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Resumo

CAMPOS, Ludio Edson da Silva. Um Estudo Sobre Fatoracbes de Matrizes e a Resolucao de
Sistemas Lineares. Campinas - SP: Universidade Estadual de Campinas, 2008. Dissertacao

apresentada como requisito parcial para obtencdo do Titulo de Mestre em Matematica.

Neste trabalho abordamos algumas fatoracdes de matrizes, com vistas a resolucdo de siste-
mas lineares através de métodos diretos. Enfocamos particularmente as decomposicdes LU,
Cholesky e QR, cujo uso tem sido largamente difundido em implementacdes computacionais.
Nosso objetivo é apresentar um texto didatico, acessivel a alunos de graduacao, que con-
temple a teoria basica de cada fatoracdo, incluindo a demonstracdo dos principais resultados,
e que também forneca condicdes para uma primeira implementacao de cada decomposicao.
Sugerimos alguns algoritmos, que foram implementados no software livre OCTAVE, através
dos quais comparamos o tempo gasto para resolucao de alguns sistemas lineares, utilizando

as fatoracdes citadas.

Palavras-Chave: Matrizes, Fatoracdes, Sistemas Lineares, Algoritmos.
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Abstract

CAMPOS, Ludio Edson da Silva. Um Estudo Sobre Fatoracbes de Matrizes e a Resolucao de
Sistemas Lineares. Campinas - SP: Universidade Estadual de Campinas, 2008. Dissertacao

apresentada como requisito parcial para obtencdo do Titulo de Mestre em Matematica.

In this work we discuss some matrix factorizations, with a view to the resolution of linear
systems through direct methods. We focus particularly the LU, Cholesky and QR decom-
positions, whose use has been widely spread in computer implementations. Our goal is to
present a didactic text, accessible to undergraduate students, which contemplates the basic
theory of each factorization, including the demonstration of the main result and that also
provide conditions for a first implementation of each decomposition. We suggest some al-
gorithms that were scheduled in the free software OCTAVE, through which we compare the

time elapsed for the resolution of a few linear systems, using the factorizations cited.

Keywords: Matrices, Factorizations, Linear Systems, Algorithms.
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Introducao

Pretendemos apresentar neste trabalho um texto introdutério sobre métodos diretos de
resolucdo de sistemas de equacdes lineares, mais particularmente, aqueles que fazem uso das
fatoracdes LU, Cholesky e QR. Este material é direcionado a alunos que tenham tido um
primeiro contato com os assuntos de um curso de Algebra Linear, pois alguns assuntos podem
exigir um pouco desse conhecimento para serem melhor compreendidos. Tivemos o cuidado
de apresentar as demonstracbes dos resultados, excetuando-se alguns que sdo facilmente
encontrados em livros com publicacGes em portugués.

Apesar de todo o trabalho estar relacionado ao estudo de matrizes, ndo tratamos neste
texto de matrizes esparsas, cuja aritmética € especial, com vistas ao aproveitamento de
apenas os elementos ndao-nulos da matriz.

No primeiro capitulo procuramos apresentar as principais definicdes e resultados envol-
vendo matrizes e que usamos nos capitulos seguintes. Existe uma teoria bastante ampla
referente ao estudo de matrizes, sendo boa parte relacionada as aplicacdes computacionais.
Neste trabalho o enfoque é relativamente restrito, pois nos atemos as propriedades matriciais
ligadas as fatoracoes.

No segundo capitulo apresentamos as fatoracdes, exemplificando passo a passo como
obté-las. Fizemos uma analise de complexidade do nimero de operacdes executadas na
obtencao da fatoracao LU, no intento de mostrar como se deve fazer esse calculo.

Reservamos para o terceiro capitulo o estudo de sistemas lineares, algoritmos e algumas
analises numéricas. La apresentamos uma implementacdo dos métodos de fatoracdo e de
resolucdo no software livre Octave. Resolvemos alguns sistemas lineares usando implementa-
cbes, com o intuito de comparar o tempo decorrido para obter a solucdo através dos métodos
estudados. Assim, as (ltimas secdes apresentam uma ligacdo entre Algebra Linear e Célculo

Numeérico.



CapitulO 1

Matrizes
T

Neste capitulo objetivamos cobrir as definicdes que reiteradas vezes sao utilizadas neste
trabalho, bem como alguns teoremas cujos resultados serao necessarios para a demonstracao
de outros.

Desse modo, omitiremos definicdes que julgamos mais comuns ou menos relevantes aqui,
como, por exemplo, matriz quadrada, matriz coluna, matriz linha, matriz identidade, etc.
Consideraremos também de conhecimento do leitor as principais operacdes e notacdes en-

volvendo matrizes.

1.1 Matrizes Elementares

O estudo de matrizes elementares é particularmente importante para a compreensao de
varios resultados, visto que sdo imprescindiveis no processo de diversas demonstracoes.
Veremos a seqguir que o método de escalonamento, realizado por meio de operacdes
elementares aplicadas as linhas de uma matriz, é equivalente a multiplicacdo de matrizes
elementares a esquerda da matriz a ser escalonada.
As operacdes elementares aplicadas sobre as linhas de uma matriz sao:
(I) Trocar duas linhas entre si.
(I1) Multiplicar uma linha por uma constante ndo-nula.

(lI1) Somar a uma linha dada um miltiplo de outra linha.
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Definicao 1.1 Chamamos de matriz elementar a matriz obtida ao se aplicar uma operacdo

elementar sobre as linhas da matriz identidade.

Vejamos adiante exemplos de matrizes elementares 4 x 4. Denotando L; como a i-ésima
linha de uma dada matriz e /, a matriz identidade de ordem n, temos que as matrizes £;, E5
e E3 a sequir foram obtidas da identidade /4, ao fazermos, respectivamente, troca entre L, e
Ly, kLo e L3+ kLq:

1
0
0
0

= O O O

o = O O

0
1
0
0

1
0
0
0

o O x O

o = O O

0
0
0
1

o X O =

o O = O

S = O O

0
0
0
1

Observamos que se B é uma matriz obtida de A ao aplicarmos uma operacao elementar
sobre uma linha de A, entdo B pode ser expressa da forma B = E.A, onde E é a matriz
elementar correspondente a operacdao sobre A. llustraremos esse fato para o caso de uma

matriz Asx4, ressaltando que o mesmo vale para uma matriz A« p-

Seja

(i) Denotando por B; a matriz obtida ao trocarmos as linhas L, e L, de A temos:

B:

ai
ani
dsi

da1

a1
da

dazi

ani

dio
ano
dzo

dao

a1
g
dzo

a2

ais
ans
ass

ds3

a3
das
ds3

a3

di4
dog
dzq

daq

di4
das
dzs

dog

Fazendo agora o produto E; A, onde E; é obtida da identidade /4 pela troca entre as linhas

L, e L4, Segue-se que:

1 000 dipr dip di3 di4 dilr diz di3 di4
0 01 do1 dop dp3 do4 dq1  d4p daz dag

El A = = =
0010 d31 d32 d3z d3 d31 d32 d3z d3s
0100 ds1 d4p da3 dag do1 do2 dp3 Ao
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(i) Chamando de B, a matriz obtida de A ao multiplicarmos a linha L3 por uma constante

ndo-nula k, temos:

B,

a1

ani

ka31

d41

dio
o

k332

d42

di3
ans

ka33

ds3

dis
dog

kasy

das

Se E, é obtida ao efetuarmos o produto da terceira linha da identidade /4 por k, entdo:

10
01
EQA =
00
00

00
00
k 0
01

an
dni
a3

day

di2  di3

doo  dos
dzz  ds33

dan  da3

a;
do
a3

ds

4

4

4

4

daii a1 dai3 ai4
sy o2 dan3 o4
— 82
kaz1 kaszy kasz kasg
ds1 da2 ds3 dsq

(iif) Chamando de B3 a matriz resultante da substituicdo em A da linha L, pela soma Lo+kLy,

temos:

Determinando EzA, onde Ej difere da identidade /,

soma Loy 4+ klg4:

d11 12

| @1t kan axn + Kagp
ds1 ds32
i d4y d4o

E3A ==

o O O =

a1
A + Kas
a3

day

SO O = O
o = O O
= o x O

dio
a2 + Kaap
dzo

da2

d13 di4

apz + Kasz Ao + Kaaa
dzs dzs
ds3 dag

di1 d12
d21  dx
d31  d32
i dq1  da2
d13
apz + Kaas
ds33
ds3

pela

diz  dia

dy3  doa
dzz daa

ds3  daa

di4
Azs + Kaag
d3q

daq

substituicao da linha L, pela
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Dada uma operacdo elementar, denotamos por sua inversa a operacdo elementar que
desfaz a alteracdo provocada numa matriz pela aplicacdo da primeira. Desse modo, a inversa
das operacdes elementares troca das linhas L; e L;, kL; e L; + kL; sdo, respectivamente,
troca das linhas L; e L;, %L,- e L;—kL;. De fato, se A € uma matriz sobre a qual executamos
uma operacdo elementar, entdo somente a aplicacdo da operacdo elementar que indicamos
Como inversa nos retornara a matriz A.

Vejamos a seguir um exemplo usando a operacdo elementar (I11), bem como sua inversa.
Também colocamos ao lado a equivaléncia usando produto por matrizes elementares a es-

querda.

Exemplo: Seja

10 3
A=| -4 7 6
10 2 5

Entdo aplicando a operacdo elementar L, + 4L; em A obtemos:

10 3 100 10 3
B=| 07 18|=|410|-|-476 (E:A = B)
10 2 5 00 1 10 2 5

Executando agora em B a operacao inversa L, — 4L, segue-se

10 3 100 10 3
A=| -4 76|=|-410]-] 07 18 (E;'B=A)
10 2 5 00 1 10 2 5

Teorema 1.1 Toda matriz elementar é invertivel e sua inversa é também elementar.

Prova: Considere a aplicacdo de uma operacao elementar sobre alguma linha da matriz iden-
tidade /. Isso produzirda uma matriz elementar E.

Suponha agora que apliguemos em E a operacdo elementar inversa da que foi aplicada em /.
Isso resultara novamente a /. Mas se chamarmos de E; a matriz elementar correspondente a

operacdo elementar inversa podemos representar os fatos descritos como £1E = /. Notando
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que um raciocinio inteiramente analogo nos conduz a EE; =/, concluimos que E tem inversa

E1, que também é elementar. [

Note que por este teorema e pelos comentarios anteriores temos que a inversa de uma
matriz elementar E, obtida da identidade / pela troca de linhas, é a prépria E, visto que
EE =1.

De um modo geral, se em / forem efetuadas k trocas de linhas, entdo a matriz resultante
pode ser indicada por Ei ... E1, a qual denotaremos por P e, doravante, chamaremos de

matriz de permutacao.

Lema 1.1 Se a matriz elementar E é obtida da identidade | pela troca de linhas, entdo
E = Et.

Prova: Seja /, a matriz identidade de ordem n e E = [e;] a matriz obtida de /, ao se
trocar as linhas L e L,. Denotando a matriz identidade na forma / = [a;] onde a;; = 1 e
aj = 0sei#jtemos que e; = a; para i # k,me j # k,muma vez que €, = emn = 1 e
exk = €mm = 0. Notando que a transposta da matriz identidade é ela mesma, isto €, a;; = aj;,
e tendo em vista que e; = a;; com excecdo de exm, €mk, €k € €mm temos Et = [e;] = E,
pois podemos garantir que ¢; = ¢;; para ¢; = a;; quando | # k,me j # k, m, e ¢; = ¢;; para

I=k,mej=k, m, pois €m = €mx = 1. [ |

No proximo teorema usaremos uma propriedade relativa a transposta de um produto de
matrizes. Por esta propriedade temos que se A e B sao matrizes de ordens m X k e k x n,
respectivamente, entdo (AB)' = B*A". Uma demonstracdo desse fato pode ser encontrada
em [1], p. 53.

Teorema 1.2 Se P é uma matriz de permutacdo entdo P é invertivel e, além disso, P~! = Pt.

Prova: Se P é a matriz de permutacdo obtida da identidade / por k trocas de linhas, entdo

existem matrizes elementares Eq, E5, ..., Ex tais que P = E, ... E>E; e, portanto,
EJ'ESYE'P=1 e PE'ESY.E ‘=1
isto &€, P & invertivel e sua inversa & dada por

Pl=F"'E'. . E"
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Mas como E,-‘1 = E;, pois E; & uma matriz elementar de troca de linhas, entdo P! =
E.E, ... Ei. Assim, para provarmos que P~1 = P? basta mostrar que P* = E.E, ... E,.
Primeiramente, provaremos que P* = EIES ... EL. Por inducdo, esse resultado é claramente
valido para k = 1, pois se P = E; entdo P* = E}. Supondo k > 1 e o resultado valido para

k—1, ouseja, para P=E, ... E>E; temos
P' = (Ex_1...E3E)' = EIE] .. E;_,
entdao se P = ExEx_1... ExE; seque que
P' = (ExEx 1... E2E))' = (Ex 1 ... E3EL)'Ef

e assim, pela hipétese de inducao, chegamos que
Pt =EIEL. . Ef |E}
Como pelo Lema 1.1 temos Ef = E;, entdo

Pt:ElEQ...Ek

1.2 Matriz Escalonada

Definicao 1.2 Dizemos que uma matriz esta na forma escalonada por linhas, ou simples-

mente na forma escalonada, ou ainda, na forma escada, quando:

(i) o primeiro elemento ndo-nulo de cada linha estd a esquerda do primeiro elemento ndo-

nulo das linhas seguintes.
(i) as linhas nulas, se existirem, encontram-se abaixo das ndo-nulas.

Assim, dizemos que as matrizes abaixo sdo escalonadas:

0 6

3524
0 0

0014
0 0

00 07
0 0

o 0w N
o ~N A~ =

2
1
0
0
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Ao primeiro elemento ndo-nulo de cada linha de uma matriz escalonada chamamos de pivo
ou lider. E ao processo de obtencdo da forma escalonada chamamos de escalonamento.
O escalonamento de uma matriz é realizado pela aplicacdo de operacdes elementares sobre
suas linhas de modo a cumprir as duas condicdes expostas na definicdo acima.

Para escalonar uma matriz A = [a;;] devemos executar os seguintes passos:

(1) Se a;; # 0, faca L, — jiLl, para i > 2. Isso anulard os elementos da primeira coluna
abaixo de a;; (assim ap; € uhl] pivd).

(2) Se a;; = 0, faca a troca entre L; e outra linha L; tal que a;; # 0. E entdo é sé prosseguir
como recomendado em (1). Se, porém, todos os elementos da primeira coluna sdo nulos
entdo seque-se para a segunda coluna e se repete o processo de modo analogo ao ja indicado.
Caso ainda a segunda coluna seja nula, entdo busca-se a primeira coluna com algum elemento
ndo-nulo e segue-se semelhantemente ao descrito em (1). Do mesmo modo repete-se esse

procedimento para as demais linhas, o que fornecera a forma escalonada de A.

Doravante usaremos o simbolo <+ para indicar uma troca de linhas. Assim, para efetuar

a troca entre a 1-ésima e a j-ésima linhas de uma matriz usaremos L; <+ L;.

Exemplo: Vejamos a sequir o escalonamento da matriz

o o0 1 1 1
3 -1 2 -3 1
5 2 =2 0 -1
1 -4 6 -6 3

Como vemos é preciso primeiramente executar uma troca de linhas em A. Esse e outros

procedimentos seguem abaixo com as respectivas operacdes elementares executadas:

0 0 1 1 1| LieL 3 -1 2 -3 1
3 -1 2 -3 1 0o 0 1 1 1
%
5 2 -2 0 -1 5 2 -2 0 -1 Ly—3L4
1 -4 6 -6 3 1 -4 6 —6 3| Li—3Ly
(3 -1 2 -3 1] (3 -1 2 -3 1]
0 0 1 1 1| Ly¢Ls o % -2 5 -%
%
11 16 8
o ¥ - 5 -8 o o 1 1 1
11 16 8 11 16 8
0 -5 3 -5 3] 0 -5 3 -5 3] Latbl
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(3 -1 2 -3 1]

11 16 8
0 3 -5 5 —3
o 0 1 1 1
0 0 0 0 0

Uma maneira alternativa de proceder ao escalonamento de uma matriz € tornar cada pivd
igual a 1, o que pode ser feito usando a operacdo elementar do tipo (Il). Inclusive alguns
autores definem matriz escalonada acrescentando essa propriedade.

Ressaltamos que a forma escalonada de uma matriz ndo é Ginica nem na definicdo exposta,
nem na definicdo com pivds iguais a 1. Porém, ha outra definicao segundo a qual a matriz
na forma escada € Gnica. Nesta definicdo exige-se que, além de os pivés serem iguais a 1,
cada coluna que contém um pivd tenha todos os seus outros elementos nulos. Tal definicdo,
bem como o teorema garantindo a unicidade podem ser encontrados em [2], p. 37 e 38. No
entanto, neste trabalho nos referiremos a forma escada ou forma escalonada de uma matriz
conforme definicdo adotada, salvo mencdo em contrario.

Como vimos no exemplo acima, o escalonamento da matriz A anulou a @ltima linha. Ao
namero de linhas ndo-nulas de uma matriz escalonada denominamos posto. Portanto, no

exemplo anterior o posto da matriz é 3.

1.3 Matrizes de Transformacao de Gauss

Sabemos que o escalonamento de uma matriz A = [a;], de ordem m x n, consiste
em aplicar sobre as linhas de A uma seqiiéncia de operacdes elementares. Mas conforme
observado na pagina 3 existe uma matriz elementar £ tal que EA resulta na mesma matriz
obtida ao aplicarmos diretamente uma operacdo elementar sobre A.

Definindo como escalonamento do tipo (l11) ao escalonamento de uma matriz que requer
apenas operacdes elementares do tipo (lll), definido na p. 2, temos que se A é uma matriz
com essa propriedade e, além disso, A ndo tem colunas nulas, entdo a;; # 0 e, portanto, um
pivd.

Tomando como primeira etapa do escalonamento do tipo (Ill) a colocacdo de zeros
abaixo de a{1, entdo podemos dizer que existem m—1 matrizes elementares Esq, Esy,..., Em
tais que Ep; . .. Es1Ex1A = A® onde AW indica a matriz obtida de A apés a primeira etapa

do escalonamento do tipo (Il1). De um modo geral denotaremos A%) a matriz resultante da
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k-ésima etapa do escalonamento do tipo (lll). llustraremos essas etapas para o caso 4 x 3,
U-D
ij e gU-1
(G-1) ]
aj
escalonamento do tipo (lIl). Além disso, tomaremos a;, = a;;. Assim,

onde kj; = ) indica o novo elemento obtido de A apos a (j — 1)-ésima etapa do

1 0 0O di1 dip ai13
—k: 1 00 a a a
Ep A= 21 . 21 2 d3 |
0 01 0 az1 dsp ass
0 0 01 da1 d4p da3
é 000 dilp dip di3 dip dio a3
21
T 100 | @1 an as | | 0 asy aby
0 01 0 d31 d32  ds3 d31 dsp  ds3
| 0 0 0 1] | 9s1 da2 daz | | da1 a2 daz |
1 0 00 a1 di2 13
0 100 o A% aly
E31 (EQ]_A): 22 23 —
—ks3; 01 0 ds1 dzx  d33
0 0 01 da1  d4p  d4z
1 000 di;  di2 413 di;  di2 413
0 100 [0 & | |0 o o
ds1 =
Ay 010 a3y d3xp  ds 0 ag? a%)
|0 0 0 1] |[9a da2 daz | | a1 . As3
1 0 0O di1  dipz di3
0 100 0 aY) &ty
Em (Es1Ex1A) = ff) ?f) -
0 010 0 agy ai;
i —ky 0 0 1 | | %1 32 aa3 |
1 000 dip  dip  d13 dil  dip  d13
1 1 1 1
0 100 0 agz) 3&3) _ 0 agz) 3&3) TeH
1 1 1 1
g 010 0 agz) 323) 0 3%2) 3&3)
41
| 7o, 00 L] am an am | | 0 ay &
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Para a segunda etapa do escalonamento do tipo (lll) temos que existem m — 2 matri-

zes elementares Ess, Eap,..., Emp tais que Epy ... EsE3 AN = AP Vejamos isto no caso

exemplificado:

1 0 00 di1 di2 a1
. 0 1 00 0 a% alY
EpAl) = o o |~
0 0 01 0 a a¥
1 0 r T r T
dil dip  di3 dil dip  di3
0 1 1 1 1 1
JNEY 0 agz) 353) B 0 352) 353)
32 1 1 - 2
0~ 10 0 &) aly 0 0 a9
22 1 1 1 1
0 0 i 0 34(12) 34(13) 1 i 0 34(12) 34(13) ]
1 0 00 di;  di2 a3
0 1 00 0 a) a2
Eq(EsAW) = 22 ?23) =
0 0 10 0 0 a3
i 0 —k42 01 ] i 0 afé) ag) ]
1 0 0 T i T
dil  dip  di3 dip dip  di13
o0 0 Y AV | | o &Y Ay |
0 0 1 @ | = ) =A
D 0 0 a5 0 0 a5
42 1 1 2
L ZhY: ] - B -

Assim, neste exemplo, a terceira e Gltima etapa consiste na multiplicacdo a esquerda de

A®) por E.s, conforme seque:

1 0 0O 0 di1 diz a3
ELA®) — 01 0 O 0 a% alY _

00 1 0 o o a%

0 0 —ks 1 0o o0 a¥
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(10 0 0
01 0 0
00 1 0
@)
00—%1
L dsz3

a1

0
0
0

dip  di13
1 1
3&2) 353)
0 ag?
0 af

di

a1

1
352)

13
(1)
923 1 _ A0

2
ags)

Note que o produto E4; Es1 Eoq necessario a conclusdo da primeira etapa do escalonamento

do tipo (llIl) pode ser substituido por uma tGnica matriz M; da forma:

0
1
—kz; O
0

0
0
1
0

0
0
0
1

A esta matriz chamamos de matriz de primeira transformacao de Gauss. De modo analogo

dizemos que E4E3z» = M, € a matriz da seqgunda transformacdo de Gauss. E assim por diante.

Quanto ao namero —k;;, definido anteriormente, o denominamos multiplicador.

Observamos que, de um modo geral, podemos denotar a j-ésima etapa de um escalo-
namento do tipo (1) por Eny. .. E(ji2)Ej+1,AV Y = AY, onde A® = A e E; difere da

identidade /,, pela substituicdo do zero encontrado na i-ésima linha e j-ésima coluna pelo

multiplicador —k;;. Desse modo,

0

0

1

E portanto, a matriz da j-ésima transformacao de Gauss pode ser expressa como:
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00

0 00 -~ 0]
0O 00 --- 0
1 00

—kg+; 10

—kgr2y 01

kg 0 0 e 1

Com isso, podemos a seguir definir esse tipo especial de matriz.

Definicdo 1.3 Seja a matriz A = [a;] de ordem m x n uma matriz que requer apenas

escalonamento do tipo (I11) para sua reducdo a forma escada. Dizemos que uma matriz

quadrada M; de ordem m é a matriz da j-ésima transformacio de Gauss se M;AU~Y = AU

Como exemplo consideramos novamente a matriz A de ordem 4 x 3, tendo a propriedade

de requerer apenas operacdes elementares do tipo (I11) em seu escalonamento. Procederemos

agora ao escalonamento usando apenas matrizes de transformacao de Gauss. Vejamos:

0
0
MlA ==
1
0

0
1
—kz1 O
0

1 000

a1l dip
0 ag)
0 aé?

0 a

O_
0
O.
1

ai
dni
a3

dq

da13
1
353)
1
ags)

1
35;3)

A segunda etapa do escalonamento é entao:

di;p dip di3
dp1 doo do3

d31 d32 ds33

da1  d4n  da3
di2  di3
doo  dos
dzz2  d33

d42  ds3

= AQ)
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E, por fim, a Gltima

—

M, A —
0
1 0
1
agz)
!
dso
1
al(t2)
~m 0
dso

M3A(2) —

0
0

1
2

ay
2

agfs)

0

o

—_

o O O =

1
0
0
0

- k32

—kaz

a1

o O = O

0

O = O O

dio
1
a§2)
1
agz)

1
34(12)

etapa é dada por:

= O O O

i3
1
353)
1
3:23)

1
aA(LS)

i3
1
353)
2
3:23)

2
aA(LS)

dil  dip
0 a%)
0 agé)
0 afé)

ai

dil  dip
0 a%)
0 0
0 0

dai

B 0

0
0

d13
(1)
do3

1
3&3)

1
3513)

dio

1
352)

di3
(1)
do3

2
3&3)

2
3513)

a1

1
352)

0

a1z
1
353)
2
a§3)
(2)

di3 |

a1z

1
353)
2
a§3)

0

= A®)

= A®)

Como vimos, o escalonamento de uma matriz que requer apenas operacdes elementares

do tipo (lIl) pode ser dada pela multiplicacdo a esquerda de matrizes de transformacdo de

Gauss. No caso da matriz A, exemplificado acima, temos que seu escalonamento pode ser
dado por M3M2M1A = A(3)

1.4 Matrizes Triangulares

Definicdo 1.4 Uma matriz quadrada A = [a;;| é chamada triangular inferior se todos os

elementos acima da diagonal principal sdo nulos, isto €, se a;; = 0 para i < j. Analogamente,

diz-se que uma matriz quadrada A = [a;;] é triangular superior se todos os elementos abaixo

da diagonal principal sdo nulos, isto &, se a;; =0 para i > j.
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Assim, nos exemplos seguintes T3 & triangular inferior e T4 é triangular superior:

1 5 31
1 00
01 40
T3:2—3O T4:
0017
6 10 3
0 001

Dizemos ainda que uma matriz triangular inferior (superior) tem diagonal unitdria quando
todos os elementos da sua diagonal principal sdao iguais a 1. Entdo, dos exemplos acima,
temos que T4 & triangular superior com diagonal unitaria.

Um exemplo de matriz triangular inferior com diagonal unitaria & qualquer matriz M, de

transformacdo de Gauss.
Teorema 1.3

(a) Sejam A e B duas matrizes triangulares inferiores (superiores), entdo o produto AB é
uma matriz triangular inferior (superior). Além disso, se A e B tém diagonal unitaria,

entdo AB também tem diagonal unitaria.

(b) Uma matriz triangular T é invertivel se, e somente se, seus elementos na diagonal

principal sgo todos ndo-nulos.

(c) A inversa de uma matriz triangular inferior (superior) invertivel T é triangular inferior
(superior). Se T tem diagonal unitaria, entdo a sua inversa também tera diagonal

unitaria.

Nas provas a sequir trataremos apenas dos casos de matrizes triangulares inferiores, pois

a demonstracdo para matrizes triangulares superiores é totalmente analoga.

Prova de (a): Sejam A = [a;] e B = [b;] duas matrizes triangulares inferiores de or-
dem n e C = [c;] o produto de A por B.
Para provar que C € triangular inferior basta mostrar que ¢;; = 0 se / < .

Pela definicdo de multiplicacdo matricial temos que

Cij = a,-lblj + a,'2b2j + ...+ a,-,,b,,j
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Supondo i < j podemos reescrever a expressdo acima na forma

Cij = a,-lblj + a,'zbgj + ...+ a;(j,l)b(j,l)JJ-jL a,-jbjj + ...+ a,-,,b,%-

R (11

onde em (/) aparecem todos os termos em que o niimero de linha de B é menor que o nimero
de coluna de B, isto €, nesse grupo todos os elementos by; sao nulos, visto que B € triangular
inferior. Do mesmo modo, em (//) se encontram todos os termos em que o nimero de linha
de A &€ menor que o nimero de coluna de A, ou seja, nesse grupo todos os elementos a;x sdo
nulos, pois A € triangular inferior. Assim, ¢;; = 0 se / < j, e portanto, C & triangular inferior.

Para a prova da segunda parte do teorema basta mostrarmos que ¢; = 1, para | =

1,2,...,n. Observando novamente que
Cij = ajbyi + ajpboi + ... + aip by
entdo reescrevendo essa expressdo acima como

Cj=anbiy+...+ 3/(/71)[3(/71)5'4-3///9// + it b1y + ...+ @inbai

R R

temos pela analise feita na prova da primeira parte que os elementos em (/) e (//) sdo nulos.

Deste modo,
Cii = aiibj
Se A e B tém diagonal unitaria, entdo a;; = b;; = 1 e, portanto, ¢; = 1.

Prova de (b): Para esta prova relembraremos a definicdo de determinante. Define-se o

determinante de uma matriz quadrada A, da forma

det(A) = Z +a1j,a0), - - - anj,

onde o sinal positivo ou negativo é atribuido a uma parcela conforme o namero de inversoes
da permutacdo jij»...J, seja par (positivo) ou impar (negativo). Esta soma é estendida as

n! permutacdes da seqiiéncia (1,2, ..., n).
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Observando, na definicio de determinante, que em cada parcela do somatdério existe um e
somente um elemento de cada linha e cada coluna da matriz, temos que o determinante
de uma matriz triangular inferior T tera em todas as parcelas do somatério pelo menos um
elemento nulo, com excecdo, possivelmente, da parcela constituida apenas com elementos
da diagonal. Considerando que uma matriz quadrada é invertivel se, e somente se, seu de-
terminante é diferente de zero (para uma prova consulte [1], p. 87), temos T invertivel se,
e somente se, det(T) # 0, o que acontece somente quando os elementos da diagonal de T

sdo todos nao-nulos.

Prova de (c): Faremos esta prova por inducdo e usaremos o produto de matrizes parti-
cionadas em blocos. O produto de duas matrizes A e B, particionadas em bloco, é feito
semelhantemente ao produto matricial comum, porém, neste caso os “elementos” sao sub-
matrizes e o produto AB esta definido somente se o produto das submatrizes estiver definido.
Seja n a ordem de uma matriz triangular inferior invertivel T = [¢;;], entdo para n = 1 temos
T = [ti1]. Se T € invertivel t;; # 0 e, portanto, a inversa T ! existe e € triangular inferior.
Além disso, se t;; = 1 (isto €, T tem diagonal unitaria) teremos também T ! com diagonal
unitaria.

Considere uma matriz triangular inferior invertivel 7 de ordem n + 1 escrita na forma

T|] O

T(n+1)x(n+1) =
v dn—l—l

onde v € R” (v é v transposto), d,.; € um nimero real ndo-nulo e 0 é o vetor nulo de
R". Do fato de T ser invertivel seque, pela parte (b) deste teorema, que 7 tem somente
elementos ndao-nulos na sua diagonal principal, e como os elementos diagonais de T estdo
na diagonal de 7 entdo T também & invertivel. Suponha que a inversa de T & uma matriz
triangular inferior T—1, ou seja, a proposicdo & valida para n. Precisamos mostrar que ela

continua sendo valida para n+ 1. Seja w um vetor de R” tal que
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Definindo uma matriz triangular inferior de ordem n+ 1 da forma

T 0
Wt 1

dn+1

Wint1)x(nt1) =

temos que W é a inversa de T pois

WT =

TIT +0vt | 7710+ 0, ]

t 1 ¢t t 1
w T+ dn+1V ‘ w O+ dn+1dn+l

onde | & a matriz identidade de ordem n.

Como
1 1 1 1 1
wiT + vi= ——VvIT 1T + vi= — vi+ vt = 0!
dn+1 dn+1 dn+1 dn+1 dn+1

entao

/10
WT =

0t |1

isto €, 7,1 € invertivel e sua inversa W & triangular inferior. Por fim, se T e T~! tém diagonal
unitaria, entdo basta tomar d,,; = 1 para termos WW = T ~! triangular inferior unitaria. Isto

conclui a prova. [



Capitulo 2

Fatoracao de Matrizes
I

2.1 Fatoracao LU

Definicao 2.1 Se A é uma matriz quadrada que pode ser fatorada na forma A = LU, onde

L é triangular inferior e U triangular superior, entdo dizemos que A = LU é uma fatoracao

LU de A.

Alternativamente chamamos a fatoracdo LU por decomposicdo LU de A, ou ainda, por
decomposicao triangular de A. As letras L e U sao abreviaturas das palavras lower e upper,
que advém da lingua inglesa e significam inferior e superior, respectivamente.

Na verdade, alguns autores concebem ainda a decomposicao LU de matrizes retangulares
A € R™" Ao final desta secdo dedicaremos mais alguns comentarios a esse respeito. No
entanto, até 1a consideraremos apenas a fatoracao LU conforme exposto na definicdo, isto
é, quando A é quadrada.

Sdo exemplos de fatoracdo LU as decomposicdes abaixo:

3 -1 2 3 00 1 —% 2
A=| 4 37 |=| 420 0 11
-2 15 -2 16 0 01
2 6 4 1 00 2 6 4
B=| 44 -1|=| 2 10 0 -8 —9

'_\
(@]
(@]
(]

-2 2 5 -1 -1
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Agora é conveniente dizer quando a fatoracao A = LU é possivel. Uma matriz quadrada
s6 admitira a decomposicao LU se no seu escalonamento nao for necessario troca de linhas.
De fato, como a reducdo de uma matriz quadrada A a forma escada consiste em aplicar sobre
A uma seqiiéncia de operacdes elementares, as quais podem ser substituidas pela aplicacdo
de matrizes elementares a esquerda de A, entdo existem matrizes elementares E, Eo, ...,
E tais que a forma escada de A é obtida por E, ... EoE;A. Considerando a hipétese de que
A é quadrada e o escalonamento de A ndo requer troca de linhas, entdo sua forma escada
€ triangular superior. Logo, existe uma matriz triangular superior U resultante da reducdo a

forma escada de A, obtida ao se fazer
Ek...EQElA:U (/)

Mas se as matrizes E1, Eo, ..., Ex sdao triangulares inferiores, entdo as suas inversas sao

também triangulares inferiores. Assim, existe uma matriz triangular inferior L tal que
ETTESY . ECt =L (ID)
Tomando o primeiro membro de (/) e de (/1) podemos expressar A como
A= (E['ESY . ECN(Ex. . E2ELA)

ou, equivalentemente,

Observacao: Na pratica, pode ser inviavel trabalhar com aplicacGes de matrizes elementares
sobre A. Esse processo € mais conveniente no trato tedrico do assunto. Assim, se A ndo
requer troca de linhas no seu escalonamento, entdo o que se faz € escalonar A até a obtencdo
de U, observar as operacdes elementares utilizadas e entdo construir L a partir da identidade,

com as operacdes inversas que as aplicadas no escalonamento de A.

Tomando novamente as fatoracdes
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3 -1 2 3 00 1 -3 2

A= 4 37 |=| 4 20 0 11
-2 15 -2 3 6 0 01

2 6 4 1 00 2 6 4

B=| 44 -1|=| 2 10 0 -8 -9
-2 2 5 -1 -1 1 0 0 0

observamos que na decomposicao de A temos U triangular superior com diagonal unitaria,
enquanto que na de B temos L com diagonal unitaria. Essas diferentes fatoracdes sao obtidas
por uma pequena modificacdo no escalonamento, onde num método cada pivd é igual a 1, e
noutro, ndo necessariamente.

O método de fatoracdo A = LU, onde L é triangular inferior € U triangular superior com
diagonal unitaria é chamado de método de Crout, ao passo que se tivermos uma fatoracao
A = LU em que L é triangular inferior com diagonal unitaria e U triangular superior, dizemos
que essa fatoracdo foi feita pelo método de Doolittle. Numa ilustracdo da fatoracdo LU pelo
método de Doolittle pode-se usar matrizes de transformacdes de Gauss ao invés das matrizes
elementares, como fizemos ha pouco. Pois como as matrizes de transformacdes de Gauss
anulariam apenas os elementos abaixo da diagonal de A®), entdo U ndo teria necessariamente
diagonal unitaria ao passo que L teria, visto que esta seria produto das inversas /\/Ik_1 que sdo
triangulares inferiores com diagonal unitaria. Antes de enunciar o teorema que estabelece
as condicdes de existéncia e unicidade da fatoracao LU vejamos a definicdo de submatriz

principal, pois a usaremos na demonstracdo desse teorema.

Definicdo 2.2 Se A = [a;] é uma matriz de ordem m x n, entdo chamamos de submatriz
principal de ordem k da matriz A @ matriz formada pelas primeiras k linhas e k colunas de

A e a denotamos por Akky, onde k < min{m, n}.

No préximo teorema consideraremos o método de Doolittle na decomposicao LU.

Teorema 2.1 (Fatoracdo LU) Uma matriz A € R™" tem uma fatoracdo LU se det (A x)) #
0 parak=1,2,..., n— 1. Se a fatoracdo LU existe e A é ndo-singular, entdo a fatoracio
LU é dnica e det(A) = uiilas . . . Uy, Onde Ur1, Uy, ..., Uy, S30 0S elementos da diagonal
de U.
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Prova: Seja
dip di2 d1i3 ... dip
dpy dop A3 ... dop
A= di31 dz» a3z ... dzp
dnl dp2 dp3 ... dpn

Temos por hipétese que det(Awxiy) # 0 para k = 1,2,..., n — 1. Entdo a submatriz
A1) = [a11] tem determinante ndo-nulo. Consequentemente, a;; # 0 e portanto € um pivo.

dil  di12

Temos também que det(Ap2)) = # 0 e como ai;; € um pivd entdo a primeira

da1 a2
etapa do escalonamento de A pode ser escrita como M;A = A, Logo

(1) il d12
Aoy = MieaAee) = [ ) ]
0 ay

Agora usando o fato de que o determinante de um produto de matrizes é o produto dos
determinantes dessas matrizes temos que se det(Ap2)) # 0 entdo det(A 8)2)) # 0 o que
obriga a; ) # 0 e, portanto, o segundo pivd.

De um modo geral, supondo que k—1 etapas do escalonamento do tipo (///) foram realizadas,

entdo teremos Mi_; ... MiA = A®=D onde a(k D & o k-ésimo pivd. Considerando que
det(Mk_l . MlA) = det(A(kil))

o det(My_1)...det(M,)det(A) = det(A*D)
& 1...1det(A) = det(A(kfl))
o det(A) = det(A¥D)

e portanto det(Ax.x) = det(AE:;;)) entdo se det(Aw k) # 0 segue-se que det(AEi ki)) 70

e, por conseguinte, A(k k) é triangular superior com k pIVOS Assim a hipétese det(A «)) # O
para k=1,2,..., n — 1 garante que a matriz A(n 1 1) é triangular superior. Observamos
que o fato de k variar apenas até n — 1 é o suficiente para que a forma escalonada de A
seja triangular superior porque apés a (n — 1)-ésima etapa do escalonamento do tipo (///)
temos que A1 possui na n-ésima linha somente elementos zeros, com excecdo, possivel-

(n—1)

mente, de an, . Isto &, a forma escalonada de A € uma matriz triangular superior U. Por
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fim, existem M7t ..., M, (que também sdo matrizes de transformacdo de Gauss, tais)
tais que Myt.. M, Y = L e, portanto, A = LU. Logo, a hipétese det(Awx)) # O para
k=1,2,..., n — 1 é suficiente para que uma matriz A tenha a decomposicao LU.

Para provar a segunda parte do teorema observamos inicialmente que se existe a decompo-
sicdo A = LU, entdo podemos escrever M,_1 ... MoM;A = U. Acrescentando a hipotese de
que A é ndo singular concluimos que U deve ser também ndo singular. Portanto, supondo
que A = L,U; e A = L,U, sejam duas decomposicdes LU de uma matriz ndo singular A,

entdo podemos escrever

LUy = LoUs

= LU, U7 = LyUs Ut
= L, = LyUU?

= Loy = L3 LU U
= L3, = UpUT?

Como L, 'L, é triangular inferior com diagonal unitaria e U,U; ! € triangular superior, entdo

existe uma matriz diagonal D tal que
Ly, =D = UU;t

Da observacao de que L2_1L1 é triangular inferior com diagonal unitaria temos que D ¢é igual

a identidade /, isto €,
Lyl = 1= UU;?

Mas isso significa que L, é a inversa de L; e U7' a inversa de Us, ou seja, L, = L; e
U, = Uy, ou ainda, a fatoracdo LU é (nica, respeitadas as hipdteses.
Por fim, se A= LU, entdo det(A) = det(LU) = det(L)det(U) = det(U) = ur1Usy .. . Upp.

Isto conclui a prova. [

No caso em que no teorema acima é tomado o método de Crout para a decomposicao
LU temos que substituir no enunciado det(A) = uiilas . .. Uy, por det(A) = Ly1loy .. . Ly, €

na demonstracdo as matrizes de transformac®es de Gauss por matrizes elementares.
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Obtendo uma Fatoracido LU

Considere a matriz A abaixo, cujos determinantes das submatrizes sdo ndo-nulos:

2 3 -1
A=11 -2 2
3 1 -1

Primeiramente, aplicamos o escalonamento em A e obtemos U:

A= -2 2 LQ—L1/2 —
1 —1 | Ly—3Ly/2

2 3 -1 2 3 -1
0o -1 3 w0 - 5 |=u
0 |-1| % | Ls—Lo 0 0 -2

Sabemos que a matriz L = E;*ESY .. E;Y, e como vimos na observacdo anterior, para
construir L podemos simplesmente tomar as operacdes elementares inversas das que utiliza-

mos no escalonamento de A. Desse modo, seqgue que

1 0
L=1]3 1

3

311

Ou seja, A pode ser fatorada na forma A = LU:

2 3 _1 100 2 3 -1
1 -2 2|=[210 0o —% 2
3 1 -1 211 0 0 -2

Dada uma matriz quadrada A pode ser inviavel usar o Teorema 2.1 para determinar se
A tem decomposicdo LU. No entanto, se no escalonamento de A for necessario trocas de
linhas, podemos tomar uma matriz de permutacao P obtida da identidade pela aplicacdo

das trocas de linhas necessarias no escalonamento de A. Desse modo, o produto PA é uma
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matriz que ndo requer permutacdo de linhas em seu escalonamento e, entdo, poderemos
escrever PA = LU. Como pelo Teorema 1.2 temos que P é invertivel e que sua inversa é
dada por P~ = P?, entdo podemos escrever A = P~1LU, ou ainda, A = P!LU.

2.1.1 Contagem do nimero de operacdes para obter a fatoracao A=LU

Detalharemos a sequir a contagem das operacdes requeridas na obtencdo da fatoracao
A = LU pelo método de Doolittle. O nimero de operacdes requeridas usando o método de

Crout & 0 mesmo.

Seja
dip di2 d13 ... dip
dy1 dop d23 ... dop
A= d31 di3» d33 ... dizpn
dn1 dnp2 dp3 ... dpp

Para facilitar a nossa notacao durante as etapas de contagem das operacdes colocaremos
o simbolo x representando quais elementos sofreram alteracdo na Gltima operacédo realizada.
Observamos que a colocacdo de um elemento zero abaixo de um pivd ndo é contado como

uma operacao, pois esse procedimento ndao exige calculo.

Escalonando A,., para obter U:

Passo 1: Colocacdo de zeros abaixo do pivd ai;.

- . dk1
Operacdo realizada: Ly — —Lq, para k =2,3,...,n.
dii
di1 di2 di3 ... din
0 X X ... X
0 X X ... X
A —
0 X X X
0 X X X

NUmero de operacdes realizadas:

Adicdes/Subtracdes: n — 1 por linha em n— 1 linhas. Total: (n—1)(n—1) = (n—1)°.
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Multiplicacdes/Divisdes: 2(n—1) por linha em n—1 linhas. Total: 2(n—1)(n—1) = 2(n—1)2.

= : PN 1
Passo 2: Colocacdo de zeros abaixo do pivo a§2).

(1)

. a
Operacdo realizada: Ly — —%21,, para k =3,4,...,n.

1
agz)

din di2 a3 din
1 1 1
0 A A
A(2) _ 0 0 X C.. X
0 0 X X
0 0 X X

NiOmero de operacdes realizadas:
Adicbes/Subtracdes: n — 2 por linha em n— 2 linhas. Total: (n—2)(n—2) = (n—2)2.
Multiplicacdes/Divisdes: 2(n—2) por linha em n—2 linhas. Total: 2(n—2)(n—2) = 2(n—2)2.

Passo n-2: Colocacdo de zeros abaixo do pivd agf’;:gg(n_m.

(n—3)
Operacao realizada: Ly — (nfgd) L(n—2y, para k =n—1,n.
(n=2)(n-2)

dip di2  dis d1(n—2) di(n—1) din

1 1 1 1 1

0 ay ay 35(2—2) aé(i_n as,)

(2) (2) (2 (2)

Ar-2) 0 0 as 93(p—2) 3(n-1) 3
(n=3) (n=3) (n—3)
0 0 0 3(272)(,772) 3(572)(%1) a('nlz)n

0 0 0 0 X X

0 0 0 0 X X

NUmero de operacdes realizadas:

Adicdes/Subtracdes: 2 por linha em 2 linhas. Total: 2.

Multiplicacdes/Divisdes: 2 -2 por linha em 2 linhas. Total: 2(2)?




2.1 Fatoracao LU

27

Passo n-1: Colocacdo de zeros abaixo do pivd agf’;:ig(n_
(n—2)
Operacdo realizada: L, — %L(n_l).
(n—1)(n-1)
di1  di2 43 d1(n—2)
1 1 1
0 a§2) a§3) . 3&(2772)
(2) (2)
0 0 a3 ... a3(n-2)
A(n—l) — : .
(n—3)
0 0 0o . 3(272)(%2)
0 0 0o ... 0
| 0 0 0o ... 0

NGmero de operacdes realizadas:

Adicdes/Subtracdes: 1 por linha em 1 linha. Total: 1.

1)

di(n—1)

(1)
2(n—1)

(2)
93(n—1)

a

(n—3)

o5

(n—2)

A(n-1)(n-1)

0

Multiplicacdes/Divisdes: 2 -1 por linha em 1 linha. Total: 2(1)?

Obtemos entdo a forma escalonada de A apds a execucdo de n — 1 passos:

di1 di2 4d13 d1(n—2)
0 &y &y ... Ao,
0 0 ag? o 352—2)
U= ; : C. :
0 0 0 ... ar3. .,
0 0 0o ... 0
| 0 0 0o ... 0

Total de operacoes para reduzir A a U:
AdicBes/Subtracdes:

(n—1)24+(n—2)+...+2241%2=

d1(n—1)

(1)
2(n—1)

(2)
3(n—1)

a

a

(n—3)
(n—2)(n-1)

(n—2)
(n—=1)(n-1)

0

a

(n—2)(n—1)

din

1
S

2
a5,

(n—3)
(n—2)n
(n—2)
(n—=1)n

o8]

8]

din

1
;)

2
£

(n—3)
(n=2)n

(n—2)
(n—1)n

(n—1)

a

jo§)

ann

(n—1)n(2(n—1)+1) _ (n—1)n(2n-1)

6
Multiplicacdes/Divisdes:

2(n—1)2+2(n—=2)%*+...+2(2)2+2(1)*=2

(n—1)n(2(n—1)+1)

6

(n—1)n(2n—1)

6
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Para uma deducdo das igualdades acima consulte [1], p. 326, exercicios 7 e 8, onde sdo

apresentados 0s passos necessarios a obtencdo da férmula 12 +22 +3%2+ ...+ (n—1)? =
(n—1)n(2n—1)
5 .

A matriz triangular inferior com diagonal unitaria L é determinada diretamente, apenas
por armazenamento das operacdes inversas as aplicadas a A para obter U. Assim, a contagem
indicada acima ja resume o total de operacbes executadas na fatoracao A= LU.

A matriz L pode ser escrita genericamente na forma:

1 0 0 . 0 0
a
21 1 0o ... 0 0
di1
1
931 ﬁ 1 0 0
dii1 agé)
L= : :
(1 (2)
An-11  9n-1)2 Un=1)3 1 0
a a(l) 8(2)
22 33
(n—2)
T
(1 (2) T (n—2)
| u dyo d33 3(271)(,771) i

2.1.2 Fatoracao LU de uma Matriz Retangular

No inicio deste capitulo falamos da existéncia de uma fatoracao LU para matrizes retan-
gulares A € R™". E claro que L e U ndo podem ser quadradas ao mesmo tempo, pois se
Amsn = LmskUkxn € m#£ n o maximo que podemos ter € uma das matrizes L ou U quadrada.
Se k = m, entdo L é triangular inferior (portanto quadrada); se k = n entdo U é triangular
superior (portanto quadrada). Podemos ainda ter L e U ndo-quadradas, quando k # m, n.
No entanto, se definirmos como matriz com forma triangular inferior (superior) a matriz
A =[a;] tal que a; =0se i <j (i >J), entdo L e U tém forma triangular, pois sdo obtidas,
respectivamente, do escalonamento de A e das operacdes elementares inversas das aplicadas
no escalonamento.

Vejamos a sequir uma fatoracdo LU de duas matrizes retangulares, onde os casos m > n

e m < n estao ilustrados.
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1 10
1 4
Asso=|2 5 | =12 1/|-" = L3yx2.Usxo
0 -3
3 32

1 35 10 1 3 5
B2><3 = = : = L2><2-U2><3
2 4 6 21 0 -2 -4

A condicdo para que exista uma fatoracdo LU de uma matriz A € R™*" & que Ak k) S€ja
ndo-singular para k = 1,2,..., min{m, n}. Nés omitimos a demonstracdo desse resultado

uma vez que ela é totalmente analoga a encontrada na prova da primeira parte do Teorema

2.1.
A seguir apresentamos outra forma de fatorar as matrizes exemplificadas Asx> € Baxs, a

qual € menos econdmica, pois nela acrescentamos colunas e linhas sé de zeros.

1 00 1 4
Asso=12 5| =21 01|10 -3 :L:1%><3'U3%><2
320 0 0
1 3 5
B B 1 35 B 1 00 0 5 2l =22
2Xx3 — > 4 6 - 51 0 T F2x3-¥3x3
0O 0 O

Desse modo, queremos dizer que a unicidade ndo & garantida para a decomposicao LU

de matrizes retangulares.

2.2 Fatoraciao de Cholesky

Definicao 2.3 Chamamos de fatoracdo de Cholesky de uma matriz A a fatoracdo A = GG?,

onde G é uma matriz triangular inferior com elementos positivos na diagonal principal.

Exemplificamos a sequir dois casos de fatoracdo de Cholesky:

2 -1 0 V2 00 V2 -5 0

A= -1 2 -1 |= —% \/§ 0 0 2 /3| =GG!
0o -1 2 2 2 2
0 -3 & 0 0
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[ 4 2 4 10| [ 2000] [2 -1 2 5]
2 10 1 -2 1300 0 31 1
B = _ — G,G!
4 1 6 13 2110 0 1 2
10 -2 13 31 51 2 1 0 00 1

Desde ja pode ser observado que as matrizes A e B sao simétricas € como veremos
adiante isso € uma das condicdes necessarias para que haja a decomposicdo de Cholesky.
No entanto, o caminho que tomamos nos mostrara a existéncia de duas outras fatoracdes
antes da de Cholesky. A primeira delas & a fatoracdo LDM?!, onde L e M sdo matrizes
triangulares inferiores com diagonal unitaria e D &€ uma matriz diagonal. Tal fatoracdo pode
ser obtida da fatoracdo LU de uma matriz ndo-singular A. Assim, se no Teorema 2.1, p. 21,
tomarmos kK = 1,2,...,n temos garantida a decomposicdo LDM?!. A segunda fatoracdo,
LDLEt, serd um caso particular da fatoracdo L DM? para A simétrica. Desse modo, dada uma
decomposicao LU de uma matriz A simétrica nao-singular, é possivel construir a fatoracao
LDLE.

Teorema 2.2 Se todas as submatrizes principais de A € R" " sdo ndo-singulares entdo
existem matrizes triangulares inferiores com diagonal unitaria L e M (nicas e uma dnica

matriz diagonal D tal que A = LDM?.

Prova: Pelo Teorema 2.1 sabemos que A tem uma fatoracdo LU. Considerando a matriz
diagonal D tal que dj; = u;; parai =1,..., n temos que D é invertivel e entdo podemos
escrever A = LU = LDD™'U. Fazendo M! = D~'U temos a decomposicio A = LDM?,
onde Mt = D~'U é uma matriz triangular superior com diagonal unitéaria, pois a inversa
de uma matriz diagonal D cuja diagonal é u;; € outra matriz diagonal D~ com elementos

diagonais —. A unicidade segue da fatoracdo LU ja demonstrada no Teorema 2.1. [ ]

uII
Teorema 2.3 Se todas as submatrizes principais de uma matriz simétrica A € R"*" sdo ndo-
singulares entdo existe uma unica matriz triangular inferior com diagonal unitaria L e uma

inica matriz diagonal D tal que A= LDL".

Prova: Pelo Teorema 2.2 a matriz A admite a decomposicdo LDM?. Considerando que M
é triangular inferior com diagonal unitéria, entdo existe M~ e assim valem as igualdades a

seqguir:
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A=LDM*
AM~t=1LD
M=TAM=t = M~1LD

Do primeiro membro da Gltima igualdade temos uma matriz simétrica, pois
(M—IAM—t)t — (AM—t)t(M—l)t — (M—t)tAtM—t — M—IAM—t

Do segundo membro de M 1AM~t = M~1LD temos uma matriz triangular inferior, visto
que o produto de triangulares inferiores é triangular inferior (D também pode ser interpretada
como uma matriz triangular inferior). Mas uma matriz a0 mesmo tempo simétrica e triangu-
lar 56 pode ser diagonal. Como D é ndo-singular temos que M~1L deve ser também diagonal.
Por outro lado, M~1L & triangular inferior com diagonal unitaria e, portanto, M~L =/, isto

é, M = L, o que estabelece a decomposicdo A = LDL*. A unicidade seque da fatoracio
LDM?*. [ ]

Agora passamos a definicao de matriz definida positiva, visto que outra condicdo neces-
saria a existéncia da fatoracdo de Cholesky de uma matriz é que esta seja definida positiva.
Varios resultados semelhantes aos anteriores serdo enunciados e provados para o caso de uma

matriz definida positiva, culminando com o teorema que estabelece a fatoracao de Cholesky.

Definicdao 2.4 Chamamos de matriz definida positiva a uma matriz A tal que x*Ax > 0

para todo x # 0.

Ressaltamos que alguns autores assumem na definicdo de matriz definida positiva a hipo-
tese de A ser simétrica, apesar de esta ndo ser uma condicdo necessaria para que x!Ax > 0.
Porém, muitos resultados importantes envolvendo matrizes definidas positivas exigem sime-
tria.

Existe ainda uma outra maneira equivalente de apresentar a definicio de uma matriz
definida positiva. Nessa definicdo dizemos que uma matriz A = [a;;] € R"*" & dita definida

n
positiva se para qualquer vetor ndo-nulo x € R” tivermos Z aijxix;p > 0.

ij=1
Antes de enunciarmos o lema do proximo teorema, veremos um resultado que relaciona a

solucao de um sistema linear homogéneo a invertibilidade de uma matriz. Dedicaremos maior

destaque aos sistemas lineares no Capitulo 3.
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Teorema 2.4 Uma matriz A é invertivel se, e somente se, o sistema linear homogéneo Ax = 0

tem somente a solucdo trivial.

Prova: Suponha que A seja uma matriz de ordem n X n invertivel e que X seja uma solucdo
qualquer de Ax = 0, isto &, AXx = 0. Multiplicando ambos os membros de Ax = 0 por A™*
resulta A"1(AX) = A0, ou seja, (A"tA)Xx = 0, ou ainda, x = 0, implicando que se A é
invertivel entdo Ax = 0 tem somente a solucdo trivial.

Suponha agora que Ax = 0 tem somente a solucdo trivial. Escrevendo Ax = 0 como uma
combinacao linear dos vetores-coluna de A temos x;A; + ...+ x,A, = 0, onde Xx; indica uma
componente do vetor x e A; um vetor-coluna de A, para qualquer i = 1,2,...,n. Como a
solucdo x; = 0 é a (nica solucdo para a equacao x1A; + ... + x,A, = 0 entdo os vetores-
colunas de A sdo linearmente independentes. Denotando a forma escada de A como Esc(A)
temos que existem matrizes elementares Eq, ..., Ey tais que Ex... E;A = Esc(A) e, dessa

forma,

E;t  E'Ex. . ELA=EN. . E'Esc(A) &
A=E'. . E.'Esc(A) &
det (A) =det (E;'...E,*Esc(A)) <
det (A) = det (E;') ... det (E. ") det (Esc(A))

Conforme teorema 1.1 toda matriz elementar & invertivel e como A é uma matriz quadrada
com vetores-coluna linearmente independentes entdo a forma escada de A é uma matriz
triangular superior invertivel, implicando que no segundo membro da Gltima equacdo temos
todos os determinantes diferentes de zero, de modo que devemos ter det (A) # 0 e, portanto,

A invertivel. [
Lema 2.1 Se A € R™" é uma matriz definida positiva entdo A é invertivel.

Prova: Supondo que A seja ndo-invertivel, entdo existe um vetor ndo-nulo x € R” tal que

Ax = 0 e, portanto, x!Ax = 0, o que é uma contradicdo. n

Teorema 2.5 Se uma matriz A € R"*" é definida positiva, entdo todas as suas submatrizes

principais A k), 1 < k < n, sdo também definidas positivas.

Prova: Considere o vetor ndo-nulo x = (xi, . .., Xk). Tomando um vetor y = (y1, ..., Vn) tal
quey;=x;parai=1,..., key;=0parai=k+1,..., n temos que y é um vetor nao-nulo
de R". Portanto,
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k n
Z aiiXiX; = Z aijyiyj > 0.

ij=1 ij=1

Corolario 2.1 Se A é uma matriz definida positiva, entdo A admite a decomposicdo LU.

Prova: Como todas as submatrizes principais de A sdo também definidas positivas, entdo pelo
Lema 2.1 seus determinantes sao nao-nulos, o que garante a decomposicao LU, conforme

Teorema 2.1. ]

Teorema 2.6 Se A € R"*" é definida positiva, entdo todos os seus elementos diagonais sao

pOSItivos.

Prova: Para todo i € {1,2,...,n} seja x = (xy, ..., X,), definido da forma x; =1 e x; =0

para j # i, isto €, x & um vetor ndo-nulo. Assim,

n
adjj = E aijXiXj = xtAx > 0.
ij=1

Teorema 2.7 Se A € R™" é definida positiva e X € R tem posto k, com k < n, entdo
B = XtAX € R¥*k é também definida positiva.

Prova: Seja z € R¥ tal que 0 > z'Bz = z}(X!AX)z = (Xz)!A(Xz). Suponha que o vetor
(Xz) € R” seja nulo, isto €, Xz = 0. Como X tem posto e nimero de incégnitas iguais a
k, entdo o sistema homogéneo Xz = 0 tem solucdo (nica, a saber z = 0. Assim, ndo existe
um vetor ndo-nulo z € R¥ tal que z!Bz = 0.

Para provar que nio existe z € R* tal que z!Bz < 0 suponhamos que z seja ndo-nulo, pois
para z nulo z!Bz = 0. Definindo v = Xz temos z'Bz = (Xz)'A(Xz) = vtAv > 0, pois
A é definida positiva. Desse modo, ztBz < 0 ndo ocorre se z € ndo-nulo, e, portanto, B é

definida positiva. m

Teorema 2.8 Se A é uma matriz definida positiva, entdo A admite a decomposicdo LDM?

e D tem elementos diagonais positivos.

Prova: Pelo Teorema 2.5 e Lema 2.1 temos que as submatrizes A ) sdo ndo-singulares

parak=1,2,..., n, entdo, pelo Teorema 2.2, temos garantida a existéncia da fatoracdo A =
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LDM?. Tomando no Teorema 2.7 X = L=t seque que B = XtAX = (L7t)tAL=t = [TTAL?
é definida positiva. Mas, por outro lado, se A = LDM?, entdo B = L' LDM!L~t = DM!L™T.
Considerando que M*L~* é triangular superior com diagonal unitéria, e como B = DMLt
entdo B e D tém a mesma diagonal. Mas B & definida positiva e, conforme Teorema 2.6, tem
elementos diagonais positivos. Logo, se B e D tém diagonais iguais, entao D tem elementos

diagonais positivos. [ ]

Corolario 2.2 Se A é uma matriz simétrica definida positiva, entdo A admite a decomposicao

LDL" e D tem elementos diagonais positivos.

Prova: Pelo Teorema 2.5 temos que A tem todas as submatrizes principais nao-singulares,
entdo pelo Teorema 2.3 a fatoracdo A = LDL? existe. A garantia de que os elementos

diagonais de D sao positivos segue do Corolario 2.8, substituindo-se apenas M por L. [ ]

Teorema 2.9 (Fatoracdo de Cholesky) Uma matriz A € R"" é simétrica definida positiva
se, e somente se, existe uma (nica matriz triangular inferior G € R"™" com elementos

diagonais positivos tal que A = GG".

Prova: Para provar que se A € R"*" & simétrica definida positiva entdo existe uma (nica
matriz triangular inferior G € R"™" com elementos diagonais positivos tal que A = GG!
considere o Corolario 2.2 que garante a existéncia da fatoracdo A = LDL?Y, onde L é triangular
inferior com diagonal unitaria e D é diagonal com elementos diagonais positivos. Denotando
os elementos diagonais de D por di, ..., d, e definindo uma matriz diagonal S = [s;;] de modo
que s = +/d;, parai =1,..., n, podemos escrever D = SS. Como toda matriz diagonal
é simétrica, entdo S = St e, portanto, D = S5, Desse modo, A = LD[L' = LSSt =
LS(LS)". Definindo a matriz G = LS temos A = GG?*, onde G é uma matriz triangular
inferior com elementos diagonais positivos. A unicidade seque da fatoracdo LDL®.

Por outro lado, se para A € R"*" existe uma (nica matriz G com elementos diagonais
positivos tal que A = GG, entdo A" = (GGY)' = (G')'G" = GG' = A, isto é, A é simétrica.
Tomando x # 0 temos x*Ax = x'(GG)x = (x'G)(G'x) = (G*'x)*(G'x). Fazendo G'x =y
seqgue que x*Ax = yty. Como x # 0 e G & ndo-singular entdo y # 0 e, portanto, x*Ax > 0,

ou seja, A é definida positiva. [ ]

Os dois teoremas seguintes fornecem, em particular, uma maneira de determinarmos se

uma matriz simétrica A € R"*" é ou nao definida positiva.
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Teorema 2.10 Uma matriz simétrica A € R"*" é definida positiva se, e somente se, seus

pivos sdo todos positivos.

Prova: Supondo A € R"*" simétrica definida positiva entdo pelo Corolario 2.1 e pelo Teorema
2.9 seque que A = LU = GG". Definindo uma matriz diagonal D tal que d;; = g;; temos
A = GD7'DG, onde GD™! & triangular inferior com diagonal unitaria e DG? é triangular
superior. Mas pela unicidade da decomposicdo LU devemos ter L = GD™! e U = DG
Como D e G possuem elementos diagonais positivos (di; = ¢gi; e gi; > 0), entdo U tem
elementos diagonais positivos. Mas U é obtida de A por escalonamento, resultando que os
pivds u;; de A sdo todos positivos.

Por outro lado, se A € R™" é simétrica com piv0s positivos as submatrizes principais de A
sdo ndo-singulares e, entdo, A pode ser fatorada na forma A= LDL!. Denotando D = [djj]
e S = [s;] como a matriz diagonal tal que s;; = 1/dj; e observando que uma matriz diagonal

é simétrica, entdo S = St e assim
xPAx = x'LDL*x = (L™)'SS(L*x) = (L*™x)'S*S(L'x) = (SL'x)*(SLx).

Definindo ainda um vetor-coluna y = (y1, ya, .. ., Vn) = SL'x temos que

n
XAx=yly =>"y?>0
i=1
Precisamos mostrar que essa soma ndo é zero. Para tanto, consideremos que SL* é triangular
inferior com diagonal positiva, portanto invertivel, entdo o sistema SL'x = y s6 tera solucdo
y =0se x =0. Mas x & por hipétese um vetor nao-nulo, obrigando y também a ser ndao-nulo,

garantindo que A é definida positiva. [ |

Teorema 2.11 Uma matriz simétrica A € R"™" é definida positiva se, e somente se, 0S

determinantes das submatrizes principais sdo todos positivos.

Prova: Para provar que se uma matriz simétrica A € R"*" & definida positiva entdo os
determinantes de suas submatrizes principais sao todos positivos, consideremos o Teorema
2.10 que garante serem positivos os pivos de A. Como A admite a decomposicdo LU temos
det(A) = det(LU) e, por sua vez, det(Awx)) = det(Liny).det(Uni)) = Uit ... Ukk.
Mas uj; sdo os pivos de A e, como sabemos, sdo positivos, implicando que det(Ag k) > 0

para k=1,2,..., n.
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Supondo agora que os determinantes das submatrizes principais de uma matriz simétrica
A € R"™" s3o positivos temos que 0s pivds sdo positivos e pelo Teorema 2.10 segue que A é

definida positiva. [

Note que num sistema Ax = b, onde A é simétrica definida positiva temos A invertivel
(det(A) # 0), garantindo que Ax = b & um sistema possivel e determinado, isto &, tem
solucdo e ela é (nica.

A seguir usaremos o teste dos determinantes para descobrir se a matriz simétrica abaixo

é definida positiva ou ndo.

Seja
1 2 4
A=12 20 16
4 16 29
Vejamos:
1 2
det(Apo)) = =20—4=16>0
2 20
1 2 4
det(Ass) =2 20 16 | =580+ 128 + 128 — 320 — 256 — 116 = 144 > 0
4 16 29

Portanto, a matriz A é definida positiva.

E bastante comum determinar se uma matriz é ou n3o definida positiva avaliando se a

mesma tem ou ndo a fatoracdo de Cholesky.

Meétodos praticos para obter a fatoraciao de Cholesky

Agora vamos apresentar dois métodos para obter a decomposicdo de Cholesky de uma
matriz simétrica definida positiva A € R"*".

O primeiro método segue por escalonamento e serve tanto para determinar se uma matriz
simétrica é definida positiva (observando os pivos) quanto para, em caso afirmativo, deter-

minar a sua decomposicdo de Cholesky. Supondo que A € R"*" é simétrica definida positiva
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temos, pelos resultados anteriores que A = LU = LDL' = LSSt = (LS)(LS)" = GG,
onde D = [djj] e S = [s;;] sdo diagonais tais que dj; = uj; e s;; = \/Uj;, € por fim, G = LS.
Assim, na pratica, escalonamos A até obter U e L, construimos a matriz diagonal S = [s;],
onde s; = \/uj; e obtemos G fazendo o produto LS. Vejamos isso para a matriz A exempli-

ficada anteriormente, a qual sabemos ser simétrica definida positiva.

(1) Escalonando A para obter U:

1 2 4 1 2 4 1 2 4
2 20 16 Lo—2L; — | 0 16 8 — | 0 16 8 | =U
4 16 29 | L3—4L4 0 8 13| Ls— 1L, 0 09
(2) Obtendo L e também a matriz diagonal S = [s;] tal que s; = /uj;:
100 1 00
L=]1210 S=1040
4 11 00 3

(3) Obtendo G pelo produto LS:

1 00 100 100
G=1210 040|=|240
4 11 00 3 4 2 3

(4) Finalmente escrevemos a decomposicdo de Cholesky de A:

1 2 4 1 00 1 2 4
A=12 20 16 |=|2 4 0]|-|0 4 2|=GG"
4 16 29 4 2 3 0 0 3

O outro método consiste no fato de que se A = [a;],x» € uma matriz simétrica definida

positiva entdao a decomposicao de Cholesky de A pode ser expressa na forma

di1 di2 ... din
do1 do2 ... do2p
dk1 dk2 ... dkn

dpnt dp2 ... dpn
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gin O
go1 goo

gk1 k2

| gnl gn2

Ikk

Gnk

9nn

[ g1 9o
0 g»
0 0

| 0 0

9k1
Gk2

Gkk

0

dm
9n2

9nk

Inn

Entdo a obtencdo de G = [g;;] consiste em determinar inicialmente os elementos da

primeira coluna, em sequida os da segunda coluna e assim por diante.

Note que se efetuarmos o produto GG? teremos validas as igualdades entre as colunas

correspondentes de A e GGY, onde cada elemento da k-ésima coluna de G pode ser determi-

nada como seqgue:

PRIMEIRA COLUNA

Entdo

gi11 = +/d11

a, .
—'1, parai=2,3

gdin =

SEGUNDA COLUNA

a1

a2

dg2

dn2

a1

ani

dk1

dn1

Ja sdo conhecidos os elementos g;;. Logo,

S
J11

go1911

9k1911

L 9n1911 |

911921
951 + 95

Jk1921 + Gk g2

| 9n1921 + Gn2922
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922 = /22 — g%l
ajp — gi .
9/22'2—9'1921, para 1 =3,4,..., n
922

K-ESIMA COLUNA

A1k 9119k1
ark 9219k1 + 9229k2
k| Ji1+ G T+ -+ Gik
Ak gi19xk1 + 9inGk> + ... + ik Gk
| Ank | | 9n9k1 + Gn2Gk2 + -+ GnkGkk |
Os elementos gj;, parai=1,2,..., nej=1,2,..., k — 1, ja sao conhecidos. Entdo

Ik = \/3kk — (Gt G+ -+ gi(k_l))

aixk — 4, —q; — .= (k- _
ik = ik — 9i19k1 — 9i2Gk2 Gi(k—1)9k(k 1)’ parai=k+1,k+2, . .., n

Gkk

Exemplo: Seja

2 -1 0
B=]-1 2 -1
0o -1 2

Verificaremos que B é definida positiva usando o teste dos determinantes:

2 -1
-1 2
2 -1 0
det(B(3'3)): -1 2 —1|=82-2—-2=4>0
0 -1 2
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Logo, B é definida positiva e, portanto, admite a decomposicdao de Cholesky.

Vamos determina-la fazendo B = GG?

2 -1 0 gdi1

-1 2 -1|=|9x

0 -1 2 gds1

-1 2 -1 | =1 9191

0 -1 2 931911

0 0 g1 921 931
go 0 || 0 g gz
g32 933 0 0  9gs3

921911 931911
931+ 95 921931 + 922932

931921 + 932920 93, + 95 + 955

Igualando a primeira coluna de B e de GG' para calcular gi1, go1 € ga1:

2
-1
0

Entdo

2
J11

= | 921911

931911

1

g1 = ———

911:\/§

go1 = —%

o

Igualando a segunda coluna de B e de GG* para encontrar gs € gso:

-1
2| =
-1

Entdo
951+ 95, =2
1\? 5
(_E> +9%n =2
9%2:2_%

922:\/§

921911
g%l + 932
931921 + 32922

931921 + 932900 = —1

0. (-\/Li) + g32.\/§ = -1

_ 2
g32 = —4/3

Igualando a terceira coluna de B e de GG* para determinar gss:
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0 931911
=1 | = | 921931 + 922932
2 931 + 95 + 93

Entdo
951+ 95 + 953 =2

2
9%3:2_02—<— %)

933:2_5
933:\/%
Logo a fatoracdo de Cholesky de B é:
2 —1 0 V2. 000 V2 -5 0
B:—12—1:—%\/§ 0 /2 —y/2
0 -1 2 0 -2 & 0o 0 2

2.3 Fatoracao QR

Nesta secao consideraremos de conhecimento do leitor algumas definicdes e resultados
relativos a espacos vetoriais, subespacos, combinacdo linear, dependéncia e independéncia
linear, bases e dimensdo. Assim, passamos aos conceitos mais diretamente usados neste

trabalho.
Como ndo consideraremos espacos vetoriais com escalares complexos poderemos chamar

um espaco vetorial real simplesmente de espaco vetorial. O espaco vetorial euclidiano de

dimensao n é o conhecido R".

Produto Interno

Definicao 2.5 Seja V. um espaco vetorial. Chamamos de produto interno em V' a funcao,
de V xV em R, que associa a cada par de vetores u, v € V. um nimero real {u, v), chamado
produto interno de u por v, tal que para quaisquer vetores u,v,w € V e qualquer escalar

k € R se verifiquem as sequintes propriedades:

(1) (u,v)y ={v,u) (simetria)
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(2) (u+v,w)={uw)+(v,w) (aditividade)
(3) (ku,v) = k{u,v) (homogeneidade)
(4) (v,v) >0e(v,v) =0 se esomentese, v=0 (positividade)

Exemplo: Se v = (x1,y1,21) € v = (X2, 2, Z2) sd0 vetores de V = R3, entdo definimos por

produto interno euclidiano de R® ao namero
(u, v) = x1x0 + y1yo + 2125.

De um modo geral, se v = (uy,...,u,) € v = (vi,...,Vv,) sdo dois vetores do espaco

euclidiano R” entdo o produto interno euclidiano de u por v & dado por

(u, vy = vi+ ...+ upv,.

Norma de um Vetor

Definicao 2.6 Se VV é um espaco vetorial com produto interno e u é um vetor de V, entdo

a norma ou o comprimento de u é denotado por ||u|| e é definido como

Jull = v/(u, u).

Observe que a expressdo acima satisfaz as formulas usadas para calcular o comprimento
de um vetor em R, R? e R3 se o produto interno definido é o euclidiano. Por exemplo, se

estivermos usando o produto interno euclidiano em R? e se u = (x,y) &€ um vetor de R?,

entdo seu comprimento & \/x2 + y2 = \/(u, u).

Definicao 2.7 Seja V. um espaco vetorial com produto interno. Dizemos que dois vetores

u, v € V sdo ortogonais ou perpendiculares se (u,v) = 0.

Por definicdo o vetor nulo 0 é ortogonal a qualquer outro vetor do espaco, pois (0, v) =
(0.v,v) =0.(v,v) =0.
O teorema seguinte € uma generalizacdo do Teorema de Pitagoras para qualquer espaco

vetorial com produto interno.

Teorema 2.12 (Teorema de Pitagoras) Se u e v sdo dois vetores ortogonais de um espaco
com produto interno, entao

2 2 2
[Ju+vI[™ = [[ul]” +{]v]]
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Prova: Usando as propriedades (1) e (2) do produto interno e a definicdo de norma de um

vetor, podemos escrever

||lu+ v||2 =(w+v,u+vy={uu+v)y+(v,u+v)={u, u)+{uv))+ ({v,u)+{v,v)) =
ull? + 2 (u, v) + [Iv]|?

Por hipétese u e v sdo ortogonais, implicando que (u, v) = 0 e, portanto,
2 2 2
lu+ V"= {lul"+ vl

[ |
Em varias aplicacdes a ortogonalidade entre vetores & fundamental para simplificar os
calculos. E também freqiiente a utilizacdo de vetores com norma 1, chamados unitdrios ou

normalizados. Dado um vetor ndo-nulo v de um espaco vetorial V munido de um produto

v .
interno, entdo o vetor m tem norma 1, pois
: i1 v
v v v v 1 v
‘ IIv]] ' N <_, _> N : <V’ > N <V, V>; vl 1
VI NIV IV, g N VI, v vl

Chamamos de normalizacao o processo de obtencdo de um vetor unitario a partir de um

vetor ndo-nulo v de um espaco vetorial com produto interno.

Definicao 2.8 Seja V. um espaco vetorial munido de um produto interno. Dizemos que um
conjuntoW C V é ortogonal se para quaisquer dois vetores u, v € W tivermos (u,v) = 0. Se,

além disso, os vetores de W sao unitarios, entdao dizemos que W é um conjunto ortonormal.

O préximo teorema mostra como é simples escrever as coordenadas de um vetor arbitrario

usando uma base ortonormal.

Teorema 2.13 SeW = {v;, v, ..., v,} é uma base ortonormal de um espaco vetorial \/ com

produto interno, entdo para qualquer vetor u € V temos
u={(u,vi)vi+{u,va)vo+...4+(u, vy v,

Prova: Por hipétese W & uma base de V/, entdo podemos escrever u como combinacao linear

dos vetores de W, isto &, existem escalares ki, ko, . . ., k, tais que

u=kivi+ kw+ ...+ kv,



2.3 Fatoracao QR 44

Considere agora o produto interno
<U, V,'> = <(k1V1 + k2V2 + ...+ ann): V,'>
Usando as propriedades (2) e (3) do produto interno temos:

<U, V,'> == <k1V1, V,'> + <k2V2, V,'> + ...+ <ann, V,'>
<U, V,'> = kl <V1, V,'> + k2 <V2, V,'> + ...+ kn <Vn, V,'>

Mas como W é ortonormal temos (v;, v;) = 0 para i # j e (v;, v;) = 1, entdo

(u,vi) = k;
Logo
u={u,viyvi+ U, va) vo + ...+ (u, vp) v,
n
Teorema 2.14 Se W = {vi, v, ..., Va} é um conjunto ortogonal de vetores ndo-nulos de

um espaco com produto interno, entdo W é linearmente independente.

Prova: Supondo que kivi + kovo + ... + kv, = 0, para mostrar que W é linearmente

independente basta provar que ki = k, = ... = k, = 0. Como para v; € W temos

(kyvi+ kovo + ... 4+ kv, vi) = (0, v;) =0

(kyvi + kova + ...+ KoV, Vi) = ko {vi, Vi) + ko {vo, Vi) + ...+ kn (Vi Vi)
entdo do fato de (v;, v;) = 0 para i # j temos
ki{vi, Vi) + ko {va, Vi) + ... + ko (Vp, Vi) = ki (v;, ;)

Como v; é ndo-nulo segue que (v;, v;) # 0, obrigando k; = 0. Da arbitrariedade de i segue

que ki = ko, = ... = k, = 0 ¢, portanto, W é linearmente independente. [ ]
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2.3.1 Projecoes Ortogonais

Considere o espaco R? munido do produto interno euclidiano. Podemos afirmar que um
vetor u € R? pode ser expresso como uma soma de dois vetores ortogonais w; € ws. De
fato, pois se tomarmos o subespaco W determinado por uma reta que passa pela origem e,
perpendicularmente a W, levantarmos o vetor w, até a extremidade da flexa que representa

o vetor u, entdo chamando de w; o vetor com extremidade no pé de w, temos
u=w;+ w

Denotando por W o subespaco gerado pela reta que contém w; e por W+ o subespaco
ortogonal a W e que contém ws, podemos escrever u = w; + wy, onde wy € W e wo € W+,

Veja ilustracdo abaixo:

u = wi + wo

w2

Y

w1l

Chamamos o vetor w; de projecdo ortogonal de u em W e o denotamos por projyu. Ao
vetor w, chamamos de componente de u ortogonal a W e o denotamos por projy1u. Desse

modo, podemos escrever
u = projwu+ projyru
Como wy, = u — wy pode ser expresso na forma projyLu = u— projyu, entao
u=projwu+ (u— projyu)

Assim, na ilustracao teriamos:

U — projyyu

\i

PToJWw U
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De modo anélogo ao que fizemos para R? podemos fazer em R3® (munido do produto
interno euclidiano) para expressar um vetor como soma de dois vetores ortogonais. Dado um
vetor u € R® basta que tomemos w; em um subespaco W formado por um plano (ou reta)
que contém a origem e w, num subespaco W+ contendo a extremidade de u.

O préoximo teorema estende esse resultado para qualquer espaco vetorial com produto

interno definido e que tenha um subespaco de dimensao finita.

Teorema 2.15 Se W é um subespaco de dimensao finita de um espaco V. com produto

interno, entao cada vetor u de V' pode ser expresso de maneira nica como
u= w;+ w
onde wy € W e w, € W
Para uma prova consulte a Prova Adicional de [1], p. 220 e 221.

Teorema 2.16 Seja W um subespaco de dimensdo finita de um espaco V' com produto

interno.
(a) Se {wv1, va,..., vy} é uma base ortonormal de W e u é um vetor qualquer de V', entdo
projywu = {u, vi) vi + {u, vy vo + ... + (U, V) Vmy
(b) Se{vi,vo,..., Vm} €é uma base ortogonal de W e u é um vetor qualquer de V, entdo
projyt = {u, V12> Vi (. V22> A {u, sz> Vin
[[vall [[vall [V

Prova de (a): Analogamente ao feito na prova do Teorema 2.13 escrevemos o vetor projiy u

como combinacdo linear dos vetores da base ortonormal de W:
pI’Oqu = k1V1 + kQVQ + ...+ kam

Substituindo na demonstracao do Teorema 2.13 o vetor u por projyu chegamos com a

mesma argumentacido que
(projwu,v;)y =kjparai=1,2,..., m

Logo
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projyt = {projyu, vi) vi + (projwu, o) vo + ... + {projwu, Vm) Vim
Pelo Teorema 2.15 podemos escrever u = w; + w,, onde w; € W e wy, € W, isto &,
U= projyu+ w <= pProjyt = U — Ws
e, por conseguinte, podemos expressar projy i COmo

projyt = (U — Wa, Vi) vi + (U — Wa, Vo) Vo + ... + (U — Wa, Vi) Vi

projwu = ({u, vi) — (wo, vi))vi + ...+ ((U, Vi) — (Wa, Vi) ) Vim
Como wy, € Wt e v; € W, entdo (w», v;) = 0 resultando que

projwu = (U, vi) vi + (U, vo) Vo + ... + (U, Vim) V.

Prova de (b): Observe que se {vq, v, ..., Vim} € uma base ortogonal de W, entdo o conjunto
41 Vo v I
{ , L. —m} constitui uma base ortonormal de W.
[va V2 Vin|

Logo, pela parte (a) do teorema podemos escrever

. v v Y v Y v,
pI’O_jWLI:<U,—1>—1—|—<U,—2>—2—|—...—|—<u, m> i
[vall / [[wall [vall / || vall [Vl /Nl Vil

Como
< Vi > Vi {u, vi) v;
u, = 5
[vill / llvill [ vill
segue que
. u, v u, v u,v
projwu = ( 12> Vi + < 22> Vo + ...+ < m2> -
vl [vall [[Vinl|

Processo de Gram-Schmidt

O processo de Gram-Schmidt consiste em se obter uma base ortogonal a partir de uma
base qualquer. Para compreender esse processo veja 0os passos da demonstracao do teorema

seqguinte, pois foram feitos usando o processo de Gram-Schmidt.

Teorema 2.17 Se VV é um espaco vetorial ndo-nulo de dimensao finita n, com produto in-

terno, entdo V' possui uma base ortonormal.
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Prova: Seja V um espaco vetorial ndo-nulo de dimensdo n, sobre o qual estd definido um
produto interno. Seja ainda {uy, th, ..., u,} uma base de V. Tendo em vista que todo vetor
nao-nulo de V pode ser normalizado, basta que provemos que V' tem uma base ortogonal
{vi, Vo, ..., Vp}.

Nos passos seguintes, onde determinamos essa base, tomaremos W, como o subespaco de V
gerado por vi, vy, ..., V; e o denotaremos por W, = [vq, vo, ..., V.

Passo 1: Tome v; = 1 (1)

Passo 2: Sejam W; = [v;] e v, 0 componente de u, ortogonal a Wi, entdo

(U, v1)

2
[[vall

Vi (2)

Vo = Uy — Proju, i = Uy —

Como o vetor nulo é por definicao ortogonal a qualquer vetor, entdo precisamos garantir que
Vo nao é nulo, pois do contrario ndao podera pertencer a base ortogonal de V que queremos

construir. Suponha que tivéssemos v, = 0, entdo de (1) e (2) teriamos

(U, v1) (o, u1)

= Vi = ——-1
vall® ||

up

implicando que u, seria um multiplo de u;, o que é impossivel, pois u; € U, sdo elementos de

uma base de V' e, portanto, linearmente independentes.
Passo 3: Sejam W, = [wv1, v2] € v3 0 componente de us ortogonal a W, (portanto orto-
gonal a vi e »), entdo

(us, vi) (Uz, vo)
- > Vi— >
[ vall [ vall

V3 = Uz — prOjW2u3 = U3 Vo (3)

Novamente justificaremos porque vz # 0. Supondo que v3 = 0 entdo de (3) seque que

- (us, vi) (us, vo)
- 2 2
[Ivall [[vall

Vo

Substituindo (1) e (2) em (3) temos
_ (s, ) (us, vo) <u2 {2, un) 1)

= 7 7 TR
[l [[va| [l

us
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U>

Uy = ((ua, ) (us, o) (w, U1>> b+ (us, v»)

2 2 2 2
]| [ vall |l | vall

ou seja, uz € combinacao linear de u, e uy, 0 que é uma contradicao, uma vez que uy, Us
e u3 sao linearmente independentes. Prosseguindo desse modo podemos escrever o n-€simo

passo COmMO segue.

Passo n: Sejam W,_; = [vi,vs,...,V,_1] € v, 0 componente de u, ortogonal a W,_q,

entdo

n—1

Vp = Uy — prOjW,,_l Up = Up — §
i=1

T .

Assim, obtemos uma base ortogonal {vi, v, ..., Vv,} de V, visto que V tem dimensdo n e

vetores ortogonais sao linearmente independentes. [ ]

Corolario 2.3 Seqy, ¢, ..., g, é uma base ortonormal obtida pelo processo de Gram-Schmidt,
com normalizacdo subseqliente, dos vetores da base uy, U, ..., u, deV, entao q, é ortogonal

auy, Uy, ..., U1 para k > 2.

Prova: Seja g, o vetor normalizado de vi, obtido no teorema acima por Gram-Schmidt
. v, - .
aplicado a {uy, up, ..., uc}. Como qx = ﬁ entdo para provar a ortogonalidade entre g, e
Vk
u;, para 1 < i < k —1 é suficiente mostrar que (v, u;) = 0, uma vez que

v, 1

(qk, U,'> =0 <~ <—k, U,'> =0 <~ <Vk, LI,'> =0 <~ <Vk, U,'> =0
[[viel [[vell

pois ||vk|| # 0 visto que v, é elemento de base.

Pelo teorema acima temos
k—1

Vk = U —Z—<uk'vi>v-
o il?

=1

ou seja,
— (U, v Uk, V1 U, Vo Uk, Vik—1
Uk:Z<—2I>V,'—|—Vk:< 2>V1 < 2>V2—|-... <—2>vk,1+vk
= vl [vall [vall | Vie—1]]
Logo ux € combinacdo linear de Wy = [vi, v, ..., V], isto &, ux € Wj. Para mostrar que

vk € ortogonal a uy, U, ..., ux_1 observemos que v, LW, para 1 </ < k —1 e, portanto, v
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é ortogonal aos vetores {uy, Us, ..., Ux_1}, pois estes sdo combinacdes lineares de W;. Em

outras palavras (v, u;) =0 paral <i<k—1. ]

Corolario 2.4 Seqy, ¢o, ..., q, é uma base ortonormal obtida pelo processo de Gram-Schmidt,
com normalizacdo subseqiiente, dos vetores da base uy, us, ..., u, de V, entdo (u;, qi) # 0

parai=12, ..., n.

Prova: O produto interno entre dois vetores sé é nulo se eles sdo ortogonais, entdao pre-
: o~ . . Vi , ,

cisamos mostrar que u; € g; nao sao ortogonais. Considerando que g; = H—' isto &, v; é
Vi

mualtiplo de g,, entdo se u; € ortogonal a g; também o sera a v;. Assim, & suficiente provar

que (u;, v;) # 0. Como
<Ui, Vi> = <U/, (Ui - PFOJW,,lui)> = (Ui, Ui> - <Ui: projw, , Ui>

e (uj, u;) # 0, entdo (u;, v;y = 0 s6 se (u;, u;) = <u,-, projW,._lu,->, ou ainda, se projw._, u; = u;.
Tendo em vista que projy,_, ui € Wi_; e que os conjuntos {vq, v, ..., vier} e{uy, ta, ..., Ui—1}
sao bases de W;_;, pois sdao linearmente independentes e tém dimensdao / — 1, entdo u; € li-

nearmente independente com {uy, to, ..., u;_1}. Logo (u;, v;) # 0. [ ]

Agora vamos ver uma propriedade relativa a multiplicacdo matricial, pois ela sera usada
no proximo teorema. Considere as matrizes A e x de ordens mx n e n x 1, respectivamente.
Afirmamos que o produto Ax pode ser expresso como uma combinacao linear das colunas de

A com os coeficientes de x. De fato, pois se

a1l dip ... dip X1
do1 doo ... dop Xo
A - e X =
dmi dm2 ... dmn Xn
entao
a11Xy + aXo + ...+ 31Xy a1 a2 An
o1 X1 + dooXo + ...+ apXy an1 an aop
Ax = =X o+ B _ (2.1)

dm1X1 + admp X2 + ...+ dmnXn dm1 dm2 dmn
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Teorema 2.18 (Decomposicio QR) Se A é uma matriz m x n com vetores-coluna linear-

mente independentes (m > n), entdo A pode ser fatorada como
A=QR

onde Q é uma matriz mx n com vetores-coluna ortonormais e R é uma matriz nx n triangular

Superior invertivel.

Prova: Sejam uy, us, .. ., U, os vetores-coluna de Ae g1, go, . . ., g, 0s vetores-coluna obtidos
ao aplicarmos o processo de Gram-Schmidt e normalizarmos u;, parai=1,2,..., n.

Pelo Teorema 2.13 podemos escrever
tr = (U1, G1) v + (U1, G2) G2 + ... + (U1, Gn) Gn
Us = (Us, G1) G1 + (U2, G2) G2 + ... + (U2, Gn) G

Up = (Up, G1) q1 + (Up, G2) G2 + ... + (Un, Gn) Gn

Considerando a férmula 2.1 podemos escrever essas igualdades na forma matricial como

(U1, q1) (U2, qv) (Un, G1)
(U1, g2) (U2, q2) (Un, G2)
[Ul U> Un}:[fh q ... (Qn ) . .
L <U1, qn> <U2, qn> <Un, Qn> i

Pelo Corolario 2.3 o vetor g; € ortogonal a uy, us, ..., uj—1, implicando que todos os elemen-
tos abaixo da diagonal principal da altima matriz do segundo membro sao nulos. Entdo a

igualdade acima pode ser expressa na forma

U

U

uni|:|:(h g

dn

<U1, ql)
0

0

(1, q1)
(U, q2)

0

<un: QI>
<un: Q2>

(Un, Gn) |

Pelo Corolario 2.4 temos que (u;, g;) # 0 e pelo Teorema 1.3, parte (b), uma matriz tri-
angular com elementos diagonais ndo-nulos € invertivel; logo a matriz triangular acima é
invertivel. Entdo, denotando as matrizes do sequndo membro da igualdade acima por Q e R,

respectivamente, temos a fatoracdo A = QR. [ ]

Exemplo: Obtenha a fatoracdo QR da matriz
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[ 1 11
1 -1 2
A=
1 10
1 5 1

1 1 1
1 —1 2
u; = Uy = Uz =
—1 1 0
1 5 1

Tomando v; = u; passamos a construcao de v, € v, ortogonais com v; € entre si:

[ 1] 1] [ o]
B (o, vy) | —1 4 L | -2
PRI T A | T
5 1 4
1] [ 1] o] [o]
V3:u1_(u3,v;>V1_<u3,v§)V2: 1| 4 Lp o | -2 _ |1
[vall | va ] -1 4| -1 24 2 1
1 1 4 0

Fazemos agora a normalizacdo de v, v, e vz obtendo os vetores ortonormais qi, g» € gs,

respectivamente.

1
: 0 0
1 1 1
qlz—V1 :ﬁ: 5 qQZ_V2 :—V2 = 76 q3:—V3 :ﬁz \/_5
1 1 1
fwll =2 7| -2 el “2v6 | L el ~ V2~ |
1 2 0
L 2 L V6 L i
Logo
- 1 -
10 o0
L1 1
Q:[Ch az %]Z i \f \?
2 Vb V2
1 2 0
L 2 V6 i
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(U1, G1) (U2, q1) (U, Gu) 2 2 2
R = 0 (Ur, G2y (U, @) | = 1| O 2v/6 0
0 0 (us, q3) 0 0 V2
Finalmente escrevemos
1 11| [ r o o
2 2 2
1 -1 2 1 _1 1
A= L o107 AR 026 0 | =QR
P2 o 0 V2
1 51 o T

Observamos que a matriz @ obtida acima é tal que Q*Q = /, onde / é a matriz identidade.

De fato, pois se Q é uma matriz de ordem m x n formada por vetores-coluna ortonormais,

entao
[ gt | [ (a1 a) (@) (dn. 41 |
00 — 6{5 o o] = (qz,. @) (a2, G2) (G2, Gn)
| an | | (@0, 1) (Gn. G2) (Gn. an) |
Mas como (g;, g;) = 0 para i # j e (g;, q;) = 1 para i = j segue que
(a1 a) (q ) (man | |1 ]
00 — <CI2,. q1) (9. G2) (92, n) _ 0 1 y
| (Gn. G1) (Gn. G2) (@nqn) | |00 ... 1]




Capitulo 3

Sistemas Lineares
N

Em diversas ciéncias existem problemas que recaem na resolucdo de sistemas lineares.
Geralmente esses problemas sdo descritos e resolvidos computacionalmente, pois suas di-
mensdes e complexidade podem tornar impraticavel uma solucdo manual. E comum, por
exemplo, um sistema linear ser gerado por uma banco de dados de um experimento, forne-
cendo um namero expressivo de equacdes e incognitas. Por isso, muitos pesquisadores tém se
dedicado a estudar maneiras eficientes de resolver sistemas lineares, e nesse sentido o estudo
das fatoracGes colaborou no desenvolvimento de novas ferramentas computacionais teis.

Freqiientemente denotamos um sistema linear de uma forma bem compacta Ax = b, onde
A é a matriz dos coeficientes, x o vetor das incégnitas e b o vetor dos termos independentes.
De um modo geral a matriz A e os vetores x e b sdo, respectivamente, de ordens m x n,
nxlemxl.

Existem duas classes de métodos para resolucdo de sistemas de equacdes lineares: os
métodos diretos e os métodos iterativos. Teoricamente podemos definir métodos diretos
como técnicas que fornecem a solucdo exata, se existir, em um namero finito de operacdes,
enquanto que os métodos iterativos partem de uma aproximacdo inicial da solucdo e, caso
haja convergéncia, fornecem uma aproximacdao para solucdo exata. Na pratica, como a
resolucao de muitos sistemas envolvem nlimeros racionais e irracionais cujas representacoes
numéricas podem ter muitas ou infinitas casas decimais, uma resolucdao computacional de um
sistema normalmente apresenta erros de arredondamento mesmo se usado um método direto.

A minimizacao desses erros pode significar muito na resolucao de um problema. Assim, o
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tipo de sistema e do método empregado para resolvé-lo implicam em diferencas relevantes na
aproximacdo da solucdo exata. Métodos que produzem solucdes “ruins” sdo ditos instaveis.

Qutro fator primordial quando tratamos da elaboracdo de algoritmos para implementacéao
computacional é o tempo gasto para realizar os calculos, o que estd diretamente relacio-
nado ao nimero de operacdes envolvidas no algoritmo. Por exemplo, para um sistema linear
Ax = b onde A & uma matriz invertivel, poderiamos calcular a inversa A~ e multiplicar em
ambos os membros de Ax = b, obtendo a solucdo x = A~ 'b. Apesar de ser teoricamente
correto, esse procedimento é computacionalmente desvantajoso. Além de erros numéricos
que sao introduzidos naturalmente no decorrer do processo, o tempo gasto na determinacao
da inversa é relativamente grande, se comparado com diversos outros métodos. Por esse mo-
tivo, ndo é usual a utilizacdo da inversa na resolucdo de sistemas lineares em implementacdes
computacionais.

Neste trabalho tratamos de métodos diretos de resolucdo de sistemas lineares, mais es-
pecificamente daqueles baseados nas fatoracdes LU, Cholesky e QR. Por estes métodos, a
solucdo de um sistema linear Ax = b pode ser obtida resolvendo-se um ou dois sistemas

triangulares, cuja definicdo que adotamos segue abaixo:

Definicdo 3.1 Seja Ax = b um sistema linear cuja matriz dos coeficientes A = |[a;;] é de
ordem mx n. Dizemos que Ax = b é um sistema triangular inferior (superior) se a;; = 0 para
i<j(i>j)

Os sistemas triangulares sdo facilmente resolvidos por substituicdes sucessivas. Se o
sistema é triangular inferior obtemos sua solucdo de cima para baixo (substituicdo direta),
enquanto que num sistema triangular superior devemos efetuar as substituicdes de baixo para
cima (retro-substituicdo).

Antes de apresentarmos a resolucdo de sistemas lineares usando as fatoracdes estudadas
no capitulo anterior vamos falar da eliminacdo gaussiana, um dos métodos diretos mais usados

e que é baseado na triangularizacao do sistema.

3.1 Eliminacao Gaussiana

Considere um sistema linear de m equacdes e n incégnitas como segue:
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da11Xi

do1X1

adm1 X
\mll

Reescrevendo-o em forma

Denominamos matriz ampliada de um sistema

e termos independentes do sistema. Veja a matriz

di; 412
do1  do
dm1  dm2

+ apXe + +  aipXy, = bl

+ axnXs + + X, = bg

+ amXe + + amXn = bm
matricial temos

din X1 b1

dan X2 b,

= — Am><an><1 = bm><1

amn_ _Xn_ _bm_

dip a1 ain | by
dp1  dx asn | b
dmi dm2 dmn bm

linear a matriz formada pelos coeficientes

ampliada do sistema indicado acima:

Também podemos representar a matriz ampliada acima sucintamente como [A|b].

O método de eliminacdo gaussiana consiste na resolucdo de um sistema de equacdes

lineares através do escalonamento da matriz ampliada sequida da construcao do sistema

equivalente determinado pela matriz escalonada e, por fim, a resolucdo desse sistema, através

da substituicdo de “baixo para cima’.

Chamamos de solucdo de um sistema linear linear Ax = b o vetor X tal que AX = b. Em

outras palavras, o vetor X satisfaz todas as equacdes de Ax = b.

Exemplo: Vamos obter a solucdao do sistema abaixo usando a eliminacdo gaussiana.

Solucdo: Construindo a matr

1 1 -1 ©
1 -5 -2|-5
4 3 1|18

(

iz ampliada do sistema e

X1 + Xy — X3 = 6
X1 — 5X2 — 2X3 = -5
L dx; + 3X2 + X3 = 18

1 1 -1, 6
l,—L, — |0 -6 —1]|-11
Ly— 4L, 0 -1 5| —6

escalonando-a:

Ly —

1
sLo
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1 1 -1 6
0 -6 —1|—-11
31 25
0 0 T|-%
Escrevendo o sistema equivalente ao inicial e ja obtendo a sua solucao:

X1 + Xo — X3 = 6
— 6X2 — X3 = —11
31 _ 25
58 = 7%
—6x0 — xz3 = —11 X1+ Xo—XxX3=206
_ (25} — _ 61 _ (25} _
_ _25 6xo — (—51) = —11 it s—(=5) =6
A —6xy = —11— 2 X =6-2
2= 31 1= 31
— 61 — 100
X2 = 31 X1 = 31

Nem todo sistema linear tem uma Gnica solucdo como no caso exemplificado. Existem
sistemas lineares que admitem infinitas solucdes ou nenhuma solucdo. As condi¢cdes que
determinam o nimero de solucdes de um sistema linear sao geralmente estudadas num curso
de algebra linear e podem ser encontrados em [2], p. 45.

Agora achamos conveniente justificar a validade do método de eliminacdo gaussiana, ou
seja, porque o sistema linear Ax = b é equivalente a Ax = b, construido apés operarmos com
a matriz ampliada [A|b]. A justificativa esta no fato de que aplicar operacdes elementares
sobre as linhas da matriz ampliada [A|b] de um sistema Ax = b é equivalente a multiplicar
a esquerda de [A|b] matrizes elementares. Assim, se E;, para i =1,2,..., k, € uma matriz

elementar, entdo a forma escalonada de [A|b] pode ser expressa como

Denotando Ex...E;Apor Ae E,...E:b por b podemos escrever 3.1 como [A|b]. Mas note
que se aplicassemos as mesmas matrizes elementares £y, ..., E, diretamente a Ax = b

teriamos
Ev...EiAx=E,...Eib — Ax=b
Ou seja, Ax = b e Ax = b sdo sistemas equivalentes (possuem o mesmo conjunto solucdo)

e, portanto, a solucdo de Ax = b pode ser obtida de [A|b], forma escada da matriz ampliada

de Ax = b, resolvendo Ax = b.
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3.2 Resolucdo de Sistemas Lineares Usando Fatoracoes

No capitulo anterior vimos como obter as decomposicdes LU, Cholesky e QR de uma ma-
triz A, respeitadas as condicdes de existéncia de cada fatoracdo. Nesta secdo apresentaremos
como resolver um sistema linear Ax = b usando as duas primeiras fatoracdes. Contaremos
o nimero de operacdes envolvidas na resolucao de um sistema usando LU, lembrando que ja
fizemos a contagem de operacdes da fatoracdo em si (Capitulo 2, Secdo 2.1.1). O nimero
de operacdes executadas na resolucdo de um sistema usando as fatoracdes de Cholesky e
@R serdo apenas indicadas.

Resolveremos um sistema linear usando a fatoracdo QR numa nova secdo, onde relacio-
namos a resolucdo de sistemas lineares a minimos quadrados. La também consideraremos a

fatoracdo de Cholesky.

3.2.1 Resolvendo um sistema linear usando a fatoracao LU

Se uma matriz A de ordem n x n admite a fatoracdo A = LU, entdo o sistema linear
Ax = b pode ser resolvido seqguindo os passos abaixo:
(1) Reescreva Ax = b na forma LUx = b.
(2) Resolva Ly = b, onde y € um vetor de incégnitas de ordem n x 1. (Note que y = Ux)
(

3) Resolva Ux =y, para finalmente encontrar x, pois y ja estd determinado.

Exemplo: Use a decomposicao LU para resolver o sistema abaixo:

2x1 + 3% — x3 = —4
X1 — 2X2 + 2X3 = 14
3X1 + Xy — X3 = 0

Note que tomamos como matriz dos coeficientes do sistema acima a mesma matriz A
cuja fatoracao foi descrita passo a passo no capitulo anterior. Portanto, podemos reescrever
esse sistema em forma matricial e resolvé-lo sequindo os passos indicados acima:

(1) Reescrevendo Ax = b na forma LUx = b:

100 2 3 -1 X1 4
110 0 -2 2 x | =1 14
211 0 0 -2 X3 0
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(2) Resolvendo Ly = b:

1 00 2 —4
10 v | = | 14
211 ¥ 0
obtemos, resolvendo de cima para baixo, a solucao y; = —4, y» = 16 e y3 = —10.

(3) Resolvendo de baixo para cima Ux = y obtemos a solucdo do sistema inicial: x; = 2,

X2:—1eX3:5.

Contagem do namero de operacoes necessarias para resolver LUx=b:

Como vimos, depois de obtidas as matrizes L e U, o sistema Ax = b pode ser escrito
na forma LUx = b. Entdo podemos construir uma matriz-coluna de incégnitas y tal que

Ly = b, cuja matriz ampliada pode ser expressa da forma:

1 0 0 0 0 b
21 1 o ... 0 0 b,
a1

(1)
ds1 d3o
- —< 1 0 0 b
a (1) 3

doo

(1) (2)
an-n1 n-12 Un-1)3

1 0 by
oy A ’
(n—2)
am Ay Ay G VP
1 2 T -2 n
| 9u a5y agfs) aEZ—lg(n—l) i

Resolvendo por substituicao direta Ly=b para determinar y:
Para as etapas seguintes denotaremos o vetor y por y = (y1, Y2, -, Yn)-
Passo 1: Determinacdo de y;.

Operacao realizada: y; = by.

NUmero de operacdes realizadas:
Adicbes/Subtracdes: 0

Multiplicaces/Divisbes: 0
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Passo 2: Determinacdo de y».
o1

Operacdo realizada: y» = by — —Xx;.
11

NOmero de operacdes realizadas:

Adicbes/Subtracdes: 1

Multiplicaces/Divisoes: 1

Passo 3: Determinacdo de ys.
(1)
~ . a1 d3o
Operacdo realizada: y3 = b3 — ZLx; — e
d22

arl
NUmero de operacdes realizadas:
Adicoes/Subtracoes: 2

Multiplicacdes/Divisbes: 2

Passo n-1: Determinacdo de y,_1.
(1) (n—3)

- . . A(n"1)2 An-1)(n—2
Operacdo realizada: y,_1 = by,_1 — a(anl)lxl — ("(1)) Xo — ... — % o
o A(n—2)(n-2)
NUmero de operacdes realizadas:
Adicoes/Subtracdes: n — 2
Multiplicaces/Divisdes: n — 2
Passo n: Determinacao de y,,.
an1 aly) 3('(7_,2)1)
Operacio realizada: y, = b, — ——xq — ?_%XQ — = %xn_l.
au day A(n—1)(n—1)

NiUmero de operacdes realizadas:
AdicBes/Subtracbes: n—1

Multiplicaces/Divisdes: n — 1

Total de operacoes para determinar y:

Adicbes/Subtracdes:
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n—1)n
1+2+...+(n—2)+(n—1):%
Multiplicaces/Divisoes:

n—1)n
1+2+...+(n—2)+(n—1):%

Assim, temos o vetor y determinado, bastando para a determinacdo do vetor x fazermos

Ux =y, cuja matriz ampliada esta descrita a sequir:

di1 di2 d13 ... d1(n—1) din Y1
1 1 1 1
0 3&2) 353) e 32(1)7—1) agn) Y2
2 2 2
0 O a§3) o 32(27_1) agn) V3
(n=2) (n—2)
0 0 0 o dn Hpoyy -1 Y1
0 0 0 ... 0 an Yy |

Resolvendo por retro-substituicao Ux=y para determinar x:
Nas etapas a seguir o vetor x serd denotado por x = (xq, xa, . . ., Xn).

Passo 1: Determinacdo de x,.

Yn

aln )’

Operacdo realizada: x, =

NUmero de operacdes realizadas:
Adicdes/Subtracdes: 0.

Multiplicaces/Divisdes: 1.

Passo 2: Determinacdo de x,_;.
Yn—1 — agg:fgnxn
(n—2)
An—1)(n—1)

Operacdo realizada: x,_; =
NUmero de operacdes realizadas:
Adicbes/Subtracoes: 1.

Multiplicaces/Divisdes: 2.

Passo n-1: Determinacdo de x».
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Yo — agé)Xg, — ... ag&il)xn_l — a;)xn

1
352)

Operacdo realizada: x, =

NUmero de operacdes realizadas:
Adicoes/Subtracdes: n — 2.

Multiplicacdes/Divisbes: n — 1.

Passo n: Determinacao de x;.

~ . ] Yi—apXxXe — ... — din-1)Xn—1 — d1nXn
Operacdo realizada: x; = .

dai

NiOmero de operacdes realizadas:
AdicBes/Subtracdes: n — 1.

MultiplicacGes/Divisdes: n.

Total de operacoes para determinar x em Ux=y:
Adicbes/Subtracdes:

1—|—2+...+(n—2)+(n_1)zu

2

Multiplicaces/Divisoes:

1+2+...+(n—2)+(n_1)+n:(”+21)”

Total de operacdes utilizadas na resolucao de Ax=b usando a fatoracao LU:

Adicoes/Subtracdes:

n—1)n(2n—1 n—1)n n—n n* n*> 5n
(1-10@n-1) (1-Vn (n-Dn_# _5n
6 2 2 3 2 6
Multiplicaces/Divisoes:
(n—Un(n+1) (n—Ln (n+1L)n _n* , n
3 L S R U S

Observamos que no total de operacdes acima ja consideramos, inclusive, a contagem

das operacdes utilizadas para fatorar A, cujos detalhes estdo na secdo do capitulo anterior
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. R ~ - . L 3 2
dedicada a fatoracdo LU. O total de operacdes envolvidas nesse processo é 2% + 3% - %”

Na pratica, consideramos apenas o termo de maior expoente e assim podemos dizer que este
é um método tem o custo assintético de 2n3/3 operacdes, ou ainda, & da ordem de O(n?).

Note que se tivermos varios sistemas Ax = by, Ax = by, ..., Ax = by, entdo a decompo-
sicdo A = LU pode ser muito vantajosa computacionalmente, visto que nao necessitaremos
fazer mais de uma vez o escalonamento. Uma aplicacao dessa propriedade pode ser a de-
terminacao da inversa de uma matriz usando a fatoracao LU. Uma vez fatorada a matriz
A = LU podemos determinar se ela &€ ou ndo invertivel apenas observando se a (ltima linha de
U é ndo-nula, pois uma matriz invertivel tem determinante ndo-nulo. Assim, se A = LU entdo
det(A) = det(L)det(U) implicando que se U tem dltima linha ndo-nula entdo det(A) # 0

(veja demonstracdo do Teorema 2.1). Existindo a inversa A~! temos que AA™! = |/, en-

t3o se denotarmos os vetores-colunas de A~! por vetores de incgnitas xi, Xo,..., X, € 0S
vetores-coluna da identidade / por e;, e, ..., e, podemos determinar A~! resolvendo os sis-
temas Ax = e, Ax = e, ..., Ax = e,. Essa abordagem é muito utilizada na pratica,

principalmente quando se trabalha com matrizes de médio a grande porte.

3.2.2 Resolvendo um sistema linear usando a fatoracao de Cholesky

Considere o sistema

X1 + 2X2 + 4X3 = 1 2 4 X1 7
2x; + 20 + 1lbx3 = 4 e 2 20 16 || x | =] 4
4x, + 16x% + 29x; = 1 4 16 29 X3

Veja que a matriz dos coeficientes desse sistema € a mesma para a qual obtivemos a
decomposicao de Cholesky usando o método do escalonamento. A sua solucdo pode ser
obtida analogamente ao indicado para a decomposicao LU. Vejamos:

(1) Reescrevendo Ax = b da forma GGx = b:

0 1 2 4 X1
Ax=D>b = 24 01104 2(=|x|=|4
3 0 0 3 X3

(1) Resolvendo Gy = b de cima para baixo:
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1 00 %1 7
4 2 3 V3 1
Segue-se que
2 + 4y, =4 4y, + 2y, + 3y =1
2.(7) +4y, =4 4.(7)+2.(-2)+3,=1
=17
Yo = —% Y3 = —%
(2) Resolvendo Gtx = y por retro-substituicdo:
12 4] [x 7
0 4 2 . X2 = —%
00 3 X3 —%

Donde obtemos

4xo +2x3 = —2
- 5 X1—|—2X2+4X3:7
e +2.(=F) =3 43 22
xi+2.(-2)+4.(-2) =7
3x3 = —2 by = —2 + 4
S S =T+ 458
2 —45+88 1= 36 9
X3=—-37 Mo =15
_ 2524434352
43 = 36
4X2 = —1s
647
x, = %
__ 43 1 36
Xo = —75
Logo, a solucdo do sistema linear dado é x; = 5, xo = -2 e x5 = — 2.

Assim como fizemos para o método LU é possivel contar o niimero de operacdes envol-
vidas na resolucdo de um sistema linear utilizando a fatoracdo de Cholesky. Procedendo de
forma analoga, concluimos que, neste caso, o niimero de operacdes envolvidas é %3 +n’— %”
Adicbes/Subtracoes e %3 + % — 2?” Multiplicacdes/Divisées. Dizemos que esse niimero é
assintéticamente de ordem n3/3 e, portanto, aproximadamente metade do custo computa-
cional da resolucdo utilizando a fatoracdo LU. Cumpre ressaltar, que ambos procedimentos

sdo de ordem O(n®).
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3.3 Pivoteamento Parcial

Nesta secdo estudaremos um pouco sobre como um erro de arredondamento pode dis-
torcer a solucdo de um sistema linear, e veremos que uma forma de minorar essa distorcdo
é usar o pivoteamento parcial, muito importante quando na eliminacdo gaussiana os pivds
sdo pequenos se comparados com outros elementos da mesma coluna da matriz ampliada.
Resolver sistemas lineares desse tipo usando arredondamento pode produzir solucdes bastante
ruins.

O pivoteamento parcial consiste em se trocar as linhas da matriz ampliada, escolhendo
como pivd o maior elemento da coluna. Em outras palavras, compara-se todos os elementos
da coluna que contém o pivd e toma-se o maior, efetuando uma troca de linhas. Isso contribui
bastante para diminuir os erros de arredondamento, produzindo, portanto, solucdes melhores.

Antes de exemplificarmos o uso do pivoteamento parcial na resolucdo de um sistema li-
near, falaremos sobre a representacdo de um namero em ponto fixo e em ponto flutuante.
Considere as representacdes —40, 19 e —0, 4019 x 10°. Essas duas maneiras de escrever um
mesmo nuimero sdo chamadas, respectivamente, de representacdo em ponto fixo e represen-
tacdo em ponto flutuante. O armazenamento dos nimeros em calculadoras e computadores
é feito usando a representacao em ponto flutuante. Numa representacdo em ponto flutuante
constam o sinal, a parte fracionaria (chamada mantissa ou significando), a base e o expoente.
Desse modo, em —0, 4019 x 102 temos sinal negativo, mantissa 0,4019, base 10 e expoente

2. A maneira geral de representar um nimero em ponto flutuante é
:l:'dldz...anﬁk

onde d;, parai=1,2,...,n éumdigitoentre 0 e 3—1e d; # 0, B é a base tomada e k
0 expoente. Assim, se tomarmos a base 10 e chamarmos a mantissa de M (ou seja, M =
0,d1d>...d,), entdo 0,1 < M < 1. Geralmente as bases consideradas em computadores sdo
2, 10 ou 16. Quando n é o nimero maximo de digitos armazenados dizemos que existem n
digitos significativos.

O namero de digitos n é limitado e daf surgem os erros de arredondamento. Por exemplo,
algumas calculadoras armazenam 8 ou 12 digitos, desprezando os digitos sequintes (trunca-
mento) ou fazendo um arredondamento. Os computadores tém maior capacidade de armaze-
namento, porém ainda limitada. Para saber mais sobre operacdes com nimeros representados

em ponto flutuante consulte [4], p. 21 a 23.
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No exemplo seguinte veremos o efeito de um erro de arredondamento na solucdo de um

sistema linear resolvido por eliminacao gaussiana sem e com pivoteamento parcial.

Exemplo: Considere o sistema linear a sequir:
0,001x + 0,99y = 1,00
{ -10,2x 4+ 1,00y = -50,0
Usando a notacao em ponto flutuante com 3 digitos significativos, resolva-o, por eliminacao

gaussiana,

(a) sem fazer uso do pivoteamento parcial.

(b) com o pivoteamento parcial.

Resolucdo de (a): Construindo a matriz ampliada do sistema com representacdo em ponto

flutuante e procedendo ao escalonamento.

0,100 x 1072 0,995 x 10°
—0,102 x 10° 0,100 x 10?

0,100 x 10!
—0,500 x 10?

0,102x 102
Ly + 0,100x10-2 Ly

Fazendo os célculos:

0,102 x 102

0100 X102 = 102> 10 =0,102 x 10° (multiplicador)

0,100 x 10 + (0, 102 x 105)(0, 995 x 10°) ~
0,100 x 10! + 0,101 x 10° ~

0,000001 x 10° 4 0, 101 x 10° ~

0,101 x 10°

—0,500 x 10 + (0,102 x 10%)(0, 100 x 10%) ~
—0,500 x 102 40,0102 x 10° ~

—0,500 x 102 4+ 0,102 x 10° ~

—0,0005 x 10% + 0,102 x 10° ~

0,102 x 10°

Assim, a matriz escalonada do sistema é
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0,100 x 1072 0,995 x 10°
0 0,101 x 10°

0,100 x 10*
0,102 x 10°

Resultando que

0,102 x 10°

Nmzo,lolxlol

y

0,100 x 10! — (0,995 x 10°)(0, 101 x 10%) 0,100 x 10' — 0,100 x 10* ~ 0

x 0.100 x 10-2 ~ 0,100 x 102

Obtemos, portanto, como solucdo x =0e y =1,01.

Resolucdo de (b): Escrevendo a matriz ampliada do sistema usando representacdo em

ponto flutuante, com pivoteamento parcial executado, e procedendo ao escalonamento.

—0,102 x 10% 0,100 x 10?
0,100 x 1072 0,995 x 10°

0,100x10~2 L
(—0,102x102) =1

0,100 x 10!

—0,500 x 102
L, —

Fazendo os célculos:

0,100 x 1072

5100 w107~ O 980 x 107" (multiplicador)

1995 x 10° + (0,980 x 10-4)(0, 100 x 10) ~
,995 x 10°+ 0,098 x 1073 ~
,995 x 10°+ 0,980 x 107* ~
,995 x 10° + 0,000098 x 10° ~ 0, 995 x 109

,100 x 10! + (0,980 x 107*)(—0,500 x 10%) ~
,100 x 10 — 0,490 x 1072 ~

,100 x 10 — 0,00049 x 10! ~

,100 x 101

o O O O

Entdo a matriz escalonada do sistema, com pivoteamento parcial, é:



3.4 Minimos Quadrados e a Solucdo de Sistemas Lineares 638

—0,102 x 10> 0,100 x 10! | —0,500 x 102
0 0,980 x 107*| 0,100 x 10!

Assim, temos que:
0,100 x 10t

Nmzo,loomol

Y

_ —0,500 x 10% — (0,100 x 10')(0, 100 x 10') _ —0,510 x 10? _
- —0,102 x 102 ~ 0,102 x 102

Portanto, obtemos como solucao x =5 e y = 1, que é a solucao exata do sistema.

Ressaltamos que nem sempre a solucdo obtida por pivoteamento parcial € exatamente
a solucdo do sistema, como no caso exemplificado. Muitas vezes ela oferece apenas uma
aproximacdo melhor do que se desprezdssemos o pivoteamento.

Existe um resultado garantindo que se os elementos da diagonal principal, em médulo, de
uma matriz quadrada A sdo maiores que outros da coluna em que se encontram, entdo nao
é preciso fazer o pivoteamento parcial na eliminacao gaussiana do sistema Ax = b, onde x e
b sdo, respectivamente, os vetores-coluna das incégnitas e dos termos independentes. Esse

resultado, bem como sua prova podem ser encontrados em [3], p. 346 e 347.

3.4 Minimos Quadrados e a Solucao de Sistemas Lineares

3.4.1 Projecoes Ortogonais e Aproximacoes

No capitulo anterior tratamos da projecao ortogonal com o objetivo de, usando o pro-
cesso de Gram-Schmidt, construir bases ortonormais. Agora o tratamento que daremos as
projecdes ortogonais esta diretamente relacionado a minimizacdo de distancia. E mais adi-
ante veremos o quanto isso pode ser importante para encontrar a melhor aproximacdo da
solucdo de um sistema impossivel, ou mesmo, a solucdo exata, para sistemas possiveis e
determinados.

Novamente consideremos um espaco vetorial V munido de produto interno e um subespaco
de dimensdo finita W de V. Vimos que se u € V podemos escrever u = projyu + (u —

projyu). llustrando esse fato para V = R3 e W um plano que passa pela origem temos
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/"

u — projy u

pPTrojyy u /

Intuitivamente enxergamos o vetor projyu como o vetor de W que esta a menor distancia
de u, isto &, a menor distancia entre u e o subespaco W pode ser dada por ||[u — projuyul|.
Essa idéia intuitiva é confirmada pelo teorema a sequir, onde o vetor projyu é chamado de

melhor aproximacdo de u em W.

Teorema 3.1 (Teorema da Melhor Aproximacdo) Se W é um subespaco de dimensdo
finita de um espaco \/ com produto interno e u é um vetor de V', entdo projyu é a melhor

aproximacao para u em W.

Prova: Para provar esse teorema basta mostrarmos que para qualquer vetor w € W tal que
w # projyu entdo ||u — projwul| < ||u— w||, isto &, a distancia entre os vetores u e sua
projecdao ortogonal projyu € menor que a distancia entre u e qualquer outro vetor w de W.
Entdo tomemos w € W tal que w # projyu. Podemos escrever o vetor diferenca v — w da
forma

u—w = (u—projwu) + (projwu — w)

Como o vetor (projyu—w) € W, pois € a diferenca entre dois vetores de W, e (u—projy u)
é ortogonal a W, entdo (projwu— w) e (u— projyu) sdo ortogonais entre si. Desse modo,

segue pelo Teorema 2.12 (Teorema de Pitagoras) que
lu = w|)* = |u— projwull® + ||projwu — w|/*
Por hipdtese w # projy u, entdo ||projyu — w|| > 0, implicando que
lu—wl* > |lu — projwul|?

ou, equivalentemente,

lu = wl > |lu— projwul
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Agora vamos relacionar a idéia da projecdo ortogonal a solucao de um sistema linear
Ax = b. O resultado que faz essa relacdo é especialmente importante para determinar a
melhor aproximacao da solucdo de um sistema impossivel Ax = b. No caso de um sistema
possivel Ax = b temos que Ax — b =0, ou ainda, ||[Ax — b|| = 0.

O que queremos, no caso de um sistema impossivel, & determinar qual vetor x € R” que
minimiza ||Ax—b||. Tal solucdo é conhecida como solucdo por minimos quadrados do sistema
Ax = b, e deriva do fato de que resolver )r(wg]an ||Ax — b|| € equivalente a )I(T]elR[] ||Ax — b||?.

Vamos verificar que este problema de otimizacdo é equivalente a um sistema linear deno-

minado sistema de equacdes normais.

Definicao 3.2 Seja Ax = b um sistema linear com m equacdes e n incognitas. Definimos

sistema de equacdes normais ao sistema dado por AtAx = Ath.

Teorema 3.2 Sejam as matrizes A € R™" e b € R™, entdo o sistema Ax = b tem pelo
menos uma solucdo X por minimos quadrados e, além disso, o vetor x é uma solucao por
minimos quadrados de Ax = b se, e somente se, X é uma solucdo do sistema de equacbes

normais AtAx = Ath.

Prova: Seja W o espaco-coluna de A € R™*". Como para cada vetor x € R" o vetor Ax
é uma combinacdo linear dos vetores-coluna de A, entdo ao tomarmos x variando sobre R”
estamos variando as combinacdes lineares Ax dos vetores-coluna de A. Desse modo, se x
percorre todo R” entdo Ax percorre todo o espaco-coluna W de A. Com isso, encontrar a
solucao por minimos quadrados de Ax = b é equivalente a encontrar X € R” tal que Ax é
o vetor de W que melhor se aproxima de b, ou ainda, se X € R"” é a solucao por minimos
quadrados de Ax = b, entdo
16— Ax[| < [|b— Ax||

para todo x € R". Veja a interpretacdo geométrica dessa equivaléncia.

& | |b— Az
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Conforme Teorema da Melhor Aproximacdo o vetor AX é dado pela projecao ortogonal de b
sobre W, isto &,

AX = projwb

Como projy b sempre existe entdo Ax = b tem pelo menos uma solucdo por minimos qua-
drados (provando a existéncia da solucdo por minimos quadrados).
Considerando que

b— Ax =b— projwb

e que b— projy b é ortogonal a W e, por conseguinte, & ortogonal a todos os vetores-coluna

de A, que geram W, entdo se a; € um vetor-coluna de A segue que
af(b— Ax) = (af,b— Ax) =0

0 que é equivalente a

t
At(b — AX) = [ a ... a, } (b— AX)

al al(b — AX) 0

= [(b-A%)= : =|:
at at(b — AX) 0

ou, resumidamente,
At(b— AX) = 0
Ath — ATAX =0
AAX = Atb

[ ]
Para o proximo teorema precisamos da definicdo de matriz semi-definida positiva, a qual

fazemos abaixo.

Definicao 3.3 Chamamos de matriz semi-definida positiva a uma matriz A tal que

xtAx > 0 para todo x.

Teorema 3.3 Se A € R™" entdo A'A é uma matriz simétrica semi-definida positiva e AtA

é definida positiva se, e somente se, A tem colunas linearmente independentes.
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Prova: A prova de que A'A é simétrica seque do fato de
(AtA)" = At (A" = AtA

Agora provaremos que A'A é semi-definida positiva. Seja x € R” um vetor ndo-nulo, deno-
tando Ax = y temos
XPATAX = (AX)'(Ax) = y'y = |ly|I* > 0

provando que A*A é semi-definida positiva.

Considerando que
llyll=0 = y=0 = Ax =0

entdo, denotando x; como o I-ésimo elemento de x e a; como 0 j-ésimo vetor-coluna de A
segue que

Ax =0 <= xXia1 + X0 + ...+ x,a, =0

Mas a combinacao linear de vetores linearmente independentes sé resulta no vetor nulo se, e
somente se, os coeficientes x; sdo todos nulos. Como por hipdtese x # 0 entdo x*AtAx =0
se, e somente se, 0s vetores-coluna de A sdo linearmentes dependentes, ou, equivalentemente,

xtA*Ax > 0 se, e somente se, os vetores-coluna de A sdo linearmentes independentes. [

Como vimos encontrar uma solucdo por minimos quadrados de um sistema linear Ax = b
€ 0 mesmo que encontrar a solucdo do sistema de equacdes normais AtAx = Atb. A sequir
vamos mostrar como obter uma solucdo por minimos quadrados do sistema linear Ax = b

usando as fatoractes de Cholesky e QR.
Resolucao de sistemas lineares por minimos quadrados usando Cholesky

Conforme Teorema 3.3 a matriz A'A é simétrica definida positiva se os vetores-coluna
de A sdo linearmente independentes. Entdo, supondo A com vetores-coluna linearmente
independentes, podemos obter a fatoracdo de Cholesky A*A = GG!. Assim, o sistema que

fornece solucdo por minimos quadrados para Ax = b pode ser dado por

AtAx = Atb — GG'x = A'b
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cuja solucdo pode ser obtida resolvendo-se dois sistemas triangulares: Gy = A'b (onde y é

uma matriz-coluna de incégnitas) e, em sequida, G'x = y.

Exemplo 1: Obtenha a solucdo por minimos quadrados do sistema linear Ax = b indicado

abaixo:
3X1 + 2X2 = 13
—4X1 + 9X2 = 76

Solucdo: A matriz dos coeficientes de Ax = b e a matriz dos coeficientes do sistema de

equacdes normais AtAx = Alb s3o dadas, respectivamente, por

3 2 25 =30
A — AtA =
-4 9 —-30 85

Como A!A é simétrica definida positiva, entdo A*A tem decomposicdo de Cholesky GG*:

A | B2 _[ 50 5 —6
42 85 —6 7 0 7

Assim, escrevemos A'Ax = Atb da forma GGix = Albh. Entdo, construindo uma matriz-

= GG'

coluna de incégnitas y tal que Gix = y, resolvemos o sistema triangular Gy = A'b para

obter y:
5 0 V1 3 —4 13 50 V1 —265
. — . <:> . —
-6 7 Vo 2 9 76 -6 7 Vo 710
cuja resolucao fornece y; = —53 e y», = 56.

Agora o sistema G'x = y pode ser expresso da forma

5 -6 X1 o —53
0 7 X2 56
cuja solucdo é x;, = —1 e xo = 8.

E facil verificar que a solucdo por minimos quadrados do sistema Ax = b acima é a mesma
que a obtida se tivéssemos resolvido Ax = b, por exemplo, por eliminacdo gaussiana. [sso

acontece porque esse sistema é possivel. No préximo exemplo tomamos um sistema impossivel
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e encontraremos sua solucao por minimos quadrados, ou seja, o vetor do espaco-coluna da

matriz dos coeficientes que mais se aproxima do vetor dado pelos termos independentes.

Exemplo 2: Obtenha a solucdo por minimos quadrados do sistema linear Bx = by, dado por

2X1 + 3XQ = 5
9X1 + 4XQ = 51
6Xi — Xo = 40

Solucdo: As matrizes dos coeficientes de Bx = b; e do sistema de equacdes normais BtBx =

Btb; sdo, respectivamente,

2 3
121 36
B=19 4 B'B =
36 206
6 -1

A decomposicdo de Cholesky da matriz simétrica definida positiva B*B é

gig_ | 12136 |11 0 11 £ _ Gt
| 36 26 | | ;@ vism ' 0 Vs | Tl

11 11 11

Escrevendo B*Bx = B'b; da forma G,Gix = B'b;, podemos construir uma matriz-coluna
de incégnitas y tal que Gix = y e, assim, resolvemos o sistema triangular G,y = B'b; para

obter y:

5
11 0 no| o 2 9 6 51 11 0 no| 709
e N I I I R -l Y B

40

donde obtemos y; = % €y = —1135%-

Agora o sistema Gix = y pode ser expresso da forma

11 2 |
o A | x

709
11
3865
11,/1850
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cuja solucdo é x; = 122 ~ 6,4811 e x, = — L2 ~ —2,0892.

Para se ter uma nocdo do erro cometido na aproximacao da solucdo de um sistema,
costumamos calcular AX — b, onde X é a solucdo por minimos quadrados de Ax = b. A
diferenca Ax — b chamamos residuo ou erro da solucdo por minimos quadrados. Assim, o

residuo da solucao por minimos quadrados do sistema Bx = b; dado acima € obtida ao se

fazer
2 3 1109 5 1, 69459
Bx—b=1{9 4 [ 1’;?3 ] — |51 |~ | —1,02703
6 —1 370 40 0,97568

Se calcularmos a norma ||BX — b|| veremos a que distancia do vetor b esta o vetor-solucdo
X, encontrado por minimos quadrados. Assim, se a norma & nao-nula significa que o sistema é
impossivel, ou que erros de arredondamento o perturbaram gerando apenas uma aproximacao
da solucdo. No caso de sistema impossivel dizemos ainda que o vetor b ndo esta no subespaco
gerado pelos vetores-coluna da matriz dos coeficientes.

No Exemplo 1 temos um sistema possivel e determinado, entdo o vetor que indica o erro
cometido é nulo, pois o vetor b pertence ao subespaco gerado pelas colunas de A. Assim, a
norma ||AX — b|| = 0.

Observamos que o produto A*A pode gerar uma matriz muito mal-condicionada, ou seja,
embora tenhamos garantia tedrica de que A'A seja simétrica definida positiva, na pratica,

essa matriz pode trazer alguns problemas numéricos.

3.4.2 Resolucao de sistemas lineares por minimos quadrados usando

QR

Ja sabemos que encontrar uma solucao por minimos quadrados de Ax = b € 0 mesmo que
encontrar a solucdo de AtAx = A'bh. Supondo que A tem colunas linearmente independentes,

entdo A tem fatoracdo QR. Assim,

AtAx = Atb
(QR)!QRx = (QR)th
RIQ'QRx = R'Qtb
R'Rx = R'Q'b
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R'R'Rx = RT'R'Qtb
Rx = Qb

isto €, a solucdo por minimos quadrados de Ax = b pode ser obtida resolvendo um sistema
triangular. Uma observacao importante é que resolver um sistema linear usando a fatoracao
QR nos fornece necessariamente a solucdo por minimos quadrados, pois se A tem colunas

linearmente independentes, entdo A pode ser fatorada como A = QR e, portanto,
Ax=b & (QR)x=b <& Q' QRx=Q'P <& Rx=Q'

isto &, resolver Ax = b simplesmente substituindo A por QR ja garante que a solucao obtida
¢ a mesma de A*Ax = A'b e, portanto, a solucdo por minimos quadrados. Isso significa que
um sistema Ax = b, em que A tem colunas linearmente independentes, sempre terd solucdo

se usada a fatoracdo @R, a qual serd a solucdo por minimos quadrados.

Exemplo: Considere o sistema linear Ax = b seguinte:

4

X + X + Xx3 = 8
X1 — Xo + 2x3 = 17
—X1 + X = -5
x1 + 5% + Xx3 = 6

Solucdo: A matriz dos coeficientes A tem colunas linearmente independentes, entdo pode
ser expressa pela fatoracdo QK. No capitulo anterior, na secdo que trata da decomposicdo

@R obtemos a fatoracdo QR dessa matriz, entdo vamos apenas reescrevé-la:

1 11 [ L 0 o S .
R e T I B v B _
A= _110__1%% 0 26 0 | =QR
2 6 2
A 0 0 V2
1 51 3 & 0
Assim Rx = Qtb pode ser escrito como
o
2 2 2] [x] [5 33 3],
026 0 |-|% |=|0 -5 % &
0 0 V2 x 0o L L g -
3 V2 V2 6
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ou ainda, fazendo o produto do segundo membro, como

2 2 2 X1 18
026 0 |-|x |=|-3V6
0 0 V2 X3 62
23 5
resultando que x; = 5 Xo = 5 e x3 = 0.

Agora vamos calcular o vetor erro Ax— b, cometido na aproximacado da solucdo desse sistema:

1 11 s 8 9 8 1
1 -1 2 ° 17 | | 16,666 17 | | -0,333
1 10 ol | 5| | —4666| | -5| | 0333
1 51 ° 6 5, 666 6 0,333

O sistema que tomamos no exemplo acima é impossivel, pois ndo efetuamos arredonda-
mentos na sua resolucao e ainda assim obtivemos vetor erro nao-nulo. Indicando por X o vetor
solucdo obtido, temos que a distancia do vetor b do espago-coluna de A é ||[AX — b|| =~ 1, 1547,
isto &, o vetor b dista da solucdo por minimos quadrados em aproximadamente 1, 1547.

Agora faremos alguns comentarios relacionando a existéncia e a unicidade da solugdo por
minimos quadrados de um sistema linear Ax = b com a depedéncia e a independéncia linear
dos vetores-coluna de A. Vimos que uma solucdo por minimos quadrados sempre existe.
Ela sera Gnica quando os vetores-coluna de A forem linearmente independentes, pois nesse
caso, se b ndo pertence ao espaco-coluna de A entdo existe um (inico vetor Ax que € projecao
ortogonal de b sobre o espaco-coluna de A, e como Ax é combinacao linear dos vetores-coluna
de A, que sdo linearmente independentes, entdo, denotando o i-ésimo vetor-coluna de A por
A isto é, A=[AL Ay ... A, para Adeordem mxn, eX = (X1, Xa2,..., X,) temos pela
formula 2.1, p. 50, que Ax = X;A1+...+X,A,. Podemos afirmar que se um vetor v pode ser
representado como combinacado linear de um conjunto de vetores linearmente independentes

Vi v,, entdo essa representacdo é (nica. De fato, pois se existem escalares ¢; e k; tais

v=cvi+...+cv, (h
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v=Fkwv+...+ kv, (11
entdo fazendo (/) — (/1) temos
0= (Cl — kl)Vl + ...+ (Cn — kn)Vn.

Como vy, ..., Vv, sao linearmente independentes seque que ¢c1 — k1 =0, ..., ¢, — k, =0,
ou seja, ¢; = ki,..., ¢, = k,. Dai concluimos que a solugdo X = (X1, ..., X,) € Gnica, pois
a representacdao de AX como combinacao linear de vetores-coluna linearmente independentes
A1, ..., A, € (nica.

No caso em que os vetores-coluna de A sdo linearmente dependentes e b ndo pertence
ao espaco-coluna de A ndo podemos usar o recurso das fatoracdes de Cholesky ou QR,
como apresentado neste texto, para obter uma solucdo por minimos quadrados. Neste caso
o sistema de equacdes normais A'Ax = Alb possui infinitas solucdes, pois a matriz A'A é

ndo-invertivel ( [1], p. 225 ), ou seja, o sistema A’Ax = A'b & possivel e indeterminado.

3.5 Implementacao de métodos para resolver sistemas li-
neares usando o OCTAVE

Nesta secao apresentamos alguns algoritmos para resolucao de sistemas lineares Ax = b
usando as fatoracdes LU, Cholesky e QR, que foram implementados no software livre Octave.

O Octave permite programacao numa linguagem de alto nivel, interpretada, voltada para
computacdes numéricas. Ele & um software com distribuicdo GNU e apresenta grande com-
patibilidade com o Matlab. Também oferece uma interface adequada para utilizacdo da
notacao matricial para resolver problemas numeéricos.

A sequir apresentaremos a descricdo de alguns comandos e notacdes que aparecerao
nos algoritmos. Para uma referéncia mais completa sobre o Octave consulte a pagina

http://www.gnu.org/software/octave/.

e [m, n]=size(A) significa tamanho e nos algoritmos se refere as dimensdes da matriz.

Assim, [m, n|=size(A) significa que a matriz A tem m linhas e n colunas.

e A(i,j) denotara o elemento da matriz A que se encontra na i-ésima linha e j-ésima

coluna.
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“won

indicara que ha uma lista ordenada contendo todos os inteiros entre o nimero que
esta antes dos dois pontos e o que esta depois. Assim, i=j:n deve ser interpretado
como i = j,j+1,...,n paraj < n, e i=n:-1:j deve ser interpretado como i =

nn—1,...,J.

A’ indicarad a transposta de A, que no decorrer dos capitulos anteriores foi denotada

como At
max significa maximo.

abs significa valor absoluto.

O leitor podera notar que alguns algoritmos que apresentaremos diferem ligeiramente de

muitos dos seus equivalentes apresentados nos livros de analise numérica. Isso se deve ao

fato de que, na pratica, quando implementamos um algoritmo, procuramos aproveitar ao

maximo os recursos da linguagem de programacao utilizada. Sé para exemplificar, o uso do

comando for, no Octave, produz um custo de processamento consideravel, enquanto que

na linguagem Fortran é natural o uso deste comando sem prejuizos computacionais. Assim,

sempre que possivel evitamos o uso de lacos do tipo for em nossos algoritmos.

Iniciamos apresentando dois algoritmos que serao utilizados para resolver sistemas trian-

gulares.

Algoritmo para resolver um sistema triangular inferior

function [ x ] = trianinf(A,b)

[m,n] = size(A);

X

= zeros(n,1);

x(1) = (1) /A1, 1);

for i = 2 :n

x(1)=(b(i)-A(i, [1:i-1])*x(1:i-1))/A(1,1);

end

endfunction

Note que o comando

x(1)=(b(1)-A(i, [1:1-1])*x(1:1-1))/A(1,1)
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usado para obter os elementos x; do vetor solucdo x, para i=2:n, € um produto interno.

Uma alternativa seria usar

=0

for j=1:i-1
s=s+A(i,j)*x(j);

end

x(1)=(b(i)-s)/A(1,1);
0 que seria computacionalmente mais caro, no Octave.

Algoritmo para resolver um sistema triangular superior

function [ x ] = triansup(A,b)
[m,n] = size(A);
x = zeros(n,1);
x(n) = b(n)/A(n,n);
for i = n-1: -1 :1
x(1)=(b(1)-A(, [i+1:nD)*x(i+1:n))/A(i,1);
end

endfunction

Algoritmo para fatorar A = LU

function [L,U,p] = novolu(A)
[n,n] = size(A);
p = (1:n)’; %constroi o vetor de permutacoes p
for k = 1:n-1
[r,m] = max(abs(A(k:n,k))); %escolhe como pivo o maior elemento,

%em modulo, da coluna (pivoteamento)

m = mtk-1;
if A(m,k) ~=0
if (m 7= k)

AClk m],:) = A([m k],:); %troca linhas

p([k m]) = p([m k]); %armazena a posicao das trocas
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end
i = k+1l:n;
A(i,k) = A(i,k)/A(k,k); Yconstroi os multiplicadores
A(i,i) = A(d,1) - AL, k)*A(k,1);
end
end
L = tril(A,-1) + eye(n,n); ’constroi a matriz L colocando na identidade
%os elementos abaixo da diagonal de A
U = triu(A); %constroi uma matriz triangular superior com os respecti-

Y%vos elementos de A

Chamamos a atencdo para o fato de que as matrizes L e U foram obtidas com as permu-
tac®es necessarias nas linhas da matriz A. Cada vez que uma permutacao é executada a nova
matriz sobrepde-se a matriz A antiga e o vetor p armazenara as trocas efetuadas. Assim, o
que obtemos apds a execucdo do programa € a fatoracdo A(p, :)=LU. Como veremos adiante
o vetor p sera importante na resolucdo do sistema para permutar adequadamente o vetor b
de Ax = b.

Outra observacao relevante sobre o algoritmo é que praticamente todo o tempo gasto na
fatoracdo usando o programa novolu deve-se a0 comando
A(i,i) = A(d,1) - A(i,k)*A(k,1)
que calcula os elementos da matriz U. O comando A(i,k)*A(k,1) cria uma matriz quadrada
de ordem n — k que sera subtraida da submatriz A ). Esse procedimento possibilita a

eliminacao de um duplo for, resultando numa significativa economia de tempo.

Algoritmo para fatorar A = GG*

function [ G ] = novocholesky(4)

[m,n] = size(A);
AC:,1)=AC:,1)/sqrt(A(1,1));
for j=2:n

A(G:n,j)=A(j:n,j)-A(G:n,1:j-1)*A(j,1:§-1)";
A(j:n,j)=A(i:n,3j)/sqrt(A(j,i));
end

G = tril(A);
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Assim, como no algoritmo para a fatoracdo LU tomamos o cuidado de eliminar lacos

desnecessarios com o comando for.

Algoritmo para fatorar A = QR

function [Q, R]=novoqr(A)
[m,n]=size(A);
Q = zeros(m,n);

QC:,1)=(1/norm(A(:,1)))*A(:,1); %cria a primeira coluna da matriz Q

for j = 2:n;
uj=A(:,3);
i=1:3-1;

aa=(uj’*Q(:,1)); %calcula os produtos internos usados no
Jprocesso de Gram-Schmidt
bb=Q(:,1);
qj = uj - bb*xaa’; /determina um vetor ortogonal as colunas ja
Y%existentes de Q
Q(:,j)=qj/norm(qj); %constroi a j-ésima coluna de Q

end

R = Q7*A;

A fatoracdao QR por este algoritmo realiza um total de mnz—n2+2mn+§—3m operacdes.
Assim, para n &= m o custo de realizar uma fatoracao QR é ligeiramente superior as fatoracdes
LU e Cholesky.

Algoritmo para resolver um sistema LUx = Db

function [x]=resolvelu(A,b)

[L,U,pl=novolu(A);

y = trianinf(L,b(p));

X

triansup(U,y)’;

Algoritmo para resolver um sistema GG'x = b



3.5 Implementacao de métodos para resolver sistemas lineares usando o OCTAVE 83

function [x]=resolvechol(A,b)
[G]l=novocholesky(A);

y = trianinf(G,b);

x = triansup(G’,y)’;

Algoritmo para resolver um sistema QRx =b

function [x]=resolveqr(A,b)
[Q, Rl=novoqr(A);
x = triansup(R,Q’*Db);

3.5.1 Algoritmos para Resolver Sistemas Lineares por Minimos Qua-

drados
Algoritmo para resolver um sistema QRx =b

function [x]=resolveqr(A,b)
[Q, Rl=novoqr(A);
x = triansup(R,Q’*b);

Algoritmo para resolver um sistema GG'x = A'b

function [x]=resolvechol(A,b)

[Gl=novocholesky(A’*A);

y = trianinf(G,A’*b);

X

triansup(G’,y)’;

Resultados Numéricos

A tabela 1 mostra, a titulo de exemplo, o tempo gasto na resolucdao de 3 sistemas lineares
usando as fatoracdes LU, Cholesky e QR. As matrizes dos coeficientes, cujas dimensdes sao
indicadas na primeira coluna, foram geradas aleatoriamente no Octave em duas etapas. Para
cada matriz de coeficientes A, geramos uma matriz aleatéria B com elementos inteiros entre
-20 e 20 e posto completo. Em seguida construimos A = B* x B garantindo assim que A é
simétrica definida positiva. Os tempos apresentados na tabela foram obtidos executando as
implementacdes num computador Intel(R) Core(TM)2 CPU 6600 ©2.40GHz 2 GB de RAM.
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nxn LU Cholesky QR
10 x 10 0,224s 0,047s 0,045s
100 x 100 0,286s 0,091s 0,085s
1000 x 1000 | 19,954s 4,674s 27,138s

Tabela 3.1: tempo decorrido, em segundos, na resolucao de sistemas lineares Ax=b usando
programas implementados no Octave

Observamos que dentre os métodos utilizados, o que apresentou melhor desempenho é o
que faz uso da fatoracdao de Cholesky, confirmando a expectativa gerada pela contagem de
operacoes, e justificando porque tal método é melhor na pratica, se pudermos usa-lo.

E possivel notar que o tempo decorrido no processamento dos calculos utilizando a fato-
racao LU esta acima do esperado para as matrizes 10 x 10 e 100 x 100 se considerarmos o
namero de operacdes requeridas por esse método e pela fatoracdo de Cholesky. Investigamos
possiveis motivos para essa inconsisténcia mas ndo obtivemos uma resposta concisa. O mais
provavel é que tal oscilacdo esteja relacionada a estrutura interna do préprio Octave. De
qualquer forma, isso & uma evidéncia pratica de que a escolha da linguagem e a forma de
implementar o algoritmo influenciam bastante no custo de execucdo.

Note também que para pequenas dimensdes o método usando QR se mostrou bastante
eficiente. Contudo, para dimensdes maiores, esse método ndo obteve bom desempenho, o
que é compativel com o namero de operacdes executadas pelo algoritmo.

Em muitos problemas praticos é importante determinar uma equacao que ajuste um con-
junto de dados obtidos experimentalmente. Problemas dessa natureza sdo convertidos em
problemas de minimos quadrados [7], p. 223, cuja matriz dos coeficientes tem a forma
m x n, onde m > n. Esse problema pode ser solucionado resolvendo um sistema de equacoes
normais associado.

Na tabela abaixo apresentamos o tempo gasto na solucdao de alguns problemas de qua-
drados minimos utilizando a fatoracao QR e Cholesky.

Observamos que no caso de sistemas lineares com matrizes dos coeficientes m x n com
m >> n a solucdo de quadrados minimos via sistema de equacées normais por fatoracado de
Cholesky é menos vantajosa que quando fazemos uso da fatoracdo QR. Porém, essa relacio
se inverte a medida que a matriz dos coeficientes vai se aproximando da forma quadrada.

Neste caso, como ja vimos, o método de Cholesky & mais eficiente. A escolha do melhor
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m x n Cholesky | QR
10 x 2 0,181s | 0,044s
100 x 20 0,187s | 0,049s
100 x 90 0,216s | 0,079s
1000 x 20 0,187s | 0,057s
1000 x 500 | 1,069s | 6,563s

Tabela 3.2: tempo decorrido, em segundos, na resolucao por minimos quadrados de sistemas
lineares Ax=b usando programas implementados no Octave

método para resolver um problema de quadrados minimos é ainda um assunto em aberto e
muitas variaveis estdo envolvidas, conforme observado em [5], p. 224.

Ressaltamos que o tempo computado para a resolucdo via fatoracdo de Cholesky levou
em conta as multiplicacBes necessarias para a construcdo do sistema de equacdes normais,
enquanto que a solucdo por QR sempre fornece uma solucdo por minimos quadrados, de

modo que ndo foi preciso executar operacdes extras.



Consideracoes Finais

De uma maneira geral, procuramos apresentar alguns dos varios importantes resultados
relacionados as matrizes, assim como as condicdes de existéncia e unicidade das fatoracdes
estudadas, culminando na resolucdo de sistemas de equacdes lineares utilizando métodos
diretos envolvendo essas fatoracdes e, mais ultimamente, na implementacdo desses métodos
usando o software Octave. Nesse sentido, nos esforcamos por exibir a importancia das
fatoracdes na elaboracdo de métodos diretos para resolucdo de sistemas lineares, 0s quais
se constituem como ferramentas Gteis em implementacdes computacionais. Dentro dessa
perspectiva, quisemos motivar a compreensao de como 0s algoritmos podem ser otimizados
para a programacao nos softwares.

Muito embora a analise dos algoritmos e o custo computacional ndo tenham sido o enfoque
deste trabalho, a ultima secdo do Capitulo 3 pode manifestar-se como bom incentivo a
implementacdo computacional, a medida que oferece algoritmos prontos e programados num
software livre.

Por fim, é natural algumas expectativas para estudos futuros. Por exemplo, a analise
de sensibilidade em sistemas lineares e o estudo do comportamento do residuo em funcdo
do condicionamento da matriz foram assuntos que, as vezes de forma periférica, permearam
nossas pesquisas e que gostariamos de investigar mais profundamente. Além disso, seria
interessante comparar os métodos que expusemos com outros métodos diretos e também
iterativos, como por exemplo, o método dos gradientes conjugados, explorando tanto a parte

tedrica quanto numeérica.
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