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Resumo

Avanços na tecnologia moderna têm facilitado a coleta e análise de dados de alta dimensão,

ou dados que são formados por medidas repetidas de um mesmo objeto. Quando os dados são

registrados densamente ao longo do tempo, freqüentemente por máquinas, eles são tipicamente

chamados de dados funcionais, com uma curva (ou função) observada por objeto em estudo.

A análise estat́ıstica de uma amostra de n curvas como essas é comumente chamada de análise

de dados funcionais, ou ADF. Conceitualmente, dados funcionais são continuamente definidos.

Claro que na prática eles geralmente são observados em pontos discretos. Não há exigência

para que os dados sejam suaves, mas freqüentemente a suavidade ou outra regularidade será

um aspecto chave da análise, em alguns casos derivadas das funções observadas serão impor-

tantes. Nessa dissertação diferentes técnicas de suavização serão apresentadas e discutidas,

principalmente aquelas baseadas em funções splines.

Um problema de grande interesse na área de ADF é o de testes de hipóteses. Assuma que

as curvas {X1(t), . . . , Xn1
(t) : t ∈ T } e {Y1(t), . . . , Yn2

(t) : t ∈ T } são amostras independentes

de processos estocásticos X e Y , respectivamente. Denote as curvas médias dos processos X ,

Y por µX(t) e µY (t), respectivamente. Existe o interesse de testar a igualdade dessas curvas

médias quando dados funcionais são observados. Pode-se também testar se uma curva média

é igual a uma certa função conhecida, ou seja, se µX(t) = f(t). Estat́ısticas do teste baseadas

na diferença quadrática integrada e nas distâncias de Hellinger, de Kullback-Leibler e L1 serão

apresentadas e suas distribuições sob a hipótese nula serão estudadas.
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Abstract

Advances in modern technology have facilitated the collection and analysis of high-dimensional

data, or data that are repeated measurements of the same subject. When the data are recorded

densely over time, often by machine, they are typically termed functional or curve data, with

one observed curve (or function) per subject. The statistical analysis of a sample of n such

curves is commonly termed functional data analysis, or FDA. Conceptually, functional data are

continuously defined. Of course, in practice they are usually observed at discrete points. There

is no general requirement that the data be smooth, but often smoothness or other regularity

will be a key aspect of the analysis, in some cases derivatives of the observed functions will

be important. In this project different smooth techniques are presented and discussed, mainly

those based on splines functions.

Hypothesis testing is a problem of great interest in FDA. Let {X1(t), . . . , Xn1
(t) : t ∈ T }

and {Y1(t), . . . , Yn2
(t) : t ∈ T } be independent samples of two stochastic processes X and Y ,

respectively. Denote the mean curves of the processes X , Y by µX(t) and µY (t), respectively.

We wish to test the equality of these mean curves when functional data are observed. One could

also test if the mean curve of a process is equal to a known function f , that is, if µX(t) = f(t).

Test statistics based on the Kullback-Leibler, Hellinger and L1 distances will be presented and

their distributions will be evaluated under the null hypothesis. A test statistics based on the

integrated square difference will also be presented and its distribution will be evaluated under

the null hypothesis as well.
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2.3.1 Alguns exemplos espećıficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3.2 Propriedades gerais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.3.3 Estat́ısticas descritivas em notação de produto interno . . . . . . . . . . 17

2.3.4 Outros usos da notação de produto interno . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.4 Projeções . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.5 Estat́ısticas descritivas para dados funcionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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3.3 Calculando a variância amostral e limites de confiança . . . . . . . . . . . . . . 42
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6.4.5 Suavização Monótona e σ = 0, 05 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

6.4.6 O poder do teste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

6.5 O caso H0 : µ(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

6.5.1 σ = 0, 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

6.5.2 σ = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

6.5.3 σ = 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

6.5.4 O poder do teste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

6.6 O caso H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

6.6.1 σ = 0, 25 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

6.6.2 σ = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

6.6.3 σ = 2, 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

6.6.4 O poder do teste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

6.7 Conclusão dos Estudos simulados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6.8 Um estudo sobre a distribuição da diferença quadrática integrada . . . . . . . . 145
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jada é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 0, 25. 124

6.38 Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt)

quando σ = 0, 25. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

6.39 Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt)

quando σ = 0, 25. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6.40 Distribuições da afinidade sob H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) quando σ = 0, 25.128
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 O que são dados funcionais?

Em geral, a análise de dados funcionais (ADF) lida com dados nos quais a i-ésima observação

é uma função real, xi(t), i = 1, . . . , n, t ∈ T , onde T é um intervalo real; portanto, cada xi é

um ponto em algum espaço de funções H.

As razões práticas para analisar dados de uma perspectiva funcional estão citadas nos quatro

itens abaixo.

• As observações funcionais ocorrem cada vez mais freqüentemente em contextos aplicados à

medida que as facilidades de coleta automatizada de dados se tornam acesśıveis para mais

pesquisadores. Além disso, procedimentos de suavização e interpolação podem produzir

representações funcionais de conjuntos finitos de observações.

• Alguns problemas de modelagem são mais naturais quando se pensa em termos funcionais,

embora somente um número finito de observações esteja dispońıvel.

• Os objetivos de uma análise podem ser funcionais de forma natural, como seria o caso se

um número finito de dados fosse usado para estimar toda uma função, suas derivadas ou

valores de outros funcionais.

• Levar em consideração certos aspectos, tais como a suavidade, para dados multivariados

ocasionados por processos funcionais pode ter implicações importantes na análise desses

dados.

Quais tipos de dados podem ser chamados de dados funcionais? Nos casos mais comuns, as

observações originais são interpoladas de dados longitudinais, que são quantidades observadas

conforme elas evoluem através do tempo. Contudo, existem muitas outras formas de origem

para dados funcionais. Por exemplo, pode-se obter um grande número de observações numéricas

1



independentes para cada indiv́ıduo em estudo. O dado funcional de um indiv́ıduo poderia ser a

densidade estimada dessas observações. Às vezes, os dados são curvas traçadas numa superf́ıcie

ou espaço. Num exemplo de arqueologia, a forma de uma imagem bidimensional de cada osso

em estudo é o dado funcional em questão. É importante dizer que imagens, bem como curvas,

podem aparecer como dados funcionais ou como parâmetros funcionais em modelos.

O campo de análise de dados funcionais está ainda na sua infância, e os limites entre ADF

e outros aspectos da estat́ıstica são ainda um pouco confusos também.

1.2 Quão caracteŕıstica é a Análise de Dados Funcionais?

O termo atual análise de dados funcionais (ADF) foi criado por Ramsay e Dalzell (1991), embo-

ra algumas idéias de certa forma já existissem muito antes. O que tem sido mais caracteŕıstico

nas recentes pesquisas é a noção de ADF como uma maneira de pensar, ao invés de um conjunto

de métodos e técnicas distintas.

A tentativa de se encontrar uma definição exaustiva de ADF tem sido intencionalmente

contida, porque não se deseja colocar grandes limites ao redor desse campo. No entanto, vale

a pena notar alguns aspectos comuns dos dados funcionais que aparecem freqüentemente na

literatura. Nesse caso, é posśıvel citar algumas referências, tais como: Ramsay e Silverman

(2002), Hall et al. (2006) e Rice (2004).

• Conceitualmente, dados funcionais são continuamente definidos. Claro que na prática

eles geralmente são observados em pontos discretos, e também têm sido armazenados

de maneira finito-dimensional dentro do computador, mas isso não altera a maneira de

pensar destacada acima.

• O dado individual é toda a função, ao invés do seu valor em algum ponto em particular.

Os diversos dados funcionais irão freqüentemente ser independentes uns dos outros, mas

não há suposições sobre a independência de diferentes valores dentro do mesmo dado

funcional.

• Em alguns casos os dados são funções do tempo, mas não há nada de especial com o

tempo como uma variável. Em certos estudos os dados são funções de uma variável

unidimensional, mas a maioria das idéias leva diretamente à funções de variáveis com

dimensões maiores.

• Não há exigência para que os dados sejam suaves, mas freqüentemente a suavidade ou

outra regularidade será um aspecto chave da análise. Em alguns casos, derivadas das

funções observadas serão importantes. Em outras ocasiões, embora os dados em si não
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tenham que ser suaves, suposições de suavidade serão apropriadas para funções médias

ou outras funções envolvidas em modelar os dados observados.

1.3 Metas da Análise de Dados Funcionais

As metas da análise de dados funcionais são essencialmente as mesmas que de outros ramos da

estat́ıstica. Elas incluem os seguintes objetivos:

• representar os dados de forma a auxiliar futuras análises;

• exibir os dados de maneira que várias caracteŕısticas sejam destacadas;

• estudar fontes importantes de padrão e variação entre os dados;

• explicar a variação em um resultado ou variável dependente, usando informação da

variável independente;

• comparar dois ou mais conjuntos de dados com respeito a certos tipos de variação, onde

dois conjuntos de dados podem conter diferentes conjuntos de replicações das mesmas

funções, ou diferentes funções para um conjunto comum de replicações.

Cada uma dessas atividades pode ser conduzida com técnicas apropriadas para cada tipo

de problema.

Uma estratégia para analisar dados funcionais é usar três etapas: exploratória, confirmatória

e preditiva. Na parte exploratória, as perguntas lançadas aos dados tendem a ser bastante

ilimitadas, no sentido de que a técnica correta é esperada tanto para revelar novos e interessantes

aspectos dos dados, quanto para mostrar caracteŕısticas óbvias. Investigações exploratórias

tendem a considerar somente os dados em mãos, com menos preocupação para afirmações sobre

questões mais amplas, tais como caracteŕısticas de populações ou eventos não observados nos

dados. Análises confirmatórias, por outro lado, tendem a ser inferenciais e determinadas por

perguntas espećıficas sobre os dados. Assume-se que algum tipo de estrutura está presente nos

dados e deseja-se saber se certas afirmações espećıficas ou hipóteses podem ser confirmadas pelos

dados. A linha que separa as análises exploratórias das confirmatórias tende a ser o grau em

que a teoria de probabilidade é usada, no sentido de que a maioria das análises confirmatórias

são resumidas por uma ou mais afirmações de probabilidade. Estudos preditivos são menos

comum e o foco é usar os dados em mãos para fazer afirmações sobre estados não observados,

tal como o futuro.
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1.4 Análise de Dados Funcionais (ADF) e Análise de Da-

dos Longutudinais (ADL)

Avanços na tecnologia moderna, incluindo ambientes computacionais, têm facilitado a coleta e

análise de dados de alta dimensão, ou dados que são formados por medidas repetidas de um

mesmo objeto. Se as medidas são tomadas durante um intervalo de tempo T , há geralmente

duas abordagens distintas para tratá-las, dependendo se as medidas estão dispońıveis em um

intervalo denso de pontos, ou se elas estão registradas relativamente de forma esparsa.

Quando os dados são registrados densamente ao longo do tempo, freqüentemente por má-

quinas, eles são tipicamente chamados de dados funcionais, com uma curva (ou função) ob-

servada por objeto em estudo. Esse é freqüentemente o caso mesmo quando os dados são

observados com erro experimental, já que a operação de suavizar dados registrados em pontos

próximos do tempo pode reduzir grandemente os efeitos de rúıdo. Em tais casos, pode-se con-

siderar toda a curva para o i-ésimo objeto sendo observada no cont́ınuo, mesmo que na realidade

os tempos de registro sejam discretos. Tal curva é representada pelo gráfico da função Xi(t)

(ou xi(t) para facilitar a notação). A análise estat́ıstica de uma amostra de n curvas como essas

é comumente chamada de análise de dados funcionais.

Estudos biomédicos longitudinais são semelhantes à ADF em importantes aspectos, exceto

que é raro observar toda a curva. As medidas são freqüentemente registradas somente em alguns

pontos espalhados do tempo, que variam entre os sujeitos em estudo. Pode-se representar

os tempos das observações para o sujeito i por variavéis aleatórias Tij, para j = 1, . . . ,mi,

sendo mi o número de observações obtidas para o i-ésimo sujeito em estudo. Dessa forma, os

dados resultantes são (Xi(Ti1), . . . , Xi(Timi
)), geralmente observados com rúıdo. O estudo de

informações dessa forma é freqüentemente referido como análise de dados longitudinais (ADL).

As abordagens estat́ısticas para analisar dados longitudinais e dados funcionais são geral-

mente distintas. Técnicas paramétricas, tais como equações de estimação generalizadas ou

modelos de efeitos mistos lineares generalizados, têm sido os métodos dominantes para dados

longitudinais, enquanto que técnicas não paramétricas são tipicamente empregadas para dados

funcionais.

Uma diferença significante, intŕınsica entre os dois tipos de dados, está na percepção de

que dados funcionais são observados no cont́ınuo, sem rúıdo, enquanto que dados longitudinais

são observados em pontos do tempo esparçamente distribúıdos e estão freqüentemente sujeitos

a erro experimental. Contudo, dados funcionais são às vezes analisados depois de suavizar

observações que foram feitas em um número relativamente pequeno de pontos, talvez somente

uma dúzia de pontos se, por exemplo, curvas de todo o ano são calculadas a partir de medidas

mensais. Tais casos indicam que as diferenças entre os dois tipos de dados estão relacionadas

com a maneira em que o problema é considerado e elas são possivelmente mais conceituais do
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que reais.

As metas da ADF e da ADL são também de alguma forma diferentes, o que se deve em

parte ao fato de que os assuntos cient́ıficos são diferentes. As metas da ADF tendem a ser

exploratórias, enquanto que na ADL inferências são realizadas.

Apesar das diferenças citadas acima existem muitas metas em comum entre a ADF e a

ADL, sendo posśıvel citar as seguintes:

1. Caracterização da média ou curso de tempo t́ıpico.

2. Estimação de curvas individuais de dados com rúıdo e, geralmente em estudos de ADL, de

dados esparsos. Funcionais dessas curvas, tais como derivadas, posições e valores extremos

são às vezes de interesse também.

3. Caracterizar homogeneidade e padrões de variabilidade entre as curvas e identificar curvas

que não são úteis.

4. Estimar as relações das formas de curvas com covariáveis.

1.5 Motivação: Observando o Crescimento Humano

1.5.1 Introdução

O estudo sobre o crescimento humano é essencial para definir o que é um crescimento normal.

Dessa forma é posśıvel detectar, o mais cedo posśıvel, se algo está errado com o processo de

crescimento. Os cientistas precisam de dados de alta qualidade para melhorar o entendimento

sobre como o corpo regula seu próprio crescimento.

A coleta de dados sobre o crescimento exige um alto custo e persistência, uma vez que

as crianças devem ser levadas ao laboratório em idades pré-definidas ao longo de 20 anos.

É dif́ıcil também obter a medida exata da altura; isso requer um treinamento considerável.

Os procedimentos mais cuidadosos ainda exibem desvios padrão sobre medidas repetidas de

aproximadamente 3 miĺımetros.

Registros da altura de uma criança durante 20 anos mostram certas caracteŕısticas que são

dif́ıceis para um analista modelar. A abordagem clássica tem sido usar funções matemáticas

que dependem de um número limitado de constantes desconhecidas. Os melhores modelos

paramétricos apresentam oito ou mais parâmetros e, ainda assim, alguns aspectos do cresci-

mento não são detectados.

Técnicas não paramétricas, como suavização por kernel e splines, têm tido sucesso em

identificar caracteŕısticas não detectadas pelos modelos paramétricos, mas elas não garantem a

produção de curvas que são monótonas, estritamente crescentes. Mesmo uma pequena falha na
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monotonicidade pode produzir sérias conseqüências na velocidade de crescimento, bem como

nas curvas de aceleração, que são especialmente importantes na identificação de processos que

regulam o crescimento.

Nessa seção, alguns desenvolvimentos na análise de dados de crescimento podem ser obser-

vados. Um método desenvolvido para suavização monótona é aplicado em alguns dados (Figura

1.2). Tal método está bem descrito no Caṕıtulo 5.

Mais detalhes e outros exemplos sobre o crescimento humano podem ser encontrados em

Ramsay e Silverman (2002) e no site www.functionaldata.org.

1.5.2 Medidas de altura em duas escalas

A Figura 1.1 mostra, para cada uma de 10 garotas, a função altura H(t) estimada de 31 ob-

servações tomadas entre 1 e 18 anos. Esses dados correspondem a uma parte dos dados do

Estudo de Crescimento de Berkeley. Eles estão publicados e, portanto, dispońıveis gratuita-

mente. Observa-se que o crescimento é mais rápido nos primeiros anos de vida, mas nota-se

o aumento na inclinação durante o estirão de crescimento pubertal, que ocorre em idades var-

iando de aproximadamente 9 a 15 anos. Uma garota é alta em todas as idades, mas algumas

meninas podem ser altas durante a infância e terminarem com uma estatura adulta pequena.

Os intervalos entre as medidas são de 6 meses ou mais, e através dessa perspectiva a longo

prazo tem-se a impressão de um processo de crescimento suave.

A Figura 1.2 apresenta registros da altura de um garoto em 83 dias durante um ano es-

colar, as falhas correspondem as férias. O rúıdo de medida nos dados, com desvio padrão de

aproximadamente 3 mm, é evidente. A tendência apresenta mais protuberâncias, com a altura

aumentando mais rapidamente durante algumas semanas do que em outras.

1.5.3 Das observações para dados funcionais

Considere as medidas de altura das garotas. Cada garota foi medida em 31 idades que variam

entre 1 e 18 anos.

Uma função pode ser expressa como uma soma ponderada ou combinação linear de blocos

de construção funcional elementares chamados funções base. Portanto, a conversão de dados

do crescimento para a forma funcional requer dois passos:

1. Escolher e definir um conjunto de funções para formar uma base. Por simplicidade, tais

funções são chamadas de funções base.

2. Calcular a melhor combinação linear para cada conjunto de medidas de altura discretas.

Nesse caso, foram escolhidas as funções base B-spline como o sistema de funções base a ser

utilizado.
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curva sólida é o ajuste suave obtido por suavização monótona dos dados.
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As funções B-spline são blocos de construção extremamente flex́ıveis para ajustar curvas.

Deseja-se também observar a velocidade e a aceleração do crescimento e isso requer o controle

da suavidade das funções base. Isso pode ser feito facilmente com splines.

Por outro lado, as séries de Fourier são freqüentemente úteis, mas somente para dados que

são fortemente periódicos, e que, portanto, mostram claramente ciclos repetitivos. Os dados de

crescimento não são assim.

É importante dizer para considerações futuras que os métodos de ajuste descritos aqui não

reconhecem que a altura cresce, e que as curvas devem em pŕıncipio ser sempre crescentes.

Como os B-splines são segmentos polinomiais unidos suavemente duas caracteŕısticas devem

ser especificadas. Primeiro, é necessário escolher o grau dos segmentos polinomiais, ou, equiva-

lentemente, a ordem (ordem=grau+1). A segunda caracteŕıstica é um conjunto de pontos

chamados nós (em inglês, knots) nos quais esses polinômios se juntam. A seqüência de nós

deve ser crescente, ou não decrescente no caso de múltiplos nós. O primeiro nó deve estar na

menor idade ou abaixo dela e o último deve estar na maior idade ou acima dela. O número de

nós entre o primeiro e o último mais a ordem dos segmentos polinomiais determinam o número

total de funções base.

Mais detalhes sobre as funções B-spline estão descritos na Seção 3.2.7.

Na Figura 1.3 pode-se observar as funções B-splines ; a ordem dos polinômios é 6 e o número

de nós interiores também é 6. Portanto, o número de funções base é 12 (6 + 6 = 12).

Nesse exemplo sobre o crescimento das garotas a ordem também é 6, ou seja, os B-splines são

segmentos polinomiais de quinto grau. Em um primeiro caso, o número total de funções base

é igual ao número de idades em que as observações foram feitas, ou seja, 31. A curva estimada

é obtida calculando a combinação linear dessas funções base que melhor ajusta os dados para

cada garota. O resultado pode ser visto na Figura 1.4-(a), onde é posśıvel observar a curva

obtida para a primeira garota do conjunto de dados. Nota-se que a curva se ajustou exatamente

nas observações. Sabe-se que há um erro de medida das alturas de aproximadamente 3 mm,

portanto não seria melhor tentar encontrar uma curva que se aproximasse da verdade do que

interpolar os dados com rúıdo? Uma maneira simples de controlar a suavidade do ajuste é

limitar o número de funções base.

Por outro lado, assumindo que o processo que gerou os dados é suave, pode-se fazer algo

muito melhor suavizando a curva ajustada. Nesse segundo caso, as próprias idades de ob-

servação são usadas como nós. Há 31 idades, então o número total de funções base B-spline é

29+6=35. Um método comum para forçar a curva a ser suave é penalizar a sua curvatura. É

comum definir a curvatura total da curva como sendo a integral da sua segunda derivada ao

quadrado. Isso é uma maneira de medir a não suavidade da curva. Aqui há também um in-

teresse pelas curvas de aceleração, que são obtidas através da segunda derivada das respectivas

funções altura. Portanto, é necessário agora controlar não somente a suavidade da função em
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si, mas também a suavidade de sua segunda derivada. Para isso é preciso penalizar a curvatura

da segunda derivada, ou seja, a integral da quarta derivada ao quadrado. Os resultados obtidos

podem ser vistos nas Figuras 1.1 e 1.4-(b). Mais detalhes sobre o método de penalização da

não suavidade podem ser encontrados no Caṕıtulo 4.

1.5.4 Velocidade e aceleração

Embora os dados e as curvas mostrados anteriormente sejam comumente referidos como “cur-

vas de crescimento”, o termo crescimento, na verdade, significa mudança. Então, é a função

velocidade V (t), a taxa instantânea de mudança na altura no tempo t, que é a real curva de

crescimento. Assim, o termo “crescimento”deveria ser usado para V (t). Devido a altura não

decrescer (pelo menos durante os anos de crescimento), a velocidade ou crescimento é necessari-

amente positivo. Os dados de altura refletem o crescimento somente de forma indireta, porque

eles são medidas das conseqüências do crescimento.

Se as observações são tomadas em unidades do tempo ti, pode-se considerar a estimação da

velocidade pela razão de diferenças,

V (ti) = [H(ti+1) −H(ti)]/(ti+1 − ti),

mas isso não é uma boa idéia do ponto de vista estat́ıstico, uma vez que uma pequena quantidade

de rúıdo nas medidas de altura terá um grande efeito na razão, e esse problema torna-se pior

conforme os pontos de tempo ficam próximos. É muito melhor ajustar os dados de altura com

uma curva suave apropriada e, então, estimar a velocidade encontrando a inclinação dessa curva

suave.

A Figura 1.5-(a) mostra a curva estimada de velocidade para a primeira garota no Estudo

de Crescimento de Berkeley. Agora é posśıvel ver mais claramente o que está acontecendo. O

estirão de crescimento na Figura 1.5-(a) é certamente mais óbvio. Nota-se que por volta dos

dez anos a velocidade de crescimento aumenta consideravelmente. Agora também sabe-se que

é necessário trabalhar muito para encontrar bons métodos para estimar a velocidade.

Pode-se obter mais informação do processo de crescimento estudando a taxa de mudança na

velocidade, ou seja, a aceleração, denotada por A(t). As curvas de aceleração estimadas para

as dez garotas do Estudo de Crescimento de Berkeley podem ser observadas na Figura 1.5-(b)

juntamente com a curva média. Agora, pode-se ver ainda mais claramente o que acontece no

estirão de crescimento pubertal. Observa-se um grande aumento repentino na aceleração no

ińıcio do estirão de crescimento pubertal, o que era esperado, seguido por um retorno a zero

quando a velocidade não é mais crescente, e finalmente a aceleração se torna negativa na fase

final aumentando até chegar em torno de zero novamente quanto a altura se estabiliza. É

posśıvel observar que o momento do estirão de crescimento pubertal varia bastante de garota

para garota. Pode-se também notar que existe uma ou mais oscilações na aceleração antes
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do estirão de crescimento pubertal. A capacidade de detectar essas oscilações foi um dos

importantes avanços recentes da tecnologia não paramétrica de estimação nessa área.
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Figura 1.5: (a) Velocidade estimada de crescimento, ou taxa de crescimento da primeira garota. (b)

Curvas de aceleração do crescimento estimadas para as 10 garotas, cujos os dados estão na Figura 1.

Em destaque tem-se a curva média de aceleração.
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Caṕıtulo 2

Notação e Técnicas

2.1 Notação Geral

A notação utilizada nesse trabalho está baseada em Ramsay e Silverman (2006). Assim, o

śımbolo x pode se referir a um escalar ou a uma função com valores x(t). O contexto sempre

irá ajudar a entender quando um śımbolo se refere a um escalar ou a uma função.

Por outro lado, a notação convencional será adotada para vetores e matrizes. Vetores serão

denotados por letras minúsculas em negrito, como em x, e matrizes por letras maiúsculas em

negrito, como em X. A notação x′ é usada sempre para a transposta de um vetor x.

Se x é um vetor ou uma função, seus elementos ou valores xi ou x(t) são geralmente escalares,

mas, às vezes, pode ser apropriado que xi ou x(t) seja um vetor e, então, será usada a notação

em negrito. É útil também utilizar a notação x(t) para denotar o vetor contendo os valores da

função x para cada valor do vetor t.

A notação para a derivada de ordem m de uma função x é Dmx. Isso produz fórmulas mais

limpas do que dmx/dtm e também enfatiza que a diferenciação é um operador que atua em uma

função x para produzir uma outra função Dx.

O objetivo principal dessa notação é a facilitação da leitura e do entendimento desse tra-

balho.

2.2 Notação estocástica

2.2.1 O que é uma Variável Funcional?

Considere a seguinte situação usual onde alguma variável aleatória pode ser observada em

vários pontos diferentes no intervalo T = [a, b]. Uma observação pode ser expressa pela famı́lia

aleatória {X(tj)}j=1,...,J . Na estat́ıstica moderna, os instantes consecutivos se tornaram mais e

mais próximos. Uma maneira de levar isso em consideração é assumir agora que os dados são
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uma observação da famı́lia cont́ınua X = {X(t); t ∈ T }. Esse é, por exemplo, o caso dos dados

do crescimento humano apresentados na Seção 1.5. De forma geral, uma variável aleatória X é

chamada de variável funcional (f.v.) se ela assume valores em um espaço infinito dimensional

(ou espaço funcional). Uma observação χ de X é chamada de dado funcional. Por questão de

simplicidade, χ poderia também ser descrito simplesmente como x e, da mesma forma, X como

X.

Note que, quando X denota uma curva aleatória isso implica que T ⊂ R. Aqui, é importante

dizer que a noção de variável funcional abrange uma grande área de pesquisa, ou seja, não

somente análise de curvas. Em particular, uma variável funcional pode ser uma superf́ıcie

aleatória (e, nesses casos, T ⊂ R
2) ou pode ser qualquer outro objeto matemático infinito

dimensional mais complicado.

2.2.2 O que são Conjuntos de Dados Funcionais?

Um conjunto de dados funcionais χ1, . . . , χn é uma observação de n variáveis funcionais X1, . . . ,Xn

identicamente distribúıdas como X .

Essa definição abrange muitas situações. A mais popular delas ocorre quando o conjunto

de dados é formado por curvas. Sabe-se que os dados são coletados de forma discreta, portanto

um estágio preliminar consiste em apresentar os dados de forma a facilitar o processamento

funcional. Na maioria das situações, métodos de suavização podem ser utilizados, tais como os

que estão descritos nos Caṕıtulos 3 e 4. Existem, porém, situações onde são necessárias técnicas

de suavização mais sofisticadas, por exemplo quando se tem poucas observações por objeto em

estudo (dados esparsos). Mais detalhes podem ser encontrados em Ferraty e Vieu (2006).

2.3 Produtos internos 〈x, y〉

2.3.1 Alguns exemplos espećıficos

Uma notação genérica é discutida agora para produtos internos, estendendo a idéia familiar de

produto interno entre dois vetores x e y. Considere o produto interno euclidiano x′y, onde x

e y são vetores de mesmo tamanho. Essa operação tem as seguintes propriedades:

• Simetria: x′y = y′x para todo x e y.

• Positividade: x′x ≥ 0 para todo x, com x′x = 0 se e somente se x = 0.

• Bilinearidade: para todos números reais a e b, (ax + by)′z = ax′z + by′z para todos os

vetores x, y e z.
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É claro que essas propriedades seguem da definição:

x′y =
∑

i

xiyi. (2.1)

Note que x′Wy, onde W é uma matriz definida positiva de ordem apropriada, possui as

propriedades de simetria, positividade e bilinearidade e pode ser usada em quase todos os lugares

onde x′y é usado. Por exemplo, x′Σ−1y, onde Σ é uma matriz de covariância, é usado para

definir a distribuição normal multivariada, para encontrar as estimativas de mı́nimos quadrados

generalizados, e muitas outras coisas úteis.

Agora suponha que x e y não são vetores, mas sim funções com valores x(t) e y(t), respec-

tivamente. O funcional natural equivalente para x′y é
∫

x(t)y(t)dt, substituindo a soma em

(2.1) por uma integral. Isso também é simétrico em x e y, linear em cada função e satisfaz

o requerimento de positividade. As mesmas conclusões podem ser tiradas para a operação
∫

w(t)x(t)y(t)dt, onde w é uma função peso estritamente positiva, e também para a operação

mais geral
∫ ∫

w(s, t)x(s)y(t)dsdt se w é estritamente positiva definida, o que simplesmente

significa que o requerimento de positividade para o produto interno é satisfeito.

Deseja-se usar uma notação comum para essas operações que implicam em simetria, posi-

tividade e bilinearidade, sem se preocupar com os detalhes do cálculo. Portanto, tal operação

é chamada de produto interno e a notação genérica 〈x, y〉 é usada para o produto interno de x

e y. As propriedades fundamentais de um produto interno são:

• Simetria: 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para todo x e y.

• Positividade: 〈x, x〉 ≥ 0 para todo x, com 〈x, x〉 = 0 se e somente se x = 0.

• Bilinearidade: para todos números reais a e b, 〈ax+ by, z〉 = a〈x, z〉+ b〈y, z〉 para todo

x, y e z.

2.3.2 Propriedades gerais

Pode-se pensar no produto interno como sendo uma medida escalar de associação entre pares

de quantidades x e y. A natureza simétrica da medida significa que, como normalmente seria

desejado, ela é invariante com respeito à ordem das quantidades. A bilinearidade significa

que ao mudar a escala de um dos argumentos, tem-se o mesmo efeito de escala na medida de

associação, e que também a medida de associação de uma quantidade com a soma de outras

duas é a soma das medidas individuais de associação. Essas são duas propriedades naturais que

uma medida de associação deve ter.

A positividade significa que o produto interno de qualquer x com ele mesmo é essencialmente

uma medida de seu tamanho. A raiz quadrada positiva dessa medida de tamanho é chamada
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de norma de x, ‖x‖, de forma que

‖x‖2 = 〈x, x〉 (2.2)

com ‖x‖ ≥ 0. No caso especial onde x é um vetor n × 1 e o produto interno é o produto

interno euclidiano (2.1), a norma de x é simplesmente o tamanho do vetor medido no espaço

n-dimensional. No caso de uma função f , um tipo básico de norma é

‖f‖ =

√

∫

f 2, (2.3)

chamada de norma L2.

As propriedades padrão de produtos internos levam às seguintes propriedades de norma:

1. ‖x‖ ≥ 0 e ‖x‖ = 0 se e somente se x = 0.

2. ‖ax‖ = |a| ‖x‖ para todo número real a.

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖.

Das propriedades de produto interno também segue a bem conhecida desigualdade de

Cauchy-Schwarz,

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ ‖y‖ .

Essa desigualdade leva à desigualdade do cosseno:

−1 ≤ 〈x, y〉
‖x‖ ‖y‖ ≤ 1.

A desigualdade do cosseno relaciona o produto interno com o conceito geométrico de ângulo.

O ângulo entre x e y pode ser definido como sendo o ângulo θ tal que

cos θ =
〈x, y〉
‖x‖ ‖y‖ . (2.4)

Quando x e y são vetores n-dimensionais e o produto interno é o euclidiano, θ é o ângulo

entre x e y no sentido geométrico usual. Semelhantemente, quando x e y são funções, o cosseno

do ângulo entre elas também é dado por (2.4), ou seja, cos θ =
∫

xy/
√

(
∫

x2)(
∫

y2).

A particular relação 〈x, y〉 = 0, chamada ortogonalidade, implica que x e y formam um

ângulo reto. A ortogonalidade desempenha um papel importante na operação de projeção que

será discutida na Seção 2.4.

Do produto interno, deriva-se uma medida de distância entre x e y,

dxy = ‖x− y‖ =
√

〈x− y, x− y〉,
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que possui muitas aplicações. Novamente, no caso euclidiano, a distância corresponde à definição

usual de geometria.

Assim, as propriedades algébricas simples de simetria, positividade e bilinearidade de pro-

duto interno levam facilmente a definições muito úteis, como a do tamanho de uma quantidade

x, a do ângulo e da distância entre x e y. Pode-se assegurar que não importa a maneira como

〈x, y〉 está definido em uma aplicação particular, as caracteŕısticas essenciais dessas três medidas

permanecem as mesmas.

A natureza do produto interno depende de algo mais fundamental sobre x e y: eles são

elementos de um espaço vetorial, no qual os elementos podem ser adicionados ou multiplicados

por números reais para formar novos vetores, e também no qual a adição distribui com respeito

a multiplicação por um escalar. A união de um espaço vetorial e um produto interno associado

é chamada de espaço de produto interno.

2.3.3 Estat́ısticas descritivas em notação de produto interno

Considere o espaço de posśıveis amostras univariadas x = (x1, . . . , xn) de tamanho n. Defina o

produto interno como sendo o produto interno euclidiano

〈x,y〉 =
∑

i

xiyi.

Seja 1 um vetor de uns de tamanho n. Então, tem-se as seguintes estat́ısticas descritivas já

familiares:

• Média: x̄ = n−1 〈x,1〉. Note que x̄ é um escalar e não um vetor. O vetor de tamanho n

em que todos os elementos são x̄ é x̄1.

• Variância: s2
x = n−1 〈x − x̄1,x − x̄1〉 = n−1 ‖x − x̄1‖2.

• Covariância: sxy = n−1 〈x − x̄1,y − ȳ1〉.

• Correlação: rxy = sxy/(sxsy).

É importante lembrar que as estat́ısticas s2
x e sxy podem ser escritas dividindo a expressão

principal por (n− 1), ao invés de dividir por n.

Suponha que agora, ao invés do produto interno euclidiano, seja usado o seguinte produto

interno:

〈x,y〉 =
∑

i

wixiyi,

onde wi é um peso não negativo aplicado à observação i. Isso não faz nenhuma diferença, exceto

que agora é necessário dividir x̄, s2
x e sxy por uma constante

∑

iwi, ao invés de dividir por n.
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É claro que os pesos afetam os valores das estat́ısticas, mas os seus significados permanecem

basicamente os mesmos.

Essa idéia pode ser generalizada. Suponha uma seqüência de observações correlacionadas,

com matriz de covariância Σ. Assim, pode-se usar 〈x,y〉 = x′Σ−1y para prover uma base para

a estat́ıstica descritiva que compensa a estrutura de covariância nas observações.

Agora, considere essas mesmas estat́ısticas no contexto em que a amostra é uma função x

com valores x(t), onde o argumento t assume valores dentro de algum intervalo na reta, tal

como [0, T ]. Então, o ı́ndice i, tomando n posśıveis valores, é agora substitúıdo pelo ı́ndice t,

tomando infinitos valores. Defina o produto interno entre x e y como

〈x, y〉 =

∫ T

0

x(t)y(t)dt,

onde é assumido que as funções são suficientemente bem comportadas de tal forma que a integral

seja sempre definida e finita. Seja 1 = 1(t) a função que vale 1 para qualquer valor de t. Assim,

de forma semelhante ao caso vetorial, as estat́ısticas descritivas agora são dadas por:

• x̄ = 〈x, 1〉 /
∫ T

0
dt = 〈x, 1〉 / ‖1‖2,

• s2
x = ‖x− x̄1‖2 / ‖1‖2 e

• sxy = 〈x− x̄1, y − ȳ1〉 / ‖1‖2.

Nesse caso, x̄ se torna o ńıvel médio da função x; s2
x se torna uma medida da sua variação

em torno do seu ńıvel médio, e sxy e rxy medem a correspondência entre a variação de x e y.

Considerando

〈x, y〉 =

∫ T

0

w(t)x(t)y(t)dt

para alguma função peso positiva w e dividindo por
∫

w(t)dt, não mudaria, na verdade, es-

sas interpretações de forma essencial, exceto que diferentes partes da amplitude de t seriam

consideradas com uma importância diferente.

2.3.4 Outros usos da notação de produto interno

Até aqui o resultado de um produto interno tem sido sempre um simples número real. Uma

forma de tornar a notação mais abrangente é a seguinte: seja x = (x1, . . . , xm)′ um vetor

de tamanho m, onde cada xi é um elemento de algum espaço vetorial finito-dimensional ou

funcional. Então, a notação 〈x, y〉, onde y é um simples elemento do mesmo espaço vetorial,

indica o vetor m-dimensional, cujos elementos são 〈x1, y〉 , . . . , 〈xm, y〉. Além disso, se y é da

mesma forma que x, porém de tamanho n, então a notação 〈x, y〉 define uma matriz com m
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linhas e n colunas contendo os valores 〈xi, yj〉 para i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , n. Essa convenção

só é usada em situações onde o contexto deve deixar claro se x e/ou y são vetores de elementos

do espaço em questão.

No contexto funcional, às vezes se escreve

〈z, β〉 =

∫

z(s)β(s)ds,

mesmo quando as funções z e β não estão no mesmo espaço. Espera-se que o contexto deixe

claro que um verdadeiro produto interno não está envolvido nesse caso. Uma alternativa seria

usar uma notação diferente como (z, β), mas devido às possibilidades de confusão essa opção

foi evitada.

Uma propriedade importante é que 〈z, β〉 é sempre um operador linear, quando considerado

como uma função de um dos seus argumentos. Um operador linear num espaço de funções é

um mapeamento A, tal que, para todo f1 e f2 no espaço e para todos os escalares a1 e a2,

A(a1f1 + a1f2) = a1Af1 + a2Af2.

2.4 Projeções

Sejam u1, . . . , un n quaisquer elementos de um espaço vetorial e seja U o subespaço constitúıdo

de todas as posśıveis combinações lineares dos ui’s. Pode-se caracterizar o subespaço U usando

uma notação vetorial adequada. Seja u o vetor n-dimensional cujos elementos são os u1, . . . , un.

Então, todo membro de U é da forma u′c, para algum vetor real n-dimensional c.

Associado com o subespaço U está a projeção ortogonal sobre U , definida como sendo um

operador linear P com as seguintes propriedades:

1. Para todo z, o elemento Pz ∈ U e, assim, é uma combinação linear dos u1, . . . , un.

2. Se y já está em U , então Py = y.

3. Para todo z, o reśıduo z − Pz é ortogonal a todos os elementos v de U .

Das duas primeiras propriedades segue que PP = P 2 = P . Da terceira propriedade, pode-

se mostrar que o operador P mapeia cada elemento z para o seu ponto mais próximo em U .

Isso faz com que as projeções sejam muito importantes nos contextos estat́ısticos, tais como a

estimação por mı́nimos quadrados.
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2.5 Estat́ısticas descritivas para dados funcionais

2.5.1 Média e variância amostral

As estat́ısticas descritivas para dados univariados se aplicam de forma semelhante no caso de

dados funcionais. Assim, a função média para uma amostra contendo n funções é dada por

x̄(t) =
1

n

n
∑

i=1

xi(t). (2.5)

Da mesma forma, a função variância é definida por

V arX(t) =
1

n− 1

n
∑

i=1

[xi(t) − x̄(t)]2, (2.6)

e a função desvio padrão é a raiz quadrada da função variância.

2.5.2 As funções covariância e correlação

A função covariância resume a dependência das observações ao longo de valores de argumentos

diferentes, e é calculada para todo t1 e t2 através da seguinte fórmula:

CovX(t1, t2) =
1

n− 1

n
∑

i=1

{xi(t1) − x̄(t1)}{xi(t2) − x̄(t2)}. (2.7)

A função de correlação associada é dada por

CorrX(t1, t2) =
CovX(t1, t2)

√

V arX(t1)V arX(t2)
. (2.8)

Dessa forma é posśıvel obter de forma análoga a análise multivariada, as matrizes de cor-

relação e de variância e covariância.
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Caṕıtulo 3

Representando dados funcionais como

funções suaves

3.1 Introdução

3.1.1 Dados funcionais observados

A idéia básica da análise de dados funcionais é considerar os dados observados como entidades

únicas, e não meramente como uma seqüência de observações individuais. O termo funcional

se refere à estrutura intŕınseca dos dados ao invés da sua forma expĺıcita. Na prática, os

dados funcionais são geralmente observados e registrados discretamente. Um registro de uma

observação funcional x consiste de n pares (tj, yj), onde yj é uma observação de x(tj), um

retrato da função no argumento tj. Na grande maioria das vezes os dados funcionais são

registrados ao longo do tempo. Dessa forma o argumento tj é chamado de tempo tj. Porém,

é necessário observar que o argumento poderia ser uma outra medida no cont́ınuo, tais como:

posição espacial, freqüência, peso, etc.

Nesse caṕıtulo, algumas técnicas usadas para converter dados funcionais (como são cole-

tados) em sua verdadeira forma funcional serão consideradas. Devido à presença de rúıdo

na maioria dos conjuntos de dados, a representação funcional geralmente envolve suavização

e, portanto, algumas técnicas de suavização serão revistas. Uma atenção especial será dada

para a estimação de derivadas, uma vez que elas são importantes em muitas análises de dados

funcionais. De acordo com as convenções de notação já estabelecidas, Dmx indica a m-ésima

derivada de uma função univariada x. O valor da m-ésima derivada no argumento t é denotado

por Dmx(t).

O que significa uma observação funcional x ser conhecida na sua verdadeira forma funcional?

É claro que isso não significa que x é avaliada em todo valor de t, porque isso envolveria um

número incontável de valores. Na verdade, isso significa que é suposta a existência de uma
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função x, baseada nos dados observados, implicando, a prinćıpio, que é posśıvel avaliar x em

qualquer ponto t, e ainda avaliar também qualquer uma das suas derivadas Dmx que existam

em t. Mas como somente valores discretos estão dispońıveis, avaliar x(t) e Dmx(t) em qualquer

valor arbitrário s envolverá os métodos de suavização a serem apresentados.

Em geral, trabalha-se com uma coleção de dados funcionais, ao invés de uma única função x.

Especificamente, a observação da função xi é formada por ni pares (tij, yij), j = 1, . . . , ni. Pode

ser que os argumentos tij sejam os mesmos para cada observação, mas eles também podem ser

diferentes. Na reconstrução das observações funcionais, as curvas são geralmente consideradas

uma por uma. Por uma questão de simplicidade, nesse caṕıtulo será considerado que uma única

função x é observada.

Sempre é assumido que a amplitude dos valores de interesse para o argumento t é um

intervalo limitado T e, implicitamente ou explicitamente, que x satisfaz condições razoáveis

de continuidade e suavidade em T . Sem algumas condições como essas, é imposśıvel fazer

qualquer inferência sobre os valores x(t) em qualquer ponto t, com exceção dos atuais pontos

de observação.

3.1.2 Erro observacional e amostragem

A suavidade, no sentido de possuir um certo número de derivadas, é uma propriedade da função

latente x, e pode não ser óbvia quando olhamos o vetor de dados observados y = (y1, . . . , yn).

Isso ocorre devido ao erro observacional ou rúıdo presente nos dados, causado por aspectos do

processo de medida. Em termos de modelo, pode-se escrever

yj = x(tj) + ǫj, (3.1)

onde o rúıdo, erro, perturbação ou então termo exógeno ǫj contribui para a não suavidade dos

dados. Uma das tarefas em representar os dados como funções suaves é tentar filtrar esse rúıdo

da forma mais eficiente posśıvel. Em alguns casos outra alternativa é adotada, deixa-se o rúıdo

nos dados e somente se faz a suavização dos resultados da análise.

A notação vetorial é útil, pois produz expressões mais limpas e claras, e, assim, a equação

(3.1) pode ser reescrita como

y = x(t) + e, (3.2)

onde y e e são vetores coluna de tamanho n. Por sua vez, x(t) é o vetor de tamanho n com os

valores da função x avaliada nos pontos de observação t1, . . . , tn.

A matriz de variância e covariância do vetor de observações y é igual à matriz de variância

e covariância do correspondente vetor e, uma vez que os valores x(tj) são considerados aqui

efeitos fixos com variância zero. Seja Σe a notação para a matriz de variância e covariância dos

erros. A suposição padrão para os ǫj’s é que eles são independentes e identicamente distribúıdos,
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com média zero e variância constante igual a σ2. Conseqüentemente,

V ar(y) = Σe = σ2I, (3.3)

onde a matriz identidade I é de ordem n.

Em casos especiais, deve-se levar em conta a não homogeneidade da variância e as co-

variâncias dos ǫj’s para valores de argumento numa certa vizinhança.

A taxa de amostragem ou resolução dos dados observados é um fator chave para determinar

o que é posśıvel fazer na análise de dados funcionais. Isso é essencialmente uma propriedade

local dos dados e pode ser descrita como a densidade dos valores de argumento tj relativa à

quantidade de curvatura nos dados, ao invés de ser simplesmente descrita como o número n de

valores de argumento. A curvatura de uma função x no argumento t é geralmente medida através

do tamanho da segunda derivada, ou seja, por |D2x(t)| ou [D2x(t)]2. Quando a curvatura é alta

precisa-se de um número suficiente de pontos para estimar a função efetivamente. Mas o que

seria suficiente? Isso depende da quantidade de erro ǫj. Quando o ńıvel de erro é pequeno e a

curvatura é suave, pode-se trabalhar com baixa taxa de amostragem. Os dados de crescimento

na Figura 1.1 possuem ńıveis de erro relativamente baixos, mas a curvatura nas funções de

segunda derivada é bastante severa (Figura 1.5-(b)), de tal forma que a taxa de amostragem

para esses dados não é muito adequada para fazer inferências sobre a aceleração.

Várias formas de representar as observações discretas yj como uma função suave x devem

ser investigadas, prestando atenção na estimação de suas derivadas. Mas, primeiramente, deve-

se ter cuidado ao se tentar estimar as derivadas diretamente dos dados observados. Devido

às funções observadas parecerem razoavelmente suaves, talvez alguém seja tentado a usar a

diferença (yj+1−yj)/(tj+1− tj) ou a diferença central (yj+1−yj−1)/[2(tj+1− tj−1)] para estimar

Dx(tj), porém, o resultado pode ser uma estimativa com bastante rúıdo. Isso ocorre especial-

mente quando se tem uma alta taxa de amostragem, pois quando se faz a diferença entre valores

muito próximos a influência do erro aumenta muito mais. Embora seja uma prática comum, a

estimação da derivada usando diferenças é raramente uma boa idéia.

Como palavra final sobre erro observacional, deseja-se dizer que o modelo clássico (3.1)

poderia ser substitúıdo pelo seguinte modelo

yj = x(tj) + ǫ(tj), (3.4)

onde a função rúıdo ǫ é adicionada ao sinal suave x. Pode-se assumir que ǫ tem as caracteŕısticas

intuitivas de um rúıdo branco: média zero, variância constante e covariância zero para valores

de argumento distintos.

Pode-se ter uma razão importante para preferir o modelo com rúıdo discreto (3.1) ao modelo

com rúıdo funcional (3.4). Por exemplo, os dados do crescimento possuem claramente rúıdo

discreto. Através de experimentos, sabe-se que medidas independentes de uma mesma criança

em um tempo fixo apresentam um desvio padrão por volta de 1,5 mm.
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Embora as técnicas nesse caṕıtulo sejam projetadas para filtrar o erro observacional nas

funções propriamente ditas, é importante dizer que o rúıdo, tanto discreto como funcional,

pode afetar uma ou mais derivadas.

3.1.3 Suavização linear

Um suavizador linear estima o valor da função x(t) através de uma combinação linear de

observações discretas, ou seja,

x̂(t) =
n

∑

j=1

Sj(t)yj. (3.5)

O comportamento do suavizador em t é determinado pelos pesos Sj(t).

Suavizadores lineares podem ser representados de forma matricial. Suponha uma seqüência

s1 < s2 < · · · < sm de valores de avaliação em T nos quais a função x deve ser estimada. Note

que os valores de avaliação não precisam ser iguais aos valores observados tj. Defina x̂(s) como

sendo o vetor de tamanho m de valores x(si) e y como sendo o vetor de dados observados yj.

Pode-se escrever então

x̂(s) = Sy, (3.6)

onde Sij = Sj(si).

Muitos dos métodos mais comuns de suavização são lineares. A linearidade é uma carac-

teŕıstica desejada por diversas razões. Uma delas, a propriedade de linearidade

S(ay + bz) = aSy + bSz,

é importante para entender outras propriedades da representação suave. Outra razão é a

simplicidade desse suavizador que implica em uma computação relativamente rápida. Por outro

lado, alguns suavizadores não lineares podem ser mais efetivos quando se tem comportamentos

diferentes em partes distintas do intervalo de observação, e eles podem também ser mais robustos

à observações aberrantes (outliers). A suavização através de uma mudança na transformada

wavelet, apresentada na Seção 3.2.8, é um importante exemplo de suavização não-linear.

3.2 Métodos de função base

3.2.1 O ajuste de mı́nimos quadrados

Um método comum de suavização consiste em representar a função como uma combinação

linear de K funções base conhecidas φk,

x(t) =
K

∑

k=1

ckφk(t). (3.7)
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Seja c o vetor dos coeficientes ck de tamanho K e φ o vetor K × 1 cujos elementos são as

funções base. Assim, pode-se escrever (3.7) como

x(t) = c′φ(t). (3.8)

O grau de suavidade que será aplicado nos dados yj é determinado pelo número de funções

base K. Seja Φ a matriz n×K cujos elementos são φk(tj), ou seja, o valor da k-ésima função

base calculado no ponto de observação tj para k = 1, . . . , K e j = 1, . . . , n. Assumindo que

Φ tenha posto completo, é geralmente posśıvel encontrar uma representação exata dos dados

(interpolação) quando K = n, uma vez que se pode calcular os coeficientes ck de tal forma a se

ter x(tj) = yj para cada j (ver Figura 3.1-(b) quando K = n = 96).

Por outro lado, quando K < n o método de suavização mais simples, utilizando a repre-

sentação por funções base, é obtido quando os coeficientes ck são determinados minimizando o

critério de mı́nimos quadrados, ou se preferir, a soma dos quadrados dos erros

SQE =
n

∑

j=1

[yj −
K

∑

k=1

ckφk(tj)]
2. (3.9)

Em termos matriciais tem-se:

SQE = (y − Φc)′(y − Φc) = ‖y − Φc‖2 . (3.10)

Já é sabido de análise de regressão que esse critério é minimizado quando c = (Φ′Φ)−1Φ′y,

chamado de ĉ (ver Seber (1977)).

Assumindo que os pontos de avaliação são exatamente os pontos de observação, a matriz de

suavização S (ver equação 3.6), também chamada de matriz chapéu, é dada por

S = Φ(Φ′Φ)−1Φ′. (3.11)

Para encontrar o resultado acima basta escrever x̂(tj) =
∑K

k=1 ĉkφk(tj) para j = 1, . . . , n.

Assim, em termos matriciais tem-se que x̂(t) = Φĉ. Substituindo ĉ por (Φ′Φ)−1Φ′y tem-

se que x̂(t) = Φ(Φ′Φ)−1Φ′y. Então, de acordo com a definição apresentada na Seção 3.1.3,

S = Φ(Φ′Φ)−1Φ′.

A matriz S nesse caso é uma matriz de projeção ortogonal, uma vez que ela é simétrica

e satisfaz a relação de idempotência. Assim, um suavizador baseado no método de mı́nimos

quadrados usando a expansão por funções base é simplesmente uma projeção ortogonal de um

vetor observado y, no espaço gerado pelas colunas da matriz base Φ.

No caso mais geral, se os pontos de avaliação si não são necessariamente os pontos de

observação, defina a matrix m × K Φ̃ cujos elementos são φj(si). Dessa forma, a matriz de

suavização é dada por
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S = Φ̃(Φ′Φ)−1Φ′.

A aproximação por mı́nimos quadrados simples é apropriada em situações onde se assume

que os erros ǫj, sobre a verdadeira curva, são independentes e identicamente distribúıdos com

média zero e variância constante σ2, ou seja, esse método é preferido quando a suposição padrão

para os erros discutida na Seção 3.1.2 é assumida.

Porém, a suposição padrão para os erros não é em geral compat́ıvel com a realidade. Para

lidar com a não estacionariedade e/ou com erros autocorrelacionados, o critério de mı́nimos

quadrados é estendido para a forma

SQE = (y − Φc)′W(y − Φc) = ‖y − Φc‖2
W
, (3.12)

onde W é uma matriz conhecida simétrica definida positiva que permite colocar pesos diferentes

aos quadrados e produtos dos erros. Tal extensão é conhecida como o método de mı́nimos

quadrados ponderados.

Por sua vez, as estimativas dos coeficientes são dadas por ĉ = (Φ′WΦ)−1Φ′Wy. No caso

onde os pontos de avaliação são os mesmos que os argumentos dos dados, a correspondente

matriz de suavização é

S = Φ(Φ′WΦ)−1Φ′W,

sendo ainda um operador de projeção ortogonal. Nesse caso, ŷ = Sy é chamada de projeção

na métrica W.

Uma questão importante é como escolher o número de funções base K. Quanto maior for

o valor de K melhor será o ajuste dos dados, mas existe o risco de ajustar também rúıdo ou

variação que deveriam ser ignorados. Por outro lado, se K for muito pequeno, pode-se perder

alguns aspectos importantes da função suave x que se deseja estimar. Além disso, o fato de K

assumir somente valores inteiros faz com que o controle da suavidade possa ser relativamente

grosseiro. A Seção 3.2.9 apresenta alguns tópicos com relação a essa importante escolha.

A Figura 3.1-(a) apresenta o consumo de energia elétrica ao longo de um dia em uma

determinada região da cidade de Campinas. Na Figura 3.1-(b) é posśıvel ver as representações

para esse dado funcional utilizando diferentes valores de K. Nota-se que quando K = n = 96,

os dados são interpolados, como já citado anteriormente, e não há suavidade. Por outro lado,

quandoK é pequeno há muita suavidade e a estimativa não descreve importantes caracteŕısticas

do dado funcional.

Quando n é grande, uma computação eficiente é cŕıtica. Existem três tarefas essenciais para

calcular as estimativas em pontos de avaliação em geral:

1. Calcular os produtos internos, que são K em Φ′y e K(K + 1)/2 em Φ′Φ.
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Figura 3.1: (a) Aqui o dado funcional é o consumo de energia elétrica em kW ao longo de um dia

do bairro Jardim Bandeirantes em Campinas. (b) Curvas estimadas utilizando o método de expansão

por funções base, nesse caso B-splines, para K = n = 96, K = 30 e K = 10.
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2. Resolver o sistema linear Φ′Φc = Φ′y.

3. Calcular os m produtos internos Φ̃ĉ, onde a matriz Φ̃ contém as funções base avaliadas

nos argumentos de avaliação.

Algoritmos eficientes e estáveis de mı́nimos quadrados podem efetuar os cálculos em O((n+

m)K2) operações. Isso é posśıvel quando K é pequeno relativo a n e m. Para K grande

é extremamente útil, tanto para economia computacional quanto para estabilidade numérica,

que a matriz Φ′Φ tenha uma estrutura de banda tal que valores diferentes de zero apareçam

somente em um número fixo e limitado de posições em cada lado da diagonal. No pior cenário,

sem a estrutura de banda e com K e m de O(n), a computação é de O(n3), o que não é aceitável

para n grande. Nesses casos uma computação eficente é essencial.

3.2.2 Graus de liberdade na suavização linear

O modelo para os dados observados oferece uma imagem dos dados que tem menos graus de

liberdade do que os presentes nos dados originais. Na maioria das situações apresentadas, o

conceito de graus de liberdade de um ajuste significa simplesmente o número de parâmetros

estimados a partir dos dados que são necessários para definir o modelo.

Essa noção de graus de liberdade se aplica sem modificação na suavização de dados usando

mı́nimos quadrados, onde o número de parâmetros é o tamanho do vetor de coeficientes c, ou

seja, K. Assim, o número de graus de liberdade para o erro é n−K.

Quando o método de penalização da não suavidade (Caṕıtulo 4) for utilizado, as coisas não

serão tão simples assim. Será necessária uma maneira mais geral para calcular os efetivos graus

de liberdade de um ajuste suave aos dados e, conseqüentemente, os correspondentes graus de

liberdade para o erro. Isso é feito usando a matriz chapéu S. Seja A uma matriz quadrada,

defina o traço de A como tr(A), lembrando que o traço de uma matriz quadrada é igual à soma

dos elementos de sua diagonal. Assim, define-se o número de graus de liberdade para o ajuste

suave como sendo

gl = tr(S). (3.13)

Essa definição mais geral leva a exatamente K quando se tem o ajuste por mı́nimos quadra-

dos. Existem também algumas situações onde é a mais apropriada a seguinte definição:

gl = tr(SS′). (3.14)

Contudo, na maioria das vezes a definição (3.13) é empregada. De qualquer forma, as duas

definições produzem a mesma resposta para a estimação por mı́ninos quadrados.
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3.2.3 Escolha da base

É importante que as funções base apresentem caracteŕısticas que se relacionem com aquelas

encontradas nas funções que serão estimadas. Teoricamente, uma base deveria ser escolhida

por produzir uma excelente aproximação usando ao mesmo tempo um número K pequeno de

funções base. Isso não somente implica menos computação, mas também os coeficientes em si

podem ser usados para descrever os dados de forma interessante. Conseqüentemente, existem

bases que não são apropriadas para certas aplicações. Não existe algo como uma base universal

que seja boa para todos os casos.

A escolha da base é muito importante também para a estimativa da derivada

Dx̂(t) =
K

∑

k=1

ĉkDφk(t). (3.15)

Certas bases que funcionam bem para a estimação da função podem produzir estimativas

de derivadas ruins. Isso ocorre porque uma representação exata das observações tende a forçar

x̂ a ter pequenas oscilações com muita freqüência, o que traz sérias conseqüências para as suas

derivadas. Assim, um dos critérios para a escolha da base pode ser se uma ou mais derivadas

estimadas se comportam razoavelmente.

3.2.4 Séries de Fourier

Talvez a expansão por base mais conhecida seja a obtida pelas séries de Fourier:

x(t) = c0 + c1senωt+ c2 cosωt+ c3sen2ωt+ c4 cos 2ωt+ · · · =
∞

∑

j=0

cjφj, (3.16)

definida pela base φ0(t) = 1, φ2r−1(t) = senrωt e φ2r(t) = cos rωt para r ≥ 1. Essa base é

periódica e o parâmetro ω determina o peŕıodo 2π/ω, que é igual ao tamanho do intervalo T
em que se está trabalhando. Suponha que t pertença ao intervalo T = [−π, π], pode-se mostrar

que o sistema de funções {φ0(t), φ1(t), φ2(t), φ3(t), . . .} é um sistema ortogonal nesse intervalo,

ou seja,

〈φi, φj〉 =

∫ π

−π

φi(t)φj(t)dt =

{

0 se i 6= j

ci se i = j.

Nesse caso, tem-se o que é chamado de estimador por séries ortogonais. Dividindo o sistema

de funções por constantes apropriadas é posśıvel obter um sistema ortonormal no intervalo

[−π, π], ou seja,

〈φi, φj〉 =

{

0 se i 6= j

1 se i = j.
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Figura 3.2: Cinco primeiras funções base de Fourier no intervalo T = [0, 1].

Uma vez que um número finito de observações está dispońıvel, nem todos os coeficientes de

Fourier poderão ser estimados. Portanto, pode-se considerar as primeiras K funções base da

representação 3.16 e, dessa forma, a estimativa suave para x(t) é dada por

x̂(t) =
K−1
∑

j=0

ĉjφj(k). (3.17)

A estimação das derivadas é simples, uma vez que Dsenrωt = rω cos rωt e D cos rωt =

−rωsenrωt. Isso implica que expansão de Fourier de Dx é a expansão de x com os seguintes

coeficientes:

(0,−ωc2, ωc1,−2ωc4, 2ωc3, . . .).

Da mesma forma, pode-se obter as expansões de Fourier para derivadas de maior ordem.

As séries de Fourier são especialmente utilizadas para funções extremamente estáveis e que

apresentam alguma periodicidade. Elas geralmente produzem estimativas que são uniforme-

mente suaves. Mas, são inapropriadas até certo ponto para dados conhecidos ou suspeitos por

refletir descontinuidades na função propriamente ou em suas primeiras derivadas. Pode-se notar

na Figura 3.3-(a) que quando a função não apresenta periodicidade é necessário um número

grande de funções base para obter uma estimativa razoável. Já quando a função é periódica,
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Figura 3.3: Estimação suave por séries de Fourier utlizando K = 5 e 15. (a) Curva verdadeira

x(t) = 2e3t. (b) Curva verdadeira x(t) = et + 4sen(8πt/2).
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Figura 3.4: O painel superior mostra a temperatura média diária durante 101 dias de verão em

Montreal. Já o painel inferior apresenta a temperatura média durante 101 dias de inverno, com os

dias se estendendo para o próximo ano. As curvas sólidas são os ajustes suaves ao dados por mı́nimos

quadrados, utilizando 109 funções base de Fourier.

no caso da Figura 3.3-(b), com um número pequeno funções base já é posśıvel construir uma

ótima estimativa da verdadeira função.

A Figura 3.4 apresenta a temperatura média diária em Montreal durante 101 dias no verão

e 101 dias no inverno. As médias foram obtidas a partir de observações ao longo de 34 anos,

1960-1994. As curvas estimadas foram obtidas através do método de mı́nimos quadrados simples

utilizando 109 funções base de Fourier. Elas parecem ajustar bem as variações na temperatura

que ocorrem em intervalos de tempo menores. Por exemplo, existe durante o inverno um notável

peŕıodo de aquecimento entre os dias 16 e 31 de janeiro.
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3.2.5 Bases Polinomiais

A base constitúıda por monômios da forma φk(t) = (t−ω)k, k = 0, 1, . . . , K, é também muito

conhecida. Infelizmente, ela pode produzir matrizes Φ′Φ quase singulares e o parâmetro de

mudança ω deve ser escolhido cuidadosamente. Contudo, se os argumentos tj forem igualmente

espaçados ou forem escolhidos de forma a ter um certo padrão, expansões polinomiais ortogonais

podem ser obtidas facilitando assim o cálculo dos coeficientes.

Como a expansão por séries de Fourier, polinômios não podem exibir muitas caracteŕısticas

locais sem fazer uso de um K grande. Mais ainda, os polinômios tendem a ajustar bem o centro

dos dados, mas o seu comportamento nas caudas não é muito bom. Eles geralmente não são

uma base muito apropriada quando se quer fazer previsão.

Embora as derivadas de uma expansão polinomial sejam simples de se calcular, elas não

são muito satisfatórias como estimadores das verdadeiras derivadas devido à rápida oscilação

localizada t́ıpica de polinômios de alta ordem.

Pode-se dizer que as bases de Fourier e as bases polinomiais têm sido muito utilizadas em

trabalhos aplicados. Porém, a falta de capacidade delas em descrever caracteŕısticas locais levou

ao desenvolvimento dos polinômios splines. Tais funções serão descritas nas próximas seções.
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Figura 3.5: Dez funções base polinomiais com ω = 0.
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3.2.6 Funções Splines

Devido a sua estrutura simples e às boas propriedades de aproximação, os polinômios são

amplamente utilizados na prática para aproximar funções. Geralmente o intervalo T = [a, b] é

dividido em subintervalos suficientemente menores da forma [x0, x1], . . . , [xk, xk+1] e então um

polinômio de grau menor pi é usado para aproximação em cada intervalo [xi, xi+1], i = 0, . . . , k.

Esse procedimento produz uma função de aproximação polinomial por partes s(·), ou seja,

s(t) = pi(t) em [xi, xi+1], i = 0, . . . , k. Os valores x0, x1, . . . , xk, xk+1 são chamados de nós

(knots), sendo que x0 e xk+1 são os nós exteriores e os demais x1, . . . , xk, os nós interiores.

No caso geral, as partes de polinômio pi(t) são constitúıdas independentemente umas das

outras e, portanto, não formam uma função cont́ınua s(t) em [a, b]. Isso não pode ser aceito

se alguém deseja, particularmente, aproximar uma função suave. Portanto, é necessário que as

partes do polinômio sejam unidas suavemente nos nós interiores x1, . . . , xk e também que sejam

deriváveis um certo número de vezes. Como resultado, obtém-se uma função polinomial por

partes, suave, chamada função spline.

Um spline de ordem m (ordem=grau+1) com k nós interiores em x1, . . . , xk é qualquer

função da forma

s(t) =
m−1
∑

i=0

θit
i +

k
∑

i=1

δi(t− xi)
m−1
+ , (3.18)

onde os coeficientes θ0, . . . , θm−1, δ1, . . . , δk são números reais e, dada uma função u, a função

de potência truncada de grau r é definida como

ur
+ =

{

ur se u ≥ 0

0 se u < 0.
(3.19)

Assim, pode-se concluir que qualquer função spline é uma combinação linear de m + k

funções base. Considerando o conjunto de nós interiores {x1, . . . , xk} as funções base são

{1, t, t2, . . . , tm−1, (t− x1)
m−1
+ , . . . , (t− xk)

m−1
+ }, de acordo com (3.18).

Uma função spline s(t) de ordem m com k nós interiores em x1, . . . , xk satisfaz as seguintes

condições:

• s(t) é um polinômio por partes, de grau m − 1 em qualquer subintervalo [xi, xi+1) para

i = 0, . . . , k;

• s(t), Ds(t),. . . ,Dm−2s(t) são funções cont́ınuas em T .

O conjunto de funções spline de ordem m e nós interiores x1, . . . , xk é chamado de espaço

spline e é denotado por Sm(x1, . . . , xk). Mais ainda, o espaço spline é um espaço linear de

dimensão m+ k (Schumaker (1981)).

Seria interessante se existissem funções base que facilitassem o cálculo das funções spline.

Os chamados B-splines formam uma base de espaços spline (Schumaker (1981)). Os B-splines
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têm a importante propriedade computacional de ter suporte compacto, ou seja, ele é não nulo

(de fato positivo) num intervalo pequeno e zero fora desse intervalo.

3.2.7 B-splines

Os B-splines são constitúıdos de pedaços de polinômios unidos de forma especial em certos

valores chamados nós. A escolha do número de nós tem sido um assunto de muita pesquisa:

muitos nós produzem uma curva sem quase nenhuma suavidade (interpolação), já poucos nós

suavizam demais os dados.
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Figura 3.6: (a) B-spline de grau 1 isolado com três nós em “x”. (b) B-splines de grau 1 com nós

posicionados em “x”.

Um B-spline de grau 1 consiste de dois pedaços lineares, um pedaço de x0 a x1, e outro de

x1 a x2. Os nós são x0, x1 e x2. À esquerda de x0 e à direita de x2 esse B-spline é zero (ver

Figura 3.6-(a)). É claro que é posśıvel construir um conjunto tão amplo de B-splines quanto

se queira, basta introduzir mais nós. Na Figura 3.6-(b) tem-se todos os B-splines posśıveis de

grau 1 no intervalo [0, 1] com nós em {0; 0, 25; 0, 5; 0, 75; 1}.
Por sua vez, a Figura 3.7-(a) apresenta um B-spline cúbico (ordem=4) que consiste de

quatro pedaços de polinômios cúbicos, unidos em três nós interiores. Nos pontos de união

não apenas as ordens dos pedaços de polinômios se encaixam, as suas primeiras e segundas

derivadas também são iguais (mas não as terceiras derivadas). Na Figura 3.7-(b) tem-se todos

os B-splines posśıveis de grau 3 no intervalo [0, 1], com nós em {0; 0, 2; 0, 4; 0, 6; 0, 8; 1}. Os

B-splines cúbicos são amplamente utilizados em regressão não-paramétrica, uma vez que uma
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Figura 3.7: (a) B-spline cúbico isolado com cinco nós em “x”. (b) B-splines cúbicos com nós posi-

cionados em “x”.

combinação linear deles resulta em uma curva suave.

Os B-splines se sobrepõem uns aos outros. B-splines de primeiro grau sobrepõem dois

vizinhos, B-splines cúbicos seis vizinhos e assim por diante. É claro que, os B-splines mais à

esquerda e mais à direita possuem menos sobreposições (ver Figuras 3.6-(b) e 3.7-(b)).

Um B-spline de ordem m:

• consiste de m pedaços de polinômio, cada um de grau m− 1;

• os pedaços de polinômio se juntam em m− 1 nós internos;

• nos pontos de união, as derivadas de ordem até m− 2 são cont́ınuas;

• o B-spline é positivo no domı́nio abrangido por m+ 1 nós, fora disso ele é zero;

• exceto nas fronteiras, ele sobrepõem 2(m− 1) pedaços de polinômio de seus vizinhos;

• dado um certo t, m B-splines são não-nulos.

Mais precisamente, um B-spline pode ser definido como uma diferença dividida da função

de potência truncada. Diferenças divididas surgem da Forma de Newton para interpolação,

onde para n+ 1 pares {ti, f(ti)}n
i=0 um polinômio de grau n é aplicado da seguinte maneira:

pn(t) = c0 + c1(t− t0) + c2(t− t0)(t− t1) + · · · + cn(t− t0)(t− t1) · · · (t− tn−1), (3.20)
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com

pn(t0) = c0 = f(t0)

pn(t1) = c0 + c1(t1 − t0) = f(t1)

pn(t2) = c0 + c1(t2 − t0) + c2(t2 − t0)(t2 − t1) = f(t2)

etc. (3.21)

O coeficiente c0 é dado por c0 = f(t0) = [t0]f . É dito que [t0]f é a diferença dividida de

ordem zero da função f(t) sobre o ponto t0. Por sua vez,

c1 =
f(t1) − f(t0)

(t1 − t0)
=

[t1]f − [t0]f

t1 − t0
= [t0, t1]f

é a diferença dividida de ordem 1 da função f(t) sobre os pontos t0 e t1.

Dessa forma podemos calcular todos os coeficientes. Assim, usando a diferença dividida de

ordem k da função f(t) sobre os pontos t0, t1, . . . , tk,

ck = [t0, . . . , tk]f, k = 0, . . . , n. (3.22)

Pode-se mostrar que (3.22) pode ser obtida de forma recursiva (ver Ruggiero (1997)) usando

[t0, t1, . . . , tk]f =
[t1, . . . ., tk]f − [t0, . . . , tk−1]f

tk − t0
(3.23)

para k = 1, . . . , n, já que [t0]f = f(t0).

Agora, com a definição de diferenças divididas, é posśıvel definir melhor um B-spline. Para

uma seqüência crescente de nós x = {xi} o i-ésimo B-spline de ordem m é dado por:

Bi,m(t) = (xi+m − xi)[xi, . . . , xi+m](• − t)m−1
+ para todo t ∈ R. (3.24)

A notação (•− t)m−1
+ é usada aqui para indicar que a m-ésima diferença dividida da função

(x− t)m−1
+ de duas variáveis x e t deve ser feita fixando t e considerando (x− t)m−1

+ como uma

função somente de x. O número resultante depende, é claro, do valor particular de t que foi

escolhido, ou seja, o número resultante varia conforme t varia e, então, obtém-se por fim, a

função Bi,m de t.

O fator (xi+m − xi) é um fator de normalização usado para que se tenha a seguinte pro-

priedade:
∑

i

Bi,m(t) = 1 ∀ t ∈ T . (3.25)

A dimensão de uma base B-spline é maior que a dimensão de uma base de splines.

Seja o intervalo T = [a, b] dividido em k+1 subintervalos menores da forma [x0, x1], . . . , [xk,

xk+1] por k+2 nós, sendo x1, . . . , xk os k nós interiores. Como em cada intervalo m B-splines de
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ordem m são não nulos, o número total de nós para a construção dos B-splines deve ser k+2m.

Portanto, alguns nós adicionais precisam ser inclúıdos (ver Shumaker (1981)). Para isso, m− 1

nós são adicionados no ińıcio e no final da seqüência de tal forma que τ1 ≤ τ2 ≤ · · · ≤ τm−1 ≤ x0

e xk+1 ≤ τm+k+2 ≤ τm+k+3 ≤ · · · ≤ τk+2m. Os valores desses nós adicionais são arbitrários. É

comum, e em ADF também, fazer com que τ1 = · · · = τm−1 = x0 e xk+1 = τm+k+2 = · · · = τk+2m.

Isso foi feito para obter as Figuras 3.6-(b) e 3.7-(b). O número de B-splines na regressão é igual

ao número de nós interiores mais a ordem do polinômio, ou seja, K = k +m.

De Boor (1978) desenvolveu um algoritmo para calcular B-splines de qualquer ordem através

de B-splines de ordem menor, ou seja, é posśıvel calcular os B-splines através de uma relação

de recorrência. Devido ao fato de um B-spline de ordem 1 ser uma constante em um intervalo

entre dois nós, o cálculo de B-splines de qualquer ordem é facilitado. Esse algoritmo funciona

quando os nós são igualmente espaçados ou quando não são.

Algoritmo de De Boor (1978): O i−ésimo B-spline de ordem m para uma seqüência cres-

cente de nós τ = {τi} pode ser calculado como

Bi,m(t) =
t− τi

τi+m−1 − τi
Bi,m−1 +

τi+m − t

τi+m − τi+1

Bi+1,m−1(t), (3.26)

onde

Bi,1(t) =

{

1 se τi ≤ t ≤ τi+1

0 caso contrário.
(3.27)

Os B-splines podem ter também múltiplos nós e, assim, é necessário ter um certo cuidado

ao usar a relação de recorrência (3.27) para evitar divisão por zero (ver De Boor (1978)).

Assim, considerando B-splines de ordem m com k nós interiores, é posśıvel escrever a função

x como

x(t) =
K=m+k
∑

i=1

ciBi,m(t). (3.28)

Por sua vez, a estimativa suave de x calculada a partir dos dados observados é dada por

x̂(t) =
K

∑

i=1

ĉiBi(t). (3.29)

Em geral a ordem do B-spline é clara pelo contexto. Dessa forma, no lugar de Bi,m(t)

pode-se escrever somente Bi(t) como em (3.29).

Assim como foi feito para os B-splines, uma relação de recorrência também pode ser utilizada

para o cálculo de suas derivadas. Assim, a r-ésima derivada (r < m) do B-spline de ordem m
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pode ser computada recursivamente através de

DrBi,m(t) = (m− 1)

{

Dr−1Bi,m−1(t)

τi+m−1 − τi
− Dr−1Bi+1,m−1(t)

τi+m − τi+1

}

. (3.30)

Prova. Usando (3.24) tem-se que

DBi,m(t) = −(m− 1)(τi+m − τi)[τi, . . . , τi+m](• − t)m−2
+ . (3.31)

De (3.23) sabe-se que

[τi, . . . , τi+m](• − t)m−2
+ =

[τi+1, . . . , τi+m](• − t)m−2
+ − [τi, . . . , τi+m−1](• − t)m−2

+

τi+m − τi
, (3.32)

e usando (3.24) em (3.32), (3.31) se torna

DBi,m(t) = (m− 1)

{

Bi,m−1(t)

τi+m−1 − τi
− Bi+1,m−1(t)

τi+m − τi+1

}

.

A primeira derivada de um B-spline é um outro B-spline de ordem uma vez menor. Recursiva-

mente, aplicando essa técnica é posśıvel calcular derivadas de ordem maiores, uma vez que

DrBi,m(t) = D{Dr−1Bi,m−1(t)}.
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Figura 3.8: (a) B1,3(t) e B2,3(t), dois B-splines de ordem 3 com nós em “x”. (b) DB1,3(t) e DB2,3(t).

As primeiras derivadas são funções polinomiais por partes de ordem 2.
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Figura 3.9: D2B1,3(t) e D2B2,3(t). As segundas derivadas são funções constantes por partes, ou seja,

são funções polinomiais por partes de ordem 1.

A Figura 3.8-(a) apresenta dois B-splines de ordem 3 e a Figura 3.8-(b) ilustra suas primeiras

derivadas. Já na Figura 3.9 é posśıvel observar as suas segundas derivadas. Um B-spline de

ordem m é formado por pedaços polinomias de ordem m. Portanto, é óbvio que sua r-ésima

derivada (r < m) também seja uma função polinomial por partes de ordem m− r.

Mais detalhes sobre os polinômios splines, em geral, e B-splines, em paticular, podem ser

encontrados no clássico De Boor (1978) e em Eubank (1988) e Green e Silverman (1994).

3.2.8 Bases Wavelet (ou ondaleta)

Pode-se construir uma base para todas as funções em (−∞,∞) que são de quadrado integráveis,

escolhendo uma função wavelet mãe ψ e, assim, considerando todas as dilatações e translações

da forma

ψjk(t) = 2j/2ψ(2jt− k), (3.33)

para inteiros j e k. A wavelet mãe é constrúıda de forma a assegurar que a base é ortogonal.

Ela tipicamente possui suporte compacto, e, por conseqüência, todas as funções base da forma

(3.33) também. A idéia da base wavelet é facilmente adaptada para lidar com funções definidas

em um intervalo limitado.

Suponha que uma função x é observada com rúıdo. Muitas classes intuitivamente atrativas

de funções têm econômicas expansões wavelet. Isso leva a uma simples abordagem de suavização

não linear. Primeiro se constrói a transformada discreta wavelet das observações com rúıdo e,
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depois, se faz uma mudança retirando os coeficientes pequenos na expansão e possivelmente

reduzindo os grandes. A motivação básica para essa mudança é a noção que qualquer coeficiente

pequeno é puramente rúıdo e não reflete qualquer sinal. Isso indica que os estimadores obtidos

dessa forma devem ser muito adaptativos a diferentes graus de suavidade e regularidade na

função a ser estimada.

Mais detalhes e outras referências sobre as bases wavelets podem ser encontrados em Ramsay

e Silverman (1997).

3.2.9 A escolha do número K de funções base

• O dilema viés/variância

Para valores grandes de K, o viés na estimação de x(t), ou seja,

B[x̂(t)] = x(t) − E[x̂(t)] (3.34)

é pequeno. Mas isso é somente parte do problema. Uma das razões pelas quais se faz suavização

é reduzir a influência de rúıdo ou variação na estimativa x̂. Dessa forma, existe também interesse

na variância da estimativa

V ar[x̂(t)] = E{[x̂(t) − E(x̂(t))]2}. (3.35)

Se K = n, a variância será quase que certamente muito alta. Reduzir a variância significa

optar por valores pequenos deK, mas não tão pequenos de forma que o v́ıcio se torne inaceitável.

Uma maneira de expressar o que se quer alcançar é através do erro quadrático médio

EQM [x̂(t)] = E[x̂(t) − x(t)]2, (3.36)

também chamado de função perda L2. Na maioria das aplicações, não é posśıvel minimizar

(3.36) diretamente, pois x(t) não é conhecida. Porém, uma das equações mais importantes da

estat́ıstica relaciona o erro quadrático médio com o v́ıcio e a variância de x̂(t). Tal equação é

dada por

EQM [x̂(t)] = {B[x̂(t)]}2 + V ar[x̂(t)]. (3.37)

Essa relação mostra que seria válido tolerar um pouco de v́ıcio se o resultado for uma grande

redução na variância amostral. Na verdade, isso é o que quase sempre acontece, e é a razão

fundamental de suavizar os dados para estimar funções. Essa questão será novamente abordada

no Caṕıtulo 4.

O aumento de K nem sempre faz o v́ıcio diminuir. Quando a ordem de um spline é fixa e os

nós são igualmente espaçados, efeitos complicados devido ao espaçamento dos nós em relação
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aos pontos amostrais podem resultar em um sistema B-spline de menor dimensão, que por sua

vez produz melhores resultados do que um sitema de maior dimensão.

Embora a decomposição através do erro quadrático médio (3.37) seja útil para expressar

o dilema viés/variância de uma forma clara, o prinćıpio se aplica de maneira mais ampla.

Na verdade, existem situações onde é prefeŕıvel utilizar outras funções perda. Por exemplo,

minimizar E[|x̂(t) − x(t)|] é mais efetivo quando os dados contêm valores aberrantes. Para

esse e para quase todo critério de ajuste ou função perda para suavização, pode-se assumir que

quando o v́ıcio diminui, a variância cresce, e que um pouco de v́ıcio deve ser aceito para obter

uma estimativa equilibrada da tendência suave dos dados.

• Algoritmos para escolha de K

A vasta literatura em regressão múltipla contém muitas idéias para decidir quantas funções

base usar. Por exemplo, o método de seleção stepwise poderia ser adotado. Funções base

seriam adicionadas uma depois da outra, testando em cada passo se a função adicionada melhora

significantemente o modelo e, também, se as funções já presentes continuam sendo significantes.

No sentido inverso, existem métodos que são usados para modelos de alta dimensão. Eles

funcionam começando com uma escolha grande de K e, depois, uma função base que não

contribui substancialmente com a quantidade de variação é retirada do modelo em cada passo.

O fato de não existir nenhum método padrão perfeito para o problema de seleção de variáveis

leva à dif́ıcil tarefa de tentar fixar a dimensão do modelo. O caráter discreto do problema da

escolha de K tem parcialmente a culpa por isso. Os métodos descritos no Caṕıtulo 4 provendo

ńıveis de suavização no cont́ınuo serão muito úteis.

Um método adaptativo para a escolha do número de funções de base via penalização es-

tocástica pode ser encontrado em Anselmo et al. (2005).

3.3 Calculando a variância amostral e limites de con-

fiança

3.3.1 Variância Amostral

Primeiramente, considere o vetor aleatório y com matriz de variância e covariância Σy. As-

sim, a variável aleatória Ay definida por qualquer matriz A tem a seguinte matriz de variância

e covariância

V ar[Ay] = AΣyA
′. (3.38)

A matriz de variância e covariância de y usando o modelo y = x(t) + ǫ é a matriz de

variância e covariância Σe do vetor de erros ǫ, já que x(t) é um efeito fixo com variância
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zero. De alguma forma, a informação presente nos reśıduos deve ser usada para substituir a

quantidade populacional Σe por uma estimativa amostral razoável Σ̂e.

Por exemplo, para calcular as variâncias e covariâncias amostrais dos coeficientes em ĉ

pode-se definir

A = (Φ′WΦ)−1Φ′W,

e usando (3.38) obtém-se

V ar[ĉ] = (Φ′WΦ)−1Φ′WΣeWΦ(Φ′WΦ)−1. (3.39)

Quando a suposição padrão para os erros é assumida, ou seja, Σe = σ2I e não for utilizado

mı́nimos quadrados ponderados, um resultado mais simples presente nos livros de análise de

regressão é obtido:

V ar[ĉ] = σ2(Φ′Φ)−1. (3.40)

Contudo, no contexto de análise de dados funcionais raramente haverá muito interesse no

vetor de coeficientes propriamente dito. Ao invés disso, deseja-se estudar a variância amostral

das quantidades calculadas a partir desses coeficientes, como, por exemplo, a variância amostral

do ajuste dos dados definido por x̂(t) = φ(t)′ĉ. Uma vez que se tem em mãos a variância

amostral de ĉ através de (3.39) ou (3.40), basta aplicar mais uma vez o resultado de (3.38) e

assim obter

V ar[x̂(t)] = φ(t)′V ar[ĉ]φ(t). (3.41)

Por sua vez, as variâncias de todos os valores ajustados correspondentes aos valores amostrais

tj estão na diagonal da matriz

V ar[ŷ] = ΦV ar[ĉ]Φ′,

e assumindo a suposição padrão e utilizando mı́nimos quadrados simples, tem-se que

V ar[ŷ] = σ2Φ(Φ′Φ)−1Φ′ = σ2S.

3.3.2 Estimando Σe

É claro que as estimativas das variâncias amostrais descritas anteriormente serão boas se as

estimativas das variâncias e covariâncias entre os reśıduos ǫj forem boas também.

Quando uma única curva é suavizada, a quantidade de informação envolvida é somente

suficiente para estimar uma simples variância constante σ2, assumindo a suposição padrão para

os erros, ou no máximo, uma função variância com valores σ2(t) que tenha variações suaves ao

longo de t. É importante usar métodos que produzam uma estimativa não viesada da variância
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para evitar uma subestimação da variância amostral. Por exemplo, se a suposição padrão para

os erros for aceitável,

σ̂2 = s2 =
1

n−K

n
∑

j=1

[yj − ŷj]
2 (3.42)

é preferida como sendo uma melhor estimativa de σ2 do que a estimativa de máxima verossimi-

lhança, que envolve dividir por n.

Uma estratégia comum para estimar pelo menos um número limitado de covariâncias em

Σe dado um número N pequeno de curvas, ou até mesmo N = 1, é assumir um modelo auto-

regressivo (AR) para os reśıduos. Isso é freqüentemente razoável, já que reśıduos adjacentes

são geralmente correlacionados devido à influência de variáveis não observadas. Para consultar

detalhes sobre como estimar a estrutura AR entre os reśıduos ver Draper e Smith (1998).

Quando um número substancial de replicações N está dispońıvel, é posśıvel calcular esti-

mativas mais sofisticadas e detalhadas de Σe. Por exemplo, pode-se optar por estimar toda a

matriz de variância e covariância a partir da matriz N × n R de reśıduos. Assim, tem-se que

Σ̂e = (N − 1)−1R′R.

Contudo, mesmo assim, a estimativa de toda a matriz Σe requer a estimação de n(n+ 1)/2

variâncias e covariâncias de N replicações.

3.3.3 Limites de confiança

Os limites de confiança são geralmente calculados somando e subtraindo um múltiplo dos desvios

padrão, que são a raiz quadrada das variâncias amostrais do ajuste em que se está trabalhando.

Por exemplo, limites de confiança de 95% correspondem a aproximadamente dois desvios padrão

acima e abaixo do ajuste suave. Esses desvios padrão são estimados usando (3.41). Os limites

de confiança calculados dessa forma são chamados de pontuais, pois eles refletem regiões de

confiança para valores fixos de t, ao invés de regiões para a curva como um todo.

A Figura 3.10 mostra as temperaturas durante os 16 dias de degelo em Montreal no mês

de janeiro, junto com a suavização dos dados e os limites de confiança pontuais de 95% para o

ajuste. Os desvios padrão estimados para os valores ajustados foram de aproximadamente 0,26

grau Celsius.

É importante prestar atenção a dois casos nos quais os limites de confiança calculados dessa

forma podem ser problemáticos. Primeiro, está impĺıcito que o número de coeficientes K é tido

como uma constante fixa, mas na realidade K poderia ser mais um parâmetro a ser estimado

nos problemas de suavização, e, conseqüentemente, os tamanhos desses limites de confiança não

refletem a incerteza no conhecimento de K. Segundo, a própria curva suave na qual se adiciona

e se subtrai múltiplos dos desvios padrão está sujeita a v́ıcio, especialmente nas regiões de maior
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Figura 3.10: Os pontos correspondem as temperaturas de inverno durante o peŕıodo de degelo em

Montreal. A linha sólida é a curva estimada suave referente à Figura 3.4. As linhas tracejadas

correspondem aos limites de confiança pontuais de 95%.

curvatura. Assim, os limites de confiança calculados dessa forma serão também viciados e a

região coberta por eles pode não ser totalmente da forma como é apresentada.

3.4 Suavização por ponderação local

3.4.1 Funções kernel (ou núcleo)

Para algum método de suavização fazer sentido, o valor da estimativa da função em um ponto

t deve ser influenciado pelas observações próximas de t. Essa caracteŕıstica é uma propriedade

impĺıcita dos estimadores que foram considerados até aqui. Nessa seção, serão considerados

estimadores onde a dependência local é feita de forma mais expĺıcita através de médias de

funções peso locais. Dentro do contexto de suavização linear, isso significa que x̂(t) =
∑

j wjyj.

Os pesos wj são simplesmente constrúıdos através de uma mudança de escala e locação de

uma função kernel com valores Kern(u). A função kernel é constrúıda de tal forma que a maior

parte da sua massa esteja concentrada perto de 0, e que decaia rapidamente ou desapareça por

completo quando |u| ≥ 1. A Tabela 3.1 apresenta três kernels que são muito utilizados.

45



Tabela 3.1: Kernels

Kernel Kern(u)

Uniforme 1
2
I(|u| ≥ 1)

Epanechnikov 0.75(1 − u2)I(|u| ≥ 1)

Gaussiano 1√
2π

exp(−1
2
u2)

É posśıvel definir os seguintes valores de peso:

wj(t) = Kern

(

tj − t

h

)

. (3.43)

Valores substanciais de wj(t) como uma função de j estão agora concentrados para tj aos

arredores de t, e o grau de concentração é controlado pelo tamanho de h. O parâmetro de

concentração h, também denominado como parâmetro de suavização, é comumente chamado

de janela (em inglês, bandwidth). Valores pequenos de h implicam que somente observações

perto de t recebem algum peso, enquanto que h grande significa que mesmo valores a uma

distância considerável de t serão utilizados. Note que se o kernel é uma função densidade de

probabilidade, então h é o parâmetro de escala no sentido estat́ıstico do termo.

3.4.2 Suavização por kernel

O caso mais simples e clássico de um estimador que usa pesos locais é o estimador por kernel.

Como visto em (3.5), a estimativa em um dado ponto é uma combinação linear das observações

locais, ou seja,

x̂(t) =
n

∑

j=1

Sj(t)yj,

onde Sj são funções peso apropriadas. Classicamente, o estimador de Nadaraya-Watson (Nadaraya

(1964) e Watson (1964)) é calculado usando

Sj(t) =
Kern[(tj − t)/h]

∑

r Kern[(tr − t)/h]
, (3.44)

ou seja, os pesos wj(t) são normalizados para ter a soma igual à um. A Figura 3.11-(a) apresenta

o consumo de energia elétrica da região central de Campinas em kW ao longo de um dia. Por

sua vez, a Figura 3.11-(b) mostra os ajustes suaves obtidos através do estimador de Nadaraya-

Watson para diferentes valores do parâmetro de suavização h.

Existem também os pesos desenvolvidos por Gasser e Müller (1979, 1984). Eles são cons-

trúıdos da seguinte forma:
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Sj(t) =
1

h

∫ t̄j

t̄j−1

Kern

(

u− t

h

)

du, (3.45)

onde t̄j = (tj+1 + tj)/2, 1 < j < n, t̄0 = t1 e t̄n = tn. Esses pesos são calculados de forma mais

rápida, lidam de forma mais senśıvel com argumentos não igualmente espaçados e possuem

boas propriedades assintóticas.

3.4.3 Estimadores função base localizados

As idéias dos estimadores de kernel e dos estimatores que usam funções base podem, de certo

modo, serem combinadas para produzir os estimadores função base localizados, que abrangem

uma classe ampla de estimadores para funções e derivadas. A idéia básica é estender o critério

de mı́nimos quadrados (3.9) de forma a obter uma medida de erro local. Assim, é posśıvel

definir

SQEt =
n

∑

j=1

wj(t)

[

yj −
K

∑

k=1

ckφk(tj)

]2

, (3.46)

onde as funções peso wj são constrúıdas usando a função kernel (3.43). Em termos matriciais,

SQEt = (y − Φc)′W(t)(y − Φc), (3.47)

onde W(t) é uma matriz diagonal contendo os valores wj(t) na sua diagonal. O vetor de

coeficientes ĉ que minimiza SQEt é dado por

ĉ = [Φ′W(t)Φ]−1Φ′W(t)y.

Dessa forma, x̂(t) =
∑K

k=1 ĉkφk(t) produz um estimador de suavização linear da forma (3.5),

com os pesos Sj(t) sendo os elementos do vetor

S(t) = W(t)Φ[Φ′W(t)Φ]−1φ(t), (3.48)

onde φ(t) é o vetor com elementos φk(t).

Os pesos wj(t) em (3.46) são constrúıdos de forma a possuir valores consideravelmente

diferentes de zero somente para observações próximas do argumento t, no qual a função será

estimada. Isso implica que somente os elementos de S(t) em (3.48) associados com valores

de tj próximos do valor t são significantemente diferentes de zero. Conseqüentemente, x̂(t) é

essencialmente uma combinação linear de observações yj na vizinhança de t.

Uma vez que a base tem que aproximar somente um segmento limitado de dados ao redor

de t, a base pode fazer um melhor trabalho na aproximação de caracteŕısticas locais dos dados,

e, ao mesmo tempo, espera-se obter uma boa estimação usando uma número pequeno K de
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funções base. Porém, o preço pago por essa flexibilidade é que a expansão deve ser calculada

para cada ponto de avaliação t.

É interessante notar que a estimativa de kernel Nadaraya-Watson pode ser obtida como um

caso especial do método de expansão por base localizada considerando K = 1 e φi(t) = 1 para

qualquer i.

3.4.4 Seleção de h

A janela h controla o equiĺıbrio entre o viés e a variância na estimação. Valores pequenos de h

implicam que o valor esperado do estimador x̂(t) deve ser próximo do valor verdadeiro x(t), mas

em compensação, haverá uma alta variabilidade na estimativa. Por outro lado, a variabilidade

pode ser sempre diminúıda aumentando o valor de h. Nesse caso, quanto maior o valor de h,

mais suave será a estimativa e, assim, mais viés ela também apresentará. O erro quadrático

médio (3.37) do estimador em t é uma maneira mais adequada de medir o desempenho do

estimador.

Há uma variedade de técnicas automáticas de seleção de h, geralmente baseadas na mi-

nimização do erro quadrático médio (ver Härdle (1990)). Porém, nenhuma dessas técnicas é

sempre confiável. Algoritmos de seleção de h continuam sendo objeto de muitos estudos. Em

muitos casos práticos o que se faz é escolher dentre uma variedade de valores de h aquele que

produz graficamente o melhor resultado.
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Figura 3.11: (a) Consumo de energia elétrica da região central de Campinas em kW ao longo de um

dia. (b) Curvas suaves estimadas utilizando o estimador de Nadaraya-Watson para h = 1 e h = 5.
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Caṕıtulo 4

O método de penalização da não

suavidade

4.1 Introdução

Nesse caṕıtulo será apresentada uma outra opção para a aproximação de dados discretos por

uma função. O método de penalização da não suavidade ou método de regularização possui as

mesmas vantagens das técnicas de suavização apresentadas no Caṕıtulo 3, mas evita algumas

limitações presentes nessas técnicas. Tal método também se adapta a uma variedade maior de

problemas que envolvem análise de dados funcionais.

Um bom ajuste aos dados não é o único objetivo ao estimar uma curva. Existe um outro

objetivo, geralmente conflitante, que é obter uma estimativa que não oscile muito rapidamente.

A idéia básica do método de penalização da não suavidade é quantificar a noção de quão

rapidamente uma curva oscila e, então, representar o problema de estimação de maneira que o

compromisso entre esses dois objetivos seja expĺıcito.

4.2 A suavização spline

O objetivo dessa seção é estudar como a regularização funciona no caso funcional mais simples,

quando o objetivo é estimar uma função não periódica x com base em observações discretas

e com rúıdo dispostas em um vetor y. O problema de suavização de dados apresentado no

Caṕıtulo 3 continua. Porém, o termo “suavização spline”será agora reservado para os casos

onde a penalização da não suavidade é aplicada. Diferentes penalizações serão descritas nessa

seção.

Estudos assintóticos sobre o estimador obtido utilizando o método de suavização spline

podem ser encontrados em Eubank (1988). Nesse caso, é posśıvel, entre outras coisas, verificar
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a consistência desse estimador.

Silverman (1984) apresenta também um importante resultado. Ele mostra que, sob certas

condições, a suavização spline corresponde aproximadamente à suavização por kernel com a

janela h dependendo da densidade local dos pontos de observação.

4.2.1 Dois objetivos na estimação de uma função

O método de suavização spline estima uma curva x através das observações yj = x(tj) + ǫj

e deixa expĺıcitos dois objetivos conflitantes na estimação de curvas em geral. Por um lado,

deseja-se assegurar que a curva estimada produza um bom ajuste aos dados. Por outro lado,

não se quer um ajuste tão bom ao ponto do resultado ser uma curva totalmente não suave ou

localmente variável.

Esses dois objetivos, que competem entre si, correspondem aos elementos de um prinćıpio

básico da estat́ıstica já discutidos anteriormente,

Erro quadrático médio = Vı́cio2+Variância,

onde o v́ıcio, a variância e o erro quadrático médio foram definidos na Seção 3.2.9. Na suavização

spline, como em outros métodos de suavização, o erro quadrático médio (EQM) é uma das

maneiras de obter o que geralmente se quer dizer com qualidade da estimativa. Nota-se na

Seção 3.2.9 que outras funções perda podem ser escolhidas em certas situações. A noção de

um dilema entre viés e variância se aplica também a esses casos, embora não com a mesma

decomposição acima.

O EQM pode ser freqüentemente reduzido através da introdução de um pouco de v́ıcio com

o objetivo de diminuir a variância, e essa é uma razão chave pela qual se impõe suavidade à

curva estimada. Quando se requer que a estimativa varie suavemente de um valor para o outro,

o que se faz é emprestar informação dos dados vizinhos. Desse modo fica expresso que uma

certa regularidade na função latente x é esperada. Esse compartilhar de informação é o que

faz a curva estimada ser mais estável, ao preço de um aumento no v́ıcio. A penalização da não

suavidade torna expĺıcito o que é sacrificado em v́ıcio para que o EQM ou outra função perda

seja melhorada.

4.2.2 Quantificando a não suavidade

Uma maneira comum de quantificar a noção de não suavidade de uma função será aqui apre-

sentada. O quadrado da segunda derivada de uma função x em t, [D2x(t)]2, é freqüentemente

chamado de curvatura da função em t. Assim, uma medida natural da não suavidade de uma

função é a integral do quadrado da sua segunda derivada, ou seja,

PEN2(x) =

∫

[D2x(s)]2ds. (4.1)
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Isso avalia a curvatura total presente na função x, ou alternativamente, o grau em que x se

distancia de uma reta. Conseqüentemente, espera-se que funções que oscilam muito apresentem

valores altos de PEN2(x), isso porque suas segundas derivadas são grandes sob grande parte

do intervalo de interesse.

Muitas análises de dados funcionais requerem a estimação de derivadas, ou porque elas são

o interesse direto, ou porque elas são importantes de alguma forma na análise. A penalização

(4.1) não é adequada, uma vez que ela controla a curvatura de x propriamente dita, e, por

conseguinte, somente a inclinação de Dx. Isso não requer nem ao menos que a segunda derivada

seja cont́ınua, quanto mais suave.

Se a derivada de ordem m for a mais alta a ser utilizada, deve-se, na verdade, usar na

penalização as derivadas de ordem m+ 2, afim de controlar a curvatura de Dmx. Por exemplo,

a estimativa da aceleração é melhor se for utilizada a seguinte penalização:

PEN4(x) =

∫

[D4x(s)]2ds, (4.2)

uma vez que ela controla a curvatura em D2x.

4.2.3 A soma dos quadrados dos erros penalizada

Agora é necessário modificar o critério de mı́nimos quadrados (3.12), definido no Caṕıtulo 3,

para permitir que a penalização da não suavidade, PEN2(x), participe do cálculo da estimativa.

Seja x(t) o vetor que resulta da função x sendo avaliada no vetor de argumentos t. A soma dos

quadrados dos erros penalizada é definida como

SQEPENλ = [y − x(t)]′W[y − x(t)] + λ× PEN2(x). (4.3)

Se W = I, ou seja, se a suposição padrão para os erros é assumida, tem-se simplesmente

SQEPENλ = [y − x(t)]′[y − x(t)] + λ× PEN2(x). (4.4)

A estimativa da função é obtida encontrando a função x que minimiza SQEPENλ sob o

espaço de funções para o qual PEN2(x) está definido.

O parâmetro λ é um parâmetro de suavização que mede o equiĺıbrio entre o ajuste aos dados,

medido pela soma dos quadrados dos erros no primeiro termo, e a variabilidade da função x,

quantificada por PEN2(x) no segundo termo. Conforme λ se torna cada vez maior, funções que

não são lineares sofrem uma penalização da não suavidade também cada vez maior através do

termo PEN2(x) e, conseqüentemente, o critério SQEPENλ dará maior ênfase à suavidade de

x e menor ênfase para o ajuste aos dados. Por essa razão, conforme λ → ∞, a curva ajustada

x̂ deve-se aproximar da regressão linear padrão dos dados observados.
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Figura 4.1: Suavização spline utilizando diferentes parâmetros de suavização λ. A curva verdadeira

é x(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt).

Por outro lado, para λ pequeno a curva tende a se tornar mais e mais variável uma vez

que há menos penalização para a sua não suavidade e, conforme λ → 0, a curva ajustada se

aproxima de uma interpolação dos dados, satizfazendo x̂(tj) = yj para todo j. Contudo, mesmo

nesse caso limite a curva obtida não é arbitrariamente variável. Ao invés disso, ela é a curva

mais suave duas vezes diferenciável que ajusta exatamente os dados.

A Figura 4.1 apresenta um exemplo de suavização spline utilizando diferentes parâmetros

de suavização e B-splines cúbicos. Nota-se que a estimativa obtida com λ = 0, 01 é muito

suave e, dessa forma, não consegue descrever caracteŕısticas importantes da função verdadeira.

Já o ajuste obtido com um menor valor de λ apresenta um comportamento mais próximo da

verdadeira curva x.

4.2.4 A estrutura da suavização spline

Suponha que não se faça nenhuma suposição sobre a função x, exceto que ela tem segunda

derivada. Assuma também que os pontos amostrais de observação tj, j = 1, . . . , n são distintos.

Que tipo de função poderia minimizar a soma dos quadrados dos erros penalizada?

Um notável teorema, encontrado em De Boor (2001), diz que a curva x que minimiza
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SQEPENλ é um spline cúbico com nós nos pontos de observação tj. Note que não foi feita

nenhuma suposição sobre como x é constrúıda. A estrutura spline de x é uma conseqüência

desse teorema, em que uma função objetivo é otimizada com respeito a toda uma função (ver

também Schoenberg (1964a) e Schoenberg (1964b)).

Posicionar os nós nos pontos de observação elimina uma das questões que envolvem o uso

de regressão por splines : onde posicionar os nós. A suavização spline se adapta naturalmente

a pontos de observação não igualmente espaçados, e, assim, leva vantagem em regiões onde a

densidade dos dados é alta e, ao mesmo tempo, produz uma estimativa suave nas regiões onde

existem poucas observações.

A técnica computacional mais comum para suavização spline é usar uma expansão por B-

splines de ordem 4 com nós nos pontos de observação e, assim, minimizar o critério (4.3) com

respeito aos coeficientes da expansão. Nesse caso, a função ajustada é formada por pedaços

polinomiais cúbicos.

Recordando a relação entre o número de nós, a ordem do B-spline e o número de funções

base que foi descrita no Caṕıtulo 3, o uso de B-splines de quarta ordem implica que o número

de funções base será n + 2, o que é obviamente suficiente para ajustar n pontos amostrais

exatamente se λ = 0 em (4.3).

4.2.5 Como a suavização spline é calculada?

No Caṕıtulo 3 foi visto que uma função pode ser descrita como uma combinação linear de

funções base, ou seja,

x(t) =
K

∑

k=1

ckφk(t) = c′φ(t),

onde c é o vetor dos coeficientes ck de tamanho K e φ é o vetor também de tamanho K de

funções base.

Sem a penalização da não suavidade, o vetor c que minimiza a soma dos quadrados dos

erros é dado por

ĉ = (Φ′WΦ)−1Φ′Wy, (4.5)

onde Φ é uma matriz n ×K contendo os valores das K funções base calculadas nos n pontos

de observação t1, t2, . . . , tn, W é uma matriz de pesos que permite uma posśıvel estrutura de

covariância entre os erros e y é o vetor de dados discretos a serem suavizados. A expressão

correspondente para o vetor de valores ajustados é

ŷ = Φ(Φ′WΦ)−1Φ′Wy = Sy, (4.6)

onde S = Φ(Φ′WΦ)−1Φ′W′ é o operador de projeção correspondente ao sistema de base φ.
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É posśıvel reescrever a penalização da não suavidade PENm(x) em termos matriciais como

PENm(x) =

∫

[Dmx(s)]2ds

=

∫

[Dmc′φ(s)]2ds

=

∫

c′Dmφ(s)Dmφ′(s)cds

= c′
[
∫

Dmφ(s)Dmφ′(s)ds

]

c

= c′Rc, (4.7)

onde

R =

∫

Dmφ(s)Dmφ′(s)ds (4.8)

é uma matriz quadrada de dimensão K cujas entradas são

Rij =

∫

Dmφi(s)D
mφj(s)ds. (4.9)

Dessa forma, a soma dos quadrados dos erros penalizada pode ser reescrita como

SQEPENλ = (y − Φc)′W(y − Φc) + λc′Rc. (4.10)

Agora, o vetor de coeficientes estimado que minimiza (4.10) é dado por

ĉ = (Φ′WΦ + λR)−1Φ′Wy. (4.11)

Por sua vez, como ŷ = x̂(t) = Φĉ, tem-se que a matriz chapéu usando a penalização da não

suavidade é dada por

Sλ = Φ(Φ′WΦ + λR)−1Φ′W. (4.12)

Esse operador mais geral (4.12) pode ser chamado de operador de sub-projeção, porque ao

contrário do operador de projeção, Sλ não satisfaz a relação de idempotência. Outra aplicação

importante de Sλ está no cálculo dos graus de liberdade da suavização spline,

glλ = tr(Sλ), (4.13)

onde para qualquer matriz quadrada A, tr(A) é o traço de A, ou seja, a soma dos elementos

de sua diagonal.

O cálculo da matriz R geralmente requer a aproximação númerica da integral em (4.8),

embora expressões exatas possam ser calculadas quando funções base de Fourier ou B-splines

estão envolvidos.
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4.2.6 A suavização spline como um problema de mı́nimos quadrados

estendido

A expressão (4.10) pode ser interpretada como um problema de mı́nimos quadrados esten-

dido. Primeiro, uma vez que R é uma matriz semi-definida positiva, pode-se escrever R = L′L

aplicando, por exemblo, a decomposição de Cholesky. Agora seja

ỹ =

[

y

0

]

, (4.14)

onde o vetor de zeros 0 é do mesmo tamanho do vetor c. Pode-se relacionar esse vetor de

respostas estendido com a matriz estendida

Φ̃ =

[

Φ√
λL

]

. (4.15)

Finalmente, estende-se a matriz de pesos W adicionando uns na diagonal e zeros nos demais

locais. Assim, tem-se a matriz de pesos estendida W̃.

Agora é posśıvel expressar o vetor de coeficientes usando a penalização da não suavidade

como sendo a solução de um simples problema de mı́nimos quadrados ponderados, ou seja, ĉ é

o vetor que minimiza

SQE = (ỹ − Φ̃c)′W̃(ỹ − Φ̃c). (4.16)

Essa versão do problema de penalização da não suavidade, deixa claro que o método de

mı́nimos quadrados penalizados pode ser escrito como o método de mı́nimos quadrados con-

vencional, onde os dados y são estendidos por um vetor de zeros, sendo esses zeros ajustados

usando a extensão
√
λL presente em Φ̃.

4.3 A escolha do parâmetro de suavização

Existem duas abordagens distintas com relação à escolha do parâmetro de suavização λ. A

primeira abordagem considera a livre escolha do parâmetro de suavização como uma importante

caracteŕıstica do procedimento. O que se faz é utilizar diferentes parâmetros e, assim, escolher

aquele que, de certa forma, produz a estimativa que melhor se ajusta aos dados. Isso faz com

que esse método seja subjetivo, porém, muito utilizado na prática. Isso porque ele é uma ótima

opção quando se tem que ajustar uma única curva.

A outra abordagem lida com a necessidade de se ter um procedimento automático para

a escolha de λ com base nos dados. Pode-se dizer que condicionado na escolha do método

automático a ser usado, essa é uma forma objetiva de escolha de λ.

Os métodos automáticos não precisam ser utilizados de forma decisiva; por exemplo, eles

podem ser usados para a escolha de um valor inicial para um posśıvel refinamento. Esses
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métodos são essenciais quando a curva estimada é usada como parte integrante de um outro

procedimento mais complexo, ou se o método é usado freqüentemente em muitos de conjuntos

de dados. No último caso, seria talvez interessante utilizar o mesmo parâmetro de suavização

nos diferentes conjuntos de dados para efeito de comparação.

Existem diferentes procedimentos automáticos de escolha do parâmetro de suavização. O

mais conhecido de todos é o método de validação cruzada, que será apresentado na próxima

seção.

4.3.1 O método de validação cruzada

A motivação básica para o método de validação cruzada está relacionada com predição. Assu-

mindo que o erro aleatório possui média zero, a curva verdadeira x tem a seguinte propriedade:

se uma observação y é tomada no ponto t, o valor x(t) é a melhor predição de y em termos de

erro quadrático médio. Então, um bom estimador x̂(t) para x(t) seria aquele que produzisse

um pequeno valor de {y − x̂(t)}2 para uma nova observação y no ponto t.

É claro que, na prática, quando o método de suavização é aplicado em um simples conjunto

de dados, novas observações não estão dispońıveis. A técnica de validação cruzada produz

“novas observações”através dos dados como segue.

Considere um dado valor λ para o parâmetro de suavização. Tome a observação yi em ti

como sendo uma nova observação, omitindo-a do resto dos dados. Denote a curva estimada

sem a i-ésima observação usando λ como parâmetro de suavização como x̂(−i)(t;λ). Sabe-se

que x̂(−i)(t;λ) minimiza
∑

j 6=i

{yj − x(tj)}2 + λ

∫

[D2x(s)]2ds. (4.17)

A qualidade de predição de x̂(−i) pode ser julgada através de quão bem o valor x̂(−i)(ti) se

aproxima de yi. Uma vez que a escolha da observação a ser omitida é arbitrária, a eficácia do

procedimento de suavização com o parâmetro λ pode ser quantificada através do critério de

valicação cruzada

V C(λ) = n−1

n
∑

i=1

{yi − x̂(−i)(ti;λ)}2. (4.18)

A idéia básica da validação cruzada é escolher o valor de λ que minimiza V C(λ). Não se

pode garantir que a função V C tenha um único mı́nimo, então, deve-se tomar cuidado com

essa minimização. Buscar o mı́nimo em um certo intervalo de valores de λ e depois refinar essa

busca é uma boa idéia nesse caso.

À primeira vista, olhando (4.18), parece que para obter V C(λ) é necessário resolver n pro-

blemas de suavização separadamente, de forma a encontrar as n curvas x̂(−i). Porém, será visto

a seguir que isso não é necessário.
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É importante lembrar que as estimativas encontradas através da suavização spline dependem

linearmente dos dados yi através da equação

x̂(t) = Sλy, (4.19)

onde a matriz chapéu Sλ está definida na equação (4.12).

Usando a matriz Sλ é posśıvel obter uma forma mais econômica de calcular o critério de

validação cruzada. Tal forma é dada por:

V C(λ) = n−1

n
∑

i=1

(

yi − x̂(ti)

1 − Sλii

)2

, (4.20)

onde x̂ é a estimativa por suavização spline calculada usando todo o conjunto de dados {(ti, yi)},
com parâmetro de suavização λ. Por sua vez, Sλii

é o i-ésimo valor da diagonal de Sλ.

A equação (4.20) mostra que, conhecendo as entradas da diagonal de Sλ, o critério de

validação cruzada pode ser calculado através dos reśıduos {yi − x̂(ti)} quando a suavização

spline é aplicada em todo o cojunto de dados. Portanto, não existem problemas de suavização

adicionais a serem resolvidos.

A prova desse resultado pode ser encontrada em Green e Silverman (1994). Ela está baseada

na demonstração de um lema apresentado por Craven e Wahba (1979), que produz a seguinte

identidade matemática:

yi − x̂(−i)(ti) =
yi − x̂(ti)

1 − Sλii

.

4.3.2 Validação cruzada generalizada

A validação cruzada generalizada (VCG), uma forma modificada de validação cruzada, é um

método comum para a escolha do parâmetro de suavização desenvolvido por Craven e Wahba

(1979).

A equação (4.20) acima mostra os reśıduos sendo divididos pelo fatores 1 − Sλii
. A idéia

básica da validação cruzada generalizada é substituir esses fatores pelo valor médio deles 1 −
n−1tr(Sλ). Uma vez que agora tem-se o mesmo fator para todo i, o seguinte critério é obtido:

V CG(λ) = n−1

∑n
i=1[yi − x̂(ti)]

2

[1 − n−1tr(Sλ)]2
, (4.21)

onde tr(Sλ) é o traço da matriz Sλ.

Da mesma forma como para a validação cruzada, a escolha do parâmetro de suavização é

feita encontrando o valor de λ que minimiza o critério V CG(λ). Para mais detalhes ver Ramsay

e Silverman (2006).
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Caṕıtulo 5

O método de suavização monótona

5.1 Introdução

Existem situações onde somente a suavidade é exigida das funções estimadas, como foi visto até

agora. Contudo, existem casos em que as funções devem satisfazer também outras condições,

como, por exemplo, serem estritamente monótonas. Infelizmente, a idéia central de usar uma

expansão através de funções base pode causar problemas aqui. É dif́ıcil, em geral, forçar funções

que são definidas como uma combinação linear a satisfazerem certas restrições.

Nesse caṕıtulo será considerada a seguinte restrição: as funções a serem estimadas devem

ser estritamente monótonas. Existem também outras restrições que podem ser feitas às funções,

como, por exemplo, serem positivas ou serem funções densidade de probabilidade. Mais detalhes

sobre essas outras restrições podem ser encontrados em Ramsay e Silverman (2006).

Muitas técnicas para estimação suave e monótona têm sido desenvolvidas. Elas tendem a ser

ou muito complexas em termos de algoritmo ou não muito flex́ıveis (ver Ramsay (1988), Kelly

e Rice (1990) e Friedman e Tibshirani (1984)). Por outro lado, o método que será apresen-

tado nesse caṕıtulo, desenvolvido por Ramsay (1998), é um procedimento computacionalmente

conveniente para estimação de uma função arbitrária, duas vezes diferenciável e estritamente

monótona, definida em um intervalo fechado à esquerda que pode ser, sem perda de generali-

dade, [0,∞) ou [0, 1].

A Figura 5.1 apresenta um problema de suavização monótona. Nessa figura é posśıvel ver

os registros da altura de um garoto tomados em 83 dias durante um ano escolar, as falhas

correspondem às férias. Os dados presentes na Figura 5.1 são os mesmos da Figura 1.2 do

Caṕıtulo 1. A Figura 5.1 também apresenta dois ajustes suaves: um ajuste por suavização

spline, usando o método de validação cruzada generalizada (VCG) para seleção do parâmetro

de suavização; e o ajuste obtido por suavização monótona, que será apresentado nesse caṕıtulo.

Embora pareça razoável assumir que a altura cresça de forma monótona, a curva obtida por

suavização spline está longe de ser monótona. Nota-se que a suavização monótona se comporta
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Figura 5.1: Os ćırculos são 83 medidas de altura de um garoto de 10 anos durante o ano escolar. A

curva sólida é o ajuste obtido por suavização monótona dos dados. Já a curva tracejada é a estimativa

por suavização spline, com o parâmetro de suavização λ escolhido atráves do critério de VCG. Em

ambos os ajustes foram utilizados B-splines cúbicos.

de forma mais adequada do que a suavização spline nesse exemplo.

5.2 Uma equação diferencial para funções monótonas

A notação D−1x será usada aqui para definir o operador de integração, ou seja,

D−1x(t) =

∫ t

0

x(s)ds.

A classe de funções monótonas em questão aqui é formada pelas funções x para as quais

ln(Dx) é diferenciável e D{ln(Dx)} = D2x/Dx é de quadrado integrável à Lebesgue. Essas

condições garantem que a função x é estritamente monótona crescente (Dx > 0) e que sua

primeira derivada é suave e limitada quase que em toda parte. O teorema a seguir, presente

em Ramsay (1998), diz que essa classe é identificada com uma simples equação diferencial linear.
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Teorema. Toda função x pertencente a classe de funções monótonas descrita anteriormente é

representável como

x = C0 + C1D
−1{exp(D−1w)} = C0 + C1

∫

exp

[
∫ s

0

w(u)du

]

ds (5.1)

ou como uma solução da equação diferencial homogênea linear

D2x = wDx, (5.2)

onde w é uma função de quadrado integrável à Lebesgue e C0 e C1 são constantes arbitrárias.

Prova. Se x tem a forma (5.1), note que

Dx = C1 exp(D−1w)

e, sabendo que Dx > 0, tem-se que

lnDx = lnC1 +D−1w.

Assim,

D{lnDx} = w

e, portanto, w é de quadrado integrável à Lebesgue por definição da classe. É fácil ver que x da

forma (5.1) também satisfaz a equação (5.2) para w = D{ln(Dx)}. Como Dx = C1 exp(D−1w),

então

D2x = C1 exp(D−1w)w = wDx

Por outro lado, se x tem como representação a equação (5.2), então a equação (5.1) é uma

solução e ela é um resultado padrão da teoria de equações diferenciais lineares em que o espaço

solução é linear e de dimensão 2 e, assim, toda solução é também dessa forma. Note que é

posśıvel escrever (5.2) da seguinte forma:

D2x = D(Dx) = wDx

e, assim,
D(Dx)

Dx
= w.

Usando a regra da cadeia e sabendo que Dx > 0, tem-se que D{ln(Dx)} = D(Dx)/Dx. Dessa

forma, pode-se escrever

D{ln(Dx)} = w.
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Integrando ambos os lados da equação acima tem-se que

D−1{D[ln(Dx)]} = D−1w,

ln(Dx) + C = D−1w,

ln(Dx) = D−1w − C

e agora tomando a exponencial nota-se que

Dx = C1 exp(D−1w);

novamente integrando ambos os lados conclui-se que

D−1{Dx} = D−1{C1 exp(D−1w)}
x = C0 + C1D

−1{exp(D−1w)}.

Quando x é estritamente monótona decrescente, ou seja, Dx < 0, a prova segue de forma

semelhante, basta agora considerar |Dx| e o fato que D{ln(|Dx|)} = D{ln(Dx)}. �

A função coeficiente w = D{ln(Dx)} = D2x/Dx mede a curvatura relativa da função

monótona. Isso significa que ela calcula o tamanho da curvatura D2x relativo à inclinação Dx.

O caso especial w = α define x(t) = C0 + C1 exp(αt), de tal forma que funções exponenciais

tenham curvatura relativa constante. Já quando w = 0 define-se uma função linear, ou seja,

x(t) = C0+C1t. Portanto, valores pequenos de w(t) ou iguais a zero correspondem localmente a

funções lineares, enquanto que valores grandes correspondem a regiões de curvatura acentuada.

5.3 Suavização monótona de dados

Considere mais uma vez o modelo yi = x(ti) + ǫi, onde os valores ǫi seguem a suposição

padrão para os erros, ou seja, são independentes e identicamente distribúıdos, com média zero

e variância constante σ2, e os valores de argumento ti estão dentro do intervalo [0, T ].

A soma dos quadrados dos erros penalizada nesse caso pode ser escrita como

SQEPENλ = n−1

n
∑

i=1

{yi − C0 − C1m(ti)}2 + λ

∫ T

0

[w(t)]2dt, (5.3)

onde m(t) = D−1{exp(D−1w)}(t) =
∫ t

0
exp[

∫ s

0
w(u)du]ds.

O primeiro termo da equação (5.3) é a soma dos quadrados dos erros usual nos problemas

de mı́nimos quadrados, exceto que os parâmetros de regressão linear C0 e C1 são essenciais

porque m(0) = 0 e Dm(0) = 1. O primeiro termo também poderia ser generalizado dando
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pesos para as observações, mas por simplicidade de exposição será apresentado apenas o caso

onde os pesos são todos iguais a um.

O segundo termo é o termo de penalização ou regularização. Ele tem algumas das carac-

teŕısticas da norma da segunda derivada usada na suavização spline, mas agora o papel de-

sempenhado pelo denominador em w = D2x/Dx é importante, uma vez que se deseja que a

regularização mantenha a função ajustada longe da condição Dx = 0. Da mesma forma que

na suavização spline, é posśıvel que alguém esteja interessado, por exemplo, em controlar a

curvatura da aceleração. Sendo assim, deve-se usar como penalização
∫

[D2w(t)]2dt, ao invés

de
∫

[w(t)]2dt. O parâmetro de suavização λ pode ser escolhido por validação cruzada. Porém,

essa técnica pode falhar, obtendo-se um parâmetro de suavização muito grande. Como na

suavização spline, quando λ→ ∞ a curva ajustada é uma reta.

5.4 Expansão em funções base para w

A principal vantagem trazida pela representação (5.1) é a transformação do problema de es-

timação. Antes o problema era estimar a função restrita x e, agora, o problema consiste na

estimação da função irrestrita w. Por causa da falta de restrição, w pode ser definida como uma

combinação linear de algum conjunto de funções base φk, k = 1, . . . , K, que seja apropriado

para o problema em mãos. É claro que o conjunto de funções base B-splines é muito utilizado

devido sua grande flexibilidade e boas propriedades de aproximação.

Seja φ o vetor de funções base (φ1, . . . φK)′. Dessa forma, tem-se que

w(t) = c′φ(t), (5.4)

onde c é o vetor de coeficientes que define a combinação linear. Agora seja Φ o vetor (Φ1, . . . ,ΦK)′

onde Φk = D−1φk, k = 1, . . . , K. Então, de acordo com a representação (5.1), a função estimada

é da forma

x̂(t) = Ĉ0 − Ĉ1D
−1[exp{ĉ′Φ(t)}], (5.5)

onde Ĉ0, Ĉ1 e ĉ são obtidos minimizando o critério (5.3) descrito acima. É claro que aqui se

tem um problema de regressão não linear e procedimentos apropriados devem ser utilizados

para obter as estimativas dos coeficientes. Ramsay (1998) propõe um procedimento satisfatório

para a estimação dos coeficientes. Primeiro comece com uma estimativa inicial ĉ(0), que pode

ser um vetor de zeros, estime C
(0)
0 e C

(0)
1 por regressão linear. Então, para qualquer iteração

ν > 0, na qual Ĉ
(ν−1)
0 , Ĉ

(ν−1)
1 e ĉ(ν−1) são as estimativas encontradas na iteração anterior,

primeiro otimize (5.3) com respeito a c, utilizando o método de Gauss-Jordan para problemas

de mı́nimos quadrados não-lineares para obter ĉ(ν) e, depois, calcule Ĉ
(ν)
0 e Ĉ

(ν)
1 por regressão

65



linear. O procedimento de Gauss-Jordan requer que o vetor de atualização

δ(ν) = c(ν) − c(ν−1)

seja a solução da equação linear

R(ν−1)δ(ν) = −s(ν−1),

onde

R = n−1Ĉ2
1X

′X + λK,

a matriz X é n×K e tem as linhas dadas por

x(ti) =
∂m(ti)

∂c
=

∫ ti

0

Φ(s) exp{ĉ′Φ(s)},

a matriz simétrica K de ordem K é

K =

∫ T

0

φ(s)φ′(s)ds,

o vetor s de tamanho K é dado por

s = −n−1Ĉ1X
′r + λKĉ

e onde, finalmente, r é o vetor de tamanho n contendo os reśıduos ri = yi − Ĉ0 − Ĉ1m̂(ti). A

taxa de convergência dessas iterações é somente linear, mas ela pode ser considerada rápida e

geralmente é obtida em quatro ou cinco iterações.

Mais detalhes sobre o método de suavização monótona podem ser encontrados em Ramsay

(1998).
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Caṕıtulo 6

Inferência para dados funcionais

6.1 Introdução

Um problema de grande interesse na área de análise de dados funcionais é o de testes de

hipóteses. No caso de estimação de densidades, quando a função de densidade pode ser represen-

tada como uma combinação linear de funções base num espaço infinito dimensional apropriado,

a distância de Kullback-Leibler simetrizada possui boas propriedades assintóticas e é posśıvel a

construção de testes de hipóteses baseados em uma estat́ıstica do teste que é assintoticamente

normal (ver Dias e Garcia (2007) e Dias e Garcia (2005)). No cenário de regressão, técnicas

similares poderiam ser utilizadas. Nesse caṕıtulo será apresentado um novo método para tes-

tar hipóteses quando os dados são curvas e suas propriedades serão avaliadas. As estat́ısticas

dos testes serão baseadas nas distâncias de Hellinger, de Kullback-Leibler, L1 e na diferença

quadrática integrada.

Assuma que as curvas {Y1(t), . . . , Yn1
(t) : t ∈ T } e {X1(t), . . . , Xn2

(t) : t ∈ T } são amostras

independentes de processos estocásticos Y e X respectivamente. Denote as curvas médias dos

processos X , Y por µX(t) e µY (t) respectivamente. Existe interesse em testar a igualdade dessas

curvas médias quando dados funcionais são observados. Pode-se também testar se uma curva

média é igual a uma certa função conhecida, ou seja, se µX(t) = f(t). É posśıvel, também,

testar hipóteses com outros funcionais, como, por exemplo, derivadas das curvas médias.

Estimativas suaves das curvas serão obtidas por procedimentos de suavização já discutidos

nesse trabalho, tais como: suavização spline ou suavização monótona.
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6.2 As distâncias de Hellinger, de Kullback-Leibler, L1 e

a Diferença Quadrática Integrada

6.2.1 A distância L1

Um forma muito comum de medir o afastamento entre duas funções x e y é através da distância

L1 dada por

L1(x, y) =

∫

|x− y|. (6.1)

Allen (1997) propõe um teste baseado na distância L1 entre as estimativas de densidade

por kernel de duas amostras, com o objetivo de testar a proximidade de suas distribuições.

Simulações foram feitas para comparar esse teste com outros através do poder, utilizando o

procedimento bootstrap de reamostragem. Resultados satisfatórios foram obtidos.

6.2.2 A distância de Hellinger

Seja L2[a, b] o conjunto de todas as funções de quadrado integrável num certo intervalo [a, b].

Seja g ∈ L2[a, b] e, assim, considere a seguinte transformação:

tg =
g2

∫

g2
. (6.2)

Dessa forma, tg ≥ 0 e
∫

tg = 1, ou seja, tg é uma função densidade.

Agora, usando essa transformação tem-se que a distância de Hellinger entre duas funções x

e y em L2[a, b] é descrita por

H(x, y) =

(
∫

(√
tx −

√

ty
)2

)1/2

. (6.3)

Com a transformação (6.2), pode-se também definir a partir do quadrado da distância de

Hellinger uma outra medida de associação entre as funções x e y, a chamada afinidade entre x

e y, ou, simplesmente, ρ(x, y). Da equação (6.3) tem-se que

H2(x, y) =

∫

(√
tx −

√

ty
)2

= 2(1 − ρ(x, y)), (6.4)

onde

ρ(x, y) =

∫

√

txty. (6.5)

Não é dif́ıcil ver que 0 ≤ ρ(x, y) ≤ 1 para qualquer x, y. Além disso, note que H(x, y) é

mı́nimo quando a afinidade, ρ(x, y), é 1.
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6.2.3 A distância de Kullback-Leibler

Considere mais uma vez a transformação tg = g2/
∫

g2. Assim, a distância de Kullback-Leibler

entre as funções x e y é dada por

KL(x, y) =

∫

(log tx − log ty)tx. (6.6)

6.2.4 A diferença quadrática integrada

Uma medida muito usada para avaliar a proximidade entre duas funções x e y é a diferença

quadrática integrada, descrita por

DQI(x, y) =

∫

(x− y)2. (6.7)

Qi Li (1996) utiliza a diferença quadrática integrada entre duas estimativas de densidade

por kernel para construir um teste não paramétrico para a proximidade de duas distribuições.

Considerando certas condições, a estat́ıstica do teste proposta por Qi Li é assintoticamente

N(0, 1) sob a hipótese nula.

6.3 Estudos simulados

6.3.1 Introdução

Deseja-se testar se a curva média de um conjunto de dados funcionais é igual a uma certa

curva conhecida, ou seja, deseja-se testar a hipótese nula H0 : µ = f quase certamente contra

a alternativa H1 : µ 6= f .

Seja W2
2 [a, b] o conjunto formado pelas funções definidas no intervalo [a, b], cuja primeira

derivada é absolutamente cont́ınua e cuja segunda derivada é de quadrado integrável. A escolha

desse conjunto de funções é importante para que a penalização da não suavidade, utilizada para

obter uma estimativa suave dos dados, seja finita. Assim, é importante considerar que as funções

µ e f ∈ W2
2 [a, b].

Dessa forma, é posśıvel definir algumas estat́ısticas do teste baseadas nas distâncias de-

scritas anteriormente e na estimativa da curva média µ̂. É importante considerar aqui as trans-

formações tµ̂ e tf , definidas pela equação (6.2), para garantir que todas as distâncias estejam

convenientemente definidas de acordo com o interesse nesse estudo.

• A estat́ıstica L1:

L1 =

∫

|tµ̂ − tf |. (6.8)
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• A estat́ıstica KL:

KL =

∫

(log tf − log tµ̂)tf . (6.9)

• A estat́ıstica de Hellinger:

H =

(
∫

(√

tµ̂ −
√

tf
)2

)1/2

. (6.10)

• A afinidade ρ:

ρ =

∫

√

tµ̂tf . (6.11)

• A estat́ıstica DQI:

DQI =

∫

(tµ̂ − tf )
2. (6.12)

É importante dizer que para todas as estat́ısticas, a integral será aproximada por uma soma

multiplicada pelo comprimento ∆s dos intervalos igualmente espaçados entre as observações.

Por exemplo, no caso da estat́ıstica L1 tem-se que

L̃1 = ∆s

[

m
∑

i=1

|tµ̂(si) − tf (si)|
]

. (6.13)

Os objetivos principais dos estudos simulados são:

• Avaliar a distribuição de cada estat́ıstica do teste sob H0, já que elas não possuem dis-

tribuição de probabilidade conhecida;

• A partir da distribuição das estat́ısticas sob H0 verificar o poder do teste proposto para

cada uma dessas estat́ısticas.

6.3.2 Estrutura dos estudos simulados

É importante salientar mais uma vez que o objetivo aqui é estudar as distribuições das es-

tat́ısticas do teste sob H0, ou seja, estudar as distribuições das estat́ısticas quando a curva

média do conjunto de dados funcionais é mesmo igual a uma certa curva f .

A seguir, tem-se em ordem a estrutura dos estudos.

1. Uma função f ∈ W2
2 [a, b] é escolhida e m pontos dessa função são calculados;

2. A cada ponto da função é adicionado um erro aleatório com distribuição N(0, σ2). Assim,

são obtidas as observações yi = f(ti) + ǫi, i = 1, . . . ,m. O vetor de tamanho m formado

por essas observações é o que se chama de dado funcional (ver Figura 6.1-(a));
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3. O passo 2 é repetido n vezes e dessa forma um conjunto com n dados funcionais é obtido.

Sendo assim, yij denota agora a i-ésima observação do dado funcional j, i = 1, . . . ,m e

j = 1, . . . , n;

4. Os dados funcionais são então suavizados utilizando um dos procedimentos de suavização

discutidos nesse trabalho. Assim, uma amostra de n curvas suaves é obtida.

5. Calcula-se a curva média estimada, ou seja, µ̂ para essa amostra de n curvas suaves

obtidas no passo anterior (ver Figura 6.1-(b));

6. As transformações tµ̂ e tf são calculadas;

7. O valor de cada uma das estat́ısticas propostas é calculado;

8. Os passos (2) até (7) são repetidos um número R de vezes;

9. No final são obtidas amostras aleatórias das estat́ısticas e, assim, a distribuição de cada

uma delas pode ser avaliada através de histogramas e estimativas de função densidade.

Nas próximas seções serão apresentados os resultados das simulações utilizando diferentes

funções f(t), sendo que no primeiro caso tem-se uma função monótona decrescente e nos demais

casos funções que não são monótonas.
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Figura 6.1: (a) Os pontos são as observações yi = f(ti) + ǫi, i = 1, . . . , 101 e ǫi ∼ N(0; 0, 252)

que juntas formam um dado funcional, sendo f(t) = 2 − 5t + 5 exp[−100(t − 0, 5)2]. A linha sólida

corresponde ao ajuste suave por suavização spline. (b) Amostra de 20 curvas suaves estimadas através

da suavização spline e sua correspondente curva média estimada.
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6.4 O caso H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β}
Nesse primeiro caso, a distribuição de cada uma das estat́ısticas usadas para testar a hipótese

nula H0 : µ(t) = f(t) para quase todo t contra a alternativa H1 : µ(t) 6= f(t) foi estudada sob

H0, sendo f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β}, α = 1, 5 e β = 0, 4. A função monótona decrescente

f(t) é um tipo de função risco utilizada em estudos simulados por Gijbels e Heckman (2000).

Para esse estudo a estrutura apresentada na Seção 6.3.2 foi utilizada, bem como as es-

tat́ısticas de Hellinger, L1, KL, DQI e, também, a afinidade.

Primeiramente, verificou-se o comportamento da curva média estimada para diferentes

tamanhos de amostra. A curva média aqui é a média das n curvas suaves estimadas através da

suavização spline com parâmetro de suavização λ = 1 × 10−6 e B-splines de ordem 4. Assim,

assumindo que o erro aleatório tem distribuição N(0; 0, 252), e seguindo os passos de 1 a 5 da

estrutura proposta para n = 50, 250 e 1000, foram obtidas diferentes estimativas para a curva

média (ver Figuras 6.2-(a), 6.2-(b) e 6.3). Lembrando que sob H0 µ(t) = f(t), é posśıvel notar

que a melhor estimativa foi obtida usando n = 1000, o que já era esperado.

Agora, considerando ainda que os erros são independentes e identicamente distribúıdos (iid)

com distribuição N(0; 0, 252), a distribuição de cada uma das estat́ısticas do teste também foi

avaliada para diferentes tamanhos amostrais: n = 50, 250 e 1000. Dessa vez, todos os passos

(1-9) da estrutura proposta na Seção 6.3.2 foram utilizados, sendo o número de repetições

R = 5000. Como resultado, foi posśıvel verificar que as distribuições das estat́ısticas podem ser

melhor avaliadas quando n é grande, ou seja, n = 1000 nesse caso.

Portanto, como a estimativa da curva média é melhor quando n é grande e as distribuições

das estat́ısticas também são melhor avaliadas nesse mesmo caso, os próximos resultados a serem

apresentados foram todos considerados utilizando um tamanho de amostra n = 1000.

Considerando que os erros aleatórios têm distribuição N(0, σ2), as próximas seções mostram

o comportamento da distribuição de cada uma das estat́ısticas do teste, sob H0, quando dife-

rentes valores de σ são utilizados.
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Figura 6.2: A curva sólida cinza é a função f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com α = 1, 5 e β = 0, 4.

A curva tracejada em (a) é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 50, já em (b)

n = 250.
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Figura 6.3: A curva sólida cinza é a função f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com α = 1, 5 e β = 0, 4.

Já a curva tracejada é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000.

6.4.1 σ = 0, 05

A Figura 6.4 mostra a curva média estimada obtida assumindo que os erros são iid N(0; 0, 052).

As Figuras 6.5, 6.6 e 6.7 apresentam o histograma de cada uma das estat́ısticas sob H0,

com n = 1000, ǫj’s ∼ N(0; 0, 052) e R = 5000. Para cada estat́ıstica, os estimadores de

máxima verossimilhança dos parâmetros de uma distribuição normal foram calculados. Então,

a densidade da distribuição normal com esses parâmetros foi calculada e pode ser vista junto

com o histograma. O mesmo procedimento foi feito para obter a densidade de uma distribuição

gama para as estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e DQI. Para a afinidade foi calculada a

densidade de uma distribuição beta, também utilizando o mesmo procedimento. A estimativa

de densidade por kernel para cada estat́ıstica também foi calculada. Detalhes sobre o estimador

de densidade por kernel podem ser encontrados em Silverman (1986).

Lembre que a função densidade de uma variável aleatória X ∼ gama(s, r) é dada por

f(x) =
1

srΓ(r)
xr−1e−x/s, (6.14)

para x > 0 e s, r > 0, onde r é o parâmetro de forma e s o parâmetro de escala.

Por sua vez, a função densidade de uma variável aleatória X ∼ Beta(a, b) é dada por:

f(x) =
Γ(a+ b)

Γ(a)Γ(b)
xa−1(1 − x)b−1, (6.15)
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Tabela 6.1: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} e σ = 0, 05.

Gama normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 1653371 6,71×10−8 0,1109 8,62×10−5

Hellinger 35401746 1,67×10−9 0,05907 9, 93 × 10−6

DQI 18929,98 4, 14 × 10−6 0,0785 5,7×10−4

KL 7849751 8,91×10−10 6,99 ×10−3 2, 49 × 10−6

Tabela 6.2: Parâmetros das distribuições normal e beta estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos; f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} e σ = 0, 05.

Beta normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 5035039861 8799926 9,98255 ×10−1 5,88 ×10−7

para 0 < x < 1 e a, b > 0.

A Tabela 6.1 apresenta os parâmetros de uma distribuição normal e de uma distribuição

gama, estimados a partir dos valores das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e DQI obtidos

através das simulações. Já a Tabela 6.2 apresenta os parâmetros de uma distribuição beta,

estimados usando os valores de afinidade obtidos.

Para σ = 0, 05, conclui-se que a estimativa da curva média ficou realmente muito próxima

da curva f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com α = 1, 5 e β = 0, 4 (ver Figura 6.4). Por essa

razão, é posśıvel verificar nas Tabelas 6.1 e 6.2 que os desvios padrão para todas as estat́ısticas

são muito pequenos. Isso faz com que os valores das estat́ısticas fiquem concentrados em torno

da média. A probabilidade de se encontrar valores grandes das estat́ısticas, distantes do valor

médio, é pequena. Para algumas estat́ısticas a hipótese de que sua distribuição é normal não

é rejeitada, ao ńıvel de significância α = 0, 05. A Tabela 6.3 apresenta os p-valores obtidos

atráves do teste de Kolmogorov-Smirnov para duas amostras.

O teste de Kolmogorov-Smirnov é comumente utilizado para verificar se duas amostras

aleatórias independentes possuem a mesma distribuição de probabilidade. Sua estat́ıstica do

teste está baseada na maior distância vertical entre as funções de distribuição emṕıricas das

amostras. Mais detalhes sobre o teste de Kolmogorov-Smirnov podem ser encontrados em

Conover (1999).

As Figuras 6.5 e 6.6 mostram também que nesse caso, quando σ = 0, 05, as densidades

obtidas através da estimação dos parâmetros de uma normal e uma gama são muito semelhantes,

ou seja, ainda não é posśıvel diferenciá-las.
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Figura 6.4: A curva sólida cinza é a função f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com α = 1, 5 e β = 0, 4.

Já a curva tracejada é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 0, 05.

Tabela 6.3: Teste de Kolmogorov-Smirnov usado para testar se a distribuição da estat́ıstica sob

H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} é normal; σ = 0, 05.

Estat́ıstica p valor

L1 0,677

Hellinger 8,013×10−5

DQI 0,407

KL 1,108×10−5

Afinidade 1,33 ×10−14
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Figura 6.5: Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β}
quando σ = 0, 05.
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Figura 6.6: Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ(t) =

αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} quando σ = 0, 05.
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Figura 6.7: Distribuição da afinidade sob H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} quando σ = 0, 05.
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6.4.2 σ = 0, 25

A Figura 6.8 mostra a curva média estimada obtida assumindo que os erros aleatórios têm

distribuição normal com média zero e desvio padrão 0,25.
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Figura 6.8: A curva sólida cinza é a função f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com α = 1, 5 e β = 0, 4.

Já a curva tracejada é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 0, 25.

A Tabela 6.4 apresenta os valores dos parâmetros de uma distribuição normal e de uma

distribuição gama, estimados a partir dos valores das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e DQI

obtidos através das simulações, com n = 1000, ǫj’s ∼ N(0; 0, 252) e R = 5000. Já a Tabela

6.5 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição beta usando os valores de afinidade

obtidos.

Nesse caso para σ = 0, 25, mais uma vez foi obtida uma curva média bem próxima da função

f(t) em questão. Os resultados obtidos foram muito semelhantes ao caso σ = 0, 05. Verifica-se

nas Tabelas 6.4 e 6.5 que os desvios padrão para as estat́ısticas são pequenos, fazendo com que

os valores das estat́ısticas fiquem concentrados em torno da média. Para a estat́ıstica DQI,

a hipótese de que sua distribuição seja normal não é rejeitada, para um ńıvel de significância

α = 0, 05. A Tabela 6.6 apresenta os p-valores obtidos atráves do teste de Kolmogorov-Smirnov

para duas amostras. As figuras obtidas nesse caso são muito parecidas com as obtidas no caso

anterior e por isso foram omitidas.
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Tabela 6.4: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} e σ = 0, 25.

Gama Normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 54934,56 2,04×10−6 0,1123 4,79×10−4

Hellinger 65576,23 9,11×10−7 0,0597 2,33×10−4

DQI 752,19 1,04×10−4 0,0785 2,86×10−3

KL 15647,98 4,57×10−7 7,16 ×10−3 5,72×10−5

Tabela 6.5: Parâmetros das distribuições normal e beta estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos; f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} e σ = 0, 25.

Beta Normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 12599999,03 22546,31 9,98 ×10−1 1,397 ×10−5

Tabela 6.6: Teste de Kolmogorov-Smirnov usado para testar se a distribuição da estat́ıstica sob

H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} é normal; σ = 0, 25.

Estat́ıstica p valor

L1 0,0017

Hellinger 1,018×10−8

DQI 0,512

KL 5,399×10−7

Afinidade 1,986 ×10−5

82



6.4.3 σ = 1

A Figura 6.9 mostra a curva média estimada obtida assumindo que os erros aleatórios têm

distribuição normal com média zero e desvio padrão 1.
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Figura 6.9: A curva sólida cinza é a função f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com α = 1, 5 e β = 0, 4.

Já a curva tracejada é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 1.

As Figuras 6.10, 6.11 e 6.12 apresentam o histograma de cada uma das estat́ısticas sob H0,

com n = 1000, ǫj’s ∼ N(0; 1) e R = 5000. É posśıvel observar também as diferentes estimativas

de densidade obtidas. A forma como as estimativas foram calculadas está descrita no caso

σ = 0, 05.

A Tabela 6.7 apresenta os parâmetros de uma distribuição normal e de uma distribuição

gama, estimados a partir dos valores das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e DQI obtidos

através das simulações. Já a Tabela 6.8 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição

beta usando os valores de afinidade obtidos.

Nesse caso para σ = 1, a curva média estimada já não está tão próxima da função f(t)

em questão (ver Figura 6.9). Verifica-se nas Tabelas 6.7 e 6.8 que os desvios padrão para as

estat́ısticas são agora maiores do que para os casos σ = 0, 05 e 0,25. Isso faz com que os valores

das estat́ısticas não estejam tão concentrados em torno da média como antes.

É posśıvel notar através dos histogramas que as distribuições das estat́ısticas estão mais

83



Tabela 6.7: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} e σ = 1.

Gama Normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 1884,04 6,40 ×10−5 0,1205 0,0028

Hellinger 518,74 1,34 ×10−3 0,0694 0,00304

DQI 51,64 1, 56 × 10−4 0,081 0,01134

KL 94,35 1, 05 × 10−4 0,00987 0,00102

Tabela 6.8: Parâmetros das distribuições normal e beta estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos; f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} e σ = 1.

Beta Normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 52447,86 126,79 9,976 ×10−1 0,000214

assimétricas, sendo que a probabilidade de se obter valores maiores das estat́ısticas, distantes

da média, está maior nesse caso. As Figuras 6.10 e 6.11 mostram também que nesse caso,

quando σ = 1, as densidades obtidas através da estimação dos parâmetros de uma normal

e de uma gama, já não são tão semelhantes como eram para os casos σ = 0, 05 e 0, 25. A

estimativa de densidade obtida utilizando os parâmetros estimados de uma beta parece ser

bastante razoável para a afinidade, já que sabemos que 0 ≤ ρ(x, y) ≤ 1.

Para todas as estat́ısticas a hipótese de que sua distribuição seja normal é rejeitada, uti-

lizando o teste de Kolmogorov-Smirnov e considerando o ńıvel de significância α = 0, 05.
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Figura 6.10: Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β}
quando σ = 1.
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Figura 6.11: Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ =

αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} quando σ = 1.
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Figura 6.12: Distribuição da afinidade sob H0 : µ = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} quando σ = 1.
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6.4.4 σ = 2, 5

A Figura 6.13 mostra a curva média estimada obtida assumindo que os erros são iid N(0; 2, 52).

0 1 2 3 4 5

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

2
.0

Curva Média Estimada sigma=2,5

t

f(
t)

curva verdadeira
curva média estimada

Figura 6.13: A curva sólida cinza é a função f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com α = 1, 5 e β = 0, 4.

Já a curva tracejada é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 2, 5.

As Figuras 6.14, 6.15 e 6.16 apresentam o histograma de cada uma das estat́ısticas sob

H0, com n = 1000, ǫj’s ∼ N(0; 2, 52) e R = 5000. É posśıvel observar também as diferentes

estimativas de densidade obtidas.

A Tabela 6.9 apresenta os parâmetros de uma distribuição normal e de uma distribuição

gama estimados a partir dos valores das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e DQI obtidos através

das simulações. Já a Tabela 6.10 apresenta os parâmetros de uma distribuição beta estimados

usando os valores de afinidade obtidos.

É posśıvel notar na Figura 6.13 que a curva média estimada quando ǫj’s ∼ N(0; 2, 52) não

é tão próxima da função f(t) em questão. Ela apresenta oscilações que não estão presentes na

curva verdadeira. Verifica-se nas Tabelas 6.9 e 6.10 que os desvios padrão para as estat́ısticas

são agora maiores do que para os casos σ = 0, 05 e 0,25. Isso faz com que os valores das

estat́ısticas não estejam tão concentrados em torno da média como antes.

Assim como para σ = 1, é posśıvel notar através dos histogramas que as distribuições das
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Tabela 6.9: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} e σ = 2, 5.

Gama Normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 175,40 8,21×10−4 0,144 0,0110

Hellinger 82,57 1,25 ×10−3 0,103 0,0114

DQI 9,27 9,87 ×10−3 0,092 0,0323

KL 18,72 1,23 ×10−3 0,023 0,0055

Tabela 6.10: Parâmetros das distribuições normal e beta estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos; f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} e σ = 2, 5.

Beta Normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 3702,48 20,18 0,9945 0,0012

estat́ısticas estão mais assimétricas, sendo que a probabilidade de se obter valores maiores das

estat́ısticas, distantes da média, está maior nesse caso.

As Figuras 6.14 e 6.15 mostram também que nesse caso, quando σ = 2, 5, as densidades

obtidas através da estimação dos parâmetros de uma normal e de uma gama não são semelhantes

como eram para os casos σ = 0, 05 e 0, 25, sendo que a densidade de uma gama se ajusta

melhor a distribuição das estat́ısticas em questão. A estimativa de densidade obtida utilizando

os parâmetros de uma beta parece ser bastante razoável para a afinidade, já que sabemos que

0 ≤ ρ(x, y) ≤ 1.

Para todas as estat́ısticas a hipótese de que sua distribuição seja normal é rejeitada, uti-

lizando o teste de Kolmogorov-Smirnov e considerando o ńıvel de significância α = 0, 05.
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Figura 6.14: Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β}
quando σ = 2, 5.
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Figura 6.15: Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ(t) =

αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} quando σ = 2, 5.
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Figura 6.16: Distribuição da afinidade sob H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} quando σ = 2, 5.
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6.4.5 Suavização Monótona e σ = 0, 05

Os resultados anteriores foram obtidos utilizando suavização spline. Agora serão apresentados

alguns resultados utilizando suavização monótona, já que f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com

α = 1, 5 e β = 0, 4 é uma função monótona decrescente. Nesse caso o ajuste é mais preciso e

somente valores pequenos de σ são permitidos, já que para valores maiores são obtidos erros

ao calcular a estimativa monótona. Isso ocorre porque é dif́ıcil forçar a curva a ser monótona

quando existe grande variabilidade. Assim, foi considerado aqui σ = 0, 05. Como o método de

suavização monótona envolve a solução de uma regressão não linear, ele é muito mais lento do

que a suavização spline em termos computacionais. Dessa forma, o número de repetições e o

tamanho amostral aqui foram reduzidos para 500 e 200, respectivamente.

A Figura 6.17 mostra a estimativa da curva média obtida atráves da técnica de suavização

monótona dos dados com parâmetro de suavização λ = 1 × 10−6 e B-splines de ordem 4.

As Figuras 6.18, 6.19 e 6.20 apresentam o histograma de cada uma das estat́ısticas sob

H0, com n = 200, ǫj’s ∼ N(0; 0, 052) e R = 500. É posśıvel observar também as diferentes

estimativas de densidade obtidas.
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Figura 6.17: A curva sólida cinza é a função f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com α = 1, 5 e β = 0, 4. Já

a curva tracejada é a estimativa da curva média por suavização monótona para n = 200 e σ = 0, 05.

A Tabela 6.11 apresenta os valores dos parâmetros de uma distribuição normal e de uma
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Tabela 6.11: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β}, suavização monótona e σ = 0, 05.

Gama Normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 13211,40 6,86 ×10−6 0,0906 0,00078

Hellinger 11210,90 4,47 ×10−6 0,0501 0,00047

DQI 1577,79 4,43 ×10−5 0,0700 0,00176

KL 2740,75 1,84 ×10−6 0,00504 0,0000961

Tabela 6.12: Parâmetros das distribuições normal e Beta estimados a partir dos valores de

afinidade obtidos; f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β}, suavização monótona e σ = 0, 05.

Beta Normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 2415190,52 3025,53 0,99875 2,27 ×10−5

distribuição gama, estimados a partir dos valores das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e DQI

obtidos através das simulações. Já a Tabela 6.12 apresenta os parâmetros de uma distribuição

beta, estimados usando os valores de afinidade obtidos. Como já dito anteriormente, as es-

timativas de densidade presentes junto com os histogramas foram calculadas utilizando esses

parâmetros estimados.

Nesse caso, utilizando a suavização monótona e σ = 0, 05, conclui-se que a estimativa

da curva média ficou realmente muito próxima da curva f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com

α = 1, 5 e β = 0, 4 (ver Figura 6.4). Os resultados encontrados aqui são muito semelhantes

aos resultados apresentados quando a suavização spline foi utilizada para σ = 0, 05. A única

observação é que o valor médio das estat́ısticas agora é menor que o caso anterior. Nota-

se através das Figuras 6.18, 6.19 e 6.20 que a probabilidade de se encontrar valores grandes

das estat́ısticas, bem acima do valor médio, é pequena. É posśıvel verificar também que as

distribuições das estat́ısticas L1, Hellinger, DQI e KL apresentam comportamento simétrico.

Por isso, para essas estat́ısticas a hipótese de que sua distribuição seja normal não é rejeitada

usando o teste de Kolmogorov-Smirnov e α = 0, 05. Por outro lado, a distribuição da afinidade

apresentou padrão assimétrico e para α = 0, 05 a hipótese de normalidade foi rejeitada.

As Figuras 6.18 e 6.19 mostram também que nesse caso as estimativas de densidade de

uma normal e uma gama são muito semelhantes. A estimativa de densidade obtida utilizando

os parâmetros estimados de uma beta parece ser bastante razoável para a afinidade, já que

0 ≤ ρ(x, y) ≤ 1.
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Figura 6.18: Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β};
utilizando suavização monótona e σ = 0, 05.
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Figura 6.19: Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ(t) =

αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β}; utilizando suavização monótona e σ = 0, 05.
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Figura 6.20: Distribuição da afinidade sob H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β}; utilizando suavização

monótona e σ = 0.05.
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6.4.6 O poder do teste

Baseado na distribuição estimada sob H0 : µ(t) = f(t) de cada uma das estat́ısticas do teste L1,

KL, DQI, Hellinger e afinidade, deseja-se estudar o poder do teste, ou seja, a probabilidade de

rejeitar a hipótese nula quando ela é falsa. Para isso a função f(t) = α0, 4(αt)0,4−1 exp{−(αt)0,4}
foi considerada utilizando diferentes valores de α, sendo que sob H0 α = 1, 5. Assim, é posśıvel

reescrever as hipóteses como H0 : α = 1, 5 vs H1 : α 6= 1, 5. O poder do teste será estudado

através da função poder π(α), que é definida como a probabilidade de rejeitar H0 quando a

distribuição da qual a amostra foi obtida foi parametrizada por α. Quando α = 1, 5, π(α) deve

ser igual ou bem próximo ao ńıvel de significância do teste. Por sua vez, quando α 6= 1, 5,

π(α) corresponde à probabilidade de rejeitar H0 quando a mesma é falsa, ou seja, ao poder

do teste. Nesse caso, não é posśıvel escrever uma fórmula para a função poder, já que as

distribuições exatas das estat́ısticas sob H0 não são conhecidas, portanto, a probabilidade de

rejeição emṕırica será utilizada para se obter uma estimativa da função poder do teste.

Dessa forma, a distribuição estimada sob H0 de cada uma das estat́ısticas obtida assumindo

que os ǫj’s ∼ N(0; 0, 252) foi usada para obter um critério de decisão. Como estamos testando

a hipótese de igualdade contra diferença, temos um teste bilateral. Assim, foram considerados

como pontos de corte os valores C1 e C2 das estat́ısticas tais que PH0
(T ≤ C1) = 0, 025 e

PH0
(T ≥ C2) = 0, 025, ou seja, rejeita-se H0 se o valor da estat́ıstica do teste for maior ou igual

que C2 ou menor ou igual que C1, considerando o ńıvel de significância α = 0, 05.

Para cada uma das estat́ısticas do teste propostas e para cada posśıvel valor do parâmetro

α, a probabilidade de rejeição emṕırica foi calculada da seguinte forma:

1. Através dos passos de 1 a 5 da estrutura apresentada na Seção 6.3.2, a curva média esti-

mada é calculada usando um parâmetro α para a função f(t) = α0, 4(αt)0,4−1 exp{−(αt)0,4}
e n = 1000;

2. O valor θ da estat́ıstica do teste é calculado, lembrando que sob H0 µ(t) = f(t) =

1, 5 × 0, 4(1, 5t)0,4−1 exp{−(1, 5t)0,4};

3. Se θ ≥ C2 ou se θ ≤ C1 rejeita-se H0;

4. Os passos 1,2 e 3 são repetidos um número R = 5000 de vezes;

5. A probabilidade de rejeição emṕırica é dada pelo número de vezes que H0 foi rejeitada ÷
5000.

A Tabela 6.14 apresenta as probabilidades de rejeição emṕıricas para as diferentes es-

tat́ısticas e diferentes valores do parâmetro α. A Tabela 6.13 apresenta os pontos de corte

para cada uma das estat́ısticas propostas.
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Nota-se através da Tabela 6.14 que os testes que usam as estat́ısticas KL, Hellinger e

afinidade apresentam probabilidades de rejeição emṕıricas muito semelhantes. Pode-se verificar

também que os testes que utilizam as estat́ısticas de Hellinger, KL e afinidade apresentam

maior poder que os outros (L1 e DQI) de modo geral, sendo que o teste que usa a estat́ıstica

DQI é o que apresenta o menor poder. Os testes que utilizam as estat́ısticas de Hellinger

e afinidade apresentam comportamentos muito semelhantes, o que já era esperado por serem

duas estat́ısticas relacionadas. As Figuras 6.21 e 6.22 apresentam a funções poder estimadas

utilizando cada uma das estat́ısticas do teste e as probabilidades de rejeição emṕıricas obtidas.

Tabela 6.13: Pontos de corte usados para testar H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t), obtidos

sob H0 : µ(t) = 1, 5 × 0, 4(1, 5t)0,4−1 exp{−(1, 5t)0,4} e σ = 0, 25.

Estat́ıstica C1 C2

L1 0,11146 0,113315

Hellinger 0,059384 0,060285

KL 0,0070645 0,007289

DQI 0,0732 0,08435

Afinidade 0,9981825 0,9982368
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Tabela 6.14: Estudo do poder do teste: testando H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t),

onde µ(t) = 1, 5 × 0, 4(1, 5t)0,4−1 exp{−(1, 5t)0,4} e f(t) = α0, 4(αt)0,4−1 exp{−(αt)0,4} com α

variando; σ = 0, 25.

Probabilidade de rejeição emṕırica

α L1 Hellinger KL DQI Afinidade

1,1500 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

1,2000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9994 1,0000

1,2500 0,9976 1,0000 1,0000 0,9838 1,0000

1,3000 0,9196 0,9978 0,9978 0,9010 0,9976

1,3500 0,5264 0,8938 0,8964 0,6678 0,8902

1,4000 0,1634 0,4288 0,4274 0,3498 0,4210

1,4500 0,0572 0,0956 0,0892 0,1244 0,0936

1,5000 0,0484 0,0518 0,0500 0,0514 0,0506

1,5500 0,0816 0,0780 0,0684 0,0934 0,0760

1,6000 0,2806 0,3028 0,2640 0,2500 0,2986

1,6500 0,6928 0,7698 0,7304 0,4616 0,7658

1,7000 0,9522 0,9790 0,9734 0,6680 0,9784

1,7500 0,9990 0,9998 0,9992 0,8270 0,9998

1,8000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9280 1,0000

1,8500 1,0000 1,0000 1,0000 0,9686 1,0000

1,9000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9892 1,0000

1,9500 1,0000 1,0000 1,0000 0,9982 1,0000

2,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9980 1,0000

2,0500 1,0000 1,0000 1,0000 0,9986 1,0000

2,1000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9992 1,0000

2,1500 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

2,2000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Figura 6.21: (a) Funções poder utilizando as estat́ısticas L1 e KL. (b) Funções poder utilizando

as estat́ısticas DQI e Hellinger. Testando H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t), onde µ(t) =

1, 5 × 0, 4(1, 5t)0,4−1 exp{−(1, 5t)0,4} e f(t) = α0, 4(αt)0,4−1 exp{−(αt)0,4} com α variando; σ = 0, 25.
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Figura 6.22: Função poder utilizando a afinidade. Testando H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t),

onde µ(t) = 1, 5×0, 4(1, 5t)0,4−1 exp{−(1, 5t)0,4} e f(t) = α0, 4(αt)0,4−1 exp{−(αt)0,4} com α variando;

σ = 0, 25.
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6.5 O caso H0 : µ(t) = 2 − 5t + 5 exp[−100(t− 0, 5)2]

Nesse segundo caso, a distribuição de cada uma das estat́ısticas usadas para testar a hipótese

nula H0 : µ(t) = f(t) contra a alternativa H1 : µ(t) 6= f(t) foi estudada sob H0, sendo agora

f(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2].

Para esse estudo a estrutura apresentada na Seção 6.3.2 foi utilizada, bem como as es-

tat́ısticas de Hellinger, L1, KL, DQI e também a afinidade.

Sabe-se do caso anterior que quanto maior o tamanho da amostra de curvas, melhores são

os resultados obtidos. Portanto, a curva média aqui será também a média das n = 1000 curvas

estimadas através da suavização spline, com λ = 1 × 10−5 e B-splines de ordem 4.

Considerando que os erros têm distribuição N(0, σ2), os próximos resultados mostram o

comportamento da distribuição de cada uma das estat́ısticas do teste, sob H0, quando diferentes

valores de σ são utilizados. Para isso todos os passos (1-9) da estrutura proposta na Seção 6.3.2

foram utilizados, sendo o número de repetições R = 5000.

6.5.1 σ = 0, 25

A Figura 6.23 mostra a curva média estimada obtida assumindo que os erros aleatórios têm

distribuição N(0; 0, 252).

As Figuras 6.24, 6.25 e 6.26 apresentam o histograma de cada uma das estat́ısticas sob

H0, com n = 1000, ǫj’s ∼ N(0; 0, 252) e R = 5000. É posśıvel observar também as diferentes

estimativas de densidade obtidas.

A Tabela 6.15 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição normal e de uma

distribuição gama, calculados a partir das amostras das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e

DQI. A Tabela 6.16 mostra os parâmetros estimados de uma distribuição beta usando os

valores de afinidade obtidos.

Para σ = 0, 25, conclui-se que a estimativa da curva média ficou realmente muito próxima

da curva f(t) = 2 − 5t + 5 exp[−100(t − 0, 5)2] (ver Figura 6.23). Por essa razão, é posśıvel

verificar nas Tabelas 6.15 e 6.16 que os desvios padrão para todas as estat́ısticas são muito

pequenos. Isso faz com que os valores das estat́ısticas fiquem concentrados em torno da média.

A probabilidade de se encontrar valores grandes das estat́ısticas, distantes do valor médio,

é pequena. Para todas as estat́ısticas a hipótese de que sua distribuição seja normal não é

rejeitada, ao ńıvel de significância α = 0, 05. A Tabela 6.17 apresenta os p-valores obtidos

atráves do teste de Kolmogorov-Smirnov para duas amostras.

As Figuras 6.24 e 6.25 mostram também que nesse caso, quando σ = 0, 25, as densidades

obtidas através da estimação dos parâmetros de uma normal e uma gama são muito semelhan-

tes, ou seja, ainda não é posśıvel diferenciá-las.
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Figura 6.23: A curva sólida cinza é a função f(t) = 2−5t+5 exp[−100(t−0, 5)2]. Já a curva tracejada

é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 0, 25.

Tabela 6.15: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] e σ = 0, 25.

Gama Normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 338,11 3,21 ×10−5 0,01086 5,9081 ×10−4

Hellinger 530,07 1,44 ×10−5 0,00763 3,3140 ×10−4

DQI 96,49 4,55 ×10−6 0,000439 4,464 ×10−5

KL 133,71 8,7 ×10−7 0,000116 1,004 ×10−5

Tabela 6.16: Parâmetros das distribuições normal e Beta estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos; f(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] e σ = 0, 25.

Beta Normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 4557071,84 132,93 0,99997083 2,53 ×10−6
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Figura 6.24: (a) Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ(t) = 2−5t+5 exp[−100(t−
0, 5)2] quando σ = 0, 25.
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Figura 6.25: (a) Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ(t) = 2 − 5t +

5 exp[−100(t − 0, 5)2] quando σ = 0, 25.
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Tabela 6.17: Teste de Kolmogorov-Smirnov usado para testar se a distribuição da estat́ıstica

sob H0 : µ(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] é normal; σ = 0, 25.

Estat́ıstica p-valor

L1 0,792

Hellinger 0,436

DQI 0,292

KL 0,822

Afinidade 0,194
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Figura 6.26: Distribuição da afinidade sob H0 : µ(t) = 2−5t+5 exp[−100(t−0, 5)2] quando σ = 0, 25.
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6.5.2 σ = 1

A Figura 6.27 mostra a curva média estimada obtida assumindo que os erros aleatórios têm

distribuição normal com média zero e desvio padrão 1.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

−
2

0
2

4

Curva Média Estimada sigma=1

t

f(
t)

curva verdadeira
curva média estimada

Figura 6.27: A curva sólida cinza é a função f(t) = 2−5t+5 exp[−100(t−0, 5)2]. Já a curva tracejada

é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 1.

As Figuras 6.28, 6.29 e 6.30 apresentam o histograma de cada uma das estat́ısticas sob H0,

com n = 1000, ǫj’s ∼ N(0; 1) e R = 5000. É posśıvel observar também as diferentes estimativas

de densidade obtidas.

A Tabela 6.18 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição normal e de uma

distribuição gama calculados a partir das amostras das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e

DQI. Já a Tabela 6.19 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição beta usando os

valores de afinidade obtidos.

Nesse caso, para σ = 1, a curva média estimada está ainda bem próxima da função f(t) em

questão (ver Figura 6.27). Devido à amplitude dos valores da função f(t), um desvio padrão

igual a 1 parece não afetar muito a qualidade da curva média estimada. É posśıvel notar

através dos histogramas que as distribuições das estat́ısticas DQI, KL e afinidade estão mais

assimétricas. Já as estat́ısticas L1 e Hellinger continuam apresentando distribuição simétrica.

As Figuras 6.28-(b) e 6.29-(b) mostram também que para as estat́ısticas KL e DQI, as esti-
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mativas de densidade de uma normal e de uma gama já não são tão semelhantes como eram

para o caso σ = 0, 25. A estimativa de densidade obtida utilizando os parâmetros estimados de

uma beta parece ser bastante razoável para a afinidade, já que sabemos que 0 ≤ ρ(x, y) ≤ 1.

Para as estat́ısticas L1 e Hellinger a hipótese de que sua distribuição seja normal não é

rejeitada, considerando o ńıvel de significância α = 0, 05. Isso já era esperado devido ao

comportamento simétrico da distribuição mencionado acima. A Tabela 6.20 apresenta os p-

valores obtidos atráves do teste de Kolmogorov-Smirnov para duas amostras.

Tabela 6.18: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] e σ = 1.

Gama Normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 49,43 2,85 ×10−4 0,0141 2,005 ×10−3

Hellinger 59,76 1,56 ×10−4 0,00934 1,208 ×10−3

DQI 8,995 6,17×10−5 0,00056 1,850 ×10−4

KL 15,26 1,16 ×10−5 0,00018 4,520 ×10−5

Tabela 6.19: Parâmetros das distribuições normal e beta estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos; f(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] e σ = 1.

Beta Normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 342032,30 15,17 0,999956 1,139 ×10−5

Tabela 6.20: Teste de Kolmogorov-Smirnov usado para testar se a distribuição da estat́ıstica

sob H0 : µ(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] é normal; σ = 1.

Estat́ıstica p-valor

L1 0,610

Hellinger 0,744

DQI 3,87 ×10−7

KL 0,0185

Afinidade 1,22 ×10−5
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Figura 6.28: Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ(t) = 2−5t+5 exp[−100(t−0, 5)2]

quando σ = 1.
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Figura 6.29: Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ(t) = 2 − 5t +

5 exp[−100(t − 0, 5)2] quando σ = 1.
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Figura 6.30: Distribuição da afinidade sob H0 : µ(t) = 2 − 5t + 5 exp[−100(t − 0, 5)2] quando σ = 1.
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6.5.3 σ = 5

A Figura 6.31 mostra a curva média estimada obtida assumindo que os erros aleatórios têm

distribuição normal com média zero e desvio padrão 5.
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Figura 6.31: A curva sólida cinza é a função f(t) = 2−5t+5 exp[−100(t−0, 5)2]. Já a curva tracejada

é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 5.

As Figuras 6.32, 6.33 e 6.34 apresentam o histograma de cada uma das estat́ısticas sob H0,

com n = 1000, ǫj’s ∼ N(0; 52) e R = 5000. É posśıvel observar também as diferentes estimativas

de densidade obtidas.

A Tabela 6.21 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição normal e de uma

distribuição gama, calculados a partir das amostras das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e

DQI. Já a Tabela 6.22 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição beta usando os

valores de afinidade obtidos.

É posśıvel notar na Figura 6.31, que a curva média estimada quando ǫj’s ∼ N(0; 52) não é

tão próxima da função f(t) como nos casos anteriores. Ela apresenta oscilações que não estão

presentes na curva verdadeira. Verifica-se nas Tabelas 6.21 e 6.22 que os desvios padrão para

as estat́ısticas são agora maiores do que para os casos σ = 0, 25 e 1. Isso faz com que os valores

das estat́ısticas não estejam tão concentrados em torno da média como antes.
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É posśıvel notar através dos histogramas que as distribuições das estat́ısticas estão mais

assimétricas, com exceção da estat́ıstica de Hellinger.

As Figuras 6.32 e 6.33-(b) mostram também que nesse caso, quando σ = 5, as densidades

obtidas através da estimação dos parâmetros de uma normal e de uma gama não são semelhan-

tes como eram para o caso σ = 0, 25, sendo que a densidade de uma gama se ajusta melhor

a distribuição das estat́ısticas em questão. A estimativa de densidade de uma beta parece ser

bastante razoável para a afinidade, já que sabemos que 0 ≤ ρ(x, y) ≤ 1.

Somente para a estat́ıstica de Hellinger a hipótese de normalidade não é rejeitada, con-

siderando α = 0, 05. A Tabela 6.23 apresenta os p-valores obtidos atráves do teste de Kolmogorov-

Smirnov para duas amostras.

Tabela 6.21: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] e σ = 5.

Gama Normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 25,13 0,0016 0,0413 0,0082

Hellinger 35,81 0,00081 0,0292 0,00486

DQI 5,01 0,00071 0,00356 0,0017

KL 9,04 0,00019 0,00175 0,00058

Tabela 6.22: Parâmetros das distribuições normal e beta estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos; f(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] e σ = 5.

Beta Normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 20691,26 9,055 0,99956 0,00015

Tabela 6.23: Teste de Kolmogorov-Smirnov usado para testar se a distribuição da estat́ıstica

sob H0 : µ(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] é normal; σ = 5.

Estat́ıstica p valor

L1 0,0017

Hellinger 0,2392

DQI < 2,2 ×10−16

KL 8,36 ×10−7

Afinidade 0,0001
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Figura 6.32: Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ(t) = 2−5t+5 exp[−100(t−0, 5)2]

quando σ = 5.
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Figura 6.33: Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ(t) = 2 − 5t +

5 exp[−100(t − 0, 5)2] quando σ = 5.
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Figura 6.34: Distribuição da afinidade sob H0 : µ(t) = 2 − 5t + 5 exp[−100(t − 0, 5)2] quando σ = 5.
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6.5.4 O poder do teste

Baseado na distribuição estimada sob H0 : µ(t) = f(t) de cada uma das estat́ısticas do teste L1,

KL, DQI, Hellinger e afinidade, deseja-se estudar o poder do teste, ou seja, a probabilidade de

se rejeitar a hipótese nula quando ela é falsa. Para isso a função f(t) = 2−5t+5 exp[−100(t−η)2]

foi considerada utilizando diferentes valores de η, sendo que sob H0 η = 0, 5. Assim, é posśıvel

reescrever as hipóteses como H0 : η = 0, 5 vs H1 : η 6= 0, 5. O poder do teste será estudado

através da função poder π(η), que é definida como a probabilidade de rejeitar H0 quando a

distribuição da qual a amostra foi obtida foi parametrizada por η. Quando η = 0, 5, π(η) deve

ser igual ou bem próximo ao ńıvel de significância α do teste. Por sua vez, quando η 6= 0, 5,

π(η) corresponde à probabilidade de rejeitar H0 quando a mesma é falsa, ou seja, ao poder

do teste. Nesse caso, não é posśıvel escrever uma fórmula para a função poder, já que as

distribuições exatas das estat́ısticas sob H0 não são conhecidas, portanto, a probabilidade de

rejeição emṕırica será utilizada para se obter uma estimativa da função poder do teste.

Dessa forma, a distribuição estimada sob H0 de cada uma das estat́ısticas obtida assumindo

que os ǫj’s ∼ N(0; 0, 252) foi usada para obter um critério de decisão. Como estamos testando

a hipótese de igualdade contra diferença, temos um teste bilateral. Assim, foram considerados

como pontos de corte os valores C1 e C2 das estat́ısticas tais que PH0
(T ≤ C1) = 0, 025 e

PH0
(T ≥ C2) = 0, 025, ou seja, rejeita-se H0 se o valor da estat́ıstica do teste for maior ou igual

que C2 ou menor ou igual que C1, considerando o ńıvel de significância α = 0, 05.

Para cada uma das estat́ısticas do teste propostas e para cada valor do parâmetro η, a

probabilidade de rejeição emṕırica foi calculada da seguinte forma:

1. Através dos passos de 1 a 5 da estrutura apresentada na Seção 6.3.2, a curva média

estimada é calculada usando um parâmetro η para a função f(t) = 2−5t+5 exp[−100(t−
η)2] e n = 1000;

2. O valor θ da estat́ıstica do teste é calculado, lembrando que sob H0 µ(t) = f(t) =

2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2];

3. Se θ ≥ C2 ou se θ ≤ C1 rejeita-se H0;

4. Os passos 1,2 e 3 são repetidos um número R = 5000 de vezes;

5. A probabilidade de rejeição emṕırica é dada pelo número de vezes que H0 foi rejeitada ÷
5000.

A Tabela 6.24 apresenta os pontos de corte para cada uma das estat́ısticas propostas. Nota-

se através da Tabela 6.25 que os testes que usam as estat́ısticas L1, Hellinger, DQI, KL e

afinidade são capazes de rejeitar a hipótese nula mesmo quando a diferença entre a função pro-

posta e a função sob H0 é muito pequena. É posśıvel ver que quando η = 0, 4991, apenas 0.0009
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Tabela 6.24: Pontos de corte usados para testar H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t), obtidos

sob H0 : µ(t) = 2 − 5t+ 5 exp[−100(t− 0, 5)2] e σ = 0, 25.

Estat́ıstica C1 C2

L1 0,00971 0,01203

Hellinger 0,00698 0,00826

KL 0,000097 0,000136

DQI 0,000352 0,000528

Afinidade 0,9999658 0,9999757

de diferença do valor de η usado sob H0, o poder dos testes é 1, ou seja, a hipótese de igualdade

das funções é rejeitada 100% das vezes. Nesse caso, pode-se verificar também que os testes

baseados nas estat́ısticas de Hellinger, KL e afinidade apresentam maior poder que os outros

(L1 e DQI) de modo geral. Os testes que utilizam as estat́ısticas de Hellinger e afinidade apre-

sentam comportamentos muito semelhantes, o que já era esperado por serem duas estat́ısticas

relacionadas. As Figuras 6.35 e 6.36 apresentam as funções poder estimadas utilizando cada

uma das estat́ısticas do teste e as respectivas probabilidades de rejeição emṕıricas.
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Tabela 6.25: Estudo do poder do teste: testando H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t), onde

µ(t) = 2 − 5t + 5 exp[−100(t− 0, 5)2] e f(t) = 2 − 5t + η exp[−100(t− 0, 5)2] com η variando;

σ = 0, 25.

Probabilidade de rejeição emṕırica

η L1 Hellinger KL DQI Afinidade

0,4991 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0,4993 0,9936 1,0000 1,0000 0,9998 1,0000

0,4994 0,8898 0,9976 0,9976 0,9960 0,9976

0,4995 0,5576 0,9060 0,9052 0,9058 0,9004

0,4996 0,2604 0,5158 0,5124 0,5746 0,5052

0,4998 0,1198 0,1698 0,1682 0,2458 0,1614

0,4999 0,0616 0,0756 0,0732 0,0856 0,0698

0,5000 0,0542 0,0590 0,0578 0,0524 0,0562

0,5004 0,0576 0,3434 0,3168 0,0466 0,3316

0,5005 0,1092 0,7750 0,7534 0,0718 0,7672

0,5006 0,2646 0,9866 0,9824 0,2190 0,9852

0,5008 0,5602 0,9998 0,9998 0,5758 0,9998

0,5009 0,8686 1,0000 1,0000 0,8986 1,0000

0,5010 0,9896 1,0000 1,0000 0,9966 1,0000

0,5011 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Figura 6.35: (a) Funções poder utilizando as estat́ısticas L1 e KL. (b) Funções poder utilizando

as estat́ısticas DQI e Hellinger. Testando H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t), onde µ(t) =

2 − 5t + 5 exp[−100(t − 0, 5)2] e f(t) = 2 − 5t + 5 exp[−100(t − η)2] com η variando; σ = 0, 25.
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Figura 6.36: Função poder utilizando a afinidade. Testando H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t),

onde µ(t) = 2 − 5t + 5 exp[−100(t − 0, 5)2] e f(t) = 2 − 5t + 5 exp[−100(t − η)2] com η variando;

σ = 0, 25.
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6.6 O caso H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt)

Nesse terceiro caso, a distribuição de cada uma das estat́ısticas usadas para testar a hipótese

nula H0 : µ(t) = f(t) contra a alternativa H1 : µ(t) 6= f(t) foi estudada sob H0, sendo que aqui

f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt).

Para esse estudo a estrutura apresentada na Seção 6.3.2 foi utilizada, bem como as es-

tat́ısticas de Hellinger, L1, KL, DQI e também a afinidade.

Sabe-se do primeiro caso (6.4) que quanto maior o tamanho da amostra de curvas, melhores

são os resultados obtidos. Portanto, a curva média aqui será também a média das n = 1000

curvas suaves estimadas através da suavização spline com λ = 1 × 10−5 e B-splines de ordem

4.

Considerando que os erros aleatórios têm distribuição N(0, σ2), os próximos resultados

mostram o comportamento da distribuição de cada uma das estat́ısticas do teste, sob H0,

quando diferentes valores de σ são utilizados. Para isso todos os passos (1-9) da estrutura

proposta na Seção 6.3.2 foram utilizados, sendo o número de repetições R = 5000.

6.6.1 σ = 0, 25

A Figura 6.37 mostra a curva média estimada obtida assumindo que os erros são iid N(0; 0, 252).

As Figuras 6.38, 6.39 e 6.40 apresentam o histograma de cada uma das estat́ısticas sob

H0, com n = 1000, ǫj’s ∼ N(0; 0, 252) e R = 5000. É posśıvel observar também as diferentes

estimativas de densidade obtidas. A forma como as estimativas foram calculadas está descrita

na Seção 6.4.

A Tabela 6.26 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição normal e de uma

distribuição gama calculados a partir das amostras das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e

DQI. Já a Tabela 6.27 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição beta usando os

valores de afinidade obtidos.

Para σ = 0, 25, conclui-se que a estimativa da curva média ficou realmente muito próxima

da curva f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) (ver Figura 6.37). Por essa razão, é posśıvel

verificar nas Tabelas 6.26 e 6.27 que os desvios padrão para todas as estat́ısticas são muito

pequenos. Isso faz com que os valores das estat́ısticas fiquem concentrados em torno da média.

A probabilidade de se encontrar valores grandes das estat́ısticas, distantes do valor médio, é

pequena. Somente para a estat́ıstica DQI a hipótese de que sua distribuição seja normal é

rejeitada, ao ńıvel de significância α = 0, 05. Para todas as outras estat́ısticas a hipótese de

normalidade não é rejeitada. A Tabela 6.28 apresenta os p-valores obtidos atráves do teste de

Kolmogorov-Smirnov para duas amostras.

As Figuras 6.38 e 6.39-(a) mostram também que nesse caso, quando σ = 0, 25, as densidades

obtidas através da estimação dos parâmetros de uma normal e um gama são muito semelhantes,
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Figura 6.37: A curva sólida cinza é a função f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt). Já a curva tracejada

é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 0, 25.

ou seja, ainda não é posśıvel diferenciá-las.
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Tabela 6.26: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e σ = 0, 25.

Gama Normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 86,57 2,20 ×10−4 0,01896 0,0020

Hellinger 505,95 4,68×10−5 0,02369 0,0011

DQI 43,45 4,20 ×10−5 0,001825 2,77 ×10−4

KL 129,66 8,11×10−6 0,001052 9,24×10−5

Tabela 6.27: Parâmetros das distribuição normal e beta estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos; f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e σ = 0, 25.

Beta Normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 450715,81 126,73 0,999719 2,496 ×10−5

Tabela 6.28: Teste de Kolmogorov-Smirnov usado para testar se a distribuição da estat́ıstica

sob H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) é normal; σ = 0, 25.

Estat́ıstica p-valor

L1 0,421

Hellinger 0,481

DQI 0,011

KL 0,27

Afinidade 0,22
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Figura 6.38: Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ(t) =

4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) quando σ = 0, 25.
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Figura 6.39: Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ(t) =

4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) quando σ = 0, 25.
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Figura 6.40: Distribuições da afinidade sob H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) quando σ = 0, 25.
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6.6.2 σ = 1

A Figura 6.41 mostra a curva média estimada obtida assumindo que os erros aleatórios têm

distribuição normal com média zero e desvio padrão 1.
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Figura 6.41: A curva sólida cinza é a função f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt). Já a curva tracejada

é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 1.

As Figuras 6.42, 6.43 e 6.44 apresentam o histograma de cada uma das estat́ısticas sob H0,

com n = 1000, ǫj’s ∼ N(0; 1) e R = 5000. É posśıvel observar também as diferentes estimativas

de densidade obtidas.

A Tabela 6.29 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição normal e de uma

distribuição gama, calculados a partir das amostras das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e

DQI. Já a Tabela 6.30 apresenta os parâmetros estimados de uma distribuição beta usando os

valores de afinidade obtidos.

Nesse caso para σ = 1, a curva média estimada está ainda bem próxima da função f(t)

em questão (ver Figura 6.41). É posśıvel notar através dos histogramas que a distribuição

das estat́ısticas L1, DQI, KL e afinidade está mais assimétrica, já a estat́ıstica de Hellinger

continua apresentando uma distribuição simétrica.

As Figuras 6.42 e 6.43-(b) mostram também que para as estat́ısticas L1, KL e DQI, quando

σ = 1, as densidades obtidas através da estimação dos parâmetros de uma normal e de uma
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gama já não são tão semelhantes como eram para o caso σ = 0, 25. É importante notar que

para a estat́ıstica DQI a estimativa de densidade de uma normal é diferente de zero para

valores negativos da estat́ıstica, o que não é razoável já que essa estat́ıstica só assume valores

positivos (ou zero) e, portanto, sua densidade deve ser igual a zero para valores menores que

zero. Assim, a estimativa de densidade de uma gama é bem mais adequada nesse caso. A

estimativa de densidade obtida utilizando os parâmetros estimados de uma beta parece ser

bastante razoável para a afinidade, já que sabemos que 0 ≤ ρ(x, y) ≤ 1.

Para a estat́ıstica de Hellinger a hipótese de que sua distribuição seja normal não é re-

jeitada, usando um ńıvel de significância α = 0, 05. Isso já era esperado devido ao comporta-

mento simétrico da distribuição já mencionado acima. Para as outras estat́ısticas a hipótese

de normalidade é rejeitada. A Tabela 6.31 apresenta os p-valores obtidos atráves do teste de

Kolmogorov-Smirnov para duas amostras.

Tabela 6.29: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e σ = 1.

Gama Normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 20,27 0,00138 0,0279 0,0062

Hellinger 61,99 0,0005 0,0313 0,00397

DQI 5,25441418 0,00058 0,00316 0,00136

KL 15,78732128 0,00012 0,001917 0,000482

Tabela 6.30: Parâmetros das distribuições normal e beta estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos; f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e σ = 1.

Beta Normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 31361,49 15,59 0,999503 1,26 ×10−4
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Figura 6.42: Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ(t) =

4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) quando σ = 1.

131



Estatística de Hellinger

D
e

n
s
id

a
d

e

0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040 0.045

0
2

0
4

0
6

0
8

0
1

0
0

normal
gama
estimativa por kernel

(a)

Estatística DQI

D
e

n
s
id

a
d

e

−0.002 0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012

0
5

0
1

0
0

1
5

0
2

0
0

2
5

0
3

0
0

normal
gama
estimativa por kernel

(b)

Figura 6.43: Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ(t) =

4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) quando σ = 1.
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Tabela 6.31: Teste de Kolmogorov-Smirnov usado para testar se a distribuição da estat́ıstica

sob H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) é normal; σ = 1.

Estat́ıstica p-valor

L1 0,0092

Hellinger 0,1777

DQI 1,23 ×10−13

KL 0,0023

Afinidade 0,0007
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Figura 6.44: Distribuição da afinidade sob H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) quando σ = 1.
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6.6.3 σ = 2, 5

A Figura 6.45 mostra a curva média estimada obtida assumindo que os erros aleatórios têm

distribuição normal com média zero e desvio padrão 2,5.
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Figura 6.45: A curva sólida cinza é a função f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt). Já a curva tracejada

é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 2, 5.

As Figuras 6.46, 6.47 e 6.48 apresentam o histograma de cada uma das estat́ısticas sob

H0, com n = 1000, ǫj’s ∼ N(0; 2, 52) e R = 5000. É posśıvel observar também as diferentes

estimativas de densidade obtidas.

A Tabela 6.32 apresenta os valores dos parâmetros de uma distribuição normal e de uma

distribuição gama estimados a partir dos valores das estat́ısticas de Hellinger, KL, L1 e DQI

obtidos através das simulações. Já a Tabela 6.33 apresenta os parâmetros de uma distribuição

beta estimados usando os valores de afinidade obtidos.

É posśıvel notar na Figura 6.45 que a curva média estimada quando ǫj’s ∼ N(0; 2, 52) já

não é tão próxima da função f(t) em questão. Verifica-se nas Tabelas 6.32 e 6.33 que os desvios

padrão para as estat́ısticas são agora maiores do que para o caso σ = 0, 25. Isso faz com que

os valores das estat́ısticas não estejam tão concentrados em torno da média como antes.

Assim como para σ = 1, é posśıvel notar através dos histogramas que a distribuição das

estat́ısticas está mais assimétrica, sendo que a probabilidade de se obter valores maiores das
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estat́ısticas, distantes da média, está maior nesse caso.

As Figuras 6.46 e 6.47 mostram também que nesse caso, quando σ = 2, 5, as densidades

obtidas através da estimação dos parâmetros de uma normal e de uma gama não são semelhantes

como eram para o caso σ = 0, 25. Sendo que a densidade de uma gama se ajusta melhor a

distribuição das estat́ısticas em questão. A estimativa de densidade utilizando os parâmetros

de uma beta parece ser bastante razoável para a afinidade, já que sabemos que 0 ≤ ρ(x, y) ≤ 1.

Para todas as estat́ısticas a hipótese de que sua distribuição seja normal é rejeitada, uti-

lizando o teste de Kolmogorov-Smirnov e considerando o ńıvel de significância α = 0, 05. Por

outro lado, para todas as estat́ısticas a hipótese de que sua distribuição seja Gama (ou Beta

para afinidade) não é rejeitada, considerando α = 0, 05 (ver Tabela 6.34).

Tabela 6.32: Parâmetros das distribuições normal e gama estimados a partir dos valores das

estat́ısticas obtidos; f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e σ = 2, 5.

Gama Normal

Forma Escala Média Desvio Padrão

L1 15,98 0,0033 0,05302 0,0133

Hellinger 40,72 0,00139 0,0565 0,0088

DQI 3,29 0,00303 0,00998 0,0058

KL 9,66 0,00067 0,00643 0,0021

Tabela 6.33: Parâmetros das distribuições normal e beta estimados a partir dos valores da

afinidade obtidos; f(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e σ = 2, 5.

Beta Normal

a b Média Desvio Padrão

Afinidade 6264,21 10,26 0,99837 0,00051

Tabela 6.34: Teste de Kolmogorov-Smirnov usado para testar se a distribuição da estat́ıstica

sob H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) é gama (ou beta para afinidade); σ = 2, 5.

Estat́ıstica p valor

L1 0,2024

Hellinger 0,5936

DQI 0,1023

KL 0,3791

Afinidade 0,2296

135



Estatística L1

D
e

n
s
id

a
d

e

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

0
5

1
0

1
5

2
0

2
5

3
0

normal
gama
estimativa por kernel

(a)

Estatística KL

D
e

n
s
id

a
d

e

0.005 0.010 0.015

0
5

0
1

0
0

1
5

0
2

0
0

normal
gama
estimativa por kernel

(b)

Figura 6.46: Distribuições das estat́ısticas L1 (a) e KL (b) sob H0 : µ(t) =

4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) quando σ = 2, 5.
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Figura 6.47: Distribuições das estat́ısticas de Hellinger (a) e DQI (b) sob H0 : µ(t) =

4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) quando σ = 2, 5.
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Figura 6.48: Distribuição da afinidade sob H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) quando σ = 2, 5.

138



6.6.4 O poder do teste

Baseado na distribuição estimada sob H0 : µ(t) = f(t) de cada uma das estat́ısticas do

teste L1, KL, DQI, Hellinger e afinidade, deseja-se estudar o poder do teste, ou seja, a

probabilidade de se rejeitar a hipótese nula quando ela é falsa. Para isso a função f(t) =

η exp(−ηt)sen(2πt) cos(ηπt) foi considerada utilizando diferentes valores de η, sendo que sob

H0 η = 4. Assim, é posśıvel reescrever as hipóteses como H0 : η = 4 vs H1 : η 6= 4. O

poder do teste será estudado através da função poder π(η), que é definida como a probabili-

dade de rejeitar H0 quando a distribuição da qual a amostra foi obtida foi parametrizada por

η. Quando η = 4, π(η) deve ser igual ou bem próximo ao ńıvel de significância do teste. Por

sua vez, quando η 6= 4, π(η) corresponde à probabilidade de rejeitar H0 quando a mesma é

falsa, ou seja, ao poder do teste. Nesse caso, não é posśıvel escrever uma fórmula para a função

poder, já que as distribuições exatas das estat́ısticas sob H0 não são conhecidas, portanto, a

probabilidade de rejeição emṕırica será utilizada para se obter uma estimativa da função poder

do teste.

Dessa forma, a distribuição estimada sob H0 de cada uma das estat́ısticas obtida assumindo

que os ǫj’s ∼ N(0; 0, 252) foi usada para obter um critério de decisão. Como estamos testando

a hipótese de igualdade contra diferença, temos um teste bilateral. Assim, foram considerados

como pontos de corte os valores C1 e C2 das estat́ısticas tais que PH0
(T ≤ C1) = 0, 025 e

PH0
(T ≥ C2) = 0, 025, ou seja, rejeita-se H0 se o valor da estat́ıstica do teste for maior ou igual

que C2 ou menor ou igual que C1, considerando o ńıvel de significância α = 0, 05.

Para cada uma das estat́ısticas do teste propostas e para cada posśıvel valor do parâmetro

η a probabilidade de rejeição emṕırica foi calculada da seguinte forma:

1. Através dos passos de 1 a 5 da estrutura apresentada na Seção 6.3.2, a curva média esti-

mada é calculada usando um parâmetro η para a função f(t) = η exp(−ηt)sen(2πt) cos(ηπt)

e n = 1000;

2. O valor θ da estat́ıstica do teste é calculado, lembrando que sob H0 µ(t) = f(t) =

4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt);

3. Se θ ≥ C2 ou se θ ≤ C1 rejeita-se H0;

4. Os passos 1,2 e 3 são repetidos um número R = 5000 de vezes;

5. A probabilidade de rejeição emṕırica é dada pelo número de vezes que H0 foi rejeitada ÷
5000.

A Tabela 6.35 apresenta os pontos de corte para cada uma das estat́ısticas propostas. A

Tabela 6.36 apresenta as probabilidades de rejeição emṕıricas para as diferentes estat́ısticas e

diferentes valores do parâmetro η.
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Nota-se através da Tabela 6.36 que os testes que usam as estat́ısticas L1 e KL conduzem

às maiores probabilidades de rejeição emṕıricas de modo geral. Os testes que utilizam as

estat́ısticas de Hellinger e afinidade apresentam comportamentos muito semelhantes, o que já

era esperado por serem duas estat́ısticas relacionadas. Pode-se verificar também que o teste

que utiliza a estat́ıstica DQI apresenta menor poder que os outros testes de modo geral. As

Figuras 6.49 e 6.50 apresentam as funções poder estimadas utilizando cada uma das estat́ısticas

do teste e suas respectivas probabilidades de rejeição emṕıricas.

Tabela 6.35: Pontos de corte usados para testar H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t), obtidos

sob H0 : µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e σ = 0, 25.

Estat́ıstica C1 C2

L1 0,0152 0,02306

Hellinger 0,021635 0,025835

KL 0,0008785 0,001245

DQI 0,00133 0,002408

Afinidade 0,999666 0,999766

140



Tabela 6.36: Estudo do poder do teste: testando H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t),

onde µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e f(t) = η exp(−ηt)sen(2πt) cos(ηπt) com η variando;

σ = 0, 25.

Probabilidade de rejeição emṕırica

η L1 Hellinger KL DQI Afinidade

3,9700 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

3,9750 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

3,9800 1,0000 0,9986 0,9998 0,9974 0,9986

3,9850 0,9934 0,9224 0,9522 0,8954 0,9212

3,9900 0,8192 0,4732 0,5402 0,4852 0,4684

3,9950 0,2680 0,1066 0,1222 0,1294 0,1060

4,0000 0,0532 0,0548 0,0556 0,0534 0,0544

4,0050 0,0798 0,0552 0,0570 0,0538 0,0544

4,0100 0,0440 0,0550 0,0600 0,0494 0,0546

4,0150 0,1086 0,1754 0,2000 0,0968 0,1722

4,0200 0,6866 0,6184 0,6846 0,4208 0,6132

4,0250 0,9894 0,9680 0,9822 0,8656 0,9670

4,0300 1,0000 0,9996 1,0000 0,9952 0,9996

4,0350 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

4,0400 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Figura 6.49: (a) Funções poder utilizando as estat́ısticas L1 e KL. (b) Funções poder utilizando

as estat́ısticas DQI e Hellinger. Testando H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t), onde µ(t) =

4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e f(t) = η exp(−ηt)sen(2πt) cos(ηπt) com η variando; σ = 0, 25.
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Figura 6.50: Função poder utilizando a afinidade. Testando H0 : µ(t) = f(t) vs H1 : µ(t) 6= f(t), onde

µ(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e f(t) = η exp(−ηt)sen(2πt) cos(ηπt) com η variando; σ = 0, 25.
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6.7 Conclusão dos Estudos simulados

Através dos estudos simulados foi posśıvel estudar a distribuição sob H0 de cada uma das

estat́ısticas propostas para testar a hipótese nula H0 : µ(t) = f(t) contra a alternativa H1 :

µ(t) 6= f(t), onde µ(t) é a curva média de algum processo estocástico X .

Sendo assim, a distribuição de cada estat́ıstica do teste foi avaliada considerando diferentes

tamanhos amostrais, diferentes funções f(t) e, também, diferentes desvios padrão para o erro

aleatório.

Quanto ao tamanho amostral, conclui-se que quanto maior n melhor é a estimativa da curva

média e, também, melhor é a avaliação da distribuição de cada estat́ıstica.

Pode-se dizer com relação às funções f(t) que quando se tem uma função monótona crescente

ou decrescente é posśıvel utilizar o método de suavização monótona, porém com σ pequeno.

Nesse caso o comportamento das distribuições é semelhante ao caso quando a suavização spline

é utilizada com o mesmo valor pequeno de σ.

Conclui-se que a variabilidade do erro aleatório é um fator essencial para a descrição das

distribuições das estat́ısticas do teste. Pode-se dizer que o ajuste da curva média por suavização

spline é satisfatório, pois mesmo para valores maiores de σ a estimativa obtida estava próxima da

verdadeira função f(t). Porém, foi posśıvel observar que uma pequena mudança na estimativa

da curva média gera uma grande mudança no comportamento das distribuições das estat́ısticas.

Dependendo da mudança, a distribuição que era simétrica pode passar a ser assimétrica.

Pode-se concluir também que a distribuição normal só é uma boa aproximação para as

distribuições das estat́ısticas quando σ é pequeno, ou seja, quando a estimativa da curva média

está muito próxima da curva verdadeira.

Por outro lado, para as estat́ısticas L1, KL, Hellinger e DQI a distribuição gama parece se

adequar bem aos diferentes valores de σ utilizados, sendo que quanto maior σ mais evidências

temos que a distribuição das estat́ısticas pode ser aproximada por uma gama (ou qui-quadrado,

que é um caso particular de gama).

Com relação à afinidade, a distribuição beta também se adequa aos diferentes valores de

σ utilizados e, como 0 ≤ ρ(x, y) ≤ 1, isso torna quase evidente que a afinidade segue uma

distribuição beta.

Foi visto que é posśıvel estudar o poder do teste proposto usando a distribuição estimada

de cada estat́ıstica do teste sob H0, obtida através da simulação de diversas amostras inde-

pendentes. Porém, no contexto prático o que se tem é única amostra aleatória de curvas

{X1(t), . . . , Xn(t) : t ∈ T }, a qual deve usada para rejeitar ou não a hipótese nula de que a curva

média µ é igual a uma certa função f . Nesse caso, o procedimento bootstrap de reamostragem

poderia ser utilizado para a tomada de decisão. Efron e Tibshirani (1993) apresentam um

procedimento bootstrap para testar hipóteses sobre uma amostra univariada, porém tal pro-

cedimento requer algum conhecimento da distribuição da estat́ıstica do teste sob H0. Conhecer
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a distribuição da estat́ıstica do teste sob H0 não é algo fácil para o caso univariado, quanto

mais para o caso de dados funcionais. Se de alguma forma o procedimento que gera os dados é

conhecido, ou seja, os dados provêm de uma população particular conhecida, pode-se simular

diversas amostras da população sob H0 e, assim, calcular a distribuição da estat́ıstica do teste

sob H0 e usá-la para a tomada de decisão como foi feito nos estudos simulados desse trabalho.

Na Seção 6.10 será apresentado uma exemplo de teste de hipóteses para duas amostras de dados

funcionais utilizando bootstrap.

6.8 Um estudo sobre a distribuição da diferença quadrática

integrada

Considere a diferença quadrática integrada (DQI) entre duas funções x e y como sendo

DQI =

∫

(x− y)2. (6.16)

Note que agora não será considerada nenhuma transformação.

Lembrando que existe o interesse em testar a hipótese nula H0 : µ(t) = f(t) contra a

alternativa H1 : µ(t) 6= f(t), o objetivo aqui é estudar a distribuição da DQI quando H0 é

verdadeira. A estat́ıstica do teste é dada por

DQI =

∫

(µ̂− f)2, (6.17)

onde µ̂ é a estimativa da curva média. Lembre que os dados funcionais são descritos da seguinte

forma:

yi = f(t) + ǫi = Φc + ǫi, i = 1, . . . , n (6.18)

onde yi é o vetor m × 1 de observações do i-ésimo dado funcional, Φ é a matriz m × K de

funções base, c é o vetor de coeficientes de tamanho K e ǫi é o vetor m× 1 de erros aleatórios.

Assuma que ǫi ∼ Nm(0;σ2Im). Os dados são suavizados utilizando a técnica de suavização

spline. Assim, cada curva suave é dada por

ŷi = Φĉi, (6.19)

onde ĉi = Ayi, sendo A = (Φ′Φ + λR)−1Φ′. A matriz A pode ser facilmente calculada, pois

através dos procedimentos smooth.basis e create.bspline.basis do pacote de ADF do R

é posśıvel obter as matrizes Φ e R, bem como o vetor de coeficientes estimados ĉi. Como foi

assumido que os erros são independentes e distribúıdos segundo uma normal com média zero e

variância constante, tem-se que

ĉi ∼ NK(AΦc,D), (6.20)
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onde D = AA′σ2.

A estimativa da curva média µ̂ é a curva média obtida através da amostra de n curvas

suaves, ou seja,

µ̂(t) = Φc̃, (6.21)

onde

c̃ =
1

n

n
∑

i=1

ĉi. (6.22)

Dessa forma, c̃ ∼ NK(AΦc, n−1D) e, portanto, tem-se que

T = n(c̃ − AΦc)′D−1(c̃ − AΦc) ∼ X 2
K , (6.23)

ou seja, a forma quadrática (6.23) tem distribuição qui-quadrado com K graus de liberdade,

onde K é o número de funções base utilizados no ajuste suave dos dados.

A estat́ıstica DQI pode ser aproximada de forma matricial como

DQI = ∆t[(Φc̃ − Φc)′(Φc̃ − Φc)], (6.24)

onde ∆t é o comprimento (sempre igual) do intervalo entre uma observação e outra.

Agora considere que

(c̃ − AΦc)′ = (Φc̃ − ΦAΦc)′Φ(Φ′Φ)−1

e seja W = Φ(Φ′Φ)−1D−1(Φ′Φ)−1Φ′. Assim, é posśıvel reescrever (6.23) como

T ∗ = n(Φc̃ − ΦAΦc)′W(Φc̃ − ΦAΦc)

= n(Φc̃ − Φc + Φc − ΦAΦc)′W(Φc̃ − Φc + Φc − ΦAΦc)

= n(Φc̃ − Φc)′W(Φc̃ − Φc) + 2n(Φc̃ − Φc)′W(Φc − AΦc) +

+ n(Φc − AΦc)′W(Φc − AΦc) (6.25)

Denote o segundo termo em (6.25) por PC (produto cruzado) e o terceiro e último termo por

uma constante C. Todas essas quantidades podem ser calculadas, lembrando que f(t) = Φc.

Assim, como T = T ∗, tem-se que

T ∗ = n(Φc̃ − Φc)′W(Φc̃ − Φc) + PC + C ∼ X 2
K . (6.26)

Note que o primeiro termo de T ∗ é semelhante à estat́ıstica DQI em (6.24), bastando

multiplicar DQI por nW e dividir por ∆t para obter o primeiro termo. É importante dizer mais

uma vez que usando o pacote de ADF do programa R é posśıvel calcular todas as quantidades

de T ∗.
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6.9 Estudos simulados

Considere a hipótese nula H0 : µ(t) = f(t) contra a alternativa H1 : µ(t) 6= f(t). Deseja-se

estudar a distribuição da estat́ıstica DQI sem transformação (6.17) e também a distribuição

da forma quadrática T ∗ sob H0, ou seja, estudar a distribuição das estat́ısticas quando a curva

média do conjunto de dados funcionais é mesmo igual a uma certa curva f .

A seguir tem-se em ordem a estrutura das simulações.

1. Uma função f ∈ W2
2 [a, b] é escolhida e m pontos dessa função são calculados;

2. A cada ponto da função é adicionado um erro aleatório com distribuição N(0, σ2). Assim,

são obtidas as observações yj = f(tj) + ǫj, j = 1, . . . ,m. O vetor de tamanho m formado

por essas observações é o que se chama de dado funcional;

3. O passo 2 é repetido n vezes e, dessa forma, um conjunto com n dados funcionais é obtido.

Sendo assim, yji denota agora a j-ésima observação do dado funcional i, j = 1, . . . ,m e

i = 1, . . . , n;

4. Os dados funcionais são então suavizados utilizando suavização spline. Assim, uma

amostra de n curvas suaves é obtida.

5. Calcula-se a curva média estimada, ou seja, µ̂ para essa amostra de n curvas suaves

obtidas no passo anterior;

6. A estat́ıstica DQI e a forma quadrática T ∗ são calculadas;

7. Os passos (2) até (6) são repetidos R vezes;

8. No final são obtidas amostras aleatórias das estat́ısticas e, assim, a distribuição de cada

uma delas pode ser avaliada.

Considere f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β}, α = 1, 5 e β = 0, 4. A curva média estimada

µ̂ aqui é a média das n = 1000 curvas suaves estimadas através da suavização spline com

parâmetro de suavização λ = 1 × 10−6, número de funções base K = 20 e B-splines de ordem

4. Assim, assumindo que o erro aleatório tem distribuição N(0; 0, 252) e seguido a estrutura

proposta acima com R = 5000, tem-se os resultados apresentados nas Figuras 6.51 e 6.52.

Pode-se concluir através do histograma de T ∗ que sua distribuição confere com uma dis-

tribuição X 2
20 (ver Figura 6.52-(b)), o que já era esperado pelos resultados teóricos apresentados

na seção anterior. A distribuição da estat́ıstica DQI tem a forma de uma qui-quadrado e sabe-

se que após algumas mudanças é posśıvel chegar em T ∗ e, assim, obter uma distribuição exata

qui-quadrado com 20 graus de liberdade.
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Figura 6.51: A curva sólida cinza é a função f(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} com α = 1, 5 e β = 0, 4.

Já a curva tracejada é a estimativa da curva média por suavização spline para n = 1000 e σ = 0, 25.
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Figura 6.52: (a) Distribuição da estat́ıstica DQI sob H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} quando

σ = 0, 25. (b) Distribuição da forma quadrática T ∗ sob H0 : µ(t) = αβ(αt)β−1 exp{−(αt)β} quando

σ = 0, 25.
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6.10 Aplicação: Uma extensão para duas amostras

6.10.1 Introdução ao problema e estat́ısticas do teste

Na Seção 1.5 foram apresentados alguns resultados sobre o crescimento humano. Sabe-se que

o estudo do crescimento humano é fundamental para definir o que é um crescimento normal.

Registros da altura de 39 garotos e 54 garotas foram coletados durante 18 anos. Esses

dados correspondem ao Estudo de Crescimento de Berkeley. Eles estão publicados e, portanto,

dispońıveis gratuitamente.

Os dados foram suavizados através do método de suavização spline utilizando a quarta

derivada na penalização (ver Seção 4.2.2). O parâmetro de suavização usado foi λ = 0, 1. Os

B-splines foram de ordem 6 com nós nos próprios pontos de observação. Os resultados para as

10 primeiras garotas e 10 primeiros garotos podem ser vistos na Figura 6.53.

Após a suavização dos dados, a curva média estimada das garotas e dos garotos foi obtida

(ver Seção 2.5). A Figura 6.54 apresenta o resultado obtido.

Sejam as curvas {X1(t), . . . , X54(t) : t ∈ (0, 18]} e {Y1(t), . . . , Y39(t) : t ∈ (0, 18]} amostras

independentes de processos estocásticos X e Y , respectivamente, onde X representa a altura

das garotas e Y a altura dos garotos. Sabe-se que ambos os processos X e Y apresentam

µX(t) e µY (t), respectivamente, como curvas médias. Deseja-se testar a hipótese de que a curva

média da altura das garotas é igual a dos garotos, ou seja, deseja-se testar a hipótese nula

H0 : µX(t) = µY (t) contra a alternativa H1 : µX(t) 6= µY (t).

Para isso, é necessário encontrar uma estat́ıstica do teste apropriada. Sendo assim, usando

as curvas médias estimadas µ̂X e µ̂Y , as transformações tµ̂X
e tµ̂Y

e as estat́ısticas de Hellinger,

DQI, KL, L1 e afinidade descritas anteriormente, tem-se as seguintes estat́ısticas do teste:

Hellinger =

(
∫

(√

tµ̂X
−

√

tµ̂Y

)2
)1/2

, (6.27)

DQI =

∫

(tµ̂X
− tµ̂Y

)2, (6.28)

KL =

∫

(log tµ̂X
− log tµ̂Y

)tµ̂X
, (6.29)

L1 =

∫

|tµ̂X
− tµ̂Y

| (6.30)

e

Afinidade =

∫

√

tµ̂X
tµ̂Y

. (6.31)

Para decidir se a hipótese nula será ou não rejeitada, o procedimento bootstrap de reamostragem

será utilizado, porém é importante lembrar que agora as amostras são formadas por curvas.
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Figura 6.53: Alturas das 10 primeiras garotas (a) e dos 10 primeiros garotos (b) do Estudo de

Crescimento de Berkeley. Os ćırculos indicam os dados observados. Cada curva sólida é o ajuste suave

aos dados obtido através da penalização da não suavidade usando a quarta derivada.
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Figura 6.54: A linha sólida corresponde à curva média estimada suave das 54 garotas. Já a linha

tracejada corresponde à curva média estimada suave dos 39 garotos.

6.10.2 O procedimento bootstrap

O procedimento bootstrap de reamostragem é um método computacionalmente intensivo que

pode ser utilizado para testar a hipótese de existência de alguma relação estocástica espećıfica

entre dois conjuntos de variáveis aleatórias. No procedimento bootstrap, amostras artificiais

são obtidas a partir das amostras verdadeiras através de reamostragem com reposição. Efron

e Tibshirani (1993) e Noreen (1989) apresentam uma discussão mais detalhada sobre testes de

hipóteses utilizando o procedimento bootstrap para o caso de amostras aleatórias univariadas.

Tomando como base o método bootstrap para amostras univariadas, será apresentado a seguir

um procedimento bootstrap para testar a hipótese de que duas amostras de curvas possuem a

mesma curva média.

Sejam as curvas {X1(t), . . . , Xn1
(t) : t ∈ T } e {Y1(t), . . . , Yn2

(t) : t ∈ T } duas amostras

independentes de processos estocásticos X e Y , respectivamente e seja θ o valor da estat́ıstica

do teste a ser utilizada, assim tem-se o seguinte procedimento:

1. O valor θ da estat́ıstica do teste é calculado usando as duas amostras;

2. As duas amostras são combinadas formando uma única amostra de tamanho n1 + n2;

3. Uma nova amostra de curvas de tamanho n1 + n2 é obtida com reposição a partir

da amostra combinada. As n1 primeiras curvas são nomeadas X∗
1 (t), . . . , X∗

n1
(t) e as n2

curvas seguintes são Y ∗
1 (t), . . . , Y ∗

n2
(t);
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4. Calcula-se o valor θ∗ da estat́ıstica utilizando essas duas novas amostras;

5. Os passos 3 e 4 são repetidos um número B vezes. Então B valores de θ∗ são obtidos;

6. Para um ńıvel de significância α especificado (por exemplo α = 5%) a hipótese H0 :

µX(t) = µY (t) é rejeitada se

p-valor =
(#{θ∗ ≥ θ} + 1)

B + 1
≤ α.

Em particular, para a afinidade, a hipótese nula é rejeitada se

p-valor =
(#{θ∗ ≤ θ} + 1)

B + 1
≤ α.

É importante dizer que o p-valor proposto no item 6 está relacionado com o fato de que os

valores das estat́ısticas KL, L1, Hellinger e DQI tendem a ser maiores quando a hipótese nula

é falsa. Já para a afinidade ocorre exatamente o contrário: valores maiores da afinidade trazem

menos evidências contra hipótese nula. Por isso, há um destaque no item 6 para o p-valor

quando a estat́ıstica utilizada é a afinidade. Para mais detalhes sobre o critério de decisão

adotado, ver Noreen (1989).

6.10.3 O poder do teste utilizando bootstrap

Deseja-se estudar o poder do teste que utiliza o procedimento bootstrap, ou seja, a probabilidade

de rejeitar a hipótese nula quando ela é falsa. O poder do teste será estudado através da função

poder do teste, que é definida como a probabilidade de rejeitar H0. Quando a hipótese nula é

verdadeira o valor da função poder deve ser igual ou bem próximo ao ńıvel de significância do

teste. Por sua vez, quando H0 é falsa o valor da função poder corresponde à probabilidade de

rejeitar H0 quando a mesma é falsa, ou seja, ao poder do teste. A probabilidade de rejeição

emṕırica será utilizada para obter uma estimativa da função poder do teste.

Para cada uma das estat́ısticas do teste propostas a probabilidade de rejeição emṕırica foi

calculada da seguinte forma:

1. Duas amostras de curvas {X1(t), . . . , Xn1
(t) e {Y1(t), . . . , Yn2

(t) são geradas através da

estrutura apresentada na Seção 6.3.2, sendo µX = f e µY = g.

2. As curvas médias estimadas µ̂X e µ̂Y são calculadas;

3. A hipótese H0 : µX = µY é testada utilizando as estat́ısticas do teste propostas na Seção

6.10.1 e o procedimento bootstrap descrito na seção anterior;

4. Os três passos anteriores são repetidos R vezes;
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5. A probabilidade de rejeição emṕırica é dada pelo número de vezes que H0 foi rejeitada ÷
R.

As Tabelas 6.37, 6.38, 6.39 e 6.40 apresentam as probabilidades de rejeição emṕıricas para

as diferentes estat́ısticas do teste utilizando diferentes funções f e g e diferentes tamanhos

amostras n1 e n2. Em todos os casos, o número de repetições foi R = 1000, já o número de

amostras bootstrap foi B = 1000.

Nota-se em todas as tabelas que os testes que utilizam as estat́ısticas de Hellinger e afinidade

apresentam as mesmas probabilidades de rejeição emṕıricas, o que já era esperado por serem

duas estat́ısticas relacionadas. Pode-se verificar também que em todos os casos a probabilidade

de rejeitar a hipótese nula quando ela é verdadeira ficou bem próxima do ńıvel de significância

0,05 estabelecido para o teste. É posśıvel concluir através das tabelas que o tamanho amostral

é importante para que se tenha um poder maior do teste. Nota-se na Tabela 6.39 que o poder

do teste que antes era quase 100% para n1 = n2 = 250, passa a ser próximo de 50% para

n1 = n2 = 50. Pode-se dizer que para amostras maiores o poder do teste para cada estat́ıstica

proposta é muito semelhante e satisfatório para pequenas diferenças entre as curvas médias µX

e µY . Por sua vez, para um menor tamanho amostral, nota-se através da Tabela 6.39 que as

maiores probabilidades de rejeição emṕıricas foram obtidas para as estat́ısticas L1 e DQI.

A Figura 6.55 apresenta as funções poder estimadas referentes à Tabela 6.37.

Tabela 6.37: Estudo do poder do teste: testando H0 : µX(t) = µY (t) vs H1 : µX(t) 6= µY (t),

onde µX(t) = 1, 5 × 0, 4(1, 5t)0,4−1 exp{−(1, 5t)0,4} e µY (t) = α0, 4(αt)0,4−1 exp{−(αt)0,4} com

α variando e n1 = n2 = 250; σ = 0, 25.

Probabilidade de rejeição emṕırica

α L1 Hellinger KL DQI Afinidade

1,000 1,000 0,998 0,994 0,996 0,998

1,100 0,954 0,906 0,845 0,937 0,906

1,200 0,739 0,588 0,459 0,738 0,588

1,300 0,351 0,234 0,164 0,365 0,234

1,400 0,119 0,102 0,075 0,129 0,102

1,500 0,045 0,047 0,047 0,050 0,047

1,600 0,102 0,098 0,115 0,103 0,098

1,700 0,300 0,200 0,222 0,306 0,200

1,800 0,600 0,425 0,455 0,596 0,425

1,900 0,853 0,760 0,772 0,837 0,760

2,000 0,969 0,929 0,934 0,965 0,929
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Tabela 6.38: Estudo do poder do teste: testando H0 : µX(t) = µY (t) vs H1 : µX(t) 6= µY (t),

onde µX(t) = 1, 5 × 0, 4(1, 5t)0,4−1 exp{−(1, 5t)0,4} e µY (t) = α0, 4(αt)0,4−1 exp{−(αt)0,4} com

α variando e n1 = 250 e n2 = 100; σ = 0, 25.

Probabilidade de rejeição emṕırica

α L1 Hellinger KL DQI Afinidade

1,000 0,957 0,917 0,827 0,932 0,917

1,100 0,776 0,697 0,525 0,746 0,697

1,200 0,488 0,333 0,218 0,475 0,333

1,300 0,235 0,152 0,094 0,260 0,152

1,400 0,089 0,072 0,053 0,092 0,072

1,500 0,053 0,061 0,056 0,048 0,061

1,600 0,052 0,057 0,068 0,064 0,057

1,700 0,145 0,094 0,122 0,193 0,094

1,800 0,323 0,211 0,243 0,359 0,211

1,900 0,535 0,409 0,434 0,554 0,409

2,000 0,765 0,645 0,659 0,755 0,645

Tabela 6.39: Estudo do poder do teste: testando H0 : µX(t) = µY (t) vs H1 : µX(t) 6= µY (t),

onde µX(t) = 1, 5 × 0, 4(1, 5t)0,4−1 exp{−(1, 5t)0,4} e µY (t) = α0, 4(αt)0,4−1 exp{−(αt)0,4} com

α variando e n1 = n2 = 50; σ = 0, 25.

Probabilidade de rejeição emṕırica

α L1 Hellinger KL DQI Afinidade

1,000 0,456 0,324 0,130 0,473 0,324

1,100 0,303 0,194 0,073 0,332 0,194

1,200 0,172 0,130 0,059 0,176 0,130

1,300 0,110 0,090 0,055 0,116 0,090

1,400 0,056 0,049 0,047 0,058 0,049

1,500 0,059 0,043 0,050 0,051 0,043

1,600 0,057 0,053 0,064 0,047 0,053

1,700 0,091 0,074 0,095 0,095 0,074

1,800 0,142 0,100 0,148 0,160 0,100

1,900 0,232 0,158 0,199 0,236 0,158

2,000 0,306 0,192 0,261 0,337 0,192
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Tabela 6.40: Estudo do poder do teste: testando H0 : µX(t) = µY (t) vs H1 : µX(t) 6= µY (t),

onde µX(t) = 4 exp(−4t)sen(2πt) cos(4πt) e µY (t) = η exp(−ηt)sen(2πt) cos(ηπt) com η va-

riando e n1 = n2 = 250; σ = 0, 25.

Probabilidade de rejeição emṕırica

η L1 Hellinger KL DQI Afinidade

3,960 1,000 1,000 1,000 0,997 1,000

3,965 0,990 0,997 0,998 0,979 0,997

3,970 0,958 0,981 0,976 0,925 0,981

3,975 0,877 0,913 0,900 0,795 0,913

3,980 0,665 0,723 0,705 0,575 0,723

3,985 0,347 0,371 0,357 0,290 0,371

3,990 0,185 0,174 0,163 0,153 0,174

3,995 0,080 0,063 0,063 0,081 0,063

4,000 0,047 0,041 0,044 0,048 0,041

4,005 0,084 0,068 0,071 0,076 0,068

4,010 0,186 0,180 0,167 0,160 0,180

4,015 0,383 0,398 0,384 0,312 0,398

4,020 0,618 0,691 0,660 0,545 0,691

4,025 0,844 0,893 0,884 0,775 0,893

4,030 0,952 0,983 0,979 0,904 0,983

4,035 0,995 1,000 1,000 0,980 1,000

4,040 1,000 1,000 1,000 0,995 1,000
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Figura 6.55: (a) Funções poder utilizando as estat́ısticas L1 e KL. (b) Funções poder utilizando as

estat́ısticas DQI e Hellinger. Testando H0 : µX(t) = µY (t) vs H1 : µX(t) 6= µY (t), onde µX(t) =

1, 5 × 0, 4(1, 5t)0,4−1 exp{−(1, 5t)0,4} e µY (t) = α0, 4(αt)0,4−1 exp{−(αt)0,4} com α variando e n1 =

n2 = 250; σ = 0, 25.
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6.10.4 Resultados

A Tabela 6.41 apresenta os valores das diferentes estat́ısticas do teste obtidos para testar a

hipótese de que a curva média da altura das garotas é igual à dos garotos. O procedimento

bootstrap foi utilizado considerando B = 2500. Todas as estat́ısticas apresentaram p-valor=

3.998×10−4. Portanto, considerando o ńıvel de significância α = 5%, a hipótese de que a curva

média da altura das garotas é igual à dos garotos é rejeitada com base em todas as estat́ısticas.

Isso já era esperado, pois existe uma conjectura na medicina de que as meninas crescem de

forma diferente dos meninos.

Tabela 6.41: Valores das estat́ısticas encontrados para testar H0 : µX = µY vs H1 : µX 6= µY .

Estat́ıstica Valor obtido

L1 0,0520

DQI 0,0003

Hellinger 0,0293

Afinidade 0,9996

KL 0,0017
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Caṕıtulo 7

Conclusão

Um dos objetivos desse trabalho foi tentar desenvolver uma metodologia efetiva para fazer

inferências em dados funcionais. Sabe-se que essa área de pesquisa é muito promissora devido

aos avanços tecnólogicos que permitem cada vez mais a coleta automatizada de dados.

Foram apresentadas nesse projeto diferentes técnicas de suavização que permitem produzir

representações funcionais de conjuntos finitos de observações. Dentre elas é posśıvel destacar

a suavização spline por ser extremamente flex́ıvel a diversos problemas. É importante men-

cionar o método de suavização monótona, que pode ser muito eficiente na estimação de funções

conhecidas por serem monótonas.

Existe um grande interesse em estudar testes de hipóteses para dados funcionais. Em

particular, deseja-se testar a hipótese nulaH0 : µ(t) = f(t) contra a alternativaH1 : µ(t) 6= f(t),

onde µ(t) é a curva média de algum processo estocástico X . Nesse projeto, através de estudos

simulados, foi posśıvel estudar a distribuição de cada uma das estat́ısticas do teste propostas sob

H0. Com relação às estat́ısticas L1, KL, Hellinger e DQI, é posśıvel concluir que a distribuição

de cada uma delas pode ser aproximada por uma distribuição gama (ou qui-quadrado, que é

um caso particular de gama). Por sua vez, a distribuição da afinidade é bem aproximada por

uma distribuição beta.

Um próximo passo seria estudar de forma teórica a distribuição exata ou aproximada de

cada uma das estat́ısticas propostas nesse trabalho. No caso de aproximação, seria interessante

verificar o Teorema Central do Limite, bem como as taxas de convergência para cada uma das

estat́ısticas.

O teste proposto para duas amostras usando o procedimento bootstrap de reamostragem foi

bastante satisfatório em termos do poder, sendo que quanto maior o tamanho amostral maior

foi o poder do teste. Nesse caso, um próximo passo seria fazer mais alguns exemplos simulados

e práticos. Um estudo teórico sobre a distribuição de cada uma das estat́ısticas no caso de duas

amostras seria algo muito interessante também como continuidade desse projeto.

159



Referências Bibliográficas
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Apêndice

Pacotes computacionais utilizados nesse projeto: R versão 2.6.0 Patched e MATLAB versão

7.0.1.

No site www.functionaldata.org está dispońıvel um pacote de funções para análise de

dados funcionais, dentre elas estão a suavização spline e a suavização monótona de dados. Tal

pacote contém também alguns bancos de dados, como por exemplo, os dados do crescimento.

Nesse site é posśıvel encontrar também alguns exemplos de análise de dados funcionais.

A seguir serão apresentados os programas desenvolvidos nesse trabalho.

• Programa utilizado para verificar a distribuição das estat́ısticas usadas para testar H0 :

µ(t) = f(t) contra a alternativa H1 : µ(t) 6= f(t) sob H0. Programado em R.

library(fda) #pacote de funç~oes para análise de dados funcionais

nfuncoes<-1000 #tamanho da amostra

repet<-5000 #numero de repetiçoes

estatL1<-vector(repet,mode=’numeric’)

estatHel<-vector(repet,mode=’numeric’)

estatKL<-vector(repet,mode=’numeric’)

estatDQI<-vector(repet,mode=’numeric’)

afinidade<-vector(repet,mode=’numeric’)

base<-0.01

meanerro<-0

sderro<-0.25

t=seq(from=0,to=1,by=base)

n<-length(t)

u<-2-5*t+5*exp(-100*(t-0.5)^2) #funç~ao média sob hipótese nula

intu2estim<-sum((u*u)*base)

tu<-(u*u)/intu2estim #transformaç~ao da funç~ao

rng<- c(0,1)

tfine<- seq(0,1,length=n)

knots<- t

norder<- 4

nbasis<- length(knots)+norder-2
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hgtbasis<- create.bspline.basis(rng, nbasis, norder,

knots) #obtendo as funç~oes bases

Lfdobj<- int2Lfd(2)

lambda<- 1e-5 ### esse lambda é baseado no smooth.spline

yfdPar<- fdPar(hgtbasis, Lfdobj, lambda)

for (i in 1:repet){

dados<-matrix(0,n,nfuncoes)

for (j in 1:nfuncoes){

dados[,j]<-u+rnorm(mean=meanerro,sd=sderro,n) #obtendo os dados funcionais

}

yfd <- smooth.basis(t,dados,yfdPar)$fd #suavizaç~ao spline dos dados

yhat<- eval.fd(tfine, yfd)

yhatmean<-rowMeans(yhat) #curva média estimada

inty2estim<-sum((yhatmean*yhatmean)*base)

tymean<-(yhatmean*yhatmean)/inty2estim #transformaç~ao da curva média

estatL1[i]<-sum(abs(tymean-tu))*base

estatDQI[i]<-sum((tymean-tu)^2)*base

estatHel[i]<-sqrt((sum((sqrt(tymean)-sqrt(tu))^2))*base)

estatKL[i]<-sum((log(tu)-log(tymean))*tu)*base

afinidade[i]<-sum(sqrt(tymean*tu))*base

print(i)

}

write(estatHel, file=’estatHel-n1000.txt’,ncolumns=1)

write(estatL1, file=’estatL1-n1000.txt’,ncolumns=1)

write(estatDQI, file=’estatDQI-n1000.txt’,ncolumns=1)

write(estatKL, file=’estatKL-n1000.txt’,ncolumns=1)

write(afinidade, file=’afinidade-n1000.txt’,ncolumns=1)

library(MASS)

library(xtable)

parametros<-matrix(0,nrow=5,ncol=4)
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#estatL1

gamaparam<-fitdistr(estatL1, "gamma")$estimate

gamaparam<-fitdistr(estatL1, "gamma",list(shape=gamaparam[1],

rate=gamaparam[2]))$estimate

gama<-rgamma(5000,shape=gamaparam[1],rate=gamaparam[2])

normparam<-fitdistr(estatL1, "normal")$estimate

norm<-rnorm(5000,mean=normparam[1],sd=normparam[2])

vetornorm<-as.vector(normparam)

vetorgama<-as.vector(gamaparam)

parametros[1,]<-c(vetorgama[1],(1/vetorgama[2]),vetornorm)

ks.test(estatL1,norm)

hist(estatL1,prob=T,xlab=’Estatı́stica L1’,ylab=’Densidade’,

main=paste(’’),cex.lab=1.5,ylim=c(0,700))

lines(sort(norm),dnorm(sort(norm), mean=normparam[1],sd=normparam[2]))

lines(sort(gama),dgamma(sort(gama), shape=gamaparam[1],rate=gamaparam[2]))

lines(density(estatL1,bw=’bcv’),col=1) #estimativa de densidade por kernel

#estatHel

gamaparam<-fitdistr(estatHel, "gamma")$estimate

gamaparam<-fitdistr(estatHel, "gamma",list(shape=gamaparam[1],

rate=gamaparam[2]))$estimate

gama<-rgamma(5000,shape=gamaparam[1],rate=gamaparam[2])

normparam<-fitdistr(estatHel, "normal")$estimate

norm<-rnorm(5000,mean=normparam[1],sd=normparam[2])

vetornorm<-as.vector(normparam)

vetorgama<-as.vector(gamaparam)

parametros[2,]<-c(vetorgama[1],(1/vetorgama[2]),vetornorm)

ks.test(estatHel,norm)

hist(estatHel,prob=T,main=paste(’’),xlab=’Estatı́stica de Hellinger’,
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ylab=’Densidade’,cex.lab=1.5,ylim=c(0,1300))

lines(sort(norm),dnorm(sort(norm), mean=normparam[1],sd=normparam[2]))

lines(sort(gama),dgamma(sort(gama), shape=gamaparam[1],rate=gamaparam[2]))

lines(density(estatHel,bw=’bcv’),col=1)#estimativa de densidade por kernel

#estatDQI

gamaparam<-fitdistr(estatDQI, "gamma")$estimate

gamaparam<-fitdistr(estatDQI, "gamma",list(shape=gamaparam[1],

rate=gamaparam[2]))$estimate

gama<-rgamma(5000,shape=gamaparam[1],rate=gamaparam[2])

normparam<-fitdistr(estatDQI, "normal")$estimate

norm<-rnorm(5000,mean=normparam[1],sd=normparam[2])

vetornorm<-as.vector(normparam)

vetorgama<-as.vector(gamaparam)

parametros[3,]<-c(vetorgama[1],(1/vetorgama[2]),vetornorm)

ks.test(estatDQI,norm)

hist(estatDQI,prob=T,main=paste(’’),xlab=’Estatı́stica DQI’,

ylab=’Densidade’,cex.lab=1.5)

lines(sort(norm),dnorm(sort(norm), mean=normparam[1],sd=normparam[2]))

lines(sort(gama),dgamma(sort(gama), shape=gamaparam[1],rate=gamaparam[2]))

lines(density(estatDQI,bw=’bcv’)) #estimativa de densidade por kernel

#estatKL

gamaparam<-fitdistr(estatKL, "gamma")$estimate

gamaparam<-fitdistr(estatKL, "gamma",list(shape=gamaparam[1],

rate=gamaparam[2]))$estimate

gama<-rgamma(5000,shape=gamaparam[1],rate=gamaparam[2])

normparam<-fitdistr(estatKL, "normal")$estimate

norm<-rnorm(5000,mean=normparam[1],sd=normparam[2])

vetornorm<-as.vector(normparam)

vetorgama<-as.vector(gamaparam)
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parametros[4,]<-c(vetorgama[1],(1/vetorgama[2]),vetornorm)

ks.test(estatKL,norm)

hist(estatKL,prob=T,main=paste(’’),xlab=’Estatı́stica KL’,

ylab=’Densidade’,cex.lab=1.5)

lines(sort(norm),dnorm(sort(norm), mean=normparam[1],sd=normparam[2]))

lines(sort(gama),dgamma(sort(gama), shape=gamaparam[1],rate=gamaparam[2]))

lines(density(estatKL,bw=’bcv’),col=1) #estimativa de densidade por kernel

# afinidade

mafin=mean(afinidade)

alpha=mafin*(((mafin*(1-mafin))/var(afinidade))-1)

Betha=(1-mafin)*(((mafin*(1-mafin))/var(afinidade))-1)

betaparam<-fitdistr(afinidade, "beta",list(shape1=alpha,

shape2=Betha))$estimate

beta<-rbeta(5000,shape1=betaparam[1],shape2=betaparam[2])

normparam<-fitdistr(afinidade, "normal")$estimate

norm<-rnorm(5000,mean=normparam[1],sd=normparam[2])

vetornorm<-as.vector(normparam)

vetorbeta<-as.vector(betaparam)

parametros[5,]<-c(vetorbeta,vetornorm)

ks.test(afinidade,norm)

hist(afinidade,prob=T,main=paste(’’),xlab=’Afinidade’,

ylab=’Densidade’,cex.lab=1.5,ylim=c(0,160000))

lines(sort(norm),dnorm(sort(norm), mean=normparam[1],sd=normparam[2]))

lines(sort(beta),dbeta(sort(beta),betaparam[1],betaparam[2]),lty=2)

lines(density(afinidade,bw=’bcv’),col=1) #estimativa de densidade por kernel

tabela<-xtable(parametros,digits=8)

print(tabela,type=’latex’,’tabelalatex.tex’)

• Programa usado para verificar o poder do teste utilizando a distribuição estimada das

estat́ısticas sob H0. Programado em R.
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library(fda)

## verificando os pontos de corte

estatHel<-scan(’estatHel-n1000.txt’)

estatDQI<-scan(’estatDQI-n1000.txt’)

estatL1<-scan(’estatL1-n1000.txt’)

estatKL<-scan(’estatKL-n1000.txt’)

afinidade<-scan(’afinidade-n1000.txt’)

r=length(estatHel)

countL1<-0

for (i in 1:r){

if (estatL1[i] >= 0.113315){countL1<-countL1+1}

if (estatL1[i] <= 0.11146) {countL1<-countL1+1}

}

countHel<-0

for (i in 1:r){

if (estatHel[i] >= 0.060285) {countHel<-countHel+1}

if (estatHel[i] <= 0.059384) {countHel<-countHel+1}

}

countKL<-0

for (i in 1:r){

if (estatKL[i] >= 0.007289) {countKL<-countKL+1}

if (estatKL[i] <= 0.0070645) {countKL<-countKL+1}

}

countDQI<-0

for (i in 1:r){

if (estatDQI[i] <= 0.0732) {countDQI<-countDQI+1}

if (estatDQI[i] >= 0.08435) {countDQI<-countDQI+1}

}

countafin<-0

for (i in 1:r){
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if (afinidade[i] <= 0.9981825) {countafin<-countafin+1}

if (afinidade[i] >= 0.9982368) {countafin<-countafin+1}

}

## os alphas devem ser próximos de 5%

alphaL1<-(countL1/r)*100

print(alphaL1)

alphaHel<-(countHel/r)*100

print(alphaHel)

alphaKL<-(countKL/r)*100

print(alphaKL)

alphaDQI<-(countDQI/r)*100

print(alphaDQI)

alphaafin<-(countafin/r)*100

print(alphaafin)

param=seq(from=1.15,to=2.2,by=0.05)

empirica<-matrix(0,length(param),5)

nfuncoes<-1000 #tamanho amostras

repet<-5000 #numero de repetiç~oes

base<-0.025

meanerro<-0

sderro<-0.25

a=1.5

b=0.4

t=seq(from=0.05,to=5,by=base)

n<-length(t)

u<-(a*b)*((a*t)^(b-1))*(exp(-(a*t)^b))

intu2estim<-sum((u*u)*base)

tu<-(u*u)/intu2estim

rng <- c(min(t),max(t))

tfine <- seq(min(t),max(t),length=n)
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norder <- 4

nbasis <- 20

hgtbasis <- create.bspline.basis(rng, nbasis, norder)

Lfdobj <- int2Lfd(2)

lambda <- 1e-6

yfdPar <- fdPar(hgtbasis, Lfdobj, lambda)

for (p in 1:length(param)){

print(p)

estatL1<-vector(repet,mode=’numeric’)

estatHel<-vector(repet,mode=’numeric’)

estatKL<-vector(repet,mode=’numeric’)

estatDQI<-vector(repet,mode=’numeric’)

afinidade<-vector(repet,mode=’numeric’)

aest=param[p]

best=0.4

uest<-(aest*best)*((aest*t)^(best-1))*(exp(-(aest*t)^best))

rejeitaL1=0

rejeitaHel=0

rejeitaKL=0

rejeitaDQI=0

rejeitaafin=0

for (i in 1:repet){

dados<-matrix(0,n,nfuncoes)

for (j in 1:nfuncoes){

dados[,j]<-uest+rnorm(mean=meanerro,sd=sderro,n)}

yfd <- smooth.basis(t,dados,yfdPar)$fd

yhat<- eval.fd(tfine, yfd)

yhatmean<-rowMeans(yhat)

inty2estim<-sum((yhatmean*yhatmean)*base)
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tymean<-(yhatmean*yhatmean)/inty2estim

estatL1[i]<-sum(abs(tymean-tu))*base

estatDQI[i]<-sum((tymean-tu)^2)*base

estatHel[i]<-sqrt((sum((sqrt(tymean)-sqrt(tu))^2))*base)

estatKL[i]<-sum((log(tu)-log(tymean))*tu)*base

afinidade[i]<-sum(sqrt(tymean*tu))*base

## teste bilateral

if (estatL1[i] >= 0.113315) {rejeitaL1<-rejeitaL1+1}

if (estatL1[i] <= 0.11146) {rejeitaL1<-rejeitaL1+1}

if (estatHel[i] >= 0.060285) {rejeitaHel<-rejeitaHel+1}

if (estatHel[i] <= 0.059384) {rejeitaHel<-rejeitaHel+1}

if (estatKL[i] >= 0.007289) {rejeitaKL<-rejeitaKL+1}

if (estatKL[i] <= 0.0070645) {rejeitaKL<-rejeitaKL+1}

if (estatDQI[i] <= 0.0732) {rejeitaDQI<-rejeitaDQI+1}

if (estatDQI[i] >= 0.08435) {rejeitaDQI<-rejeitaDQI+1}

if (afinidade[i] <= 0.9981825) {rejeitaafin<-rejeitaafin+1}

if (afinidade[i] >= 0.9982368) {rejeitaafin<-rejeitaafin+1}

print(i)

}

rejempL1<-(rejeitaL1/repet)

print(rejempL1)

rejempHel<-(rejeitaHel/repet)

print(rejempHel)

rejempKL<-(rejeitaKL/repet)

print(rejempKL)

rejempDQI<-(rejeitaDQI/repet)

print(rejempDQI)
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rejempafin<-(rejeitaafin/repet)

print(rejempafin)

empirica[p,]<-c(rejempL1,rejempHel,rejempKL,rejempDQI,rejempafin)

}

• Programa utilizado no estudo sobre a distribuição da diferença quadrática integrada.

Programado em R.

library(fda)

nfuncoes<-1000 #tamanho amostral

repet<-5000 #numero de repetiç~oes

grid<-0.025

estatDQI<-vector(repet,mode=’numeric’)

meanerro<-0

sderro<-0.25

a=1.5

b=0.4

t=seq(from=0.05,to=5,by=grid)

n<-length(t)

u<-(a*b)*((a*t)^(b-1))*(exp(-(a*t)^b))

tu<-u #n~ao há transformaç~ao da funç~ao média

tfine <- seq(min(t),max(t),length=n)

rng <- c(min(t),max(t))

norder <- 4

nbasis <- 20

base <- create.bspline.basis(rng, nbasis, norder)

X<-getbasismatrix(t, base, nderiv=0)

Lfdobj <- int2Lfd(2)

lambda <- 1e-6

yfdPar <- fdPar(base, Lfdobj, lambda)

outro<-vector(repet,mode=’numeric’)

chiestat<-vector(repet,mode=’numeric’)
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for (i in 1:repet){

dados<-matrix(0,n,nfuncoes)

for (j in 1:nfuncoes){

dados[,j]<-u+rnorm(mean=meanerro,sd=sderro,n)}

suave<-smooth.basis(t,dados,yfdPar)

yfd <- suave$fd

matrizcoef<-suave$coef

R<-suave$penmat

betamedio<-rowMeans(matrizcoef)

inversa<-solve((t(X)%*%X)+(lambda*R))

A<-inversa%*%t(X)

D=A%*%t(A)*(sderro^2)

Dinv=solve(D)

W<-X%*%solve(t(X)%*%X)%*%Dinv%*%solve(t(X)%*%X)%*%t(X)

#yhat<- eval.fd(tfine, yfd)

#yhatmean<-rowMeans(yhat)

#tymean<-yhatmean

estatDQI[i]<-grid*(t(X%*%betamedio-u)%*%(X%*%betamedio-u))

#verificando a distribuiç~ao da estatı́stica

C<-nfuncoes*(t(u-X%*%A%*%u)%*%W%*%(u-X%*%A%*%u))

outro[i]<-nfuncoes*2*t(X%*%betamedio-u)%*%W%*%(u-X%*%A%*%u)

chiestat[i]<-nfuncoes*(t(X%*%betamedio-u)%*%W%*%(X%*%betamedio-u))+outro[i]+C

print(i)

}

chiverd<-rchisq(n=2000,df=nbasis,ncp=0)

hist(chiestat,prob=T,ylab=’Densidade’,xlab=’Chi-quadrado’,ylim=c(0,0.07))
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lines(sort(chiverd),dchisq(sort(chiverd),df=nbasis,ncp=0))

legend(30,0.06,c(’Chi-quadrado 20 GL’),lty=1,cex=1.2)

hist(estatDQI,prob=T, main=’’,xlab=’Estatı́stica DQI’,ylab=’Densidade’)

lines(density(estatDQI,bw=’ucv’))

legend(0.00124,35000,c(’Estimativa por kernel’),lty=1,cex=1.2)

• Programa utilizado para verificar o poder do teste utilizando Bootstrap no caso de duas

amostras. Programado em MATLAB.

addpath (’C:\MATLAB701\fdaM’)

param=[3.96:0.005:4.04]’;

empirica=zeros(length(param),5);

repet=1000;

nfuncoesx=250;

nfuncoesy=250;

base=0.01;

meanerro=0;

sderro=0.25;

t=[0.01:base:1]’;

n=length(t);

u=exp(-4.*t).*sin(pi.*((4.*t)/2)).*cos(pi.*(4.*t)).*4;

intu2estim=sum((u.*u).*base);

tu=(u.*u)./intu2estim;

rng = [min(t),max(t)];

knots = t;

norder = 4;

nbasis = length(knots)+norder-2;

xybasis = create_bspline_basis(rng, nbasis, norder,knots);

Lfd = int2Lfd(2);

lambda = 1e-5;

xyfdPar = fdPar(xybasis, Lfd, lambda);
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for p = 1:length(param)

p

aest=param(p);

uy=exp(-aest.*t).*sin(pi.*((4.*t)/2)).*cos(pi.*(aest.*t)).*aest;

estatL1=zeros(repet,1);

estatHel=zeros(repet,1);

estatKL=zeros(repet,1);

estatDQI=zeros(repet,1);

afinidade=zeros(repet,1);

rejeitaL1=0;

rejeitaHel=0;

rejeitaKL=0;

rejeitaqili=0;

rejeitaafin=0;

for r = 1:repet

dadosx=zeros(n,nfuncoesx);

dadosy=zeros(n,nfuncoesy);

for j=1:nfuncoesx

dadosx(:,j)=u+(normrnd(meanerro,sderro,n,1));

end

for k=1:nfuncoesy

dadosy(:,k)=uy+(normrnd(meanerro,sderro,n,1));

end

xfd = smooth_basis(t, dadosx, xyfdPar);

yfd = smooth_basis(t, dadosy, xyfdPar);

xhat = eval_fd(t, xfd);

yhat = eval_fd(t, yfd);

xmeanhat=mean(xhat,2);

ymeanhat=mean(yhat,2);

% plot(t, xmeanhat,’black’)

% line(t, ymeanhat,’Color’,’k’,’LineStyle’, ’--’,’LineWidth’,1.5)

% xlabel(’\fontsize{19} t’)
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% ylabel(’\fontsize{19} f(t)’)

% legend(’Curva média X’, ’Curva média Y ’)

%% usando a transformaç~ao %%

tmeanx=(xmeanhat.*xmeanhat)/(sum((xmeanhat.*xmeanhat)*base));

tmeany=(ymeanhat.*ymeanhat)/(sum((ymeanhat.*ymeanhat)*base));

estatL1(r)=sum(abs(tmeanx-tmeany))*base;

estatDQI(r)=sum((tmeanx-tmeany).^2)*base;

estatHel(r)=sqrt(sum((sqrt(tmeanx)-sqrt(tmeany)).^2)*base);

estatKL(r)=sum((log(tmeanx)-log(tmeany)).*tmeanx)*base;

afinidade(r)=sum(sqrt(tmeanx.*tmeany))*base;

B=1000;

v=[1:(nfuncoesx+nfuncoesy)]’;

juntas=[xhat,yhat];

L1estrela=zeros(B,1);

qiliestrela=zeros(B,1);

Helestrela=zeros(B,1);

KLestrela=zeros(B,1);

afinestrela=zeros(B,1);

cL1=0;

cHel=0;

cKL=0;

cqili=0;

cafin=0;

for i = 1:B

xestrela=zeros(n,nfuncoesx);

yestrela=zeros(n,nfuncoesy);

tudo=randsample(v,length(v),true);

xestrela=juntas(:,tudo(1:nfuncoesx));

yestrela=juntas(:,tudo(nfuncoesx+1:length(tudo)));

xmeanest=mean(xestrela,2);

ymeanest=mean(yestrela,2);
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tmeanxest=(xmeanest.*xmeanest)/(sum((xmeanest.*xmeanest)*base));

tmeanyest=(ymeanest.*ymeanest)/(sum((ymeanest.*ymeanest)*base));

L1estrela(i)=sum(abs(tmeanxest-tmeanyest))*base;

qiliestrela(i)=sum((tmeanxest-tmeanyest).^2)*base;

Helestrela(i)=sqrt(sum((sqrt(tmeanxest)-sqrt(tmeanyest)).^2)*base);

KLestrela(i)=sum((log(tmeanxest)-log(tmeanyest)).*tmeanxest)*base;

afinestrela(i)=sum(sqrt(tmeanxest.*tmeanyest))*base;

if L1estrela(i)>= estatL1(r)

cL1=cL1+1;

end

if Helestrela(i)>= estatHel(r)

cHel=cHel+1;

end

if KLestrela(i)>= estatKL(r)

cKL=cKL+1;

end

if afinestrela(i)<= afinidade(r)

cafin=cafin+1;

end

if qiliestrela(i)>= estatDQI(r)

cqili=cqili+1;

end

end

pvalorKL=(cKL+1)/(B+1);

pvalorHel=(cHel+1)/(B+1);

pvalorL1=(cL1+1)/(B+1);

pvalorqili=(cqili+1)/(B+1);

pvalorafin=(cafin+1)/(B+1);
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if pvalorKL <= 0.05

rejeitaKL=rejeitaKL+1;

end

if pvalorHel <= 0.05

rejeitaHel=rejeitaHel+1;

end

if pvalorL1 <= 0.05

rejeitaL1=rejeitaL1+1;

end

if pvalorqili <= 0.05

rejeitaqili=rejeitaqili+1;

end

if pvalorafin <= 0.05

rejeitaafin=rejeitaafin+1;

end

r

end

rejempL1=(rejeitaL1/repet);

rejempHel=(rejeitaHel/repet);

rejempKL=(rejeitaKL/repet);

rejempqili=(rejeitaqili/repet);

rejempafin=(rejeitaafin/repet);

empirica(p,:)=[rejempL1,rejempHel,rejempKL,rejempqili,rejempafin]

save(’empirica’,’empirica’)

end

• Programa utilizado para testar se a curva média da altura dos garotos é igual a curva

média das garotas. Programado em MATLAB.

addpath (’C:\MATLAB701\fdaM’)

ncasef = 54;

nage = 31;

ncasem =39;
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fid = fopen(’hgtf.dat’,’rt’);

hgtfmat = reshape(fscanf(fid,’%f’),[nage,ncasef]);

fid = fopen(’hgtm.dat’,’rt’);

hgtmmat = reshape(fscanf(fid,’%f’),[nage,ncasem]);

age = [ 1:0.25:2, 3:8, 8.5:0.5:18 ]’;

agefine = linspace(1,18,101)’;

rng = [1,18];

knots = age;

norder = 6;

nbasis = length(knots) + norder - 2;

hgtbasis = create_bspline_basis(rng, nbasis, norder, knots);

Lfd = int2Lfd(4);

lambda = 1e-1;

hgtfdPar = fdPar(hgtbasis, Lfd, lambda);

hgtffd = smooth_basis(age, hgtfmat, hgtfdPar);

hgtmfd = smooth_basis(age, hgtmmat, hgtfdPar);

hgtfmatfine = eval_fd(agefine, hgtffd);

hgtmmatfine = eval_fd(agefine, hgtmfd);

meangirls=mean(hgtfmatfine,2);

meanboys=mean(hgtmmatfine,2);

% plot(agefine, meangirls,’black’)

% line(agefine, meanboys,’Color’,’k’,’LineStyle’, ’--’,’LineWidth’,1.5)

% xlabel(’\fontsize{19} Ano’)

% ylabel(’\fontsize{19} Altura (cm)’)

% axis([1,18,60,200])

% legend(’Curva média das garotas’, ’Curva média dos garotos ’)

base=agefine(5)-agefine(4);

tmeangirls=(meangirls.*meangirls)/(sum((meangirls.*meangirls)*base));

tmeanboys=(meanboys.*meanboys)/(sum((meanboys.*meanboys)*base));

estatL1=sum(abs(tmeangirls-tmeanboys))*base

estatDQI=sum((tmeangirls-tmeanboys).^2)*base

estatHel=sqrt(sum((sqrt(tmeangirls)-sqrt(tmeanboys)).^2)*base)

estatKL=sum((log(tmeangirls)-log(tmeanboys)).*tmeangirls)*base
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afinidade=sum(sqrt(tmeangirls.*tmeanboys))*base

B=2500;

v=[1:(ncasef+ncasem)]’;

juntas=[hgtfmatfine,hgtmmatfine];

L1estrela=zeros(B,1);

qiliestrela=zeros(B,1);

Helestrela=zeros(B,1);

KLestrela=zeros(B,1);

afinestrela=zeros(B,1);

cL1=0;

cHel=0;

cKL=0;

cqili=0;

cafin=0;

for i = 1:B

hgtfestrela=zeros(nage,ncasef);

hgtmestrela=zeros(nage,ncasem);

tudo=randsample(v,length(v),true);

hgtfestrela=juntas(:,tudo(1:54));

hgtmestrela=juntas(:,tudo(55:93));

meangirlsest=mean(hgtfestrela,2);

meanboysest=mean(hgtmestrela,2);

tmeangirlsest=(meangirlsest.*meangirlsest)/

(sum((meangirlsest.*meangirlsest)*base));

tmeanboysest=(meanboysest.*meanboysest)/

(sum((meanboysest.*meanboysest)*base));

L1estrela(i)=sum(abs(tmeangirlsest-tmeanboysest))*base;

qiliestrela(i)=sum((tmeangirlsest-tmeanboysest).^2)*base;

Helestrela(i)=sqrt(sum((sqrt(tmeangirlsest)-sqrt(tmeanboysest)).^2)*base);

KLestrela(i)=sum((log(tmeangirlsest)-log(tmeanboysest)).*tmeangirlsest)*base;

afinestrela(i)=sum(sqrt(tmeangirlsest.*tmeanboysest))*base;
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if L1estrela(i)>= estatL1

cL1=cL1+1;

end

if Helestrela(i)>= estatHel

cHel=cHel+1;

end

if KLestrela(i)>= estatKL

cKL=cKL+1;

end

if qiliestrela(i)>= estatDQI

cqili=cqili+1;

end

if afinestrela(i) <= afinidade

cafin=cafin+1;

end

i

end

pvalorKL=(cKL+1)/(B+1)

pvalorHel=(cHel+1)/(B+1)

pvalorL1=(cL1+1)/(B+1)

pvalorqili=(cqili+1)/(B+1)

pvalorafin=(cafin+1)/(B+1)
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