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Resumo

Nessa dissertação, demonstraremos uma fórmula de Itô para distribuições tempe-

radas, ou seja, para uma distribuição F em S ′. Para tanto, apresentaremos a teoria das

distribuições temperadas e do cálculo estocástico necessária para esta finalidade.
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Abstract

In this work, we will prove an Itô formula for tempered distributions, that is, for a

distribution F in S ′. To achieve this, we will introduce the theory of tempered distributions

and of stochastic calculus that will be needed.
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3 Uma fórmula de Itô para as distribuições temperadas 42

3.1 Rúıdo branco . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.2 A transformada S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3 Funções generalizadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.4 Composição com distribuições temperadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Introdução

Kyosi Itô (1915 - ) é um matemático japonês que, em 1951, introduziu a famosa

fórmula de Itô, que pode ser interpretada como uma versão do teorema fundamental do

cálculo e possui aplicações tanto em matemática e probabilidade, quanto em economia.

No primeiro caṕıtulo, introduziremos um pouco da teoria das distribuições tempera-

das, que é o dual do espaço de Schwartz das funções de rápido decaimento. Começaremos

com os espaços vetoriais topológicos e algumas de suas propriedades, e, terminaremos com

os teoremas de representação para o espaço de Schwartz e as distribuições temperadas,

onde se fará necessária um pouco da teoria das funções de Hermite.

No caṕıtulo seguinte, apresentaremos a teoria probabiĺıstica necessária para o cálculo

estocástico. Além disso, introduziremos o processo conhecido como movimento Browniano

e alguns resultados do cálculo estocástico que utilizaremos para a demonstrar a fórmula

de Itô e a integral de estocástica.

No terceiro e último caṕıtulo, introduziremos os conceitos básicos da teoria do rúıdo

branco (White Noise Analysis) e daremos a definição da composição de uma distribuição

temperada com um movimento Browniano, baseado na expansão das distribuições tem-

peradas tratada no primeiro caṕıtulo. Por fim, demonstraremos uma extensão da fórmula

de Itô, devido à A. Russek [12] e I. Kubo [4], para distribuições temperadas.

Por fim, no apêndice, apresentaremos brevemente a teoria dos espaços de Sobolev,

convolução e algumas propriedades dos polinômios de Hermite.
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Caṕıtulo 1

Distribuições temperadas

Neste caṕıtulo, introduziremos o espaço de Schwartz, as distribuições temperadas

e algumas de suas propriedades. Além disso, demonstraremos seus respectivos teoremas

de representação, onde estão envolvidas as funções de Hermite. Tais espaços serão muito

importantes no desenvolvimento do caṕıtulo 3.

1.1 Espaços localmente convexos

Aqui, apresentaremos os espaços vetoriais topológicos e algumas de suas proprieda-

des elementares.

Definição 1.1.1 Seja V um espaço vetorial sobre R ou C. Uma aplicação ρ : V → [0,∞)

é dita uma seminorma em V se possui as seguintes propriedades:

(i) ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y);

(ii) ρ(αx) = |α|ρ(x);

para quaisquer x, y ∈ V e α ∈ R (ou C).

Sejam A um conjunto de ı́ndices qualquer e {ρα}α∈A uma famı́lia de seminormas tal

que:

(iii) ρα(x) = 0, para todo α ∈ A, implica x = 0.

Dizemos que tal famı́lia separa pontos.

2
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Definição 1.1.2 Um espaço localmente convexo é um par (X, {ρα}α∈A) onde X é um

espaço vetorial (sobre R ou C) e ρα é uma famı́lia de seminormas em X que separa

pontos. A topologia natural num espaço localmente convexo é a topologia mais fraca,

na qual todas as seminormas ρα são cont́ınuas. Nesta topologia, a operação de adição

também é cont́ınua.

Por exigirmos que, num espaço localmente convexo, as seminormas separem pontos,

temos o seguinte resultado:

Proposição 1.1.3 A topologia natural num espaço localmente convexo é Hausdorff.

Demonstração: Trivial. �

Definição 1.1.4 Na topologia natural de um espaço localmente convexo (X, {ρα}α∈A),

a base de vizinhanças do 0 é formada pelos conjuntos

{Nα1,···,αn;ε | α1, . . . , αn ∈ A; ε > 0},

onde

Nα1,···,αn;ε = {x ∈ X | ραi
(x) < ε, i = 1, · · · , n}.

Proposição 1.1.5 Uma rede (xλ)λ∈Λ converge para x ∈ X se, e somente se, ρα(xλ − x)

converge para 0, para todo α ∈ A.

Demonstração: Basta observar que seN é uma vizinhança do 0, então o conjunto x+N =

{x+ y | y ∈ N} é uma vizinhança de x. �

Definição 1.1.6 Uma rede (xλ)λ∈Λ num espaço localmente convexo X é dita ser de Cau-

chy quando para todo ε > 0, e cada seminorma ρα, exitir λ0 ∈ Λ tal que ρα(xλ − xλ′) < ε

se λ, λ′ ≥ λ0. X é dito completo quando toda rede de Cauchy converge.

Definição 1.1.7 Duas famı́lias de seminormas {ρα}α∈A e {dβ}β∈B num espaço vetorial

X são ditas equivalentes se elas geram a mesma topologia.

Proposição 1.1.8 Sejam {ρα}α∈A e {dβ}β∈B duas famı́lias de seminormas num espaço

vetorial X. São equivalentes:

(a) {ρα}α∈A e {dβ}β∈B são famı́lias equivalentes de seminormas;
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(b) Cada ρα é cont́ınua na topologia gerada pela famı́lia {dβ}β∈B e cada dβ é cont́ınua

na topologia gerada pela famı́lia {ρα}α∈A;

(c) Para cada α ∈ A, existem β1, · · · , βn ∈ B e C > 0 tais que, para todo x ∈ X,

ρα(x) ≤ C(dβ1(x) + · · · + dβn
(x)),

e para cada β ∈ B, existem α1, · · · , αm ∈ A e D > 0 tais que, para todo x ∈ X,

dβ(x) ≤ D(ρα1(x) + · · · + ραm
(x)).

Demonstração: É fácil ver que (a) ⇔ (b).

(b) ⇒ (c) Como cada ρα é cont́ınua na topologia gerada por {dβ}β∈B, segue que

dados α ∈ A e δ > 0, existe uma vizinhança Nβ1,···,βn;ε ⊂ X tal que se y ∈ Nβ1,···,βn;ε, então

ρα(y) < δ. Dado x ∈ X, considere

y =
ε

2

x

dβ1(x) + · · · + dβn
(x)

.

Logo, y ∈ Nβ1,···,βn;ε, e assim, ρα(y) < δ, donde segue que

ρα(x) ≤ C(dβ1(x) + · · · + dβn
(x)).

A desigualdade para dβ se mostra de maneira análoga.

(c) ⇒ (b) Sejam x0 ∈ X e ε > 0. Sejam C > 0 e β1, · · · , βn ∈ B tais que

ρα(x− x0) < C(dβ1(x− x0) + · · · + dβn
(x− x0)),

para todo x ∈ X. Como cada dβi
é cont́ınua na topologia gerada por {dβ}β∈B, segue que,

para cada i ∈ {1, · · · , n}, existe vizinhança V i
x0

de x0 em X tal que

dβi
(x− x0) <

ε

nC
,

para todo x ∈ V i
x0

. Assim, tomando Vx0 =
⋂n

i=1 V i
x0

segue que

ρα(x− x0) < ε,

para todo x ∈ Vx0 . Portanto, cada ρα é cont́ınua na topologia gerada por {dβ}β∈B.

Analogamente, cada dβ é cont́ınua na topologia gerada pela famı́lia {ρα}α∈A. �
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Definição 1.1.9 Seja {ρα}α∈A uma famiĺıa de seminormas num espaço vetorial V . Di-

zemos que ρα é uma famı́lia dirigida de seminormas se, para quaisquer α, β ∈ A existir

γ ∈ A e C > 0 tais que

ρα(x) + ρβ(x) ≤ Cργ(x),

para todo x ∈ V .

Observação 1.1.10 Se {ρα}α∈A é uma famı́lia dirigida, então os conjuntos da forma

{x | ρα(x) < ε},

onde α ∈ A e ε > 0 formam uma base de vizinhanças do 0.

Proposição 1.1.11 Seja (X, {ρα}α∈A) um espaço localmente convexo. Então, existe uma

famı́lia dirigida de seminormas {dF}F∈B que é equivalente à famı́lia {ρα}α∈A.

Demonstração: Seja B = {F ⊂ A | F é finito} e defina, para cada F ∈ B, dF =
∑

α∈F ρα. A equivalência se segue da Proposição 1.1.8, observando que cada dF é cont́ınua

na topologia gerada por {ρα}α∈A, e vice-versa. Para mostrar que {dF}F∈B é dirigida, basta

ver que, dados E,F ∈ B, tem-se dE(x) + dF (x) ≤ dE∪F (x), para todo x ∈ X. �

Sabemos que uma aplicação linear entre espaços normados é cont́ınua se, e somente

se, é limitada. Aqui, temos um resultado similar:

Teorema 1.1.12 Sejam (X, {ρα}α∈A) e (Y, {dβ}β∈B) espaços localmente convexos. Uma

aplicação linear T : X → Y é cont́ınua se, e somente se, para qualquer β ∈ B, existem

α1, · · · , αn ∈ A e C > 0 tais que

dβ(T (x)) ≤ C(ρα1(x) + · · · + ραn
(x)),

para todo x ∈ X.

Demonstração: (⇒) Seja β ∈ B. Como T (0) = 0, T é cont́ınua e V = {y ∈ Y | dβ(y) <

1} é vizinhança de 0 ∈ Y , segue que existe uma vizinhança U de 0 ∈ X tal que T (U) ⊂ V .

Sejam α1, · · · , αn ∈ A e ε > 0 tais que U = Nα1,···,αn;ε. Dado x ∈ X, segue que

x =
ε

2

x

ρα1(x) + · · · + ραn
(x)

∈ U ,
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e portanto, T (x) ∈ V, isto é,

dβ(T (x)) ≤ C(ρα1(x) + · · · + ραn
(x)),

onde C = 2
ε
.

(⇐) Sejam x ∈ X e (xλ)λ∈Λ uma rede que converge para x. Logo, para qualquer

β ∈ B, temos

dβ(T (xλ) − T (x)) ≤ C(ρα1(xλ − x) + · · · + ραn
(xλ − x)) → 0.

Então, T (xλ) → T (x), mostrando que T é cont́ınua em x. �

Corolário 1.1.13 Se a famı́lia {ρα}α∈A for dirigida, T é cont́ınua se, e somente se, para

qualquer β ∈ B, existem α ∈ A e D > 0 tais que

dβ(T (x)) ≤ Dρα(x),

para todo x ∈ X.

Definição 1.1.14 Seja V um espaço vetorial. Dizemos que um subconjunto C ⊂ V é

(i) convexo, se para quaisquer x, y ∈ C e 0 ≤ t ≤ 1, tivermos tx+ (1 − t)y ∈ C;

(ii) equilibrado, se para quaisquer x ∈ C e |λ| ≤ 1, tivermos λx ∈ C;

(iii) absorvente, se
⋃

t>0 tC = V , ou seja, se para qualquer x ∈ V , tivermos que tx ∈ C

para algum t > 0.

Proposição 1.1.15 Se (X, {ρα}α∈A) é um espaço localmente convexo, então cada vizi-

nhança do 0 da forma Nα1,···,αn;ε é um conjunto convexo, equilibrado e absorvente.

Demonstração: Sejam α1, · · · , αn ∈ A e ε > 0. Considere N = Nα1,···,αn;ε. Então:

N é convexo, pois dados x, y ∈ N e t ∈ [0, 1], segue que para qualquer j ∈ {1, · · · , n},

ρj(tx+ (1 − t)y) = tρj(x) + (1 − t)ρj(y)

< tε+ (1 − t)ε

= ε.
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N é equilibrado, pois dados x ∈ N e |λ| ≤ 1, segue que para qualquer j ∈ {1, · · · , n},

ρj(λx) = |λ|ρj(x)

≤ ρj(x)

< ε.

N é absorvente. De fato, seja x ∈ X. Se ρj(x) = 0 para todo j ∈ {1, · · · , n}, então

x = 1x ∈ ⋃t>0 tN . Por outro lado, suponha que, ρj(x) 6= 0 para algum j ∈ {1, · · · , n}.
Logo, 1

t
= ε

2
1

ρ1(x)+···+ρn(x)
> 0, e ρj(

1
t
x) < ε, para todo j ∈ {1, · · · , n}. Sendo assim,

x = ty, para algum y ∈ N , donde se segue que X ⊂
⋃

t>0 tN . Portanto, X =
⋃

t>0 tN . �

Estamos interessados em mostrar a rećıproca desta proposição. Para tanto, preci-

saremos de um lema auxiliar, sobre o funcional de Minkowski.

Definição 1.1.16 Seja C um subconjunto absorvente de um espaço vetorial V tal que se

x ∈ C e 0 ≤ t ≤ 1, então tx ∈ C. Definimos o funcional de Minkowski (ou calibre) de C

como sendo a aplicação ρ : V → [0,∞) dada por

ρ(x) = inf{λ | x ∈ λC}
= (sup{µ | µx ∈ C})−1.

Lema 1.1.17 Seja C ⊂ V como na Definição 1.1.16, e seja ρ : V → [0,∞) o funcional

de Minkowski de C. Temos:

(a) Se t ≥ 0, então ρ(tx) = tρ(x);

(b) Se C é convexo, então ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y);

(c) Se C é equilibrado, então ρ(λx) = |λ|ρ(x);

(d) {x | ρ(x) < 1} ⊂ C ⊂ {x | ρ(x) ≤ 1}.

Demonstração: (a) Dados x ∈ V e t ≥ 0, seja λ0 > 0 tal que x ∈ λ0C. Logo, tx ∈ tλ0C,

e assim,

ρ(tx) = inf{λ | tx ∈ λC} ≤ tλ0,

isto é, ρ(tx) ≤ tλ, para qualquer λ > 0 tal que x ∈ λC. Então,

ρ(tx) ≤ t inf{λ | x ∈ λC} = tρ(x).
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Analogamente, trocando t por 1
t

e x por tx, obtemos

ρ

(

1

t
tx

)

≤ 1

t
ρ(tx).

Portanto, ρ(tx) = tρ(x).

(b) Sejam x, y ∈ V . Considere λ1, λ2 > 0 tais que x ∈ λ1C e y ∈ λ2C. Note que, se

z ∈ (λ1 + λ2)C, então z = λ1v + λ2v, para algum v ∈ C, e assim, z ∈ λ1C + λ2C. Por

outro lado, se z ∈ λ1C + λ2C, então z = λ1v1 + λ2v2, com v1, v2 ∈ C. Como C é convexo,

segue que w = λ1

λ1+λ2
v1 + λ2

λ1+λ2
v2 ∈ C, e portanto, z = (λ1 + λ2)w ∈ (λ1 + λ2)C. Sendo

assim, λ1C + λ2C = (λ1 + λ2)C. Segue de x ∈ λ1C e y ∈ λ2C que existem u, v ∈ C tais

que x = λ1u e y = λ2v. Logo, x + y = λ1u + λ2v ∈ λ1C + λ2C = (λ1 + λ2)C. Então,

ρ(x+y) ≤ λ1 +λ2, ou seja, ρ(x+y) ≤ λ1 +λ2, para quaisquer λ1, λ2 > 0 tais que x ∈ λ1C

e y ∈ λ2C. Portanto,

ρ(x+ y) ≤ inf{λ | x ∈ λC} + inf{λ | y ∈ λC}
= ρ(x) + ρ(y).

(c) Sejam x ∈ V e λ um escalar. Se x = 0 ou λ = 0, então a igualdade é satisfeita,

pois ρ(0) = 0. Suponha então x 6= 0 e λ 6= 0. Considere µ > 0 tal que x ∈ µC. Assim,

x = µv, para algum v ∈ C. Logo, x
µ

= v ∈ C, e como λ
|λ| tem norma 1, segue que λ

|λ|
x
µ
∈ C,

pois C é equilibrado. Resulta que λx ∈ (|λ|µ)C. Então,

ρ(λx) = inf{ν | λx ∈ νC}
≤ |λ|µ
≤ |λ| inf{ν | x ∈ νC}
= |λ|ρ(x).

Analogamente, trocando λ por 1
λ

e x por λx, segue que

ρ

(

1

λ
λx

)

≤ |1
λ
|ρ(λx).

Portanto,

ρ(λx) = |λ|ρ(x).

(d) Seja x ∈ C. Como 1 ∈ {λ | x ∈ λC}, segue que ρ(x) ≤ 1. Logo, C ⊂ {x | ρ(x) ≤
1}. Por outro lado, seja x tal que ρ(x) < 1. Então, existe λ ∈ (0, 1) tal que x ∈ λC. Assim,
1
λ
x ∈ C. Como C é absorvente, conclúımos que x = λ( 1

λ
x) ∈ C, isto é, {x | ρ(x) < 1} ⊂ C.

�
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Teorema 1.1.18 Seja V um espaço vetorial com uma topologia Hausdorff, tal que a

adição e a multiplicação por escalar são funções cont́ınuas. Então V é um espaço local-

mente convexo se, e somente se, 0 possui uma base de vizinhanças formada por conjuntos

que são convexos, equilibrados e absorventes.

Demonstração: (⇐) Proposição 1.1.15.

(⇒) Seja U tal base. Para cada U ∈ U , seja ρU seu funcional de Minkowski. Pelos

itens (b) e (c) do Lema 1.1.17, segue que {ρU | U ∈ U} é uma famı́lia de seminormas em

V . Denote por τρ a topologia gerada por essa famı́lia e por τ a topologia de V . Pelo item

(d) do Lema 1.1.17, temos que

{x | ρU(x) < 1} ⊂ U ⊂ {x | ρU(x) ≤ 1}.

Como a multiplicação por escalar é uma aplicação cont́ınua, segue que para todo ε > 0,

{x | ρU(x) < ε} ⊂ εU ⊂ {x | ρU(x) ≤ ε},

para cada U ∈ U . Sendo assim, τ e τρ coincidem no 0. Logo, como a adição e uma

aplicação cont́ınua, τ e τρ coincidem em todo ponto de V . Portanto, τ = τρ. �

1.2 Espaço de Fréchet

Nesta seção, falaremos sobre espaços localmente convexos completos. Fato esse que

está relacionado com a metrizabilidade.

Teorema 1.2.1 Seja X um espaço localmente convexo. São equivalentes:

(a) X é metrizável;

(b) 0 possui uma base enumerável de vizinhanças;

(c) A topologia em X é gerada por uma famı́lia enumerável de seminormas.

Demonstração: (a) ⇒ (b) Tome {B(0; r) | r ∈ Q}.
(b) ⇒ (c) Seja U tal base de vizinhanças. Pelo Teorema 1.1.18, podemos supor que

cada U ∈ U é convexo, equilibrado e absorvente, pois X é um espaço localmente convexo.

Então,

{ρU | U ∈ U},
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onde ρU é o funcional de Minkowski de U , é uma famı́lia de seminormas em X que gera

sua topologia.

(c) ⇒ (a) Seja {ρn}∞n=1 a famı́lia enumerável de seminormas que gera a topologia de

X. Defina, para x, y ∈ X,

ρ(x, y) =
∞
∑

n=1

2−n ρn(x− y)

1 + ρn(x− y)
.

Para provar que ρ é uma métrica em X, basta observar que
∑∞

n=1 2−n <∞ e que a função

t ∈ R 7→ t
1+t

∈ R é crescente (pois possui derivada estritamente positiva). Resta mostrar

que as topologias coincidem. Para tanto, provemos as seguintes afirmações:

(i) Dado ε > 0, existem n1, · · · , nk ∈ N e δ > 0 tais que Nn1,···,nk;δ ⊂ B(0; ε).

De fato, se n0 ∈ N é tal que
∑∞

n=n0+1 2−n < ε
2
, então N1,···,n0; ε

2
⊂ B(0; ε).

(ii) Dado Nn1,···,nk;ε, existe δ > 0 tal que B(0; δ) ⊂ Nn1,···,nk;ε.

Vamos encontrar um δ conveniente. Sejam δ > 0 e x ∈ B(0; δ). Então 2−jρj(x) <

(1 + ρj(x))δ, para todo j ∈ N. Em particular, (1 − 2njδ)ρnj
(x) < 2njδ para todo j ∈

{1, · · · , k}. Como

1 − 2njδ > 0 ⇔ δ <
1

2nj
,

seja δ > 0 tal que δ < min
{

1
2nj | j ∈ {1, · · · , k}

}

. Resulta que, se x ∈ B(0; δ), então

ρnj
(x) < 2nj δ

1−2nj δ
para todo j ∈ {1, · · · , k}. Como limδ→0+

2nj δ
1−2nj δ

= 0, para todo j ∈
{1, · · · , k}, segue que existe δ > 0 tal que 2nj δ

1−2nj δ
< ε, para todo j ∈ {1, · · · , k}. E, para

este δ, temos que B(0; δ) ⊂ Nn1,···,nk;ε, o que prova (ii).

Isso mostra que as topologias coincidem no 0. Utilizando o fato de que a adição é

cont́ınua, segue que as topologias coincidem em qualquer ponto, terminando a demons-

tração.

�

Proposição 1.2.2 Uma rede (xλ)λ∈Λ é de Cauchy na métrica ρ (do Teorema 1.2.1) se,

e somente se, é de Cauchy em cada ρn.

Demonstração: (⇒) Sejam ε > 0 e n ∈ N. Dado δ > 0, existe λ0 ∈ Λ tal que ρ(xλ, xλ′) <

δ, para todos λ, λ′ ≥ λ0. Em particular, (1−2nδ)ρn(xλ−xλ′) < 2nδ, para todos λ, λ′ ≥ λ0.

Procedendo como na demostração do Teorema 1.2.1, existe δ > 0 tal que 1 − 2nδ > 0 e
2nδ

1−2nδ
< ε. Para este δ, existe λ0 ∈ Λ tal que

ρn(xλ − xλ′) <
2nδ

1 − 2nδ
< ε,
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para todos λ, λ′ ≥ λ0, mostrando que (xλ)λ∈Λ é de Cauchy em ρn.

(⇐) Dado ε > 0, seja n0 ∈ N tal que
∑∞

n=n0+1 2−n < ε
2
. Por hipótese, para cada

n ∈ {1, · · · , n0}, existe λn ∈ Λ tal que ρn(xλ − xλ′) < ε
2
, para todos λ, λ′ ≥ λn. Logo,

tomando λ0 = max{λ1, · · · , λn0}, segue que

ρ(xλ, xλ′) < ε,

para todos λ, λ′ ≥ λ0, isto é, (xλ)λ∈Λ é de Cauchy em ρ. �

Corolário 1.2.3 Seja X um espaço localmente convexo metrizável. Então X é completo

como espaço métrico se, e somente se, é completo como espaço localmente convexo.

Definição 1.2.4 Chamamos de espaço de Fréchet à um espaço localmente convexo me-

trizável completo.

1.3 O espaço de Schwartz e as distribuições tempe-

radas

Introduziremos nesta seção, o espaço de Schwartz S e seu dual S ′, o espaço das

distribuições temperadas, além da derivada fraca, ou derivada no sentido de distribuições.

Vamos começar convencionando algumas notações, para não carregar a definição.

In
+ denotará o conjunto dos multi-́ındices, ou seja, o conjunto {(α1, · · · , αn) | αi ∈

Z≥0}. Denotaremos o produto xα1
1 · · ·xαn

n por xα, e |α| =
∑n

i=1 αi. Por fim, Dα denotará

a seguinte derivada parcial:
∂|α|

∂α1 · · · ∂αn
.

Definição 1.3.1 O espaço de Schwartz, denotado por S(Rn), é o espaço das funções

ϕ : Rn → C que são C∞ e tais que

‖ϕ‖α,β = sup
x∈Rn

∣

∣xαDβϕ(x)
∣

∣ <∞,

para todos α, β ∈ In
+.

Observação 1.3.2 As funções de S são aquelas que, juntamente com suas derivadas,

decrescem mais rapidamente que o inverso de qualquer polinômio, ou seja, se ϕ ∈ S(Rn)

e P é um polinômio em Rn, então

lim
|x|→∞

P (x)Dαϕ(x) = 0,
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para todo α ∈ In
+.

Exemplo 1.3.3 Se ϕ(x) = e−|x|2 , x ∈ Rn, então ϕ ∈ S.

Exemplo 1.3.4 Se ϕ é uma função C∞ de suporte compacto, então ϕ ∈ S.

Lema 1.3.5
{

‖.‖α,β | α, β ∈ In
+

}

é uma famı́lia de seminormas em S(Rn) que separa pon-

tos.

Demonstração: Imediato. �

Teorema 1.3.6 (S(Rn) , ‖.‖α,β) é um espaço de Fréchet.

Demonstração: Como In
+ é enumerável, segue que a famı́lia {‖.‖α,β} é enumerável, e

então, S é metrizável, pelo Teorema 1.2.1. Mostremos agora a completude. Seja (ϕm)

uma seqüência de Cauchy em S. Segue da Proposição 1.2.2 que (ϕm) é de Cauchy em

cada seminorma ‖.‖α,β. Denote por C(Rn) o conjunto das funções cont́ınuas em Rn com

a norma ‖.‖∞ do supremo. Dado ε > 0, existe m0 ∈ N tal que ‖ϕm − ϕm′‖α,β < ε, para

todos m,m′ ≥ 0. Isso implica que

∥

∥xαDβϕm − xαDβϕm′
∥

∥

∞ < ε,

para todos m,m′ ≥ m0, mostrando que
(

xαdβϕm

)

é uma seqüência de Cauchy em C(Rn),

que é completo. Logo, para cada α, β ∈ In
+, existe gα,β ∈ C(Rn) tal que

gα,β = lim
m→∞

xαDβϕ,

onde a convergência é uniforme. Vamos agora, dividir em dois casos:

(n = 1) Pelo teorema fundamental do cálculo, segue que

ϕm(x) = ϕm(0) +

∫ x

0

ϕ′(t)dt.

Como ϕ′
m(x) converge uniformemente para g0,1, obtemos, fazendo m → ∞ na igualdade

acima, que

g0,0(x) = g0,0(0) +

∫ x

0

g0,1(t)dt.

Isto mostra que g0,0 é C1. Da mesma maneira, como

ϕ′
m(x) = ϕ′

m(0) +

∫ x

0

ϕ′′(t)d, .
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segue que

g0,1(x) = g0,1(0) +

∫ x

0

g0,2(t)dt.

Portanto, g0,0 é C2, pois g′′0,0 = g′0,1 = g0,2. Continuando esse processo, obtemos que g0,0 é

Ck e que g
(k)
0,0 = g0,k, para todo k ∈ N. Sendo assim, g0,0 é C∞. Por outro lado, segue da

convergência uniforme que

gα,β = lim
m→∞

xαDβϕm = xαDβ lim
m→∞

ϕm = xαDβg0,0.

Então, para todo m ≥ m0,

∥

∥xαDβg0,0

∥

∥

∞ ≤
∥

∥gα,β − xαDβϕm

∥

∥

∞ +
∥

∥xαDβϕm

∥

∥

∞ <∞,

pois
∥

∥gα,β − xαDβϕm

∥

∥

∞ < ε e
∥

∥xαDβϕm

∥

∥

∞ < ∞. Isto é, g0,0 ∈ S(R) e, para todos

α, β ∈ I1
+, ‖g0,0 − ϕm‖α,β

→ 0.

(n qualquer) Seja {e1, · · · , en} a base canônica do Rn. Então, para cada m ∈ N,

ϕm(x+ tej) = ϕm(x) +

∫ t

0

∂

∂xj

ϕm(x+ sej)ds.

Fazendo m→ ∞, resulta que

g0,0(x+ tej) = g1,0(x) +

∫ t

0

g0,ej
(x+ sej)ds.

Logo ∂
∂xj
g0,0 = g0,ej

, para cada j ∈ {1, · · · , n}. Então, cada derivada parcial de g0,0 é

cont́ınua, ou seja, g0,0 é de classe C1. Repetindo o processo, conclúımos que g0,0 é de

classe C∞. E, como no caso anterior, g0,0 ∈ S(Rn) e ϕm → g0,0 em S(Rn), provando a

completude. �

Definição 1.3.7 O espaço dual topológico de S(Rn) é chamado de espaço das distri-

buições temperadas e denotado por S ′(Rn).

Observação 1.3.8 (a) O dual topológico de um determinado espaço vetorial, é o con-

junto de todos os funcionais lineares e cont́ınuos nele definidos.

(b) Ao invés de denotarmos por T (ϕ) a distribuição temperada T aplicada na

função ϕ ∈ S, utilizaremos a notação 〈T, ϕ〉. Alguns autores dizem, nesse caso, que

< ·, · > denota o par de dualidade entre S e S ′.
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Exemplo 1.3.9 (S) Seja ψ ∈ S(R). Defina o funcional 〈ψ, ·〉 : S(R) → C por

〈ψ, ϕ〉 =

∫ ∞

−∞
ψ(x)ϕ(x)dx.

É fácil ver que 〈ψ, ·〉 é linear. Além disso, temos que:

| 〈ψ, ϕ〉 | =

∣

∣

∣

∣

∫ ∞

−∞
ψ(x)ϕ(x)dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫ ∞

−∞
|ψ(x)||ϕ(x)|dx

≤ ‖ϕ‖∞
∫ ∞

−∞
|ψ(x)|dx

= ‖ψ‖L1(R)‖ϕ‖∞,

para toda ϕ ∈ S(R), onde ‖ϕ‖∞ = supx∈R
|ϕ(x)| = ‖ϕ‖0,0. Logo, 〈ψ, ·〉 ∈ S ′(R).

Note que a primeira desigualdade acima vale se ψϕ ∈ L1(R). Além disso, para

concluir a continuidade foi usado que ‖ψ‖L1(R) < ∞. Tais fatos são conseqüências do

próximo exemplo.

Exemplo 1.3.10 (Lp) S(R) é subespaço de cada Lp(R), 1 ≤ p <∞.

(p = 1) Se ϕ ∈ S, então

‖ϕ‖L1 =

∫ ∞

−∞
|ϕ(x)| dx

=

∫ ∞

−∞

(

1 + x2
)−1 (

1 + x2
)

|ϕ(x)| dx

≤ π(‖ϕ‖∞ +
∥

∥x2ϕ
∥

∥

∞)

= π(‖ϕ‖0,0 + ‖ϕ‖2,0),

ou seja, S ⊂ L1.

(1 < p <∞) Se ϕ ∈ S, então

‖ϕ‖Lp =

[
∫ ∞

−∞
|ϕ(x)|p dx

]
1
p

=

[
∫ ∞

−∞

(

|ϕ(x)| 1
p |ϕ(x)|− 1

p |ϕ(x)|
)p

dx

]
1
p

=

[
∫ ∞

−∞
|ϕ(x)|

(

|ϕ(x)|1− 1
p

)p

dx

]
1
p

= ‖ϕ‖1− 1
p

∞ ‖ϕ‖
1
p

L1
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ou seja, S ⊂ Lp.

Exemplo 1.3.11 (Função delta) Seja x ∈ R. Defina

δx : S(R) → C

ϕ 7→ ϕ(x)

ou seja, 〈δx, ϕ〉 = ϕ(x).

δx ∈ S ′, pois é linear e

| 〈δx, ϕ〉 | = |ϕ(x)| ≤ ‖ϕ‖0,0.

Exemplo 1.3.12 (δ′) Defina

δ′ : S(R) → C

ϕ 7→ −ϕ′(0)

ou seja, 〈δ′, ϕ〉 = −ϕ′(0).

δ′ ∈ S ′, pois é linear e

| 〈δ′, ϕ〉 | = |ϕ′(0)| ≤ ‖ϕ‖0,1.

Exemplo 1.3.13 Seja g : R → R dada por

g(x) =

{

x se x ≥ 0

0 se x ≤ 0

Defina 〈g, ·〉 : S → C como no Exemplo 1.3.9.

〈g, ·〉 ∈ S ′, pois

| 〈g, ϕ〉 | ≤
∫ ∞

−∞
|g(x)||ϕ(x)|dx

≤
∫ ∞

−∞
|xϕ(x)|dx

=

∫ ∞

−∞

(

1 + x2
)−1 (

1 + x2
)

|xϕ(x)|dx

≤ (‖ϕ‖1,0 + ‖ϕ‖3,0)

∫ ∞

−∞

(

1 + x2
)−1

dx

= π(‖ϕ‖1,0 + ‖ϕ‖3,0).
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Exemplo 1.3.14 (Função de Heaviside) H : R → R dada por

H(x) =

{

1 se x ≥ 0

0 se x ≤ 0

Novamente como em 1.3.9, 〈H, ·〉 define uma distribuição temperada. A prova disso

é análoga à do Exemplo 1.3.13.

Definição 1.3.15 Sejam T ∈ S ′(Rn) e α ∈ In
+. A derivada fraca, DαT (ou derivada no

sentido de distribuições), é definida por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 .

Vamos aplicar diretamente a definição para calcular as respectivas derivadas fracas

dos exemplos acima.

Exemplo 1.3.16 (g) Note primeiramente que g não é diferenciável no ponto 0, no sen-

tido clássico. Porém, se ϕ ∈ S, obtemos através de integração por partes que:
〈

d

dx
g, ϕ

〉

= (−1)

〈

g,
d

dx
ϕ

〉

= −
∫ ∞

0

xϕ′(x)dx

= − [xϕ(x)]∞0 +

∫ ∞

0

ϕ(x)dx

= 0 +

∫ ∞

−∞
H(x)ϕ(x)dx

= 〈H,ϕ〉 .

Isto é, d
dx
g = H.

Exemplo 1.3.17 (H) Dada ϕ ∈ S, segue que:
〈

d

dx
H, ϕ

〉

= (−1)

〈

H,
d

dx
ϕ

〉

= −
∫ ∞

0

ϕ′(x)dx

= − [ϕ(x)]∞0

= ϕ(0).

Logo, d
dx
H = δ0.
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Exemplo 1.3.18 (δ0) Pada ϕ ∈ S, temos que:

〈

d

dx
δ0, ϕ

〉

= (−1)

〈

δ0,
d

dx
ϕ

〉

= −ϕ′(0).

Então, d
dx
δ0 = δ′.

Tais exemplos mostram que, até mesmo δ, que não é uma função, pode ser es-

crita como derivada segunda de alguma função cont́ınua. Tal fenômeno é t́ıpico para as

distribuições temperadas. É o que afirma o seguinte teorema.

Teorema 1.3.19 (Teorema de regularidade para distribuições) Seja T ∈ S ′(Rn).

Então, existem β ∈ In
+ e uma função cont́ınua e polinomialmente limitada g tais que

T = Dβg. Isto é

〈T, ϕ〉 =

∫

Rn

(−1)|β|g(x)
(

Dβϕ
)

(x)dx,

para toda ϕ ∈ S.

Este teorema pode ser demonstrado através de um resultado que identifica o espaço

de Schwartz com um espaço de seqüência, que é o resultado principal deste caṕıtulo.

1.4 Funções de Hermite

Aqui, demonstraremos, enfim, a N -representação para S e S ′. Introduziremos ini-

cialmente em S, uma famı́lia de seminormas equivalente à famı́lia de normas de L2. Em

seguida, trabalharemos com as funções de Hermite.

Começaremos fazendo a seguinte distinção entre as seminormas de S e as normas

de L2. Para ϕ ∈ S, denotaremos, ao invés de ‖ · ‖α,β,

‖ϕ‖α,β,∞ =
∥

∥xαDβϕ
∥

∥

∞ .

E, definimos

‖ϕ‖α,β,2 =
∥

∥xαDβϕ
∥

∥

L2 .

Proposição 1.4.1 As famı́lias de seminormas {‖ · ‖α,β,∞} e {‖ · ‖α,β,2} são equivalentes

em S(Rn).
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Demonstração: (n = 1) Como

∫ ∞

−∞

(

1 + x2
)−2

dx =

∫ π
2

−π
2

(

1 + tan2 t
)−2

sec2 t dt =
π

2
,

temos que (1 + x2)
−1 ∈ L2. Seja ϕ ∈ S. Então,

‖ϕ‖0,0,2 =

[
∫

|ϕ(x)|2dx
]

1
2

=

[
∫

(1 + x2)−2
∣

∣(1 + x2)ϕ(x)
∣

∣

2
dx

]
1
2

≤
∥

∥(1 + x2)−1
∥

∥

L2

∥

∥(1 + x2)ϕ
∥

∥

0,0,∞ .

Logo, se C = ‖(1 + x2)−1‖L2 , segue que

‖ϕ‖α,β,2 =
∥

∥xαDβϕ
∥

∥

0,0,2
≤ C

∥

∥(1 + x2)xαDβϕ
∥

∥

0,0,2
≤ C

(

‖ϕ‖α,β,∞ + ‖ϕ‖α+2,β,∞

)

.

Por outro lado, como ϕ(x) =
∫ x

−∞ ϕ′(t)dt, temos que

‖ϕ‖0,0,∞ = sup
x∈R

∣

∣

∣

∣

∫ x

−∞
ϕ′(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ sup
x∈R

∫ x

−∞
|ϕ′(t)| dt ≤ ‖ϕ′‖L1 .

Além disso, pela desigualdade de Hölder,

‖ϕ′‖L1 =
∥

∥(1 + x2)−1(1 + x2)ϕ′∥
∥

L1 ≤
∥

∥(1 + x2)ϕ′∥
∥

L2

∥

∥(1 + x2)−1
∥

∥

L2 .

Então,

‖ϕ‖0,0,∞ ≤ C
(

‖ϕ′‖L2 +
∥

∥x2ϕ′∥
∥

L2

)

.

Portanto, de
(

xαDβϕ
)′

= αxα−1Dβϕ+ xαDβ+1ϕ, resulta que

‖ϕ‖α,β,∞ =
∥

∥xαDβϕ
∥

∥

0,0,∞

≤ C

(

∥

∥

∥

(

xαDβϕ
)′
∥

∥

∥

0,0,2
+
∥

∥

∥
x2
(

xαDβϕ
)′
∥

∥

∥

0,0,2

)

≤ C
(

α ‖ϕ‖α−1,β,2 + ‖ϕ‖α,β,2 + α ‖ϕ‖α+1,β,2 + ‖ϕ‖α+2,β+1,2

)

.

Pela Proposição 1.1.8, conclúımos o caso n = 1.

(n qualquer) Seja |x| a norma euclidiana em Rn. Como (1 + |x|2)−m ∈ L2(Rn), para

todo m > n
2
, segue o resultado através de cálculos similares. �
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Definição 1.4.2 Definimos os operadores A,A†, N : S(R) → S(R) como sendo:

A =
1√
2

(

x+
d

dx

)

, A† =
1√
2

(

x− d

dx

)

e N = A† ◦ A.

Definição 1.4.3 Definimos φ0 pelas equações Aφ0 = 0 e
∫

R
φ2

0 dx = 1, ou seja,

φ0(x) = π− 1
4 e−

1
2
x2

.

Para n ≥ 1,

φn = (n!)−
1
2
(

A†)n φ0 = (2nn!)−
1
2 (−1)n

π− 1
4 e

1
2
x2

(

d

dx

)n

e−x2

.

As funções {φn}∞n=0 são chamadas de funções de Hermite.

Lema 1.4.4 Para cada n vale:
(

− d2

dx2
+ x2

)

φn = (2n+ 1)φn.

Demonstração: Observe que o lema é verdadeiro se, e somente se,

2(n+ 1)

(

d

dx

)n

e−x2

+ 2x

(

d

dx

)n+1

e−x2

+

(

d

dx

)n+2

e−x2

= 0,

para todo n. Logo, segue o resultado, pois esta última igualdade se demonstra, sem

dificuldades, usando indução em n. �

Observação 1.4.5 Devido ao Lema 1.4.4, as {φn}∞n=0 são também chamadas de funções

de onda do oscilador harmônico.

Lema 1.4.6 A e A† são adjuntos em S(R).

Demonstração: Sejam ϕ, ψ ∈ S(R). Denote por (·, ·) o produto interno usual de L2.

Usando integração por partes, obtemos que

(Aϕ,ψ) =

∫

R

(Aϕ)(x)ψ(x)dx

=

∫

R

1√
2

(xϕ(x) + ϕ′(x))ψ(x)dx

=

∫

R

1√
2

(

xϕ(x)ψ(x) − ϕ(x)ψ′(x)
)

dx

=

∫

R

ϕ(x)(A†ψ) (x)dx

=
(

ϕ,A†ψ
)

.

�
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Lema 1.4.7
[

A,A†] = AA† − A†A = 1.

Demonstração: Basta verificar, usando diretamente a definição, que AA†(ϕ)−A†A(ϕ) =

ϕ, para qualquer ϕ ∈ S. �

Lema 1.4.8 Aφn =
√
nφn−1, A

†φn =
√
n+ 1φn+1 e Nφn = nφn, para todo n.

Demonstração: Usando a definição de φn, temos que

φn+1 = ((n+ 1)!)−
1
2
(

A†)n+1
φ0 = (n+ 1)−

1
2 (n!)−

1
2 A†

(

(n!)
1
2 φn

)

.

Logo,

A†φn =
√
n+ 1φn+1,

para todo n. Por outro lado, como N = 1
2

(

− d2

dx2 + x2 − 1
)

, segue do Lema 1.4.4 que

Nφn = nφn,

para todo n. Com isso em mãos, juntamente com o Lema 1.4.7, conclúımos que

Aφn =
√
nφn−1,

para todo n. �

Lema 1.4.9 Seja f uma função tal que f 6= 0 q.t.p. em R e tal que existem c, δ > 0 com

|f(x)| ≤ ce−δ|x| para todo x ∈ R. Então, span {xnf(x) | n ∈ N} é denso em L2(R).

Demonstração: Suponha que span {xnf(x)} 6= L2(R). Logo, existe h ∈ L2, h 6= 0 q.t.p.

tal que

(xnf, h) = 0,

para todo n. Isto é,
∫

R

xnf(x)h(x)dx = 0,

para todo n. Note que fh ∈ L1(R), pois, pela desigualdade de Hölder,
∫

|f(x)h(x)|dx ≤ c

∫

e−δ|x||h(x)|dx ≤
∥

∥e−δ|x|∥
∥

L2 ‖h‖L2 .

Considere

g(λ) =

∫

f(x)h(x)e−iλxdx.
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Ou seja, g é a transformada de Fourier de fh. Note que, se δ1 < δ, então eδ1|x|fh ∈ L1(R),

pois nesse caso,
∣

∣eδ1|x|fh
∣

∣ ≤ e(δ1−δ)|x||h| com δ1 − δ < 0. Assim, considerando os pontos

z ∈ C por z = λ+ iµ, segue que se |µ| < δ, então g(λ) pode ser prolongada à uma função

anaĺıtica na variável z. Como g(k)(λ) =
∫

f(x)h(x)(−ix)ke−iλxdx, segue que g(k)(0) = 0

para todo k. Sendo assim, g(λ) = 0 para todo λ devido à analiticidade. Logo, fh = 0, o

que é um absurdo. Portanto, span {xnf(x)} = L2(R). �

Proposição 1.4.10 {φn}∞n=0 é uma base ortonormal de L2(R).

Demonstração: Como φ0 ∈ S(R) e φn = (n!)−
1
2

(

A†)n φ0, segue que φn ∈ S, para todo

n. Logo, {φn}∞n=0 ⊂ L2. Sejam m > n. Então, dos Lemas 1.4.6 e 1.4.8, temos que

(φn, φm) = (m!)−
1
2
(

φn,
(

A†)m φ0

)

= (m!)−
1
2 (Amφn, φ0)

= (m!)−
1
2
(

Am−nAnφn, φ0

)

= (m!)−
1
2 (n!)

1
2
(

Am−nφ0, φ0

)

= (m!)−
1
2 (n!)

1
2 (0, φ0)

= 0,

pois m− n > 0. Se m = n, então

(φn, φn) = (n!)−
1
2
(

φn,
(

A†)n φ0

)

= (n!)−
1
2 (Anφn, φ0)

= (n!)−
1
2 (n!)

1
2 (φ0, φ0)

= 1,

uma vez que (φ0, φ0) = 1, pois,
∫

R

e−x2

dx =
√
π.

Sendo assim, {φn}∞n=0 é um conjunto ortonormal. Aplicando o Lema 1.4.9 para e−
x2

2 ,

segue que

span {φn} = span
{

xne−
x2

2

}

= L2(R).

Portanto, segue o resultado. �

Lema 1.4.11 Se f ∈ L2(R), então
∥

∥

∥
A

#
1 · · ·A#

mf
∥

∥

∥

L2
≤
∥

∥

∥
(N +mId)

m
2 f
∥

∥

∥

L2
,

onde A#
j = A ou A†.
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Demonstração: Pelo Lema 1.4.8, vemos que para cada n,
∥

∥

∥
A

#
1 · · ·A#

mφn

∥

∥

∥

L2
= ‖Rnφn‖L2 = |Rn| ‖φn‖L2 = |Rn| ,

onde Rn é um produto de m ráızes da forma
√
n+ aj, com −2m ≤ aj ≤ 2m. Logo, segue

que para cada n,
∥

∥

∥
A

#
1 · · ·A#

mφn

∥

∥

∥

L2
≤

√
n+ 1 · · ·

√
n+m

≤ (n+m)
m
2

=
∥

∥(nId+mId)
m
2 φn

∥

∥

L2

=
∥

∥(N +mId)
m
2 φn

∥

∥

L2 .

Seja então f ∈ L2. Pela Proposição 1.4.10, f =
∑

bnφn. Portanto, pelo teorema de

Pitágoras,

∥

∥

∥
A

#
1 · · ·A#

mf
∥

∥

∥

2

L2
=

∥

∥

∥

∑

A
#
1 · · ·A#

m(bnφn)
∥

∥

∥

2

L2

=
∑

b2n

∥

∥

∥
A

#
1 · · ·A#

mφn

∥

∥

∥

2

L2

≤
∑

b2n
∥

∥(N +mId)
m
2 φn

∥

∥

2

L2

=
∥

∥

∥

∑

bn(N +mId)
m
2 φn

∥

∥

∥

2

L2

=
∥

∥(N +mId)
m
2 f
∥

∥

2

L2 .

�

Os lemas acima serão necessários para introduzirmos uma outra seminorma em S.

Definição 1.4.12 Definimos, para ϕ ∈ S,

‖ϕ‖n = ‖(N + 1)n
ϕ‖L2 ,

para cada n.

Proposição 1.4.13 {‖ · ‖n} é uma famı́lia de seminormas dirigida em S(R), equivalente

à {‖ · ‖α,β,2}.

Demonstração: Seja ϕ ∈ S. Como (N + 1)n =
∑n

k=0

(

n

k

)

Nk, segue que

‖ϕ‖n = ‖(N + 1)n
ϕ‖L2 ≤

n
∑

k=0

(

n

k

)

∥

∥Nkϕ
∥

∥

L2 .
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Como as operações presentes no operador N são multiplicar por x, derivar e identidade,

segue que existem α1, β1, · · · , αl, βl e c > 0 tais que

‖ϕ‖n =≤ c

l
∑

k=1

‖ϕ‖αk,βk,2 .

Por outro lado, note que

Dβϕ =
1

2
Dβ−1 (ϕ′ + xϕ− xϕ+ ϕ′)

=

√
2

2
Dβ−1

(

Aϕ+ A†ϕ
)

=

√
2

4
Dβ−2

(

d

dx
(Aϕ) + xAϕ− xAϕ+

d

dx
(Aϕ)

)

+

+

√
2

4
Dβ−2

(

d

dx

(

A†ϕ
)

+ xA†ϕ− xA†ϕ+
d

dx

(

A†ϕ
)

)

=
1

2
Dβ−2

(

AAϕ− A†Aϕ
)

+
1

2
Dβ−2

(

AA†ϕ− A†A†ϕ
)

.

Procedendo desta maneira, conclúımos que existem c1 > 0 e l1 ∈ N tais que

Dβϕ = c1

l1
∑

k=1

±A#
1 · · ·A#

rk
ϕ,

onde A#
j = A ou A†. Além disso, se ψ ∈ S, então

xαψ =
1

2
xα−1 (xψ + ψ′ − ψ′ + xψ)

=

√
2

2
xα−1

(

Aψ + A†ψ
)

=

√
2

4
xα−2

(

Aψ +
d

dx
(Aψ) − d

dx
(Aψ) + Aψ

)

+

+

√
2

4
xα−2

(

A†ψ +
d

dx

(

A†ψ
)

− d

dx

(

A†ψ
)

+ A†ψ

)

=
1

2
xα−2

(

AAψ + A†Aψ
)

+
1

2
xα−2

(

AA†ψ + A†A†ψ
)

.

Novamente, existem c2 > 0 e l2 ∈ N tais que

xαψ = c2

l2
∑

k=1

A
#
1 · · ·A#

ik
ψ,
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onde A#
j = A ou A†. Juntando, obtemos que existem c3 > 0 e l3 ∈ N tais que

xαDβϕ = c3

l3
∑

k=1

±A#
1 · · ·A#

mk
ϕ,

onde A#
j = A ou A†. Sendo assim, segue do Lema 1.4.11 que

‖ϕ‖α,β,2 =
∥

∥xαDβϕ
∥

∥

L2

≤ c3

l3
∑

k=1

∥

∥

∥
A

#
1 · · ·A#

mk
ϕ
∥

∥

∥

L2

≤ c3

l3
∑

k=1

∥

∥

∥
(N +mk)

mk
2 ϕ
∥

∥

∥

L2
.

Como

(N +mk)
mk
2 =

mk
2
∑

i=0

(mk

2

i

)

(mk − 1)i (N + 1)
mk
2

−i
,

segue que

‖ϕ‖α,β,2 ≤ c3

l3
∑

k=1

mk
2
∑

i=0

∣

∣

∣

∣

(mk

2

i

)
∣

∣

∣

∣

|mk − 1|i
∥

∥

∥
(N + 1)

mk
2

−i
ϕ
∥

∥

∥

L2
.

Portanto, existem c̃ > 0 e n1, · · · , nl̃ ∈ N tais que

‖ϕ‖α,β,2 ≤ c̃

l̃
∑

k=1

‖ϕ‖nk
,

concluindo a demonstração, devido à Proposição 1.1.8. �

Lema 1.4.14

‖(aα)‖β =

(

∑

α

(α+ 1)2β|aα|2
)

1
2

é uma seminorma no espaço das multiseqüências (aα)α∈Ik
+
, onde β ∈ Ik

+ e (α + 1)2β =
∏k

i=1(αi + 1)2βi.

Definição 1.4.15 Definimos sk como sendo o espaço das multiseqüências (aα)α∈Ik
+

tais

que supα∈Ik
+
|aα||α|m <∞ para cada m e ‖(aα)‖β <∞ para cada β.

Teorema 1.4.16 (A N-representação para S) Existe um isomorfismo topológico en-

tre S(Rk) e sk.
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Demonstração: Daremos os detalhes para k = 1. Para ϕ ∈ S(R), considere (an)n∈N

dada por an = (ϕ, φn), onde (·, ·) é o produto interno usual de L2. Como S ⊂ L2, segue

da Proposição 1.4.10 que ϕ =
∑

n anφn. De N ser um operador de S → S, temos que

Nmϕ ∈ L2, para todo m, ou seja, ‖Nmϕ‖L2 <∞. Assim, pelo teorema de Pitágoras,

∑

n

‖ann
mφn‖2

L2 <∞,

uma vez que Nφn = nφn (Lema 1.4.8). Isto significa que

∑

n

|an|2n2m <∞,

para cada m. Logo,

|an|nm =
(

|an|2n2m
)

1
2 ≤

(

∑

n

|an|2n2m

)
1
2

<∞,

e portanto, supn |an|nm < ∞, para cada m. Então, (an) ∈ s1, e definimos assim, uma

aplicação F : S → s1, dada por F (ϕ) = ((ϕ, φn)).

Note que se ϕ ∈ S, então

‖ϕ‖2
m = ‖(N + 1)m

ϕ‖2
L2

=
∑

n

|an|2(n+ 1)2m

= ‖(an)‖2
m ,

para cada m, onde an = (ϕ, φn). Disso se segue que F é injetiva. Vamos mostrar agora a

sobrejetividade. Seja (an) ∈ s1. Defina ϕN =
∑N

n=0 anφn. Logo, (suponha M > N) para

cada m,

‖ϕN − ϕM‖m =
M
∑

n=N+1

|an|2(n+ 1)2m → 0

se M,N → ∞, pois
∑∞

n=0 |an|2(n+ 1)2m <∞. Assim, (ϕN) é de Cauchy em cada ‖ · ‖m,

e então, é de Cauchy em S, segundo a Proposição 1.2.2. Portanto, pelo Teorema 1.3.6,

existe ϕ ∈ S tal que ϕN → ϕ. Em particular, ϕN → ϕ em L2. Sendo assim,

(ϕN , φn) → (ϕ, φn) ,

mostrando que
∞
∑

n=0

(ϕ, φn)φn = ϕ =
∞
∑

n=0

anφn,
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isto é, F (ϕ) = (an).

Para concluir o teorema, só resta verificar que as topologias coincidem. Mas isso se

dá devido à igualdade das seminormas ‖ · ‖m em S e em s1. �

Teorema 1.4.17 (A N-representação para S ′) Temos:

(a) Se T ∈ S ′(Rk) e bα = 〈T, φα〉 para cada α ∈ Ik
+, então existem c > 0 e β ∈ Ik

+ tais

que |bα| ≤ c(α+ 1)β, para todo α;

(b) Se (bα) é uma multiseqüência tal que |bα| ≤ c(α+1)β, para todo α, então existe um

único T ∈ S ′ tal que 〈T, φα〉 = bα;

(c) Se T ∈ S ′(Rk) e bα = 〈T, φα〉, então
∑

α bαφα converge para T na topologia σ(S ′,S).

Demonstração: Novamente consideraremos o caso k = 1.

(a) Segue do fato de T ser cont́ınua e a famı́lia {‖ · ‖m} ser dirigida.

(b) Dado (an) ∈ s1, defina B ((an)) =
∑∞

n=0 bnan. Logo, pela desigualdade de

Hölder,

|B ((an))| ≤
∞
∑

n=0

|bn||an|

≤ c

∞
∑

n=0

(n+ 1)m|an|

= c

∞
∑

n=0

[

(n+ 1)2m+2|an|2
]

1
2
[

(n+ 1)−2
]

1
2

≤ c

( ∞
∑

n=0

(n+ 1)2(m+1)|an|2
)

1
2
( ∞
∑

n=0

(n+ 1)−2

)
1
2

≤ c
π2

6
‖(an)‖m+1 ,

ou seja, B é um funcional linear cont́ınuo. Pelo Teorema 1.4.16, T = B ◦ F ∈ S ′. Não é

dif́ıcil ver que 〈T, φn〉 = bn. A unicidade segue da Proposição 1.4.10.

(c) Note que σ(S ′,S) é a topologia fraca-∗ em S ′. Logo, precisamos mostrar que,

para qualquer ϕ ∈ S, temos
∑N

n=0 〈bnφn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 quando N → ∞. Como ϕ =
∑∞

n=0 (ϕ, φn)φn, para toda ϕ ∈ S, temos que
∣

∣

∣

∣

∣

〈T, ϕ〉 −
N
∑

n=0

〈bnφn, ϕ〉
∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

n=N+1

(ϕ, φn)φn

∣

∣

∣

∣

∣

,
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e portanto, o resultado segue. �

Observação 1.4.18 Os teoremas acima nos dão duas importantes simplificações:

(a) Seqüências são mais fáceis de se trabalhar que funções;

(b) As duas condições do espaço de Schwartz (C∞ e rápido decrescimento) são

substitúıdas por apenas uma (rápido decrescimento).

Com isso em mãos, somos capazes de demonstrar resultados interessantes sobre o

espaço de Schwartz de maneira simples.

Corolário 1.4.19 S é denso em S ′ na topologia σ(S ′,S).

Demonstração: Dado T ∈ S ′, considere a seqüência TN =
∑

|α|≤N bαφα, onde bα =

〈T, φα〉. Segue que (TN) ⊂ S e que TN → T na topologia σ(S ′,S) (como feito no final da

demonstração do Teorema 1.4.17). �

Corolário 1.4.20 S é separável na topologia Fréchet. S ′ é separável na topologia σ(S ′,S).

Demonstração: Defina AN = {(an)n∈N ⊂ Q | an = 0 se n > N}. Então, AN é enumerá-

vel, assim como A =
⋃∞

N=1 AN . Além disso, A ⊂ s1 é denso. Logo, pelo Teorema 1.4.16,

temos que F−1(A) é enumerável e denso em S. Portanto, S é separável.

Sendo A denso em S, segue do Corolário 1.4.19 que A é denso em S ′, mostrando

que S ′ é separável. �



Caṕıtulo 2

Probabilidade e cálculo estocástico

Neste caṕıtulo, introduziremos algumas ferramentas básicas do cálculo estocástico

e alguns conceitos probabiĺısticos que serão necessários para isso.

2.1 Conceitos básicos

Começaremos com as definições e resultados básicos sobre a teoria de probabilidade.

Definição 2.1.1 Um espaço de probabilidade é uma tripla (Ω,F ,P) onde Ω é um con-

junto, F é uma σ-álgebra de conjuntos em Ω e P é uma medida de probabilidade definida

em F , ou seja, P (Ω) = 1.

São exemplos de espaço de probabilidade:

Exemplo 2.1.2 Ω = [0, 1], F = Borel ([0, 1]) e P a medida de Lebesgue restrita ao

intervalo [0, 1].

Exemplo 2.1.3 Ω = R, F = Borel (R) e P dada por

P(A) =

∫

A

1

σ
√

2π
e−

(x−m)2

2σ2 dx.

Observação 2.1.4 Um espaço de probabilidade é um espaço de medida, onde a medida

do conjunto todo vale 1.

28
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Definição 2.1.5 Sejam (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e (E, τ) um espaço topo-

lógico. Uma função X : Ω → E é uma variável aleatória, se for mensurável, isto é,

se

{X ∈ A} = {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ A} ∈ F ,

para todo A ∈ τ .

Definição 2.1.6 Seja X uma variável aleatória. Definimos a probabilidade induzida PX

em Borel(E) por

PX(B) = P ({X ∈ A}) .

Observação 2.1.7 PX é, de fato, uma medida de probabilidade.

Definição 2.1.8 Uma famı́lia de σ−álgebras {Fi}i∈I é dita independente se, para qual-

quer conjunto finito de ı́ndices {i1, · · · , ir} ⊂ I, e quaisquer Aij ∈ Fij , j = 1, · · · , r,
resultar que

P

(

r
⋂

j=1

Aij

)

=
r
∏

j=1

P
(

Aij

)

.

Definição 2.1.9 Uma variável aleatória X é dita independente de uma σ−álgebra F se

σ(X) e F são independentes, onde σ(X) é a menor σ−álgebra onde X é mensurável.

Definição 2.1.10 Uma famı́lia de variáveis aleatórias {Xi}i∈I é dita independente se

forem independentes as σ−álgebras {σ(Xi)}i∈I .

Definição 2.1.11 Seja X uma variável aleatória. Definimos a esperança (ou média) de

X como sendo

E [X] =

∫

Ω

X(ω)dP(ω).

Definição 2.1.12 Seja X uma variável aleatória. Definimos a variância de X como

sendo

var [X] = E
[

(X − E [X])2] = E
[

X2
]

− E [X]2 .

Definição 2.1.13 Seja X : Ω → R uma variável aleatória. Dizemos que X tem distri-

buição normal com média m e variância σ2, e escrevemos X ∼ N(m,σ2), se, para todo

A ∈ Borel(R),

PX(A) =
1

σ
√

2π

∫

A

e−
(x−m)2

2σ2 dx.
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Definição 2.1.14 Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade. Sejam Y : Ω → R uma

variável aleatória F -mensurável e G ⊂ F uma σ-álgebra. A esperança condicional

E [Y | G] de Y com relação à G é definida como sendo a única (P-q.t.p.) variável aleatória

tal que

(i) E [Y | G] é G-mensurável;

(ii)
∫

A
Y dP =

∫

A
E [Y | G] dP, para todo A ∈ G.

Observação 2.1.15 O teorema de Radon-Nikodym garante a existência da esperança

condicional.

A esperança condicional de uma variável aleatória possui muitas propriedades, den-

tre elas:

Proposição 2.1.16 Sejam X, Y : Ω → R variáveis aleatórias e H ⊂ G ⊂ F σ-álgebras.

Temos:

(a) E [αX + Y | G] = αE [X | G] + E [Y | G];

(b) Se Y é G-mensurável, então E [XY | G] = Y E [X | G];

(c) E [E [X | G] |H] = E [X |H];

(d) Se Y é independente de G, então E [Y | G] = E [Y ].

(e) E [E [Y | G]] = E [Y ].

Definição 2.1.17 Sejam (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e T um conjunto de ı́n-

dices. Uma filtração é uma famı́lia de σ−álgebras {Ft}t∈T ⊂ F tal que Fs ⊂ Ft, para

todos s, t ∈ T , s ≤ t.

Definição 2.1.18 Um processo estocástico é uma famı́lia de variáveis aleatórias

{

Xt : Ω → Rd | t ∈ T
}

,

onde T é um conjunto de ı́ndices.

Definição 2.1.19 Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade. Dizemos que um processo

estocástico
{

Xt : Ω → Rd | t ∈ T
}

é adaptado a uma filtração {Ft}t∈T se Xt for Ft-men-

surável, para todo t ∈ T .
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Definição 2.1.20 Sejam (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e {Ft ∈ T} uma filtração.

Um martingale, com relação à filtração {Ft}, é um processo X = {Xt | t ∈ T}, adaptado

a {Ft}, tal que

(i) Xt ∈ L1 (Ω,F ,P), para todo t ∈ T ;

(ii) E [Xt | Fs] = Xs, se s ≤ t.

2.2 Movimento Browniano

Falaremos aqui, sobre o processo estocástico conhecido como movimento Browniano,

cujo nome se deve ao botânico Robert Brown, que estudou o movimento de part́ıculas de

pólen em meios aquosos.

Definição 2.2.1 Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade. Um processo estocástico

B = {Bt | t ∈ [0, T ]}, com Bt : Ω → R, para cada t ∈ [0, T ], é chamado de movimento

Browniano se possui as seguintes propriedades:

(i) B0 = 0;

(ii) t→ Bt(ω) é uma função cont́ınua P−q.t.p.;

(iii) Os incrementos Bt−Bs são independentes e possuem distribuição normal N(0, t−s)
para todo s < t.

Lema 2.2.2 Todo movimento Browniano é um martingale.

Demonstração: Seja B = {Bt} um movimento Browniano e defina Ft = σ ({Bs | s ≤ t}).
Sejam s < t. Como Bt −Bs tem média zero e é independente de Fs, segue que

E [Bt −Bs | Fs] = E [Bt −Bs] = 0.

Ou seja, E [Bt |Fs] = Bs para todo s < t, donde segue que B é um martingale. �

Proposição 2.2.3 Seja B = {Bt} um movimento Browniano. Então, M = {Mt}, onde

Mt = B2
t − t, é um martingale.
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Demonstração: Sejam s < t. Pelo Lema 2.2.2,

E
[

2B2
s − 2BtBs | Fs

]

= 2B2
s − 2BsE [Bt | Fs] = 0.

Logo,

E [Mt −Ms | Fs] = E
[

B2
t −B2

s − (t− s) | Fs

]

= E
[

B2
t − 2BtBs +B2

s − (t− s) | Fs

]

= E
[

(Bt −Bs)
2 − (t− s) | Fs

]

= E
[

(Bt −Bs)
2
]

− (t− s)

= 0.

Portanto, M é um martingale. �

Definição 2.2.4 Seja B = {Bt | t ∈ [0, T ]} um movimento Browniano. Seja

πn =
{

0 = t0 < t1 < · · · < tnj
= T

}

uma seqüência de partições do intervalo [0, T ] tais que n < m implica πn ⊂ πm e

limn→∞ |πn| = 0, onde |πn| = supti∈πn
|ti+1 − ti|. Definimos

πnBT =
∑

ti∈πn

∣

∣Bti+1
−Bti

∣

∣

2
.

Teorema 2.2.5

lim
n→∞

πnBT = T,

onde a convergência é q.t.p..

Demonstração: Note que

πnBT − T =
∑

ti∈πn

[

(

Bti+1
−Bti

)2 − (ti+1 − ti)
]

=
∑

i

Yi,

onde Yi =
(

Bti+1
−Bti

)2 − (ti+1 − ti) são variáveis aleatórias independentes com média

zero. Assim,

E
[

(πnBT − T )2] = E





(

∑

i

Yi

)2


 =
∑

i

E
[

Y 2
i

]

.
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Observamos que

Y 2
i =

[

(

Bti+1
−Bti

)2 − (ti+1 − ti)
]2

=

[

(

Bti+1
−Bti

)2

ti+1 − ti
(ti+1 − ti) − (ti+1 − ti)

]2

=

[

(

Bti+1
−Bti

)2

ti+1 − ti
− 1

]2

(ti+1 − ti)
2

e que
(Bti+1−Bti)

2

ti+1−ti
tem a mesma distribuição que Z2, onde Z ∼ N(0, 1), para todo i.

Assim, Y 2
i tem a mesma distribuiçao que (Z2 − 1)

2
(ti+1 − ti)

2, para todo i. Então,

E
[

(πnBT − T )2] =
∑

i

E
[

Y 2
i

]

=
∑

i

E

[

(

Z2 − 1
)2

(ti+1 − ti)
2
]

≤ E

[

(

Z2 − 1
)2
]

|πn|
∑

i

(ti+1 − ti)

= E

[

(

Z2 − 1
)2
]

|πn|T.

Portanto, como |πn| → 0 e E

[

(Z2 − 1)
2
]

T é constante, obtemos que

lim
n→∞

πnBT = T em L2.

Em particular, existe uma subseqüência πnk
BT tal que

lim
k→∞

πnk
BT = T q.t.p.

Defina agora,

Nn(ω) = π−nBT =
∑

ti∈π−n

(

Bti+1
−Bti

)2
,

e as σ-álgebras

Gn = σ (Nm | m ≤ n) ,

ambos para n = −1,−2, · · · . Resulta que (Nn) é um martingale com relação à (Gn). Sendo

assim, segue do teorema de convergência pra trás de martingale que existe q.t.p. o limite

lim
n→−∞

Nn = lim
n→∞

πnBT .

Portanto, segue o resultado, pois se o limite existe, então toda subseqüência converge

para ele. �
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Observação 2.2.6 Para mais detalhes sobre o teorema de convergência pra trás de mar-

tingales (Backwards Martingale Convergence Theorem), consultar [10].

Definição 2.2.7 Seja B = {Bt | t ∈ [0, T ]} um movimento Browniano. A variação do

caminho Bt(ω) no intervalo [a, b] ⊂ [0, T ] é definida por

V[a,b]B(ω) = sup
π∈P

∑

ti∈π

∣

∣Bti+1
(ω) −Bti(ω)

∣

∣ ,

onde P é o conjunto de todas partições finitas do intervalo [a, b].

Teorema 2.2.8

P
(

V[a,b]B <∞
)

= 0.

Isto é, as trajetórias do movimento Browniano não têm variação finita P−q.t.p..

Demonstração: Suponha que P
(

V[a,b]B <∞
)

> 0. Seja (πn) ⊂ P uma seqüência de

partições tal que n < m implica πn ⊂ πm e limn→∞ |πn| = 0. No conjunto
{

V[a,b]B <∞
}

,

obtemos que

b− a = lim
n→∞

∑

ti∈πn

(

Bti+1
−Bti

)2

≤ lim
n→∞

sup
ti∈πn

∣

∣Bti+1
−Bti

∣

∣

∑

ti∈πn

∣

∣Bti+1
−Bti

∣

∣

≤ lim
n→∞

|πn|V[a,b]B

= 0,

o que é um absurdo. Portanto, P
(

V[a,b]B <∞
)

= 0. �

2.3 Fórmula de Itô

Demonstraremos nesta seção a fórmula de Itô, uma das ferramentas básicas do

cálculo estocástico, que foi descoberta por K. Itô, em 1951.

Fixemos uma seqüência de partições

πn =
{

0 = t0 < t1 < · · · < tnj
= T

}

do intervalo [0, T ] tais que n < m implica πn ⊂ πm e limn→∞ |πn| = 0, onde |πn| =

supti∈πn
|ti+1 − ti|.
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Definição 2.3.1 Sejam X : [0, T ] → R uma função e p > 0. A p-variação de X é a

função 〈X〉p : [0, T ] → R ∪ {∞} dada por

〈X〉p (t) = lim
n→∞

∑

ti∈πn
ti≤t

∣

∣Xti+1
−Xti

∣

∣

p
.

Observação 2.3.2 (a) Se 〈X〉p (t) < ∞ para todo t ∈ [0, T ], dizemos que X tem p-

variação finita.

(b) 〈X〉p é monótona não-decrescente e 〈X〉p (0) = 0.

(c) Se µ ([0, t]) = 〈X〉2 (t), então µ é uma medida em (R≥0, Borel (R≥0)). Logo, a

integral
∫

f(s)d 〈X〉2 (s),

onde f é uma função boreliana em R≥0, está bem definida como sendo um integral de

Lebesgue-Stieltjes.

Teorema 2.3.3 (Fórmula de Itô) Seja X : [0, T ] → R uma função cont́ınua, com

〈X〉2 (T ) <∞, e seja F ∈ C2(R). Então,

F (XT ) − F (X0) =

∫ T

0

F ′ (Xs) dXs +
1

2

∫ T

0

F ′′ (Xs) d 〈X〉2 (s),

onde
∫ T

0

F ′ (Xs) dXs = lim
n→∞

∑

ti∈πn
ti≤T

F ′ (Xti)
(

Xti+1
−Xti

)

é definida como a integral de Itô de F ′ (Xt) com relação à Xt.

Demonstração: Seja ti ∈ πn, ti ≤ T . Pelo teorema de Taylor, existe t̃i ∈ (ti, ti+1) tal que

F
(

Xti+1

)

− F (Xti) = F ′ (Xti) ∆Xti +
1

2
F ′′ (Xt̃i

)

(∆Xti)
2

= F ′ (Xti) ∆Xti +
1

2
F ′′ (Xti) (∆Xti)

2 +

+
1

2

[

F ′′ (Xt̃i

)

− F ′′ (Xti)
]

(∆Xti)
2

= F ′ (Xti) ∆Xti +
1

2
F ′′ (Xti) (∆Xti)

2 +Rn(ti),

onde

Rn(ti) =
1

2

[

F ′′ (Xt̃i

)

− F ′′ (Xti)
]

(∆Xti)
2
.
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Seja δn = max {∆Xti | ti ∈ πn, ti ≤ T}. Como X é uniformemente cont́ınua em [0, T ] e

limn→∞ |πn| = 0, segue que limn→∞ δn = 0. Como X é cont́ınua, obtemos que X ([0, T ])

é compacto. Logo, F ′′ é uniformemente cont́ınua em X ([0, T ]), e assim, existe uma

seqüência (εn), com εn > 0 para todo n ≥ 0, tal que limn→∞ εn = 0 e

|Rn(ti)| ≤ 1

2
max {|F ′′(x) − F ′′(y)| | x, y ∈ X ([0, T ]) , |x− y| ≤ δn} (∆Xti)

2

≤ εn (∆Xti)
2
.

Portanto, temos que

1. limn→∞
∑

Rn(ti) = 0,

pois |∑Rn(ti)| ≤ εn

∑

(∆Xti)
2 e 〈X〉2 (T ) <∞.

2. limn→∞
∑
[

F
(

Xti+1

)

− F (Xti)
]

= F (XT ) − F (X0),

por ser uma soma telescópica, logo, os termos intermediários se cancelam.

3. limn→∞
1
2

∑

F ′′ (Xti) (∆Xti)
2 = 1

2

∫ T

0
F ′′ (Xs) d 〈X〉2 (s),

uma vez que tal limite converge para a integral de Riemann que, por isso, coincide

com a de Lebesgue-Stieltjes.

Sendo assim, como
∑

[

F
(

Xti+1

)

− F (Xti)
]

=
∑

F ′ (Xti) ∆Xti +
1

2

∑

F ′′ (Xti) (∆Xti)
2 +

∑

Rn(ti),

resulta que existe o limite

lim
n→∞

∑

ti∈πn
ti≤T

F ′ (Xti)
(

Xti+1
−Xti

)

,

que definimos como sendo a integral de Itô,
∫ T

0

F ′ (Xs) dXs,

de F ′ (Xt) com relação à Xt. �

2.4 Integração estocástica

Aqui, introduziremos o conceito de integral estocástica, mais especificamente, a

integral de um processo estocástico com relação à um movimento Browniano. Além disso,

apresentaremos uma fórmula de Itô para processos do tipo semimartingale.
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Sejam (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e {Bt | t ∈ [0, T ]} um movimento

Browniano. Considere a filtração {Ft}t∈[0,T ], onde Ft = σ (Bs | s ≤ t), e seja π =

{0 = t0 < t1 < · · · < tn = T} uma partição de [0, T ].

Definição 2.4.1 Chamamos de processo estocástico elementar, um processo da forma

φ(t, ω) =
n
∑

j=1

ej(ω)1[tj ,tj+1](t),

onde ej são variáveis aleatórias Ftj -mensuráveis.

Definição 2.4.2 Definimos a integral estocástica de um processo elementar φ como sendo
∫ T

0

φ(s, ω)dBs(ω) =
n
∑

j=1

ej(ω)
(

Btj+1
(ω) −Btj(ω)

)

.

Observação 2.4.3 O conjunto E de todos os processos elementares está contido em

L2 ([0, T ] × Ω, Borel ([0, T ] × Ω) , λ× P), onde λ é a medida de Lebesgue.

Lema 2.4.4 (Isometria de Itô) Temos a isometria

I : E → L2 (Ω,F ,P)

φ 7→
∫ T

0

φ(s, ω)dBs(ω)

Demonstração: Seja ∆Bj = Btj+1
−Btj . Logo,

E [eiej∆Bi∆Bj] =

{

E
[

e2j
]

(tj+1 − tj) se i = j

0 se i 6= j,

pois, para i = j, temos

E
[

e2j (∆Bj)
2] = E

[

E
[

e2j (∆Bj)
2 | Ftj

]]

= E
[

e2j E
[

(∆Bj)
2 | Ftj

]]

= E
[

e2j E
[

(∆Bj)
2]]

= E
[

e2j
]

(tj+1 − tj).

Por outro lado, se i < j, então eiej∆Bi é independente de ∆Bj, e assim,

E [eiej∆Bi∆Bj] = E [eiej∆Bi] E [∆Bj]

= E [eiej∆Bi] 0

= 0.
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Portanto,

E

[

(
∫ T

0

φdB

)2
]

= E





(

n
∑

j=1

ej∆Bj

)2




= E

[

n
∑

j=1

e2j∆B
2
j

]

+ E

[

∑

j 6=i

ejei∆Bj∆Bi

]

=
n
∑

j=1

E
[

e2j
]

(tj+1 − tj) +
∑

j 6=i

0

= E

[
∫ T

0

φ2dt

]

.

�

No que segue, estenderemos a definição da integral estocástica ao espaço E.

Definição 2.4.5 Defina

E =
{

f ∈ L2 (λ× P) | f(t, ·) é adaptado a Ft para todo t ∈ [0, T ]
}

.

Lema 2.4.6 Se g ∈ E é limitada e g(·, ω) é cont́ınua para cada ω ∈ Ω, então existe uma

seqüência de processos elementares (φn) ⊂ E tal que

lim
n→∞

E

[
∫ T

0

(g − φn)2
dt

]

= 0.

Isto é, φn → g em L2 (λ× P).

Demonstração: Considere φn(t, ω) =
∑n

j=1 g(tj, ω)1[tj ,tj+1](t). Segue que φn é elementar,

pois g ∈ E, e converge para g. �

Lema 2.4.7 Se h ∈ E é limitada, então existe uma seqüência (gn) ⊂ E tal que

lim
n→∞

E

[
∫ T

0

(h− gn)2
dt

]

= 0

onde gn é limitada e g(·, ω) é cont́ınua para cada ω ∈ Ω, para todo n ≥ 0.

Demonstração: Seja M > 0 tal que |h(t, ω)| ≤ M , para todo (t, ω). Para cada n ∈ N,

seja ψn a função real não-negativa tal que
∫∞
−∞ φn(x)dx = 1 e φn(x) = 0 para x ∈

(

−∞,− 1
n

]

∪ [0,∞) . Definindo

gn(t, ω) =

∫ t

0

φn(s− t)h(s, ω)ds,

obtemos a seqüência desejada. �
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Lema 2.4.8 Se f ∈ E, então existe uma seqüência (hn) ⊂ E, onde cada hn é limitada,

tal que

lim
n→∞

E

[
∫ T

0

(f − hn)2
dt

]

= 0.

Demonstração: Tomar, para cada n ∈ N,

hn(t, ω) =











−n se f(t, ω) < −n
f(t, ω) se −n ≤ f(t, ω) ≤ −n
n se f(t, ω) > n

e aplicar o teorema da convergência dominada. �

Assim, para cada f ∈ E, podemos escolher, através dos Lemas 2.4.6, 2.4.7 e 2.4.8,

uma seqüência de processos elementares (φn) tal que

lim
n→∞

E

[
∫ T

0

(f − φn)2
dt

]

= 0.

Pela isometria de Itô, a seqüência
(

∫ T

0
φn(t, ω)dBt(ω)

)

n≥0
é de Cauchy. Portanto, o limite

lim
n→∞

∫ T

0

φn(t, ω)dBt(ω)

existe em L2 (P) e não depende da escolha dos processos φn. Sendo assim, temos:

Definição 2.4.9 Para f ∈ E, definimos a integral de Itô de f , de 0 à T , como sendo

∫ T

0

f(t, ω)dBt(ω) = lim
n→∞

∫ T

0

φn(t, ω)dBt(ω),

onde (φn) é uma seqüência de processos elementares tal que

lim
n→∞

E

[
∫ T

0

(f − φn)2
dt

]

= 0.

Utilizando as propriedades dos processos elementares e, em seguida, tomando limite,

obtemos os seguintes corolários:

Corolário 2.4.10 (Isometria de Itô) Se f ∈ E, então

E

[

(
∫ T

0

f(t, ω)dBt(ω)

)2
]

= E

[
∫ T

0

f(t, ω)2dt

]

.



SEÇÃO 2.4 • Integração estocástica 40

Demonstração: Segue da isometria para processos elementares. �

Corolário 2.4.11 Se f, g ∈ E e c é uma constante, então

∫ T

0

(cf + g) dBt = c

∫ T

0

fdBt +

∫ T

0

gdBt.

Demonstração: Se φ(t, ω) =
∑n

j=1 ej(ω)1[tj ,tj+1](t), e φ̃(t, ω) =
∑n

j=1 ẽj(ω)1[tj ,tj+1](t),

onde ej, ẽj são variáveis aleatórias Ftj -mensuráveis, então

∫ T

0

(

cφ(t, ω) + φ̃(t, ω)
)

dBt(ω) =

∫ T

0

n
∑

j=1

(cej(ω) + ẽj(ω)) 1[tj ,tj+1](t)

=
n
∑

j=1

(cej(ω) + ẽj(ω))
(

Btj+1
(ω) −Btj(ω)

)

=
n
∑

j=1

cej(ω)
(

Btj+1
(ω) −Btj(ω)

)

+
n
∑

j=1

ẽj(ω)
(

Btj+1
(ω) −Btj(ω)

)

= c

∫ T

0

φ(t, ω)dBt(ω) +

∫ T

0

φ̃(t, ω)dBt(ω).

�

Corolário 2.4.12 Se f ∈ E, então

E

[
∫ T

0

fdBt

]

= 0.

Demonstração: Seja φ(t, ω) =
∑n

j=1 ej(ω)1[tj ,tj+1](t), onde ej são variáveis aleatórias Ftj -

mensuráveis. Resulta que

E

[
∫ T

0

φ(t, ω)dBt(ω)

]

= E

[

n
∑

j=1

ej(ω)
(

Btj+1
(ω) −Btj(ω)

)

]

=
n
∑

j=1

E
[

ej(ω)
(

Btj+1
(ω) −Btj(ω)

)]

=
n
∑

j=1

E
[

E
[

ej(ω)
(

Btj+1
(ω) −Btj(ω)

)

|Fj

]]
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=
n
∑

j=1

E
[

ej(ω)E
[(

Btj+1
(ω) −Btj(ω)

)

|Fj

]]

=
n
∑

j=1

E
[

ej(ω)
(

Btj(ω) −Btj(ω)
)]

= 0.

�

Ou seja, podemos estender a isometria de Itô ao espaço E. Além disso, a integral

de Itô é linear e tem média zero.

A seguir, segue uma fórmula de Itô para semimartingales. Mais detalhes sobre tais

processos podem ser obtidos em [10], página 51.

Teorema 2.4.13 (Fórmula de Itô) Seja X um semimartingale e seja F ∈ C2(R).

Então F (X) é um semimartingale, e vale

F (Xt) − F (X0) =

∫ t

0+

F ′(Xs−)dXs +
1

2

∫ t

0+

F ′′(Xs−)d[X,X]cs +

+
∑

0<s≤t

[F (Xs) − F (Xs−) − F ′(Xs−)∆Xs] .

Demonstração: Página 78 de [10].



Caṕıtulo 3

Uma fórmula de Itô para as

distribuições temperadas

Apresentaremos neste caṕıtulo, os conceitos básicos da teoria do rúıdo branco (White

Noise Analysis) e uma extensão da fórmula de Itô para distribuições temperadas, devido

à A. Russek [12] e I. Kubo [4], que se dá utilizando o método de dualidade da teoria de

distribuições.

3.1 Rúıdo branco

Aqui, introduziremos o rúıdo branco e algumas de suas propriedades, como a de-

composição em caos de Wiener-Itô.

Teorema 3.1.1 (Bochner-Minlos) Existe uma única medida de probabilidade µ defi-

nida em
(

S ′(Rd), Borel(S ′(Rd))
)

tal que

E
[

ei〈·,ϕ〉] =

∫

S′
ei〈T,ϕ〉dµ(T )

= e−
‖ϕ‖2

2

para toda ϕ ∈ S(Rd), onde ‖ · ‖ = ‖ · ‖L2(Rd).

Observação 3.1.2 A demonstração deste teorema foge um pouco do assunto tratado

nessa dissertação e por isso a omitiremos. Detalhes podem ser consultados em [3].

42
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Definição 3.1.3 A tripla
(

S ′(Rd), Borel(S ′(Rd)), µ
)

é chamada de espaço de probabili-

dade do rúıdo branco 1-dimensional e µ é chamada de medida do rúıdo branco.

Definição 3.1.4 O rúıdo branco é a aplicação

W : S × S ′ → R

(ϕ, u) 7→ 〈u, ϕ〉

Observação 3.1.5 A partir do rúıdo branco W , podemos construir um movimento

Browniano Bt(u), para t ∈ R e u ∈ S ′, definindo

Bt(u) = W
(

1[0,t], u
)

=

{

〈

u, 1[0,t]

〉

, se t ≥ 0

−
〈

u, 1[t,0]

〉

, se t < 0.

Como 1[0,t] ∈ L2 não é um elemento de S, a expressão
〈

u, 1[0,t]

〉

faz sentido aproximando

tal função por elementos de S e tomando limite.

Definição 3.1.6 Definimos L̂2 (Rn) como sendo o subconjunto das funções simétricas de

L2 (Rn).

L2 (S ′) possui a seguinte expansão em caos de Wiener-Itô:

Teorema 3.1.7

L2 (S ′) =
∞
⊕

n=0

Kn,

isto é, cada f ∈ L2 (S ′) pode ser representada por uma série f =
∑∞

n=0 In(fn), onde

fn ∈ L̂2(Rn) e

In(fn) =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
f(t1, · · · , tn)dBt1 · · · dBtn .

Mais ainda,

‖f‖2
L2(S′) =

∞
∑

n=0

n!‖fn‖2
L2(Rn).

Demonstração: Ver [3] ou [8]. �

Observação 3.1.8 Os conjuntos Kn podem, ainda, ser considerados como espaços ge-

rados por polinômios de Fourier-Hermite. É o que diz o Teorema 3.1.15 abaixo, que é

conseqüência dos resultados a seguir.
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O espaço vetorial complexo gerado por funções exponenciais da forma

exp (i 〈u, ξ〉) , ξ ∈ S,

forma uma álgebra, que denotamos por A.

Teorema 3.1.9 A álgebra A é densa em L2 (S ′).

Demonstração: Fixe ξ1, · · · , ξn ∈ S e suponha que, para todo tk, 1 ≤ k ≤ n, temos

∫

S′

n
∏

k=1

exp [itk 〈u, ξk〉]ϕ(u)dµ(u) = 0.

Se Bn ⊂ Borel (S ′) é a σ-álgebra gerada por 〈u, ξ1〉 , · · · , 〈u, ξn〉, então a igualdade acima

pode ser reescrita como

∫

S′
exp

[

i

n
∑

k=1

〈u, ξk〉 tk
]

E

[

ϕ(u) | Bn

]

dµ(u) = 0.

Assim,

E

[

ϕ(u) | Bn

]

= 0, µ− q.t.p..

Adicionando ξk, k ≥ n + 1, tal que {ξn} seja um sistema completo em L2 (R), obtemos

que Bn cresce monotonamente para Borel (S ′). Logo, conclúımos que

E

[

ϕ(u) |Borel (S ′)
]

= ϕ(u) = 0, µ− q.t.p.,

concluindo a demonstração. �

A coleção P de todos os polinômios em u também forma uma álgebra.

Corolário 3.1.10 A álgebra P é densa em L2 (S ′).

Demonstração: Segue do fato de que a expansão de Taylor

exp [i 〈u, ξ〉] =
∞
∑

n=0

[i 〈u, ξ〉]n
n!

converge µ−q.t.p. e em L2 (S ′). �
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Corolário 3.1.11 Se {ηn} ⊂ S é um sistema ortonormal completo para L2(R), então a

coleção de todos os produtos finitos da forma
∏

j

〈u, ηj〉nj , nj ≥ 0, j = 1, 2, · · · ,

gera um subespaço denso de L2 (S ′).

Definição 3.1.12 Definimos os polinômios de Hermite como sendo

hn(x) =
(−1)n

√
n!

e
x2

2
dn

dxn
e

−x2

2 ,

n = 0, 1, · · · , x ∈ R.

Definição 3.1.13 Um polinômio de Fourier-Hermite em relação à {ηn} é um polinômio

em u expresso como produto finito da forma

ϕ(u) = c
∏

j

hnj

(〈u, ηj〉√
2

)

, c = constante.

Uma vez que 〈u, ηj〉, j ≥ 1 são mutuamente independentes, obtemos que a norma

L2 (S ′) de um tal polinômio é

|c|2
∏

j

nj!2
nj .

Sendo assim, tomamos c =
(

∏

j nj!2
nj

)− 1
2
, e ordenamos os polinômios de Fourier-Hermite

em uma seqüência ϕ1, ϕ2, · · · .

Teorema 3.1.14 A coleção {ϕn | n ≥ 1} de polinômios de Fourier-Hermite normaliza-

dos, definidos acima, forma um sistema ortonormal completo em L2 (S ′).

Demonstração: A ortogonalidade segue do fato de que

∫

S′
∏

j hnj

(

〈u,ηj〉√
2

)

∏

j hmj

(

〈u,ηj〉√
2

)

dµ(u) =

=
∏

j

∫

S′ hnj

(

〈u,ηj〉√
2

)

hmj

(

〈u,ηj〉√
2

)

dµ(u) =

=
∏

j nj!2
njδnj ,mj

.

O fato de que todo polinômio como no Corolário 3.1.11 pode ser expresso como

uma soma de polinômios de Fourier-Hermite de grau menor ou igual a
∑

j nj, garante,

juntamente com o mesmo corolário, que {ϕn} gera L2 (S ′). �

Como conseqüência, temos:
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Teorema 3.1.15

L2 (S ′) =
∞
⊕

n=0

Kn,

onde Kn é o subespaço de L2 (S ′) gerado por todos os polinômios de Fourier-Hermite de

grau n.

3.2 A transformada S

Nesta seção, introduziremos a transformada S, e demonstraremos algumas de suas

propriedades.

Definição 3.2.1 A transformada τ é dada por

τ : L2(S ′) → S∗

f 7→ τ(f) : S → R

ξ 7→ τ(f)(ξ)

onde

τ(f)(ξ) =

∫

S′
ei〈u,ξ〉f(u)dµ(u).

Observação 3.2.2 Entendemos por S∗ o espaço de todos funcionais lineares definidos

em S, ou seja, seu dual algébrico.

Proposição 3.2.3 Se f ∈ Kn, então existe fn ∈ L̂2(Rn) tal que

(τ)(f)(ξ) = ine−
‖ξ‖2

2

∫

R

· · ·
∫

R

fn(t1, · · · , tn)ξ(t1) · · · ξ(tn)dt1 · · · dtn,

para qualquer ξ ∈ S.

Demonstração: A demonstração dessa proposição segue dos lemas subseqüentes, e da

definição de Kn.

Lema 3.2.4 Se ‖η‖ = 1, então

τ

(

hk

(〈·, η〉√
2

))

(ξ) = e−
‖ξ‖2

2

(

i
√

2
)k

(η, ξ)k
.
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Demonstração: Se ϕ(u) = exp
(

2t〈u,η〉√
2

− t2
)

=
∑∞

k=0
tk

k!
hk

(

〈u,η〉√
2

)

, então, aplicando τ em

exp
(

2t〈u,η〉√
2

− t2
)

, obtemos que

τ (ϕ) (ξ) = e−
‖ξ‖2

2

∞
∑

k=0

(

i
√

2
)k

k!
(η, ξ)k

.

Por outro lado, aplicando τ em
∑∞

k=0
tk

k!
hk

(

〈u,η〉√
2

)

, segue que

τ (ϕ) (ξ) =
∞
∑

k=0

tk

k!
τ

(

hk

(〈·, η〉√
2

))

(ξ).

Portanto,

e−
‖ξ‖2

2

(

i
√

2
)k

(η, ξ)k = τ

(

hk

(〈·, η〉√
2

))

(ξ).

�

Lema 3.2.5 Se {ηn}n∈N
⊂ S é um sistema ortonormal completo, então existe F̂ ∈

L̂2 (Rn) tal que

τ

(

∏

j

hkj

(〈·, ηj〉√
2

)

)

(ξ) = ine−
‖ξ‖2

2

∫

· · ·
∫

F̂ (t1, · · · , tn)ξ(t1) · · · ξ(tn)dt1 · · · dtn,

onde n =
∑

j kj.

Demonstração: Como a soma é sobre finitos j, segue que podemos escrever ξ =
∑

j tjηj+

ξ′, onde ξ′ é ortogonal aos ηj’s envolvidos na soma. Logo, pelo Lema 3.2.4,

τ

(

∏

j

hkj

(〈·, ηj〉√
2

)

)

(ξ) = e−
‖ξ′‖2

2

∏

j

e−
t2j
2

(

i
√

2
)kj

(ηj, tjηj)
kj .

Como tj = (ηj, ξ) e ‖ξ‖2 =
∑

j t
2
j + ‖ξ′‖2, conclúımos que

τ

(

∏

j

hkj

(〈·, ηj〉√
2

)

)

(ξ) = e−
‖ξ‖2

2

(

i
√

2
)n
∫

· · ·
∫

G(t1, · · · , tn)ξ(t1) · · · ξ(tn)dt1 · · · dtn,

onde G(t1, · · · , tn) = η1(t1) · · · η1(tk1)η2(tk1+1) · · · η2(tk1+k2) · · · ηn(tk1+···+kn
) e n =

∑

j kj.

Defina

F (t1, · · · , tn) =
(√

2
)n

G(t1, · · · , tn).
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A simetrização da F é a função F̂ (t1, · · · , tn) = 1
n!

∑

π F
(

tπ(1), · · · , tπ(n)

)

, onde a soma é

sobre todas as permutações π de {1, 2, · · · , n}. Note que F, F̂ ∈ L2 (Rn) e que

∫

· · ·
∫

F (t1, · · · , tn)ξ(t1) · · · ξ(tn)dt1 · · · dtn =

∫

· · ·
∫

F̂ (t1, · · · , tn)ξ(t1) · · · ξ(tn)dt1 · · · dtn.

Portanto, F̂ ∈ L̂2(Rn) e satisfaz o lema. �

Definição 3.2.6 A transformada S é dada por

S : L2(S ′) → S∗

f 7→ S(f) : S → R

ξ 7→ S(f)(ξ)

onde

S(f)(ξ) =

∫

S′
f(u+ ξ)dµ(u)

= e−
‖ξ‖2

2

∫

S′
e〈u,ξ〉f(u)dµ(u).

Lema 3.2.7 S(f)(ξ) = e−
‖ξ‖2

2 τ(f)(−iξ).

Demonstração: Imediato. �

Corolário 3.2.8 Se f ∈ Kn, então existe fn ∈ L̂2(Rn) tal que

(S)(f)(ξ) =

∫

R

· · ·
∫

R

fn(t1, · · · , tn)ξ(t1) · · · ξ(tn)dt1 · · · dtn,

para qualquer ξ ∈ S.

Demonstração: Segue da Proposição 3.2.3 e do Lema 3.2.7. �

Observação 3.2.9 Ft = σ ({Bs | s ≤ t}) é uma filtração.

Lema 3.2.10 Se f ∈ L2(S ′) é Ft-mensurável, então

S(f)(ξ) = S(f)(1(−∞,t]ξ),

para qualquer ξ ∈ S.
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Demonstração: Seja ξt = 1(−∞,t]ξ. Defina

Zt = exp

(
∫ t

−∞
ξ(s)dBs −

1

2

∫ t

−∞
[ξ(s)]2ds

)

e

Z = exp

(
∫ ∞

−∞
ξ(s)dBs −

‖ξ‖2

2

)

.

Pela fórmula de Itô,

Zt = Zt0 +

∫ t

t0

Zs

(

ξ(s)dBs −
1

2
[ξ(s)]2ds

)

+
1

2

∫ t

t0

Zs[ξ(s)]
2ds

= Zt0 +

∫ t

t0

Zsξ(s)dBs.

Fazendo t0 → −∞, obtemos que

Zt = 1 +

∫ t

−∞
Zsξ(s)dBs.

Ou ainda,

dZt = Ztξ(t)dBt.

Logo, {Zt | t ∈ R} é um martingale e, então, E [Z|Ft] = Zt. Resulta que

S(f)(ξ) =

∫

S′

(

e−
‖ξ‖2

2 e
∫∞
−∞ ξdBs

)

(u)f(u)dµ(u)

= E [Zf ]

= E [E [Zf | Ft]]

= E [f E [Z | Ft]]

= E [fZt]

=

∫

S′

(

e−
‖ξt‖2

2 e
∫∞
−∞ ξtdBs

)

(u)f(u)dµ(u)

= S(f)(ξt).

�

Proposição 3.2.11 Seja {Yt | t ∈ R} um processo adaptado em L2 (S ′ × R, µ⊗ λ), onde

λ é a medida de Lebesgue. Então, para toda ξ ∈ S,

S

(
∫ t

−∞
YsdBs

)

(ξ) =

∫ t

−∞
S(Ys)(ξ)ξ(s)ds.
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Demonstração: Seja Zt = 1 +
∫ t

−∞ Zsξ(s)dBs como no Lema 3.2.10. Como
∫ t

−∞ YsdBs ∈
Ft, segue que

S

(
∫ t

−∞
YsdBs

)

(ξ) = S

(
∫ t

−∞
YsdBs

)

(ξt)

= E

[(
∫ t

−∞
YsdBs

)(

1 +

∫ t

−∞
Zsξ(s)dBs

)]

= E

[
∫ t

−∞
YsdBs

]

+ E

[(
∫ t

−∞
YsdBs

)(
∫ t

−∞
Zsξ(s)dBs

)]

= 0 +

∫ t

−∞
E [YsZsξ(s)] ds

=

∫ t

−∞
ξ(s)E [YsZs] ds

=

∫ t

−∞
ξ(s)S (Ys) (ξs)ds

=

∫ t

−∞
ξ(s)S (Ys) (ξ)ds.

Onde usamos a isometria de Itô e o fato de que a integral de Itô tem média zero. �

Corolário 3.2.12 Se fn ∈ L̂2(Rn) e ξ ∈ S, então

S (In(fn)) (ξ) =

∫

R

· · ·
∫

R

ξ(t1) · · · ξ(tn)fn(t1, · · · , tn)dt1 · · · dtn.

Demonstração: De fato,

S (In(fn)) (ξ) = S

(
∫

R

· · ·
∫

R

fn(t1, · · · , tn)dBt1 · · · dBtn

)

(ξ)

=

∫

R

ξ(tn)S

(
∫

R

· · ·
∫

R

fn(t1, · · · , tn)dBt1 · · · dBtn−1

)

(ξ)dtn

= · · ·
=

∫

R

· · ·
∫

R

ξ(t1) · · · ξ(tn)S (fn) (ξ)dt1 · · · dtn

=

∫

R

· · ·
∫

R

ξ(t1) · · · ξ(tn)fn(t1, · · · , tn)dt1 · · · dtn.

�

Observação 3.2.13 O Corolário 3.2.12 mostra que a aplicação f ∈ Kn 7→ fn ∈ L̂2(Rn)

é sobrejetiva.
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3.3 Funções generalizadas

Assim como t́ınhamos a tripla de Gel’fand

S ⊂ L2(R) ⊂ S ′,

aqui definiremos nossa nova tripla, onde se dará o desenvolvimento dos próximos resulta-

dos, inclusive o lema de Itô. Lembramos que os espaços de Sobolev Hα são tratados no

apêndice.

Definição 3.3.1 O espaço dos funcionais teste é o espaço (L2)+ ⊂ L2 (S ′) formado pelos

elementos ϕ =
∑∞

n=0 In(ϕn), onde ϕn ∈ H
n+1

2 (Rn) e

‖ϕ‖2
+ =

∞
∑

n=0

n! ‖ϕn‖2
n+1

2
<∞.

Definição 3.3.2 O espaço dual de (L2)+ é o espaço dos funcionais Brownianos genera-

lizados, que denotamos por (L2)−.

Observação 3.3.3 (a) Denotaremos por 〈〈·, ·〉〉 o par de dualidade entre (L2)− e (L2)+.

(b) Temos os mergulhos naturais (inclusão e dual):

(

L2
)

+
⊂ L2 (S ′) ⊂

(

L2
)

− ,

que nos dá nossa nova tripla de Gel’fand.

A seguir, como na Proposição A.2.8, iremos caracterizar o espaço (L2)−.

Proposição 3.3.4 Φ ∈ (L2)− se, e somente se, existe gn ∈ H−n+1
2 (Rn) com

∑∞
n=0 n! ‖gn‖2

−n+1
2
<∞ tal que 〈〈Φ, ·〉〉 = 〈〈g, ·〉〉 =

∑∞
n=0 n! 〈gn, ·〉.

Demonstração: (⇐) Seja g = (gn) como no enunciado. Defina a aplicação Φg : (L2)+ →
R como sendo

〈〈Φg, ϕ〉〉 =
∞
∑

n=0

n! 〈gn, ϕn〉 ,

onde ϕ =
∑∞

n=0 In(ϕn) ∈ (L2)+ e (·, ·) denota o produto interno de L2(Rn). É fácil ver que

Φg é linear, uma vez que In

(

fn + f̃n

)

= In (fn)+In

(

f̃n

)

. Provemos que é uma aplicação

cont́ınua. Note que

|〈〈Φg, ϕ〉〉| ≤
∞
∑

n=0

n! |〈gn, ϕn〉| =
∞
∑

n=0

n! |〈ǧn, ϕ̂n〉| .
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Como

|〈ǧn, ϕ̂n〉| ≤
∫

Rn

|ǧn(x)| |ϕ̂n(x)| dx

=

∫

Rn

|ĝn(−x)|
(

1 + |x|2
)−n+1

4
(

1 + |x|2
)

n+1
4 |ϕ̂n(x)| dx

≤
(
∫

Rn

|ĝn(−x)|2
(

1 + |x|2
)−n+1

2 dx

)
1
2
(
∫

Rn

|ϕ̂n(x)|2
(

1 + |x|2
)

n+1
2 dx

)
1
2

= ‖gn‖−n+1
2

‖ϕn‖n+1
2
,

segue que

|〈〈Φg, ϕ〉〉| ≤
∞
∑

n=0

n! ‖gn‖−n+1
2

‖ϕn‖n+1
2

≤
( ∞
∑

n=0

n! ‖gn‖2
−n+1

2

)
1
2
( ∞
∑

n=0

n! ‖ϕn‖2
n+1

2

)
1
2

= ‖g‖− ‖ϕ‖+ ,

onde ‖g‖2
− =

∑∞
n=0 n! ‖gn‖2

−n+1
2

. Assim, Φg ∈ (L2)−.

(⇒) Seja Φ ∈ (L2)−. Considere, para cada n ≥ 0, a restrição

Φn = Φ|
H

n+1
2

: H
n+1

2 → R.

Sabemos que a transformada inversa de Fourier nos fornece, para cada n ≥ 0, um iso-

morfismo unitário

F−1 : L2(νn) → H
n+1

2 ,

onde dνn = (1 + |x|2)
n+1

2 dx. Assim,

Φn ◦ F−1 : L2(νn) → R

é uma aplicação linear e cont́ınua. Segue do teorema da representação de Riesz que, para

cada n ≥ 0, existe uma única função h̃n ∈ L2(νn) tal que

Φn

(

F−1(ξ)
)

=
(

h̃n, ξ
)

L2(νn)
,

para toda ξ ∈ L2(νn), e
∥

∥ΦnF
−1
∥

∥ =
∥

∥

∥
h̃
∥

∥

∥

L2(νn)
.
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Se ϕn ∈ H
n+1

2 (Rn), então existe ξn ∈ L2(νn) tal que ξ̌n = ϕn. Logo,

〈〈Φn, ϕn〉〉 =
〈〈

Φn, ξ̌n
〉〉

=
(

h̃n, ξn

)

L2(νn)
=
(

h̃n, ϕ̂n

)

L2(νn)
.

Defina

gn(x) =
[

h̃n(x)
(

1 + |x|2
)

n+1
2

]ˆ

.

Resulta que, para cada n ≥ 0, 〈gn, ϕn〉 = 〈〈Φn, ϕn〉〉 , para toda ϕn ∈ H
n+1

2 (Rn) e, além

disso,

‖gn‖2
−n+1

2
=
∥

∥

∥
h̃n

∥

∥

∥

2

L2(νn)
.

Trocando gn por gn

n!
(e utilizando a mesma notação), obtemos uma seqüência g = (gn)

tal que para cada n ≥ 0, gn ∈ H−n+1
2 (Rn) e n! 〈gn, ϕn〉 = 〈〈Φn, ϕn〉〉 , para toda ϕn ∈

H
n+1

2 (Rn). Logo,

〈〈Φ, ϕ〉〉 =
∞
∑

n=0

〈〈Φ, ϕn〉〉 =
∞
∑

n=0

〈〈Φn, ϕn〉〉 =
∞
∑

n=0

n! 〈gn, ϕn〉 ,

para toda ϕ =
∑∞

n=0 In(ϕn) ∈ (L2)+. Resta mostrarmos que ‖g‖− <∞. Mas como

‖gn‖−n+1
2

=
1

n!

∥

∥

∥
h̃n

∥

∥

∥

L2(νn)
=

1

n!

∥

∥ΦnF
−1
∥

∥

e
∥

∥ΦnF
−1
∥

∥ ≤ ‖Φn‖
∥

∥F−1
∥

∥ = ‖Φn‖ ≤ ‖Φ‖ ,

conclúımos que

‖g‖2
− =

∞
∑

n=0

n! ‖gn‖2
−n+1

2
≤

∞
∑

n=0

‖Φ‖2

n!
= ‖Φ‖2

∞
∑

n=0

1

n!
<∞,

pois Φ é cont́ınuo e
∑∞

n=0
1
n!

= e. �

Corolário 3.3.5 (L2)− é isomorfo ao espaço

{

g = (gn)∞n=0

∣

∣

∣

∣

∣

gn ∈ H−n+1
2 (Rn) e ‖g‖2

− =
∞
∑

n=0

n! ‖gn‖2
−n+1

2
<∞

}

.

Demonstração: Só precisamos mostrar que a aplicação que, a cada g = (gn), associa o

operador Φg ∈ (L2)− é injetiva. Suponha que Φg = Φg̃. Logo,

〈〈Φg, ϕ〉〉 = 〈〈Φg̃, ϕ〉〉 ,
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para toda ϕ =
∑∞

n=0 In(ϕn) ∈ (L2)+. Ou seja,

∞
∑

n=0

n! 〈gn, ϕn〉 =
∞
∑

n=0

n! 〈g̃n, ϕn〉 .

Suponha que g 6= g̃. Logo, existe m ≥ 0 tal que gm 6= g̃m. Como para qualquer ϕm ∈
H

m+1
2 (Rm) temos Im (ϕm) ∈ (L2)+ e, assim, 〈〈Φg, Im(ϕm)〉〉 = 〈〈Φg̃, Im (ϕm)〉〉, resulta que

〈gm, ϕm〉 = 〈g̃m, ϕm〉 ,

para toda ϕm ∈ H
m+1

2 (Rm), o que é uma contradição. Portanto, segue a injetividade. �

3.4 Composição com distribuições temperadas

Para f ∈ L2(R), denotemos por I(f) = I1(f) =
∫

R
f(t)dBt. Definiremos a com-

posição

u (I(f)) ,

para u ∈ S ′(R). Para tanto, trabalharemos com a expansão de distribuições temperadas

em termos dos polinômios de Hermite.

Definição 3.4.1 Defina, para n ≥ 0 e σ > 0, as funções

gσ(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 e gn,σ(x) = hn

(x

σ

)

gσ(x),

onde hn é o n-ésimo polinômio de Hermite, definido em 3.1.12

Definição 3.4.2 As funções de Hermite com parâmetro σ > 0 são definidas por

Hn

(x

σ

)

= hn

(x

σ

)

√

gσ(x).

Proposição 3.4.3 Sejam u ∈ S ′ e σ > 0. Então, u é representado por

u =
∞
∑

n=0

anhn

( .

σ

)

,

onde an = 〈u, gn,σ〉.
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Demonstração: Seja v = u
√
gσ. Logo, 〈v, ϕ〉 =

〈

u,
√
gσϕ
〉

, para toda ϕ ∈ S. Resulta

que

v =
∞
∑

n=0

〈

v,Hn

( .

σ

)〉

Hn

( .

σ

)

=
∞
∑

n=0

〈

u, hn

( .

σ

)√
gσ

√
gσ

〉

hn

( .

σ

)√
gσ

=
√
gσ

∞
∑

n=0

anhn

( .

σ

)

Como gσ(x) 6= 0, para todo x ∈ R, segue o resultado. �

Observação 3.4.4 Se bn = an√
gσ

, então u =
∑∞

n=0 bnHn

(

.
σ

)

. Logo, pela N−representação

para S ′, existem c̃ > 0 e m ∈ N tais que |bn| ≤ c̃ (1 + n)m para todo n ≥ 0. E como gσ é

uma função limitada, obtemos que existe c > 0 tal que

|an| =
√
gσ |bn| ≤ c (1 + n)m

,

para todo n ≥ 0.

Definição 3.4.5 Definimos a composição de u ∈ S ′ com I(f) por

u (I(f)) =
∞
∑

n=0

anhn

(

I(f)

‖f‖

)

.

Para provarmos que tal série converge em (L2)−, considere o seguinte lema.

Lema 3.4.6 Seja f ∈ L2(R). Então, existem c1 > 0 e 0 < q < 1 tais que

∥

∥f⊗n
∥

∥

−n+1
2

≤ c1q
n ‖f‖n

,

onde f⊗n(t1, · · · , tn) = f(t1) · · · f(tn).

Demonstração: Seja R > 0 qualquer e fixe α > 0. Note que

∥

∥f⊗n
∥

∥

2

−α
=

∫

Rn

∣

∣

∣

(

f⊗n
)ˆ

(x)
∣

∣

∣

2
(

1 + |x|2
)−α

dx

=

∫

|x|<R

∣

∣

∣

(

f⊗n
)ˆ

(x)
∣

∣

∣

2
(

1 + |x|2
)−α

dx+

∫

|x|≥R

∣

∣

∣

(

f⊗n
)ˆ

(x)
∣

∣

∣

2
(

1 + |x|2
)−α

dx

≤
∫

|x|<R

∣

∣

∣

(

f⊗n
)ˆ

(x)
∣

∣

∣

2

dx+
(

1 +R2
)−α

∥

∥

∥

(

f⊗n
)ˆ
∥

∥

∥

2

.
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Por sua vez,

∣

∣

∣

(

f⊗n
)ˆ

(x)
∣

∣

∣

2

≤
∫

Rn

∣

∣e−2πix.yf⊗n(y)
∣

∣

2
dy

=

∫

R

· · ·
∫

R

|f(y1)|2 · · · |f(yn)|2 dy1 · · · dyn

= ‖f‖2n
,

onde usamos a desigualdade de Jensen e o teorema de Fubini. Tome R0 > 0 tal que
∫

|x|<R0
dx < 2−n. Logo, para R ≤ R0, obtemos pelas estimativas acima que

∥

∥f⊗n
∥

∥

2

−α
≤ 2−n ‖f‖2n +

(

1 +R2
0

)−α ‖f‖2n

=
(

2−n + qα
1

)

‖f‖2n
,

onde q1 = (1 +R2
0)

−1
, ou seja, 0 < q1 < 1. Seja agora α = n+1

2
. Considere q =

√
q1 e

tome c1 > 0 tal que c21 q
2n − qn+1 ≥ 2−n. Resulta que 0 < q < 1 e

∥

∥f⊗n
∥

∥

2

−n+1
2

≤
(

2−n + qn+1
)

‖f‖2n

≤ c21 q
2n ‖f‖2n

.

Portanto,
∥

∥f⊗n
∥

∥

−n+1
2

≤ c1 q
n ‖f‖n

.

�

Teorema 3.4.7 A série na Definição 3.4.5 é convergente em (L2)−.

Demonstração: Sabemos que (Corolário A.1.10), se f ∈ L2(R) e n ≥ 0, então

In
(

f⊗n
)

= ‖f‖n
√
n!hn

(

I(f)

‖f‖

)

.

Seja fn = f⊗n

‖f‖n
√

n!
. Como In é linear, segue que

hn

(

I(f)

‖f‖

)

= In(fn).

Logo, hn

(

I(f)
‖f‖

)

∈ Kn e, além disso,

u (I(f)) =
∞
∑

n=0

anIn(fn).
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Então, precisamos mostrar que a seguinte série é finita

‖u (I(f))‖2
− =

∞
∑

n=0

a2
nn! ‖fn‖2

−n+1
2

=
∞
∑

n=0

a2
n

‖f‖2n

∥

∥f⊗n
∥

∥

2

−n+1
2

.

Mas, do Lema 3.4.6 e da Observação 3.4.4, obtemos que

‖u (I(f))‖2
− ≤

∞
∑

n=0

c2 (1 + n)2m

‖f‖2n
c21 q

2n ‖f‖2n = c2c21

∞
∑

n=0

(1 + n)2m
q2n.

E, como

lim
n→∞

(

1 +
1

n+ 1

)2m

q2 = q2 < 1,

segue do teste da razão que

‖u (I(f))‖− <∞.

�

Definição 3.4.8 Sejam u, uk ∈ S ′, k ≥ 0. Dizemos que uk converge forte em S ′ para u

se existe m ≥ 0 tal que

lim
k→∞

∞
∑

n=0

∣

∣a(k)
n − an

∣

∣

2
(n+ 1)−2m = 0,

onde u =
∑∞

n=0 anhn

(

.
σ

)

, e uk =
∑∞

n=0 a
(k)
n hn

(

.
σ

)

.

Proposição 3.4.9 Se uk converge forte em S ′ para u, então uk (I(f)) → u (I(f)) em

(L2)−.

Demonstração: Seja fn = f⊗n

‖f‖n
√

n!
. Logo, pelo Lema 3.4.6,

‖uk (I(f)) − u (I(f))‖2
− =

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

n=0

(

a(k)
n − an

)

hn

(

I(f)

‖f‖

)

∥

∥

∥

∥

∥

2

−

≤
∞
∑

n=0

∣

∣a(k)
n − an

∣

∣

2 ‖In(fn)‖2
−

=
∞
∑

n=0

∣

∣a(k)
n − an

∣

∣

2 ‖f‖−2n
∥

∥f⊗n
∥

∥

2

−n+1
2

≤ c21

∞
∑

n=0

∣

∣a(k)
n − an

∣

∣

2
q2n.
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Seja m ≥ 0 tal que

lim
k→∞

∞
∑

n=0

∣

∣a(k)
n − an

∣

∣

2
(n+ 1)−2m = 0.

Como 0 < q < 1, segue que limn→∞ q2n (1 + n)2m = 0. Logo, existe n0 ∈ N tal que se

n ≥ n0, então q2n ≤ (1 + n)−2m. Seja c̃ > 0 = max0≤n≤n0

∣

∣q2n − (1 + n)−2m
∣

∣. Resulta

que,

q2n ≤ c̃ (1 + n)−2m
,

para todo n ∈ N. Sendo assim,

‖uk (I(f)) − u (I(f))‖2
− ≤ c̃ c21

∞
∑

n=0

∣

∣a(k)
n − an

∣

∣

2
(1 + n)−2m

,

e o resultado segue. �

Observação 3.4.10 Note que

Bt = Bt −B0 =

∫ t

0

dBs =

∫ ∞

−∞
1[0,t](s)dBs = I

(

1[0,t]

)

.

Definição 3.4.11 Chamamos de função regularizadora a uma função de R × R>0 → R

definida por f(x, ε) = fε(x) = 1√
2πε
e−

x2

2ε .

Observação 3.4.12 Note que gσ = fσ2 .

Corolário 3.4.13 Seja u ∈ S ′. Se uε = u ∗ fε, então

lim
ε→0

uε (Bt) = u (Bt)

em (L2)−.

Usando a definição de u (I(f)) dada anteriormente, provaremos dois resultados,

antes do lema de Itô.

Lema 3.4.14 Fixado φ ∈ (L2)+, a seguinte função real é cont́ınua

gφ(x) =
〈〈δx (Bt) , φ〉〉
〈〈δx (Bt) , 1〉〉

.

Demonstração: Basta observar que as aplicações x ∈ R 7→ δx ∈ S ′, u ∈ S ′ 7→ u (Bt) ∈
(L2)− e T ∈ (L2)− 7→ 〈〈T, φ〉〉 ∈ R são cont́ınuas. �
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Proposição 3.4.15 Seja t > 0. Se ψ ∈ L2 (S ′) é σ(Bt)-mensurável, então

E [ψφ] = E [ψgφ (Bt)] .

Demonstração: Se ψ ∈ L2(S ′) é σ(Bt)-mensurável, então existe u ∈ S ′ tal que ψ = u(Bt).

Logo,

ψ =
∞
∑

n=0

bnhn

(

Bt√
t

)

=
∞
∑

n=0

In

(

bn√
n!
(√

t
)n 1⊗n

[0,t]

)

,

onde bn =
〈

u, hn

(

Bt√
t

)

gσ

〉

. Seja gn ∈ L̂2(Rn) tal que φ =
∑∞

n=0 In

(

gn√
n!

)

. Resulta que

E [ψφ] = 〈〈ψ, φ〉〉

=
∞
∑

n=0

n!

(

bn√
n!
(√

t
)n 1⊗n

[0,t],
gn√
n!

)

=
∞
∑

n=0

bn
(√

t
)n

(

1⊗n
[0,t], gn

)

=
∞
∑

n=0

bn
(√

t
)n cn,

onde cn =
(

1⊗n
[0,t], gn

)

.

Por outro lado, como

δx(Bt) =
∞
∑

n=0

gn,
√

t(x)hn

(

Bt√
t

)

=
∞
∑

n=0

In

(

gn,
√

t(x)√
n!
(√

t
)n 1⊗n

[0,t]

)

,

resulta que

gφ(x) =
∞
∑

n=0

cn
(√

t
)nhn

(

x√
t

)

.

Assim,

gφ(Bt) =
∞
∑

n=0

cn
(√

t
)n hn

(

Bt√
t

)

=
∞
∑

n=0

In

(

cn
(√

t
)n √

n!
(√

t
)n 1⊗n

[0,t]

)

.

Então,

E [φgφ(Bt)] =
∞
∑

n=0

n!
cn

(√
t
)2n √

n!

bn
(√

t
)n √

n!

(

1⊗n
[0,t], 1

⊗n
[0,t]

)

=
∞
∑

n=0

cn
(√

t
)2n

bn
(√

t
)n

(√
t
)2n

=
∞
∑

n=0

bn
(√

t
)n cn.
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Portanto,

E [ψφ] = E [ψgφ (Bt)] .

�

Corolário 3.4.16

E [φ|Bt] = gφ (Bt) .

Demonstração: De fato, se A ∈ σ(Bt), então

∫

A

φdµ = E [1Aφ]

= E [1Agφ(Bt)]

=

∫

A

gφ(Bt)dµ.

�

Observação 3.4.17 Se avaliarmos a variável aleatória E [φ|Bt] num ponto pertencente

ao conjunto {u ∈ S ′ | Bt(u) = x}, obtemos a esperança condicional E [φ|Bt = x].

Proposição 3.4.18 Para t ∈ R e φ ∈ (L2)+, considere gt,φ : R → R dada por

gt,φ(x) = 〈〈δx (Bt) , φ〉〉 .

Então, gt,φ ∈ S.

Demonstração: Da demonstração da Proposição 3.4.15, como

Hn

(

x√
t

)

= hn

(

x√
t

)

√

g√t(x),

temos que

gt,φ(x) = g√t(x)
∞
∑

n=0

cn
(√

t
)nhn

(

x√
t

)

=
√

g√t(x)
∞
∑

n=0

cn
(√

t
)nHn

(

x√
t

)

,

onde g√t(x) = 1√
2πt
e−

x2

2t e cn =
(

1⊗n
[0,t], gn

)

. Como
√
g√t ∈ S, se mostrarmos que

∞
∑

n=0

cn
(√

t
)nHn

(

x√
t

)

∈ S,
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a proposição estará provada. De fato, seja m ≥ 0. Temos que

|cn| =
∣

∣

∣

(

1⊗n
[0,t], gn

)
∣

∣

∣

≤
∥

∥

∥
1⊗n

[0,t]

∥

∥

∥

−n+1
2

‖gn‖n+1
2

≤
(√

t
)n

‖gn‖n+1
2

≤
(√

t
)n

aqn,

com a > 0 e 0 < q < 1, pelo Lema 3.4.6. Logo,

∣

∣

∣

∣

∣

cn
(√

t
)n

∣

∣

∣

∣

∣

≤ aqn.

Como existe ã > 0 tal que qn ≤ ã(1 + n)−m, para todo n ≥ 0, resulta que

|cn| ≤ a′(1 + n)−m,

para todo n ≥ 0, onde a′ = aã. Logo, como isso vale para todo m ≥ 0, resulta da

N -representação que
∑∞

n=0
cn

(
√

t)
nHn

(

x√
t

)

∈ S. �

3.5 Lema de Itô

Finalmente, chegamos ao resultado esperado desta dissertação, que é uma fórmula

de Itô para distribuições temperadas.

Teorema 3.5.1 Sejam F ∈ S ′ e t > s > 0. Então

F (Bt) − F (Bs) =

∫ t

s

F ′ (Br) dBr +
1

2

∫ t

s

F ′′ (Br) dr,

onde
∫ t

s

F ′ (Br) dBr =

∫ t

s

S−1
(

ξ(r)S (F ′ (Br)) (ξ)
)

dr.

Demonstração: Os números que aparecem logo acima do sinal de igualdade, se referem

ao lema utilizado, que se encontra após a demonstração. Temos:

S (F (Bt)) (ξ) − S (F (Bs)) (ξ) (3.5.2)
=

F ∗ g√t

(
∫ t

0

ξ(y)dy

)

− F ∗ g√s

(
∫ s

0

ξ(y)dy

)
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= F ∗
(

g√t

(
∫ t

0

ξ(y)dy

)

− g√s

(
∫ s

0

ξ(y)dy

))

(3.5.3)
=

F ∗
(
∫ t

s

d

dr
g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy

)

dr

)

(3.5.4)
=

∫ t

s

F ∗ d

dr
g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy

)

dr

(3.5.5)
=

−
∫ t

s

F ∗ ξ(r) d
dx
g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy

)

dr +

+
1

2

∫ t

s

F ∗ d2

dx2
g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy

)

dr

= −
∫ t

s

ξ(r)
d

dx
F ∗ g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy

)

dr +

+
1

2

∫ t

s

d2

dx2
F ∗ g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy

)

dr

= −
∫ t

s

ξ(r)
d

dx
S (F (Br)) (ξ)dr +

+
1

2

∫ t

s

d2

dx2
S (F (Br)) (ξ)dr

=

∫ t

s

ξ(r)S (F ′ (Br)) (ξ)dr +
1

2

∫ t

s

S (F ′′ (Br)) (ξ)dr.

Portanto, obtemos o resultado esperado aplicando S−1 e o Corolário 3.5.7. �

Lema 3.5.2 Se u ∈ S ′ e f ∈ L2(R), então

S (u (I(f))) (ξ) = u ∗ gε (〈f, ξ〉) ,

para toda ξ ∈ S, onde ε = ‖f‖.

Demonstração: Sabemos que (ver demonstração do Teorema 3.4.7)

u (I(f)) =
∞
∑

n=0

anIn (fn) ,

onde fn = 1
‖f‖n

√
n!
f⊗n. Assim,

S (u (I(f))) (ξ) =
∞
∑

n=0

anS (In (fn)) (ξ)

=
∞
∑

n=0

an

‖f‖n
√
n!
S
(

In
(

f⊗n
))

(ξ)
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=
∞
∑

n=0

an

‖f‖n
√
n!

(

f⊗n, ξ⊗n
)

L2(Rn)

=
∞
∑

n=0

〈

u, gn,‖f‖
〉 1

‖f‖n
√
n!

(f, ξ)n

L2(R) .

Seja β = (f, ξ)L2(R). Pelo Lema A.1.3, obtemos

∞
∑

n=0

〈

u, gn,‖f‖
〉 1

‖f‖n
√
n!
βn =

〈

u,

∞
∑

n=0

gn,‖f‖
1

‖f‖n
√
n!
βn

〉

=

〈

u,

∞
∑

n=0

(

β

‖f‖

)n
1√
n!
hn

(

x

‖f‖

)

g‖f‖

〉

=

〈

u,

∞
∑

n=0

(

β

‖f‖

)n
1√
n!
hn

(

x

‖f‖

)

1

‖f‖
√

2π
e
− x2

2‖f‖2

〉

=

〈

u,
1

‖f‖
√

2π
e
− x2

2‖f‖2
∞
∑

n=0

(

β

‖f‖

)n
1√
n!
hn

(

x

‖f‖

)

〉

=

〈

u,
1

‖f‖
√

2π
e
− x2

2‖f‖2 e
2βx−β2

2‖f‖2

〉

=

〈

u,
1

‖f‖
√

2π
e
− (x−β)2

2‖f‖2

〉

.

Portanto,

S (u (I(f))) (ξ) =
〈

u, g‖f‖ (x− β)
〉

= u ∗ gε (〈f, ξ〉)

�

Lema 3.5.3

g√t

(
∫ t

0

ξ(y)dy

)

− g√s

(
∫ s

0

ξ(y)dy

)

=

∫ t

s

d

dr
g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy

)

dr.

Demonstração: Teorema fundamental do cálculo. �

Lema 3.5.4

F ∗
(
∫ t

s

d

dr
g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy

)

dr

)

=

∫ t

s

F ∗ d

dr
g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy

)

dr.
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Demonstração: Seja f = f(r) uma função integrável em [s, t]. Mostremos que o lema

vale para f . Com efeito, sejam P = {s = t0 < t1 < · · · < tn = t} partições do intervalo

[s, t] e sejam xi ∈ [ti−1, ti]. Logo,

F ∗
∫ t

s

f(r)dr = F ∗ lim
|P |→0

n
∑

i=1

f(xi) (ti − ti−1)

= lim
|P |→0

n
∑

i=1

F ∗ f(xi) (ti − ti−1)

=

∫ t

s

F ∗ f(r)dr,

uma vez que a convolução é linear e cont́ınua. �

Lema 3.5.5

d

dr
g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy − x

)

= ξ(r)
d

dx
g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy − x

)

+
1

2

d2

dx2
g√r

(
∫ r

0

ξ(y)dy − x

)

.

Demonstração: Basta calcular as respectivas derivadas. �

Lema 3.5.6

S

(
∫ t

s

f(r)dr

)

(ξ) =

∫ t

s

S (f(r)) (ξ)dr.

Demonstração: Note que
〈
∫ t

s

f(r)dr, u+ ξ

〉

=

〈

lim
|P |→0

n
∑

i=1

f(xi) (ti − ti−1) , u+ ξ

〉

= lim
|P |→0

n
∑

i=1

〈f(xi), u+ ξ〉 (ti − ti−1)

=

∫ t

s

〈f(r), u+ ξ〉 dr.

Assim, pelo teorema de Fubini,

S

(
∫ t

s

f(r)dr

)

(ξ) =

∫

S′

〈
∫ t

s

f(r)dr, u+ ξ

〉

dµ(u)

=

∫

S′

∫ t

s

〈f(r), u+ ξ〉 drdµ(u)

=

∫ t

s

∫

S′
〈f(r), u+ ξ〉 dµ(u)dr

=

∫ t

s

S (f(r)) (ξ)dr.

�
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Corolário 3.5.7

S−1

∫ t

s

g(r)dr =

∫ t

s

S−1 (g(r)) dr.

Demonstração: Tomando f(r) = S−1g(r) no Lema 3.5.6, obtemos

S

(
∫ t

s

S−1g(r)dr

)

(ξ) =

∫ t

s

g(r)dr.

Logo, aplicando S−1, segue o resultado. �

Como uma aplicação do lema de Itô, podemos calcular o valor de

∫ t

s

δx(Br)dr.

De fato, seja

Fx(y) =

{

y se y ≥ x

0 se y < 0

Observamos que Fx é a mesma função do Exemplo 1.3.13. Logo, Fx ∈ S ′, F ′
x = Hx e

F ′′
x = δx, onde

Hx(y) =

{

1 se y ≥ x

0 se y < 0

Portanto, pelo lema de Itô, obtemos que

Fx (Bt) − Fx (Bs) =

∫ t

s

Hx (Br) dBr +
1

2

∫ t

s

δx (Br) dr,

isto é,
∫ t

s

δx (Br) dr = 2 [Fx (Bt) − Fx (Bs)] − 2

∫ t

s

Hx (Br) dBr.



Apêndice A

Apêndice

A.1 Resultados sobre polinômios de Hermite, e um

resultado de K. Itô

Definição A.1.1 Definimos os polinômios de Hermite como sendo

hn(x) = (−1)ne
x2

2
dn

dxn
e

−x2

2 ,

n = 0, 1, · · · , x ∈ R. hn é um polinômio de grau n e é chamado de n−ésimo polinômio de

Hermite.

Para g : [0, T ] → R, onde T > 0, denotemos

‖g‖ = ‖g‖L2([0,T ]) =

∫ T

0

|g(t)|2dt.

Teorema A.1.2 Sejam g ∈ L2 ([0, T ]) e B = {Bt | t ∈ [0, T ]} um movimento Browniano.

Então,

∫ T

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

g(t1)g(t2) · · · g(tn)dBt1dBt2 · · · dBtn =
‖g‖n

n!
hn

(

∫ T

0
g(s)dBs

‖g‖

)

.

Lema A.1.3 Se α, x ∈ R, então

eαx−α2

2 =
∞
∑

n=0

αn

n!
hn(x).

66
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Demonstração: Como αx− α2

2
= x2

2
− 1

2
(x− α)2, segue que

eαx−α2

2 = e
x2

2 e−
1
2
(x−α)2

= e
x2

2

∞
∑

n=0

αn

n!

dn

dxn

∣

∣

∣

∣

α=0

e−
1
2
(x−α)2

= e
x2

2

∞
∑

n=0

αn

n!

(

dn

dun

∣

∣

∣

∣

u=x

e−
u2

2

)(

du

dx

)n

=
∞
∑

n=0

αn

n!
e

x2

2

(

dn

dxn
e−

x2

2

)

(−1)n

=
∞
∑

n=0

αn

n!
hn(x).

�

Lema A.1.4 Se α, x, t ∈ R, então

eαx−α2t
2 =

∞
∑

n=0

αnt
n
2 n!hn(x).

Demonstração: Seja u = α
√
t. Logo, pelo Lema A.1.3,

eαx−α2t
2 = e

u x√
t
−u2

2

=
∞
∑

n=0

un

n!
hn

(

x√
t

)

=
∞
∑

n=0

αnt
n
2

n!
hn

(

x√
t

)

.

�

Definição A.1.5

gn(x, t) =
∂n

∂αn

∣

∣

∣

∣

α=0

eαx−α2t
2 .

Lema A.1.6

gn(x, t) = t
n
2 hn

(

x√
t

)

.
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Demonstração: De fato, pelo Lema A.1.4,

gn(x, t) =
∂n

∂αn

∣

∣

∣

∣

α=0

∞
∑

k=0

αkt
k
2

k!
hk

(

x√
t

)

=
∞
∑

k=0

αk−nt
k
2

k!
hk

(

x√
t

)

∣

∣

∣

∣

∣

α=0

=
αk−nt

k
2

k!
hk

(

x√
t

)

∣

∣

∣

∣

∣

k=n

= t
n
2 hn

(

x√
t

)

.

�

Lema A.1.7
∂

∂x
gn(x, t) = ngn−1(x, t).

Demonstração: Como d
dx
hn(x) = nhn−1(x), segue do Lema A.1.6 que

∂

∂x
gn(x, t) =

∂

∂x

(

t
n
2 hn

(

x√
t

))

=
t

n
2

√
t
nhn−1

(

x√
t

)

= ngn−1(x, t).

�

Lema A.1.8
(

1

2

∂2

∂x2
+
∂

∂t

)

gn(x, t) = 0.

Demonstração: Note que
∂2

∂x2
eαx−α2t

2 = α2eαx−α2t
2

e
∂

∂t
eαx−α2t

2 = −α
2

2
eαx−α2t

2 .

Logo, como podemos trocar ∂
∂t

e ∂2

∂x2 com ∂
∂α

∣

∣

α=0
, o resultado segue. �
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Lema A.1.9 Seja {Xt | t ∈ [0, T ]} um processo estocástico tal que X0 = 0 e seja t ∈
[0, T ]. Então

gn (Xt, 〈X〉2 (t)) = n!

∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

dXt1dXt2 · · · dXtn ,

para todo n ≥ 1.

Demonstração: Seja t ∈ [0, T ]. Aplicando a fórmula de Itô para gn e utilizando os Lemas

A.1.7 e A.1.8, vemos que

gn (Xt, 〈X〉2 (t)) = gn (X0, 〈X〉2 (0)) +

∫ t

0

∂

∂x
gn (Xs, 〈X〉2 (s)) dXs +

+

∫ t

0

(

1

2

∂2

∂x2
+
∂

∂t

)

gn (Xs, 〈X〉2 (s)) d 〈X〉2 (s)

= gn(0, 0) +

∫ t

0

ngn−1 (Xs, 〈X〉2 (s)) dXs

= n

∫ t

0

gn−1 (Xs, 〈X〉2 (s)) dXs,

uma vez que gn(0, 0) = 0.

Como g1 (Xt, 〈X〉2 (t)) = Xt e 1!
∫ t

0
dXt1 = Xt − X0 = Xt, o resultado vale para

n = 1. Suponha agora que

gn−1 (Xs, 〈X〉2 (s)) = (n− 1)!

∫ s

0

∫ tn−1

0

· · ·
∫ t2

0

dXt1dXt2 · · · dXtn−1 .

Logo,

gn (Xt, 〈X〉2 (t)) = n

∫ t

0

gn−1 (Xtn , 〈X〉2 (tn)) dXtn

= n

∫ t

0

[

(n− 1)!

∫ tn

0

∫ tn−1

0

· · ·
∫ t2

0

dXt1dXt2 · · · dXtn

]

dXtn

= n!

∫ t

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

dXt1dXt2 · · · dXtn ,

provando assim o lema. �

Demonstremos agora o Teorema A.1.2. Defina o processo {Yt | t ∈ [0, T ]} pondo

Yt =
∫ t

0 g(s)dBs

‖g‖ . Assim, Y0 = 0 e 〈Y 〉2 (t) =
∫ t

0 g2(s)ds

‖g‖2 . Logo, pelo Lema A.1.9, temos que

gn (YT , 〈Y 〉2 (T )) = n!

∫ T

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

dYt1dYt2 · · · dYtn .
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Isto é,

gn

(

∫ T

0
g(s)dBs

‖g‖ , 1

)

= n!

∫ T

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

g(t1)

‖g‖ · · · g(tn)

‖g‖ dBt1dBt2 · · · dBtn .

Portanto, segue do Lema A.1.6 que

∫ T

0

∫ tn

0

· · ·
∫ t2

0

g(t1)g(t2) · · · g(tn)dBt1dBt2 · · · dBtn =
‖g‖n

n!
hn

(

∫ T

0
g(s)dBs

‖g‖

)

.

�

Corolário A.1.10 Sejam g ∈ L2 ([0, T ]) e B = {Bt | t ∈ R} um movimento Browniano.

Então,

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
g(t1)g(t2) · · · g(tn)dBt1dBt2 · · · dBtn =

‖g‖n

n!
hn

(
∫∞
−∞ g(s)dBs

‖g‖

)

.

Demonstração: Como os polinômios de Hermite são funções cont́ınuas, basta tomarmos

limites. �

Observação A.1.11 Utilizando a definição de polinômios de Hermite dada no caṕıtulo

3, a equação acima fica da seguinte maneira:

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
g(t1)g(t2) · · · g(tn)dBt1dBt2 · · · dBtn = ‖g‖n

√
n!hn

(
∫∞
−∞ g(s)dBs

‖g‖

)

.

A.2 Espaços de Sobolev e convoluções

Definição A.2.1 Seja f : Rn → R uma função. Definimos a transformada de Fourier

da f como sendo a função

f̂(y) =

∫

Rn

f(x)e−2πixydx,

quando esta integral existe.

Observação A.2.2 (a) Na integral acima, xy denota o produto interno canônico de x

e y em Rn.

(b) Se f ∈ L1(Rn), então existe a transformada de Fourier da f .
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Proposição A.2.3 Se f, g ∈ L1, então

∫

R

f̂(x)g(x)dx =

∫

R

f(x)ĝ(x)dx.

Demonstração: Basta observar que ambos os lados são iguais à

∫

R

∫

R

f(x)g(y)e−2πixydxdy.

�

Corolário A.2.4 Se ϕ, ψ ∈ S, então

〈ϕ, ψ〉 =
〈

ϕ̌, ψ̂
〉

.

Demonstração: Segue de

〈ϕ, ψ〉 =

∫

ϕ(x)ψ(x)dx.

�

Definição A.2.5 Seja α ∈ R. O espaço de Sobolev de ordem α é o espaço

Hα(Rn) = {f ∈ S(Rn) | ‖f‖α <∞} ,

onde

‖f‖α =

∫

Rn

∣

∣

∣
f̂(x)

∣

∣

∣

2
(

1 + |x|2
)α
dx.

Proposição A.2.6 A transformada de Fourier é um isomorfismo unitário entre Hα(Rn)

e L2(Rn, νn), onde dνn = (1 + |x|2)α
dx.

Observação A.2.7 Esta demonstração será omitida, devido à sua extensão. No entanto,

pode ser encontrada em [2].

Proposição A.2.8 T ∈ (Hα)′ se, e somente se, existe g ∈ H−α tal que T = 〈g, ·〉.

Demonstração: (⇐) Seja g ∈ H−α. Se ϕ ∈ S, então

〈g, ϕ〉 = 〈ǧ, ϕ̂〉 =

∫

ǧ(x)ϕ̂(x)dx.
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Assim, segue da desigualdade de Schwarz que

|(ǧ, ϕ̂)| ≤
∫

|ǧ(x)| |ϕ̂(x)| dx

=

∫

|ĝ(−x)|
(

1 + |x|2
)−α

2
(

1 + |x|2
)

α
2 |ϕ̂(x)| dx

≤
(
∫

|ĝ(−x)|2
(

1 + |x|2
)−α

dx

)
1
2
(
∫

|ϕ̂(x)|2
(

1 + |x|2
)α
dx

)
1
2

= ‖g‖−α ‖ϕ‖α ,

isto é, o funcional 〈Tg, ϕ〉 = 〈g, ϕ〉 é linear e cont́ınuo. Logo, Tg se estende à H−α com

norma menor ou igual à ‖g‖−α. No entando, se definirmos f(x) =
[

ĝ(−x) (1 + |x|2)−α
]ˇ

,

obtemos que f ∈ Hα e ‖g‖−α = ‖f‖α . Além disso,

〈Tg, f〉 =

∫

|ǧ(x)|2
(

1 + |x|2
)−α

dx = ‖g‖2
−α = ‖g‖−α ‖f‖α .

Portanto,

‖Tg‖ = ‖g‖−α .

(⇒) Seja T ∈ (Hα)′. Logo, T ◦F−1 é um funcional linear cont́ınuo em L2(ν), onde

dν = (1 + |x|2)α
dx. Pelo teorema da representação de Riesz, existe uma única f ∈ L2(ν)

tal que para toda ϕ ∈ Hα, temos

〈T, ϕ〉 =

∫

(

1 + |x|2
)α
f(x)ϕ̂(x)dx.

Sendo assim, T = Tg, onde g =
[

f̂(x) (1 + |x|2)α
]ˇ

∈ H−α. �

Observação A.2.9 H−α(Rn) e Hα(Rn) são duais um do outro no sentido de espaços de

Banach.

Falaremos agora um pouco sobre convolução.

Definição A.2.10 Sejam f, g : Rn → R funções. A convolução de f e g é a função

f ∗ g(x) =

∫

Rn

f(x− y)g(y)dy,

definida em todos os pontos em que exista tal integral.
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Proposição A.2.11 Se f ∈ L1(R), g ∈ C1(R) e g′ é limitada, então

(f ∗ g)′ = f ∗ g′.

Demonstração: Observamos que f ∗ g = g ∗ f , pois

∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y)dy =

∫ −∞

∞
f(z)g(x− z)(−1)dz =

∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y)dy.

Defina F (x, y) = f(y)g(x− y). Por hipótese, F (x, ·) é integrável, para cada x ∈ R. Além

disso, como ∂
∂x
F (x, y) = f(y) d

dx
g(x−y), segue que ∂

∂x
F (x, y) é limitada por uma função de

L1, uma vez que g′ é limitada e f ∈ L1. Portanto, ∂
∂x

∫∞
−∞ F (x, y)dy =

∫∞
−∞

∂
∂x
F (x, y)dy.

Ou seja,
∂

∂x

∫ ∞

−∞
f(y)g(x− y)dy =

∫ ∞

−∞
f(y)

d

dx
g(x− y)dy.

�

Definição A.2.12 Sejam T ∈ S ′ e ϕ ∈ S. A convolução de T e ϕ é definida como sendo

a distribuição temperada T ∗ ϕ, dada por

〈T ∗ ϕ, ψ〉 = 〈T, ψ ∗ ϕ̃〉 ,

onde ϕ̃(x) = ϕ(−x).
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