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Resumo

Nessa dissertacao, demonstraremos uma férmula de It6 para distribuicoes tempe-
radas, ou seja, para uma distribuicdo F em &’. Para tanto, apresentaremos a teoria das

distribuicoes temperadas e do cédlculo estocédstico necessaria para esta finalidade.



Abstract

In this work, we will prove an It6 formula for tempered distributions, that is, for a
distribution F in §’. To achieve this, we will introduce the theory of tempered distributions

and of stochastic calculus that will be needed.
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Introducao

Kyosi 1t6 (1915 - ) é um matemadtico japonés que, em 1951, introduziu a famosa
formula de It6, que pode ser interpretada como uma versao do teorema fundamental do

calculo e possui aplicagoes tanto em matematica e probabilidade, quanto em economia.

No primeiro capitulo, introduziremos um pouco da teoria das distribuicoes tempera-
das, que ¢é o dual do espago de Schwartz das fungoes de rapido decaimento. Comegaremos
com os espagos vetoriais topologicos e algumas de suas propriedades, e, terminaremos com
os teoremas de representacao para o espaco de Schwartz e as distribuigoes temperadas,

onde se fara necessaria um pouco da teoria das fun¢oes de Hermite.

No capitulo seguinte, apresentaremos a teoria probabilistica necessaria para o calculo
estocastico. Além disso, introduziremos o processo conhecido como movimento Browniano
e alguns resultados do calculo estocéastico que utilizaremos para a demonstrar a férmula

de It6 e a integral de estocéstica.

No terceiro e ultimo capitulo, introduziremos os conceitos bésicos da teoria do ruido
branco (White Noise Analysis) e daremos a defini¢ao da composigao de uma distribuigao
temperada com um movimento Browniano, baseado na expansao das distribuigoes tem-
peradas tratada no primeiro capitulo. Por fim, demonstraremos uma extensao da férmula

de 1t6, devido & A. Russek [12] e I. Kubo [4], para distribuigoes temperadas.

Por fim, no apéndice, apresentaremos brevemente a teoria dos espagos de Sobolev,

convolucao e algumas propriedades dos polindmios de Hermite.



Capitulo 1

Distribuicoes temperadas

Neste capitulo, introduziremos o espaco de Schwartz, as distribuicoes temperadas
e algumas de suas propriedades. Além disso, demonstraremos seus respectivos teoremas
de representacgao, onde estao envolvidas as funcoes de Hermite. Tais espagos serao muito

importantes no desenvolvimento do capitulo 3.

1.1 Espacos localmente convexos

Aqui, apresentaremos os espagos vetoriais topolégicos e algumas de suas proprieda-

des elementares.

Definigao 1.1.1 Seja V' um espago vetorial sobre R ou C. Uma aplicagao p: V — [0, 00)

¢ dita uma seminorma em V se possui as seguintes propriedades:
(1) plz+y) < plx) +p(y);
(ii) plax) = |alp(z);

para quaisquer z,y € V e a € R (ou C).

Sejam A um conjunto de indices qualquer e {p,}aca uma familia de seminormas tal

que:
(iii) po(z) =0, para todo a € A, implica x = 0.

Dizemos que tal familia separa pontos.
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Definigao 1.1.2 Um espaco localmente convexo é um par (X, {pa}aca) onde X é um
espago vetorial (sobre R ou C) e p, é uma familia de seminormas em X que separa
pontos. A topologia natural num espaco localmente convexo é a topologia mais fraca,
na qual todas as seminormas p, sao continuas. Nesta topologia, a operagao de adigao

também é continua.

Por exigirmos que, num espaco localmente convexo, as seminormas separem pontos,

temos o seguinte resultado:
Proposicao 1.1.3 A topologia natural num espaco localmente convexo é Hausdorff.
Demonstracao: Trivial. O

Defini¢ao 1.1.4 Na topologia natural de um espaco localmente convexo (X, {pa}taca),

a base de vizinhancas do 0 é formada pelos conjuntos
{Naoy amee | Q15 € Aje > 0},

onde
Noyane ={r € X | po;(z) <€, i=1,---,n}.

Proposicao 1.1.5 Uma rede (x))zen converge para x € X se, e somente se, po(xy — )

converge para 0, para todo a € A.

Demonstracao: Basta observar que se N é uma vizinhanca do 0, entao o conjunto z+N =
{z +vy|y € N} éuma vizinhanga de . O

Definigao 1.1.6 Uma rede (z))rea num espaco localmente convexo X é dita ser de Cau-
chy quando para todo € > 0, e cada seminorma p,, exitir \g € A tal que p,(zy —zy) < &

se A, N > Ag. X é dito completo quando toda rede de Cauchy converge.

Definicao 1.1.7 Duas familias de seminormas {ps}aca ¢ {dg}gep num espago vetorial

X sao ditas equivalentes se elas geram a mesma topologia.

Proposicao 1.1.8 Sejam {pa}taca € {ds}sep duas familias de seminormas num espago

vetorial X. Sdo equivalentes:

(a) {pataca € {ds}sep sao familias equivalentes de seminormas;
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(b) Cada p, € continua na topologia gerada pela familia {dg}sep € cada dz € continua

na topologia gerada pela familia {pa}aca;
(¢) Para cada o € A, existem (31,--+, 5, € B e C > 0 tais que, para todo x € X,
pa(z) < Cldg, (z) + -+ +dg, (7)),
e para cada 3 € B, existem aq,--+,a,, € A e D > 0 tais que, para todo x € X,

dp(x) < D(pay () + - -+ + pa, (7).

Demonstragio: E facil ver que (a) < (D).

(b) = (¢) Como cada p, ¢é continua na topologia gerada por {dg}sep, segue que
dados @ € A e d > 0, existe uma vizinhanca Ng, ... 3,.. C X tal que se y € Ng, ... 3,.c, entao
pa(y) < 6. Dado = € X, considere

dg, (v) + - +dg, ()

DN ™

’y =
Logo, y € Ng, ... 3., € assim, p,(y) < 0, donde segue que
pa(r) < C(dg, () + -~ + dp, (2)).

A desigualdade para dg se mostra de maneira analoga.

(¢) = (b) Sejam g € X e e > 0. Sejam C > 0e (31, -, [, € B tais que
pal — 39) < C(dg, (x — o) + -+ + dg, (x — 39)),

para todo x € X. Como cada dg, é continua na topologia gerada por {ds}sep, segue que,

para cada i € {1,---,n}, existe vizinhanca V. de zo em X tal que
€
dg,(x — x9) < —
ﬂz( 0) nC?

para todo z € Vi . Assim, tomando V,, = (i_, V%, segue que
Pl — x0) < €,

para todo = € V,,. Portanto, cada p, é continua na topologia gerada por {dg}sep.

Analogamente, cada dg é continua na topologia gerada pela familia {p }aca. U
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Definigao 1.1.9 Seja {pq}aca uma familia de seminormas num espago vetorial V. Di-
zemos que p, é uma familia dirigida de seminormas se, para quaisquer «, 3 € A existir
v e Ae C >0 tais que

pa(®) + ps(z) < Cpy (),

para todo x € V.

Observagao 1.1.10 Se {p,}aca é uma familia dirigida, entdo os conjuntos da forma

{z] palz) <e},

onde a € A e € > 0 formam uma base de vizinhancas do 0.

Proposicao 1.1.11 Seja (X, {pa taca) um espago localmente convexo. Entdo, existe uma

familia dirigida de seminormas {dr}rep que € equivalente a familia {pa}aca-

Demonstracao: Seja B = {F C A| F é finito} e defina, para cada F' € B, dp =
Y wcr Pa- A equivaléncia se segue da Proposicao 1.1.8, observando que cada dp ¢ continua
na topologia gerada por {p, }aca, € vice-versa. Para mostrar que {dr} pecp é dirigida, basta
ver que, dados E, F' € B, tem-se dg(z) + dp(z) < dgur(x), para todo x € X. O

Sabemos que uma aplicagao linear entre espacos normados é continua se, e somente

se, é limitada. Aqui, temos um resultado similar:

Teorema 1.1.12 Sejam (X, {pataca) € (Y,{ds}sen) espagos localmente convexos. Uma
aplicacao linear T : X — Y € continua se, e somente se, para qualquer 3 € B, existem
at, -, a, € AeC >0 tais que

dp(T(x)) < C(par () + -+ + pay (),

para todo x € X.

Demonstragao: (=) Seja 3 € B. Como T(0) =0, T é continuae V ={y € Y| dg(y) <
1} é vizinhanga de 0 € Y, segue que existe uma vizinhanca U de 0 € X tal que T'(U) C V.
Sejam o, -, € Aee >0 tais que Y = N, ...0,e. Dado z € X, segue que

Pay (T) + -+ + pa, ()

T =

eu,

DN ™
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e portanto, T(Z) € V, isto é,
ds(T'(z)) < C(pay (T) + -+ + pa, (T)),

onde C' = %
(<) Sejam x € X e (z))rea uma rede que converge para x. Logo, para qualquer
£ € B, temos

ds(T(@2) = T(x)) < Clpay (er — ) + - + pa (21 — 2)) = 0.

Entao, T'(z)) — T'(x), mostrando que 7' é continua em x. O

Corolario 1.1.13 Se a familia {pa}aca for dirigida, T € continua se, e somente se, para

qualquer 3 € B, existem o« € A e D > 0 tais que
ds(T'(x)) < Dpa(z),

para todo x € X.

Definigao 1.1.14 Seja V um espago vetorial. Dizemos que um subconjunto C' C V é
(i) convezo, se para quaisquer z,y € C'e 0 <t < 1, tivermos tx + (1 — t)y € C;
(ii) equilibrado, se para quaisquer x € C' e |A| < 1, tivermos \x € C}

(iii) absorvente, se |J,.,tC =V, ou seja, se para qualquer x € V, tivermos que tx € C

para algum t > 0.

Proposicao 1.1.15 Se (X, {pa}taca) € um espago localmente convexo, entao cada vizi-

nhancga do 0 da forma Ny, ... a,.c € um conjunto convezo, equilibrado e absorvente.

Demonstragao: Sejam oy, -+, o, € Ae e > 0. Considere N = N, ... a,.c. Entao:

N é convexo, pois dados z,y € N et € [0, 1], segue que para qualquer j € {1,---,n},

pi(tr + (1 —t)y) = tpj(x)+ (1 —1t)p;(y)
< te+(1—t)e

€.
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N é equilibrado, pois dados z € N e || < 1, segue que para qualquer j € {1,--- ,n},

pi(Az) [Alpj(x)
p;()

E.

IA

A\

N é absorvente. De fato, seja v € X. Se pj(x) = 0 para todo j € {1,---,n}, entdo

r = lx € |J,.(tN. Por outro lado, suponha que, p;(x) # 0 para algum j € {1,---,n}.
1 _ ¢ 1

Pt T 2 pi(z) e ton ()

r = ty, para algum y € N, donde se segue que X C (J,.,tN. Portanto, X = J,.otN. O

Logo >0, e pj(%:v) < g, para todo j € {1,---,n}. Sendo assim,

Estamos interessados em mostrar a reciproca desta proposicao. Para tanto, preci-

saremos de um lema auxiliar, sobre o funcional de Minkowski.

Definicao 1.1.16 Seja C' um subconjunto absorvente de um espaco vetorial V' tal que se
x€e€Cel<t<1,entao txr € C. Definimos o funcional de Minkowsk: (ou calibre) de C
como sendo a aplicacao p: V — [0, 00) dada por

p(x) = inf{\| x € \C}
(sup{p| pz € C})~

Lema 1.1.17 Seja C C V' como na Definicao 1.1.16, e seja p: V — [0,00) o funcional
de Minkowski de C'. Temos:

(a) Set >0, entio p(tx) = tp(x);
(b) Se C' é convexo, entao p(x +y) < p(x) + p(y);
(¢) Se C ¢é equilibrado, entio p(Ax) = |\|p(x);

(d) {z] plz) <1} C C C{z| p(r) < 1}.

Demonstragao: (a) Dados z € Vet > 0, seja A\g > 0 tal que z € A\gC'. Logo, tx € tAC,
e assim,

p(tz) = inf{\| tx € A\C} < t),

isto é, p(tx) < tA, para qualquer A > 0 tal que z € AC'. Entao,

p(te) < tinf{\| z € \C'} = tp(z).
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Analogamente, trocando t por % e x por tx, obtemos

1t <1 (tz)
—tx —p(tz).
plyte) < <p
Portanto, p(tz) = tp(z).

(b) Sejam x,y € V. Considere A1, Ay > 0 tais que = € \C e y € \,C. Note que, se
z € (A1 + A2)C, entdo z = A\jv + Agu, para algum v € C, e assim, z € \;C + \,C. Por
outro lado, se z € )qC + X C, entao z = Ajv1 + A, com vy, v9 € C'. Como C' é convexo,
)\1“2 vy + )\1+/\2U2 € C, e portanto, z = (A + A2)w € (A + A2)C. Sendo
assim, A\;C' + \oC = (A1 + A\y)C. Segue de z € \{C' e y € \C que existem u,v € C' tais
que x = Mu ey = Av. Logo, x +y = Mu+ dv € \iC + XC = (A1 + A2)C. Entao,
plx+y) < A+ Ay, ouseja, p(x+y) < A+ g, para quaisquer Ay, Ay > 0 tais que z € \;C
e y € \C. Portanto,

segue que w =

pz+y) < inf{A| 2z e AC}+inf{\| y € A\C}
= plz) +ply).

(c) Sejam x € V e A um escalar. Se z = 0 ou A = 0, entdo a igualdade é satisfeita,
pois p(0) = 0. Suponha entao =z # 0 e A # 0. Considere @ >0 tal que z € puC. Assim,
x = pv, para algum v € C'. Logo, f =v € C, e como |/\| tem norma 1, segue que %/7 eC,
pois C' é equilibrado. Resulta que Az € (|A|u)C'. Entao,

p(Az) = inf{v| \x e vC}

< [Alp
< |ANinf{v|z e vC}
= |Ap(@).

Analogamente, trocando A por % e xr por \x, segue que

p (50) < I5lot00),

p(Az) = [Alp().

(d) Sejax € C. Como 1 € {\| x € A\C'}, segue que p(z) < 1. Logo, C C {z| p(z) <
1}. Por outro lado, seja x tal que p(x) < 1. Entao, existe A € (0,1) tal que x € AC'. Assim,

Portanto,

sz € C. Como C é absorvente, concluimos que z = A(5z) € C, isto é, {z | p(z) < 1} C C.
U
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Teorema 1.1.18 Seja V' um espago vetorial com uma topologia Hausdorff, tal que a
adicao e a multiplicagao por escalar sao func¢oes continuas. Entao V € um espago local-
mente convero se, e somente se, 0 possui uma base de vizinhangas formada por conjuntos

que sao convexos, equilibrados e absorventes.

Demonstragao: (<) Proposicao 1.1.15.

(=) Seja U tal base. Para cada U € U, seja py seu funcional de Minkowski. Pelos
itens (b) e (c) do Lema 1.1.17, segue que {py | U € U} é uma familia de seminormas em
V. Denote por 7, a topologia gerada por essa familia e por 7 a topologia de V. Pelo item
(d) do Lema 1.1.17, temos que

{z| pu(z) <1} CU C{z| py(z) <1}
Como a multiplicagao por escalar é uma aplicacao continua, segue que para todo £ > 0,
{z] pu(x) <e} CelU Cc{x| py(z) < e},

para cada U € U. Sendo assim, 7 e 7, coincidem no 0. Logo, como a adicao e uma

aplicacao continua, 7 e 7, coincidem em todo ponto de V. Portanto, 7 = 7,,. 0

1.2 Espaco de Fréchet

Nesta secao, falaremos sobre espacos localmente convexos completos. Fato esse que

estd relacionado com a metrizabilidade.

Teorema 1.2.1 Seja X um espaco localmente convexo. Sao equivalentes:
(a) X € metrizdvel;
(b) 0 possui uma base enumerdvel de vizinhangas;
(c) A topologia em X € gerada por uma familia enumerdvel de seminormas.
Demonstracao: (a) = (b) Tome {B(0;r)| r € Q}.
(b) = (c) Seja U tal base de vizinhangas. Pelo Teorema 1.1.18, podemos supor que
cada U € U é convexo, equilibrado e absorvente, pois X é um espago localmente convexo.

Entao,
{pU | Ue Z/{},
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onde py é o funcional de Minkowski de U, é uma familia de seminormas em X que gera
sua topologia.

(¢) = (a) Seja {p,}22, a familia enumeravel de seminormas que gera a topologia de
X. Defina, para z,y € X,

TP P

el L+ po(z —y)

z ’ . o0 —n ~
Para provar que p é uma métrica em X, basta observar que > >, 27" < 0o e que a fungao
teR— 1L+t € R é crescente (pois possui derivada estritamente positiva). Resta mostrar
que as topologias coincidem. Para tanto, provemos as seguintes afirmagoes:

(i) Dado e > 0, existem ny,---,n; € Ne d > 0 tais que Ny, ... C B(0;€).
De fato, se ny € N é tal que Zzo:noﬂ 27" < 5, entdao Ni...ngs C B(05¢).
(ii) Dado Ny, ..;pe, existe 6 > 0 tal que B(0;0) C Ny oo e
Vamos encontrar um § conveniente. Sejam ¢ > 0 e z € B(0;4). Entao 277p;(z) <
(1 + pj(z))d, para todo j € N. Em particular, (1 —2"6)p,,(z) < 2"§ para todo j €
{1,---,k}. Como
1-2"5>0 & 5<i

AZN
seja d > 0 tal que § < min{% | j € {1,-~~,k}}. Resulta que, se x € B(0;0), entao
pn, (1) < % para todo j € {1,---, k}. Como limgs_, o+ % = 0, para todo j €
{1,---,k}, segue que existe § > 0 tal que 132—2‘;5 < e, para todo j € {1,---,k}. E, para

este 9, temos que B(0;0) C Ny, ...npe, 0 que prova (ii).

Isso mostra que as topologias coincidem no 0. Utilizando o fato de que a adicao é
continua, segue que as topologias coincidem em qualquer ponto, terminando a demons-
tracao.

O

Proposicao 1.2.2 Uma rede (x))ren € de Cauchy na métrica p (do Teorema 1.2.1) se,

e somente se, € de Cauchy em cada p,,.

Demonstragao: (=) Sejame > 0en € N. Dado § > 0, existe \g € A tal que p(zy,zy) <
J, para todos A\, X' > X\g. Em particular, (1—2"§)p,(x\—2xy) < 2™, para todos A, A" > Ag.

Procedendo como na demostracao do Teorema 1.2.1, existe 6 > 0 tal que 1 —2") > 0 e
2n5
1—275

< e. Para este 9, existe A\g € A tal que

2"
1—2"9

pu(r —x) < <e,
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para todos A\, X > X\, mostrando que (z))ep € de Cauchy em p,.

[e's)
n=ng+1

(<) Dado ¢ > 0, seja nyg € N tal que )
n € {1,---,no}, existe \, € A tal que p,(x) — xy) <

27" < 5. Por hipdtese, para cada

S, para todos A\, \" > \,. Logo,

tomando Ao = max{A;, - -, \,, }, segue que
p({L‘)\,[E)\/) <g,

para todos A\, X > X, isto é, (z))ren é de Cauchy em p. O

Corolario 1.2.3 Seja X um espaco localmente convexo metrizivel. Entao X € completo

como espago métrico se, e somente se, ¢ completo como espaco localmente convexo.

Definicao 1.2.4 Chamamos de espaco de Fréchet a um espago localmente convexo me-

trizavel completo.

1.3 O espaco de Schwartz e as distribuicoes tempe-

radas

Introduziremos nesta secao, o espaco de Schwartz S e seu dual S, o espaco das

distribuicoes temperadas, além da derivada fraca, ou derivada no sentido de distribuigoes.

Vamos comegar convencionando algumas notacoes, para nao carregar a definicao.

I? denotard o conjunto dos multi-indices, ou seja, o conjunto {(ay, -, ay)| a; €
Z>o}. Denotaremos o produto z{* ---z%" por 2%, e |a] = > | ;. Por fim, D* denotara
a seguinte derivada parcial:

olal
oot ... 9an’

Definigao 1.3.1 O espaco de Schwartz, denotado por S(R™), é o espaco das fungoes

p: R" — C que sao C*° e tais que
@l 5 = sup |z*D%p(z)| < oo,
zeR™
para todos o, 3 € I.

Observacao 1.3.2 As funcoes de S sao aquelas que, juntamente com suas derivadas,
decrescem mais rapidamente que o inverso de qualquer polindémio, ou seja, se ¢ € S(R")
e P é um polinomio em R", entao

lim P(x)D%(z) =0,

|z|—o0
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para todo o € 1.
Exemplo 1.3.3 Se ¢(z) = e *°, 2 € R”, entdo p € S.
Exemplo 1.3.4 Se ¢ é uma funcao C*° de suporte compacto, entao ¢ € S.

Lema 1.3.5 {|.|la3] a, 8 € I}} é uma familia de seminormas em S(R™) que separa pon-

tos.
Demonstracao: Imediato. [
Teorema 1.3.6 (S(R™),||.||a3) € um espago de Fréchet.

Demonstragio: Como I} é enumerdvel, segue que a familia {||.||o,3} é enumeravel, e
entdo, S é metrizdvel, pelo Teorema 1.2.1. Mostremos agora a completude. Seja (¢y,)
uma seqiiéncia de Cauchy em S. Segue da Proposigao 1.2.2 que (g,,) é de Cauchy em
cada seminorma ||.|[,3. Denote por C(R") o conjunto das fungoes continuas em R"™ com
a norma ||.||o do supremo. Dado e > 0, existe mg € N tal que ||¢mm — ©wllaps < €, para

todos m,m’ > 0. Isso implica que

Hanﬁgom — 2°DPo, |

<e,
(o]

para todos m, m’ > myg, mostrando que (madﬁ cpm) é uma seqiiéncia de Cauchy em C(R"),

que é completo. Logo, para cada o, § € I7, existe go g € C(R") tal que
Jap = lim z*DP o,
m—0o0

onde a convergéncia ¢ uniforme. Vamos agora, dividir em dois casos:

(n=1) Pelo teorema fundamental do célculo, segue que

em(z) = omn(0) + /Ox O (t)dt.

Como ¢/, (z) converge uniformemente para go 1, obtemos, fazendo m — oo na igualdade

acima, que
go,0(7) = go0(0) +/ go,1(t)dt.
0

Isto mostra que g é C'. Da mesma maneira, como

() = o (0) + / C S (0)d,
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Segue que
d01(2) = g0 (0) + / dos(t)dt,
0

Portanto, g ¢ C?, pois gy = g61 = o2 Continuando esse processo, obtemos que g ¢

C* e que g(()]fo) = go,k, para todo k € N. Sendo assim, goo ¢ C*°. Por outro lado, segue da

convergencia uniforme que

Ja3 = Trng{l)o z*DPp,, = z°D" lim o, = xO‘Dﬁgo,g.

m—0o0

Entao, para todo m > my,
12" D700l < [[gas = = D%0m| . + [|2° DPpm| , < o0,

pois Hgaﬁ —xO‘Dﬁmeoo <ee H-’BaDﬁQOmHOO < oo. Isto é, gop € S(R) e, para todos
o, B eIl [lgoo— Pmlla 5 — 0.

(n qualquer)  Seja {ej,---,e,} a base canonica do R". Entao, para cada m € N,

t
0
Om (T +te;) = om(z) + / —pm(x + se;)ds.
0 ﬁxj

Fazendo m — oo, resulta que

t
Goo(z +te;) = gro(z) + / Go,e, (7 + sej)ds.
0

Logo %go,o = Qoe,, para cada j € {1,---,n}. Entdo, cada derivada parcial de goo ¢
continua, ou seja, goo é de classe C'. Repetindo o processo, concluimos que ggo é de
classe C*°. E, como no caso anterior, goo € S(R") e ¢, — goo em S(R"), provando a

completude. O

Defini¢ao 1.3.7 O espago dual topoldgico de S(R™) é chamado de espago das distri-

buicoes temperadas e denotado por S'(R™).

Observagao 1.3.8 (a) O dual topolégico de um determinado espago vetorial, é o con-
junto de todos os funcionais lineares e continuos nele definidos.

(b) Ao invés de denotarmos por T(y) a distribuicdo temperada 7' aplicada na
fungdo ¢ € S, utilizaremos a notacdo (T, ). Alguns autores dizem, nesse caso, que
< -,- > denota o par de dualidade entre S e §'.
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Exemplo 1.3.9 (S) Seja ¢ € S(R). Defina o funcional (¢, -) : S(R) — C por
oo = [ v@ts
E facil ver que (1,-) é linear. Além disso, temos que:

(Wog)| = \ | vt

< / " (@) le@))dz

< ol / " @)z

[e.o]

= [Ilo@llele
para toda ¢ € S(R), onde [|l¢]lec = sup,ep [#(z)| = [[#lloo- Logo, (¢,) € S'(R).
Note que a primeira desigualdade acima vale se ¥ € L'(R). Além disso, para

concluir a continuidade foi usado que [|1)||z1r) < oo. Tais fatos sdo conseqiiéncias do

préximo exemplo.
Exemplo 1.3.10 (L*) S(R) é subespago de cada LP(R), 1 < p < 0.

(p=1) Sep €S, entao

el = [ let)lds

[e.9]
o0

— /_ (1+ x2)_1 (1+ 2%) |¢(z)| da

o0

< 7wl + [J2%0] )
= m(llelloo + [lell20),
ou seja, S C L.
(l1<p<o) SegpesS,entao

el = | /anpdx]’l’
-/ (|¢<I>;;|¢<x>|—;|¢<x>|)”d4’1’
- |/ Z|¢<x>|(w<x>\l—é)pdx]’l’

1-1 1
= [l "llell L
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ou seja, S C LP.
Exemplo 1.3.11 (Fungao delta) Seja z € R. Defina
4, :S(R) — C
p = o)
ou seja, (0, ) = p(z).
0, € §', pois é linear e
| 0z, 0) | = lp()] < [lello.o-
Exemplo 1.3.12 (¢') Defina
§:SR) — C
p = —¢(0)
ou seja, (¢, @) = —¢'(0).
0" € 8§, pois € linear e
(8", ) | = 1€ (0)] < llello-

Exemplo 1.3.13 Seja g : R — R dada por

g(x):{x sex >0

0 sex <0

Defina (g,-) : S — C como no Exemplo 1.3.9.

(g,") € ', pois
ol < [ lo@le@)ds
< [ laptalda
= /: (14227 (14 2?) |ap(x)|dz
< (lelso+ el [~ (14+22) " do

= 7(|lello+ llellso)-
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Exemplo 1.3.14 (Fungao de Heaviside) H : R — R dada por

H(z) 1 sex >0
x:
0 sex <0

Novamente como em 1.3.9, (H, ) define uma distribui¢ao temperada. A prova disso

¢ analoga a do Exemplo 1.3.13.

Definicao 1.3.15 Sejam 7' € S'(R") e a € I}. A derivada fraca, D*T (ou derivada no

sentido de distribuigoes), é definida por
(DT, ) = (=1)*U(T, D) .

Vamos aplicar diretamente a definicao para calcular as respectivas derivadas fracas

dos exemplos acima.

Exemplo 1.3.16 (g) Note primeiramente que g nao é diferencidvel no ponto 0, no sen-

tido classico. Porém, se ¢ € S, obtemos através de integracao por partes que:

<d%g790> = (=) <g’%"0>
_ —/Oooxcp’(x)dx
- —[a:go(x)]go—l-/()oo%p(x)d:[

= O+/°° H(z)p(x)dx
(H, )

Isto é, d%g =H.

Exemplo 1.3.17 (H) Dada ¢ € S, segue que:

() = cofu )

= —/Ooogp'(x)dx
= —[e@)]g

= »(0).

Logo, 4 H = §,.

) dx
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Exemplo 1.3.18 (§y) Pada ¢ € S, temos que:
d d
—, = (=1){ by, —
<d.§U 07§0> ( )< 0> dx<P>

~ d .
Entao, +-dp = d'.

Tais exemplos mostram que, até mesmo 0, que nao é uma funcao, pode ser es-
crita como derivada segunda de alguma funcao continua. Tal fenomeno é tipico para as

distribuicoes temperadas. E o que afirma o seguinte teorema.

Teorema 1.3.19 (Teorema de regularidade para distribuicées) Seja T' € S'(R™).
Entao, existem 3 € I? e uma fung¢ao continua e polinomialmente limitada g tais que
T = DBq. Isto é

T = [ (-1)g0) (D7) (@)

para toda ¢ € S.

Este teorema pode ser demonstrado através de um resultado que identifica o espaco

de Schwartz com um espaco de seqiiéncia, que é o resultado principal deste capitulo.

1.4 Funcoes de Hermite

Aqui, demonstraremos, enfim, a N-representacao para S e S’. Introduziremos ini-
cialmente em S, uma familia de seminormas equivalente & familia de normas de L?. Em

seguida, trabalharemos com as fungoes de Hermite.

Comecaremos fazendo a seguinte distingao entre as seminormas de § e as normas

de L?. Para ¢ € S, denotaremos, ao invés de || - ||.s,

lellas.00 = [|[2°D%|| . -

E, definimos

llas2 = [[z°D%|| 2

Proposicao 1.4.1 As familias de seminormas {|| - ||ag.c} € {ll - llag2} sdo equivalentes

em S(R™).
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Demonstragao: (n=1) Como

= 22 5 H 2.\ "2 .2 _r
/ (1+:1c) dx—/ (1—|—tan t) sec tdt—2,

™
—00 -3

temos que (14 22)~" € L. Seja ¢ € S. Ento,

leloos = |/ |s0($)l2dxr

_ {/(1 +a?) 2| (1 + 2)p(a) [ dw} :

1+ 7] 2 [+ 2%l

IA

Logo, se C = ||(1 + 2?)7Y|;2, segue que
||¢HO{,B,2 = HanBSOHO’O’Q S C H(l + x2>xa‘Dﬂng070’2 S C <||¢||a,ﬂ,oo + H¢||a+2,,@,oo> :

Por outro lado, como ¢(z) = [*_¢/(t)dt, temos que

leloan =s0| [ ] <sw [ 101 < 1o
fAS —0o0

z€R J -

Além disso, pela desigualdade de Holder,

el = (1427 L+ 2| < [+ 2)e] o [l (L 277

Entao,
||90H0,0,oo <C (HSO/HB + ||5U290/HL2) .

Portanto, de (xO‘Dﬁgo)/ = ax® 1 DPp 4+ 22 DS+, resulta que
lellapoe = le°D%llq 0

() )

< C(alellaspz + 1olasz + @ lelarpe + 1elarasiz)

IN

z? (x“Dﬁ gp)’

|

0,0,2

Pela Proposigao 1.1.8, concluimos o caso n = 1.
(n qualquer) Seja |z| a norma euclidiana em R™. Como (1 + |z|?)"™ € L?(R"), para

todo m > Z, segue o resultado através de calculos similares. O
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Definigao 1.4.2 Definimos os operadores A, AT, N : S(R) — S(R) como sendo:

1 d 1 d
A= — — At = — - — N = At o A.
ﬁ(“m)’ ﬁ( dx) ¢ °

Definigao 1.4.3 Definimos ¢y pelas equagoes Agy = 0 e [ ¢f dx = 1, ou seja,
¢o(x) = rie 2
Paran > 1,
_1 n _1 mo1 1 (A" e
= )7 ()" 00 = (2 (-1 et () e
As fungoes {¢,}.-, sao chamadas de fungoes de Hermite.

Lema 1.4.4 Para cada n vale:

d2
<—— + 3:2) Gn = (2n + 1) ¢p.

dz?
Demonstracao: Observe que o lema é verdadeiro se, e somente se,

d n d n+1 d n+2
2(n+1) <%) e 4 2 <%) e+ (%) e =0,

para todo n. Logo, segue o resultado, pois esta tultima igualdade se demonstra, sem

dificuldades, usando inducao em n. 0

Observagao 1.4.5 Devido ao Lema 1.4.4, as {¢,,} ~, sdo também chamadas de fungdes

de onda do oscilador harmonico.
Lema 1.4.6 A ¢ A" sio adjuntos em S(R).

Demonstragdo: Sejam ¢, € S(R). Denote por (-,-) o produto interno usual de L?.

Usando integragao por partes, obtemos que

(Ap, ) =

(20(@)b(@) - p(2)0'(@)) da
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Lema 1.4.7
[A, Aq = AAT — ATA =1.

Demonstracio: Basta verificar, usando diretamente a definigao, que AAT(p) — ATA(p) =

p, para qualquer ¢ € S. O

Lema 1.4.8 A¢, = /n¢n_1, Alop, = /n+1¢pp1 ¢ N = n ¢y, para todo n.
Demonstragao: Usando a definicao de ¢,,, temos que
buir = (n+1))77 (A7) gy = (n+ )73 ()72 AT ((n)7 )

Logo,

AT(bn =vn+1 ¢n+17

para todo n. Por outro lado, como N = % (—% + 2?2 — 1>, segue do Lema 1.4.4 que
N¢n =n ¢TZ7

para todo n. Com isso em maos, juntamente com o Lema 1.4.7, concluimos que

A¢n = \/ﬁ ¢n—1a

para todo n. O

Lema 1.4.9 Seja f uma funcao tal que f # 0 q.t.p. em R e tal que existem c¢,6 > 0 com
|f(z)| < ce™®l para todo x € R. Entdo, span{x"f(x)|n € N} € denso em L*(R).

Demonstragdo: Suponha que span{z"f(z)} # L*(R). Logo, existe h € L? h # 0 q.t.p.
tal que
(" f,h) =0,

para todo n. Isto é,
/ 2" f(z)h(x)dx = 0,
R
para todo n. Note que fh € L'(R), pois, pela desigualdade de Holder,

[1s@h@ids < [ e ibids < e, Al

Considere

g(\) = / f(@)h(z)e P dz.
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Ou seja, ¢ é a transformada de Fourier de fh. Note que, se 6, < 6, entao el*l fh € L'(R),
pois nesse caso, ’e‘sl‘x'fh‘ < e@=9lel|p| com 6; — & < 0. Assim, considerando os pontos
z € Cpor z = A +iu, segue que se |u| < 4, entdo g(A) pode ser prolongada a uma fungao
analitica na varidvel z. Como g®(\) = [ f(2)h(z)(—iz)*e~*dx, segue que g*)(0) = 0
para todo k. Sendo assim, g(A) = 0 para todo A devido & analiticidade. Logo, fh =0, o
que é um absurdo. Portanto, span {z"f(z)} = L?(R). O

Proposicao 1.4.10 {¢,} 2, € uma base ortonormal de L*(R).

Demonstra¢ao: Como ¢y € S(R) e ¢, = (n!)_% (AT)n ¢o, segue que ¢, € S, para todo
n. Logo, {¢n}ory C L Sejam m > n. Entdo, dos Lemas 1.4.6 e 1.4.8, temos que

(6n:0m) = ()77 (0, (AN)" )
= (m!) "% (A", o)
= (ml)"2 (A" A", 6)
= (ml)"2 (n)? (A™ "o, év)
= (m))"2 (n)? (0, 6)
— (),

pois m —n > 0. Se m = n, entao
(Gnsba) = (n1)72 (¢, (AT)" )

uma vez que (¢g, ¢g) = 1, pois,

M)

T

/ e dy = N
R

Sendo assim, {¢,}, ., ¢ um conjunto ortonormal. Aplicando o Lema 1.4.9 para ez,

segue que

span {¢, } = span {x”e*%} = L*(R).
Portanto, segue o resultado. 0
Lema 1.4.11 Se f € L*(R), entdo
#o AR
|af -], <

onde Af = A ou A'.
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Demonstracao: Pelo Lema 1.4.8, vemos que para cada n,

|4f - at,

Lo = 1Ba@nllre = | Ral|@n]l 2 = [Bal,

onde I, ¢ um produto de m raizes da forma /n + a;, com —2m < a; < 2m. Logo, segue
que para cada n,

|at - ate| = VarTvaEm
< (n4+m)?
= ||{(ndd+mId)= ¢, ,,
= (N +mId)% 6],

Seja entao f € L2. Pela Proposi¢io 1.4.10, f = >_b,$,. Portanto, pelo teorema de
Pitagoras,

HAfr‘...

=SS ar At
— Zbi
< SR+ mId)E e,

m 2
- Han(N+mld)z¢n B
= (N +mId)% f|[, .

2
Af&---AZ‘;’i% .

O

Os lemas acima serao necessarios para introduzirmos uma outra seminorma em S.

Definicao 1.4.12 Definimos, para ¢ € S,

lell, = 1N +1)" @l 2,

para cada n.

Proposicao 1.4.13 {||- ||} € uma familia de seminormas dirigida em S(R), equivalente

@ Al - llop2}-

Demonstragio: Seja ¢ € S. Como (N +1)" =371 (7)) N*, segue que

lell = IV -+ 1" ¢ll < 3 (1) 1% .
k=0
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Como as operacoes presentes no operador N sao multiplicar por x, derivar e identidade,

segue que existem ay, 31, -+, aq, G e ¢ > 0 tais que

!
lelln =< ¢ 1¢lla, g2
k=1

Por outro lado, note que

1
Dfyp = §Dﬁ‘1 (¢ + 20 — 20 + )

V2

V2 4, (d d
= TD (% (Ap) + zAp — zAp + e (A(p)> +

V2 pa (4 f to Loyt
+TD (%(Aga)—i—a:Acp—xAgo—i-%(Ago))
= %Dﬁ_z (AAp — ATAQO) + %Dﬁ_2 (AATgo - ATAT(IO) :

Procedendo desta maneira, concluimos que existem ¢; > 0 e [; € N tais que

Iy
Dﬁ(pzclziA#...A’figp7
k=1

onde A}# = A ou A'. Além disso, se ¢ € S, entao

ey = e (o — )
_ \/;xa—l (Ag + Al)
NO. d d
= e (Avt g (4v) - 4 (04 A0) +
V2 d d
+ ¥ e (AW) 2 (Aly) - — (ATy) + Aw)
= a7 (AAw + ATAY) 4 22 (A4 4 ATATY).

Novamente, existem ¢y > 0 e [, € N tais que

la
2 =cy Yy AT Ay,
k=1
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onde A}% = A ou A", Juntando, obtemos que existem c5 > 0 e I3 € N tais que

ls
Do =y AT - Af o

k=1

onde A}# = A ou AT. Sendo assim, segue do Lema 1.4.11 que

lellase = |lz*D%||,,
3
#o AT
< ay|larat],
< )E
Como
mg
My 2 T . my
(N +my) 2 = ( j )<mk —D W
=0

segue que

mE

2 mp %_i

follosz <323 (; | V)E
k=1 =0
Portanto, existem ¢ > 0 e nq, - - tais que
I
lellas2 <D el
k=1

concluindo a demonstracao, devido a Proposicao 1.1.8. 0
Lema 1.4.14

I(aa)lls = (Z(a + 1)2ﬁlaa!2>

«

¢ uma seminorma no espaco das multiseqiiéncias (aa)agﬁ, onde 3 € It e (a +1)% =
k ,
H¢:1 (i + 1)2&'

Definigao 1.4.15 Definimos s; como sendo o espaco das multiseqiiéncias (aq),e I tais

que Sup,eri |aa||a|™ < oo para cada m e [|(aq)|| 5 < oo para cada S.

Teorema 1.4.16 (A N-representacao para S) FEziste um isomorfismo topoldgico en-
tre S(R¥) e s.
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Demonstragao: Daremos os detalhes para k = 1. Para ¢ € S(R), considere (ay,)nen
dada por a, = (¢, ¢,), onde (-,-) é o produto interno usual de L2 Como & C L?, segue
da Proposicao 1.4.10 que ¢ = > an¢d,. De N ser um operador de § — S, temos que

N™p € L?, para todo m, ou seja, [[N™¢]||,;» < co. Assim, pelo teorema de Pitdgoras,
> lann™gnl72 < oo,
n

uma vez que N¢, = neo, (Lema 1.4.8). Isto significa que
S laaf < o,

para cada m. Logo,

1
2
1
|an|n™ = (|an*n*™)? < (Z |an|2n2m> < 00,
n
e portanto, sup,, |a,|n™ < oo, para cada m. Entao, (a,) € s, e definimos assim, uma

aplicacao F': § — s, dada por F(¢) = ((¢, dn)).
Note que se p € S, entao

m 2
el = NV +1)™ @l
= ) anf(n+1)"

n

= (@)l

para cada m, onde a,, = (@, ¢,,). Disso se segue que F' é injetiva. Vamos mostrar agora a
sobrejetividade. Seja (a,) € s;. Defina ¢y = ZQLO an¢n. Logo, (suponha M > N) para

cada m,
M

low = enll,, = Y lanl(n+1)°" =0
n=N+1

se M, N — oo, pois > |a,|*(n + 1)*™ < oo. Assim, (¢y) é de Cauchy em cada || - ||,
e entao, é de Cauchy em S, segundo a Proposicao 1.2.2. Portanto, pelo Teorema 1.3.6,

existe ¢ € S tal que pn — . Em particular, o5 — ¢ em L?. Sendo assim,

(SON, ¢n) - (907 ¢n) ’

mostrando que

Z (0, 0n) Pn =@ = Z AnPrs
n=0

n=0
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isto é, F'(¢) = (an).
Para concluir o teorema, sé resta verificar que as topologias coincidem. Mas isso se

da devido a igualdade das seminormas || - ||,, em S e em s;. O

Teorema 1.4.17 (A N-representacao para S’) Temos:

(a) Se T € 8'(R¥) e b, = (T, ¢o) para cada o € I%, entdo existem ¢ > 0 e 3 € I* tais
que |ba| < c(a +1)P, para todo a;

(b) Se (by) € uma multiseqiiéncia tal que |by| < c(a+1)P, para todo «, entdo existe um
unico T € 8" tal que (T, ¢o) = ba;

(c) SeT € 8'(R¥) eby = (T, pa), entdo Y., bata converge para T na topologia o(S’,S).

Demonstracao: Novamente consideraremos o caso k = 1.
(a) Segue do fato de T ser continua e a familia {|| - ||,,} ser dirigida.

(b) Dado (a,) € s1, defina B((a,)) = >~ ybsan. Logo, pela desigualdade de
Holder,

B((@)] < 3 [ballas]
< St 1)"a)

o

= > [+ 1™, )7 [0+ 1))

< o (im - 1)2<m+1>|an|2) 2 (i(u - 1)*) 2

7T2

S (]

ou seja, B é um funcional linear continuo. Pelo Teorema 1.4.16, T = Bo F € §'. Nao é

N|=

dificil ver que (T, ¢,) = b,,. A unicidade segue da Proposigao 1.4.10.

(c) Note que o(S’,S) ¢ a topologia fraca-* em S’. Logo, precisamos mostrar que,
para qualquer ¢ € S, temos ij:o (bn®n,p) — (T,¢) quando N — oo. Como ¢ =
Yoo o (@, 0n) O, para toda ¢ € S, temos que

N 00
<Ta 90> - <bn¢n7 90> = Z (90, Cbn) ¢n )
n=0 n=N+1
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e portanto, o resultado segue. O]

Observacgao 1.4.18 Os teoremas acima nos dao duas importantes simplificagoes:
(a) Seqiiéncias sao mais faceis de se trabalhar que fungoes;

(b) As duas condigoes do espaco de Schwartz (C* e rdpido decrescimento) sao

substituidas por apenas uma (rdapido decrescimento).

Com isso em maos, somos capazes de demonstrar resultados interessantes sobre o

espaco de Schwartz de maneira simples.
Corolario 1.4.19 S € denso em S’ na topologia o(S’,S).

Demonstracio: Dado T € S’, considere a seqiiéncia Ty = ZIaISN boa®a, onde b, =
(T, o). Segue que (Ty) C S e que Ty — T na topologia o(S’,S) (como feito no final da

demonstragao do Teorema 1.4.17). O
Corolario 1.4.20 S € separdvel na topologia Fréchet. S’ é separdvel na topologia o(S',S).

Demonstracao: Defina Ay = {(an)neny C Q| a,, =0 sen > N}. Entao, Ay é enumera-
vel, assim como A = [J3_; An. Além disso, A C s; é denso. Logo, pelo Teorema 1.4.16,
temos que F71(A) é enumerdvel e denso em S. Portanto, S é separdvel.

Sendo A denso em S, segue do Corolario 1.4.19 que A é denso em S’, mostrando

que S’ é separavel. O



Capitulo 2
Probabilidade e calculo estocastico

Neste capitulo, introduziremos algumas ferramentas basicas do calculo estocastico

e alguns conceitos probabilisticos que serao necessarios para isso.

2.1 Conceitos basicos

Comecaremos com as definigoes e resultados basicos sobre a teoria de probabilidade.

Definigao 2.1.1 Um espago de probabilidade é uma tripla (2, F,P) onde €2 é um con-
junto, F é uma o-algebra de conjuntos em €2 e P é uma medida de probabilidade definida
em F, ou seja, P (Q) = 1.

Sao exemplos de espaco de probabilidade:

Exemplo 2.1.2 Q = [0,1], F = Borel ([0,1]) e P a medida de Lebesgue restrita ao

intervalo [0, 1].

Exemplo 2.1.3 2 =R, F = Borel (R) e P dada por

1 z—m)2
P(A) :/ e~ d.
A

o\ 2T

Observacao 2.1.4 Um espaco de probabilidade é um espaco de medida, onde a medida

do conjunto todo vale 1.

28
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Definigao 2.1.5 Sejam (2, F,P) um espago de probabilidade e (E,7) um espago topo-
l6gico. Uma funcao X : Q — E é uma wvaridvel aleatoria, se for mensuravel, isto é,

Se

{XeA={weQ| X(w)e A} € F,

para todo A € 7.

Definicao 2.1.6 Seja X uma variavel aleatéria. Definimos a probabilidade induzida Px
em Borel(E) por
Px(B) = P({X € A}).

Observacao 2.1.7 Px é, de fato, uma medida de probabilidade.

Definigao 2.1.8 Uma familia de o—algebras {F;},.; ¢é dita independente se, para qual-

quer conjunto finito de indices {i1,---,i,} C I, e quaisquer A;, € Fj;, j = 1,---,7,

p (ﬂ A) ~II7 ().

Definicao 2.1.9 Uma variavel aleatéria X ¢é dita independente de uma o—4algebra F se

resultar que

o(X) e F sao independentes, onde o(X) é a menor c—4algebra onde X é mensurével.

Definigao 2.1.10 Uma familia de varidveis aleatérias {X;},., ¢ dita independente se
forem independentes as o—algebras {o(X;)},c;-
Definicao 2.1.11 Seja X uma varidvel aleatéria. Definimos a esperanca (ou média) de

X como sendo

Em:AXMWM.

Definigao 2.1.12 Seja X uma varidvel aleatdria. Definimos a variancia de X como
sendo
var [ X] =E[(X —E[X))’] =E [X?] -E[X)*.

Definicao 2.1.13 Seja X : {2 — R uma varidvel aleatéria. Dizemos que X tem distri-
buicdo normal com média m e varidncia o2, e escrevemos X ~ N(m,o?), se, para todo
A € Borel(R),

1 z—m)?
Py(A) = UV%/AG_( = dr.
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Definigao 2.1.14 Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Sejam Y : 2 — R uma
variavel aleatoria F-mensuravel e G C F uma o-dlgebra. A esperanca condicional
E[Y |G] de Y com relagao a G é definida como sendo a unica (P-q.t.p.) varidvel aleatéria

tal que
(i) E[Y | G] é G-mensuravel;

(ii) [,YdP = [, E[Y |G]dP, para todo A € G.

Observacgao 2.1.15 O teorema de Radon-Nikodym garante a existéncia da esperanca

condicional.

A esperanca condicional de uma variavel aleatéria possui muitas propriedades, den-

tre elas:

Proposicao 2.1.16 Sejam X,Y : Q) — R wvaridveis aleatorias e H C G C F o-dlgebras.

Temos:
(a) ElaX+Y |G =aE[X|G]|+E[Y|G];
(b) SeY éG-mensurdvel, entao E[XY |G] = YE[X |G|,
(¢) EEX|G]|H]=E[X][H];
(d) SeY éindependente de G, entao E[Y |G] = E[Y].
(¢) EENI|G]=E[Y]

Definigao 2.1.17 Sejam (2, F,P) um espago de probabilidade e 7" um conjunto de in-
dices. Uma filtragdo é uma familia de o—algebras {F},.,, C F tal que F, C F;, para
todos s,t € T, s < t.

Definigao 2.1.18 Um processo estocdastico é uma familia de variaveis aleatorias
{X,: Q>R teT},

onde 7" é um conjunto de indices.

Definigao 2.1.19 Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade. Dizemos que um processo
estocastico {Xt Q—-RYte T} ¢ adaptado a uma filtragao {F;},. se X, for Fi-men-
suravel, para todo t € T.
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Definigao 2.1.20 Sejam (2, F,P) um espago de probabilidade e {F; € T'} uma filtragao.
Um martingale, com relacao a filtracao {F;}, é um processo X = {X;| ¢t € T'}, adaptado
a {F:}, tal que

(i) X; e L' (Q,F,P), para todo t € T}

(il)) E[X;|F] = X;, se s <.

2.2 Movimento Browniano

Falaremos aqui, sobre o processo estocéastico conhecido como movimento Browniano,
cujo nome se deve ao botanico Robert Brown, que estudou o movimento de particulas de

poélen em meios aquosos.

Definigao 2.2.1 Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade. Um processo estocastico
B ={B;|t€]0,T]|}, com B; : Q — R, para cada t € [0,T], é chamado de movimento

Browniano se possui as seguintes propriedades:
(ii) t — By(w) é uma funcao continua P—q.t.p.;

(iii) Os incrementos B; — By sao independentes e possuem distribuigao normal N(0, ¢ — s)

para todo s < t.
Lema 2.2.2 Todo movimento Browniano é um martingale.

Demonstracao: Seja B = {B;} um movimento Browniano e defina 7, = o ({Bs | s < t}).

Sejam s < t. Como B; — By tem média zero e é independente de Fy, segue que
E[Bt—Bs|fs] :E[Bt—Bs] :0

Ou seja, E [B; | Fs] = Bs para todo s < t, donde segue que B é um martingale. O

Proposigao 2.2.3 Seja B = {B;} um movimento Browniano. Entao, M = {M,}, onde

M; = B? —t, é um martingale.
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Demonstracao: Sejam s < t. Pelo Lema 2.2.2,

E [2B? — 2B,B, | F,] = 2B? = 2B,E[B, | F,] = 0

Logo,
E[M,— M,|F,] = E|[B; — (t—s)| F]
= E[B —thB +B2—(t—s)|F]
— E[Bt —(t—s)| F]
= E [ } (t —s)
=0
Portanto, M é um martingale. ([l

Definicao 2.2.4 Seja B = {B;|t € [0,7]} um movimento Browniano. Seja
Wn:{():t0<t1 < s < gy :T}

uma seqiiéncia de partigoes do intervalo [0,7] tais que n < m implica m, C 7, e

limy, .o |7,| = 0, onde |m,| = sup; ¢, |ti1 — t;|. Definimos

T Br = Z |Bt¢+1 - Btz‘ :

t;ETn

Teorema 2.2.5
lim 7, By =T,

n—oo

onde a convergéncia € q.t.p..

Demonstracao: Note que

mBr =T = 3 |(Buw = Bu)" = (i — )] = >

t;€Emn

onde Y, = (Bt

zero. Assim,

2 . . L L1
A Bti) — (t;1 — t;) s@o variaveis aleatérias independentes com média

E[(m,Br —T)’] =E (ZY>2 :Z:E[Yf].
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Observamos que

) 2
Y;Q = (Bti+1 - Bti)2 o (tiJrl B tz)}
_ 2 ’
B;.., — B,
= M (tiv1 — 1) = (i1 — t’)]
tiv1 —

-(B b )2 i

tit1 ti 2
= [ T PR (e —
tiv1 — b ] (fea = 1)

(Bt _Bti)2

i ftem a mesma distribuicao que Z2, onde Z ~ N(0,1), para todo i.

e que

Assim, Y7 tem a mesma distribuicao que (22 — 1)* (tiy1 — t;)*, para todo 4. Entdo,
E[(mBr-TF] = YD)
- i]E [(Z2 — 1) (i — ti)2]
< EZ[(Z2 — 1)2} [l Y (tir = )
- E[(z2-1)’] ywnyTZ.

Portanto, como |7, = 0 e E [(Z2 - 1)2] T é constante, obtemos que

lim n,Br =T em L2

n—~o0

Em particular, existe uma subseqiiéncia ,, Br tal que
lim 7, By =T q.t.p.
k—o00

Defina agora,

Nn(w) =T_,Br = Z (Bti+1 - Btz‘)27

ti€m_n
e as o-algebras
Gn=0(Ny| m<n),

ambos paran = —1, —2, - - -. Resulta que (V,,) ¢ um martingale com relagao a (G,,). Sendo
assim, segue do teorema de convergeéncia pra tras de martingale que existe q.t.p. o limite

lim N, = lim 7, Br.

n——oo n—oo

Portanto, segue o resultado, pois se o limite existe, entao toda subseqiiéncia converge

para ele. 0
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Observacao 2.2.6 Para mais detalhes sobre o teorema de convergéncia pra tras de mar-

tingales (Backwards Martingale Convergence Theorem), consultar [10].

Definicao 2.2.7 Seja B = {B;| t € [0,7]} um movimento Browniano. A wvaria¢io do
caminho Bi(w) no intervalo [a,b] C [0, 7] é definida por

‘/[avb]B(w) = sup Z |Bti+1 (w) - Bti (w)| )

TeP ten

onde P ¢ o conjunto de todas partigoes finitas do intervalo |a, b].
Teorema 2.2.8
P (Vg B < 00) = 0.
Isto €, as trajetorias do movimento Browniano nao tém variacao finita P—q.t.p..
Demonstragio: Suponha que P (V5B < 00) > 0. Seja (m,) C P uma seqiiéncia de

particoes tal que n < m implica 7, C 7, e lim, . |7,| = 0. No conjunto {V[a’b]B < oo},

obtemos que

b—a = lim Y (B, —B,)

t;€ETn

S lim sup ’Bti+1 — Btl‘ Z ‘Bti+1 — Bti
oo tiem ti€mn
< lim |7m,| oy B
= 0,
o que é um absurdo. Portanto, P (V[a’b]B < oo) =0. [

2.3 Formula de Ito

Demonstraremos nesta secao a féormula de It6, uma das ferramentas bésicas do

calculo estocastico, que foi descoberta por K. It6, em 1951.

Fixemos uma seqiiéncia de particoes
Tn={0=tg<t; < - <ty =T}

do intervalo [0,7] tais que n < m implica 7, C 7, ¢ lim, . |m,| = 0, onde |m,| =

SUpy e, [fis1 — i
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Definigao 2.3.1 Sejam X : [0,7] — R uma fungdo e p > 0. A p-variagio de X é a
funcdo (X),:[0,7] — R U {oo} dada por

p

<X>p (t) = nhjgo Z |Xti+1 - X,

t;Emn
t; <t

Observagao 2.3.2 (a) Se (X) () < oo para todo t € [0,T], dizemos que X tem p-
variacao finita.

(b) (X), ¢ mondtona nao-decrescente e (X), (0) = 0.

(c) Se p([0,t]) = (X), (), entao p é uma medida em (Rxq, Borel (R>p)). Logo, a
integral

/ F(5)d (X), (s),

onde f é uma funcao boreliana em R, estd bem definida como sendo um integral de
Lebesgue-Stieltjes.

Teorema 2.3.3 (Férmula de 1t6) Seja X : [0,7] — R uma fun¢do continua, com
(X), (T) < o0, e seja F € C*(R). Entdo,

FXn) = F (o) = [ P X)X+ [P 40, ()

onde

T
/ F'(X,)dX, = lim Y F'(X,,) (X, — X0,)
0 n—oo fyemn

t;<T

¢ definida como a integral de It de F' (X;) com relagdo a X;.
Demonstra¢io: Sejat; € m,, t; < T. Pelo teorema de Taylor, existe ¢; € (t;, ;1) tal que

1
F (Xti-H) - F (th) - F, (th) AXti + §F” (Xfl) (AXti)Q

1
= F (th> AXti + §FH (th> (AXti)2 +

() - ] (ax,)?

1
= F'(Xy,)AXy, + QF” (X1) (AX,,)? + Ru(ty),

onde
R, (t;) = % [F" (X;) — F" (X.,)] (AX,,)?.
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Seja 8, = max {AX, | t; € m,, t; <T}. Como X é uniformemente continua em [0,77] e
lim, o0 |mn| = 0, segue que lim,,_,o 0, = 0. Como X é continua, obtemos que X ([0,77)
é compacto. Logo, F” é uniformemente continua em X ([0,77]), e assim, existe uma
seqliéncia (g,), com &, > 0 para todo n > 0, tal que lim, ., =0 e

1

5 max{[F"(z) = F(y)| | w,y € X ((0,T)), |z —y| < du} (AX,,)"

< En (Ath)2 .

| Rn(ti)|

IN

Portanto, temos que
L lim, e Y Ru(t;) =0,

pois |3 R, ()| < 20 3 (AX,,)? e (X), (T) < oo.

2. iy oo 30 [F (X)) = F (X)) = F (Xr) = F(Xo),

por ser uma soma telescopica, logo, os termos intermediarios se cancelam.
3. lim, oo 2 S F" (X0) (AX,)? = L [T F7(X,) d(X), (),

uma vez que tal limite converge para a integral de Riemann que, por isso, coincide

com a de Lebesgue-Stieltjes.

Sendo assim, como

Z [F (Xti+1) —F (th)} = Z F (th> Ath + % Z " (th) (Ath>2 + ZRn(tZ)v

resulta que existe o limite

Tim 3 F (X)) (K — X))
t;€mn
t;<T

que definimos como sendo a integral de 1to,

T
/ F' (X,)dX,,
0

de F' (X;) com relagdo a X;. O

2.4 Integracao estocastica

Aqui, introduziremos o conceito de integral estocéastica, mais especificamente, a
integral de um processo estocdstico com relagao a um movimento Browniano. Além disso,

apresentaremos uma férmula de It6 para processos do tipo semimartingale.
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Sejam (2, F,P) um espago de probabilidade e {B;|t € [0,7]} um movimento
Browniano. Considere a filtracao {Fi},coq, onde Fy = o (Bs|s<1), e seja m =
{0=ty <ty <---<t, =T} uma partigao de [0, T].

Definicao 2.4.1 Chamamos de processo estocastico elementar, um processo da forma

n

¢(t7 w) = Z €j (w>1[tj7tj+1]<t>’

j=1

onde e; sao variaveis aleatorias Jy -mensurdveis.

Definicao 2.4.2 Definimos a integral estocdstica de um processo elementar ¢ como sendo
T n
/ ¢(s,w)dBy(w) = Y €;(w) (By,,, (w) — By, (w)).
Observagao 2.4.3 O conjunto £ de todos os processos elementares esta contido em

L2 ([0,T] x Q, Borel ([0,T] x Q) ,\ x P), onde A ¢ a medida de Lebesgue.

Lema 2.4.4 (Isometria de Itd) Temos a isometria
[:& — L*(Q,F,P)
T
6 = [ o5,
0

Demonstragao: Seja ABj = By,,, — By;. Logo,

Jj+1

E 2] (tjp1 — 1, =]
E[eiejABz‘ABﬂ:{ [6]}(6“ ! :jzl#j

pois, para ¢ = j, temos

E [e3 (AB;)?] =

J

Por outro lado, se ¢ < j, entao e;e;AB; é independente de AB;, e assim,
E [eiejABiABj] = E [eiejABi] E [ABJ]
= E [eiejAB@-] 0
= 0.
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Portanto,
T 2 [ n 2
E (/ gde) = E (ZejABj>
O | ]:1
Lj=1 ji

= Z]E (€3] (L — t5) + ZO

J#i
- E UOT qdet} .

No que segue, estenderemos a definicao da integral estocéastica ao espaco E.
Definicao 2.4.5 Defina
E = {f € L?> (A xP) | f(t,-) é adaptado a F; para todo t € [O,T]} .

Lema 2.4.6 Se g € E ¢ limitada e g(-,w) é continua para cada w € 2, entdo existe uma

sequiéncia de processos elementares (¢,) C E tal que
T
lim E {/ (g — én)” dt} = 0.
0
Isto €, ¢, — g em L* (\ x P).

Demonstragio:  Considere ¢, (t,w) = > 7| g(tj,w)1; +;,,)(t). Segue que ¢, é elementar,

pois g € E, e converge para g. 0
Lema 2.4.7 Se h € E ¢ limitada, entao existe uma seqiéncia (g,) C E tal que
T
lim E U (h—gn)2dt] —0
n—oo 0
onde g, € limitada e g(-,w) € continua para cada w € §2, para todo n > 0.

Demonstragdo: Seja M > 0 tal que |h(t,w)| < M, para todo (f,w). Para cada n € N,
seja 1, a funcdo real nao-negativa tal que ffooo On(z)dr = 1 e ¢p(x) = 0 para = €
(=00, —=2] U [0, 00) . Definindo

In(t,w) = /0 On(s —t)h(s,w)ds,

obtemos a seqiiéncia desejada. 0J
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Lema 2.4.8 Se f € E, entao existe uma seqiiéncia (h,) C E, onde cada h,, € limitada,

lim E [/T(f—hn)zdt] = 0.
n—oo 0

Demonstracao: Tomar, para cada n € N,

tal que

-n se ft,w) < —n
hy(t,w) = ¢ f(t,w) se —n< f(tw) < —n
n se flt,w) >n
e aplicar o teorema da convergéncia dominada. O

Assim, para cada f € F, podemos escolher, através dos Lemas 2.4.6, 2.4.7 e 2.4.8,

uma seqiiéncia de processos elementares (¢,,) tal que

T
ggE{A<f—%fﬁ]=0

Pela isometria de It0, a seqiiéncia <f0T On(t,w)dBy (w)) é de Cauchy. Portanto, o limite
>0

nz

T
lim [ ¢n(t, w)dBy(w)

n—oo 0

existe em L? (P) e nao depende da escolha dos processos ¢,. Sendo assim, temos:

Definicao 2.4.9 Para f € FE, definimos a integral de Ito de f, de 0 a T, como sendo

T

/ f(t,w)dBy(w) = lim gbn(t w)dBy(w),

n—oo

onde (¢,) é uma seqiiéncia de processos elementares tal que

gﬁE{Aaf—mfﬁ}zo

Utilizando as propriedades dos processos elementares e, em seguida, tomando limite,

obtemos os seguintes corolarios:

Corolario 2.4.10 (Isometria de It6) Se f € E, entdo

(/OT f(t,w)dBt(w))2 =E UOTf(t,w)th} .
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Demonstracao: Segue da isometria para processos elementares. O]

Corolario 2.4.11 Se f,g € E e ¢ é uma constante, entao

T T T
0 0 0

Demonstra¢ao: Se ¢(t,w) = Z?Zl ej (W)l ,,0(t), e é(t,w) = Z?Zl €5 (W)Lt ,.0(1),
onde e, €; sao varidveis aleatorias F; -mensuraveis, entao

/ " (cott.) + 3(t.)) dB() = / T ) + 80 Ly 1)

= D (ees(w) +85(w) By, (@) — By, (@)
= Zcej(w) (Bi,, (w) — By, (w))

Corolario 2.4.12 Se f € E, entao

EUOdeBt]:o.

Demonstragao: Seja ¢(t,w) = Z;’L:1 ej(w) 1, .t;,1)(t), onde e; sdo varidveis aleatérias F; -

mensuraveis. Resulta que

e[/ T¢<t,w>dBt<w>] -

Z e] g+1 ) Btj (w))
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= D E[GWE [(Bin (@) - By (@) 7]

= Y E[ew) (B, () ~ By ()]
= 0.

O

Ou seja, podemos estender a isometria de Ito6 ao espaco E. Além disso, a integral

de It0 é linear e tem média zero.

A seguir, segue uma férmula de It6 para semimartingales. Mais detalhes sobre tais

processos podem ser obtidos em [10], pagina 51.

Teorema 2.4.13 (Férmula de 1td) Seja X um semimartingale e seja F € C?*(R).

Entao F(X) é um semimartingale, e vale

FX) - FOG) = [ PG+ / FI(X, )dIX, X+

o+ 2 Jo+
+ Y [F(X) = F(X,) — F'(X,-)AX,].

0<s<t

Demonstragao: Pégina 78 de [10].



Capitulo 3

Uma férmula de Ito6 para as

distribuicoes temperadas

Apresentaremos neste capitulo, os conceitos basicos da teoria do ruido branco (White
Noise Analysis) e uma extensao da férmula de 1t6 para distribui¢oes temperadas, devido
a A. Russek [12] e I. Kubo [4], que se d4 utilizando o método de dualidade da teoria de

distribuicoes.

3.1 Ruido branco

Aqui, introduziremos o ruido branco e algumas de suas propriedades, como a de-

composicao em caos de Wiener-1to.

Teorema 3.1.1 (Bochner-Minlos) Existe uma tinica medida de probabilidade 11 defi-
nida em (S'(R?), Borel(S'(R?))) tal que

E[e“"@] — /ei<T’“">du(T)

llell
e (& 2

para toda ¢ € S(RY), onde || - || = || - || z2(ra)-

Observacao 3.1.2 A demonstragao deste teorema foge um pouco do assunto tratado

nessa dissertagao e por isso a omitiremos. Detalhes podem ser consultados em [3].

42
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Definicao 3.1.3 A tripla (S'(R?), Borel(S'(R%)), 1) é chamada de espago de probabili-

dade do ruido branco 1-dimensional e i é chamada de medida do ruido branco.

Definicao 3.1.4 O ruido branco é a aplicagao

W: §x8 — R
(p,u) = (u,p)

Observacao 3.1.5 A partir do ruido branco W, podemos construir um movimento
Browniano By(u), para t € R e u € §', definindo

u, o), set>0
By(u) =W (1pg,u) = { —éu 153; set <0.

Como 1y € L? nao é um elemento de S, a expressao <u, 1[07t}> faz sentido aproximando

tal funcao por elementos de S e tomando limite.

Definicao 3.1.6 Definimos L? (R™) como sendo o subconjunto das fungdes simétricas de

L2 (R).

L*(8') possui a seguinte expansao em caos de Wiener-Ito:

Teorema 3.1.7 o
L*(S") = P K.
n=0
isto é, cada f € L*(S') pode ser representada por wma série f = > 7 L,(fn), onde
fo€ L2R") e
[n(fn)_/ / f(h,"',tn)dBtl”'dBtn.
Mazs ainda,

||f’|%2(s') = Z”!||fn||2L2(Rn)-
n=0

Demonstragao: Ver [3] ou [8]. O

Observagao 3.1.8 Os conjuntos K, podem, ainda, ser considerados como espacos ge-
rados por polinomios de Fourier-Hermite. E o que diz o Teorema 3.1.15 abaixo, que é

conseqiiéncia dos resultados a seguir.
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O espaco vetorial complexo gerado por fungodes exponenciais da forma

exp (i (u,§)), €€,

forma uma algebra, que denotamos por A.
Teorema 3.1.9 A dlgebra A é densa em L? (S').

Demonstracao: Fixe &1, ---,&, € S e suponha que, para todo t;, 1 < k < n, temos
| TLexplit (. 60) Saiditu) =
S k=1

Se B,, C Borel (S§') é a o-dlgebra gerada por (u,&;),---, (u,§,), entao a igualdade acima

pode ser reescrita como

n

/ exp [z (0, &) 1

k=1

E {W | Bn] dp(u) = 0.

Assim,
E [WH?”] =0, p—qtp.

Adicionando &, k > n + 1, tal que {&,} seja um sistema completo em L? (R), obtemos

que B, cresce monotonamente para Borel (S'). Logo, concluimos que

E |(u) | Borel ()] = o(u) =0, p—qtp.
concluindo a demonstracao. ([l

A colecao P de todos os polindmios em v também forma uma algebra.
Corolario 3.1.10 A dlgebra P é densa em L* (S').

Demonstracao: Segue do fato de que a expansao de Taylor
, > i (u, €)™
expli (u.) = Y S

converge pi—q.t.p. e em L*(S'). O
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Corolario 3.1.11 Se {n,} C S é um sistema ortonormal completo para L*(R), entdo a

colecao de todos os produtos finitos da forma
H(%Uj)nja leZO, j:1,2,"',
J

gera um subespago denso de L? (S').

Definicao 3.1.12 Definimos os polinomios de Hermite como sendo

hp(x) = (=1) ez =

N

n=0,1,---, z €R.

Defini¢ao 3.1.13 Um polinémio de Fourier-Hermite em relacao a {n,} é um polinémio

em u expresso como produto finito da forma

o(u) = CH o, ((u, 77]')) , ¢ = constante.
J

V2

Uma vez que (u,n;), j > 1 sdo mutuamente independentes, obtemos que a norma

|c|? Hnj!Q”j.
J

L*(8’) de um tal polinomio é

N|=

Sendo assim, tomamos ¢ = (H ; nj!2nj> , e ordenamos os polinomios de Fourier-Hermite

em uma seqiiencia @i, g, - - - .

Teorema 3.1.14 A cole¢ao {¢, | n > 1} de polinémios de Fourier-Hermite normaliza-

dos, definidos acima, forma um sistema ortonormal completo em L*(S').

Demonstracao: A ortogonalidade segue do fato de que
(u, j> (u, j> —
= T0, Js oy (22) B, (422 dia(o) =
= Hj nj!2”j5nj,mj.

O fato de que todo polinomio como no Corolario 3.1.11 pode ser expresso como

uma soma de polinomios de Fourier-Hermite de grau menor ou igual a > ; 1, garante,

juntamente com o mesmo corolério, que {@,} gera L? (S'). O

Como conseqiiéncia, temos:
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Teorema 3.1.15

L*(8) = é K.,
n=0

onde K,, € o subespago de L*(S') gerado por todos os polindmios de Fourier-Hermite de

grau n.

3.2 A transformada S

Nesta secao, introduziremos a transformada .S, e demonstraremos algumas de suas

propriedades.

Definicao 3.2.1 A transformada 7 é dada por

T [*(S) - &
f — 7(f): § — R
& — 7()E)

onde

(1)) = / € f (1) dpa(1).

’

Observagao 3.2.2 Entendemos por &* o espago de todos funcionais lineares definidos

em S, ou seja, seu dual algébrico.
Proposicao 3.2.3 Se f € K,,, entdo existe f, € f)Q(R") tal que

())& = Z’”@*% /R . /R fulty, - tn)E(t) -+ E(ty)dty - - - dty,

para qualquer £ € S.

Demonstracao: A demonstracao dessa proposicao segue dos lemas subseqiientes, e da
defini¢ao de IC,,.

Lema 3.2.4 Se ||n|| =1, entao

. (hk (%)) ©) =¥ (v2) ()"
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Demonstragao: Se p(u) = exp <L\7/J§"> — t2> =310 k'hk <T>> entao, aplicando 7 em
exp (L\%ﬁ — tz), obtemos que

Portanto,

O

A

Lema 3.2.5 Se {n,},cy C S € um sistema ortonormal completo, entio existe I &

L?(R™) tal que
>>) _ g s|2/ / (ty, - tn)E(ty) - E(tn)dty - - - diy,

(e (5

onden =73 k.

Demonstra¢ao: Como a soma é sobre finitos j, segue que podemos escrever £ = > jtini+

¢, onde & é ortogonal aos 7;’s envolvidos na soma. Logo, pelo Lema 3.2.4,

" (H My <<’%]>)> GEEES He_t; (Z\/ﬁ)kj (njs ;)"

Como t; = (1;,€) e €]* = ¥, 2 + [€/|%, conclufmos que

onde G(ty, - tn) = m(t) - m(te)me(teit1) - m2(tryrrs) - M (Chygotr,) € 0= D25 Ky
Defina

Flty, -, t,) = (\/i)nG(tl,m,tn).
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A simetrizacao da I é a funcao F(tl, s ty) = % . F (tﬁ(l), e ,tw(n)) , onde a soma &
sobre todas as permutagoes m de {1,2,---,n}. Note que F, Fel? (R™) e que

/. ) '/F(th o t)E(t) - E(ty)dty - - - dty, :/. . '/F(th e t)E(t) - E(ty)dty - - dy.
Portanto, ' € L2(R") e satisfaz o lema. O

Definigao 3.2.6 A transformada S é dada por

S IAS) — 8§
foo=80n:8 - R
& — S(HE)

onde
SN = [ S+ E)dntw)
= 6_529/ 8 f(u)dp(u).

Lema 3.2.7 S(f)(§) =e 2 7(f)(—if).

Demonstracao: Imediato. [
Corolario 3.2.8 Se f € K, entao existe f, € ﬁz(R”) tal que

SN = [+ [ At te(e) gt i
para qualquer £ € S.
Demonstragcao: Segue da Proposicao 3.2.3 e do Lema 3.2.7. 0J
Observagao 3.2.9 F;, = o ({Bs| s < t}) é uma filtragao.
Lema 3.2.10 Se f € L*(8') é F;-mensurdvel, entdo

S(HE) = S (L—o0nf),

para qualquer £ € S.
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Demonstragao: Seja § = 1(_ 4. Defina

zi=eo ([ dwam—3 [ lewras)
2o [ eton, - 5.

Z = 7.+ / 2. (s(o)am - Jietopas) + 5 [ ' Z.le(s)ds

2 2 /.,
t
Zyy + / Z,6(s)dB

to

Pela férmula de Ito6,

Fazendo ty — —oo, obtemos que

Z, =1+ / t Z,£(s)dB

—00

Ou ainda,
dZ, = Z,£(t)dBy.

Logo, {Z; | t € R} é um martingale e, entao, E [Z|F;] = Z;. Resulta que

s0© = [, (=) wrwi
= EI[Zf]

E[E[Zf|F]

E[fE[Z]|F]

E[fZ]

_ //( gl gtst) () f (u)dp(u)

= S(f)¢

O

Proposigao 3.2.11 Seja {Y;| t € R} um processo adaptado em L* (S’ x R, u® \), onde
A € a medida de Lebesque. Entao, para toda £ € S,

B </_:O stBs) () = /_; S(Y.
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Demonstragao: Seja Z; = 1+ fjoo Z,£(s)dB,s como no Lema 3.2.10. Como fjoo Y.dB;, €

Fi, segue que

([ ) - ([ v
() o rnn)
ol v n) (] )
= o0+ [ Bpzg)
_ /_;g(s)E Y. Z,] ds
= [ s maes
= [ dosmei

Onde usamos a isometria de It e o fato de que a integral de It6 tem média zero. 0

Corolario 3.2.12 Se f, € L*(R") ¢ € € S, entio

/ / £(t) - to) fu(tr, -+ tn)dty - - - dty,.

([ o o an)
) / < (/ / Julty, = tu)dBy, - dBtm) (€)dtn

:/ /€t1 E(t)S (fo) (E)dty - - dty,

= /R“’/Rg(tl)"’£(tn)fn(t1;"'atn)dt1"‘dtn-

Observagao 3.2.13 O Corolério 3.2.12 mostra que a aplicacao f € K, — f, € ﬂQ(R”)

é sobrejetiva.

Demonstracao: De fato,

S (In(fn)) (€)

O
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3.3 Funcoes generalizadas

Assim como tinhamos a tripla de Gel’fand
ScL*R)cdS,

aqui definiremos nossa nova tripla, onde se dara o desenvolvimento dos préximos resulta-
dos, inclusive o lema de It6. Lembramos que os espacos de Sobolev H® sao tratados no

apéndice.

Definigao 3.3.1 O espago dos funcionais teste é o espaco (L?), C L? (S') formado pelos

n+1

elementos o = > 7 I,(¢n), onde ¢, € H 2z (R") e
2
lelt =Y nllenllig < oo
n=0

Definicao 3.3.2 O espago dual de (Lz)Jr é o espago dos funcionais Brownianos genera-

lizados, que denotamos por (L?)_.

Observagao 3.3.3 (a) Denotaremos por ((-,-)) o par de dualidade entre (L?)_ e (L?),.

(b) Temos os mergulhos naturais (inclusao e dual):
2 2 2
(£%), cL*(8) < (L),
que nos da nossa nova tripla de Gel’fand.

A seguir, como na Proposicao A.2.8, iremos caracterizar o espago (L?)_.

Proposigao 3.3.4 ® € (L?)_ se, e somente se, existe g, € H‘nTH(R”) com
Sonto it llgnlZ as < 0o tal que (@) = {(g,-) = 3oy n! (g, )-

Demonstragao: (<) Seja g = (gn) como no enunciado. Defina a aplicacao ®, : (L?), —

R como sendo

<<(I)g> QO» = Zn' <gn7 Qon> )

onde p = > I,(pn) € (L*), e (-, -) denota o produto interno de L*(R"). E fécil ver que
®, é linear, uma vez que I, (fn + fn) =1,(fn)+ 1, <fn) Provemos que é uma aplicacao
continua. Note que

[e.o]

[(@gs oD < > 1 g @)l = Y 1 [{Gn @)

n=0
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Como
)l < [ la@leno)]ds
_nil nkl
= [ o= (L 12) 7 (1 fo) o) de

< ([t @y ) ([ et 0y )

= lgnll—npa llnlns2
gn "2 Son "2 )

segue que

9]
(@0 @) < S gl _ass [l ass
n=0

IA

1 1
00 2 o0 2
| 2 | 2
(Z n ||9n||—";1> (Z n! ||90n||n;1>
n=0 n=0
= gl -l
onde lg]2 = 2o 1! lgnl sz Assim, @, € (I7)_.
(=) Seja ® € (L?)_. Considere, para cada n > 0, a restricao

n+1

@n:q)‘HnT-&-l :H2 — R

Sabemos que a transformada inversa de Fourier nos fornece, para cada n > 0, um iso-

morfismo unitario
n+1

§ L) - H 7,
ntl
onde dv, = (1 + |z]?) 2 dx. Assim,
®,0F ' L*(v,) = R

¢ uma aplicacao linear e continua. Segue do teorema da representacao de Riesz que, para

cada n > 0, existe uma tnica funcéo h, € L?(1,) tal que

0 (37(0) = (hn€) , -

LQ(Vn)

para toda £ € L*(v,), e
o5 - |

L2(v)



CAP. 3 ¢ Uma formula de It6 para as distribuicoes temperadas 53

Se p, € H"2 (R”) entéo existe &, € L?(v,) tal que &, = ¢,. Logo,

(@ o) = (@& = (Fune) = (B -

Defina -
ga(@) = [hn(e) (14 12) % |

Resulta que, para cada n > 0, (gn, ) = (®n, ©,), para toda ¢, € H > 3 (R”) e, além

disso,

lgall? a2 =

Vn)

Trocando g, por % (e utilizando a mesma notagao), obtemos uma seqiiéncia g = (gn)
_n+1

2 (R") e nl{gn, on) = (P, ¢n)), para toda ¢, €

tal que para cada n > 0, g,
H*5 (R™). Logo,

(@00 =D (@ 0a) = Y (Prspad) = Y 1 {gns ),

para toda ¢ = > | I,(¢s) € (L?), . Resta mostrarmos que ||g||_ < oo. Mas como

.|

1 |~
|mm@=awqmmzau

12,371 < 2l |37 = 1@all < 12,

concluimos que

M|jzmmn

=e. O

1B _ gy !
Lap £ YT S lR Y <o
n—=

n=0 :

pois ® ¢ continuo e > o7 L

Corolario 3.3.5 (L?)_ € isomorfo ao espago

{g = (gn)oes

Demonstragao: Sé precisamos mostrar que a aplicacao que, a cada g = (g,), associa o

g€ H5 (R") e g Zn'llgnll ng1 < OO}

operador ®, € (L?)_ é injetiva. Suponha que ®, = ®;. Logo,

(@g, ) = (Pg, ),
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para toda ¢ = > | I,(¢,) € (L?),. Ou seja,

S0l {gnson) = > 0l (G pn) -
n=0 n=0

Suponha que g # g. Logo, existe m > 0 tal que ¢, # gm. Como para qualquer ¢, €

m—+1

H™2 (R™) temos I, (¢m) € (L?), e, assim, (Pg, Ln(©m)) = (Pg, Im (¢m))), resulta que

(Gm» Om) = (Gm» Om) »

para toda o, € H"3" (R™), o que é uma contradigao. Portanto, segue a injetividade. [

3.4 Composicao com distribuicoes temperadas

Para f € L*(R), denotemos por I(f) = I(f) = [, f(t)dB;. Definiremos a com-
posicao

u(I(f)),

para u € §'(R). Para tanto, trabalharemos com a expansao de distribui¢oes temperadas

em termos dos polinomios de Hermite.

Definicao 3.4.1 Defina, paran > 0 e o > 0, as fungoes

Golr) = ——e 5 o guola) = hy (2) (o),

2ro

onde h,, é o n-ésimo polinomio de Hermite, definido em 3.1.12
Definicao 3.4.2 As funcoes de Hermite com parametro o > 0 sao definidas por
. (2) =1 (2) Vi
o o
Proposigao 3.4.3 Sejam u € S’ e 0 > 0. Entao, u € representado por
u ; anhn (=

onde a, = (U, gno)-
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Demonstragao: Seja v = uy/g,. Logo, (v, ) = <u, w/gg<p>, para toda ¢ € S. Resulta

EDNEACHEAS

= 3 (ke (2) v (2) Vi

n=0
= Va3 (3)
n=0

Como g, (x) # 0, para todo = € R, segue o resultado. O

Observacao 3.4.4 Se b, = \%7’ entaou =y b, H, (;) Logo, pela N —representacao

para &', existem ¢ > 0 e m € N tais que |b,| < ¢(1+n)™ para todo n > 0. E como g, é
uma funcao limitada, obtemos que existe ¢ > 0 tal que

|an| = V/go [bn| < c(1+n)",

para todo n > 0.

Definicao 3.4.5 Definimos a composi¢ao de u € S8’ com I(f) por
w0 =St (14)).
n=0

Para provarmos que tal série converge em (L?)_, considere o seguinte lema.

Lema 3.4.6 Seja f € L*(R). Entao, existem ¢, >0 e 0 < q < 1 tais que
7] s < nd 151,

onde f®n(t17 T 7tn> - f(tl) ’ f(tn)

Demonstragcao: Seja R > 0 qualquer e fixe a > 0. Note que
12
e, = [
. 2 o - 2 —a
_ / () @) (14 JP) dx+/ () @) (U4 [2) ™ de
|z|<R |lz[>R
-2 2
/ (/") (@)] do+ (14 B2 -
|z|<R

. ‘ 2

(f®”) (x) (1 + ]J:|2)_a dx

(/)

IN
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Por sua vez,
N 2 .
‘ (f@n) (m)‘ < / ‘6—27rm.yf®n ‘2 dy

= [ [P

= [IF1”

onde usamos a desigualdade de Jensen e o teorema de Fubini. Tome R, > 0 tal que

f\x|<R0 dr < 27". Logo, para R < Ry, obtemos pelas estimativas acima que
n||2 —-n n —« n
1o, < 2 AP+ (1 RE) AP
-n « 2n
= @7 +a) AT,

onde ¢; = (1+ Rg)_l, ou seja, 0 < ¢ < 1. Seja agora a = . Considere ¢ = /g1 e

tome ¢; > 0 tal que ¢ ¢** — ¢ > 27" Resultaque 0 < g<1le

(T e e N

< ad I

Portanto,
5] s < g 111"

Teorema 3.4.7 A série na Defini¢io 3.4.5 € convergente em (L?)_.

Demonstragdo: Sabemos que (Coroldrio A.1.10), se f € L?*(R) e n > 0, entdo

L (%) = | fII* Vil b, (H%‘))

Seja f, = ”f” W Como I, ¢ linear, segue que

() = 00

Logo, h,, (%) € K, e, além disso,

= Z an[n(f )

n=0
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Entao, precisamos mostrar que a seguinte série é finita

e (IIE = Y a2n! [ full® asa
n=0

2
— ®n n+1 .

n=0

Mas, do Lema 3.4.6 e da Observacao 3.4.4, obtemos que

o 9 2m o
P <3 S g < i S (1 g

2n
= Il —~
2m
> ¢ =q <1,

lu (T(H)II- < oo

E, como

lim (1 +

n+1

segue do teste da razao que

O

Definigao 3.4.8 Sejam u,u, € ', k > 0. Dizemos que uy converge forte em S’ para u

se existe m > 0 tal que
,}E&Z‘ak_a" (n+1)7" =0,

onde u = ZZOZO anho, (E) » € Uk = ZZO Oaglk)h” (;)

Proposicao 3.4.9 Se uy, converge forte em S' para u, entao ux (I(f)) — w(I(f)) em
(L?)_.

Demonstracao: Seja f, = ”f” W Logo, pelo Lema 3.4.6,

Ee-n(if)

2
aq(q,k) - an} ||In(fn)||2—

lux (1(£)) —u(L(NIE =

D_ﬂg

= > [0l = an 1A £

IN
[
=



SEQAO 3.4 ¢ Composicao com distribuicoes temperadas 58

Seja m > 0 tal que
lim Z ‘ag‘:) - an’2 (n+1)"" =0.
n=0

k—o00

Como 0 < ¢ < 1, segue que lim, .. ¢*" (1 —i—n)2m = 0. Logo, existe ng € N tal que se
n > ng, entao ¢** < (1+n

que,

)™ Seja & > 0 = maxg<n<n, ¢ — (1+ n)_zm’. Resulta

P <éE(l+ n)72m ,

para todo n € N. Sendo assim,
lug (10f) = (T2 < ecd Y JaP — an

e o resultado segue. 0

Observacao 3.4.10 Note que

t 00
Bt - Bt - BO - / dBS - / 1[0’t](8)dBS - ] (1[0,t]) .
0 —00
Definigcao 3.4.11 Chamamos de fun¢ao reqularizadora a uma funcao de R x Ry — R

definida por f(z,¢) = fu(a) = e F.

Observacao 3.4.12 Note que g, = f,2.

Corolario 3.4.13 Sejau € §'. Se u. = u* f., entao

limu, (By) = u (By)

e—0

em (L?)_.

Usando a definicao de u (I(f)) dada anteriormente, provaremos dois resultados,

antes do lema de Ito.

Lema 3.4.14 Firado ¢ € (L?),, a sequinte funcdo real é continua

_ (6 (By), o)
9\7) = 45 (B 1)

—+

Demonstra¢ao: Basta observar que as aplicagoes © € R — §, € S, u € 8’ — u(By) €
(L?)_eT e (L*)_— (T, ¢)) € R sao continuas. 0O
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Proposigao 3.4.15 Sejat > 0. Se € L*(S') € o(B;)-mensurdvel, entdo
E 4] = E[ibgs (Bi)] -
Demonstragio: Se € L*(S') é o(B;)-mensurdvel, entao existe u € 8’ tal que ¢ = u(By).

Logo,

- B . b
= bh (2 ) =) L | ——=r—m12" |,
s=Sun (3) =S (atas)
onde b, = <u, I, (%) ga>. Seja g, € L2(R™) tal que ¢ = Yoo ln (j—%) Resulta que
Elye] = ((@D o)

= Zn (—)1[%2] \/n_>

n=0
00 bn
= ; o

onde ¢, = (1%2] gn>.

Por outro lado, como

B s i - > gn,\/i('r) ®n
0.(By) —Zgn,\/;(x)hn( t) = . I, (m(ﬂ>"1[0,t]>’

resulta que

n=0
Assim,
B;) = Cnnhn(&)_ I, _ Cn, 19n
5 HZ:O (\/E) t nZ:O <(\/,'g) \/m(\/a [0,¢]
Entao,
S . b
E[¢g¢(Bt)] = Zn' ¢ - (1%2}71%{)%)
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Portanto,

E[p¢] = Evge (Bi)] .

O
Corolario 3.4.16
E[¢[|Bi] = g4 (By) -
Demonstragao: De fato, se A € o(B;), entao
[ o = Bl
= E[lags(B1)]
= / 9o(Br)dp.
A
O

Observagao 3.4.17 Se avaliarmos a varidvel aleatéria E [¢|B;] num ponto pertencente

ao conjunto {u € §’| Bi(u) = x}, obtemos a esperanga condicional E [¢|B; = z].

Proposicao 3.4.18 Parat € R e ¢ € (L?),, considere g, 4 : R — R dada por

gro(x) = (02 (Bt) , 9)) -

Entao, g4 € S.
Demonstracao: Da demonstracao da Proposi¢ao 3.4.15, como

() - ()

temos que

o) =00 Y- i (77) = o) Y- et (7).

n=0

onde g ;(7) = ﬁe_% ec, = (1%71],%). Como /g € S, se mostrarmos que

> ok (i) e
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a proposicao estard provada. De fato, seja m > 0. Temos que
cn| = )(1%Z}agn>
®n
|5 L
< (VE) llgall e
< <\/¥) aq",

IN

gnll a1
2

coma>0e0<q<1, pelo Lema 3.4.6. Logo,

< aq".

(ve)"

Como existe a > 0 tal que ¢" < a(1 4+ n)~™, para todo n > 0, resulta que

'cn

lea| <d'(1+n)™™,

para todo n > 0, onde a’ = aa. Logo, como isso vale para todo m > 0, resulta da
~ [e’s) Cn @
N-representacao que ) >, WHn (ﬂ) €Ss. ]

3.5 Lema de Ito

Finalmente, chegamos ao resultado esperado desta dissertacao, que é uma férmula

de It6 para distribuicoes temperadas.

Teorema 3.5.1 Sejam F € 8" et > s> 0. Entao

P -FB)= [ Fwal [ Fw,

S

onde

/St F'(B,)dB, = /St S—1 <5(7‘)S (F'(B,)) (f))d?‘

Demonstracao: Os nimeros que aparecem logo acima do sinal de igualdade, se referem

ao lema utilizado, que se encontra apds a demonstracao. Temos:

S(F(B))(€)— S (F(B)(©) “ Fagy ( / ts<y>dy) _Fagy ( / sé(y)dy>
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o) ()

([ o[ )0

(8.54) /St F x diigﬁ (/Org(y)dy) dr

(359 —/StF*f(T)dig\[ </§ dy) dr +
B e

- /gr) F*g\[</§ dy)dr—i—
+y t d:F gf(/ £(y dy>dr

_ / () s ) (€)dr +
t
—S(F (B
5/ deS( (B) (€)dr
1 t
= / E(r)S(F (&)dr + 2/ S (F"(By)) (§)dr.
Portanto, obtemos o resultado esperado aplicando S~! e o Corolério 3.5.7. O

Lema 3.5.2 Seue S e f € L*(R), entdo

S (u(I(f)))(€) = uxg: ((f,€)),

para toda & € S, onde € = || f].

Demonstracao: Sabemos que (ver demonstragao do Teorema 3.4.7)

Eann na

onde f, = Wm]@”. Assim,

S@UINNE = D anS L (f2) (©)
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— S n N @n
; i €y
= HZO< U GnlfI) T I \/— (fs )2 -
Seja B = (f, §)L2(R). Pelo Lema A.1.3, obtemos
Z< Gl T \/— = < Zgnl\f\\ T \/—
— hn
<“ (Hfl!) <H ||>g“f>
= hn 2| £112
<“’n§(ufu) <|r ||) 1FVar >
IO N w(»@) 1hn<f"’>
HfH\/ﬁ — \IIfI/ vnl "\l
22 Qﬁx 382
= <u, HfH\/%e 171 71 >
1
= <u, HfH\/%e an >
Portanto,
Su(I(f)E) = (ugy (x—B))
= u*gs(<f7€>)
O
Lema 3.5.3
t s t d r
9yi (/O §(y)dy>—g¢g (/0 f(y)dy> :/s 9V </0 €(y)dy> dr
Demonstracao: Teorema fundamental do calculo. 0

Lema 3.5.4

Fx (/:C%gﬁ (/Oré(y)dy) dr) Z/:F*d%g\/; (/Oré(y)dy) dr
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Demonstragao: Seja f = f(r) uma funcdo integravel em [s,t]. Mostremos que o lema
vale para f. Com efeito sejam P = {s =1ty <t; <---<t, =t} particoes do intervalo

s,t] e sejam x; € [t;_1,1;]. Logo,

F*/ f(r = F*|1131|r30;f(xi) (t; —tio1)

= lim Z Foe f () (8 — tioa)

|P|—0 P
t
= / Fx f(r)dr

uma vez que a convolucao ¢ linear e continua. O
Lema 3.5.5

Fove ([ sty =) =eatove ([ ey =) + 3100 ([ etra

— —x | =&(r)— - —— —x.

v\ [ Ewdy 0 | | EW)dy 2a29v | EWdy
Demonstracdo: Basta calcular as respectivas derivadas. O
Lema 3.5.6

s([ )@= [(suen

Demonstracao: Note que

</ f(r)dr,u+§> = <}131r£02fw1 i—ti_l),u+§>

= lim Z(f( i)y u+ &) (ti — i)

|P|—0 <
=1

_ /st<f(r),u+€>dr

Assim, pelo teorema de Fubini,

S( / tf(r)dr) ©) =
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Corolario 3.5.7 . .
S_l/ g(r)dr = / S~ (g(r)) dr.
Demonstragdo: Tomando f(r) = S™1g(r) no Lema 3.5.6, obtemos
t t
s([ s} @ = [ atar
Logo, aplicando S™!, segue o resultado. ([l
Como uma aplicacao do lema de It6, podemos calcular o valor de
t
/ 0. (B,)dr.
De fato, seja
y se yzuw
Fo(y) =
0 se y<O
Observamos que F, é a mesma fungao do Exemplo 1.3.13. Logo, F, € &', F, = H, e

F!' =§,, onde

Ha(y) = 1 se y>x
W)= 0 se y<0

Portanto, pelo lema de Ito, obtemos que

t
F,(B) /H ) dB, +;/ 5, (B,)dr,

isto é,

/Stdx(Br)dr:Q[F (B,) - —Q/H



Apeéendice A

Apeéendice

A.1 Resultados sobre polinomios de Hermite, e um
resultado de K. Ito

Definicao A.1.1 Definimos os polinomios de Hermite como sendo

b 2 d" g2

o) =(=1)"e? ez |

(1) = (-1

n=20,1,---, z € R. h, é um polinomio de grau n e é chamado de n—ésimo polinomio de

Hermate.

Para g : [0,7] — R, onde T > 0, denotemos

T
lgll = lgll =y = / g0 Pdt.
0

Teorema A.1.2 Sejam g € L*([0,T]) e B={B;| t € [0,T]} um movimento Browniano.

Entao,

T tn to n T dB
/ / / g(t)g(ts) - - g(tn)dBy,dBy, - - - dB,, = |’791|'| h, (fo q(s) s) '
0 0 0 !

gl

Lema A.1.3 Se a,z € R, entdo
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~ 2
Demonstragio: Como ax — % = & — %(x — a)?, segue que

eam—% = 6%6_%@_&)2
_ wzia” d" ~La—a)?
= e2 _ e 2
n! dz»
n=0
2 e [ d" u? du\"

— 675 - — e 7 —

— n! \ du™|,_, dx

n=0
(o ¢] an
- Z n i ()
n=0
O
Lema A.1.4 Se a,z,t € R, entdo
a2t > n
e = Za”tfn!hn(x).
n=0
Demonstracdo: Seja u = an/t. Logo, pelo Lema A.1.3,
a®t Z_ ﬁ
60&1‘—7 — eu\ﬁ_ 2
= u" T
- >t ()
|
n=0 \/E
>, ats x
- ()
|
n=0 n \/g
O

Definicao A.1.5

Lema A.1.6
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Demonstracao: De fato, pelo Lema A.1.4,
[e’e) k

> ()

a=0 =0

an
dam

gn(xv t) =

[e.e]

k—n g
! i

k=0

ak_"t%h x
Tk M\

a=0

k=n

OJ
Lema A.1.7 5
- 9n(2,t) = nGgn— 1)
gl 1) = nga 1 (2,1
Demonstragao: Como -th,(z) = nh,_(z), segue do Lema A.1.6 que
0 0 [ » x
3 9n 7t = 3 tahn -
et = g (#m (7))
t2 T
- e (3
Vi Vi
= ngn—l(xat)
OJ
Lema A.1.8 ,
10 0
——— 4+ — | gu(x,t) = 0.
(28902 * at)g (%)
Demonstracao: Note que
62 am—aT% 2 ax—o‘Tt
=a’e
0x?
e
O ageo2 0% o ok
—e =——e .
ot
Logo, como podemos trocar % e 8‘9—;2 com % u—g © Tesultado segue. O
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Lema A.1.9 Seja {X;|t € [0,T]} um processo estocdstico tal que Xo = 0 e seja t €

[0,T]. Entdo
(Xta = TL‘/ / / dthdXtQ dXt s

Demonstragao: Sejat € [0,T]. Aplicando a férmula de It6 para g,, e utilizando os Lemas

para todo n > 1.

A.1.7 e A.1.8, vemos que

(X 003 (0) = o (Ko (005 (0) + [ g (X (X (51 X, +

. / t G;_ i %) G (X, (XD, ()) d (X), (5)

— 40,0+ / ngns (Xo, (X), (5)) dX,
= / s (Xo, (X), (5)) dX.,

uma vez que ¢,(0,0) = 0.
Como ¢y (X, (X), () = X, e 1!f0t dX;, = Xy — Xy = X, o resultado vale para

n = 1. Suponha agora que
S tn—1 to
Gn-1 (X5, (X), (5)) = (n — 1)!/ / = / dX,dXy, ---dXy, .
o Jo 0
Logo,

g (X0 (X0, (1) = / Gt (Xoo (X), (£) X,

t tn tn—1 to
0 0 0 0
t tn to
= n' / / s / dthdXt2 s dth,
0 JO 0

provando assim o lema. O

Demonstremos agora o Teorema A.1.2. Deﬁna o processo {Y;| t € [0,7T]} pondo

Y, = Jo gﬁjlst. Assim, Yo =0e (V), () = los? 7 ” > Logo, pelo Lema A.1.9, temos que

(YT, - n' / / / d}/tldYtQ dY;n
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Isto é,

Jo 9(s)dB, glt)  gltn)
g”( ol ) / [l T g BB 4B

Portanto, segue do Lema A.1.6 que

/T/t".../mg(tl)g(@)...g(tn)dBtldBtz---dBtn= ”i'.'n (fo gl )

O

Corolério A.1.10 Sejam g € L*([0,T]) e B = {B;| t € R} um movimento Browniano.
Entao,

/Oo /OO /Oo g(t1)g(t2) -+ - g(tn)dBydBy, - - - dBy, = Hiunhn (foooo ﬁ;i)d88> .

Demonstrag¢ao: Como os polinomios de Hermite sao fungoes continuas, basta tomarmos

limites. O

Observacao A.1.11 Utilizando a definicao de polindmios de Hermite dada no capitulo

3, a equagao acima fica da seguinte maneira:

/_OO /_OO /_Oo 9(t)g(t2) -+~ g(t)dBydBy, - - - dBs. = ||g|” vl b, (%) |

A.2 Espacos de Sobolev e convolucoes

Definicao A.2.1 Seja f : R" — R uma fungao. Definimos a transformada de Fourier

da f como sendo a fungao
f)= | flx)e > vda,
Rn

quando esta integral existe.

Observacao A.2.2 (a) Na integral acima, zy denota o produto interno candnico de x
ey em R”.

(b) Se f € L'(R"), entdo existe a transformada de Fourier da f.
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Proposicao A.2.3 Se f,g € L', entdo
[ Fw@yis = [ s@its
R R

Demonstracao: Basta observar que ambos os lados sao iguais a

/]R /R f(x)g(y)e ™V dxdy.

OJ
Corolario A.2.4 Se o, € S, entdo
(o, 0) = (2.0
Demonstracao: Segue de
(v 0) = [ elopi(o)ds
O

Definicao A.2.5 Seja a € R. O espaco de Sobolev de ordem « é o espaco

HYR") = {f € SR") | [[flla < o0},

I91e= |

Proposicao A.2.6 A transformada de Fourier é um isomorfismo unitdrio entre H*(R")
e L2<Rn, Vn); OTLde dl/n e (1 + ’.T|2)a dx

onde

f(:c)‘2 (1 + |z*)" de.

Observacao A.2.7 Esta demonstracao sera omitida, devido a sua extensao. No entanto,

pode ser encontrada em [2].
Proposicao A.2.8 T € (H®) se, e somente se, existe g € H™* tal que T = (g, ).
Demonstracao: (<) Sejage H™*. Se p € S, entao

(9, 0) = (9, 8) = / §(2)pla)d.
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Assim, segue da desigualdade de Schwarz que
@l < [l el ds
= [la-a)l (14 joP)F (U o) ¥ [o(o)] da

< (/ g(=2)" (1 + IwIQ)_adQ?); (/I@(%)!2 (1+ \xlz)adl‘)

= llgll—alllla

D=

isto é, o funcional (T,, ) = (g,¢) €é linear e continuo. Logo, T, se estende a H~* com

norma menor ou igual & [g||_,. No entando, se definirmos f(z) = [Q(—x) (1+ |x]2)_a] :
obtemos que f € H* e ||g||_, = || fll,, - Além disso,

(Ty, f) = / g(@)* (1 +Jal?) " dz = llgllZ, = llgll_o 1 /-

Portanto,
[Tl = llgll .. -

(=) SejaT € (H*). Logo, ToF ! é um funcional linear continuo em L?(v), onde
dv = (1 + |z|?)" dx. Pelo teorema da representagao de Riesz, existe uma tnica f € L%(v)
tal que para toda o € H®, temos

Too) = [ (14 )" fa)pla)da,
Sendo assim, 7' = T,, onde g = [f(x) (1+ \x|2)a] e H. O

Observagao A.2.9 H *(R") e H*(R") sdo duais um do outro no sentido de espagos de

Banach.
Falaremos agora um pouco sobre convolucao.
Definigcao A.2.10 Sejam f,g: R" — R fungoes. A convolugao de f e g é a fungao

frg(r)= - [z —y)g(y)dy,

definida em todos os pontos em que exista tal integral.



CAP. A e Apéndice 73

Proposigao A.2.11 Se f € L'(R), g € CY(R) e ¢ € limitada, entdo
(fx9)=Ffxg.

Demonstragao: Observamos que f * g = g * f, pois

/_C:f(x— dy—/ f(2)g(z — 2) dz—/ f)g(x —y)dy

Defina F(x,y) = f(y)g(z —y). Por hipdtese, F(x,-) é integravel, para cada z € R. Além

disso, como %F(aj, y) = f(y)dcig(:zr y), segue que 7 9 5. F'(z,y) é limitada por uma funcao de

L', uma vez que ¢’ é limitada e f € L'. Portanto, aaz 2 F(z,y)dy = [ 2 F(z,y)dy.

Ou seja, 5 e . .
e /_OO fy)g(z —y)dy = /_OO f(y)%g(x —y)dy.

Definigcao A.2.12 Sejam T € S’ e p € S. A convolugdo de T e p é definida como sendo

O

a distribuicao temperada 7" * ¢, dada por

(T @, ) = (T, ¢ x @),
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