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Resumo

Neste trabalho estudamos questdes relacionadas com a existéncia e regulari-
dade de solugdes de problemas hiperbélicos e parabélicos, com condigdes de contorno
mistas e descontinuas, e perturbacbes ndo-mondtonas no caso parabolico. Aborda-
mos também a questdo da continuidade dessas solugdes com relagdo as condigoes

iniciais e termo forgante, bem como o da existéncia de solugdes periodicas forgadas.
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Introducao

Neste trabalho consideramos a questio da existéncia de soluges para duas
classes de equagoes diferenciais parciais de evolugao.

A primeira, tratada no capitulo I, estuda o problema

(1) Uy — Ugy — Upge + Q’(ta T, ut) =0, ¢ 6101 T[! x E]B?E[a

com condigdes de contorno (2) colocadas adiante.

Equagdes desse tipo tém sido tratadas por Massat [10], Webb [11] e Fitzgibbon
[12].

A equagio (1) serve de modelo, por exemplo, para a deformagio longitudinal,
a partir da posicdo de equilibrio, de uma barra de comprimento £ num determinado
sistema mecanico. O termo ¢(t, 7, u;) incorpora atritos do sistema, e as hipdteses que
colocamos em ¢ engloba casos usualmente encontrados nas aplicagdes (veja Barreto
[9). No caso particular de sistemas de bombeio mecanico de petréleo ([7], [8],
[9], [15]) a fun¢do u(t,z) deve satisfazer a equagio (1) juntamente com condigdes de
contorno que 530 nao-lineares e descontinuas. Essa condigdo de contorno descontinua
deve-se a um mecanismo de vilvulas que imprime mudangas repentinas na tensao
aplicada na extremidade da barra. Mails precisamente, denotando por H a funcao de
Heaviside, consideramos em x = £ a condigao de contorno u,(t, £)+u(t, £) = m.[1 —
H(u,(t,£))], isto é, para um sistema de referéncias adequado, quando a velocidade
us(1, £) é positiva entdo a tensao na extremidade x = { da barra é nula, ao passo
que quando u,(t,f) é negativa entdo a tensdo corresponde ao peso da coluna de
dlec em elevagao. Na exiremidade z = 0 pedimos que u(t,0) = pft), onde u(1)
provém do movimenio imposto ao sistema por um motor na superficie (sem perda
de generalidade veremos que podemos supor g = (). Resumindo, consideramos as

condi¢des de contorno



(2) u(t,0) =0, ua(t,€) + uss(t, ) = m.[1 — H(ut, 0))].

Para a existéncia de solugoes fracas utilizamos a teoria dos operadores maxi-
mais mondtonos (Brézis [1]).

Mostramos que o problema (1)-(2) gera um semigrupo nao-linear num espago
adequado, sendo que a principal dificuldade foi a formulagio adequada do dominio
do gerador do semigrupo.

A regularidade das solugbes é conseguida pela observagio de que z 1= u +
u, — u(t, £)€, onde u é solugao fraca de (1)-(2) e £ é um certo elemento de L°(0, £),

satisfaz um problema de evolugio do tipo:
(Prr) 2y — zye + G(2) = (L, 2}, 2(1,0) =0, 2,(1,€) = m[1l — H(z(t,{))]

onde G é uma certa aplicagao de H; o em L*(0,£).

Este problema motivou o capitulo II, pois nio encontramos na literatura re-
sultados que se aplicavam ao caso especifico acima. Neste capitulo resolvemos (Py;)
para uma classe bastante ampla de aplicagdes (¢, a qual inclui obviamente o caso
proveniente do capitulo L.

Em Hirano [4) e Ahmed-Xiang [5] encontramos resultados absiratos envolvendo
perturbagoes ndo-mondtonas G, entretanto as hipdteses que eles colocam em G nao
sao satisfeitas para a classe que temos em mente. De fato, a nossa classe engloba
casos que nio cumprem a condigio (Gv, v) > —c € IR feita em [4] e [5]. Mais ainda,
estes autores pedem propriedades de continuidade de G mais restritas do que as
TLOSSas.

Falemos um pouco das dificuldades envolvidas na resolucdo de (Py;). A pri-
meira que ressaltamos ¢ a condigdo de contorno descontinua. S0 ela ja torna o
problema complicado, mesmo quando GG = 0. Uma oulra dificuldade é o fato de G
estar definida em H, g e tomando valores em L*(0, ?), dificultando o uso de técnicas

de ponto fixo,



Ressaltadas essas duas grandes dificuldades passamos agora a descrever, em
poucas linhas, o procedimento para a resolugao de (Pyy).

Inicialmente tratamos o caso ¢ = 0. Tratamo-lo como um problema de
evolugio z + A(z) = k no espagop H = L%(0,f). Para a formulagao abstrata in-
troduzida provamos que A é maximal monétono em H, e mais ainda, que 4 é a
subdiferencial de um funcional convexo, préprio e sci.

Feito isto passamos a considerar o caso G # 0.

Optamos por utilizar o método de Galerkin para provarmos a existéncia de
soluggo 2z € L*(0,T : Hyy). Isso foi conseguido através de uma suavizagio da
condigao de fronteira em x = { e posterior passagem ao limite até chegarmos a
solugdao do problema (Prj).

Tudo isto foi feito para condigdes iniciais zp em H; . Entretanto, pedindo um
pouco mais de & (veja pag. 48) estendemos estes resultados para condigdes iniciais
z em L?(0,£).

Agora, exigindo que G seja lipschitziana conseguimos também um teorema
de dependéncia continua das solugbes com respeito as condigbes iniciais e termo
forgante.

Além disso, quando o termo forgante é T-periddico provamos que existe solugao

forte T-periédica usando técnicas de ponto fixo de Berestycki [6].



Capitulo 1

1 Preliminares

Esta secio serd destinada & introducio de alguns conceitos e resultados ne-
cessarios ao desenvolvimenio do trabalho, tals como: espacos funcionais, conceitos
de solugio fraca, forte e generalizada, lema de Aubin-Lions, bem como alguns resul-
tados abstratos da teoria de operadores maximais monotonos. A Unica preocupacio
neste ponto é facilitar a leitura do texto expondo os resultados ja estabelecidos na
literatura matemadtica que foram nsados durante o trabalho. Por essa razao nao colo-
caremos as demonstracdes de tajs resuttados. Restringir-nos-emos a dar referéncias

das mesmas para os leitores interessados.

1.1 Espacgos Funcionais:

Sejam X um espago de Banach de norma ||+||x, T um numero real positivo e
1<p< oo
Definimos L?(0,7 : X') como sendo o espago de fungdes f :]0,T[— X tais que:
(1) f € mensurédvel, e

(ii) “fHLP{G.T:X) < oo, onde:

1{p
(L fllLriorzy = UOT IIf(t)Hﬁ(dt] sel <p<oo, e

(2) 1f||let0.1:%) = inf{c € R:||f{#)|lx £C, para quasetodot € [U,T]}

Observacao: di é a medida de Lebesgue em [0, 7).



E bem conhecido o fato de que LF(0,T : X) é Banach, para todo 1 < p < oo.
Temos as seguintes propriedades:

Proposigao 1.1: Sejam X e Y espacos de Banach, u € L}(0,7: X)e A € L(X,Y).

Entao A( jo ) u(t)dt) - ]0 " Au(t)d.

Em particular, se X’ denota o dual topoldgico de X e {, } denota o produto
de dualidade entre X' e X, entao:

®) (7, [ it = [ uteni,

quaisquer que sejam u € L} (0,7 : X)e f € X'

Um outro espaco de fungdes com o qual estaremos envolvidos € o seguinte:
Sejam V e H espacos de Hilbert reais.
Denotemos por {( , )) e || - || o produto interno e a norma em V, respectiva-

mente. Denotemos por (, ) e |+ | as quantidades correspondentes para o espago H.
Suponhamos ainda que a inclusdo V — H é continua.
Entao, identificando H ¢ H' via teorema da representagdo de Riesz, temos as

seguintes inclusbes continuas:

(4) Vo He H oV,
Definimos W(0,T : V, V') por:

(5) W(0,T:V,VY={uec L}0.T:V)]veLl*0,T:V},

e munimos este conjunto da seguinte norma:
\ - 1/2
(© lellworwn = [lulBaonm, + EE0ran]

Proposigao 1.2: W(0,T : V,V’) ¢ Hilbert com o produto interno



(7 [ (o, ot0a + [ (050wt

onde ({ , ))v.v+ € o produto interno de V' definido por ({f,9))viyvr = ((us,u,)),

sendo us € u, os Unicos elementos de V que representam f e g, respectivamente.
Demonstragio: [2], pagina 473.

A proposigao abaixo da informactes sobre a regularidade dos elementos de

W0, T v,V
Proposicao 1.3: A inclusao

(8) W({0,T:V,V)— C([0,T] : H)

é continua, onde em C([0,7] : H) consideramos a norma da convergéncia uniforme,

isto é, Huncﬂg‘ﬂ;ﬁ) = sup |u(t)|
te[0,T)
Demonstracgao: [2], pigina 473.
Nos gera util a “férmula de integracao por partes”.

Proposigao 1.4: Dados u,v € W{0,T : V, V') entio

T T
@ [ om0, u)d = W), 01) - (u(0),0(0).

Demonstragao: [2], pagina 477.
Também nos sera dtil a:

Proposigao 1.5: Dados u,v € W(0,T: V,V') e v € V temos que



(i) t — (u(t),v) pertence a L1(0,T), portanto existe a derivada no sentido de
distribuigoes, e

(i1) %( (1),v) = (&(t),v}, no sentido de D'(]0, T|) isto é,
- f u(?),v)E(t)dt = f L), vE)dt, Ve e DO T,

Demonstragao: [2], pagina 477.

1.2 Conceitos de solugao forte e fraca e resultados abstra-
tos:

Sejam H um espago de Hilbert, T' € IR positivo, f € LY(0,7: Hye A: H —

P(H), onde P(H) € o conjunto das partes de H.

O dominio de A é, por defini¢io, o conjunto D{A):={u € H: A(u) # 0},ea
imagem de A é R(A4) == | A(uw)

veH

Definigao 1: Dizemos que u € C([0,T] : H) é uma solucdo forte do problema
w{t) + A(u(l)) 3 f{1) se:

(i} u é absolutamente continua em todo compacto K CJ0,TY, e portanto
existe u{t) quase sempre em |0, T (veja [1], pag. 145});

(1) u(?) € D(A), Vt€0,TT;

(iii) u(?) + A(u(?)) 3 f(t), quase sempre em )0, 7.

Definicao 2: « € C([0,T] : H) é dita ser uma solucao fraca de u(t) + A(u(t)) 2 f(2)
se existirem sequéncias f, € L'(0,7T: H) e u, € C{[0,T]: H) tais que u, é solugio
forte de i, {t)+ A{un (1)) 3 fu(1), fu — fem LN0,T: H)eu, »uem C([0,T]: H).

Definigdo 3: Um operador A : H# — P(H) é dito ser mondiono se, para to-
dos uy,uy € D{A), temos que (v; — v2, u; — uy) = 0 qualsquer que sejam
v;i € Alw), 1 = 1,2. O operador A é dito ser estritamente mondlono se existir

constante o > 0 tal que (v; — vy, 1y — Us) > a.|u; — uy|® para todos u; € D(A) e



%€ A(‘U.{), 1= 1,2

Podemos colocar a seguinte relacio de ordem no conjunto dos operadores

multivoquos:

(10) A< B <= Alu)C B(v) , Yue H.

Ou seja, < é a relagio de inclusio dos gréificos.
Podemos ver que o conjunto dos operadores mondtonos de H com a relagdo <

é indutivo. Logo podemos dar a:

Definicio 4: Um operador A: H — P(H) é mazimal monétono se ele for maximal

{(com respeito a <) no conjunto dos operadores mondtonos.
Temos a seguinte caracterizagio:

Proposigao 1.6: Seja A: D(A) ¢ H — P{H). Sao equivalentes:

(1) A é maximal mondtono;

(ii) A é mondtono e R(I + A) = H;

(137) Para todo A > 0,{J + XAA)~! é uma contragio univoca definida em todo
H.

Demonstragio: [1], pag. 23.

Para a classe dos operadores maximais moné6tonos temos o:
Teorema 1.7: Seja A maximal mondtono em H. Entao, dados ug € D(A)
f € LY0,T : H), existe uma dnica solugao fraca u para o problema u(t)+ A{u(t)) 3

f(t)u U(U) = Uo-

Demonstragao: [1], pdg. 65.



Uma subclasse dos operadores maximais mondtonos para os quais temos
solugdo forte (veja teorema 1.9) é a dos operadores do tipo sub-diferencial, que
passamos a definir agora:

Um funcional ¢ : H — IR U {40} é dito ser prdpric se o conjunto D(yp) :=
{u € H| p{u) < oo} é nao-vazio, i€, p £ oo.

Dizemos que ¢ : H — R U {400} é conveza se:

(11)  e(tu+ (1 —t)o) <tpolu)+ (1 —t)e(v), Vte[0,1] e Vu,v€ H.

Isto {eito, colocamos a seguinte definicao:

Definicao 5: Seja ¢ : H — IRU {400} convexo e préprio. A sub-diferencial de ¢
é o operador dy : H — P{H) definido por:

(12) v € Op(u) se esomente se p(w) > plu) + (v,w—u), YVw e H.

Teorema 1.8: Seja ¢ : H — IR U {400} convexo e préprio. Entdo Jp € mondtono
em H. Se além disso ¢ é semi-continuo inferiormente (sci) entdo Jp é maximal
mondtono em H.

Demonstracio: [1], paginas 21 e 25,

Teorema 1.9: Seja A = dy, onde ¢ : H — IRU {400} é convexo, proprio e sci. Se
f e L*0,7 : H) entio toda solugao fraca do problema u(f)+ A(u{t)) 3 f(¢), a qual
exisie pelos teoremas 1.7 e 1.8, € de falo solugao forte. Mais ainda, temos que:

(i) ¢ r— Vtu(t) pertence a L*(0,7T : H);

(i) t — p(u(t)) pertence a L'(0,T);

(ii1) # > w(u(?)) é absolutamente continua (AC) em [6,T],Vé > 0;



(iv)  Se u(0) € D(yp) entdo a funcio t — (u{t)) é AC em [0,7] e
€ L¥0,T: H).

Demonstragao: [1], piginas 72 a 76.

Nos sera util também o:

Lema 1.10: Sejam A : H — P(H) monétono, f e g em LY0,T : H), e

u,v solugbes fracas de w(t) + A(u(t)) > f(t) e v{t) + A(v(t)) > g¢(f). Entao
1

[u(t) = v()] < lu(s) — o(s)] + [ 1/(0) — glo)ldo, VO<s<t<T.

Demonstragao: [1], pdginas 64 e 65.

No que se refere a perturbacoes de operadores monotonos maximais temos o:

Teorema 1.11: Sejam A : H — P(H) maximal monétono e B : H — H monétono

e lipschitziano. Entdo A + B é maximal mondtono.
Demonstracao: [1], pagina 34.

Sobre existéncia de solugdes periddicas temos os dois resultados classicos

abaixo:

Teorema 1.12: Se A é maximal monétono em H, w > 0,e f € BV(0,T : H) (ié,
f:{0,T] —» H é de variacao limitada), entao o problema u(t) + A(u(t)) + wu(t) 3
f(t), u(0) = »(T), tem solucao forte.

Demonstragao: [1], paginas 93 e 94.

Teorema 1.13: Seja A maximal monétono e coercivo, ié, exisle ug € H tal que:



(13) T Gl )

Entdo, para toda f € L'(0,T : H), existe uma solugio fraca do problema
u(t) + A(u(t)) 3 f(1), u(0) = «(T).

Demonstragao: [1], pagina 95.
Como consequéncia imediata dos teoremas 1.9 e 1.13 temos o

Corolario 1.14: Seja ¢ : H — R U {400} convexa, prépria e sci. Suponha que
dyp é coercivo. Entdo, para cada f € L%(0,T : H), existe solugdo forte do problema
w(t) + dp(u(t)) 3 f(t), u(0) = u(T), com u € L*(0,T : H).

Outro resultado muito 11til no desenvolvimento do trabalho é o:

Teorema 1.15: Sejam dados A, e A operadores maximais mondtonos, f, e

feLY0,T : H), up, € D(A,) e up € D(A). Sejam u, ¢ u € C([0,T]: H) as

solugoes fracas de:

Un{t) + An(un(t)) D fult), u.(0) = ug,, €
w(t) + A(u(t)) 3 f(t), u(0) = ug, respectivamente.

Se ug, — upem H, f, — f em LY0,T: H), e se
T+ XA, z) = (T +2A) Y 2) em H VA >0 e Vz€ H,

entdo u, — v em C([0,7] : H). Ou seja, é continua a aplicagao (uq, f,4) — u,
onde u é a 1nica solugdo fraca de u(1} + A(u{l)) 3 f{1), v(0) = uo.

Demonstragao: [1], pagina 102.



Lema 1.16 (Aubin-Lions): Sejam By — B <+ B, espacos de Banach tais que:
{1) aimersdo By — B é compacta;
(1) B é reflexivo, k =0, 1.
Sejam 0 < T < oo, 1< py,p1 <00, €

Wi={ve L*0,T: By) | v € L(0,T : B)}, munido da norma

[[vllw = [lv]|Lro 0.7:80) + 1Ol Les 0,7:81)-

Entédo (W,]| « ||w) é Banach, e esta imerso compactamente em L7 (0,7 : B).

Demonstracao: [3], pigina 58.

2 O problema uy — Upr — Utzr + q(f, z,u;) = 0: for-
mulacao abstrata e existéncia de solucgao fraca.

Como fo1 dito na introdugédo, consideraremos ¢ problema

Uyt — Ugy — Uygp + q(t, ac,ut) =1
o { w(t,0) = p(t), un(t,€) +us(t,£) = m.[1 — H{ul?, L))

onde

(1) onde p: R* — IR é tal que ji € L} (RT);

loc

(i1} £,m, T, sao constantes positivas;

(ill) para cada ¢ € [0, 7 fixado, a aplicagao
v € L*0,£) — gq(t,-,v(-)) € L*(0,£) é lipschitziana, com constante de
lipschitz independente de ¢ € [0,T], 1sto é, existe constante K > 0 tal que
lg(t, -, u) — g(t,+,v)|z200) < KJu — 0|20, VEE [0,7] e Vu,v € L*(0,4).

(iv) Para cada v € L*(0,¢) fixado, a aplicagao t — ¢(t, -, v(-)) pertence ao espago
L¥0,T : L*(0,8)).



Casos importantes que aparecem nas aplicacoes (veja [9]) sao:

Upp — Ugy — Uypy + Cly = f(ta -T) =

£
Uy — Uzr — Uty T £ u;(t, S)d& = f(tim)l

onde ¢ > 0 é constante e f € L} (0,00 : L*(0,£)).

10('.

Estes sao dois modelos distintos de atrito usualmente considerados nos sistemas

de bombelo mecanico comentado na introdugio, € ambos sdo casos particulares de
(Pr)-
Sem perda de generalidade podemos supor p(t) = 0.

De fato, colocando 4{t,z) = u(t,z) — V(¢, ), onde V{1, 2) = u(t).(z — £)*/£2,

obtemos a seguinte equagao para :

s

Ui — ﬁxr - at:.:r + Q(tawaut] = 03

onde §{t,z,v) = q(t,z, v+ Vi) + [ii(¢)(z — £)® — 2(p(?) + p(2))] /€% satisfaz a condigao
(111) gracas a condigao (1) em g(1).
Mas agora a condicio de contorno em z = 0 é zero, i1sto é, %(t, 0) = 0, enquanto

nao muda em r = £.

No que segue escrevemos u(i,x) em vez de @(f,x), ou seja, estaremos conside-

rando o problema {F;) com g = 0.

Vamos agora a formulagio abstrata. Colocando v = u; obtemos:

(14) (2, 0:) + (=0, =(u 4 V)ez) + (0, g(t, -, v)) = (0,0)
(15) u(1,0) =0, (u+v).(t,{) =m.[1 — H(v(t, {)))

ou seja, obtemos a equa¢ao de evolugao:

(16) w(t) + A{w(t)) + B(t,w(t)} =0

no espacgo de Hilbert H = H, 5 x L%(0,{), com o produto interno
¢ ¢
{(uy,v1), (2, v2)} = f ujugdz + [ mwadzr, onde
0 Jo
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(17) B:[0,TIxH —H  édada por
B(t,(u,v)} :=(0,q(t,-,v)), e
(18) A:DAACH—H é definido por
Alu,v) == (—v, —(u + v)"), com
D(A) = {(u,0) € Hyo x Hylu +v € H(0,6) e (u(0),(u+v)(8)) €T}
sendo Hy g := {u € HY{0,0)|u(0) =0} e I' C IR? o grafico abaixo:
(wt Y (0)
"~y T

(
T
£

Neste ponto podemos provar a:

Proposicao 1.17: A é maximal mondtono em H.

Demonstragao: Sejam (u,,v;) € D(A), i = 1,2. Entéo:
(Alus, 01) — Aluzor), (un,01) — (unw)) = ((8) ~ wa(O)l(us + w3V (6) —
—(ur+v1) (O)]+]||vr —v2| 2. Como (v;(£), (wi+2;)'(£)) € T parai = 1,2 entdo (v1(f)—
—vo{£)).[(u2 + v2)' (£) — (uy + v1) ()] > 0, donde segue que A é mondtono. Vejamos
agora a questio da maximalidade. Seja entao (f,g) € H = Hyox L*(0,£). Queremos
(u,v) € D(A) tal que (u,v) + A(u,v) = (f,g), 16, u—v=Ffev—(utv)' =g

Obs.: Observe que nao podemos esperar que u € H2 e v € H% poisu—v = f
e fe HY0,8).

Agora, para conseguir (u,v) como desejado consideremos z e w em H%(0,4)

tais que

z—2z" = w—2w' =g
(19) { z(0) =0 e { w(0) =0
Z(0)=ec€R w'(0) =0

11



Nao ¢ dificil ver que, para a € IR fixado, existem tnicos z e w em H?(0,¢)
satisfazendo (19).

Agora, definindo u e v por:

(20) u=z—2z"+w e v:=z4w

temos que u — v = f, donde u — v € Hyp. Também, como u + v = z + 2w entdo
u+v € H*0,£). Em particular v + v € H'(0,{), o que nos da, junto com o fato

u—v € Hip, que u e v pertencem a H'(0,£) individualmente. Qu seja, temos

(21) u,v € H(0,{) e u+ve H0,0).
Agora, usando (20) obtemos que v — (u + v)” = g, gragas a escolha (19).

Veremos agora que é possivel escolher ¢ € R tal que o par (u,v) definido em
(20} satisfaga (v(f), (u+v)'(¢)) € T e u(0) = v(0) = 0. De fato, usando as equagoes
(19) e (20) podemos escrever:

(22) u=(z42w+ f)/2 e v=(z42w-— f}/2,
donde segue que u(0) = v(0} = 0, pois f(0) = 0.
Ainda de (20) segue que:
(v(£), (u 4+ v)(£)) € T > ((z + 2w)(£), (z + 2w)Y({£)) € T :=T + (f(£),0).

De {19) tiramos também que ¢ := z + 2w satisfaz o problema:

(23) e—20"=f—-2g, p0)=0, ¢(0)=a
Colocando h := f — 2¢ temos que o par (¢(f),¢'({f)) é dado, pela férmula de

variagdo de parametros, por:

0 | _ {0 _ 1 1 wom| O [ o1
l::,(f)]_ae .[1}—5.116( )'{h(s)]ds’ onide M_[I/ZU]'

A equagio acima é uma reta no plano parametrizada por ¢ € IR, com vetor

divetor et™ 01 _ |40 onde d;(f) = i——{i’i— e dy(f) = i &
AR B R EAGN YU gk Y T S ekRe
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e portanto interceptard o grafico I' em apenas um ponto, ou seja, existe um tnico
valor a tal que (¢(£),¢'(£)) € T. Assim, escolhendo esse valor para a teremos
(u,v) € D(A) e (I + AY{u,v) = (f,g), 0 que prova ser A maximal. n

Assim podemos enunciar o:

Teorema 1.18: Para cada wy = (up,v0) € H e f € L0, T : L*(0,£)) existe uma
{inica solugao fraca w € C([0,T] : H) para w(t) + A(w(t)) = (0, f(2)), w(0) = wy.

Na préxima secgio provaremos que essas solugoes fracas sao de fato solugdes
fortes. Depois completaremos provando a existéncia de solugoes fortes para o pro-

blema original.

3 Regularidade:

Sejam wp = (ug,v) € H e f € L%(0,T : H) dadas, e denotemos w = (u,v) €
C([0,T]; H) a tinica solugao fraca de w(t) + A(w()) = (0, f(t)), com condigao inicial
wo. Isto é, o par (u,v) satisfaz fracamente o problema:

uf(tﬂ ') = U(ta ')a vi(tv ') = (u + v)xx(t: ) + f(t, )
u(t,0) =0, (u-i—v)x(t?f) = m.[1 —H(‘U(i}f))]
u(0,*) =ug, v(0,+) =g

Somando as duas primeiras equagoes obtemos:

(24) (w4 0)i(t, ) = (u =+ v)eelt, =) + 0, ) + f(E,)

De u(t,0) = 0 entao v(¢,0) = 0, de onde segue que

(25) (u + )(£,0) = 0.

Coloquemos

13



(26) z(t,+) = (u+v)(t,+) — g(t,°)

e tentemos determinar g(¢,r) de modo que a condigio de contorno (u + v);(3,£) =
m[l — H(v(t,£))] transforme-se em z.(1,{) = m[l — H(z(1, £)})], € a condigao de con-
torno em z = () permanega a mesma, isto é, z(t,0) = 0. Para isso basta determinar
g(t,z) de modo que 2,(t,£) = (u + v).(t,£),2(¢,f) = v(1,£) e z(¢,0) = 0. Ora, mas

temos que:

2 (8, 8) = (w + v) (¢, 4) <:>_gx(t,€)=0 (C1),
2(t, ) = v(t,4) < g¢(t,{) = u(1,{) (C2), e
2(1,0) =0 <= g4(t,0)=0 (C3).

Uma g(¢, z) satisfazendo (C1)-(C3) €, por exemplo,

(27) g(t, z) = u(t, )é{z)}, onde &(x) = (28z — %)/ 2.

Na variavel z definida em (26)-(27) a equagao (24) transforma-se em:

: (2‘8) zi(t? ) - zf-f-(f"a') + z(t?f)g(') = h(ta') € Lz([}af)!

onde A(t,-) := f(t,*) +v(t,*) + u(t,H)¢"{-). Além disso, z satisfaz as condigbes de
contorno:

(29) 2(£,0) =0, z(¢,8) =m(l - H(=(t, 1))}

No capitulo seguinte provaremos que o problema

2~ 240 + G(z) = h(t,7)
(Pp1) { 2{1,0) = 0, z,(t,4) = m[l — H(2(1,£))]

onde (G € uma aplicagao de Hy g em L*(0, £) satisfazendo certas propriedades, possui

solugdes fortes quaisquer que sejam as condigdes iniciais zy em L2(0,£) e termo

forcante k € L0, T : L*(0,0)).

14



A classe de aplicagdes G para as quais faremos isso obviamente incluird o
caso em que G(z) := z(€)¢(-), donde seguird que z(1,-) € H?*(0,¢) para t > 0.
Mas sendo (u + v)(t,-) = z{t,-) + g(t,*) e g(t,+) € H*0,€) entdo (u + v)(t,+) €
H*(0,¢). Em particular (u + v)(t,-) € H'(0,£), e como j& temos u(t,-) € H(0,¢)
entao v(t,+} € H*(0,{) também. Agora, do modo que z foi definida obtemos que
(u+ v)o(1,£) = m[l — H(v(t,1))].

Resumindo, w(t) € D{A) para t > 0.

Além disso, substituindo a expressio z(t,*) = (u + v){t,-) — ult,0)é(+)
na equagao (28) obtemos, apés simplificagao, que vt ) — {u + v)(t,2) =
ft,-), aej0,T7].

Voltando ao problema original, podemos enunciar o:

Teorema 1.19: Para cada wo € H existe uma tnica solugao forte w € C([0,T] : H)
para o problema w(?) + A(w()) + B(t,w(1)) = 0, w(0) = wo.

Demonstragao: Seja {w, },>1 C C([0,T]: H) definida por

(30) ws(t) = wo,

e paran > 1, seja whyy € C{[0,T] - H) a dnica solugdo forte de

(31) Wra1(1) + A(wn1(1)) = —B(t,wa{t)), wns1(0) = wo,

a qual exisle gracas & condicdo {iv) do infcio da seccdo, que implica ser de L2{0,T :
H) a aplicacao 1 € [0,7] — Blt,w,(t)).

Agora, gragas ao lema 1.10 com s = 0 temos

(32) lnin() = wn®ln < [ I1Blovwn(a)) = Bloywor(o)llwde, Vi € 0,71,

e devido a condigao {iii} sobre a aplicagido g conseguimos

|| B(e,wn(0)) — Blo,wa—1(o))|ln £ K.|\wa{o) — w,_1(0)]||,
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que, junto com (32} nos da:

s (8) = wn (O < K [ [100(0) — ns(0)

Consequentemente:
KT
lwnss®) = wa®llse < L2 oy — wellegomyag, Vi€ [0,T)
ou seja,
(KT)"
ens1 = walloqorym < 3 Huwr — wolie(o,19:3)-

Isso implica que {w,}n>1 € de Cauchy em C({0,T] : H).

Assim w, — w em C([0,T] : H), solugdo fraca do problema w(t) + A{w(?)) =
—B(t,w(1)), w(0) = wy.

Mas como ¢ € [0,7] — ¢(¢, -,v(%,-)) pertence a L*(0,T :
uma tinica @ € C([0,T] : H) solucdo forte de w(t) + A(@(t)) = —B(t,w(t)), ®(0) =
wp. Em particular, @ é solugdo fraca de @(t) + A(@(t)) = —B(t,w(1)), B(0) = we.
Por unicidade de solugao fraca temos que w = w, donde segue que w é solugao forte
de w{t) + A(w(t)) = —B(t,w(t)),w(0) = wp, como afirmado. -

H), segue que existe

Obs.: Repetimos que a regularidade de solugoes para (Pr7) nio serd feita aqui,

pois a faremos no capitulo (II) para aplica¢bes G mais gerais do que G{z) := z(€)£(+).
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Capitulo 2

i

1 O problema (F;;) quando G = 0: existéncia e

regularidade.

Nesta segdo vamos considerar o problema de achar uma fungdo real 2

z{t,z), t € [0,T], z €]0,], satisfazendo

onde 25 € L¥0,£) e h € L*0,T : L*(0,{)) sao dadas, e I’ C JR* é o grifico:
2, (60)

m

(£ )

Para simplificar a notagio escreveremos H = L*(0,£).
Vamos olhar o problema acima como uma equagao de evolugao no espaco H.

Definamos entao o operador A: D(A) C H — H por:

(1) A{z) ==~z

D(A) :={z ¢ Hi, N H*0,0) | (2(£),2'(£)) e T}.
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A respeito do operador A podemos provar o:
Lema 2.1: A é maximal monodtono em H.

Demonstragdo: Sejam u,v € D(A}. Temos que:

(Au — Av,u — v) = —[u'(£) — o' (0)].[u(f) — »(£)] + /:(u' — )2z > 0,

pois os pontos (u(£),u'(£)) e (v(£),v'(£)) pertencem ao grafico I', donde —[u'({) —
v (€)].[u(¢) — v(£)] > 0. Portanto A é mondtono em H.

Vejamos agora a questdo da maximalidade, isto é, devernos provar que R(I +
A) = H. Para isto, dado g € H queremos u € D(A) tal que u + A(u) = g, isto &

w—u" = g , u(0)=0 e (u(),'(f))ecT.

Colocando v = v’ isto € equivalente a resolver o problema:

(3) [Hw[ﬂ{ﬂg] u(0) =0, [:((f))]er onde M:[(l} (1]]

desde que
u({) | 0 ]f (6=s)M 0
4 = U . . " ¢ . d;'
) [v(f)} (e e —g(s) |
v | 0 senh{ y , - ‘s
pertenca a I'. Como ™. 1= 1 cocn e |° e°té0 (4) é a equagao paramétrica

(no parametro v(0} € IR) de uma rcta no plano, com inclinagdo cotgh £ > 0, e
portanto interseccionara I em um tnico ponto. Logo existe um 1nico v(0) € R tal

que (u{f),v(£)) pertence a T', como queriamos. Isso conclui a demonstragao do lema
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21. =m

Ohservagao: Na verdade o operador A é estritamente mondtono e maximal, isto

é, temos que:
¢ ! AV 2
(Au — Av,u —v) > jo (o — v')dz = Jju— oy,
. - ’ * . . 2 Ez 2
e como a inclusio Hy o < H é continua, mais precisamente, vale |w|* < EHwHHl,o
para todo w € Hj o, obtemos que:

(Au — Av,u —v) 2 f—z.lu—‘tﬂz, Yu,v € D(A).

Provaremos agora que A é do tipo sub-diferencial.
Isto é feito no lema abaixo.

Sejam j:IR— Rey: H— IRU{+oo} definidas por:

. —-mz, se =<0
i(a) = | :

0, se >0

) 1 gt , . 1
Fw()) + 5/0 w'(x)dz = Fw(f)) + 5.”19][1.,'0, se w€ Hg
+oc , se weE H \ Hl,o

wlw) =

Lema 2.2: ¢ definida acima é convexa, propria e semi-continua inferiormente.

Maijs ainda, A = 0.

Demonstragio: E claro que ¢ é convexa e prépria. Mostremos que ¢ é sci. Para
1350 seja {un}n»y C H tal que u, — u em H. Devemos mostrar que ¢(u) <
1&_11“30“ ¢w(u,). Sem perda de generalidade podemos supor que u, € D(p} = Hyp
para todo n > 1. Chamando I = léﬂé},ﬂ ©(u, }, queremos mostrar que @{u) < L.

19



Se I = +c0 nao temos nada a fazef. Suponhamos entio que L € IR. Existe
subsequéncia, ainda denotada por {u,}n»1, tal que w(u,) — L quando n — .
Ou seja, j(un(6)) + 1/2.||unll}y,, — L quando n — co. Em particular, {un}ns: é
limitada em H,o. Logo existe subsequéncia, que denotaremos ainda por {ts}n>1, €
existe v € Hy g tal que u, converge fracamente para v em Hjg.

Agora, como a imersao H,, — H é compacta, entao u, converge para v

fortemente em H. Consequentemente v = u, donde

(5) u€ Hig e u,—u em H,

Também, como o funcional w € Hyg — w(f) € R é linear e continuo, segue
de (5) que u,({) — u(f) quando n — oo. Da continuidade de j : J& — IR concluimos

entao que:

(6) J(ua(6)) = 3(u(f)) quando n — oo.

Agora, como a fungdo norma é sci na topologia fraca, segue de (5) que:

(7) /2. lull, , < liminf 1/2.{uall%, -

De (6) e (7}, mais o fato gue limz,, + limy, < lim(z, + y.) obtemos que

Hu(0)) + /213, , < liminflj(e,(8) + 1/2Juall3, )

ou seja, ¢(u) < liminf ¢(u,) = L, como afirmado.

Resta provar Z;Oue A = Jp. Como ja sabemos que A é maximal mondtono, €
suficiente provar que A C 0p. Para isso seja u € D{A), e provemos que A{u) €
dp(u). Devemos provar entao que w(v) > w(u)+ (Au,v —u), para todo v € D{p) =
H, g, pois quando v € D(y) entdo p(v) = +oo, e a desigualdade fica trivialmente
satisfeita. Agora para v € D(p) temos que:

(8) (Au,v —u) = (—u", v — u) = —'().Jo(£) — ()] + (', v) — [[%.
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Mas observe que sendo u € D(A) entdo (u(f),u'(¢)) € I, e portanto
(u(€), —'(£)) € T' = 3j, onde T C IR? é o grafico
b -wn

=T

ou seja, —u'(£) € dj(u(f)), de onde segue que:

7€) = j(u(0)) — ' (£).[¢ —u(f)], VE€R.

Em particular, quando ¢ = v(#) obtemos:

(9) (o)) 2 j(u(l}) — u'(€).[v(€) — u(O)).

Logo, de (8) e (9) podemos escrever:

(10) (Au,v —u) < j(v(0)) — §{uw(f)) + (v, ') — Ju'f?

e como (u',v') — |u'|* < 1/2.]v'|> — 1/2.]v'1* entao (10) nos da que {Au,v — u) <
F(o()) — j{u(8)) + 1/2.]0"1* — 1/2.1u'?, ou seja, (Au,v —u) < p(v) — @(u), como
desejado. A demonstragao do lema 2.2 estd compleia. =

Podemos entao enunciar o seguinte teorema, o qual resolve o problema Py
guando G = 0:

Teorema 2.3: Se 29 € H e h € L?{(0,T : H), existe uma tnica solugio forte do

problema z(1) + A(z(#)) = h{f), z(0) = z,. Malis precisamente, existe uma tnica
z € C([0,T] : H) satisfazendo as propriedades:
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(1) z é AC em todo compacto K |0, T {de onde existe i(f) para quase
todo t €)0,TY);
(i) 2(t) € D(A), V¥t €]0,T};
(i) 2(2) + A((0)) = h(2), ae 10, T}
(iv) 2(0,+) = zo.

Mais ainda, ¢ — \/#:(t) pertence ao espaco L*(0,T : H).
Quando zg € D(p) = Hyp entdo 2 € L2(0,T : H), e a funcio t — o(2(t,-)) é
AC em [0,7).

Demonstragao: Segue do Teorema 1.9 e Lema 2.2. w

Com a finalidade de estabelecer existéncia de solucao periddica para Pry no

caso em qile G = 0 colocamos o:
Lema 2.4: A é coercivo.

Demonstracio: E imediata, pois para u € I{ A) temos que:

(Au,u) = —u'(£}.u(€) +||ullfy, oo € como (u(f),'(£)) € T entdo —u'(£).u(f) >
0, de onde segue que (Au,u) > |lu|l},, = (2/€%).Juj?. Consequentemente,
(Au,u)/fu| > (2/£%).lu] = oo quando |u] — oo, ou seja, A é coercivo, =

Com isso podemos enunciar o:

Teorema 2.5: Se h € L*(0,T : H), entao existe solucdo forte z € C([0,T] : H) de
z(t) + Alz(?)) = k{t) satisfazendo {0} = z(T").

Demonstragao: Segue do Corolario 1.14 € Lemas 2.2 e 2.4. =u
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2 O problema Pj; genérico.

Nosso objetivo daqui para frente é provar resultados andlogos aos apresentados
acima no caso em que G nao € identicamente nula. A classe de aplica¢des G que

temos em mente inclui, dentre outros, os seguintes casos:

(1) G(v) = f(v'), onde f:IR— IR élipschitziana, e
(i) G(v) = a(-}v(#), onde @ € L*=(0,£).

Neste sentido trabalharemos com aplicagbes ' definidas em H;p e tomando
valores em H = L*(0, ).

Os resultados que conhecemos na literatura para problemas do tipo Pr; nao se
aplicam ao nosso caso especifico. Veja por exemplo [1], [4] e [5]. '

Assim adotaremos o seguinte procedimento para o estudo de Pr;: vamos in-
troduzir uma no¢do bem fraca de solugao, a qual denominaremos de solugdo ge-
neralizada. Esta solugao z de Pj; serd tal que a aplicagao t — G(z()) fique bem
definida e pertenga ao espacoL*(0,T : H). Daf utilizaremos os resultados da secgao
1, olhando Pj; -na forma w(t) + A{w(t)) = A(t) — G{z(#)),w(0) = 2.

Isto porém ndo seré feito diretamente para Pjy, mas sim para um problema
suavizado P, onde v C IR? é grafico de uma fungdo nio-crescente e lipschitziana
p: B — IR. Finalizamos justificando o processo de passagem ao limite.

Para formalizar este plano trabalharemos com o operador A, definido de ma-

neira analoga ao operador A, isto é:

(11) A,:D(A) Cc H— H ,A,(u) = —u", com
D(A,) = {u € Hyo 0 HA0,Dl'(E) = p(u(€))).

De modo inteiramente analogo ao que foi feito para A, temos os seguintes le-

mas relativos ao operador A,:

Lema 2.6: A, é maximal mondtono em H.
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‘Também, definindo j, : R - R e ¢, : H — RU {+cc} por:

(12) o)== [ p(s)ds e

[ aw(©) + Lllully, s se w€ Hig
(13) orlu) = { ) Sl

temos o:
Lema 2.7: ¢, é convexo, proprio e sci: Além disso, A, = Oy,
Lema 2.8: A, é coercivo.

Como as demonstragdes sio analogas s do caso A = O, ndo as escreveremos
aqui.
Com os Lemas 2.6, 2.7 e 2.8 obtemos resultados analogos aos teoremas 2.3 e

2.5. Mais precisamente, temos os teoremas:

Teorema 2.9: Se z, € H,h € L?(0,T: H) e p: IR — IR é nao-crescente, limiada
e lipschitziana, entao existe uma tnica solugio forte do problema 2(t) + A, (2(2)) =
h(t), z(0) = z. Mais precisamente, existe uma tnica z € C([0,T] : H) satisfazendo:

{1) z é AC em todo compacto K C|0,T;
(i) =(1) € D(A,), ¥t €]0, T);

(31} 2{t) + A,(2(2)) = h{t), ae ]0,T;
(iv) =

(0, ') — Zg-
Mais ainda, ¢ — /1:(t) pertence ao espago L#(0,7 : H).

Quando zo € D{p,) = Hyg entao z € L*(0,T : H), e a funcio t v w.(2(t)) é
AC em [0,T).
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Teorema 2.10: Se h € L*(0,T : H) e p : IR — IR é como no teorema acima,
entao existe solucdo forte z € C([0,T] : H) de 2{(1) + A,{z(t)) = k(1) satisfazendo
z(0) = 2(T).

2.1 O problema aproximado P,.

Nesta secgao vamos considerar o problema

21— 2z + G(2) = h{t, 2)
(qu){ z(t,0) =0, =:(t,0) = p(z(1, ), 2{(0,+) = z

Hipoteses em G, h, p e 2, serao dadas adiante.
Antes estabeleceremos mais algumas notagdes.
Continuaremos a denotar H = L%(0,f), munido do produto interno ( , )e

norma |-| usuais, e denotaremos V = Hy g, o qual é Hilbert com o produto interno

(14) ((u,v)}:= f: u'(z)v'(z)dz.

A norma associada a este produto interno sera denotada por ||+||.

Seré de grande importancia a desigualdadc:

(15) lu({)|p < Vel , Yue Hyg

que pode ser justificada da seguinte maneira:

uld)ir = | [ wa)dale = 10,05 < ] = VTl

Denotaremos Cg%.(0,7) o seguinte conjunto de fungdes:

(16) Cgoegl0,£) := {p € C°(0,£)|p(x) =0 em [0,r[, para algum r €]0,{[}.

Pode-se mostrar que



(17) Cﬁgsq(ﬂgf) V , eque
(18) Vi g

Mais do que isto, temos que:
(19) Ce (0.6 =H.

Isto feito daremos a definicio de solugdo generalizada para o problema (F,)
baseado nas seguintes contas formais:

Multiplicando a equagio de (FPy) por ¢ € Cg%,,(0,£), integrando de 0 até {, e
usando a condigao de contorno z,(i, ) = p(z(t,£)) obtemos:

£ ¢ ,
./o z(l, z)p(z)dr +f0 z{t,2) (z)dx — p{£)p(2(t, ) +f0 G(2(t, 2))e(z)dz =
= f: h(t,z)plz)dr , Vo € C5osg(0, £).

Agora, como g5 (0,£) é denso em V concluimos que a igualdade acima vale
para todo v € V', e usando as notacées adotadas para os produtos de H e V ficamos

com

(20)  (z(t,+),0) + ((2(2, ) v)) — o(D)p(2(t, £) + (Gz(1,+), v) = (h(t,),v),

para todo v € V.

Sobre os dados G, h e p faremos as hipdteses:

(H1) G : V — H satisfaz
(a) |G(u)] < a.l|lulj+ b, Yu € V, onde «,b € IR séo conslantes;
(b) G € sequencialmente continua de V forte em H fraco, ié, se u, — u
forte em V entdo G(u,} — G(u) fraco em H;
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(H2) h € L3(0,T : H);

(H3) p: IR — R é nao-crescente, limitada e lipschitziana.

Definigao 6: (Solugdo generalizada de F,).
Uma solugéo generalizada de P, € um elemento z tal que:
(i) z € L*0,T:V) e 2z € L*0,T : V"),
(11) 2(0) = zo;
() £ (2(0,),0) + (=062, 0)) — o(Op(=(1,0) + (G(t,),v) = (h(t,7),0),
no sentido de D'()0, T[), Vv € V.

OBS.1: A condigao (i) implica que z € W(0,T : V,V’); logo z € C([0,T] : H),

donde faz sentido a resirigio z(0) da condigdo (ii).

OBS.2: E facil ver que se z € L%0,T : V) e v € V, entio as fungdes
fi o [00T) — R, ¢« = 1,2,3,4,5, definidas por: fi(t) = (z(¢,),v), f2(3) =
(36,9, 00), Fs(8) = ple(b)0lO), Falt) = (Ga(t, ),0) € fold) = (h(t,),v), per
tencem ao conjunto L}(0,T), gracas a (Hl.2), (H2) e (H3).. Sendo assim € licito
vé-las como elementos de D’(]0, T), justificando o item (iii) da definigdo 6. Note
entao que (iii) significa que

[%(z(t,.)gv)i] + [((Z(t,.),v)),gl - [p(z(t,f))v(ff),g] n
+ [(Gz(t, +), ), f] = [(h(t, ), v), (fl . ¥E € D0, T,

onde acima, dadas [ € L'(0,T) e £ € D(]0,T]), denotamos por [f,£] o nimero
T
| rwea

Agora, relembrando o conceito de derivada de distribuicdo temos que se [ €
D'(10,T]) entao df /di € D'(]0,T[) é a distribuigdo que, a cada ¢ € D(]0, T[), associa
o pumero real [df /di, &) := —[f,d¢/dt]. Logo (iii) significa que:

27



e = [ )0+ [ (et e [ e +
T

/OT(Gz(t, 3, v)E(t)dt = f (h(t,-),v)E(t)dt , VE € D(J0,T[) e Vv € V.

0

Estamos agora em condi¢io de enunciar o:

Teorema 2.11: Se zp € V e se G, h, p satisfazem (H1)-(H3) entdo o problema (P, )

tem solucdo generalizada z. Mais ainda, z € L*(0,T : V).
Demonstracao:
A demonstragao utiliza o método de Galerkin e sera dividida em cinco etapas:

12 Etapa: Introduzimos problemas aproximados (P!} e demonstramos

existéncia de solugdo z™ para os mesmos.
22 Etapa: Estabelecemos estimativas para as solugdes aproximadas z™, es-
timativas estas que nos permitem obter um candidato z € L?(0,T : V) a solugao

generalizada de (P,).

32 Etapa: Provamos que o candidato z acima satisfaz

S0, + (=06, 0) — o(Op(=(,0) + (82, ),) = (h(t, )0)

no sentido de 7'(j0, T|), para todo v € V, e para um determinado g € L*(0,T : H).
42 Etapa: Demonstramos que z € L*(0,T : V') e que z(0) = z.

52 Etapa: Finalmente, provamos que 8(t,+) = G(z(t,+)), ae [0, T] concluindo

a demonstragao.
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Vamos entédo a demonstragao de cada etapa:

Etapa 1: Seja {e,e2,...,€m,...} uma base de Schauder de V. Vamos toma-
la ortonormal em V. Sejam V,, = [e1,..., €] 0 espago gerado pelos m primeiros

elementos da base acima, e zg,, € V,, tal que 2y, — 2 em V. Podemos entdo provar
o

Lema 2.12: Existe z™ : [0,7] — V. absolutamente continua tal que

zt € L3(0,T : V,,}, e 2™ satisfaz o seguinte problema aproximado

{ (1 (8 ) ew) + (2™ (87} en)) = ex(O)p(="(8,£)) + (G2 (1, ), ex) = ((L,), ),
(P} < para todo k € {1,2,... ,m}, ¥t €]0,77;
z™(0,) = zgm

Dem. do Lema 2.12: Como queremos z™({,-) € V,,, determinaremos m fungdes

™m

Qimy @amy - - Gmm € [0,T] em IR de sorte que, colocando 2™(t,+) = Y ajm(t)e;,
i=1

entao (P7) fique satisfeito. Substituindo a expressio de 2™(¢,-) nas m equagdes de

{P]") obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias:

(22) Ar™(t) + 2" (1) + F(z™()) = b(t) ,2™(0) = zom , onde:
tym(t) b, ()
‘Tm(t) = s b(t) = com bj(t) = (h(ta')'!ej) ’
am.m(t) bm(i')

A = (Ai)mxm com A;; = (e;,€;), e finalmente a parte nao hinear F' = F; 4 F3, sendo
Fy: R™ — IR™ definida por

. er(f)

(23) F(&) = —p(Q_&ei(0). | ;
i=1 €m (€)

e Fy : R™ — IR™ dada por
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Fn(€)
(24) F;(&) = : , onde Fy; : IR™ — IR por sua vez é dada
FZm(E)

por Fyr(é) == Zﬁjfj er), Yk e {1,2,...,m}.

OBS.1: Sendo p: IR — IR lipschitziana entdo Fy : IR™ — IR™ também é lipschit-

ziana (e em particular continua).

OBS.2: A hipétese (H1.b) em G garante que F, : R™ — IR™ é contmua De fato,
seja {£'}ix1 C IR™ tal que € — £ em R™ quando ¢ — co. Entao Zﬁ i D Zgjej

=1 =1

T
forte em V, donde G(Z f;-ej-) L (Z 6363) fraco em H, e consequentemente

=1
(G(ZE;GJ-).,G;;) i ( (Zgjej),q) para todo k € {1,2,...,m}, ou seja,

For(€) 5 Fal€) VE € {1,2,...,m}, donde Fy(¢') 5 Fy(¢) em R™.
Assim, ficamos com um sistema de e.d.0.’s da forma (22), onde A € matriz

inversivel € F': R™ — IR™ ¢ continua, ou seja, obtemos uma e.d.o do tipo:

(25) 2™ (1) = g(t, 2™ (1)), 27{(0) = Tom
onde g : [0,T] x IR™ — IR™ é dada por

(26) glt, ) := A7Y(b(1) — x — F(z))

Como ¢ é de Caratheodory, temos garantida existéncia local de pelo menos
uma solugao =™ (1).

Adiante (veja observagao 35) veremos que as solugées z™ (1) podem ser esten-
didas a todo intervalo [0,7,¥m > 1.

Observe que a condi¢ao inicial zp» mencionada acima, provém da condigéo ini-
) A

2m )y

cial zor,. Mais precisamente, zo,, € JR™ é o vetor de coordenadas AJ

1m?
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onde estes sao os coeficientes de z,,, com respeito & base {e, €s,...,¢€,} de V,,, isto
i)

. 0

é, 2o = Z)\jmej.
=

A de_monstra(_;&o do Lema 2.12 estd completa. m

Etapa 2: Estimativas a priori:

Sobre a sequéncia de solucdes aproximadas podemos provar o:
Lema 2.13: {z™},,>; é limitada em L=(0,7 : H) e em L*(0,7 : V).

Dem. do Lema 2.13: Vimos na etapa 1 que existe, para cada m, z™(¢,-) € V,,
satisfazendo:

(27 (t, ) e) +((2™(1,-), e0)) — ex(£) - p(2™ (1, 0)) + (G=2™ (8, ), €8) =
= (R{1,"),ex), Yk € {1,2,...,m},Vt €]0,T|.

Assim, multiplicando a equacdo acima por ay,(t) ¢ somando em k €
{1,2,...,m} obtemos que:

517 LT (NP = 27 (8, 0p(7 (4, )= (G2 (1, ), 2™ (4 D+ (G ), 27 (1, 7))

e integrando de 0 a ¢, com t € [0, T], obtemos ainda:

(27) 1/2)2™(1, )P + f;”zm(s,-)nzds = 1/2l20ml? + (I} + (JT) + (11}, onde
(1) f(: 2 (s, O)p(z™(s,))ds, (IN=- f:(sz(s, },2™{s,-))ds e
(I11) = f(h(s,.),zm(s,-))ds_

Vamos agora majorar cada um dos termos do segundo membro da equagdo

Il

acima. de modo adeguado:

Em primeiro lugar,

31



(28) |zam| < ko, ¥m > 1, pois zp, € convergente.

Como p é limitada temos, tomando £ > 0 e usando (15) que:

(7)

IA

@. f 7 (s,0) | rds < V. f 112" (s, )| |ds
@i [ [+ el ]dss
< QVIT /2 + ((F\/E’E/.‘Z).j; 12" (s, )*ds, ou seja,

[FAN

o
(29) (J) £ kife+ ky—:/ 2™ (s, )||*ds , para certas constantes ky, k, € IR.
o

Agora, usando a hipdtese (H1.a) em G temos que:

(1) < [16=" (s, 127 (5, )ds < [ Tallzm (s, )1+ 811" (s, s,

e tomando ¢ > 0 temos ainda que:

an < > = [l s, M+ 52s + o [ 127, o ainda,
bet

(< 5[ n2ds+abefn~m(s lids + 55+ 5 [ 1ems,)

Agora, como

ate [ 127(s, s = ab. [ Va2l (s, Mds < 2 ['Te+ e flom(s, ) Pids

entio ficamos com:

a+ab

() < L+ abe /||,,m(s Nk dq+_ j (s, s + Bt @bl

1
2
ou, em notagdes mais convenientes:
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t i
(30) (1) < ke [ 17, Pds + o [ 17 (5, )P+ e
1]

para certas constantes ks, ky € IR.

Finalmente,

(I11) f|h Il |ds<—-/|hs)|2dq+ f|z )2ds

e como [v]? < %.HUHZ para todo v € V obtemos ainda que

(111) <—/ |h(s, |2d3+— f ||2™ (s, )||*ds , ou seja,

1
(31 (111) < 5 bl + bse. [ 1127, s

Logo, da equagao (27) e desigualdades (28) a (31) podemos escrever:
A+ [ (s, s < kot kre. [l (s, s + - [ 17
para certas constantes kg, k7 € IR.

Portanto:

(32) )+ (2= 2hee). [ 117 (s, )P < Pk + [ 15, P
Tomando 0 < ¢ < k1 podemos escrever ainda:
|27 (t, )7 < 2ke + /; é.lzm(S, N2ds , Vit €10,T], ¥m > 1.
Pelo lema de Gropwall-Bellman concluimos que:

(33) 2™(1, )P < 2keeTl* =1 kg, VL E[0,T], Ym > 1.

Portanto
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(34) {2" }mp1 € limitada em L*(0,T : H), e

(35) 2™ (t,+) esta definida para todo t > 0, qualquer que seja m > 1.

Agora, voltando a (32) e usando (33) temos que:

i
(2 — 2kre). / 1127 (s, )|I%ds < 2ke + ksTe™* V2 € [0, T}, ou seja,
a

T
f 127 (5, )| *ds < (ke + keTe™).(2 — 2kee)™ =: ko , de onde sai que
)]

{z"}m>1 € limitada em L*(0,T : V), concluindo o lema 2.13. w

Corolario 2.14: Tomando subsequéncia se necessario, temos as seguintes con-

vergéncias:

(i) 2™ = zem L>=(0,T: H)
(i1) 2™ — z em L?(0,T : V).

Demonstragao: (i) e {i7) seguem imediatamente dos fatos bem conhecidos de que
os conjuntos limitados de L>(0,T : H) = (L1(0,T : H))* séo pré-compactos na
topologia fraca-estrela, e os limitados de L*(0, T : V) sdo pré-compactos na topologia
fraca. m

Isso finaliza a etapa 2, e antes de comegarmos a terceira etapa colocaremos o:

Lema 2.15: {z"},>; € limitada em L?*(0,T : H), e {z™},>1 é limitada em
L®(0,T : V).

Dem. do lema 2.15:

Para simplicar a nolagdo escreveremos z™(1) e :™(1) para indicar z™(1,-) e

z(t,+), respectivamente. Temos que:
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(36) (™0, 9) + (71 #)) — 2(Op(=" (8 ) + (G="(1), ) = ((1), ), Yo € Vin.

Como z™() = Y d;m(t)e; entdo 2™ (t) € V,,. Logo, colocando ¢ = £™(t) em
(36) ficamos com:

MO + 5 1O = ol (1, 0)27(0,6) — (G2 (2),57(0) + (D), 27(1)

Integrando de 0 a ¢, com t € [0, T}, obtemos:

@) [l Pds+ 51O = Sllzonll +/ 27 (5,008 (s, O)ds +

](Gz ds+/

Agora, como zp,, — % €m V entao:

(38) lzom|| S 1, Ym 21

Também, introduzindo p{z) 1= [ p(s)ds podemos escrever

[ o, 0)27(5.0ds = [ (35, 0))ds = 5" (1,6)) = aom(£)) =

= [T s)ds < Npllamom 127 (0 = ZonO)lm < VElpllony () = 20| <

2gm{£}
< VE|P ey (12" @ + 20w ) € VEDl Lm0 + e VE||pllzery <
el ¢

<
- 2=

2" DI + o \/E-HPHLM(R]: ou seja,

Q8]

(39) /{: (s, )7 (s, O0ds < SO + o

Agora, usando Cauchy-Schwarz e desigualdade de Young,

(40) [ k(51,2 (5))ds < o bl + 5. [ ()P
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Finalmente, usando a hipdtese (H1.a) de crescimento em G, ¢ o fato ja provado
que {z™},,>1 € limitada em L*(0,T : V) obtemos que:

(41) —f Gz™(s), 5™(s))ds < c5 + < / 3™(s)[2ds .
Assim, da equacao (37) € demgua,ldades (38) a {41) segue que

@) [ 1P SO € cat SHm@IP e [ m(s)Pds
Ol'lde C4 = _+CQ+C3+ Ellhlliz(U,TH} .
Portanto,

(43) (1—e / 57 (s 2ds + = S (1= )" @I < e, Vi€ 0,7

Tomando 0 < ¢ < 1 obtemos que Hz"()|]* < 2c4.(1 — )7L, Vit € [0,T] e
Vm > 1, donde segue que {z™},,>; € limitada em L{0,T : V).

Voltando em (43) com ¢t = T obtemos que:

(1 — ). [T |#™(s)|?ds < ¢4, ou seja, 12" 22021y < €s(1 — €)7%, para todo
m > 1, ou seja, {£™}n>1 € limitada em L*{0,T : H)}, concluindo a demonstragao do
lema 2.15. m '

Etapa 3: O objetivo agora é mostrar a equacao

(41) f?() ﬁ+/((i Deyde — [ oOp(=(t e +
+ f =j0 (h(1),0)(t)dt, V€ € DO, T), Yo € V, e

para um determinado 8 € L*(0,T : H).
Para isso fixemos £ € D(]0,T[}ev € V.
Sabemos que existe sequéncia {vm }m>1 tal que v, € Vi e v, — v forteem V.

Cologuemos:
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(45) Vm(t, ) = {(thom € ¥(t,) = ().
E faci] ver que:
(46) b, — ¢ forte em L2(0,T:V), e ¢, — ¢ forte em L*(0,T : H)
Agora, sabemos que 2™(1,-) € Vi, satisfaz, V¢ €]0, T, a seguinte equagio:
(47) (1), ) (" (1), 0)) —o(0)-p(2" (1, €)) +(G27 (1), ) = (h(L), ), V0 € Vpn.

Também, como

dfdt(z" (1), ¥m(1)) = ("(8), YD) + (2" (), (D))

a0 integrarmos de 0 a 7 obtemos que

[ m . st = = [ G0, dnte)at

Assim, tomando ¢ = ,,(¢) em (47} e integrando de 0 a T obtemos, gragas a

equacao anterior, que:

(s8) - ]T( (1), (1))t + j O (O~ [ YL Dol (1,0 +
T
+ [ e dt = [ ((2), (1))t

Agora vamos calcular o limite de cada termo dessa expressao:

T

. T . T .
“o)  Jim [0 = [ 0.0 = [ @00

pelo seguinte motivo:

T . T .
/D (27(1), g ()}t — ]D (2(), ¥(1))dt| < (I,.) + (I1,.) , onde

(1) = | [ 7 (0) = =(0), ()i [ ), dnl0) — et

e (In) =
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Mas (I,) — 0 quando m — oo, pois z™ —z = 0 em (L}(0, T : H))" € ¥ — ¥
forte em L%(0,T : H), e em particular em L*(0,T : H).

Também temos que ({1,,) — 0 quando m — oo, pois

S(Hm)s f:!zu)l-hbm(t)—d’(t)ldtﬁ[/()Tiz(t)lzdt] [f b (£) — (0)]2d

\[ el vy J. "?,»’||L2(0TH) — 0, quando m — oo, o que

conclul a igualdade (49).

Agora, também € verdade que

T

(50) lim, [ (0, 6t = [ (0) 910, pois

h— o0 0

™ — zem L*(0,T : V) e v, — ¥ forte em L*0,T : V).

E facil ver também que

(51) T [ () gm0t = /T(h(tw(mdt, pois
T
] [ ) gendt — [ hia),(e)at] <

tende a zero quando m — oo.

\[ N2 2oy m — Pllz20.1:v), © qual

Resta provar que:

T T
(5) Jim [ (0,007 (1 0 = [ ) 0=, 0)d e
(53) Jim (@0, pmle)i = [ (B0,

para algum 3 € L*(0,T: H).

Para isso vamos usar o lema de Aubin-Lions (veja lema 1.16) com By =V =
Hyo, B=H¥*%0,¢), By =H =L*(0,0) e pg = p; = 2.

Ora, do lema 2.13 sabemos que {z™ }m>1 € limitada em L?(0,7 : V), e do lema
2.15 temos que {#™}m>1 é limitada em L*(0,T : H). Logo {2™ }m»1 € limitada em

38

1/2

<



W, e como a inclusao W — L2(0,T : H**(0,£)) é compacta concluimos que existe

subsequéncia de z™, ainda denotada z™, tal que:

(54) 2™ — z forte em L*(0,T : H*(0,¢)).

De posse disso temos que:

j: Yo (t, 0 p(z™ (1, £))dt — /: Y(t, Oplz{t, ) dt] < (I11,) + (IVx), onde

T
() = [ Womlt,0) =% Olrlp(" (L O)rdt e

(IVn) = /:l%b(f?f)ln-lp(zm(faf))—P(Z(tﬁf))lﬂdt-

Agora,

T T
(U11) < lipllsom. [ [m(t,0) — (e, Olndt < VElpllzmia. [ 11onlt) —(0)dt <
Vqﬁ?HP”LMLHyH¢%1—-¢”anT4q , donde (II1,}— 0 quando m — oo.

A

Também temos que:

(V) = Ol [ IEO R 1o (2,0) — plat, )

e como { € D(]0,T]) entéo £ € limitada (digamos por €'}, donde

(IV,) < C.Jo(0) 5. _[OT 1p(2™(1,£)) — p(z(t, 0))|Rd.

Usando o fato que p: IR — IR € lipschitziana entao

_ T
(IV,) < df-lv(f)lm.fo 1™ (1,8) — 2(t, 0)| rdt <

IN

_ T
O |v()| k- /o [ supf]zm(t,a:] - z(t,:t:)hq] dt =

0<r<

= Tl [ 1170 - #llead
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e como a inclusao H34(0,2) — C([0,£]) é continua obtemos ainda que:

. T
(W) < L@l [ 1127(1) = 20 lipiondt <
1/2

VIt | [ 1270 = o] o sin

A

(IVy) < @VT.Jo()|Rr.]|z™ — z|lp2 310,y © qual tende a zero

quando m — oo gracas a (54), confirmando o limite em (52).

Para finalizar a etapa 3 calculemos o limite (53).

Do lema 2.15 temos que ||2™(¢,}|| < k, ¥t € [0,T] e Ym > 1, para uma certa
constante k. Logo, da hipdtese (H1.a) concluimos que |G(z™(t,+))| < k, Vi € [0, T
e Vm > 1, ou seja, {G2"}m»1 é limitada em L°(0,7T : H), e em particular em
L*(0,T : H). Portanto, tomando subsequéncia se necessario, existe 8 € L*0,T : H)
tal que
(55) Gz™ — B fracoem L*0,T: H).

Agora, do fato que ¥, — ¢ forte em L2%(0,7 : V) temos em particular que
Y, — 1 forte em L%(0,T : H). Isto, juntamente com (55) nos da o limiie (53),

concluindo a etapa 3.
Etapa 4: 2 € L*(0,7 : V') e 2(0) = 2,
Definindo ¢; € L2(0,T : V"), i € {1,2, 3,4}, por:

{o(1),0) == ((2(2),0)), {ga(t),0) := pl(=(t, ))0(L)
{ga(t),v) = (B(t),v), e {ga(t),v) = (R(1),v),

entdo a equagao (44) demonstrada na etapa anterior estd dizendoe que

T . T
(56) - [, émad = [ oo, v, ve e DO, T e
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VveV,onde g = —g, + g2 — g5+ 94 € L*(0,T : V).
Mudando a ordem de integragio, temos que:

(57) - j (=(1), v)é(2)dt = ( j:,g‘(t)z(t)dt,v).

T
Como j E(t)g(t)dt € V', temos que o lado direito de (56) pode ser escrito
o
como

T T
(58) fa (E(8)g(t), v)dt = { fo E(t)g(H)dt, v), Vv e V.
De (56), (57) e (58} concluimos que

(— LT é(t)z(t)df,v) = (/OT £(t)g(t)dl,v), Yo € V.

Usando a identificagdo do produto interno com o produto de dualidade entre
V e V’, obtemos:

(4{5( 1)dt, ) f,g 1)dt, ), Yo € V.

Portanto —fT E(t)z(t)dt = / £(t)g(1)dt, e como ¢ € D(]0,T) é arbitrdrio
concluimos que z -—9 g€ L¥}0,T: VO), COMO queriamos.

Provaremos agora que z(0) = =

Para isso seja ¢ € C®([0,T]) tal que @(0) # 0 e {t) = 0 para todo ¢ €
[T —&6,T}, e algum 0 < § < T. Seja também v € V.

Temos que 1 +— (t)v pertence a W{0,T : V,V”). Logo, integrando por partes

(veja proposicao 1.4) temos que:

]:(é(t), vip(t)dt = — j[;T(z(t),v)gb(t)dt — (2(0), v).(0)

De maneira anéloga temos:

T
/o (2 (i) vm / (Hm ), v )p(t)dt — (Zom,vm).np([])
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Assim, se provarmos que /{]T(ém'(i),vm)go(t)dt — /:(é(t),v)go(t)dt quando
m — oo, nao restara mais nada a fazer, pois o lado direito da Wdltima equagao
tende para — ]T(z( i), v)(t)dt — (zo,v).(0), donde resultard que (z(0),v)p(0) =
(20,0).0(0), e sendo 0(0) # 0 entao (z(0),v) = (29, v). Como v é arbitrrioem V, e
V = H, entio (2(0),v) = (20, v} Vv E H, donde z(0) = z,.

T
Provaremos entao que lim / Zm (1), v ) p(t)dt =/ (z(t),v)p(t)dt
0
Como

59 S (=(00) 4 (((0)0)) — w(0pLe(t ) + (B(E), ) = (h(2)0)

d
no sentido de T'()0,7[), para todo v € V, e como a(z(t),v) = {z{t),v) temos,

multiplicando (59) por (i), que

(60) {2(2),v)e(t)+H((2(2), v})p(t)—v(6).p(2(2, ))p(1)+(B(t), v){t)

I
_—

=
—~—

L )
po—
-

<
p—
S
—

Lo )
St

Agora, é facil ver que f; : [0,7] = R, 7 € {1,2,3,4,5}, onde

f(@) = (2(),0), fLolt) = ((2(2),0)) 5 fa(t) = v()p(z(2,4)) , falt) := (B(2),v)

e fs{t) := (h(1),v), pertencem ao espago L*{(0,T). Logo, como ¢ € L?*(0,T'), entao
fip € LY0,T) Vi € {1,2,3,4,5}, ou seja, podemos integrar {60) de 0 a T obtendo:

6) [ et =~ [ (0,00 + [ oOpe et +
= [ .o+ [ ), wetar
De modo andlogo temos para as aproximacbes 2" a igualdade:
2 | ), o))t = f (=™ £)dt + ] o (£ Jolt)de
=[G @) om0t + [ (hit) il

Assim obtemos por (62) que

' UNIEC 2mP i
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T
im [ (37(1), vm)e(t)dt =

TR—OG a

=~ [[ (0o + [ ool 0)e0d - [ (B0, et

j (h(2),v)e(t)dt, sendo que as convergéncias quando m — oo se justificam de modo
0
analogo a convergéncias ja estabelecidas anteriormente.

Logo, da equagéo acima e de (61) tiramos que

T

lim (2™ (1), vmp(t)dt = /(]T(é(t),i))(p(t)dt , COMO

m—0o0 o

desejado. Isso completa a quarta etapa.
Etapa 5: § = G(z).
Para isso precisaremos do:

Lema 2.16: z™ — 2z forte em L2(0,T : V).

Demonstragio: Seja X,,(T') definido por
XalT) 1= S |2(T) 2D + [ [l () — (0] Pt
m{T) = 3 )= 2T+ 117 )
Podemos escrever:
X, (T) = 12+] =™ (DIPdt + Y(T) | onde
ey :=—(zm(T),z(T))+§.|z(T)P—2. [ G @, end+ [ =i

Agora, como 2™ é limitada em L*(0,T : H) entdo z™(TI') é limitada em H,
donde z™(T) — 6 fraco em H, tomando subsequéncia se necessario. Mas, tomando
w € C([0,T]) tal que @(T) 7£ 0e@(t) =0Vt cl06 para algum 0 < § < T,
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obtemos que # = z(T) por um argumento anilogo ao que foi feito na demonstracao

de que z(0) = 2. Portanto 2™(T) — z(T) em H, donde:
(63) (z™(T), 2(T)) — |=(T)|* quando m — oo. .

Recordando que z™ — z em L*(0,7" : V) entéo

(64) [ (@i = [ llzlfdt, auando m oo
0 ’ ' o o '
Logo, de (63) e {64) segue que
(65) lim Y, (T) = =3 |«(T)P = [ (0]
m]‘_l}‘;lom )"__22 ) _0 Z()
Agora, das aproximacoes sabemos que

%'% ZHOF + 12 (O = 2™(1,8).p(z" (2, 0)) = (G2"(1), 2" (1) + (h(1), 2™ (1)),

e integrando de 0 a T obtemos:
1 kit 2 T m 2 1 2 T m m
66) SO [ O =l [0 )

T T
_ f (G=™(2), 2™(1)dt + / (h(2), 2™ (1))dt.
0 0
Agora vamos calcular o limite de cada termo do segundo membro de (66):
Em primeiro lugar temos que
|zom|® — |20} , DOIs zom — 20 em V(e em particular em H).

Também temos

T T
/D (L Op(z (1, 0))dt — f(] 2(t, O)p(=(2, 0))dt, pois
_/Gsz(t,E)p(zm(t,f))dt-/: (1, 0)p(=(t,0))d1] < (Vi) + (V1,,), onde

n

T
(Vo) = [ 127(,6) = (2. O o(z" (2, )| mdt e

(Vi) = [ Jo(t Ol (6, 00) = p(a(t, )]t

44



Agora,

T
(Vo) < Il [ 127(16) = 2(2, Dlmdt e
Vi) < OV [ O (08 - =t olsdt |

gragas a desigualdade (15) e o fato de p ser lipschitziana.
Também, gragas ao lema 2.15 temos que z € L*°(0, 7T : V) de onde segue que

(VI,) < Ve f:|zm(t, 0) — z(t, O)| pat.

T
Mas, do mesmo modo que estimamos o termo (IV;,), temos que / |z™(¢,£) —
o]

2(t,0)|gdt < TVT.||2" — z||2(0,7:13/4 0,6y, de onde segue que (V,,) e (VI,,) tendem
a zero quando m — oo,

Também é verdade que

T T
/0 (G="(t),2"(¢))dt — f (B(t), z(t))dt, pois sabemos que Gz™ — S em
0
L*0,T : H) por (55), e que 2™ — =z forte em L¥0,T : H) gragas a {(54) e o
fato H34(0,¢) — H.

Finalmente,

T T
/0 (h(1), 2" (£))dt — /G (h(2), =(t))dt, pois 2™ — z forte

(em particular fraco) em L*(0,7T : H).
Assim, de (66) segue que:

e Jim [Sleme s [ ol =
TH T

—f (B(2),2()dt + [ (h(t), 2(2))el,
6] 0

Agora, como

Sleol? + [ 2l p((t,0)dt +

(2(2). 0} + ((2(1),v)) — v{0).p(2(2,)) + (B(1),v) = (h(t),v) Vv €V,
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entdo, fixando ¢ e tomando v = 2(t) obtemos

5l OF 4 =R = 2(1,6)p(2(2,0) — (B(2),2(0)) + (h(0), (1)

e integrando de 0 a T obtemos

S [ 101 = Szl [ =0, 0p(e, 00— [ (80, =(e)d+ [ (ko). =

Disso e de (67) concluimos que

Jim L1+ [P = 21T+ [ llelFdt, o qual,

juntamente com {65), nos da que lgigc X,.{T) =0, concluindo o lema 2.16. m

Voltando a etapa 5, provemos que § = G(z).
' Ora, como/ 2™ (1)~ z(t)|]%dt — 0 quando m — oo, entao ||z™{t)—z(t}]] — 0

para quase todo ¢ € [0,7T], tomando subsequéncia se necessirio, ou seja, 2™ (1) — z(1)
forte em V, ae [0,T]. Da hipdtese (H1.b) em G concluimos que:

(68) G{z™(t)) — G(2{t)) fracoem H, ae [0,7T].
Afirmacao:
(69) Gz™ — Gz em L*0,T:H).

De fato, fixe ¢ € L*{0,T : H). Queremos provar que

T T
[t pma ® [ (G,

Mas, para cada t € [0,7) temos que @(t) € H. Logo, de (68) segue que:

(70) (G (1)), 0(1)) = (G(2(2)), (t)), ae [0,T].

Agora, [(G(™(1), ¢(t)lk < IGE"E)Ie(t)l, e como |G| < b Vi e
[0,T] e Vm > 1 entdo vem que

(71) (G (1), 0()ln < kol
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Como t — k.|p(t)| ¢ integravel, segue de (70}, (71} e do teorema da con-
T

T
vergéncia dominada de Lebesgue que f (G=z"(1),p(1))dt — ] (G=z(t),¢(t))d, o
0 0
que prova (69).
Agora, de (55) e (69) segue que 8 = Gz, como queriamos.

A demonstragio do teorema (2.11) estd completa. =

2.2 Regularidade para as solugées de (F,):

O objetivo deste paragrafo é mostrar o:

Teorema 2.17: Se G, h, p satisfazem (H1)-(H3) e se 2, € V, entao o problema (P,)
tem uma solugio forte z. Mais ainda, 2 € L0, T : H).

Demonstragao: Seja z uma solucdo generalizada de (P, ), ié,

(72) (2(1),v) + ((z(1),v)) — v(£).p(2(t, £)) + (G=(2), v) = (A(2),v),

no sentido de D'(J0, T{}, Vv € V.

Agora, gracas a hipétese (H1.a) de crescimento de GG, temos que t — h(t,:) —
G(z(1,)) pertence ao espago L*(0,T : H). Logo, existe uma tGnica w € C{(0,T]: H)
solugio forte do problema

(73) w(t) + Ayw(t) = h(t,) — G(z(¢,-)), w(0) = z.
Assim, fixado v € V obtemos gue
((1), v) — (wea(t, <), v) = (At ), 0) — (Gz(t, ), v).

Integrando por partes vemos que (wyx({,+),v) = v{€).p(w(t, £)) — ((w(i,+),v)},
e identificando (w(t),v) = {w(t), v} obtemos ainda:

(74) (w(t),v) + ((w(?,*),v)) — o(f).p(w(t, 0) = (k{t) — G=(t),v) ,
para quase todo ¢ €]0,T[ e todo v € V.
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Também, como w(0) = z, € V = D{p,) entdao w € L*(0,T : H) gragas ao
teorema (2.9) .

Agora, subtraindo (72) e (74) ficamos com:

(2(1) = (), v} + ((2(8) — w(t), v)) — v(0).[p(2(t, £) — p(w(t, £))] = 0
Fixando ¢ e tomando v = 2(t) ~ w(t) obtemos

(1) = 0O + [12) ~ w) = (=(t, ) = w(t, O o(e(t.£)) = plao(t, )]

. Como p : IR — IR é decrescente entdo o segundo membro acima é nao-positivo,
ou seja, d/dt|z(t) — w(t}|* <0, donde z = w.

Ou seja, z é de fato solugdo forte, como afirmado. =

2.3 O problema (P,) com condicao inicial z; € H.

Para tratar desse problema. colocaremos a seguinte hipdtese na aplicacdo G:
(H4) IGlu) — Go)* < K.(Ayu— Ayo,u—v), Yu,v € D{A,).

OBS.: K f4cil ver quese G:V — H é lipschitziana entdo a hipdtese {H4) é satis-

feita. Entretanto a reciproca nao vale em geral.
Podemos entéo enunciar e provar o:

Teorema 2.18: Se z, € H e se G, h, p salisfazem (H1)-(H4) entdao problema. (P, )

com condigdo inicial zp tem uma 1nica solugao forte.
Dem. do teorema 2.18:

Unicidade: Sejam z,w € C([0,T] : H) solugdes fortes de (P,) com condigio inicial
zg € H. Ou seja,

£(1) + Ay(2(1)) + G(2(t)) = h(1) , w(1) + A,(w(1)) + Glw(t)) = h{t),
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e z(0) = w(0). Entdo (1) — w(t) + A (2(t)) — A (w(t)) = —G(2(t)) + G(w(t)), e

tomando o produto interno (de H) com z(¢) — w(t) obtemos:

(75) (1) = w@)]” + (Ay2(t) — Ayw(t), 2(t) — w(t)) <

E 4
1G(t) = Gu(O) + - 12() — w(t)?,

[RSR IR W

e usando (H4) obtemos ainda:

o 120) = W)+ [1 = 5] (Agatt) — As(0) 20 — wlt) < oo J2(t) — w0

Assim, tomando 0 < £ < 2K~ podemos escrever

o] =

%12@) —w(t)|® < =.|2(t) —w(t)®>, ¥t € [0,T), e usando Gronwall concluimos
que |z(t) — w(?)|* <0 Vi € [0,T], ou seja, z = w.

Existéncia de solugao forte:

Seja {zo}m>1 C V tal que zg, — 2o em H.
Pelo teorema 2.17 sabemos que existe, para cada m > 1, uma solugao forte z™
para o problema z™{t) + A,{z™ (1)) + G(z™(t}) = h(2,-), 2™(0, ) = zom. Subtraindo

as equagOes para 2™ € z" obtemos:
2™{t) = 2Nt} + A2 (1) — Ay 27(1) = —(G27 (1) - GZ7 (1)), (27 — 27 )(0) = Zom — Zon

e tomando o produto interno {em H) com z™(t) — 2"(f) vem:

1 d '

5.&;]3;“(35) ~ PO+ (A () ~ A1), ZM) — (1) < %.|sz(t) -
G"(1) + —‘)-E.lz""(t) — z*(#)]%. Usando (H4) obtemos ainda:

14 K

-2—.3;|zm(t) — ") + [] - ;].(A.sz(t) — A2 (1), 2™ (1) — 2M(1)) <
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1 L T
=l - 2 (OF

Integrando de 0 a ¢t vem:

(1) 5l =P+ i f‘r] / (A2 (s) — Ay2(s), 2" (5) = #°(s))ds
< Jlion = o 52 [ 7(6) - ()P,
Como antes, escolhendo 0 < ¢ < 2K~! obtemos:
27(1) — 2" ()P < |2om — 2on|? + fo f élzm(s) _ (s)|%ds, Vie[0,T).
Por Gronwall ficamos com:
|27 (1) = 2" (1)]? < |zom — zoa|2.€T7%, Yt €[0,T)], ou seja:
(77) |[=" — ZnHQC[[O,T]:H) < Jzom — 2on|*.€T/°.

Portanto {z™},,1 é de Cauchy em C([0,7] : H), donde existe z € C([0,T] : H)
tal que z™ — z em C([0,7T] : H).

Agora, voltando a equacdo (76} com ¢ = T podemos escrever:

2Kl [ (A" (5)= Ay (). 7 (5) 2" (6))ds < rom—onl = ]12" 2" [ oy

Desenvolvendo o primeiro membro da desigualdade acima ficamos com:

[ 1) (6) s < (2Ke) ™ [Jsom — 200l + 1™ = 2" oy + GonlT)]

T
onde gua(T) = [ 127(5,6) = (5, 0" (5,)) — pl="(5, ).
Agora, sendo p : IR — IR decrescente entao ¢,,(T) < 0, donde

(78) 17 = =" ga iy < (2 )™ om — 2002 +

T, . .
'E_HZ 'zn“gr{[u,ﬂ;m]s ou s€)a,
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{2™};np1 € de Cauchy em L*(0,T : V), donde existe 7 € L*(0,T : V) tal que 2™ — 2
em L*{(0,T : V). Agora, é fdcil ver que # = z, donde:

(79) z™ — z forte em L*(0,7 : V)
Afirmamos gue:
(80) Gz™ — Gz forte em L*(0,7 : H).

De fato, pois:

]D " |G 1) - Ga(t) 2t < K. /D T(A,,,zm (1) — A,z(1), 2™ (1) — 2(1))dt =
= K1 Aoy = K [ 0, 0) ~ ple(t O, 6) — 2(t,0)d <
S I(.”Z — ZHLz (0,T:V) +?'-KHPHL°°(R)-LT |Zm(t,f) — Z(t,f)'ndt.
T
Mas ] lem(,0) = 2(t, Ol < [ 1127 (47) = =t leqonydt <
< 0 [ I (t) = 2t et < OVl — s

onde a peniltima desigualdade se justifica pelo fato da imersao V < C([0,]) ser
continua, e a ultima se justifica pela desigualdade de Holder.

Assim,

f IGZ GZ( )Pdt < I{ ”Z - — 7HL‘2(0TV) +2\/-'¢I(HPHL°°{R] HZ _WZHLE(UTV)

de onde segue a afirmagao gracas a (79).

Resumindo temos que:

)+ AL (270 = AL — G(E™(1)), 2™(0) = zom ,
Zom — 7o em H e h—Gz™ — h—Gz em L%0,7:H).

Logo, pelo teorema 1.15 temos que ™ — w em C([0,T] : H), onde w ¢
C([0,T] : H) é a 1inica solugao fraca de w(t) + A,(w(t)) = h(t) — G(z(t)), w(0) = z.
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Por unicidade do limite em C([0,7"] : H) temos que z = w, ou seja, z é solugao fraca
do problema z(1) + A, (2(1)) = A(t) — G{z(t)), z(0) = z,. Agora, sendo A, = J¢p.,
como t — h(t) — G(z(t)) pertence ao espago L?(0,T : H), segue do teorema 1.9 que
z é de fato solucdo forte do problema z(t} + A.(z(t)) = h(t) — G(2(1)),2(0) = =,

CcOmMo queriamos. m
2.4 Continuidade da solucao com respeito as condigoes ini-
ciais e termo forgante.

Sob as hipéteses (H1) - (H4) vale o teorema 2.18 de existéncia e unicidade de

solucbes para (F,). Logo fica bem definida a aplicacao:

{(z0,h) € H x L*0,T : H) rél} ze C([0,T): Hyn L*{0,T : V),

onde z é a \nica solugdo forte de (P,) com condigao inicial zy e termo forgante h.

Nessas condigoes podemos provar o:

Teorema 2.19: Se p satisfaz (H3) e se G satisfaz (H1) e (H4) entdo a aplicagao S,
onde v = graf(p), satisfaz:

(B1)  [ISy(20, B) = Sy{Zo, ) bgominy < Mllzo — Zol* + |1k — Bllfz 0] > ©
(82) 115, (20, B) — 5, (Z0, A\ F200 7o) < M.[|20 — BlP + 1Ib — Rl

para todos (zo,h) e (3o, ) em H x L2(0,T : H), e uma certa constante M € IR.
Em particular, a aplicagao S, ¢ continua de H x L*0,T : H) em C([0,T] : H), e
também ¢ continua de H x L*0,7 : H) em L*(0,7 : V).

Demonstracao: Chamemos z = 5.,(z0,k) € 2 = S,(%, k). Entdo

(1) + A (z(0) + G(z(1))y = h(2), =z(0) =20 e
5(0) + Ay((0)) + GLE) = hD), 20) = 2o
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Subtraindo estas duas equagbes, tomando o produto interno com z(t) — (1),
e usando {H4) conseguimos que:

1)~ Z(OFF + [~ Kl (A,2(0) — A,3(0), () — (1) <

< IR — ROP + (14 7)) — (1) -

(83)

Tomando 0 < € < 2K~ obtemos, com contas analogas &s anteriores, que:

(84) liz — EHé([D‘TLH) = [lzo — Eol* + ||k — FL“%?{O,T:H)] 4T
e também:
(83) Iz = EII%'Q(&TW) < {2-Ke)™ [(1 +e )Tz - E“20([0,3‘];5') +

b= blEo o + 20 = Sl
E, de (84) e (85) podemos escrever ainda:
86) = dllEsarny < M0 — ol 4 h = Hlfsgan] , onde

M=M@E)=[1+ (1 +eT.0+T)/(2 - Ke).

Observe que ¢ depende apenas da constante K da hipétese {H4), e ndo depende

dos elementos (2o, 2) e (25, h). Ou seja, provamos que existe constante M € JR tal
que (81) e (82) ocorrem. =

Corolério 2.20: A aplicacdo S, leva conjuntos limitados de H x L?(0,7 : H) em
conjuntos limitados de C{[0,T]: H) e L*(0,T : V).

OBS.: A constante M do teorema 2.19 independe de p.

2.5 De volta a (P;;): existéncia, unicidade e dependéncia
continua.

Com o que ja temos estabelecido podemos provar o:
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Teorema 2.21: Se zp € H, h € L}0,T : HYe G : V — H ¢ lipschitzi-
ana, entao o problema {Prr) com condigdo inicial zg tem uma tnica solugao forte

z € C([0,T): H)yN L*0,T: V).
Demonstragio: Suponhamos em principio que 2, € V.

Seja {pn}n>1 uma sequéncia de fungoes de IR em IR com as seguintes proprie-
dades:

(1) pp : IR — IR é ndo-crescente, ¥n > 1;
(1) p, : R — IR é lipschitziana, Vn > 1.

(i) T', := graf(p,) — I’ quando n — oo no seguinte sentido:

Dado ¢ > 0, existe ng(e) € IV tal que T, C V(T ¢) para todo n > ng(€), onde
V(l';e) .= {P € R* dist (P;T) < ¢e}.

-

OBS.: Em particular, a condicao (iii) garante que {pn}n>1 € uniformemente limi-
tada, ié, existe constante @ € IR tal que |p.(2)|r < €, Vz € R e Vn > N; (sem

perda de generalidade, podemos supor Ny = 1).

Sejam A = Ar e A, = Ar,.
J4 sabemos que A e A, sao maximais mondtonos, ¥n > 1.
Mais ainda, existem funcionais ¢ : H — RU {40} e, : H — RU {0} con-

vexos, proprios e semi-continuos inferiormente tais que A = dp e A, = 0p,, Yn > 1.

34



Sabemos também que, para cada n > 1, existe uma tnica solugio forte 2™ €

C([0,T): HYN L*(0,T : V) para o problema:

(1) + An(z"(1)) + G("(1)) = (1, )
(Pﬂ) { n(o) = Zo

L& S

Mais ainda, 2" € L*(0,T : H) para todo n > 1.

Assim, tomando o produto interno (em H) com 2" (¢) obtemos:
(87) £ (8)[* + (A2 (1), 2" (1)) + (G=2"(2),2"(1)) = (h(1), 2" (1))

Agora, como z™(0) = zo € V = D(p,) entao a fungio t € [0,T] — ¢, (2™1)) €
IR é absolutamente continua em [0, 7], donde derivdvel quase sempre em [0,77], e
vale a férmula (A,z" (1), 27(1)) = 4

7 {p.(z"(1))}. Essa afirmacio decorre da demons-
tragao do teorema (1.9). |

Assim, a equacio (87) fica:

d .
(88) 2 OF + —Aweal" ()]} = (R(1),27(1)) — (G="(2), 2" (2))-
Integrando de 0 a ¢, com £ € [0,7], obtemos que:
(89) [ 1P s 1 0l=) = gale0) + (1) + (1),
onde {I) = /:(h(s),é“(s))ds e(I])= f(:(Gz“(s),é“(s))ds.
OB?{.: (89) se justifica, pois sendo 1 — ¢,(z"()) absolutamente continua,
entao fo g{ipn(zﬂ(S))}dS = @, (2"{t}) - pa{2"(0)), ou seja, a funcio é a integral de

sua derivada.

Apgora, para ¢ > 0 arbitrario temos que:

1 N O
(1) < 'é;“ﬂﬁ?(o,awn*‘%-/o 2"(s)Pds , e
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? 1
(1) < :?1;]0 |Gzﬂ(s)|2ds+%.]0 "(s)ds , ecomo G:V —H &

lipschitziana entao existem constantes a,b > 0 tais que |G{u)| < a.||j¢|]+ b, Yu € V,
donde segue que

(I < ¢. [ =2 (8)|Pds + = ] 12"(s)Pds +¢o
onde ¢ = ¢1(¢) = (a® + 1)/e e ¢; = e3(€) = (a® + 1)b*T/2¢.
Logo, de (89) e das majoragdes conseguidas para (1) e (II} obtemos que:

t 1 i1
(90) (1=e). [ 15"(e)Pdson (1) £ pala) 4o oo [ (@ Pds+es

z0{¥) 1 20(%)
Agora, t,on(zo) = uf pals)ds + 5.“20”2, e como —f pni(s)ds <
0 0
(F\[Huoll < ” 0”
(4
(91) pn(20) £ —5= + ||zl

Assim, tomando 0 < ¢ < 1, conchiimos a partir de (90) e (91) que:

(92)  al="(t)) <

1 2 1 T 2
+ ol bl + e [ 51127 ()] Pds + e

Afirmacao: Existem constantes ¢3 > 0 e ¢4 € IR tais que

[ S ds < e [ paln())ds + e
0o 2

De fato, pois:

o) =~ [ pul€)E + I, e como
1_ fuz"(s,f’) pn(g)dgln < (F.\/E?Hzn(s)” entio
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Pa(2°(s)) 2 =€V ()]l + %IIZ"‘(S)H2 = f(llz"(s)}}}, onde

1
f:IR— R éafuncao quadritica f(z)= 5&:2 —~ CViz.

Agora, tomando 0 < D < 1/2 e I < min,er{(} — D)z? — Oz}, é ficil ver
que f(z) > D.2*+ E, Yz € R.
Logo, ¢a(7(s)) 2 D.IM(s)| + I, on seja,

Hz™(s)|I* € D lon(z™(s)) — D~1.IE , donde

t] 9 1 ET
~)zm s < —. | o, (" T v
/0 21]2 (s}]]*ds < 5 /0 wn{z"(s))ds 5D Vit € [0,T] , provando a

afirmacao com ¢3 = 1/2D > 0e ¢y = —ET/2D.

Portanto, de (92) e da afirmagdo tiramos que:
2

93)  ale(0) S [ S5+ laol oWl ] + [ cwon(a(5))ds

Usando o lema de Gronwall-Bellman concluimos que:

a 1 v
99) a2 (0) < [T+ loll o ol Bl + s <7 Ve € [0,7], e,

(95) ea{z"(1)) < K, WLel0,T].

Agora, para todo u € D(y,) temos que:

ulf) 1 .
euluy == [ () 4 Il 2 ~ @Vl + Sl 2 K, com K inde-

pendente de u e de n. Logo:

(96) K<p.(a"(1)) <K vVt € {0,T], ou ainda,
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(¢ f} —
(97) K<- ] (E)dE + = nz“(t)n2 <T, vie,T].
Em particular,
(98) 2"l < K,Vte [0, T (I; independente de n € IV},

pois do contrario existira sequéncia {t;};en C [0,7] tal que ||2"(¢;)]| = oo quando

j = o0, donde pu(7(1)) > ~ OV L) 4 Ll (1| = oo quando 7 = oo,
contradizendo (96).
Agora, de (90), (91) e (98) tiramos que:

2

(I‘ ¢ 1 .
(1) [ 1276 Pds + (")) < S5 1ol + 5 WlEaioan + 5 TR+ G,
ou seja, chamando o segundo membro acima de ¢;(¢) obtemos
1
(1) [ 27(s)/ds < exle) = pul (1)) < exle) — I = co(e), VL € [0,7)

eVn > 1.

Portanto:

T
(1- E)] |2(s))%ds < ¢g(e) ., ¥n € IN ; ou seja
a

(99) & Loy < (1 =€) esle), Vn € IV.

Portanto, {z"},», é imitada em L%(0, T : H).
Agora, é possivel provar que {z"},5; é limitada em L?(0,T : V} com as mes-
mas contas do paragrafo 2.1. Ou, alternativamente, use o teorema 2.19 juntamente

com a observagao de que a constante M daquele teorema independe da funcio p.
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Ora, mas tendo {z™},,>; limitada em L*(0,T : V) e {#™},,>; limitada em
L*(0,T : H), podemos usar o lema de Aubin-Lions como j4 feito antes e concluir

que:
(100)z™ — z forte em L*(0,T : H3*), tomando subsequéncia se necessario.

Agora, de:

{ )+ An () + GO = M) { 2™ (1) + Amz™(t) + G2™(2) = h(t)
z™0) =z 2™{0) = 2

obtemos, apds subtrair e tomar o produto com z*(t) - z™(?), a seguinte igualdade:

1d, a2 n mAn
Sl (1) = R 4l - (O =

= [pu(2"(t,0)) — pu (2™ (L)) [2"(1,0) — 27(2, £)] +
—(G2"{t) — G2™(1), 2"{(t) — 2™ (1)).

Assim, usando a desigualdade de Young com £ > 0, o fato que {p.} é uni-
formemente limitada por €, e o {fato de G : V — H ser lipschitziana concluimos
que:

(101) a‘_%w"(t) = 2O + (2 - K2e)[le™ (1) = 2" @I < 4€.[z"(2,8) = 2"(t, HlR +
+%.1zm(t) — 2"(1)]*. Apbds integracio de 0 a ¢ € [0,T] obtemos
(1) = O + 2 - %) [ [127() - " ()lPds <
< 4@. -/Ur |zm(3’£) — zﬂ'(S,f)IRdS + -/{: %_[gm(s) - ZR(S)le-S

- 1
< 4QVT||2" - 2| 2o pepgerny + /D E.|zm(s) — 2"(s)|%ds, ou seja:

(102) 1) - P+ 2= K [ [12706) - (9l <

- ']
(F-Hzm — 3“1IL2[0,T:H3-"‘) + _[0 g‘.]z’m-(s) — zn(s)lzds, Vi E [O,T].
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A partir daqui tomamos ¢ > 0 suficientemente pequeno e agimos como em

sifuagoes anteriores para obter que:

Tfe

(103) ”Zm - an%‘{[u,T]:H) 5 @[Izm — Zn||L2(0,T:H3[4}.€ , € também

(104) 1™ = 2" 20wy < (2 — K2) 7. Q||2™ — 2" ||r2o.maromy +

+(2 = K2%) 7 Te 2™ — 2 omyay

Ou seja, {z"},>1 é de Cauchy em C{[0,T] : H) e em L*(0,T : V), donde
2" — z forte nesses dois espacos.

Agora, de 2" — z forte em L*(0,T : V) e G lipschitziana entdo
(105) Gz" — Gz forte em L*(0,T: H).

Para concluir o teorema no caso zp € V precisamos do:
Lema 2.22: {I 4+ AA,) " Hu) > (I +AA) Yu) em H, VA>0eVu € H.

Demonstragao do Lema: Sejam A > 0 e u € H fixados. Denotemos v, :=
(I+ 24, (v) ev:= (I + AA) " (u). Queremos mostrar que v, — v em H quando

n — oo. Ora, da definicao de v, e v temos que:

(106) v — Avh =u, v(0) =0, {(v.(£),v(£)) €T, = gral (pn), €

(107) v— 2" =u, v(0)=0, (v({), (£ eT.

Portanto (v, — v) — Alve —0)" =0, {v, —v)(0)=0.

Tomando o produto interno (em H) com v, — v ficamos com:
o = of? = e (€) = VE)]fon(6) ~ o(O)) + Ao, — ol =0, ou ainda,

(108) [va = of* + Mjvn — vf* = Aoy, (£) ~ v ()] [vall) — v(£)]
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Assim, se provarmos que o lado direito de (108) tende a zero quando n — oo

obteremos que v, — v em H (e até mesmo em V). E isto é verdade, conforme

podemos ver no que segue:
De v, — Avl = u, v,(0) =0 e (v,(f),v,,(£)) €T, entao

U“(g) _ ' T _ ¢ f—s 0 _ 0 1
[v;(f) ] = Po+v;{0).d , onde Fq —/(; glt=aM [ —u(s)/A ] ds, M = [ 1/2 0] e

J:efM.[?}:{j;}, com

o0 k43 o0 EQJ:

=Y ————>0ed=Y —au>0.
=2 AF (2K + 1)) ? ?;; Ak (2K)!

k=0

T

Lembre que v},(0) é escolbido (de modo unico) tal que [ zr%g ] pertenca a I'y.

De modo analogo temos que:

l z'((gp)) ] = Py+v'(0).d, sendo Py e d como acima, e v'{0) determinado (também
v(£)

de modo 1nico) tal que l o(0) 1 pertenca a I'. Veja ilustracao abaixo:

$ \“:{'Po-i-/.n;t,re{ﬂ}

(0
[vu) e B )

w0 ]

Fi i ) ’ tk
Assim, como I, — T’ quando n — oo, entao [ vl (€) v'(£)

n — oo, donde segue que [v! (£} —v'(£)).[r,(£)—v(£)] — 0 quando n — o0, concluindo

] quando

a demonstragao do lema (2.22).
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Resumindo, temos estabelecido que:

2M(t) + AnZ"(t) = R(}) — G2"{1) , 2"(0) =z , e também:
¢ h—Gz"—=h—Gz em L*0,T:H) [em particular, em L'(0,7 : H));
o (I+2A.)7(u)—» (I+AA)u) em H quando n — 0o,¥A>0 e Yue H.

Logo, do teorema 1.15 segue que z" — w em C([0,7] : H), onde w € C([0,T7] :
H) é a tdnica solugio fraca do problema w(t) + Aw(t) = k{t) - Gz(t),w(0} = 2.
Agora, sendo A = Jp e h— Gz € L*(0,T : H) entdo, pelo teorema 1.9, w ¢ solugao
forte. Agora, da unicidade do limite em C([0,T]: H) tiramos que w = z, donde z é
solucao forte de z(t) + Az(t) + Gz(t) = h(?),2(0) = 25, 0 que conlcui o teorema no
caso zp € V.

O caso em que zy € H segue agora facil. Tomamos sequéncia {zon}u>1 C V
tal que zg, — 2z em H.

Pelo que provamos acima, existe solugao forte z, € C([0,7]: HYNL*(0,T: V)

para o problema:
2Mt) + A" () + G2"(1) = h(1), 2"(0) = zpn.

Com argumentos anédlogos conseguimos provar que existe z € C{{0,T] : H) N
L*(0,T : V) tal que z™ — z forte nesses dois espagos.
Agora, de z* — z em L%(0,7T : V) entdo Gz* — Gz em L*(0,T : H), e em
particular em L'(0,T : H). Portanto:
2*(t) + A2 (t) = h(t) — G=™(t)
2"(0) = zon
e além disso zg, = zoem H , e h—G2z" — h— Gz em LY0,T : H). Logo, usando
o teorema 1.9 novamente concluimos que z é solugio forte de 2{{)+ Az(¢) + Gz(t) =
Rh(t), 2(0) = zo, como queriamos.

A unicidade segue facil. =

Gracas ao teorema 2.21 fica bem definida a aplicagao
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Sr:Hx L*0,T:H)y— C([0,T): HYNL*0,T:V) , que acada par (zg, 2)
associa a Unica solugdo forte z do problema (1) 4+ Arz{t) + Gz(¢) = h(t), 2(0) = .
De modo andlogo ao que provamos no teorema 2.19 para S,, onde vy = graf

(p), temos a seguinte propriedade para Sr:

Teorema 2.23: Se G : V — H é lipschtziana entio existe constante M € IR tal

que:

(109)  11Sr(z0, k) = Sr(Za, )l |G o.anmn < M. []Zo — Zo* + ||k~ B”iﬁ(n,?;g)]a €

(110)  |ISr(z0, k) — Sr(Zo, E)Hi?{omm <M. [lzo — Zol* + ||k — ||} (o,T:H)]»

para todos (zg, k) e (%, k) em H x L*0,T : H).
Em particular, a solugao de (Pr) depende continuamente da condigao inicial e

do termo forcante.

Dem.: Segue os mesmos passos do teorema 2.19. u

1+{(1+ 5‘1)T.e(1+5_1}T
2—-K2¢ ’

Obs.: A constante M acima pode ser tomada como M =

onde 0 < ¢ < 2K~% ¢ K é a constante de lipschilz de G.

3 Solugoes periddicas forgadas.

Dado & € L*(0,T; H) colocamos a seguinte pergunta:

Existe zo € H tal que a inica solugiio z = Sp(zg, h) satisfaz z(T,+) = 2p?

Inicialmente responderemos esta questdo para o problema (F,), onde v =
graf(p), com p: IR — IR limitada, ndo-crescente e lipschitziana.

Para isto introduzimos a aplicacao (de Poincaré)

(111) Fq:H— H, Fi(z):=2(T,-), onde z=5,(2,7).
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Queremos entao saber se 7 tem ponto fixo, e o teorema de Schaeffer abaixo
serd de grande utilidade:

Teorema (Schaeffer):

Sejam E Banach com norma ||.{| e F : E — E compacta (ié, leva limita-
dos em relativamente compactos). Suponhamos ainda que existe B > 0 tal que
{ve E|lu=AF(u),A€[0,1]} C Bg(0;R), onde Bg(0; R) ={ve E : ||v|| < R}.
Entio F tem ponto fixo ug € Bg(0; R).

Demonstracao. E consequéncia do teorema de Schauder, e estd feita em textos

classicos (veja [6], por exemplo). n
Comecamos provando o:
Lema 2.24: F]: H — H é compacta.

Demonstragao: Seja B C H limitado. Provaremos que F7(B) é limitado em V,
donde seguira o resultado, pois a inclusao V «— H ¢ compacta.

Sem perda de generalidade podemos supor B = {v € H : |v| < Rg}.

Seja. zg € B, e provemos que existe constante /K = K(B) € R tal que
177 (z0)|l £ K.

Para isso tomemos {Zon}ns1 C V tal que 2o, — 20 em H.

Novamente sem perder generalidade suporemos zp, € {v € H : |v] < Rp+1},
¥n > 1.

Por simplicidade escreveremos z,, = S.{zgs, f), ou seja:

(112) Zn(t) + Ay(2:(2)) + G(2:(2)) = A(2), z2a(0,+) = 20

Tomando o produto interno (de H) com z,{t) obtemos:
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(113) [2n(O1 + (Arzalt), 2a(8)) + (Gza(t), £a(1)) = (h(2), 2u(D)).

Obs.: A equagio acima faz sentido, pois como zp, € V entdo z, € L%(0,T :
H). Mais ainda, como A, = 8¢, para um certo funcional ¢, : H — R U {+0c0}
convexo, préprio e sci, e como z, € V = D(p,) entdo a fungio t v ¢, (2.(1,+)) é
absolutamente continua em [0, 7], donde é derivivel quase sempre em |0, T[. Além

disso, vale a igualdade

(114) onla(ts)) = (Ayzalt, )y 2t ), 2 0,71

Logo, mulliplicando (113) por ¢ € [0, T e usando (114) obternos:

(115) O+ pn(anlt)) = HhLE), 2a(8) = €6 00),20(0)

Integrando de 0 a T ficamos com:

(116) | ) dt + / ' t%go,r(zﬂ(t))dt _ () +(ID),  onde

(I) = /:t(h(t),;}n(t))dt e (I)=— /DTi(Gzn(t),éﬂ(t))dt.

Agora, integrando por partes obtemos que

T T
[ ezt = Tos(aa(T)) ~ [ erlealt)dt,
de onde segue que (116} fica
(117) /DT 20 (1)[2dt + T (2a(T)) = (I) + (1) + (IIT),  onde

i = [ ot

0 ’ .
Tomando € > 0 é facil ver que:

T, e [T .
(1) € g lhlBroran + 5 [, tE(OFde,
e usando a condigao (H1.a) de crescimento em G-
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e T
(U1 < elizallorny + 5 [ (Pt +aa,

onde ¢; e ¢; sao constantes positivas dependendo de ¢,T, e das constantes e, b da
condigao (H1.a).

Também:

ainy= [ - [ sds + et | a,

za{t,{)

mas como —f p(s)ds < \/EHPHLOD[R)-”%U)“ entao

0

T ‘\/_ 1 )

(111} S]ﬂ Ellptlzscry-llza(lldt + SlizallL20 7
Agora, usando a desigualdade de Young temos
T \/‘ 1 2 1 2

/0 Hplleecry-llza(®lldt < 5 TeolEeoimy + 5 l12nl L2075

de onde segue finalmente que:
1

(11} < §Tf|!ﬂ||iw(n) + lzalF207vy-

Logo, de (117} e das majoracdes conseguidas para (I), (II} e (I11) ficamos com:

T T T
{1- 5)]{) 2a(t)Pdt + Toy(2a(T)) < '2_€||h||%,?(0,7':H) + ?HP”%W(R) +

+ C3Hzﬂ“i?(0,T:V] + 2.

Tomando 0 < ¢ < 1, e escrevendo L*(X) para designar L*(0,T : X), obtemos

da inequacao anterior que:

i ¢ 3 €3 2 ¢z
ov(za(T)) < E”hlliﬁ[H] + §||P||L°°(R) + ?”ZnHLZ[V) + T

ou seja,
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zn(T.f)
(118) —]|zﬂ(T)i|2 < 5 Hh”L?{H “||P|le(R) + calianllf2 vy + 65 +/ p(s)ds.

Agora, como

(7). £
[ pts)as < Valollniry 1z (T < ol + Sl
entdo (118) fica:

(1-¢)

2 1+¢
=D < ol +

||p! 2 ooy + €allzallzagry + €5

ou ainda,

llza (T < col}hllLemy + erllzalllay + ca,

onde c¢g, 07 € g s4o constantes positivas que dependem dos parametros

e, h, ¢, p,T,a,b. Em notacido mais conveniente ficamos com:

(119) l2al T < col|hl1Z2 2y + cll.S,(2an, B)E2(v) + €8

Agora, como |zp,| € Rp + 1,¥n > 1, entdo o conjunto {{zg,, h);n € N} é
limitado em H x L%(0,T : H). Mas lembrando que S, leva limitados de # x L*(0,T :
H) em limitados de L?(0,T : V), entio existe constante K = K(Rgp) > 0 tal que
|15+ {z0n, R)|IL2gvy € K, ¥n > 1.

De (119) segue entdo que

(120) Iz T < collblfiz oy + o K(B) + ¢s =: Kp

Em particular, existe § € V tal que z,(T) — 8 fraco em V, tomando sub-
sequéncia se necessario. Por um argumento ja utilizado anteriormente podemos
provar que § = z(T), donde z,(T) — z(T) fraco em V. Assim, como a norma é

fracamente semi-continua inferiormente obtemos que:
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(121) ()1 < Yminf [[2a(T) P

~ Também, como (zpn,h) — (20, k) em H x L*0,T : H) entdo S,(z0n, k) —
Sy{zo, k) forte em L%(0,T : V) (gragas ao teorema 2.19}, de onde segue de (119)

que:

(122) lil,}"jo‘jp lzn(THI® < eollhl\Zzar + e711S5 (2o, h)“i?(V) + Cg

De (121) e (122) concluimos que
lz(T)]]? < CﬁHhuiz[H} + ¢r||55( 20, h)“i?(v] +es < H{%_;_ ou seja,
FH{20)|1? < K%, qualquer que seja z, € B.

Isso mostra que F7.(B) é limitado em V| como queriamos. n
Procedendo da mesma maneira obtemos o:

Lema 2.25: Seja G : V — H lipschitziana. Entio a aplicagio de Poincaré Fr
associada ao problema (FPr) é compacta.

Demonstracao: Andloga a feita no lema 2.24. .

Faremos agora a seguinte hipétese na aplicacao G:

(H5) Existem constantes 0 < a < 1 e § 2 0 fais que
(Gv,v) Z —afjv]|? — B, Vo € V.

Com isto podemos provar o:
Lema 2.26: Seja G : V — H lipschitziana satisfazendo (H5). Entdo a aplicacio
de Poincaré F7 satisfaz a condigio do teorema de Schaeffer, isto é, existe R > 0 tal

que {zo0 € H|zo = AFF(20), A € [0,1]} estd contido na bola By{0,R) = {v € H :
vl < R}.
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Demonstragao:

Temos que zo = AF3(20) < zo = Az(T), onde z = S, (20, k).
Em particular z, € V, pois jd provamos que z(t) € D(Ay) para { > 0, isto €,
o semigrupo gerado por A, + G regulariza os dados inicials.

Agora, z = 5.(z, h) significa que:

(1) + Ay (=(0)) + G(=() = A1), 2(0) = zo.

Portanto,

%&fif 2O 4 |27 = pl2(t,€))2(2,0) + (h(1), 2(2)) — (G2(2), 2(1)).

Logo, usando a hipétese (H5) concluimos que:

5 7 12O + (1= a)[lz(W)IP < pl2(t,6))2(2,0) + (h(2), 2(1)) + B-

Agora, para € > 0 temos que:

2
(h(t),2(2)) < 51_:|h(f.)|2 + €—46—||z(i)||2} de onde segue que

1d

5071'.12(1’)]2 + {] —a - i_g} NP < al=(, 0)2(t, 8) + %'h(tw-&- 5.

Também é facil ver que:
4

{ :
p(z{t,0))z(1,€) < -22||p||im(m + %Hz(t}“z, de onde concluimos que

1d 5 e ¢ PR 1 5
S0P + 1~ 8 £ 01 < Ll + 5o+ 8.

1 7 " .
Chamemos K; = =. |1 —a — tE_ E] , 0 qual é positivo se & > 0 for suficien-

2 4 2

temente pequeno (gragas ao fato o < 1). Entao:

(123) %Mﬂlz + Ka[l2(D]]* < 28 + L7 lpliTomy + e TR

69



Agora, como jul® < (£2/2).||u||? para todo v € V entdo (2K,/0%).|u]? <
K|lu]|?, donde sai de (123) que:

i
dt

2K,

|2(t)]* + -€Z—|z(t)|2 <28+ L7 Mlp|lfoogmy + TR

Denotando K; = 2K, /{? obtemos que:

-, d - .
RO + Ko o) < €57 [26 4 £l + 27 B,

ou seja,

d

a{eKﬁ.lz(i)[z} < e""?’f.[w +Le7 ol iy + e“1|h(f)|2]a

e integrando de 0 a T obtemos
" T AT - |zl < 6K”T-[25T + Tl ||pll oo my + €_lllhi|§ﬁ(m]-

Agora, lembrando que zp = Az(T'), e que podemos supor 0 < A < 1 sem perder

generalidade, ficamos com:
(AT — 1) |zf* < 547 [wT + Tl iplfoogmy + €7 ilhlliz[m],
e como A < 1 obtemos ainda:
(97 = 1) Jzoft < &Ko7, [26T + Tt ol + &7 1hl Faga .
ou seja,
2 et =1 2 -1 2 . P2
20" < T 1 28T + Tle™ lpllee + 7 liAllzegm)| = RS,

concluindo o lema 2.26. a2
Do teorema de Schaeffer e dos lemas 2.24 e 2.26 podemos enunciar o:

Teorema 2.27: Sejam:

70



(1) p: R — IR decrescente, limitada e lipschitziana, ¥ = graf(p);

(i) h € L}0,T : H);

(1) G : V — H lipschitziana satisfazendo (H5).

Entdo existe zp € H tal que a tnica solugdo forte z de (P,) com condigao

inicial zq satisfaz z(T,+) = 2.
Agora, da mesma forma que demonstramos o lema 2.26 podemos mostrar o:

Lema 2.28: Seja G : V — H lipschitziana satisfazendo a hipétese (H5). Entao
a aplicacio de Poincaré Fr. associada ao problema (Fr) satisfaz a condicdo: existe
R > 0tal que o conjunto {zg € H|zy = AFx(z), A € [0, 1]} fica contido em By(0; R).

Logo, dos lemas 2.25, 2.28, e teorema de Schaeffer concluimos o:

Teorema 2.29: Sejam:
(Y h e L*(0,7: H);
(i) G : V — H lipschitziana satisfazendo (H5).
Entdo existe zp € H (na verdade, zy € V) tal que a dnica solugio forte z de

(Fr) com condigio inidial zy satisfaz 2(7T,-) = z,.

Antes de terminarmos a dissertagio vale lembrar que a regularidade das
solugoes do problema estudado no capitulo 1 ficou dependendo da regularidade das
solugdes de (1) + A(z(2)) + G(2(t)) = h() no caso em que G : Hyo — L%0,8) é
dada por G(z) = z(£)¢(+) para um certo £ € L*°(0,£). Ora, mas isto segue do que
hzemos no capitulo II, pois para tal G temos que:

|G(u) = G(o)| = |(u(6) — w())e(-) = |E]-1u(€) = v(O)|r < |EIVEIu — o],

quaisquer que sejam u,v € V, ou seja, G : V — H é lipschitziana.

Vale a pena também colocar exemplos de aplicagoes G que satisfazem a pro-

priedade (H5):
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Exemplo 1: G: H,, — L[*(0,{), G(v)="'"

Neste caso temos:

(G, v) = f: 2)v(z)dz f )Y2do = —UQ(E) >0,

ou seja, G satisfaz (H5) com qualquer 0 < a < 1 e qualquer 8 > 0.

Exemplo 2: G : Hyp — L*(0,£), G(v) = v(£)¢(+), com € > 0 (ou seja, é o caso
que originou o capitulo II).

Aquil temos, para todo v € V, que:
¢
= v(f
(Gv,0) = v(6) /0 E(@)o(a)ds,
e considerando ¥{x / £{3)ds (donde ¢’ = £) entio

i
(Gu,v) = U(f)f Y'(x)v(z)dr,

a

e infegrando por partes obtemos ainda que

£
(G, v) = $L1*(E) — v(8) /ﬂ P (2)de.

Mas sendo v € V entao o' € H = L*(0,{), ou seja, v’ é integravel. Além disso
como ' = £ > 0 entdo v é monotona. Logo, usando a segunda férmula da média

(veja [14], pagina 99) sabemos que existe ¢ € [0,4] tal que

f P2} (@)dz = p(b) f;v'(:ﬂ)dz 1+ (0) fo " of(2)dz

e como P{0) = 0 entao

-/Df T’b(m)v’(g')dﬂ" = 'l’[}(f)v[f) _ w({/)v(CL

de onde segue que

(Gu, v} = Pp{HHv(L)v{c)
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e como [v(s)|r < VE||v]] Y0 < s <£entio [vf)u(c)|r < {||v]]?, ou seja
(Gu,v) = —£p(£)|1v]|*.

Assim, se {1(£) < 1 temos (H5) satisfeita com o = &(€) e 8= 0.

¢ ¢
Obs.: £1(£) < 1 é equivalente a / £(s)ds < £71, ou seja, j £(s)ds tem que
o 0

ser um niimero “pequeno”. Se notarmos na secgao da regularidade no capitulo I
veremos que a funcao auxiliar £ pode ser fomada satisfazendo esta condig¢do, sem

perda de generalidade.

—— X

Observe que, apesar de restringirmos mais a classe de aplicagdes (' impondo
{H5) na busca de solugdes pericdicas, ainda pedimos muito menos do que a condigao
(Gv,v) > —c para todo v € V, feita em [4] e [5].

73



Bibliografia

[1] Brézis, H. Opérateurs maximaux monotones et semi-groupes de contractions
dans les espaces de Hilbert. North-Holland, Amsterdam (1973).

[2] Dautray R. & Lions J.L., Mathematical analysis and numerical methods for
science and technology, volume 5. Springer-Verlag (1973).

[3] Lions J.L., Quelques méthodes de résolution des problemes aux limites non
linéaires. Dunod, Gauthier-Villars, Paris (1969).

[4] Hirano N., Nonlinear evolution equations with nonmonotonic perturbations;
Nonlinear Analysis-Theory, Methods and Applications, Vol. 13, N? 6, pp.
599-609 (1989).

[5] Ahmed N.U. & Xiang X., Existence of solutions for a class of nonlinear

evolution equations with nonmonotone perturbations. Nonlinear Analysis,

T.M.A., vol. 22, pp. 81-89 (1994).

[6] Berestycki H., Méthodes topologiques et problemes aux limites non linéaires.
Universidade de Paris V1, 1975.

[7] Pavlick N., Schwingunsmodelle fuer die gestage bewegung in forderden erdol
sandin und ihre Anwendung auf die analyse von dyn diagrammen; Clausthal,
Universidade Técnica de Clausthal, 1981.

[8] Pavlik N. & Schafer M., Ein neues verfahren zur berechnung von kolbendy-
namogrammen bei gestingetiefpumpen, Erdocl-Erdgas-Zeitschrift 99, 163-166
(1983).

[9] Barreto M.A.F., Geracao de carta dinamométrica de fundo para diagnostico
do bombeio mecinico em pocos de petréleo; Faculdade de Engenharia
Mecanica - Depto. de Engenharia de Petrdleo - Unicamp (1973).



[10] Massat P., Limiting behavior for strongly damped nonlinear wave equations;
Journal of Differential Equations, 48, 334-349, (1983).

[11] Webb G.F., Existence and asymptotic behavior for a strongly damped non-
linear wave equation; Can. J. Math., Vol. XXXII, N2 3, pp. 631-643, (1980).

[12] Fitzgibbon W.E., Strongly damped quasilinear evolution equations; Journal
of Mathematical Analysis and Applications, 79, 536-550, (1981).

[13] Hale J.K., Asymplotic behavior of dissipative systems, Math. Surveys and
Monographs, Vol. 25, American Mathematical Society, Providence, Rhode
Island (1988).

[14] Fernandez P.J., Medida e Integracio. Rio de Janeiro, IMPA, CNPq, 1976.

[15] Neves, Aloisio F. and Boldrini, J.L., Periodic motions of sucker rod pumping
systems; Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications, Vol. 22, N® 7,
pp 797-808, 1994.



