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RESUMO

No presente trabalho estudamos métodos numéricos que resolvem um pro-
blema de programacao nao linear com restri¢oes lineares de desigualdade e
de igualdade, os quais ndo fazem uso explicito do gradiente da funcao obje-
tivo nem tampouco de aproximacoes ao mesmo. Um método de decréscimo
suficiente e um método de decréscimo simples sao estudados. O primeiro,
procura melhores valores para a fungao objetivo ao longo de um conjunto de
direcoes, as quais geram positivamente o cone poliedral convexo no ponto at-
ual. O segundo método procura melhorar o valor da fungdo objetivo ao longo
de um conjunto de direcoes, as quais, dependendo do ponto atual, ou geram
positivamente todo o espago R", ou geram positivamente o cone poliedral
convexo em tal ponto. Algoritmos dos métodos, comentérios das implemen-
tagoes feitas e testes numéricos de tais implementagoes com problemas da
colegdo Hock-Schittkowski sdo feitos ao final do trabalho.
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ABSTRACT

In the present work we study numerical methods that solve a problem of non-
linear programming with linear inequality and equality constraints, which
do not make explicit use either neither of the gradient of the objective func-
tion nor approaches to the same one. A method of sufficient decrease and
a method of simple decrease are studied. The first one, looks for better
values for the objective function throughout a set of directions, which posi-
tively generate the convex polyhedral cone in the current point. The second
method looks for to improve the value of the objective function throughout
a set of directions, which, depending on the current point, either generates
positively the whole spaces, or positively generates the convex polyhedral
cone in this point. Algorithms of the methods, commentaries of the imple-
mentations done and numerical tests of such implementations with problems
of the Hock-Schittkowski collection are made at the end of the work.
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INTRODUCAO

O objetivo da presente dissertacao é estudar a solucao de um problema de
otimizacao nao linear com restricoes lineares, o qual pode ser formulado da
seguinte forma:

minimizar  f(x)
sujeita a gi(x
he(x)

onde I = {1,....m} C N, E={m+1,....m+p} CNe f: R - R
(n > 1) é uma funcao continuamente diferencidvel em R". Além disso, as-
sumimos que as fungoes g; : R — R e hy : R — R sdo lineares para todo
ie€letodoleF.

~—

<0, Viel (1)
=0, VleFl,

Problemas da forma (1) aparecem em diferentes dreas, como ciéncias,
engenharias e no mundo dos negdcios. Em ciéncias fisicas, muitos principios
6timos tém sido enunciados descrevendo fendémenos naturais nos campos de
Otica e mecénica classica. O campo da estatistica trata diferentes objetivos
tais como mdzima probabilidade, minima perda. Enquanto no campo dos
negocios, fala-se por exemplo de mdximo beneficio, minimo custo, mdzrimo
uso de recursos, minimo esfor¢o, mdzima eficiéncia. Até aqui poderiamos
falar que os objetivos mencionados sdo propostos pelo homem em sua ne-
cessidade por obter algum beneficio. Além disso, a natureza por si mesma
também otimiza. Os sistemas fisicos, por exemplo, tendem a um estado de
minima energia, as moléculas em um sistema quimico isolado reagem umas
com outras até que a energia potencial total de seus elétrons seja minimizada



e os raios de luz seguem trajetérias que minimizam o tempo decorrido [10].

Em qualquer campo no qual estejamos imersos onde apresenta-se uma
tomada de decisdes, devemos primeiro identificar algum "objetivo", tal como
os apresentados acima. Tal objetivo pode ser beneficio, tempo, energia poten-
cial, ou qualquer quantidade ou combinagdao de quantidades que possam ser
representadas por um Unico ntimero. Tais objetivos podem, ou nao, depen-
der de diferentes caracteristicas do sistema, as quais sdo chamadas varidveis,
e estas, a0 mesmo tempo, podem ou nao ter que cumprir um conjunto de
condigOes gerais as quais chamamos restri¢oes. No caso em que as varidveis
tenham que cumprir pelo menos uma restri¢ao, falamos de um problema res-
trito; caso contrario, falamos de um problema irrestrito. Na simbologia do
problema (1) modelamos um problema restrito, no qual identificamos um
objetivo, simbolizado por f(x), um conjunto de caracteristicas que identifi-
cam o sistema, simbolizado por z e um conjunto de restrigoes que devem
ser satisfeitas pelas caracteristicas do sistema, as quais simbolizamos com
gi(x) <0,comielehyx)=0,comlekE.

Solucionar um problema de otimizagdo como o apresentado em (1), con-
siste em encontrar um conjunto de caracteristicas x, que satisfaz o conjunto
de condigoes: g;i(xz) <0, com i € I e hy(x) =0, com ¢ € E, que forneca o
melhor valor da funcao objetivo.

Em geral, ndo existe um conjunto de regras que permitam modelar facil-
mente um problema na forma (1), uma vez que identificar o objetivo pro-
posto, as caracteristicas do problema e as condi¢des que tais caracteristicas
devem satisfazer, pode nao ser uma tarefa facil. Entretanto, uma vez mode-
lado o problema na forma (1), existem diferentes métodos numeéricos e nao
numéricos, muito eficientes, que permitem obter sua solucao 6tima.

A solucao de um problema como o apresentado em (1) ja foi tratada ha
varios séculos, tendo como ferramenta principal as primeiras derivadas da
funcdo f. Lembremos que quando a funcao f é duas vezes continuamente
diferenciavel no ponto x*, o gradiente da funcdo f em x*, conjuntamente
com os gradientes das restricoes no mesmo ponto constituem ferramentas
principais para determinar quando o ponto x* é candidato a ser solu¢do do
problema (1), o que equivale a dizer, quando * ¢ um ponto K.K.T. do pro-
blema (1). Esta ferramenta esté relacionada com dois resultados conhecidos
como: condi¢Ges necessarias de primeira ordem ([7], pp. 328, [1], pp. 316) e
condigbes necessarias de segunda ordem ([7], pp. 343, [1], pp. 316), os quais



determinam quais sao os pontos K.K.T. do problema (1). No entanto, o fato
de que o ponto z* seja um ponto K.K.T. do problema (1) ndo garante que
seja solucao do problema (1). Logo, um novo problema se apresenta, o qual
consiste em determinar se um ponto K.K.T. * do problema (1) ¢é solucdo do
mesmo. A resposta a esta pergunta se tem a partir do resultado conhecido
com o nome de condigoes suficientes de segunda ordem ([7], pp. 345, [1],
pp. 320), com o qual, a partir da matriz Hessiana da fun¢ao Lagrangiana, é
possivel determinar se um ponto K.K.T. z* resolve o problema (1).

O primeiro objetivo desta dissertacdo é estudar alguns métodos numeé-
ricos existentes para resolver o problema (1), supondo que o gradiente da
funcao f nao pode ser usado, seja porque nao esteja disponivel, ou sim-
plesmente porque é de dificil calculo. Nao obstante, assumiremos que este
gradiente existe, por razoes tedricas.

A motivacgdo para estudar métodos numéricos que solucionem o problema,
(1) sob as circunstancias aqui mencionadas, esta na alta demanda existente
por tais ferramentas. Em casos tipicos, f(x) é muito cara para ser calcu-
lada e seu gradiente nao é avaliavel ou, f(x) é o resultado de alguma medida
fisica, quimica ou econdmica, ou mais corriqueiramente, porque & o resultado
de algum processo de simulagao possivelmente muito extenso.

A comunidade matematica, h4 mais de 40 anos, tenta encontrar métodos
numeéricos que permitam resolver esses tipos de problemas, ou seja, resolver
problemas como o apresentado em (1) quando nao temos disponivel o gra-
diente da funcdo f. Hoje em dia, existem muitos métodos que tentam dar
uma solugao para estes problemas. Autores como: Stefano Lucidi |5], Marco
Sciandrone |5, Paul Tseng |5], Robert Michael Lewis [4], Virginia Torczon
[4], Jerrold H. May |6], Michael J. D. Powell [8], entre outros, sao conheci-
dos na comunidade da Matemaética aplicada e da Otimizagdo, por tentarem
desenvolver métodos numéricos eficientes que permitam resolver tais proble-
mas.

No ano 2000, aparece publicado um método proposto por Robert Michael
Lewis! e Virginia Torczon? [4] para resolver o problema (1), que nio faz uso
das derivadas da funcao f. O método desenvolvido escolhe um conjunto

'R. M. Lewis: Department of Mathematics College of William & Mary P.O. Box 8795
Williamsburg, VA 23187-8795. Office, Jones Hall 124. E-mail, buckaroo@math.wm.edu

2V. Torczon: College of William & Mary Department of Computer Science P.O. Box
8795 Williamsburg, VA 23187-8795. E-mail, vaQcs.wm.edu



padrao de direcoes de busca em uma vizinhanga do ponto atual, ao longo
das quais pode encontrar pontos factiveis que melhorem o valor de f. O
método exige decréscimo simples do valor da funcao f. O segundo objetivo
do presente trabalho, consiste em implementar em Matlab o algoritmo pro-
posto por Lewis e Torczon e realizar testes numéricos com alguns problemas
apresentados em [2] e [9]. No capitulo 2 descrevemos, em forma geral, o
método proposto em [4] e no capitulo 4 apresentamos alguns detalhes ao
interior da implementagdo do algoritmo. Os resultados obtidos com tal im-
plementagao sao apresentados no capitulo 5.

No ano 2002, Marco Sciandrone?, Stefano Lucidi* e Paul Tseng® publi-
caram um artigo intitulado Objetive-Derivative-Free methods for constrained
optimization [5], no qual apresentam dois métodos para resolver o problema
(1) com E = () e para um conjunto de restri¢oes de desigualdades gerais, os
quais nao fazem uso do gradiente da funcao f. Diferentemente do método
proposto por Robert Michael Lewis e Virginia Torczon [4], os métodos pro-
postos por Stefano Lucidi, Marco Sciandrone e Paul Tseng exigem decréscimo
suficiente da funcdo f. Ao final os autores mostram uma série de testes reali-
zados com a implementagdo do método 2, para problemas com restricdes li-
neares. Nosso terceiro objetivo no presente trabalho, consiste em adequar o
meétodo 1 proposto por Stefano Lucidi, Marco Sciandrone e Paul Tseng para
resolver o problema (1), quando o conjunto E # (). Para tanto, mostramos
como alguns resultados de [5] podem ser adaptados para este caso. Além
disso, implementamos em Matlab o algoritmo do método 1, adaptando-o
para o caso quando FE # () e realizamos testes numéricos com alguns pro-
blemas de [2] e [9]. No capitulo 3 descrevemos, em forma geral, o método
para resolver o problema (1) com as adaptagoes feitas e no capitulo 4 apre-
sentamos detalhes gerais ao interior da implementacao do algoritmo. Os
resultados obtidos com a implementacao sao apresentados no capitulo 5.
Além disso, no capitulo 5 comparamos os resultados obtidos com os métodos
correspondentes.

3M. Sciandrone: Istituto di Analisi dei Sistemi ed Informatica "Antonio Ruberti- CNR
Viale Manzoni, 30 00185 Roma - Italy. E-mail, sciandro@iasi.rm.cnr.it

4S. Lucidi: Dipartimento di Informatica e Sistemistica Universita’ di Roma "La
Sapienza'Via Ariosto n.25, 00185 Roma, Italia. Email, lucidi@dis.uniromal.it

SP. Tseng: Department of Mathematics, Box 354350 University of Washington Seattle,
WA 98195-4350. Email, tseng.@Qmath.washington.edu



SIMBOLOS USADOS

Listamos a seguir uma série de simbolos usados no decorrer do presente
trabalho.

v' Os simbolos N, Z, Q e R representam respectivamente os conjuntos
dos nimeros Naturais, Inteiros, Racionais e Reais.

v' Para representar niimeros reais usamos letras em mintsculas tais como:
Y, z ou letras do alfabeto grego em miniisculas tais como «, (3, 7.

v' Os simbolos x, xy, 2], yj. representam vetores em R".

v' Os simbolos I, J, E, Z, J representam subconjuntos de ntmeros Na-
turais.

v' Os simbolos X, D, Y, K representam subconjuntos de pontos de R",

v' Os simbolos u, v, w e em geral letras em negrito representam vetores
coluna em R".

v' O i-ésimo vetor candnico é representado por e;.

v' As matrizes, as representaremos com letras maitusculas. As letras mais
usadas sdo: A, B, @, R. O simbolo A € R™*" significa que A é uma
matriz de entradas reais, com m linhas e n colunas.

v O simbolo ||.|| simbolizara a norma euclidiana em R".

v' Simbolizamos a bola aberta euclidiana Bs(zg) = {x € R" : || — x| < 0},
onde xg € R e d > 0.



CAPITULO 1

CONCEITOS
FUNDAMENTAIS EM
OTIMIZACAO

Neste capitulo apresentamos alguns elementos conceituais que consideramos
importantes no estudo de qualquer problema de otimizagao e que em conse-
qiiéncia, sdo importantes no desenvolvimento do presente trabalho.

Defini¢dao 1.0.1 (Algoritmo bem definido). Um algoritmo é considerado
bem definido, se a solugao é obtida de forma correta depois de um ndmero
finito de passos.

Definigao 1.0.2 (Métodos Derivative-Free). Um método Derivative-Free é
um método iterativo usado para resolver um problema de otimizacao o qual
nao faz uso do gradiente da fungao f.

Observacao 1.0.1. Dentre todos os métodos Derivative-Free conhecidos
encontramos os métodos de busca direta, os quais, além de nao fazer uso
explicito do gradiente da func¢ao f, ndo fazem uso de aproximagoes do mesmo,
nem tampouco de aproximacoes da funcio f, por exemplo com polinémios
interpolantes. Estes métodos determinam entre um conjunto de valores da
funcdo f em possiveis solucoes, qual é o melhor valor, comparado com um
valor de f considerado ja como melhor, e conseqiientemente determinam a
melhor solugdo do problema. A estratégia consiste em fazer comparacoes



CAPITULO 1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS EM OTIMIZACAO 7

de cada um destes valores com o melhor valor obtido até o momento. FEsta
estratégia nao necessita avaliar a funcao f em todas as solu¢bes possiveis,
desde que no momento no qual encontra-se um valor melhor, a solugao nova
é definida e um novo conjunto de valores é obtido [3].

Defini¢ao 1.0.3 (Conjunto convexo). Um conjunto X C R™ é convexo se,
para cada par de pontos x1,x2 € X e cada namero real o, 0 < a < 1, 0
pouto axr; + (1 —a)zrz € X.

Defini¢ao 1.0.4 (Funcédo de varias variaveis). Uma funcao de vérias varia-
veis (ou funcdo escalar) é uma funcio definida do conjunto D C R™ no o
conjunto dos nimeros reais (R), tal que para cada ponto x € D existe um
unico namero real z tal que z = f(x).

Defini¢ao 1.0.5 (Gradiente de uma func¢ao de varias variaveis). Seja f uma
funcao diferencidvel de varias varidveis e € D. O gradiente de f no ponto
x & um vetor em R" definido da seguinte forma:

of
ox1
Vi)=1 : |
of
OTn
) of : :
onde o simbolo 5 representa a derivada parcial de f no ponto z com
T
respeito & variavel x;, para todoi=1,---  n.

Dada uma funcao de varias varidveis f, associamos a f um problema de
otimizacao restrito da seguinte forma:

minimizar  f(z)

sujeita a reX '’ (1.1)

onde assumimos que X C R™ é um conjunto nao vazio e convexo. X é
chamado conjunto factivel (ou regido factivel).

Solucionar o problema (1.1) consiste em encontrar um ponto z* € X, que
minimize a funcao f. Tal ponto é chamado minimizador de f em X ou sim-
plesmente solucao do problema (1.1). Um minimizador pode ser de quatro
tipos diferentes.

Defini¢ao 1.0.6 (Minimizador local). Seja f: X — R. Um ponto z* € X,
é um minimizador local de f sobre X se existe € > 0 tal que
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Vo e X, tal que ||z — z*|| <e.

Defini¢ao 1.0.7 (Minimizador local estrito). Seja f : X — . Um ponto
x* € X, € um minimizador local estrito de f sobre X se existe € > 0 tal que

fla®) < f(x),
Vr € X com z # x*, tal que ||z — z*|| < e

Defini¢ao 1.0.8 (Minimizador global). Seja f : X — R. Um ponto z* € X,
¢ um minimizador global de f sobre X se

fl@*) < f(x), VzrelX.

Defini¢ao 1.0.9 (Minimizador global estrito). Seja f : X — R. Um ponto
x* € X, & um minimizador global estrito de f sobre X se

f(z*) < f(z), VYxe€ X com x#zx*.

Proposicao 1.0.1 (Condicao de otimalidade). Se z* é um minimo local de
f sobre X, entdo
Vi)' (z—2*)>0 VzeX. (1.2)

Defini¢ao 1.0.10 (Ponto estacionério). Um ponto x* que satisfaz a condigao
de otimalidade (1.2) chama-se ponto estacionario do problema (1.1).

Observagao 1.0.2. Se o conjunto X tem uma forma particular definida por
igualdades e/ou desigualdades, o problema (1.1) pode ser escrito na forma
seguinte:

minimizar  f(x)
sujeita a  gi(z) <0, VieZ={1,...,m}CN (1.3)
hj(x) =0, VjeJ={1,....,p} CN,

onde g; : R — RN e hj : R — R para todo i € 7 e todo j € J. Neste caso
temos que o conjunto factivel X esta definido da forma seguinte:

X={zeR":¢9i(x)<0,ViecTehjlz)=0,Vje T}

Defini¢ao 1.0.11 (Conjunto de indices de restri¢des ativas). Definimos o
conjunto de indices das restri¢oes ativas no ponto z € X da forma seguinte:

A(z)U T,
onde A(z) ={i € I : gi(x) = 0}.
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Definicao 1.0.12 (Ponto regular). Sejam g; e h;, funcdes continuamente
diferenciaveis em R™ para todo ¢ € Z e todo 7 € J. Um ponto z € X
chama-se regular se os gradientes Vg;(z) e Vhj(x), formam um conjunto
linearmente independente para todo i € A(x) e todo j € J.

Teorema 1.0.2 (Condigdes necessérias de primeira ordem para o problema
(1.3)). Seja z* um minimizador local do problema (1.3), onde as fungoes
f, gi e hj sdo continuamente diferencidveis para todo i € I e todo j € J.
Assumamos que x* € um ponto reqular. Entdo existem inicos vetores de
multiplicadores de Lagrange

AT = (AT A,
/J“*: (MT: nU’;;)z

tais que:
m P
1. VoL (z*, X, 1u*) =0, onde L(z, A\, pn) = f(z)+ > Nigi(z)+ > pihi(z).
i=1 j=1

2.0>0,Vi=1,....m.
3.\ =0,Vid Az*).

As condi¢oes 1, 2 e 3 sdo chamadas Condi¢des Karush-Kunh-Tucker, ou
simplesmente Condigdes K.K.T. do problema (1.3) ([1], pp. 316).

Demonstragao. A demonstracao do teorema (1.0.2) pode ser vista em [1],
pp- 316-317.

Teorema 1.0.3 (Condicoes necessarias de segunda ordem para o problema
(1.3)). Sejam f, gi e hj funcées duas vezes continuamente diferencidveis
para todo i € T e todo j € J. Se x*, \* e u* satisfazem as condi¢oes K.K.T.
do problema (1.3), entdo

yTvsz(x*, A u)y >0, (14)

para todo y € R" tal que Vh;(x*)Ty =0, para todo j € J, Vgi(z*)Ty =0,
para todo i € A(x*) ([1], pp. 316).

Demonstragao. A demonstragao do teorema (1.0.3) pode ser vista em [1],
pp- 316-317.
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Teorema 1.0.4 (Condicoes suficientes de segunda ordem para o problema
(1.3)). Assumamos que f, g; e h; sao fungdes duas vezes continuamente
diferencidveis para todo i € Z e todo j € J e sejam x*, \* e u* satisfazendo
as condigées K.K.T. do problema (1.3). Entdo, sey? V2, L(z*,\*)y > 0 para
todo y # 0 tal que Vhj(z*)Ty = 0, para todo j € J, Vgi(z*)Ty = 0, para
todo i € A(x™), entao o ponto x* é um minimizador local estrito do problema

(1.3) ([1], pp. 320).

Demonstragao. A demonstracao do teorema (1.0.4) pode ser vista em [1],
pp. 320.

Defini¢ao 1.0.13 (Cone). Um cone em R" é um subconjunto K de R" tal
que:

ar € K, Vre KeVa>D0.

Na figura (1.1) podemos ver desenhos de cones em 2.

A A

>
>

A

>

(c) (d)

Figura 1.1. Exemplos de cones em R2.
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Defini¢éo 1.0.14 (Cone gerado). Seja D = {d',--- ,d"} C R™ um conjunto
finito. Definimos o cone gerado por D da forma seguinte:

cone{D} ={d'B' +---+d'p": 8',--- 3" > 0},

Na figura (1.2) podemos ver desenhos de cones gerados em R2.

A
v

~Cope{d \d'}
y

(d)

Figura 1.2. Exemplos de cones gerados em R2.

Defini¢ao 1.0.15 (Cone polar). Dado um cone K, o cone polar de K,
denotado por K¢, define-se da forma seguinte:

KO:{yG%”:yTxSO,V:EEK}.
Na figura (1.3) podemos ver desenhos de cones polares em R2.

Defini¢ao 1.0.16 (Cone normal). Dado um conjunto convexo e fechado X
e um ponto x da fronteira do conjunto X, o cone normal ao conjunto X no
ponto x, denota-se Nx(z), define-se da forma seguinte:

Nx(z) ={yeR":y"(u—2) <0, Vue X}.
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k

(c) (d)

Figura 1.3. Exemplos de cones polares em R2.

Na figura (1.4) podemos ver desenhos de cones normais em R2.

Definigao 1.0.17 (Cone tangente). Dado um conjunto convexo e fechado
X e um ponto z da fronteira do conjunto X, o cone tangente ao conjunto X
no ponto z, nota-se T'x(z), define-se da forma seguinte:

Tx(z) = N§(z).

Na figura (1.5) podemos ver desenhos de cones tangentes a conjuntos fecha-
dos e convexos em R2.

Defini¢ao 1.0.18 (Ponto de acumulacao). Sejam A C R™ e a € R™. Dize-
mos que a é um ponto de acumulacdo do conjunto A se, para todo € > 0,
B(a, €) contém pontos do conjunto A diferentes de a.
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Figura 1.5. Exemplos de cones tangentes em R2.
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CAPITULO 2

METODO DE
LEWIS-TORCZON

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos um meétodo iterativo que soluciona o problema
(1), o qual nao faz uso do gradiente da funcao f e nem tampouco de aproxi-
macoes ao mesmo. O método define em cada iteracdo um conjunto padrao
de direcoes de busca no ponto atual e procura melhores valores para f, ao
longo de alguma delas, sustentado em um critério de decréscimo simples.

Observagao 2.1.1. O problema (1) pode ser considerado como um caso
particular do problema (1.3), ja que as funcoes g; e hy no problema (1) sao
lineares, para todo i € I e todo ¢ € E. Neste caso, denotaremos o conjunto
factivel X como €. Na Figura (2.1) mostramos um conjunto factivel {2 com
restricoes de desigualdade em R2.

Antes de iniciar com os detalhes centrais do método de Lewis-Torczon, apre-
sentamos a seguir defini¢oes basicas relacionadas ao método e ao método de
Lucidi-Sciandrone-Tseng o qual apresentamos no proximo capitulo.

2.2 Definigoes preliminares

Definigao 2.2.1 (Cone poliedral convexo). Sejam z € Qe Z C (I U E) um
subconjunto de indices. Definimos o cone poliedral convexo no ponto x da

14



CAPITULO 2. METODO DE LEWIS-TORCZON 15

Figura 2.1. Regido factivel em %2, com restri¢des de desigualdade.

forma seguinte:
Tr(z) ={d e R" : Vgi(2)Td <0,Vi € NI, Vhy(x)Td =0, € INE}.

Observagao 2.2.1. No problema que estamos resolvendo, o cone Tr(x) é o
mesmo que o cone tangente de {2 no ponto z.

Definicao 2.2.2. Para cada ponto x € () definimos o cone de primeira
ordem de variagoes factiveis da forma seguinte:

T(x) = Ta@ue(z).

Observagao 2.2.2. Tendo em conta a definigdo (1.0.11) e a observagao
(2.1.1), o conjunto A(z) U E é o conjunto de indices de restricoes ativas do
problema (1), onde A(z) ={i € I : g;(x) = 0}.

Tendo em conta as definigoes (1.0.10) e (2.2.2), podemos redefinir um ponto
estaciondrio como segue.

Defini¢ao 2.2.3 (Ponto estacionéario). Um ponto z € 2 é um ponto esta-
cionario do problema (1) se satisfaz a seguinte condi¢ao de otimalidade de
primeira ordem:

V@) Td>0, VvdeT(z). (2.1)

Definicao 2.2.4. Para qualquer x € e qualquer escalar ¢ > 0, definimos
o conjunto de indices das restri¢coes e-ativas no ponto x da forma seguinte:

A(x;e) =EU{ieI:gi(z)+e>0},
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e o cone de primeira ordem de variacoes e-factiveis,

T(z;€) = TA(z;e) ().
Observagao 2.2.3. O conjunto A(z) U E C A(x;e), pois se i € A(x) U E,
entdo, ou i € E e conseqiientemente i € A(x;¢) ou i € A(x), com o qual
temos que g;(z) = 0 e portanto g;(x) + € > 0, donde i € A(z;e€).

Como conseqiiéncia temos que o cone Ty(y.¢)(7) € Ta(zup(T).

Exemplo 2.2.1. Na figura (2.2) mostramos um conjunto factivel 2 em R?,
definido como:

Q= {reR: g(x) < 0,g5(a) < 0,—gs(a) < 0}.

Figura 2.2. Regido factivel e pontos factiveis em 2.

Neste caso temos que I = {1,2,3} e E = (). Além disso temos 4 pontos
factiveis sobre a fronteira de 2 e um ponto factivel fora da fronteira de €.
De acordo com a figura (2.2), podemos dizer o seguinte:
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v A(zy;€) =0, para todo € > 0 tal que
e <min{|gi(z1)|,[g2(z1)!, lgs(z1)[};

v A(zi;e) ={1,2,3}, para todo € > 0 tal que
e > max{|g1(z1)[, [g2(x1)|, [g3(z1)[};

v A(zg;€) = {1}, para todo € > 0 tal que € < min {|g2(z2)],[g3(72)|};

v A(zs;e) ={2,3}, para todo € > 0 tal que € < {|g1(z3)|}:

v A(zs;e) = {1,2,3}, para todo € > 0 tal que € > {|g1(z3)|}.

v A(zg;e) = {1,3}, para todo € > 0 tal que € < |ga(z4)];

v A(zs;e) = {1,2,3}, paratodo € > 0 tal que € > max {|g1(z5)] , [g5(5)|};
v A(zs;€) = {2}, para todo € > 0 tal que e <min {|gi(zs5)|,|gs(z5)[};

Antes de apresentar o método de Lewis-Torczon [4] para resolver o pro-
blema (1), lembraremos rapidamente o método de busca padrao, usado para
resolver o problema irrestrito:

minimizar  f(x)

iy , (22)

onde f:R" — R (n > 1) é uma fungdo continuamente diferenciavel em R"
[4, 11].

2.3 Busca padrao em minimizacao irrestrita

Defini¢ao 2.3.1 (Padrao de dire¢oes no caso irrestrito). Um padrao de pon-
tos P em R™ consiste em um conjunto de pontos em R" que gera positiva-
mente o espaco R".

Um exemplo de um padrao de pontos estd definido pelas coordenadas carte-
sianas. Em R? temos P = {e1, —e1, e2, —ea}, ver figura (2.3). Em geral, em
R" temos: P ={+te;,i=1,---,n}.

O método de busca padrao [4, 11] para resolver o problema (2.2) consiste
em: a partir de, um ponto z; € R, um tamanho de passo Ax > 0 e um
padrao de pontos P = {di eRN”, comi=1,--- ,p} em uma vizinhanca do
ponto zp, fazemos comparagoes do valor da funcdo f nos pontos que definem
o padrdo P, e escolhemos dentre todas as diregdes, aquela diregdo que gere
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re,

L7 R S A
X,
'é" e:

Figura 2.3. Padrdo de dire¢des coordenadas em 2.

decréscimo simples da funcao f. A partir de tal direcdo, definimos o préximo
ponto zx1. Seja x4 = xp, + Agd’, com i = 1,--- ,p. Avaliamos a funcio f
no ponto x4 até que i = p ou até que seja satisfeita a seguinte condicdo de
decréscimo simples:

flzy) < f(zk), para algum .

Se f(z4+) > f(xg) para todo i = 1,---,p (fracasso na iteragao), definimos
A1 = Apbg, com 0 < 0, < 1 e fazemos zx1 = x. Caso contrario (sucesso
na iteracao), fazemos xpy1 = x4 € Apr1 = Ap.

2.4 Solugao do problema (1)

Agora podemos estudar o Método de Lewis-Torczon [4], usado para resolver
o problema (1). Se o ponto x; € 2 ndo é um ponto estacionario do problema
(1), devemos ter ao menos uma direcao d de descida factivel dentro de um
conjunto padrao de direcoes P, em R™. Nao obstante, ndo é suficiente ter tal
diregdo com as caracteristicas mencionadas. Ela tem que ser tal que, ao longo
dela, seja possivel dar um passo suficientemente grande, para evitar que o
novo ponto x4 fique muito perto do ponto atual 2. E claro que definir um
conjunto padrao de dire¢bes Py da mesma forma como foi definido no caso
irrestrito ndo é possivel ja que, além de ter decréscimo simples da funcao
f, devemos ter factibilidade do novo ponto xxy1. Logo, devemos definir
um conjunto padrao de dire¢des P, em uma vizinhancd do ponto xp que
contenha ao menos uma direcdo que gere decréscimo simples da funcao f e
que mantenha a factibilidade do novo ponto xy. 1.

Definic¢ao 2.4.1 (Padréo de dire¢oes no caso restrito). Sejam e > 0e xy € Q.
Um padrdo de pontos Py para resolver o problema (1) ¢ definido da forma
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seguinte:
o _ [ D se A(z:€) # 0
Tl {teiii=1,---,n}, se A(zpe) =0

onde Dy = [I'y, 0] e T'y é definido na proposicao a seguir. O vetor 0 € R”
garante que o conjunto Py contem ao menos uma direcao factivel no ponto
xg, quando A(wzg;e) # 0. O conjunto de indices A(xy;e) foi definido na
definigao (2.2.4).

(2.3)

Proposicao 2.4.1. Suponha que para xp, € Q e € > 0, a malriz
A = [Vai(zg) ... Vhe(x)], comi € (A(xg,ex) — E) el € E
tem colunas linearmente independentes. Sejam u,lf, ey uzk vetores tais que:
Cone{ug,...,ui*} = N(AL), e
08 vetores Ué, e ,v,i’“, sGo obtidos pela normalizacdo das colunas da matriz

Ak(A};Ak)_l

. . t t
Entdo, o conjunto Ty, = {ug, ..., ui* v, -, 0%, —vi,...,—v;*} gera o cone

poliedral convexo (definicao 2.2.1) no ponto xy.

A proposicao (2.4.1) pode ser vista em sua versdo original, conjuntamente
com sua demonstracao em [4], pp. 925-926.

Observacao 2.4.1. Esta escolha do conjunto P, permite que, quando o
ponto z € Q) esta perto da fronteira da regiao factivel Q (A(xy;e) # 0),
o padrao Py gere positivamente o cone polar ao cone tangente a regiao {2
no ponto xy e portanto temos pelo menos uma direcdo de descida factivel
dependendo do passo Ay. A figura (2.4)(a) mostra um exemplo em R?, neste
caso. E quando zj, estéd longe da fronteira da regido factivel Q (A(zx;€) = 0),
podemos mover-nos livremente em qualquer direcao coordenada obtendo ao
mesmo tempo descida e factibilidade, dependendo do passo Ag. A figura
(2.4)(b) mostra um exemplo em R2, neste caso.

2.5 O método de Lewis-Torczon

Descrevemos a seguir o Método de Lewis-Torczon (ver [4], pag. 922) que
em cada iteracao determina um conjunto padrao Py de direcoes factiveis e
um tamanho de passo Ai que possa ser dado em alguma das diregbes que
formam o conjunto Pi. O método tenta dar um passo ao longo de alguma
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Figura 2.4. (a) Py = Dy = {d},d2}, e (b) Py ={*e;:i=1,--- ,n}.

das direcoes de forma tal que a funcdo f tenha decréscimo simples em seu
valor.

Assumindo que estamos na k-ésima iteracdo, o método inicia tal ite-
ragdo com um ponto factivel xx, com valor da fun¢ao objetivo f(zy), com
um tamanho de passo Ap > 0, e com um conjunto padrao Py de diregoes
factiveis satisfazendo a defini¢do (2.4.1). Lembramos que o parametro € > 0
é constante para toda iteragao. O método avalia a fun¢do f no ponto x4 =
T + Akdi, onde di, € P, com j =1,---,pr. Tendo em conta o valor de
f nos pontos xp e 4 e a fatibilidade o nao do ponto x4, determinamos se
temos sucesso ou fracasso na k-ésima iteragdo, de acordo com as cosideragoes
seguintes.

v Se o ponto x4 € Q (ponto factivel) e se f(x4) < f(zy) para algum
j=1,---,p (otimalidade), terminamos a k-ésima iteracdo e fazemos
Tl = Ty, Dgr1 = Mg, com A, > 1 (aumentamos o tamanho do
passo) e calculamos um novo conjunto padrao Py de diregoes factiveis
satisfazendo a defini¢ao (2.4.1). Neste casso dizemos que temos sucesso
na iteracao.

v Se o ponto zy € § (ponto factivel) mas f(xy) > f(z) para todo
j =1,--- pg, terminamos a k-ésima iteragdo e fazemos xx11 = Ty,
Agi1 = OpAp com 0 < 0 < 1 (reduzimos o tamanho do passo) e
P11 = Pj;. Neste casso dizemos que temos fracasso na iteracao.

v Se o ponto x4 ¢ Q (ponto nao factivel) para todo j, com 1 < j < pg,
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terminamos a k-ésima iteracdo e fazemos zpi1 = xg, Apr1 = OAg
com 0 < 6 < 1 (reduzimos o tamanho do passo) e P11 = P;. Neste
casso dizemos que temos fracasso na iteracao.

Observacao 2.5.1. Ficamos na k-ésima iteracao enquanto f(z4) > f(zx)
el < j < pg. Enquanto que definimos um novo ponto x4 enquanto x, =

Observagao 2.5.2. O problema (1) pode ser escrito na forma seguinte:

minimizar  f(x)

sujeita a v<Azx <u’ (24)

onde A € RMPIXn 4y 4 € RMHAP e v < .

O método de Lewis-Torczon tem resultados de convergéncia que dizem sob
que condi¢bes o método converge para um ponto estacionédrio do problema
(1). Hipoteses sobre a matriz A e sobre o padrao Py, entre outras, garantem
convergéncia do método. Os detalhes completos acerca dos resultados podem
ser vistos em [4], pp. 925-926.

2.6 O algoritmo

O algoritmo para resolver o problema (1) é o seguinte.

Dados de entrada.
20 €Q, Ag >0,e>0.
Passo 1. Fazer k = 0.
Passo 2. Avaliar f(zy).
Passo 3. Determinar um conjunto padrao de dire¢bes P.
Passo 4. Minimizar sobre o conjunto Pj.
Passo 4.1. Fazer j =1
Passo 4.2. Fazer s, = Akdi e Ty = T + Sk
Sexy € Qe flay) < flzy):
fazer 11 = x4, Ap = \pAg com A\ > 1,
k =k + 1 e voltar ao passo 2.
Se (w4 € QA f(a3) = f(ay) V (@4 & Q)
Se j < pi, fazer j = j + 1 e voltar ao passo 4.2.
Se 7 =Dk fazer Ay = 0, A com 0 < 0, < 1,
k =k + 1 e voltar ao passo 4.
Passo 5. Fazer x = xy,



CAPITULO 3

METODO DE LUCIDI-
SCIANDRONE-TSENG

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos a teoria envolvida no novo método para resolver
o problema (1), o qual ndo faz uso da derivada da funcio f. E bom men-
cionar que o desenvolvimento do método envolve trés grandes aspectos: a
procura de uma matriz de posto completo tal que suas colunas correspondem
aos gradientes das restricoes quase ativas no ponto atual, a procura de um
conjunto de dire¢oes satisfazendo certa condicao e o célculo de um passo a
ser dado ao longo de uma direcao de descida.

A seguir se impGe uma condicdo adicional que deve ser satisfeita pela
funcao f.

Suposigao 1. inf f(z) > —oo.
€

De acordo com a suposicio (1), a fun¢ao objetivo tem que ser limitada infe-
riormente.

3.2 Estimativa das restrigoes ativas

A seguinte proposicdo descreve uma propriedade do conjunto de indices
A(z;e) (definicao 2.2.4), como uma aproximagao do conjunto de indices

22
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A(Z) U E quando o ponto x esta perto do ponto Z.

Proposicao 3.2.1. Seja {zi}ren uma seqiéncia de pontos em S que con-
verge para algum T € Q. Entdo, existe um escalar € > 0, que depende so de
z, tal que, para cada escalar € € (0,¢€] existe um numero natural k. para o
qual A(xy;e) = A(Z) U E para todo k > k..

Demonstragao. Seja N(z) = {i € I : g;(z) < 0}. logo
N(z) N (A(T)) = ¢

Definamos € da seguinte forma:

§min (@), s N(@) £

1, em outro caso

a
I

Logo, para todo € > 0 tal que € < €, temos que:

0<e<2 <3< min —gi(z) < —gi(z), Vi € N(2),
i€N(@)

2¢ < 3e < —g;(x), Vi € N(Z). (3.1)

Agora, como g; é continua para todo i € I, entdo existe um escalar d. > 0
tal que:

—9i(Z) — € < —gi(z) < —gi(T) + €, para todo = € B (Z).

Portanto, temos que:

—e < —gi(z) + 9i(Z) <€, Vx € Bs (T)
0 que equivale a dizer que

lgi(Z) — gi(z)| < €, Vo € Bs (Z).

Entao,

max |—gi(z) + gi(Z)| <€, Yz € Bs (Z). (3.2)
Por hipotese, {xx} — Z, logo, para 0, existe k. € N tal que:

x € B, (z), Vk > k. (3.3)

Fixando k > k., de (3.1) e (3.2), temos que:

gi(z) = (gi(zr) — gi(T)) + gi(T) < € — 26 = —e.
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logo
gi(z) + € <0, Vi e N(Z).
Assim,
i ¢ A(zy;e) e i ¢ A(Z). (3.4)
Agora, de (3.2) temos que
gi(zr) — gi(T) > —€, Vi, € B; (Z).
Logo, Vi € (A(7)),
gi(zx) +€>0,

donde,

i € A(xy;e). (3.5)
Logo, de (3.4) e (3.5), A(zy;€) = A(Z)UE, Yk > k.. Do que vimos anterior-
mente, se tem que A(zy;e) = A(Z) U E para todo k > k.

3.3 Direcoes de busca

Nesta secao se discute acerca da escolha de um conjunto de direcoes de busca.
Tal conjunto deve ser tal que, caminhando ao longo de alguma diregdo no
conjunto, tenhamos factibilidade do novo ponto e decréscimo suficiente da
funcdo f, quando ndo se tenha alcangado um ponto estacionério do problema.
Tal conjunto é escolhido de forma que gere o cone de primeira ordem de
variagoes factiveis T'(z) (defini¢do 2.2.2). Assim, é possivel caracterizar um
ponto estacionario do problema (1) como segue:

Proposicao 3.3.1. Um ponto T € ) € um ponto estaciondrio do problema
(1) se e somente se

Vi@)Td >0,v¥i=1,...,r,
onde as direcoes dJ sdo tais que:
T(z) = Cone{d",...,d"}.

Demonstragdo. Seja d/ uma de tais dire¢oes. Logo, d € T'(z). Como T &
um ponto estacionario do problema (1), entdo,

Vfz)d>0,vde T(z). (3.6)

Em particular, a desigualdade (3.6) se verifica para d’, logo:
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V@) Td > 0.

Consideremos agora d € T(Z). Logo, existem escalares ndo negativos !, - - -

tais que
d=pd" +...+pd".
Por hipétese, Vf(z)"d’ > 0, para todo j = 1,...,r, logo,
Vi@)Td=p'Vf@)d +...+8Vf(@)d >0,

isto é, Z é um ponto estacionario do problema (1)

25

"

Observagao 3.3.1. A partir das proposigdes (3.2.1) e (3.3.1) é possivel obter

caracterizagoes especiais para o conjunto de direcoes de busca.

v A proposicao (3.2.1) da uma estimativa para o conjunto de indices das

restricoes ativas num ponto T € €, isto é:
AZ)UE = A(z;e),

para um ponto x perto do ponto Z e um escalar ¢ > 0 conveniente.
Logo, temos uma estimativa para o cone poliedral convexo no ponto

Tazwe(T) = Tae)(2),

para um ponto z perto do ponto T e um escalar ¢ > 0 conveniente.

X:

v A proposic¢ao (3.3.1) da uma caracterizagao para um ponto estacionario
Z do problema (1) através de um conjunto de dire¢oes {dl ,d’”} que

gere o cone poliedral convexo no ponto Z, Ta(zue(T)-

Logo, devemos escolher um conjunto D de dire¢oes de busca no ponto x €
tal que:

Cone{DﬂTAme) } TAme)()

Q

E possivel escolher esse conjunto D satisfazendo uma condig¢ao particular.

Condicao 1. Dados xp € Q e €, > 0, o conjunto de diregdes de busca

Dk = {d?{, ] = 1,.. . ,rk}, com Hdi“ = 1,
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satisfaz:
v {ri} € uniformemente limitada
v Cone{Dy} = T(xy;e€x).

Exemplo 3.3.1. Sejam n =2, [ = {1,2}, E =0, z;, = (0,1), g1(x1,22) =
—x1 e go(x1,m2) = w1 — x2. Encontremos um conjunto Dy de diregoes de
busca que satisfaca a condi¢ao 1. A Figura (3.1) mostra as fungoes restrigoes
g1 e go e a regido factivel Q.

Figura 3.1. Regido factivel do exemplo (3.3.1).

Seja €, > 0. Por definicao temos que:

A(zgser) = EU{i € I: gi(zr) + e, >0} e

TA(zk;ek)(xk) =
{deR?: Vgi(xy)'d <0,Vi € (A(zk; ex) — E) e Vhy(zx)Td =0,V € E}.

Dado que E = (), temos:
A(wpser) ={i € I: gi(wg) +ex >0} e

TA( )(a:k) = {d eRN?: Vgi(xk)Td <0,Vi € A(a:k, Ek)}

Tk i€k
Agora,

gl(xk)+ek:0+ek:6k>0egg(xk)—|—ek:—l+ek20,V6k21
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Logo,
{1}, se0<e <1
{172}> se e > 1

Azy; er) = {

{deR?:Vgi(zy)'d <0}, se0<e <1
TA(xk,ék)(xk) = 2 . T T ’
{d € R Vgl(azk) d <0, VQQ(J,‘k) d< 0} , see,>1

Pelo tanto, se 0 < € < 1, entao,

Ta(zyier) (@k) = {dz ( Z; > :(—1,0) < Z; ) < 0},

e, se €, > 1, entao,

Taweano) = {a= (4 ) 1o (4 ) <oea-n( g ) <o}

v' O conjunto Tg(z,.c,)(Tk), com 0 < € < 1, & gerado, por exemplo, pelo

(22

Assim, Dy, satisfaz a condigao 1, Ve, > 0, com 0 < € < 1, (ver figura

(3-2) (a))-

v O conjunto Tz, ..\ (Tk), com € > 1, é gerado, por exemplo, pelo

conjunto:
_ 0 1 (1
pe={(1) (1))

Logo, Dy, satisfaz a condigdo 1, Ve > 1, (ver figura (3.2) (b)).

Em geral nao é facil construir conjuntos D de direcdes de busca que satis-
fagam a condi¢ado 1. Para o método proposto é importante obter tais conjun-
tos, pois junto com outras hipoéteses, tal método tem propriedades desejaveis
de convergeéncia.



CAPITULO 3. METODO DE LUCIDI-SCIANDRONE-TSENG 28

)C‘i |1
Ay
%=(0,1)
b ———a x>
A= E,’:(Xp»U:()
o) =0 |———— 2.(0,%) =0
A 4 v

(a) (b)

Figura 3.2. Conjunto T (s, ;c,)(2r) do exemplo 3.1

No caso em que os gradientes das restricoes e-ativas sejam linearmente
independentes no ponto xj, a seguinte proposicao sugere uma forma simples
de encontrar conjuntos de diregdes Dy que satisfacam a condigao 1, ([4], pp.
934, [5], pp. 42).

Proposicao 3.3.2. Suponha que para xp, € Q e € > 0, a matriz
A = [Vgi(zg) ... Vhe(xg)], com i € (A(xg,ex) — E) el € E
tem colunas linearmente independentes. Sejam u,lg, ey uzk vetores tais que:
Cone{u},,...,uj*} = N(AL), e
0s vetores U%, . ,v,tq’“, sao obtidos pela normalizacdo das colunas da matriz
A (AL Ap)~L.
Entdo, o conjunto Dy = {ui, T —U]i, R —v,i’“} satisfaz a condicdo 1.

Exemplo 3.3.2. Usar a proposi¢ao (3.3.2) para encontrar um conjunto de

direcoes Dy que satisfaz a condicdo 1, para os dados fornecidos no exemplo
(3.3.1).

1. Para ¢ > 0, com 0 < ¢, < 1, temos que A (zy;ex) = {1}. Logo a
matriz Ay é definida da seguinte forma:

W]
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Fazendo algumas contas, é possivel verificar que uma base para o subes-

pago N (AL) é:
. 0
Fnag) = {( 1 )}

: 0 ) ] :
Logo definimos, uj = < 1) Da mesma forma, é possivel verificar

que:
_ 1
Ay (ALA) T = [ ) ]

Logo v,i = < 73) > Portanto, o conjunto Dy definido como:

Dk:{ui,—vé}Z{(?>’<é>}

satisfaz a condicao 1.

2. Para ¢; > 1 temos que o conjunto de indices de restri¢oes e-ativas no
ponto zy é: A (xp;ex) = {1,2}. Logo a matriz Ay esta dada da seguinte

forma:
-1 1
Ap = [ Lo }

Fazendo algumas contas, é possivel verificar que N(AL) = {0} e, em
conseqiiéncia, ﬂz*\/( Aty = 0.
k

Da mesma forma, é possivel verificar que:

Ap (ALA) = [ -0 ]

1
Logo, definindo os vetores U]i = ( 0 ) e U,% =L ( 1 ) temos que

o conjunto Dy, definido como:

o= {-d-t)={(} )% (1)}

satisfaz a condicao 1.
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3.4 Um primeiro resultado de convergéncia

A problema seguinte, estabelece uma condigdo suficiente para determinar
que o ponto T é um ponto estacionario do problema (1). Em particular,
uma das hipéteses que devem ser satisfeitas é que o conjunto de direcoes de
busca Dy no ponto atual x deve satisfazer a condicao 1. Logo, avaliando a
funcao f ao longo de diregoes dZ; € Dy, é possivel determinar se o ponto xj
¢ um ponto estacionéario do problema (1) ou se a dire¢ao dZ: ¢ uma direcao
de descida factivel.

Proposicao 3.4.1. Sejam {xy }reny uma seqiiéncia de pontos em Q e { Dy }ken
com Dy = {d,lc, e ,d};k} uma seqiiéncia de conjuntos de diregcdes que satis-
fazem a condicao 1com e, — 0. Suponha que {xy} K converge para um ponto
T para algum conjunto infinito K C N, e que
I { i {o,v de}} — 0, 3.7

e B O V() 3D
onde J, = {1,...,71}.
Entao = é um ponto estaciondrio do problema (1).

Demonstrag¢ao. Suponhamos que Z nao & um ponto estacionario do pro-
blema (1). Logo existe uma dire¢do d € Tz, )(Z) tal que:

Vfz)'d<o. (3.8)

Por hipotese {z}, — Z, donde, para todo €* > 0 existe um natural N tal

que ||z — Z|| < €*, sempre que k > N.

Agora, D é o conjunto de diregdes de busca no ponto xg, que satisfaz a

condigdo 1 com €, — 0 para cada k € K; Logo, {Dy}cpr — D,onde D éo

conjunto de direcdes de busca no ponto Z, com D = {Jl, e ,Jr}.

Dado que 7 € uniformemente limitado, existem: um conjunto finito J C N,

um conjunto infinito K; C K e uma direcdo d/ € R”, com j € J tais que:
Jy=JVke K, e H}ggl% d, =d’, Vje . (3.9)

Por hipétese D;. satisfaz a condicdo 1 com ¢ — 0. Entao, pela proposicao

(3.2.1), A(x;ex) C A(ZT) U E para todo k suficientemente grande. Logo

TazuE (Tr) € Ta(zye,) (xr) = Cone {Dy} = Cone {dfc} . (3.10)

JEJk

Por outro lado, dado que as fun¢oes restricoes do problema (1) sao li-
neares, temos que



CAPITULO 3. METODO DE LUCIDI-SCIANDRONE-TSENG 31

{dist (Taz) (z1) ,Ta@) (@)} = 0< (T (zx) — T (), quando k — co. (3.11)

Logo, dado que d € Tz, (%) € que {T (x)} — T (Z), temos que @6
T (xx) para k suficientemente grande. Logo, por (3.10) tem-se que d €

Cone { dj, e conseqiientemente,
J€Jk

d= ﬁjdi, para alguns 37 > 0.
JEJk

Além disso, {di} — d’, logo d = Y Bd’ para k suficientemente grande.

J€Jx
Portanto

Vi@)Td=v[@)" ( 2. BJEJ) = 3 FVi@)Td =

JE€EJK JE€Jk
T .
> VS <klim .CEk> <lim di)
€Tk —00 k—o0
Agora, como o operador Vf é continuo, entao:

Vi@Td= Y f lim Vf(x)" di.

jeJk k—oo

Por hipétese tem-se que:

lim max {min {0, Vf(xk)Tdi}} =0,

k—oo,k€K jEJ,
logo Vf (zx)" di > 0 para k suficientemente grande. Assim

Vi@ d= Y 4 lim Vf(a)" d, >0,

JETx k—oo
o que contradiz o suposto (3.8).

A hipétese (3.7) da proposicao (3.4.1) é satisfeita, garantindo que, para
cada direcao di/, € Dy, existe um escalar positivo 5% tal que

flep +Ed)) > flar) — o(&]),



CAPITULO 3. METODO DE LUCIDI-SCIANDRONE-TSENG 32

J i 28
com 0e lim —=* = 0.
Para levar em conta trocas de xj ao longo das diferentes diregoes d{c, subs-

tituimos o ponto xj pelo ponto xfg que deve satisfazer: {foc — ka} — 0.

Isto gera uma nova condi¢ao que deve ser satisfeita:
flay, +&ldy) > fa) —o(&}) (3.12)

Além do anterior, devemos garantir que o novo ponto xi +£id§€ seja factivel,
ou seja, que a seguinte condi¢ao seja satisfeita:

gz(:t:fC + §£di) <0, Viel e
(3.13)
he(x], + &d]) =0, Ve E.
Usando o teorema de Taylor, é possivel escrever a condi¢ao (3.13) da seguinte
forma;: _ A ) ,
9i(x]) + & Vgi(x))Td), <0, Viel e
(3.14)
ho(xl) + & Vhe(z))Td, =0, V€ E.
A seguinte proposicao formaliza a discussao feita até aqui, em relacao a
existéncia do escalar f,z, que faz verdadeiras as condigoes (3.12) e (3.14).

3.5 Um segundo resultado de convergéncia

Proposicao 3.5.1. Sejam {zy } ren uma seqiiéncia de pontos em Q e { Dy }ren
com Dy = {d,{,, .. .,dzk} uma seqiéncia de conjuntos de diregoes e suponha
que sejam satisfeitas as sequintes condigoes:

1. o0s conjuntos Dy, satisfazem a condicao 1 com € — 0;

2. {xk}pex — T para algum conjunto infinito K C N e, para cada k € K
e cada j € Jy, onde J, = {1,--- ,ri}, existe um ponto "Ei: € Qe um
escalar fi > 0, que além de satisfazer as condigoes (3.12) e (3.14),
satisfaz também

I { j} —0, 3.15
e ST U (319)
lim max ||z — H =0, (3.16)

k—o0,kEK jEJ,

onde lim @ =0.

£—0
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Entao T é um ponto estactondrio do problema (1).

Demonstragido. A demonstragao pode ser vista em [5], pp.47-48, tendo
em conta que esta é feita em geral para restrigoes de desigualdade, onde as
respectivas funcoes podem ser lineares ou nao lineares.

3.6 O método de Lucidi-Sciandrone-Tseng, sob a
condigao 1

A seguir descrevemos o método que, em cada iteragdo determina um con-
junto de direcoes factiveis D que satisfazem a condicao 1, e que tenta dar
um passo suficiente de descida ao longo de alguma daquelas dire¢oes.

Assumindo que estamos na, k-ésima, iteracao, o método inicia tal iteracdo
com um ponto factivel zx, com valor da func¢ao objetivo f(x), um tamanho
de passo ag, um parametro €, > 0 e determina um conjunto de dire¢bes
de busca factiveis Dy, que satisfaz a condigao (1). Imediatamente, o método
avalia a funcao f no ponto xiﬂ—gd{c (possivel novo ponto), com j =1, 7y,
onde r; é o nimero de diregdes no conjunto Dy, :1/:{€ = T, di € Dpea=
min {@, o}, onde & é o maior passo que se pode dar na direcao di, de forma
tal que se mantenha a factibilidade do possivel novo ponto e @ = . Se
temos decréscimo suficiente da funcdo f ao mudar do ponto atual :ci/, ao
ponto a:?€ =+ gdi, entdo o método tenta dar um passo melhor ao longo desta
direcao. Se tal condicao de decréscimo suficiente nao é satisfeita, entao o
tamanho de passo « é diminuido por uma fragéo 6, € (0,1) e o ponto x ndo
¢ mudado. No caso em que se tenha decréscimo suficiente com o maximo
passo possivel a, entao termina a iteragao atual, obtendo um novo ponto
factivel xp 1 = xi + ddi e atualizando os parametros €41 = € € A1 = Q.
De outra forma, uma nova direcao dﬁl do conjunto Dy, é testada, e se fazem
x?:rl = xi;, ag11 = a e se diminui o pardmetro € por uma fracdo 0. € (0, 1),
para obter €11 = fcep.

3.7 O algoritmo, sob a condicao 1

De acordo com o método apresentado em (3.6), o algoritmo para resolver o
problema (1) é o seguinte.
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Dados de entrada.
kE=0,20€Q, a0>0,¢ >0,v>0,0,€(0,1), 6. € (0,1).
Passo 1. Escolher um conjunto Dj que satisfaga a condicdo 1.

Dy = {d}.....d*).

Passo 2. Minimizar sobre o Cone {Dy}.

Passo 3. Encontrar x4 € Q tal que f(z41) < f(ay,

3.7.1

Passo 2.1. Inicializagao.
Fazer j =1, xfc = xp, ozi; = Q.
Passo 2.2. Calculo do tamanho do passo inicial.
Calcular o maximo tamanho do passo di tal que
gi(z}) + Q. Vgi(w)d}) <0, Viele
he(z]) + @ Vhy(zl)dl,) =0, Y€ E.
Fazer g{d = min {@i, ai .
Passo 2.3. Teste sobre a direcao de busca.
Se gi >0e f(yfc) < f(a:i) - 'y(gi)z, calcular o
procedimento Ezpansdo do passo.
Caso contrario, fazer xﬁl = xfc e a{jl = Gaai.
Passo 2.4. Teste sobre as restrigoes ativas.
Se afjl = o’zi, fazer €x11 = €, € ir ao passo 3.
Passo 2.5. Teste sobre a minimizagao no Cone{Dy}.
Se j <rg, fazer j = j 4+ 1 e ir ao passo 2.2.

Caso contrario, fazer €x11 = f.€; € ir ao passo 3.
j+1)

j+1
k

Fazer ag.1 = ozf;rl, k=k+1,eir ao passo 1.

O procedimento Expansao do passo

Dados de entrada.
0_[117 Q‘]jga y‘ljga x‘;g? d‘]ZﬁFY > 07 w € (07 1)
Passo 1. Fazer o = o, x = yi.

Passo 2. Fazer & = min {@?@7 %} e =ux,+ad.

Se a = di ou f(z) > f(aci.) — va?), fazer aiﬂ = q, xﬁl

Passo 3. Fazer « = &, x = x, e ir ao passo 2.

Jj+1

€ I,

34

pelo

= x, sair.

A proposigdo a seguir garante que o algoritmo (3.7.1), além de gerar
seqliéncias de pontos factiveis, decresce o valor da funcao objetivo f em
cada iteracdo, e que o tamanho do passo e a distancia entre dois pontos
consecutivos tende para 0.
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Proposicao 3.7.1. Sejam {(zy,€x)} e {(mi,ai,ai,ai,dﬁ) . } seqiién-
<j<Ty

cias geradas pelo algoritmo (8.7.1). Entao, sob a suposi¢io (1),
1. a seqiiéncia {1} estd bem definida;

2. a seqiéncia {f(zy)} € decrescente e cada ponto de acumulacdo de se-
qiéncia {x} pertence ao conjunto Q;

3. lim max {ai} =0e lim max ||xg —xiH =0.
k00 1<) <7} k=00 1<) <7}

Demonstragao. A demonstragdo pode ser vista em [5], pp. 50-52, tendo
em conta que esta é feita em geral para restrigoes de desigualdade, onde as
respectivas fungoes podem ser lineares ou nao lineares.

A proposigao a seguir garante que o algoritmo (3.7.1) gera uma seqiiéncia
de pontos que converge para a solucdo do problema (1). A demonstracao
pode ser vista em [5], pp. 52-53.

Proposicao 3.7.2. Sob a suposicio (1), se {xy} € a seqiiéncia gerada pelo
algoritmo (3.7.1) e {x} ¢é limitada, entdo existe ao menos um ponto de
acumulagao que é um ponto estaciondrio do problema (1).



CAPITULO 4

COMENTARIOS GERAIS
ACERCA DAS
IMPLEMENTACOES

Neste capitulo vamos mostrar de que forma foram implementadas partes
importantes de cada um dos algoritmos (2.6) e (3.7.1), como por exemplo,
no método de Lucidi-Sciandrone-Tseng, a forma como obtemos um conjunto
de direcoes Dj que satisfaz a condicdo 1; a forma como é obtido o passo ay
de tal forma que o novo ponto seja factivel ou a forma como é expandido o
passo ay ao longo de uma dire¢do particular dy, de tal forma que se tenha
decréscimo suficiente da funcao f e factibilidade do novo ponto, etc. No
método de Lewis-Torczon, consideramos importante a forma como é definido
um conjunto padrdo de dire¢oes de busca Py, como também a forma como é
diminuido ou aumentado o passo Ay dependendo das circunstancias.

4.1 Meétodo de Lewis-Torczon

Assumimos que na k-ésima iteracdo temos: um ponto factivel xp, um con-
junto de diregoes padrao P, e um tamanho de passo Ajp. Além disso, e
independente da iteracao, temos € > 0.

36
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4.1.1 Obtencao de um conjunto padrao de direcoes P,

De acordo com a defini¢do (2.4.1), o conjunto padrao de diregoes Py depende
da distancia entre o ponto x; e a fronteira do conjunto factivel 2. Aqui, a
constante € joga um papel importante na determinacao do conjunto FP.

v' Se o conjunto A(xg;e€) = () ou seja, se o ponto xz, esta longe da fronteira
da regiao factivel, o conjunto Py é definido simplesmente como:

P, ={te;:Vi=1,--- ,n}.

v’ Se o conjunto A(zg;€) # 0 ou seja, se o ponto z, esta perto da fronteira
da regiao factivel, a construgao do conjunto Py depende do conjunto
de indices A(zy;e€). Tal conjunto é definido em (4.2.1), s6 que fazemos
€x = € para todo k. Agora, a partir de tal conjunto de indices, obte-
mos a matriz Ay, definida na definigao (2.2.4), da mesma forma como
¢ obtida na subseccao (4.2.2). A seguir, construimos o conjunto P
usando o mesmo procedimento usado na subsecgao (4.2.3) com relacao
a fatoracao da matriz Ay, a obtencao dos vetores ui:, comi=1,--- s
e a obtencao dos vetores vi, com j=1,---  tr. Mais o conjunto Py é
construido da seguinte forma:

— 1 s 1 t 1 t
P =A{ug,...,upk v, 0k, =, =k

4.1.2 Aumento ou decréscimo do passo Ay

Dependendo das circunstancias, precisaremos aumentar ou diminuir o tama-
nho do passo Ag. Para isto usamos as constantes Ap no caso que precisemos
aumentar o valor de Ay ou 05 no caso que precisemos diminuir o valor Ay.
Nestes casos usamos sempre as mesmas constantes, independentemente de

k: )\k:260k20-5~

4.2 Meétodo de Lucidi-Sciandrone-Tseng

Assumimos que na k-ésima iteragdo temos um ponto factivel xx, um conjunto
de direcoes Dj, um tamanho de passo ag, um valor para €, € e constantes
On, 0 <0y <1leb, 0<6. <1 as quais nao dependem de k.
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4.2.1 Calculo de um conjunto de indices de restrigoes e-ativas

O conjunto de indices A(xg,er) # ¢, (definicdo (2.2.4)), é definido de tal
forma que a correspondente matriz Ay seja de posto coluna completo, (pro-
posi¢ao (3.3.2)). Em conseqiiéncia, dim (A (zg,€x)) < n. Além disso, se o
problema (1) tem restri¢oes de igualdade hy =0, com £ =m+1,--- ,m+p,
tal conjunto deve conter os subindices £, com £ = m+1,--- ,m+p. Agora, se
o problema (1) tem restri¢oes de desigualdade ¢g; <0, com ¢ =1,--- ,m, tal
conjunto contém os subindices para os quais se satisfaz a condi¢ao g;(z)+€; >
0. A rotina luscst_indices realiza esta tarefa ao interior do algoritmo. Como
comentario adicional, podemos mencionar que, no momento que precisar
verificar a condigao g;(z) + e > 0, realizamos a comparagao g;(x) + € > tol,
e usamos tol = 10710,

Procedimento indices

Dados de entrada: xp, €, n,m,p.
Dados de saida: Ij.
Passo 1. Fazer [y = ¢ e j=1.
Passo 2. Sep > 1.
Passo 2.1. Parai=1,--- ,p, fazer Iy, = [i, I1].
Passo 3. Fazer lon = longitud (I).
Passo 4. Se m > 1.
Passo 4.1. Em quanto lon <n e gj(zx) + € > 0e j < m.
Passo 4.1.1. fazer I}, = [j, Iy].
Passo 4.1.2. fazer lon = longitud (I},).
Passo 4.1.3. fazer j = j + 1.

4.2.2 Calculo da matriz A,

De acordo com (4.2.1), o conjunto A(xg,e€x) estd intimamente relacionado
com a matriz Ag. Isto é, dado A(zy, €r), a j-ésima coluna da matriz Ay cor-
responde ao gradiente da j-ésima restricao do problema (1), assumindo que
as restrigoes tem uma ordem pré-definida e j € A(xg,€x). Se a matriz Ay
nao é de posto coluna completo, entdo um novo conjunto de indices A(xy, €x)
é calculado, a partir de um decréscimo do valor de ¢ pelo fator 6.

Procedimento matriz

Dados de entrada: xy, A(zk, €x), m,p.
Dados de saida: Ag, bandera.
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Passo 1. Fazer A, =[].
Passo 2. Fazer lon = longitud (A(xy, €x)).
Passo 3. Sep > 1.
Passo 3.1. Para i =1,--- ,p, fazer Ay = [Vhy(zp), Ag].
Passo 4. Se m > 1.
Passo 4.1. Para j =p+1,--- ,p+ m, fazer Ay = [Vg;(zk), Axl.
Passo 5. Fazer k = posto (Ay).
Passo 6. Se k = lon, fazer bandera = true.
Em casso contrario, fazer bandera = false

4.2.3 Obtencao de um conjunto de direcoes D, que satisfaz
a condigao 1

A partir da matriz Ay, obtida em (4.2.2), obtemos o conjunto de direc¢oes
Dy, o qual deve satisfazer a condicao 1. Este conjunto é obtido a partir da
proposicao (3.3.2), segundo a qual, um conjunto Dy, satisfazendo a condi¢do
1 é obtido da seguinte forma:

Dy ={up,...,u*,—v}, ..., —?}Zk},
onde o conjunto
U, = {u,lg, co Ut
gera o cone N(AL) e o conjunto

{vé, . ,vli’“},

é formado com as colunas normalizadas da matriz Ay(A} Ag)~'. Para en-
contrar o conjunto 57\[@4*) usamos a fatoracdo QR da matriz Ay. Isto é:
k

A~ ~ Rk
A = QrRy = [QkEQk] | (4.1)

O

onde a matriz Q;, € R"™* & tal que suas colunas formam uma base ortonor-

mal ﬁ}km(Ak) para o espaco Im(Ay), e a matriz Q; € R"*(~™) forma uma

base ortonormal 57V(At) para o espaco N(AZ). A matriz B € RMEXMk ¢
k

triangular superior, invertivel, e a matriz O € R(n—mp)xmy Logo, as colunas

da matriz @), junto com o negativo das mesmas colunas sdo as candidatas
a formar o conjunto Uj.
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Observacao 4.2.1. Para calcular a matriz Ag(A% A;)~! temos em conta o
seguinte: a partir da igualdade (4.1), é possivel escrever tal matriz de uma
forma mas simples.

[ Ry, | R ' R
A -~ 1 k A -~ k A~ -~ k
Ap(ALAR) T = |QriQk| | - (|:Qk::Qk:| e ]) [Qk:Qk:| e
) L Ok | 0% 0
A s [ R | DU
= |QrQr| | - (RZQ}ZQkRk)
0 |
oo BT
= |QrQk| | -+ (RZRJC) 1
L Ok ]

Dado que a matriz Ry, é triangular superior invertivel, a matriz Ri; é triangu-
lar inferior invertivel. Logo para realizar o calculo da matriz R,;t resolvemos
n-sistemas lineares da forma R’,;bi = ¢; onde b; é a i-ésima coluna da matriz

R,;t e e; € 0 1-ésimo vetor canonico.

4.2.4 Calculo do passo maximo

Calcular o passo méaximo «aj que podemos caminhar na direcao dj, onde
dp € Dy, tal que o novo ponto xx11 = x + apdi seja factivel é muito
importante no interior do método. Isto é conseguido calculando «j tal que
as restri¢coes impostas sobre x no problema (1) sejam satisfeitas no ponto
Tr+1. Ou seja, encontramos ay tal que:

gi(xk_H) = gi(xk + Oékdk) <0Vi=1,---,m, (4.2)

ho(zky1) = he(zp + apdg) =0,V =m+1,--- ,m+p. (4.3)

As condigoes (4.2) e (4.3) podem ser rescritas como:

gz(xk) + angi(a:k)Tdk <0,Vi=1,---,m, (4.4)
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aVhy(zp)Tdy =0, =m+1,--- ,m+p. (4.5)

Para encontrar ay, analisamos trés possiveis casos:

1. o problema (1) tem s6 restri¢des de desigualdade. Um exemplo de con-
junto factivel em R?, é apresentado na figura (4.1). Neste caso temos

Figura 4.1. Passo oy, com restri¢des de desigualdade em R2.

que «y deve satisfazer s6 a condicao (4.4); nao obstante, diferentes
situagoes podem apresentar-se e sao analisadas a seguir:

i.

il.

1il.

a restricdo g; é ativa no ponto zj e a direcao dj é perpendicular
ao gradiente da restricdo g; no ponto xp. Isto &, g;(xx) = 0 e
Vgi(zp)d, = 0. A figura (4.2)(a) ilustra tal situacio. Logo, a
direcao dj estd sobre a restricdo g; € podemos caminhar sobre tal
restricao sem perda de factibilidade. Isto é,

gi(zr) + axVgi(xp)Tdy <0 & ap > 0.

A restri¢do g; é ativa no ponto zj e a dire¢do d forma um angulo
B, 0 < 8 < 7/2, com o gradiente da restricdo g; no ponto xy.
Isto &, gi(xr) = 0 e Vgi(wp)Tdr>0. A figura (4.2)(b) ilustra tal
situacao. Logo, nao é possivel caminhar na direcao di. Isto é,

gi(zr) + axVgi(xp)Tdpy <0 & ap <O0.

A restricdo g; € ativa no ponto xg, e a diregdo dj forma um angulo
B, m/2 < B < 7w, com o gradiente da restricdo g; no ponto xg.
Isto &, gi(xr) = 0 e Vgi(wp)Tdr<0. A figura (4.2)(c) ilustra tal
situacao. Logo, é possivel caminhar sobre tal direcdo. Isto &,
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iv.

V1.

gi(zr) + axVgi(xp)Tdp <0 & ap > 0.

e
~—

Figura 4.2. Passo aj com g; ativa no ponto xy.

A restricdo g; nao é ativa no ponto zy e a direcao dj é perpendicular
ao gradiente da restricdo g; no ponto zg. Isto é, g;(zx) < 0 e
Vgi(xp)Tdp=0. A figura (4.3)(a) ilustra tal situacio. Logo, é
possivel caminhar na direcao d. Isto é,

9i(zx) + axVgi(xg)Td, <0< ag > 0.

. A restricdo g; ndo € ativa no ponto xj e a direcdo dj forma um

angulo 3, com 0 < < 7/2, com o gradiente da restrigao g; no
ponto xy. Isto &, gi(zx) < 0 e Vgi(zp)Tdp>0. A figura (4.3)(b)
ilustra tal situacdo. Logo,

—gi(zk)
Vgi(xk)Tdk'
A restricdo g; ndo € ativa no ponto x; e a direcdo di forma um
angulo 8, com 7/2 < 8 < 7, com o gradiente da restri¢ao g; no

gz(wk) + oszgi(xk)Tdk <0&e0<a <
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ponto z. Isto &, gi(xx) < 0 e Vgi(zr)Tdp<0. A figura (4.3)(c)
ilustra tal situagao. Logo,

—gi(z)

. () dy, < > __9iTk)
g (xk) + Vg (l’k) <0< 0>a > vgi(l'k)Tdk

Figura 4.3. Passo aj com g; nao ativa no ponto xg.

2. O problema (1) tem s6 restri¢oes de igualdade. Um exemplo de con-
junto factivel em R2, neste caso é apresentado na figura (4.4). Neste
caso, 86 ¢é possivel caminhar na direcdo dg, se dj for perpendicular ao
gradiente de hy. Isto é:

Oszhg(l'k)Tdk =0&aq,=0V th(l’k)Tdk = 0.

3. O problema (1) tem restri¢oes de igualdade e desigualdade. Um exem-
plo de conjunto factivel em R?, neste casso ¢ apresentado na figura
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Figura 4.4. Passo oy, com restri¢des de igualdade em R2.

(4.5). Neste caso, aj deve satisfazer simultaneamente as condicoes
impostas nos items (1) e (2).

Figura 4.5. Passo aj, com restrigoes de desigualdade e igualdade em R2.

Agora, pensando na implementacdo, e tendo em conta as observagoes feitas
até aqui, o célculo de aj deve levar em conta o tipo de restricoes que tem o
problema (1).

v No caso em que o problema (1) tem restri¢oes de desigualdade e igual-
dade, primeiro encontramos «y, tal que a condicdo (4.4) seja verificada,
de acordo com o item (1). Depois verificamos que a condicao (4.5) tam-
bém seja cumprida, de acordo com o item (2). S6 sob tais condigoes
aceitamos ay. Se Vg;(zx)7dy, # 0 para algum i, entdo fazemos aj, = 0.

v No caso em que o problema (1) tem somente restrigdes de desigualdade,
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encontramos «y tal que a condicao (4.4) seja verificada para todo i =
1,---,m, de acordo com o item (1).

v No caso em que o problema (1) tem somente restri¢coes de igualdade,
verificamos que a condicio Vhe(xr) dy, =0, V€ =1,--- ,p, de acordo
com o item (2). Se tal condigdo é satisfeita para todo ¢ = 1,--- ,p,
atribuimos a oy, qualquer valor positivo. Caso contrario, fazemos oy =
0.

Procedimento passo

Dados de entrada: dg, xr, m,p.
Dados de saida: ay.
Passo 1. Se m > 1.
Passo 1.1. Para¢t=1,--- ,m,
encontrar (mae tal que g;(xx) + dmae Vgi(zx) dy < 0.
Passo 1.2. Se p > 1.
Passo 1.2.1. Para j =1---,p
Se ‘th(xk)TdM > 0, fazer ayne, = 0 e ir ao passo 3.
Passo 1.3. Se p = 0.
Ir ao passo 3.
Passo 2. Se m = 0.
Passo 2.1. Fazer aynq: = 1
Passo 2.2. Paraj=1---,p
Se ‘th(xk)Tdk| > 0, fazer amee = 0 € ir ao passo 3.
Passo 3. Fazer ap = aumae-

4.2.5 Expansao do passo

No interior do método tentamos aumentar o tamanho do passo ag, quando
este é positivo e temos decréscimo suficiente da funcao f. A idéia é, a partir
de ay, e na mesma direcao dg, testar diferentes pontos da forma xj + azdk,
com a;f > qy, procurando melhorar o valor da fun¢do f, quando tenhamos
factibilidade do novo ponto e decréscimo suficiente da fungao f. Se é possivel
encontrar tal ponto, fazemos ap = 04; Caso contrario, nao modificamos «j,.



CAPITULO 4. COMENTARIOS GERAIS DAS IMPLEMENTACOES 46

Procedimento expansao do passo

Dados de entrada:
=i J .3 ,J g
Qs Qo Yy, Ty, Ay
Dados de saida:
j+1 g+1
ap
Parametros:
v>0,we(0,1).
Passo 1. Fazer o = o, z = yj.
) o

Passo 2. Fazer & = min {Ek, 5} e fazer T = x, + adj..

Passo 2.1. Se a = ai ou f(z) > f(xi) — ya2.

Jj+1 Jj+1
k

fazer oy, = o, ;" e sair.

Passo 3. Fazer o« = a, x = T e ir ao passo 2.



CAPITULO 5
TESTES NUMERICOS

Neste capitulo mostramos os resultados numeéricos obtidos com a implemen-
tacdo dos métodos de Lucidi-Sciandrone-Tseng e Lewis-Torczon. O primeiro
deles usa, na k-ésima iteracao, um conjunto Dy de direcdes de busca que sa-
tisfazem a condigdo 1 e procura decréscimo suficiente do valor da fungao f. O
segundo deles usa, na k-ésima iteracao, um conjunto padrao P de direcoes e
procura decréscimo simples da funcao f. Os diferentes problemas resolvidos
tem restricoes lineares de igualdade e/ou desigualdade e/ou caixa e foram
tirados da cole¢ao Hock-Schittkowski [2, 9]. As implementagoes foram feitas
em MATLAB 6.5.

5.1 Meétodo de Lucidi-Sciandrone-Tseng

5.1.1 Escolha de parametros

Depois de diferentes testes feitos com alguns problemas, foi possivel determi-
nar alguns parametros, que sdo usados na maioria dos problemas testados.

Tolerancia usada no critério de parada, tol = 1075;
passo inicial, ag = 1;

constante usada na condicdo de decréscimo suficiente, v = 107%;

NN RN

constante 6, € (0,1) usada para diminuir o tamanho do passo oy
quando seja necessario, 6, = 0.5;

47
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v’ constante 6, € (0,1) usada para diminuir o valor de ¢ quando for
necessario, 6. = 0.5;

v’ € inicial,

m
o 1072+ L Zl lgj(x0)|, se existem restri¢oes de desigualdade
= =

)
1, se nao existem restricoes de desigualdade
v' constante w usada no momento de tentar expandir o tamanho do passo,
quando se tem decréscimo suficiente, w = 0.5.

5.1.2 Critério de parada

Como critério de parada do método usamos:

max ozf€ < tol.
J=1, g

5.2 Meétodo de Lewis-Torczon

5.2.1 Escolha de parametros

Depois de diferentes testes feitos com alguns problemas, foi possivel deter-
minar alguns parametros, os quais sao usados na maioria dos problemas
testados.

v Tolerancia usada no critério de parada, tol = 1079;

Q\

passo inicial, Ay = 1;

N

€ inicial, €9 = 0.5;

<~

constante 0. € (0,1) usada para diminuir o valor de ¢ quando seja
necessario, 6, = 0.5.

5.2.2 Critério de parada

Como critério de parada do método usamos:
Ay < tol.
Denotamos por:

v' Lu-Sec-Ts, Método de Lucidi-Sciandrone-Tseng;
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Le-To, Método de Lewis-Torczon;

nome, o nome com o qual estd identificado o problema;
n, o nimero de varidveis do problema;

D., numero de restrigoes de desigualdade do problema;
C., niimero de restrigoes de caixa do problema;

1., nimero de restricoes de igualdade do problema;

It., nimero de iteracoes realizadas pelo método;

NF, nimero de vezes que foi avaliada a funcao f;

frep, valor minimo da funcao f reportado em |2, 9|;

AN N N N N NN

Af, diferenca entre o valor minimo da func¢io f obtido com o método
correspondente e o melhor valor reportado em |2, 9].

Antes de entrar na resolucao dos problemas da colecao |2, 9], resolvemos dois
problemas em $2, usando os métodos de Lucidi-Sciandrone-Tseng e Lewis-
Torczon. Apresentamos graficamente os pontos gerados por cada um dos
métodos e uma tabela com os resultados obtidos.

Exemplo 5.2.1. resolver o seguinte problema de otimimizacao:

minimizar  (z1 — 2)% + 3x% — 2x129 — o1 + 279
sujeita a To —1.021 —3 <0
0.51‘1—2—%2 SO
—x1—2—29<0
2:61 —4 — i) S 0
x9 4+ 0.521 —2<0

Observagao 5.2.1. O problema (5.1) tem fung¢ao objetivo quadratica e cinco
restrigdes de desigualdade lineares.

Solugao. Na tabela (5.1) aparecem os resultados obtidos com a execugao dos
algoritmos dos métodos de Lucidi-Sciandrone-Tseng e Lewis-Torczon. Além
disso, a figura (5.1 a) mostra a seqiiéncia de pontos gerada pelo método
de Lucidi-Sciandrone-Tseng e a figura (5.1 b) mostra a seqiiéncia de pontos
gerada pelo método de Lewis-Torczon. Para o calculo da razao Af/frep,
usamos como frep a solugao gerada pelo Mathematica [12], com o comando:
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(b)

Figura 5.1. Solugao gréfica do problema (5.1) com os métodos de Lucidi-Sciandrone-
Tseng e Lewis-Torczon.
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Caracteristicas Lu-Sc-Ts Le-To
Nome [ n[D[C[I[ It [NF]Af/frep || It [ NF [ Af/frep
Problema (5.1) [2 [ 5 [0 [0 [ 17 ] 119 [ 10°° 58 [ 172 | 10°°©
Problema (5.2) [ 2 [ 3 | 0 [ 1 || 12| 42 10°1 ][40 | 69 1078

Tabela 5.1. Solucdo dos problemas (5.1) e (5.2).

Minimizel{ f,cons}, {x,y, - }].

Exemplo 5.2.2. resolver o seguinte problema de otimimizacao:

minimizar % + 23

sujeita a 0.521 — 29 —1<0
2 — 3%1 — X9 S 0 (52)
9 —24+0.521 <0
2.%1 — X9 = 0

Observagao 5.2.2. O problema (5.2) tem fungao objetivo quadratica e qua-
tro restri¢cdes lineares, das quais, trés sao restrigdes de desigualdade y uma
de igualdade.

Solugao. Na tabela (5.1) aparecem os resultados obtidos na solugao do pro-
blema (5.2) com a execugao dos algoritmos dos métodos de Lucidi-Sciandrone-
Tseng e Lewis-Torczon. A figura (5.2 a) mostra a seqiiéncia de pontos gerada
pelo método de Lucidi-Sciandrone-Tseng e a figura (5.2 b) mostra a seqiién-
cia de pontos gerada pelo método de Lewis-Torczon. Para o calculo da razao
Af/ frep, usamos como frep a solucao gerada pelo Mathematica [12].

Podemos observar que na solugao dos problemas (5.1) e (5.2), os dois
métodos encontram a solucdo com uma presisao muito boa. No entanto,
se temos em conta o nimero de iteracdes feitas pelos métodos, podemos
ver que o método de Lucidi-Sciandrone-Tseng fez aproximadamente um 30%
das iteragoes feitas pelo método de Lewis-Torczon. Agora tendo em conta o
numero de avaliacoes da funcao objetivo f feitas pelos métodos, na solucao do
problema (5.1), o método de Lucidi-Sciandrone-Tseng fez aproximadamente
um 69% das avaliagoes feitas pelo método de Lewis-Torczon. Em quanto
que, na soluc¢do do problema (5.2), o método de Lucidi-Sciandrone-Tseng fez
aproximadamente um 60.86% das avaliacoes feitas pelo método de Lewis-
Torczon.
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(b)

Figura 5.2. Solugao gréfica do problema (5.2) com os métodos de Lucidi-Sciandrone-
Tseng e Lewis-Torczon.
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5.3 Resultados de alguns problemas da colecao Hock-
Schittkowski

Apresentamos a seguir trés tabelas com resultados obtidos na solucdo de
alguns problemas tirados da colecao Hock-Schittkowski [2, 9], com as im-
plementagoes feitas para os métodos de Lucidi-Sciandrone-Tseng e Lewis-
Torczon. Além disso, em uma quarta tabela, Tabela (5.4) apresentamos os
resultados obtidos por Marco Sciandrone, Stefano Lucidi e Paul Tseng com a
implementagao do método que eles fizeram, os quais estao reportados em [5].
A tabela (5.2) apresenta resultados obtidos para problemas com restri¢oes
de desigualdade e/ou de caixa, os quais também foram testados por Ste-
fano Lucidi, Marco Sciandrone e Paul Tseng [5]. A tabela (5.5) apresenta
resultados obtidos para problemas do mesmo formato que os apresentados
na tabela (5.2), os quais nao foram testados por Marco Sciandrone, Stefano
Lucidi e Paul Tseng e pelo tanto nao foram reportados em [5]. E a tabela
(5.7) apresenta resultados para problemas com restri¢oes de desigualdade
e/ou de caixa e/ou de igualdade, os quais nao foram testados por Marco
Sciandrone, Stefano Lucidi e Paul Tseng e pelo tanto ndo sdo reportados em
[5]. Os problemas foram testados tendo em conta o ponto inicial zg proposto
em [2, 9]. No entanto, para alguns problemas (problemas: HS021, HS038,
HS052, HS105, HS262, HS265, HS340 e HS392), o ponto inicial zy proposto
em [2, 9] ndo ¢é factivel, pelo qual iniciamos o teste para o problema corres-
pondente com um ponto factivel proposto por nés. Estes pontos iniciais sdo
0s seguintes:

v HS021: zg = (2,—1)%;

v HS038: zo = (1,1,1,1)

v HS052: 2o = (—6,2,2,2,2)";

v HS105: 2 = (0.1,0.2,100,130,175,11.2,13.2,15.8)";

v HS262: 20 = (1,2,3,0)";

v HS265: z0 = (3/4,1/4,5/8,3/8)";

v HS340: 29 = (0.1,0.1,0.1)";

v HS392: 20 = (100, 126.3,520, 95.9, 199,400, 34.2, 217, 500, 54.6, 217.1,

630, 49.8, 200.1, 600, 112.4, 126.3, 520.4, 83.5, 199.6, 399.7, 34.2, 248.6,
500, 54.6, 185.5, 630, 49.8, 200.1, 600)".
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De acordo com os resultados obtidos com as implementacoes dos métodos de
Lucidi-Sciandrone-Tseng e Lewis-Torczon na solu¢ao dos problemas reporta-
dos na Tabela (5.2), podemos afirmar que os resultados que obtivemos com
as implementacoes feitas resolvem a maioria dos problemas com uma pre-
cisao muito boa (erro relativo pequeno). S6, a solugdo do problema HS044
com o método de Lewis-Torczon nao é considerada como boa, pois o erro re-
lativo reportado é muito grande. Também podemos afirmar o mesmo para o
problema HS392, no entanto, comparando o resultado reportado por Marco
Sciandrone, Stefano Lucidi e Paul Tseng em [5] com os resultados que nos
obtivemos com as implementacoes feitas, o erro relativo com as trés imple-
mentagoes sdo os mesmos, o qual faz-nos acreditar que os resultados que
obtivemos com os métodos sao bom em geral. Em relacao ao niimero de ite-
ragoes feitas e ao nimero de vezes que foi avaliada a funcao f com os métodos
de Lucidi-Sciandrone-Tseng e Lewis-Torczon, podemos dizer que o método
de Lucidi-Sciandrone-Tseng foi muito melhor comparado com o método de
Lewis-Torczon. A Tabela (5.3) reporta o porcentagem de iteragoes e ava-
liagoes da funcao objetivo f feitas pelo método de Lucidi-Sciandrone-Tseng
com respeito ao método de Lewis-Torczon. Por exemplo, para o problema
HS331, o método de Lucidi-Sciandrone-Tseng fez um 17.85% das iteragoes
feitas pelo método de Lewis-Torczon e um 25.80% das avaliacoes da funcio
f feitas pelo método de Lewis-Torczon. De acordo com os dados da Tabela
(5.3), podemos considerar que o método de Lucidi-Sciandrone-Tseng ¢ muito
melhor que o método de Lewis-Torczon.

A comparacao dos resultados obtidos com a implementacao que fize-
mos do método de Lucidi-Sciandrone-Tseng, Tabela (5.1), com os resulta-
dos reportados por Stefano Lucidi, Marco Sciandrone e Paul Tseng, Tabela
(5.4), pode ser um pouco perigosa, porque existem diferentes fatores no mo-
mento de fazer as implementacoes que podem alterar os resultados obtidos.
Para mencionar alguns destes fatores, podemos mencionar entre outros os
seguintes:

v' Stefano Lucidi, Marco Sciandrone e Paul Tseng fizeram a implemen-
tacao do método proposto em Fortran, enquanto que nos fizemos as
implementagoes do método de Lucidi-Sciandrone-Tseng em Matlab 6.5.

v" No momento de fazer comparagoes de quantidades, por exemplo, com-
parar com zero, usamos certas tolerancias, sem conhecer a forma como
eles fizeram o mesmo.

v" No momento de calcular o maior passo que pode ser dado em uma di-
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Caracteristicas Lu-Sc-Ts Le-To
Nome [ n [ D[ C I It [NF[Af/frep | It | NF [ Af/frep
HS331 | 2 [ 1 | 3]0 10] 75 107° 56 | 217 10~°
HS021 | 2 [ 1 [ 4 o(16] 119 ] 10711 22 85 0
HS024 | 2 | 3| 2 |0 13| 57 10-16 64 147 10-6
HS232 | 2 [ 3| 2 [0 13] 57 10-16 68 157 10°°
HS224 | 2 | 4 | 4 [0 |21 ] 160 10~10 48 143 10~16
HS340 [ 3 [ 1 [ 1 [0 12 143 10~7 64 | 297 10~8
HS036 | 3 [ 1 |6 [0 14| 86 0 56 171 10~3
HS251 [ 3 [ 1 | 6 [o 17 237 | 1071 44 195 1016
HS037 | 3 | 2] 6 |0 17| 237 10~10 44 195 10~16
HS250 | 3 [ 2 | 6 [0 15| 96 0 56 171 108
HS354 | 4 [ 1 | 4 (0] 21 436 107° 258 | 1629 107
HSO76 | 4 [ 3| 4 [0 14 ] 157 107 56 | 281 10°10
HS044 | 4 [ 6 | 4 0] 9 | 64 0 30 122 10T
HS105 | 8 [ 1 16|01 10| 73 107° 140 | 802 1076
HS118 [ 15[ 29[ 30| 0 [ 30 | 436 107° 358 | 2742 10~8
HS392 |30 45 (30|01 7 | 97 1073 582 | 11305 1073

Tabela 5.2. Problemas com restri¢oes de desigualdade e/ou de caixa.

recao particular, usamos algumas constantes para determinados casos,
e ndo conhecemos como eles obtiveram este tamanho de passo.

No entanto, podemos dizer que, nos problemas HS105 e HS392 obtivemos
melhores resultados com a implementacio que fizemos do método de Lucidi-
Sciandrone-Tseng comparados com os resultados obtidos por Stefano Lucidi,
Marco Sciandrone e Paul Tseng. No problema HS105 o erro relativo foi
menor que o obtido por eles, o que implica um melhor valor para a funcao
objetivo. Além disso, o resultado foi obtido com somente 73 avaliacoes da
funcao f em quanto que Stefano Lucidi, Marco Sciandrone e Paul Tseng,
obtiveram o resultado com 3548 avaliacoes da funcado f. No problema HS392
obtivemos o mesmo erro relativo com 97 avaliagdes da funcdo f, em quanto
que Stefano Lucidi, Marco Sciandrone e Paul Tseng, obtiveram o resultado
com 200 avaliacoes da funcao f.

Na Tabela (5.5) apresentamos os resultados obtidos na solu¢ao dos pro-
blemas HS005, HS009, HS035 e HS038, os quais sao problemas com restri¢oes
de desigualdade e/ou caixa. De acordo com os resultados, podemos dizer
que os dois métodos implementados resolvem os problemas de uma forma
muito eficiente. S6 o problema HS038 ndo apresenta bons resultados com
o método de Lucidi-Sciandrone-Tseng. FEste problema foi resolvido com o
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Lu-Sc-Ts

Problema %It \ %NF
HS331 17,85 | 25,80
HS021 || 72,72 | 25,88
HS024 || 20,31 | 43,53
HS232 19,11 | 43,31
HS224 | 43,75 | 33,56
HS340 || 18,75 | 21,54
HS036 25 32,74
HS251 || 38,63 | 22,56
HS037 || 38,63 | 22,56
HS250 26,78 | 32,74

HS354 8,13 | 15,83
HS076 25 | 19,92
HS044 30 | 24,59
HS105 714 | 17,45
HS118 8,37 | 13,05
HS392 1,20 | 5,14

| Promedio | 25,08 | 25,01 |

Tabela 5.3. Porcentagem das iteracoes e das avaliagoes da funcao f feitas pelo
método de Lucidi-Sciandrone-Tseng respeito do método de Lewis-Torczon.

método de Lewis-Torczon com um nimero elevado de iteracoes, 4102 e um
nimero elevado de avaliagbes da fungao f, 27241. Na tabela (5.6) reporta-
mos o porcentagem de iteragoes e avaliacoes da funcdo f feitas pelo método
de Lucidi-Sciandrone-Tseng com respeito ao método de Lewis-Torczon.

O problema HS005, merece também um comentario adicional, pois a
funcao objetivo f nao é convexa, e na regido factivel ela tem dois minimos lo-
cais. A importancia do ponto inicial queda manifesta neste problema, ja que
dependendo deste, a solucao encontrada pelos métodos pode ser diferente. A
figura (5.3 a) mostra os pontos gerados com o método de Lucidi-Sciandrone-
Tseng e a figura (5.3 b) mostra os pontos gerados com o método de Lewis-
Torczon, iniciando as iteragoes no ponto inicial xg = (—1,2.5), os dois méto-
dos convergem para o ponto de minimo z* = (2.5944, 1.5944); enquanto que,
se o ponto inicial é xg = (1.5,0.5), os método de Lucidi-Sciandrone-Tseng e
Lewis-Torczon convergem para o ponto de minimo z* = (—0.5472, —1.5472).
As graficas (5.4 a) e (5.4 b) mostram os pontos gerados com os métodos de
Lucidi-Sciandrone-Tseng e Lewis-Torczon respectivamente.
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Caracteristicas Reportado em [5]

Nome | n | Des. | Cai. [ Igu. | NF | Af/frep

HS331 | 2 1 3 0 104 1072

HS021 | 2 1 4 0 33 0

HS024 | 2 3 2 0 24 0

HS232 | 2 3 2 0 29 0

HS224 | 2 4 4 0 100 0

HS340 | 3 1 1 0 108 0

HS036 | 3 1 6 0 34 0

HS251 | 3 1 6 0 153 0

HS037 | 3 2 6 0 153 0

HS250 | 3 2 6 0 34 0

HS354 | 4 1 4 0 236 0

HS076 | 4 3 4 0 153 0

HS044 | 4 6 4 0 32 0

HS105 | 8 1 16 0 3548 —1073

HS118 [ 15| 29 30 0 251 107°

HS392 | 30 | 45 30 0 200 103

Tabela 5.4. Resultados reportados em [5].
Caracteristicas Lu-Sc-Ts Le-To

Nome [n [D[C[I| It [NF[Af/frep | It | NF [ Af/frep
HS005 [2] 020 15 | 144 10~7 70 273 10~7
HS009 [2 [ 0] 20 13 | 53 10713 32 88 10718
HS035 [3 [ 1 [ 3]0 12 | 133 108 84 368 10713
HS038 [ 4] 2 [ 4|01 359 | 992 1072 4102 | 27241 | 1077

Tabela 5.5. Outros problemas com restri¢des de desigualdade.

Lu-Sc-Ts
Problema %It \ %NF
HS005 || 21,42 | 52,74
HS009 || 40,62 | 60,22
HS035 || 14,28 | 36,14
HS038 875 | 3,64

| Promedio | 21,27 | 38,18 |

Tabela 5.6. Porcentagem das iteracOes e das avaliagoes da funcao f feitas pelo
método de Lucidi-Sciandrone-Tseng respeito do método de Lewis-Torczon.
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Figura 5.3. Solucao do problema HS005 com os métodos de Lucidi-Sciandrone-Tseng
e Lewis-Torczon, iniciando no ponto zy = (—1,2.5).
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Caracteristicas Lu-Sc-Ts Le-To
Nome \ n \ D \ c \ I It \ NF \ Af/frep || It \ NF \ Af/ frep
HS347 [ 3] 0] 6 1] 9] 25 106 68 | 150 10~
HS262 [ 4 [ 3[4 1] 10] 66 1016 92 | 256 107
HS265 |4 [ 0 [ 4 [2] 7 [ 24 10~7 22| 61 103
HS050 [ 5] 0| 0|31 66 450 1079 84 | 349 | 1072
HS051 [ 5[ 0|0 |31 13] 147 1078 66 | 269 | 1013
HS052 [ 5[ 0|0 ]3] 18] 201 1076 74 | 292 T
HS269 [ 5] 0] 0 [3] 13| 155 10~7 66 | 275 10~7
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Tabela 5.7. Problemas com restrigdes de desigualdade e/ou de caixa e/ou de igual-

dade.

Na tabela (5.7) apresentamos os resultados dos testes feitos para alguns pro-
blemas com restri¢oes de igualdade e/ou de desigualdade e/ou de caixa. To-
dos os problemas convergem com os métodos implementados para a solugao
fornecida em [2, 9], com excelentes resultados. Em quanto ao numero de ite-
ragoes e ao nimero de avaliacoes da funcdo f feitas pelos métodos, a Tabela

(5.8) apresenta o porcentagem de iteracoes e avaliacoes da funcao f feitas

pelo método de Lucidi-Sciandrone-Tseng com respeito ao método de Lewis-
Torczon. De esta, podemos concluir que o método de Lucidi-Sciandrone-
Tseng é muito mas eficiente que o método de Lewis-Torczon.

Lu-Sc-Ts
Problema %It \ %NF
HS347 || 13,23 | 45,33
HS262 10,86 | 35,93
HS265 31,81 | 36,06
HS050 78,57 | 24,06
HSO051 19,69 | 24,53
HS052 || 24,32 | 25,34

HS269 | 19,69 | 24

’ Promedio H 28,31 \ 30,75

|

Tabela 5.8. Porcentagem das iteracoes e das avaliagoes da funcao f feitas pelo

método de Lucidi-Sciandrone-Tseng respeito do método de Lewis-Torczon.
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Figura 5.4. Solucao do problema HS005 com os métodos de Lucidi-Sciandrone-Tseng
e Lewis-Torczon, iniciando no ponto z¢ = (1.5,0.5).



CONCLUSOES

1. No presente trabalho estudamos dois métodos que nao usam o gradien-
te da funcao f para solucionar o problema

minimizar  f(x)
sujeita a gi(z) <0, Viel
=0, Yl e E,

onde I ={1,.... m}CN E={m+1,....m+p} CNe f: R*" >R
é¢ uma fungio continuamente diferencidvel em R”. Além disso, assumi-
mos que as funcoes g; : R" — R e hy : R” — R sdo lineares para todo
1€letodol e L.

Em particular, para o método de Lucidi-Sciandrone-Tseng foi possivel
adaptar o primeiro método apresentado em [5] sob a condicdo 1 de tal
forma que o novo método soluciona o problema (1). A implementagao
dos métodos estudados ndo apresentam maiores dificuldades e os re-
sultados obtidos para os problemas testados sao considerados bons, em
geral.

2. De acordo com a defini¢ao (1.0.2), podemos classificar os métodos de
Lewis-Torczon e de Lucidi-Sciandrone-Tseng como métodos Derivative-
Free, j4 que nenhum deles usa o gradiente da funcao f no desenvolvi-
mento dos algoritmos. O método de Lewis-Torczon pode ser classi-
ficado como método de busca direta, ja que ele s6 usa comparacoes
de valores da funcao f como estratégia para definir o proximo ponto
factivel com melhor valor. Nao consideramos o método de Lucidi-
Sciandrone-Tseng como de busca direta, ja que ele usa uma estratégia
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de decréscimo suficiente para determinar o proximo ponto factivel com
melhora valor da funcdo f.

3. Apos fazer muitos testes com as implementacoes feitas, em especial
com a implementacdo do método de Lucidi-Sciandrone-Tseng, pode-
mos concluir que a escolha dos parametros envolvidos no método é
muito importante. Parimetros "mal escolhidos"podem ocasionar er-
ros na solucao de um problema e em conseqiiéncia desconfiariamos do
bom desempenho dos métodos. A partir dos resultados que obtivemos,
podemos dizer que tomar 6, = 0.5, 8. = 0.5 e ag = 1 (passo inicial)
¢ uma boa opc¢ao para obter bons resultados com o método de Lucidi-
Sciandrone-Tseng. E tomar A = 1 (tamanho do passo inicial) e e = 0.5
¢ uma boa escolha no método de Lewis-Torczon.

4. Quanto ao desempenho dos métodos estudados, tendo em conta os
testes realizados, podemos concluir que o método de Lucidi-Sciandrone-
Tseng apresenta vantagem em relacao ao método de Lewis-Torczon se
nos referimos ao nimero de iteracdes e ao numero de avaliacbes da
funcao f. De acordo com as Tabelas (5.3), (5.6) e (5.8), o método
de Lucidi-Sciandrone-Tseng faz aproximadamente um 25.31% das iter-
acoes feitas pelo método de Lewis-Torczon e um 26.30% das avaliacoes
da funcdo f feitas pelo método de Lewis-Torczon na solucdo de um
problema.

5. Consideramos que o método de Lucidi-Sciandrone-Tseng faz menos ite-
racoes e menos avaliacoes da funcdo f comparado com o método de
Lewis-Torczon porque o método de Lucidi-Sciandrone-Tseng procura
melhores valores para a fun¢do objetivo f explorando todas e cada uma
das dire¢oes no conjunto Dy, enquanto o método de Lewis-Torczon, se
ele encontra um valor melhor para a funcdo objetivo f ao longo de
alguma dire¢do no conjunto Py, ele termina a iteragdo correspondente.
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