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O Teorema da Funcao Implicita em um contexto aplicado e algumas

conexoes no calculo de areas de regioes planas

Autor: EPITACIO PEDRO DA SILVA JUNIOR
Orientadora: Prof®. Dr*. SANDRA AUGUSTA SANTOS

RESUMO

Este trabalho tem dois objetivos principais. O primeiro é apresentar um contexto apli-
cado para o uso do Teorema da Funcao Implicita. Este resultado permite analisar a
influéncia da precisao dos relégios envolvidos no funcionamento do GPS (Global Posi-
tioning System), cujo receptor é usado para determinar as coordenadas de um ponto da
Terra. O segundo objetivo é estabelecer algumas conexdes entre conceitos da Geometria
Analitica do Ensino Médio com a do Ensino Superior, bem como com o Calculo de Varias
Variaveis, aparentemente desconectados para o aluno do Ensino Superior. Para tanto,
a idéia foi partir do calculo da area de regides simples, como tridngulos e poligonos,
e chegar a computagao de dreas de regioes mais sofisticadas, por meio do Teorema de
Green. Este resultado permite justificar o funcionamento do aparelho mecénico denomi-
nado planimetro.

Palavras-chave: Teorema da Funcgao Implicita; GPS; calculo de areas; regioes planas;

teorema de Green.
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The Implicit Function Theorem in an applied context and some

connections in the calculus of the area of plane regions

Author: EPITACIO PEDRO DA SILVA JUNIOR
Adviser: Prof®. Dr*. SANDRA AUGUSTA SANTOS

ABSTRACT

The objective of this work is twofold. First, it presents an applied context for using the
Implicit Function Theorem. This result allows to analyze the influence of the accuracy of
the clocks involved in the working of the GPS (Global Positioning System), the receiver
of which is a device used to locate the position of a point on the surface of the earth.
Second, it points some connections among concepts of Analytic Geometry, together with
Calculus of Several Variables, apparently not linked for the university student. To achieve
such goal, the idea was to start with the calculus of the area of simple regions, like
triangles and polygons, and reach the computation of more sophisticated areas by using
Green’s theorem. This result allows to justify the working of the mechanical device called
planimeter.

Keywords: Implicit Function Theorem; GPS; calculus of areas; plane regions; Green’s

theorem.
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Introducao

Este trabalho esta associado aos aspectos matematicos subjacentes ao funcionamento de
dois aparelhos utilizados em Ciéncias da Terra e dreas afins: o GPS (do inglés, Global
Positioning System) e o planimetro. Estes aparelhos permitem ilustrar resultados sofisti-
cados de Matematica, mais precisamente do Célculo de Fungoes de Varias Varidveis, a
saber, o Teorema da Funcao Implicita e o Teorema de Green, respectivamente.

Para a compreensao de como o contexto aplicado do GPS oferece uma oportunidade
de aplicacao para o Teorema da Funcao Implicita, bastante escassa nos livros-texto de
Calculo, apresentaremos, de forma resumida, o principio de funcionamento desse apare-
lho. Tomamos como ponto de partida uma simplificacao bidimensional para viabilizar
a visualizacao e preparar a extensao para o espaco tridimensional em que o aparelho
trabalha. A conexdo efetiva com o Teorema da Funcdo Implicita aparece associada a
imprecisoes na medi¢do do tempo e o necessario ajuste dos relégios envolvidos. Para
completar o texto, incluimos duas versdes do Teorema da Funcao Implicita, de ®"*! em
R, com a respectiva demonstracao, e de "™ em R", com exemplos.

Com relagao ao funcionamento do planimetro, como a sua conexao com o Teorema de
Green ja foi explorada em outros trabalhos (cf. [5], [16] e [18]), optamos por um desen-
volvimento um pouco diferente. Nossa idéia foi buscar um resgate para o calculo de areas

de regides planas simples, como triangulos e poligonos, usando desde as ferramentas da



Geometria Analitica do Ensino Médio, até o Teorema de Green, o que permite interrela-
cionar diversos conceitos matematicos aparentemente desconectados para o estudante do
Ensino Superior.

As figuras que ilustram o texto foram preparadas com o auxilio dos programas
Wimplot, Word e Cabri Geometry II Plus.

Este trabalho esta distribuido em dois capitulos. O capitulo A Matemdtica do Sistema
de Posicionamento Global foi baseado inicialmente no texto de ALVES (2004)[1] que trata
da geometria da Terra e da matematica do GPS. Traz contribuicoes de THOMPSON
(1998)[19] para um modelo bidimensional associado ao funcionamento do GPS e de
NORD et al (1998)[15], para introduzir a necessidade do Teorema da Fung¢ao Implicita
na analise da precisao da medicao do tempo e sua repercussao nas medidas registradas
pelo receptor.

O capitulo Cdlculo de dreas de regioes planas: estabelecendo conexdes se concentra
no cdlculo de areas de regioes planas, utilizando ferramentas que vao desde a Geometria
Analitica do Ensino Médio até o Teorema de Green, passando pela Geometria Analitica
Vetorial. Finaliza com uma breve descrigao do funcionamento do Planimetro, instru-
mento usado para medir areas de regioes planas, cujo principio de atuacao pode ser

justificado pelo Teorema de Green.



Capitulo 1

A Matematica do Sistema de

Posicionamento Global

A fundamentagao matematica para o entendimento de modelos de sistema de navegacao
por satélite, consiste basicamente de um estudo sobre as posigoes relativas entre duas ou
mais esferas e das relagoes entre as coordenadas geograficas e as coordenadas cartesianas,
conforme aponta [1]. No entanto, para se analisar a qualidade dos resultados obtidos por
um receptor GPS, que sao computados com base em localizagbes espaciais e distancias
bem como em variacoes de tempo com ordens de magnitude muito diferentes, o Teorema
da Funcao Implicita consiste numa ferramenta bastante 1til.

Este capitulo se concentra na apresentacao de todas essas idéias e foi preparado com

base em [1], [15] e [19].



1.1 Superficie Esférica em Coordenadas Geograficas

As coordenadas geogréaficas sdo usadas para a localizacdo de pontos na superficie da
Terra e sao denominadas latitude e longitude. Para identificd-las, precisamos conhecer
os elementos da superficie da Terra.

A forma da Terra é arredondada e sua superficie se aproxima de uma esfera de
centro O e raio r. O eixo polar é uma reta que passa por O e pelos polos norte, e
sul. A interseccao do plano do equador' com a superficie esférica da Terra determina
uma circunferéncia de raio igual ao raio da Terra, que é chamada de linha do equador. A
interseccao de qualquer outro plano, perpendicular ao eixo polar, com a superficie esférica

da Terra determina uma circunferéncia de raio menor que o raio terrestre, chamada de

—

paralelo.

Figura 1.1: Tlustragao da superficie da Terra com seus elementos.

Os meridianos sao semicircunferéncias que passam pelos pélos Norte e Sul; ou seja,

Iplano do equador é um plano perpendicular ao eixo polar que passa pelo centro da Terra, ponto O.



sdo arcos contidos em circunferéncias maximas que passam pelos pdlos, e estdo conti-
dos em planos perpendiculares ao plano do equador. O mais notavel dos meridianos
é o de Greenwich, localidade proxima a Londres, onde estd instalado um observatorio
astronomico. A Figura 1.1 ilustra esses elementos.

A latitude de um ponto P situado no globo terrestre é a medida do arco de meridiano
que passa por P, com extremos em P e na linha do equador. Ela é expressa em graus,
minutos e segundos e varia de 0° a 90° norte (N) ou sul (S).

A longitude de um ponto P situado no globo terrestre é a medida do arco de paralelo
que passa por P, com extremos em P e no meridiano de Greenwich. Ela é expressa em
graus, minutos e segundos e varia de 0° a 180° leste (E) ou de 0° a 180° oeste (W).

Para escrever um ponto em coordenadas cartesianas ortogonais, vamos considerar o
sistema com origem no ponto O da Figura 1.2 e com os eixos coordenados positivos x,
y e z cortando a intersecgao do meridiano de Greenwich com o equador, a intersecgao do
meridiano de 90°E com o equador e o poélo norte N, respectivamente. A diferenga entre
OP = /22 + 42+ 2% ¢ 0 raio R da Terra é a altitude de P = (z,y,z). No tridngulo
retangulo AOAP da Figura 1.2, temos

. z
sm((b) = \/ﬁ (11)

Se z > 0, 0° < ¢ < 90° e neste caso, dizemos que a latitude de P é ¢°N. Se z < 0,
—90° < ¢ < 0° e dizemos que a latitude de P é (—¢)°S. Por outro lado, no triangulo
retangulo AOBA da Figura 1.2 | temos

x ) Y
\/Ty? e sin(a) = \/Ty?

Se y > 0, temos que « varia entre 0° e 180° e a longitude do ponto P é a® E. Se y < 0,

cos(a) = (1.2)

« varia entre —180° e 0° e a longitude do ponto P é (—a)° W.



P(xy.z)

equacdor

Figura 1.2: Tlustracio da relagio entre as coordenadas cartesianas z, y e 2z e geograficas, latitude ¢,

longitude « e altitude.
1.2 Sistema Posicional Global - GPS

O Sistema Posicional Global (GPS - Global Positioning System) é uma constelagao de
24 satélites, orbitando em torno da Terra, a uma altura de 20200 km acima do nivel do
mar, controlados por seis estagoes terrestres de gerenciamento, Figura 1.3, que permitem
determinar qualquer posicao sobre a Terra com uma notavel precisao.

Este projeto foi iniciado em 1973 pelo Departamento de Defesa dos Estados Unidos,
oficialmente chamado de NAVSTAR (Navigation Satellite Timing and Ranging), que
consiste em trés segmentos: um segmento espacial (os satélites que emitem sinais), um
segmento de controle (as estacOes terrestres de rastreamento e monitoramento) e um
segmento do usudrio (receptor que recebe os sinais emitidos pelos satélites). Tem como
objetivos auxiliar a radionavegacao com alta precisao nos calculos de posicao; propiciar
navegacao em tempo real; propiciar alta imunidade a interferéncias; proporcionar cober-

tura global 24 horas por dia e obter, de forma rapida as informagcoes coletadas pelos



Dados para o Satélite
Dados para o

Usuario

Dados para
a Base de
Controle

Estagido Gerenciamento Receptor - GPS

Controle e Uso do GPS

Figura 1.3: Tlustragio de uma estagio de gerenciamento. Extraida de [1, p.35].

satélites.

Antes de 1995, a navegagao por satélite GPS feita com o uso de receptores portateis de
grande precisao era de uso restrito do Departamento de Defesa dos Estados Unidos para
fins militares, e os aparelhos com baixa pecisao eram destinados para o uso civil. Hoje,
os receptores de precisao maxima sao utilizados nas mais variadas areas profissionais,
como por exemplo: em todos os tipos de levantamento de areas, controle de desastre
ecoldgico, monitoramento de voos e outros.

O segmento espacial é composto por 24 satélites em seis 6rbitas de 4 satélites, igual-
mente espacados, conforme Figura 1.4, completando uma volta em torno da Terra a cada
12 horas. Cada satélite possui um angulo de visao da Terra de aproximadamente 28°,
de modo que todo ponto da superficie da Terra, em qualquer instante, é visualizado por
pelo menos quatro satélites.

Os 24 satélites sao controlados por seis estacoes terrestres de gerenciamento, sendo
que a estacao principal estd localizada no Colorado - Estados Unidos - e junto com as

outras cinco monitoram o desempenho do sistema, corrigindo as posi¢oes dos satélites e



Figura 1.4: Satélites orbitando sobre a Terra. Extraida de [1, p.34].

reprogramando o sistema com o padrao necessério.

Cada satélite do GPS transmite por radio um sinal padrao, duas freqiiéncias, que
sao recebidas pelo receptor na Terra. Uma delas é usada para determinar a posi¢ao do
receptor na Terra e a outra, para eventuais corregdes necessarias nas configuragoes do
satélite. Estas freqiiéncias sao de 1575.42 MHz e de 1227.60 MHz e sao obtidas a partir
da freqiiéncia fundamental (10.23 MHz) multiplicada por 154 e 120, respectivamente.

O receptor mede a diferenca de tempo entre o sinal emitido e o sinal recebido e multi-
plica esse valor pela velocidade do sinal, que é de aproximadamente
2.99792458 x 10® m/s, determinando assim a distancia entre o receptor e o satélite.
Cada satélite é programado para emitir o que se chama de efeméride, que é sua posicao,
naquele instante, em relagdo a um sistema ortogonal de coordenadas. Conhecendo-se a
efeméride (posicao do satélite) e a distancia entre ele e o receptor conclui-se que o re-
ceptor se encontra numa esfera imaginaria centrada no satélite de raio igual a distancia
entre o receptor e o satélite. Assim, usando os sinais de quatro satélites, o receptor
determina as coordenadas geogréficas (latitude, longitude e altitude) de sua posigao na
Terra, encontrando o ponto de intersecgao entre as quatro esferas. Essas informagoes

estao em [19, p.260-262] e em [11, p.50-52].



A garantia de que o receptor encontra um tnico ponto de interseccao entre as quatros

esferas estd no seguinte teorema, extraido de [1, p.30]:

Teorema 1.2.0.1 Se quatro superficies esféricas se interceptam e seus centros sdo nao

coplanares entao esta interseccao consiste de um unico ponto.

Demonstracao: Sejam Sp, Ss, S3 e Sy superficies esféricas de centros C, Cy, C5 e Cy,
respectivamente. Mostraremos que se S; NSy NS5 NSy # 0 e Oy, Cy, Cs, Cy 830 nao
coplanares entao S; NSy N S3 NSy = {P}.

Suponhamos f; = 22 +y? + 2% — 2a;x — 2b;y — 2¢c;z +d; = 0 as equacoes gerais de S;,
com centro C; = (a;, b;, ¢;) onde i = 1,2,3,4. Sem perda de generalidade, igualando as
equacoes duas a duas, f1 = fo, fi = fz e fi = f4, e simplificando os termos semelhantes,
obtemos equacoes lineares em x, y € z.

Uma tal equagao linear determina um plano que contém a correspondente intersecgao.
Por exemplo, da igualdade f; = fo obtem-se a equagdo do plano que contém 57 N Ss.

Assim, considerando os planos que contém S; N S5, S1 N S5 e Sy NSy temos que se
P = (z,y,z) estd em S; NSy N S3MN Sy entao (z,y, z) é solugao do sistema linear

—2(ay — ag)x — 2(by — by)y — 2(c1 — c2)z 4 (dy —d3) =0
—2(a; —az)x — 2(by —b3)y —2(c1 —e3)2 + (dy —d3) =0 - (1.3)
—2(ay — ag)x — 2(by —by)y —2(c1 —c4)z+ (dy —dyg) =0

A prova do teorema esta terminada se mostrarmos que o sistema (1.3) tem uma tnica

solucao pois a existéncia de dois pontos distintos em

S1 NSy N S3N S, acarretaria duas solugoes distintas para o sistema (1.3).

Escrevendo o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (1.3) temos

—2(CL1 — CLQ) —2(b1 — bg) —2(01 — Cg) a; — as b1 — bz C1 — Cy
—2(a; —as) —2(by —b3) —2(c1 —c3) | =8| a;—az by —by ¢ —c3
—2(@1 — a4) —2(b1 — b4) —2(61 — C4) a1 — ay b1 — b4 Cl —C4
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Como (1, Cs, (5, C4 sdo nao coplanares segue que o determinante a direita é nao
nulo e, portanto (1.3) é um sistema linear com matriz quadrada e nao singular tendo

assim uma Unica solugao. O

1.3 Modelo bidimensional

Para facilitar a compreensao sobre o funcionamento do GPS, que busca coordenadas de
dimensao trés, apresentaremos um modelo simples de dimensao dois, adaptado de [19].

Suponha que vocé esta no centro de uma regiao plana, quase circular, de raio médio
igual a 6 metros. Essa regiao é toda cascalhada e estd dentro de uma regiao circular,

pavimentada, com raio de 30 metros, circundada por uma estrada, conforme Figura 1.5.

cascalho

paviments

Figura 1.5: Tlustragio para o cdlculo da posi¢ao de um ponto situado no centro da regido de cascalho,

dentro de um circulo pavimentado. (Adaptada de [19, p.262]).

Para determinar sua posicao, os mensageiros saem dos carros que estao na estrada
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circular, caminham em linha reta na sua direcdo e informam a vocé o instante em que
sairam do carro. Vocé tem um reldgio e sabe que todos mensageiros andam com veloci-
dade constante de 1.50 m/s no asfalto, e de 1.20 m/s no cascalho.

Vamos considerar um sistema de coordenadas retangulares com origem no centro do
circulo que define a estrada, e que a posicao de um ponto na estrada seja descrita pela
distancia angular a partir do leste, no sentido anti-horario. As distancias serao medidas
em metros e o tempo, em segundos. Para nao perder demais a precisao dos célculos,
faremos um truncamento na terceira casa decimal.

Ao meio-dia, um mensageiro sai da posi¢ao 45°, e quando o alcanca, seu relégio marca
20.2 s depois de meio-dia. Como vocé nao sabe a real distancia que ele andou no cascalho,
entao suponha que ele andou 6 m (raio médio). Como a velocidade é de 1.20 m/s
nesse trecho, ele levou 5 s para percorrer o cascalho, restando 15.2 s para percorrer o
pavimento. A uma velocidade de 1.50 m/s, a distancia percorrida no pavimento foi de
22.80 m. Logo, vocé conclui que estd situado em um ponto de um circulo de raio 28.80 m
centrado na posicao de partida do mensageiro.

Um segundo mensageiro deixa a estrada na posigao —45° as 12:01 e quando chega
na sua posicao, seu relégio mostra que é 29.5 s depois de sua saida. Considerando
que ele andou 6 m no cascalho em 5 s, entdo a caminhada no pavimento foi de
(29.5 — 5)(s) x 1.5(m/s) = 36.75 m. Logo vocé conclui que estd situado em um pon-
to de um circulo de raio 42.75 m centrado na posi¢ao de partida do segundo mensageiro.

As coordenadas do ponto de partida do primeiro e do segundo mensageiro sao
P, = (30cos45°,30sin45°) = (21.213,21.213) e
Py = (30 cos(—45°),30sin(—45°)) = (21.213, —21.213),

respectivamente.
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Assim, as coordenadas (z,y) de sua posigao satisfazem o sistema:

(z —21.213)%* 4 (y — 21.213)* = 28.80?
(x —21.213)% 4 (y + 21.213)* = 42.75°

Os pontos (—5.992,11.763) e (48.418,11.763) sao solugoes do sistema, no entanto sé
o primeiro estd dentro da regiao circular. Portanto conclui-se que vocé se encontra a

—5.992 m ao oeste e 11.763 m ao norte do centro da regiao circular, conforme Figura

1.6.

Figura 1.6: Regiao circular contornada pela circunferéncia C centrada em O, com o ponto (z,y)

indicando a posi¢ao determinada no problema. (Adaptada de [19, p.263]).

Para confirmar sua posi¢ao vocé decide utilizar a informagao de um terceiro men-
sageiro que deixa a estrada na posicao —90° e chega até vocé 32.2 s mais tarde. Como
ele levou 5 s para percorrer os 6 m de cascalho, a uma taxa de 1.2 m/s, vocé conclui
que ele andou 40.8 m no pavimento a uma taxa de 1.5 m/s durante 27.2 s. Logo, vocé
conclui que estd situado em um ponto de um circulo de raio 46.8 m centrado na posicao
de partida do terceiro mensageiro, descrito pela equagao z? + (y + 30)% = 46.8%. Mas a
sua posicao (—5.992,11.763) ja encontrada a partir dos dados dos dois primeiros men-

sageiros nao é solugao desta equagao, veja Figura 1.7. Dai se conclui que sua posicao nao
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corresponde ao ponto (—5.992,11.763) e que as distancias percorridas pelos mensageiros

nao sao 22.80 m, 42.75 m e 46.8 m, respectivamente.

Figura 1.7: Regido circular contornada pela circunferéncia C centrada em O, sendo Pi, Py e P3 os

pontos de partida dos mensageiros. (Adaptada de [19, p.263]).

Como as distancias percorridas pelos trés mensageiros sao fungdes do tempo, pois as
velocidades sao constantes, vocé conclui que existe um erro na medicao do tempo. Entao
vamos supor que seu relégio funcione com um erro (e) fixo. Portanto, a distancia que

cada mensageiro percorre é dada por:
d(At,e) =6 m+ (At —e—5) s x 1.5 m/s,
onde d(At,€) ¢ a distancia, em metros (m), que cada mensageiro percorre e At é o in-
tervalo de tempo gasto por cada mensageiro, medido por seu relégio, em segundos.
Dai, as distancias d;(At;, €), com 1 < i < 3 sao dadas por:

di(Aty, €) = 28.80 — 1.5¢
dQ(AtQ, 6) =42.75 — 1.5¢
dg(Atg, 6) = 46.80 — 1.5¢
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Assim, temos um sistema de trés equagoes associadas & sua posicao e as distancias
percorridas pelos trés mensageiros, e trés variaveis, x,y e €, dado por:
(x —21.213)% + (y — 21.213)? = (28.80 — 1.5¢)?
(x —21.213)% + (y + 21.213)? = (42.75 — 1.5¢)?
22 + (y + 30)? = (46.80 — 1.5¢)>
Resolvendo o sistema numericamente vocé chegard a uma solugdo aproximada de
(3.275,9.362,4.867), o que significa que vocé estd a 3.275 m ao leste e 9.362 m ao norte
do centro da regiao circular, e que seu relégio tem um erro de aproximadamente 4.867 s.
Como o erro é positivo, significa que esse reldgio esta adiantado, por isso que voceé
mediu uma distancia entre vocé e seus mensageiros maior que a verdadeira. Acompa-
nhe nas Figuras de 1.8 a 1.11 o comportamento das circunferéncias obtidas a partir
das equagoes do sistema, atribuindo valores fixos para o erro do relégio e considerando
P = (3.275,9.362) e observe que o ponto P coincide com a intersegao das trés circun-

feréncias quando o erro estd proximo de € = 5 s, na Figura 1.10.

Figura 1.8: Erro de 3s. Figura 1.9: Erro de 4s

Veja que até aqui vocé considerou que a distancia média percorrida pelos mensageiros

na regiao de cascalho foi de 6 m, pois ndo tinha como determina-la. Vamos entao
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Figura 1.10: Erro de 5s Figura 1.11: Erro de 6s

supor que cada mensageiro estd acompanhado por um assistente, que anda no pavimento
também com velocidade de 1.5 m/s, enquanto, no cascalho o mensageiro anda com
velocidade de 1.2 m/s, e seu assistente, com 0.9 m/s.

Assim, devemos analisar as posi¢oes de partida dos mensageiros e seus assistentes,
Py, P, e P53 a partir dos dados originais do problema e resolver um novo sistema.

Sejam T' e C' as distancias percorridas no trecho todo e no cascalho, respectivamente.
Sabemos que o tempo medido no percurso do primeiro mensageiro foi de 20.2 s. Vamos

supor que o tempo gasto pelo primeiro assistente foi de 21.9 s. Assim temos o sistema:

(T — C1)/1.5+ C1/1.2 = 20.2
(T, — C1)/1.5+C1/0.9 =219

cuja solugao é Ty = 28.77 m e C; = 6.12 m. Assim vocé estaria a 28.77 m do ponto P;.
Usando o mesmo procedimento para os pontos P, e P3 e supondo que o tempo gasto

pelo segundo assistente é de 31.3 s, e pelo terceiro é de 33.8 s, temos os sistemas:

(Ty — Cy)/1.5 4 Cy/1.2 = 29.5
(Ty — Cy) /1.5 + C,/0.9 = 31.3
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(Ty — C3)/1.5+ C3/1.2 = 32.2

(Ts — C3)/1.5 4+ C3/0.9 = 33.8
que tem solugoes respectivamente iguais a Tp, = 42.63 m e Cy = 6.48 m,
T3 = 46.86 m e C3 = 5.76 m. Portanto vocé estaria a 42.63 m e 46.86 m dos pontos P
e Ps, respectivamente.

Logo, resolvendo o sistema

(r —21.213)2 + (y — 21.213)? = (28.77 — 1.5¢)?
(z — 21.213)? + (y + 21.213)? = (42.63 — 1.5¢)% (1.4)
22 4 (y + 30)? = (46.86 — 1.5¢)?

temos a solugao (3.612,9.221,4.981). Assim concluimos que vocé estd a 3.612 m ao
leste e 9.221 m ao norte do centro da regiao circular e que seu relégio tem um erro
aproximadamente igual a 4.981 s. Na verdade vocé esta a 28.77 — 1.5e = 21.298 m do
ponto P;, 35.158 m do ponto P, e 39.388 m do ponto Ps, salvo um erro de precisao além
do fato do erro do relégio ter sido considerado apenas no trajeto pavimentado.

Note que o sistema (1.4) pode ser interpretado geometricamente como a intersegao
de trés superficies conicas circulares no sistema de referéncia xye, com eixo de simetria
paralelo ao eixo € e centros em diferentes pontos, com alturas distintas.

As trés varidveis x, y, e € sao funcdes dos intervalos de tempo tq, o e t3 gastos pelo
primeiro, segundo e terceiro mensageiro, respectivamente, e medidos por vocé. Assim
temos uma funcao £ : R — N3, sendo z, y, e e funcoes implicitas de t,, t, e t3. Portanto
para determinar o erro méximo de precisao (Ax) na varidvel z, por exemplo, basta usar

a relacdo entre o diferencial de x, denotado por dx e sua variacdo Az. Assim

Ax =~ dx,
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mas

ox ox ox
dr = —dt —dt —dts.
T= gy Mgyt gy s

Ou seja,
ox ox ox
A[E ~ 8_t1At1 + 8—t2At2 + a_tg,At?”
ou ainda
Oz Oz Oz
Azr < [ |=— — — | M
x‘(@tl ot at3>

onde M = max{Aty, Aty, Ats}.
Sabendo que z, y e € sdo fungoes de ty, ty e t3 e definidas implicitamente pelas
equagcoes

fl(x,y,€7t1,t2,t3) = a,
f2($,y, €7t17t27t3) =be
f3(xay7€at17t2’t3) =C,

com a, b e ¢, constantes, e aplicando a regra da cadeia em f;, fy e f3, é possivel expressar

Ooxr Ox Oz

—, — e — em termos das derivadas de f1, fs e f3, em relacao a x, y, € e em relacao a
oty Oty Ots

t1, ta e t3. Isto é garantido pelo Teorema da Fungao Implicita que serd apresentado com
as devidas hipdteses na ultima secao deste capitulo. Mas deixaremos para desenvolver
essa andlise na determinacao de uma posi¢ao na Terra com o uso do GPS, que é um dos

nossos objetivos principais. Para isso precisamos de alguns conceitos e consideracoes que

faremos a seguir.

1.4 Determinando uma posicao na Terra

De acordo com [1], cada um dos satélites do GPS transmite um sinal de freqiiéncia

por radio que é recebido por um receptor na Terra, funcionando como um cronémetro
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extremamente acurado. O receptor capta os sinais de quatro satélites para determinar
suas proprias coordenadas e o erro de sincronizacao entre o satélite e o receptor.

Comparando com o modelo bidimensional de [19], o receptor é a pessoa que estd
na regiao circular, os sinais de ondas sdo os mensageiros e os satélites sao os carros
na estrada circundando a regiao, o vacuo é representado pela regiao pavimentada e a
atmosfera terrestre, pela regiao de cascalho.

Usando a idéia do modelo bidimensional, se o ponto da regiao plana é determinado
pela intersecao das trés circunferéncias, entao no sistema GPS, o usuario esta situado na

interse¢ao das quatro esferas, definidas no sistema (1.5):

(x—21)* + (Y —3)* + (2 — 21)* =1}
(x—22)*+ (Y —y2)? + (2 —2)*> =13 7 (1.5)
(x—a3)*+ (y—ys)® + (2 — z3)* =13

{ (=) + (W —ya)?+ (2 —2) =1}

onde (z;,¥;, 2;) sao as coordenadas das posigoes dos satélites (i = 1,2,3,4) assumidas
como constantes, (z,y, z) sao as coordenadas da posigao do receptor, a serem determi-
nadas e r; é a distancia verdadeira entre o i-ésimo satélite S e o usuério, (i = 1,2,3,4).

Observe que o sistema (1.5) tem solugao unica, garantida pelo Teorema 1.2.0.1, desde
que os quatro satélites sejam convenientemente escolhidos.

A distancia r; é determinada por
r; = C(Atl — Ati,prop)7

onde ¢ ¢é a velocidade de propagacao da luz no vacuo, At; é o tempo de transito do sinal
e At prop € 0 atraso da propagacao do sinal decorrente da atmosfera. Observe que o
intervalo de tempo considerado nao é simplesmente a diferenca entre o instante em que

o receptor recebe o sinal e o tempo padrao do GPS. Existe uma diferenca entre o relégio
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atomico, responsavel pelo disparo do sinal, e o tempo padrao do GPS, responséavel pela
ordem do disparo, atualizada pelas estagoes de monitoramento dos satélites, e ainda uma
diferenga entre o relégio do receptor e o tempo padrao do GPS que chamamos de erro

de sincronizagao. Portanto,
Ty = C(Ati,pseudo + Ati,drift - Ati,prop + Atrec,clock)a

onde At; pseudo € a diferenca entre o tempo transmitido pelo satélite e o tempo efetivo
do receptor, At; 4ri51 € a diferenca entre o relégio atéomico e o tempo padrao do GPS e
Alyec.ciock € a diferencga entre o relégio do receptor e o tempo padrao do GPS, que inde-
pende de i. Os termos At; o € Al; gripe S0 aproximados por informacao da transmissao,
At pseudo € calculado pelo receptor e At,cc cocr ¢ um valor a ser determinado.

Assim o sistema (1.5), que tem solugao unica sob as hipéteses do Teorema 1.2.0.1,

pode ser reescrito com quatro equagoes e quatro incognitas, como segue:

,

(v — 951)2 +(y — y1)2 +(z—2z) = CQ(Atl,pSeudO + AtLdm'ft
- Atl,prop + At?“ec,clock)2
(x—22)*+ (y—42)? + (2 — 22)* = A(Alopseudo + Atoarife
- At2,p7°op + A-lfrec,clock)2
(x—23)*+ (y—y3)? + (2 — 23)> = A(Alspseudo + Atz arife
- At?),prop + A-I(:7‘e(:7cl0(:k)2
(J" - x4)2 + (y - y4>2 + (Z - 24)2 - Cz(At4,pseudo + At4,d’rift
- At4,p7“op + Atrec,clock)Q

onde z, y, 2 € Atyec ciock S0 as incognitas.
Como a expressao At; pseudo + Atiarift — Ati prop ¢ conhecida, a substituiremos por t;,
com ¢ = 1,2,3,4 e por uma questao de concordancia com o modelo bidimensional, subs-

tituiremos o erro do relégio do receptor em relacao ao tempo padrao do GPS, At,cc ciocks
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por —e. Assim, reescrevendo o sistema (1.6), temos

¢

(=)’ +W—m)’+(z—2) - x(t1—€?=0
(=2 +(W—1p)’+(z—2) - x(ta—€?=0 7 (1.7)
(—w3)’ +(y—ys)* + (2 —23)> = x (t3 —€)> =0
(=2’ +(W—m)’+(z—2)—cx(ts—e?’=0

onde ¢ ¢é a velocidade de propagacao do sinal e as variaveis x, y, z e € sao fungoes de
t1, to, t3 e ty. As posigoes (z;,vy;,2;) dos satélites (i = 1,2,3,4) sdo assumidas como
constantes.

Considerando as pseudo distancias, d; = ¢ X t;, e as equagoes do sistema (1.7) como

fungoes fi(z,y, z,€) = f; temos:

f

fi=@ =2’ +Y—pn)’+(E—2)—(dh—cxe?=0
fo=(@ =22’ + (Y —1)* + (2 = 2)* = (da —cxe)*=0 ' (18)
fo=(@—a3)’ +(y—1)°+(z2—2) —(ds—cxe)?=0
fi=@ =2’ + (=)’ +(z—2) —(dh—cxe)?=0

Resolvendo, numericamente, o sistema nao linear de quatro equagoes e quatro variaveis
expresso em (1.8), o receptor encontra uma solugdo que corresponde a sua posi¢ao na
Terra. Converte as trés coordenadas cartesianas, x, y e z, em coordenadas geograficas,
que representam a latitude, a longitude, e a altitude. A quarta coordenada (€) nao tem
valor representativo para o usudrio pois trata-se do erro do relégio do receptor em relagao
ao satélite.

Vale destacar que os sistemas (1.6), (1.7) e (1.8) n@o possuem mais uma tinica solugao,
em decorréncia da variavel € introduzida. Pode ser que possuam até duas solucoes.

Para justificar esta ultima afirmacdo usaremos o argumento da prova do Teorema
1.2.0.1. Quando igualamos f; = fo, fi = f3 e fi = f4, obtemos um sistema linear com

trés equagoes e trés variaveis, com solugao unica, de acordo com as condigoes do teorema.
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Mas as equacoes f; =0, fo =0, fs =0 e fy = 0 também precisam ser satisfeitas por essa
solugao. E por isso que no teorema aparece a hipdtese que a solucao do sistema f; = 0,
fo=0, fs =0e f; =0 é nao vazia, justamente para garantir que essa solugao tnica do
sistema linear dé a solucao desejada do sistema nao linear.

No caso do sistema (1.8), aparece uma quarta variavel (€) e ao igualar as equagoes
fi=fo, i = f3 e fi = fi, obtemos um sistema linear com trés equagoes e qua-
tro varidveis, com um grau de liberdade. Portanto, sua solucdo é uma reta em R*:
(x,y,2,€) = (x(€),y(€), z(€), €), espaco onde mora(m) a(as) possivel(is) solugao(des) do
sistema (1.8). A(s) intersecao(0es) da reta obtida com qualquer um desses hiper-cones
do B! produzird as possiveis solugoes do sistema (1.8), nenhuma, uma ou duas solugoes.

O exemplo proposto a seguir visa discutir, do ponto de vista matematico, o método
utilizado pelo GPS na determinagao de um ponto sobre a superficie terrestre e a precisao
dos resultados. Esta precisao é afetada, principalmente pelo niimero de digitos conside-
rados, e como o tempo de transmisao do sinal é menor que um décimo de segundo, as
informagoes transmitidas pelo GPS precisam envolver ao menos dez digitos para produzir
resultados significativos.

Os dados que vamos considerar foram extraidos de [1, p.37], com alteragoes nos t;’s
a fim de que a altitude do ponto encontrado seja consistente com a altitude da regiao.

Vale ressaltar que tanto os dados propostos por [1, p.37] como os propostos por
[15, p.693] produzem altitudes pouco razodveis para a regiao em que estd localizado
o ponto encontrado. No primeiro caso, a altitude foi muito pequena, no deserto do
Saara e préxima ao nivel do mar. No segundo caso foi negativa, em um ponto no
Oceano Atlantico, como se a medi¢ao do GPS tivesse ocorrido em um submarino. Por
isso optamos por uma adaptacao dos dados de [1, p.37], alterando os t;’s de forma

conveniente. Para isso procedemos da seguinte forma:
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Prolongamos o vetor posicao P = (z,y, z) (ver Figura 1.2, p.5) encontrado no exemplo
de [1, p.37] para que a norma do vetor OP = \/m ficasse consistente com a
localizagao de P. FEncontramos os 7;’s usando a distancia do ponto P até a posicao
do satélite S;, respectivamente. Em seguida, determinamos os t;’s a partir da relacao
ti = (r; +ce)/e, i =1,2,3,4 onde ¢ é a velocidade da luz, extraida de (1.5) e (1.7).
Com isso aumentamos o tamanho do vetor ]3, a altitude, e mantivemos as coordenadas
geograficas: latitude e longitude.

Supusemos que o raio da Terra mede 6.378136245 x 10° metros 2 e consideramos a
velocidade da luz sendo igual a ¢ = 2.99792458 x 10® m/s (cf. [1, p.36]). Um receptor
GPS registra os lapsos de tempo t; com 1 < i < 4 (em segundos) entre a transmissao e

a recepcao de sinal de cada um dos quatro satélites, conforme a tabela a seguir:

Satélite 1(¢1) | Satélite 2(t2) | Satélite 3(t3) | Satélite 4(t4)
0.08251708666 | 0.07718499445 | 0.06890508021 | 0.07815774847 .

A efeméride (em metros) de cada satélite captada pelo receptor é dada pela tabela

abaixo:

T Y z

Satélite 1 | 1.877191188 x 10° | —1.064608026 x 107 | 2.428036099 x 107
Satélite 2 | 1.098145713 x 107 | —1.308719098 x 107 | 2.036005484 x 107 |
Satélite 3 | 2.459587359 x 107 | —4.336916128 x 10° | 9.090267461 x 10°
Satélite 4 | 3.855818937 x 10° | 7.251740720 x 10 | 2.527733606 x 107

As distancias d; do receptor a cada satélite sao:
dy = ¢ x t; = 2.473800023 x 107 m,

dy = 2.313947920 x 107 m,

ZCalculado a partir do didmetro equatorial, obtido em http://pt.wikipedia.org/wiki/Terra.
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ds = 2.065722336 x 10" m e
dy = 2.343110352 x 107 m.

Aplicando os dados do problema ao sistema (1.8) temos:

P

fi = (z—1.877191188 x 10°)2 + (y + 1.064608026 x 107)2
+ (2 —2.428036099 x 107)% — (2.473800023 x 107
— 299792458 x 10% x €)2 =0

fo = (z—1.098145713 x 107)? + (y + 1.308719098 x 107)?
+ (2 —2.036005484 x 107)? — (2.313947920 x 107
—2.99792458 x 10® x €)?> = 0

f3 = (x—2.459587359 x 107)? + (y + 4.336916128 x 10°)2
+ (2 —9.090267461 x 10%)% — (2.065722336 x 107
—2.99792458 x 10® x €)? = 0

fi = (o —3.855818937 x 10°)% 4 (y — 7.251740720 x 10%)?
+ (2 —2.527733606 x 107)? — (2.343110352 x 107
— 2.99792458 x 10° x €)? = 0

O sistema (1.9) tem duas solugoes, encontradas usado o Método de Newton do pro-

grama Maxima (rotina mnewton),

x’ = 565909.804 x" = —6276308.186
y' = 978427.4556 ey’ = —1359715.566
z' = 2773838.294 2" = —1679649.828

¢ = —1.908218696 x 1010 €’ =0.1784211601.

Observe que €’ = 0.1784211601 é um numero relativamente grande e interfere dire-
tamente nas distancias r; do sistema (1.5), cujos valores ficam em torno de 30000 km

enquanto que os satélites estao a 20200 K'm da Terra. O ponto correspondente a segunda
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solugao do sistema esta a uma altitude de
"+ y'"”? 4 2”2 — 6378136.245 = 6637928.472 — 6378136.245 = 259792.227 m.

Isto significa que os satélites nao formariam um angulo favoravel com a vertical do
ponto correspondente, para emissao do sinal. Tomando, por exemplo, o satélite Sy,

temos que ry = dy — ¢ X €’, ou seja,
ry = 2.343110352 x 107 — 2.99792458 x 10® x ¢’ = 30058214.62 m

e o angulo de inclinagao do satélite em relacao a vertical (reta que passa pelo ponto P e

pelo centro da Terra) no ponto
P = (—6276308.186, —1359715.566, —1679649.858)

é de aproximadamente § = 127°. Observe a Figura 1.12.

Figura 1.12: Ilustragdo da inclinagdo do satélite S; em relacdo & vertical do ponto P.

Além disso, para se ter uma idéia da ordem de grandeza da elevagao desta segunda
solugao, notemos que o Monte Everest, ponto mais alto da Terra, possui altitude de

8.8 Km, enquanto as rotas usuais de avides comerciais estao em torno de 12.5 Km.
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Assim uma altitude de aproximadamente 260 K'm s6 seria alcangada por um receptor a
bordo de um foguete.
Portanto conclui-se que a primeira solugao é a que corresponde ao problema, pois as

distancias entre as coordenadas
(565909.804, 978427.4556, 2773838.294)

e os quatro satélites, expressas por

ry = 2.473800023 x 107 — 2.99792458 x 10® x ¢ = 2.4738000287 x 107
ry = 2.313947925 x 107
r3 = 2.065722341 x 107
ry = 2.343110357 x 107

estao mais préximas de 20200 K'm.

Logo, as coordenadas cartesianas do local (P) onde se encontra o receptor sao
P = (5659909.804,978427.4556,2773838.294), e o erro do reldgio ¢é igual a
—1.908218696 x 1071°. O receptor de GPS converte estas coordenadas cartesianas em
coordenadas geograficas.

Assim, como \/m = 6378563.957, e usando as equagoes (1.1) e (1.2), temos:
sin(¢) = 0.4348687749 entao ¢ = 25.77694412°;
cos(ar) = 0.9853847835 e sin(a) = 0.1703432669, entao a = 9.807777°.

Portanto, as coordenadas geograficas assinaladas pelo receptor sao: 25° 46 minutos
36 segundos latitude norte, 9° 48 minutos 28 segundos longitude leste, e o receptor esta a
uma altitude de 427.7122 m. De acordo com pesquisa no site http://www.geobusca.net/,
este ponto estd localizado no deserto do Saara, ao norte de Niger, Africa.

O valor de € = —1.908218696 x 1071% indica que o relégio do receptor estd atrasado

1.908218696 x 107! segundos em relagao ao do satélite e as pseudo distancias (d;) sao
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menores que a distancia real entre o receptor e cada satélite. Agora se t; varia, entao
as coordenadas cartesianas também variam, acarretando um erro de precisao. Logo, o
grau especifico da exatidao do ponto P, a precisao de x, y, e z, depende da variagao de
t; e para determina-la, devemos usar o Teorema da Funcdo Implicita. Seu enunciado,
prova e exemplos serdo apresentados na préxima sessdo. Aqui vamos usa-lo dentro do
contexto aplicado do GPS, completando a andlise iniciada na sessao anterior para o caso
bidimensional.

Entdo, seja F' — R — R, a aplicacdo (ti,...,ts,2,y,2,€) — (f1,..., f1) definida
afi

em (1.8). Como F € C*, se a matriz {8

J
Funcao Implicita. Escrevendo na forma matricial, temos:

Oz, _ ofi - Ofi —
L%]} o {5%] ' [at]} ceomb = 5284

(P)} ¢ invertivel, entao vale o Teorema da

sendo que ¢ varia nas linhas e j varia nas colunas das matrizes.

Observe que neste caso consideramos 1 =, Ty =¥, T3 = 2 € T4 = €. Assim

- - - - -1 - -

oty Oto Ots Oty oz dy 0z Oe ot Oto Ots Oty
dy OBy Oy Oy Of2 Of2 Ofr Of Of2 0f2 0f2 0f2
oty Oto Ots Oty — oz dy 0z Oe % oty Oto Ots Oty
9z 09z 09z 0z Ofs Ofs Ofs Ofs Ofs Ofs Ofs Ofs
oty Oto Ots Oty oz dy dy Oe oty Ota Ots Oty
Qe 0e  Oe Qe Ofs Ofs Ofs Ofa Ofs Ofsa Ofs Ofa
L oty Oto Ots Oty _ L ox dy 0z Oe i L ot1 Ota Ots Oty i

Consideranto a fungao F' definida em (1.8), temos:

o 0 Ou O 9
oty Oto Ots Oty
o o oy o 5
oty Ota Ots Oty
0 02 02 02 5
oty Ota Ots Oty
o 0 e o 5
oty Ota Ots Oty
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—202(t1 - 6) 0 0 0
0 —2c%(ty — €) 0 0
X
0 0 —2c%(t3 — ¢€) 0
0 0 0 —2c%(ty — €)
Substituindo os valores do problema, temos:
[0 9r o ox |
oty Ota Ots Oty
Sy Oy 9y By
oty Ota Ots Oty ~
Oz 0z 0z 0Oz
ot Oto Ots Oty
Oe e Oe e
L oty Oto Ots Oty i
—1.383 x 10° 1.283 x 10° —2.013 x 10% 2.983 x 10®
—5.391 x 10° —4.143 x 10® 1.275 x 10® 2.921 x 108
—2.095 x 10°  2.284 x 10° —8.659 x 10® 6.768 x 108
—6.363 6.619 —2.608 1.352

Como a diferenca Az se aproxima do diferencial dx a medida que At tende para zero,

escrevemos:
Ox Ox Ox Ox
Ar ~ — Aty + — Aty + — Atz + —Aty.
R T T TR A T
Considerando |At;| < M, para todo i, entao:
o< (122] (2] 4 122] 4 |22 o
Oty Oty Ot Oty

De acordo com os dados do problema, temos:
|Az| < 3.2 x 10°M,|Ay| < 8.4 x 10°M e |Az| < 5.9 x 10°M.

Segundo [15], o grau de precisao do relégio de um receptor de GPS de uso civil é da
ordem de um nanosegundo (107 s). Logo, o erro na medida da varidvel x, por exemplo,

¢ da ordem de 3 metros.
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De acordo com [20], os receptores mais acurados tém uma precisao na casa dos
milimetros, porém sao muito caros. Sao capazes de captar as duas freqiiéncias emitidas
pelos satélites, eliminando assim o efeito da refragdo ionosférica. Para maiores detalhes
sobre refragdo na ionosfera, ver, por exemplo, [11].

As alteragoes feitas nos dados de [1, p.37], foram mudancas nos t;’s da ordem de 10~7
para ¢ = 1,2,4, e 107% para = 3. Considerando

Aty = Aty = Aty =107 e Aty = 1075, temos:

ox
At —
st ‘ Ot

ox ox
< | ZZ it
’A(L‘| < ‘atl‘Atl -+ ‘(%2

Atg‘i“%

Aty = 497.73
Ot 4

|Ay| < 198.6791
|Az| < 1371.48.

Determinando um limitante para o acréscimo do vetor posicao

P= (x,y,2), temos

AP < \JAa® + Ay + Az? = 1437,

De acordo com o Teorema da Funcao Implicita, as alteragoes nos t;’s provocaram
variagao no vetor posicao inferior a 1437 m. Como os t;’s diminuiram em relagao aos
dados de [1, p.37], o ponto P = (x,y, z) foi deslocado afastando-se da origem da Terra, de
forma que computando efetivamente as diferencas entre os valores obtidos para a solugao
do sistema (1.8) com os dados de [1] e com a modificagdo que propusemos, obtivemos

os valores Ax = 355 m, Ay =61.4 m e Az = 174 m. Assim, o vetor posi¢ao sofreu um

deslocamento positivo igual a /3552 + 61.42 + 1742 m = 400 m. Esse valor é a diferenca

de altitude provocada pelas alteracoes dos t;’s.
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1.5 O Teorema da Funcao Implicita

Um resultado importante para este trabalho é o Teorema de Fung¢ao Implicita. A demons-
tracao que apresentaremos foi baseada em
8, p.310-311] para F : R"* — R, e em [10, p.84]. Porém, nas aplicagoes que con-
sideramos é usado no formato mais geral, para F' : R — R que serd enunciado mas
sua demonstracao sera omitida.

Segundo [8, p.309], equagdes implicitas da forma f(z,y) = ¢ foram tema de destaque
no trabalho de Descartes (Geometrie, 1637). Nao se duvidava que tais equagoes definiam
curvas geométricas da forma y = y(z), e Leibniz sabia como diferenciar tais fungoes. No
entanto, foi na era de Weierstrass que os matematicos sentiram a necessidade de uma
prova mais rigorosa, para garantir que f(z,y) = ¢ é equivalente a y = y(x) em uma
vizinhanga de um ponto (zg,yo) satisfazendo f(zg,40) = c¢. Dizemos nesse caso que

f(z,y) = ¢ pode ser resolvida para y. Esta formalizacao é feita a seguir:

Teorema 1.5.0.2 (Teorema da Fungdao Implicita) Considere uma fungio F : R"™ — R
e um ponto (o, yo) € R", e suponha que as derivadas parciais OF [0x;, i =1,...,n, e

OF /0y existem e sdo continuas numa vizinhanga de (zo,yo). Se

oF
F(x()vy()) =0e 8_y($07y0) 7£ 07

entao existem vizinhancas U de o e V' de yo, € uma unica funcao y : U — V tal que

y(zo) = vo €
F(z,y(x)) = 0 para todo x € U.

A fungao y(x) € diferencidvel em U e satisfaz

oy BE(wy)

Oz Gr(z,y(@))

 Vi=1,....n. (1.10)
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Demonstragao:  Sem perda de generalidade vamos supor que 9F/dy > 0 (caso
contrério trabalharfamos com —F ao invés de F'). Assim, pela continuidade de F/dy

temos que existem 0 > 0 e 8 > 0 tais que

F
aa—y(ac,y) > (3 > 0 para todo (z,y) € Bs(zg) x V, (1.11)

onde Bs(xg) = {x | ||z — x|l < 0} e V =]yo — 9, y0 + 0[. Isto implica que a fungao de
uma variavel y — F(r,y) é monotonicamente crescente em V = [yo — &, 9o + d]. Como
F(z0,y0) = 0, segue que F(xq,yo—0) < 0 < F(z9,yo+9). Sendo F continua, basta tomar
01 < d que F(x,yo—0) <0 < F(z,y0+ 0) continua valendo para todo x € By, (xg) = U.
Pelo Teorema do Valor Intermedisrio® aplicado & funcao y — F(x,%), de V em R, para
cada x € U existe uma tunica funcao y : U — V tal que F(z,y(x)) = 0. A unicidade de

y(z) vem da monotonia de F, considerada como fun¢ao de y (ver Figura 1.13).

AF ‘
F B 5 i
—t++t++++ At
&
wix)
Tl %
a

LT

Figura 1.13: Tlustracio auxiliar para prova do Teorema da Fungio Implicita.

Queremos mostrar que a funcao y : U — V é diferencidvel em

3Seja f : [a,b] — R continua. Se f(a) < d < f(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.
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x € U arbitrario. Provaremos uma condi¢ao suficiente, a saber, que y possui derivadas
parciais continuas em todo ponto x € U.

Denotando por e; o i—ésimo vetor elementar de R", i = 1,...,n, definimos
h=h(t) =y(x+te;) —y(z) = ylx + te;) = y(x) + h.

Entao, para ¢ suficientemente pequeno tal que x + te; € U e y(x + te;) € V' temos,
F(z,y(z)) = F(z + te;,y(x + te;)) = F(x + te;, y(x) + h) = 0.
Agora, pelo Teorema do Valor Médio*, para todo t existe 6(t) € (0, 1) tal que

0 = F(x+te,ylx)+h)— F(x,y(z))

F F
= Z{Ei (x + Ote;, y(x) + Oh)t + g—y(a: + Ote;, y(x) + Oh)h.
Logo
h g—i(fﬂ +0tei,y(x) +0h)  y(x + te;) — y(z) (1.12)
%—5@ + Ote;, y(z) + 0h) t ' '
IE (3 4 Gte;, y(x) + Oh F
Chamando — ‘33;( v(@) ) = ¢(t), como 0 é continua, segue que é limi-
5, (@ + Ote;, y(x) + 0h) Ox;

tada em U x V, digamos por M. Além disso, por (1.11) temos que |¢(t)| < M/3 para t

suficientemente pequeno. Entao, de (1.12)

ly(z + te:) —y(x)] = [p(B)i] < %!ﬂ (1.13)

e pelo Teorema do Confronto, passando (1.13) ao limite para ¢ — 0 obtemos a con-

tinuidade de y em x € U.

1Dada f : U — R diferencidvel no aberto U C ™, se o segmento de reta [a,a +v] estiver contido em

U entéo existe 6 € (0,1) tal que

oF
(9.73i

fla+v)— f(a) = %f(a +60v) = (Vf(a+ 0v),v) = Z (a+6v)ay

onde v = (aq,..., Q).
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Agora, como

Oy(z) .. ylz+te) —ylx)
or, 0 ¢ el
oF OF
da continuidade de e — segue que
oxr; Oy
dy(x) _g—i(w,y(x)) — (0)
O ez, y(x))
Logo, y tem derivadas parciais continuas em x € U, e dadas por (1.10) O

Antes de enunciar o caso geral do Teorema da Funcao Implicita, apresentaremos dois

exemplos simples, baseados no exemplo discutido por Bortolossi em [3, p.339].
Exemplo: Seja uma transformacao linear £ : ®* — R? definida por
F(z,y,2) = 2z +3y — z,2x +y — 2)
e o conjunto de nivel
Faz = {(z,y,2) € B3| F(z,y,2) = (1,2)}.

Sera que o conjunto de nivel F(; ) pode ser representado como uma fungao, ou seja,
existe uma vizinhanca do ponto (z,y, z) na qual o conjunto de nivel F(; 5 coincide com
o grafico de uma funcao vetorial f : B C #® — R? definida em um intervalo B de R? Se
a dimensao de B fosse n > 1, a pergunta seria: f estd definida em uma bola aberta B
de R"?

Sabemos que um ponto (z,y, z) pertence ao conjunto de nivel F(; 9 se suas coorde-

nadas satisfazem o sistema linear

2r4+3y—z=1
2e+y—2=2
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Escrevendo duas das incégnitas em funcao da terceira (varidvel independente), por

exemplo, z e y em funcao de z, podemos resolver o sistema

20 +3y=1+=z2

2r4+y=2-=2
Escrevendo em notacao matricial, temos
i 2 3 ] T 142
21| |yl |2-2
Como ) .
2 3 1 1 -3
2 1 B -2 2

segue que podemos escrever = e y em funcao de z:
T 1 1 -3 1+ 2 1| —b+4z
y 2 2 | |2-2 41 9 4,
Portanto a funcao vetorial f : & — R? definida por

(z,y) = f(2) = —%(—5 + 42,2 — 42)

¢ tal que o gréfico de f coincide com o conjunto de nivel F(; 7). Mas isso nem sempre
é possivel, depende da escolha da varidvel independente. Por exemplo, ao tentarmos
escrever = e z em fungao de y (varidvel independente), temos o sistema

2 -1 T 1—-3y

2 1| | = 2y

A
Como a matriz A nao é invertivel, existem valores para y para os quais o sistema nao

tem solugdo. Se tomarmos, por exemplo, y = 1, o sistema
2 -1 T -2
2 1| | =2 1
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nao possui solucao. Logo nao ¢ possivel escrever o conjunto de nivel F(; 2 de F' como

um grafico de uma fungao vetorial f que depende de y. O

Consideramos, no exemplo acima, uma fungao vetorial definida por uma transformagao

linear. Veremos agora um outro exemplo em que a fungao vetorial é nao-linear.

Exemplo: Seja uma funcao vetorial F' : 3 — R2 definida por
F(z,y,z) = (2* +y* — 2%, 2> + 3y — 27%),
um ponto p* = (1,1,1) e o conjunto de nivel
Faz = {(z,y,2) € R NF(z,y,2) = (1,3) = F(1,1,1)}.
Vamos considerar uma aproximacao linear de F' no ponto p* dada por
(X) = F(p") + DF(p*).(X = p7) (1.14)

onde X = (z,y, 2).

Vamos verificar se o cojunto de nivel L 3y definido por
Loz ={(z,y,2) € R°|l(z,y,2) = (1,3) = 1(1,1,1)}

pode ser escrito como gréafico de uma fungao em uma vizinhanca de p*. Se X € L 3),

entao [(X) = (1,3) e como F(1,1,1) = (1, 3), entdao da equacao (1.14) segue que
DF(p*).(X —p*) =0.

Assim, a equagdo matricial

z—1 0
2 2 =2

y—1]1=10
2 3 =2

z—1 0



gera um sistema linear de duas equacoes e trés incdgnitas. Escrevendo z e y em funcao

de z, temos

2r + 2y =2+ 22
2v+3y =3+ 22

Como o determinante da matriz dos coeficientes de z e y é diferente de zero, o sistema
tem solucao. Portanto o conjunto de nivel £, 3) pode ser escrito como o grafico de uma
funcao vetorial que depende de z. Perceba que isso nao acontece se tentarmos escrever

x e z em funcao de y. O

Logo, uma condicao suficiente para que o conjunto de nivel de uma funcao vetorial F'
possa ser escrito como grafico de uma funcao vetorial em uma vizinhanca de um ponto p*,
em relacao a determinadas varidveis, é que a matriz definida pelas derivadas parciais de
F em relacao as outras varidveis, no ponto p*, seja invertivel. Com isso podemos estudar
o comportamento dessas fungoes a partir do Teorema Geral das Fungoes Implicitas,

enunciado a seguir e cuja prova pode ser encontrada em [10, p.119].
Teorema 1.5.0.3 Considere uma funcgdo vetorial F : R™T™ — R definida por

Fx,y) = (Fi(2,y),. .., Fa(z,y))

de classe C* com k > 1, um ponto p* = (z*,y*) e um conjunto de nivel

Fo={(z,y) € R™""|F(z,y) = c= F(z*,y")}

de F que passa por p*. Aqui = = (z1,...,2,), v = (Y1, Ym),
ot =(af,...,xk) eyt = (y],...,yk). Se a matriz
S) . k)
DyF(p*) =
%%(p*) o Z?JL:(I)*) mxm
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¢ invertivel, entdo existe uma funcdo vetorial f : B C R" — R™ de classe C* definida

em uma bola aberta B de R™ tal que

(a) x* € B,
(b) F(z, f(z)) = ¢ para todo x € B,
(c) fla") =y e

(d) a matriz jacobiana de f no ponto x* pode ser calculada em termos da matriz

jacobiana de F' no ponto p* = (z*,y*):
Df(x") = —(DyF(p")) "D F (p").

Nesta situagao, dizemos que a equagio F(x,y) = c define implicitamente y como uma

funcdo vetorial f de x em uma vizinhanga do ponto p*.
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Capitulo 2

Calculo de areas de regioes planas:

estabelecendo conexoes

Existem diversas ferramentas matematicas para o calculo de areas de regides planas.
Neste capitulo vamos destacar algumas delas, procurando relaciona-las.

Alem disso, existe um aparelho topografico, denominado planimetro, cujo principio de
funcionamento esta apoiado nos elementos mateméticos que iremos desenvolver. Nesse
sentido, um instrumento utilizado por engenheiros civis, cartografos e outros profissionais
de areas afins, pode motivar, de maneira concreta, a apresentacao e a aprendizagem dos
elementos matematicos envolvidos para estudantes de ciéncias exatas do Ensino Superior.

Para maiores detalhes sobre o funcionamento do planimetro, bem como dos principios
matematicos que o sustentam, destacamos a dissertacao do académico Felix Silva Costa
(cf.[5]), a pagina de Joao Nuno Tavares (cf.[18]), que inclui applets em Java ilustrando
as idéias, e o texto [16] produzido sob a orientagdo da professora Sonia P. Carvalho
(ICEX-UFMG).

Uma ferramenta matemaética significativa para o calculo de area de regides planas é o
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Teorema de Green, visto na disciplina de Calculo de Vérias Varidveis mas dissociada de
outras ferramentas da geometria analitica e vetorial como cédlculo de area de triangulos,
de poligonos e até volume de paralelepipedo. O objetivo desta unidade é fazer estas
interrelagoes.

Comecemos com o célculo da area do tridangulo usando conceitos do Ensino Médio
[14, p.59]. A equacao da reta servird de ponto de partida e serd uma ferramenta funda-

mental para estabelecer as primeiras conexoes.

2.1 Area de um triangulo

Vamos encaminar o calculo da area de um triangulo com base na expressao conhecida
A= %base.altura. Para o cédlculo da altura vamos utilizar a expressao para a distancia

de um ponto a uma reta, a qual deduziremos a partir do caso particular a seguir.

2.1.1 Distancia da origem O(0,0) a uma reta

Sejam uma reta r de equacao ax+by+c = 0, onde a®+b* # 0 e uma reta t, perpendicular
a r passando por O(0,0).

Como rLt entao se b # 0, o coeficiente angular das retas r e t sao dados respectiva-
mente por: m, = —3 € my = g Dait:bxr—ay =0. Caso b=0,%t:y =0. O sistema

formado pelas equagoes das retas r e t dard as coordenadas de P = r Nt. Assim:

B —ac —be
- a2 + bQ’ a2 + b?

Logo, a distancia de O a P é dada por:

]

VEI B

dop = /2% + Y3 = dop =
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Q0,09 x

Figura 2.1: A distancia da origem & reta r é dada pela distancia entre O e P, onde P € t e tLr.

2.1.2 Distancia de um ponto FPy(zg, ;) a uma reta

Sejam 7 : ax + by + ¢ =0 e Py(xo,yo) # (0,0).

Considerando um novo sistema de eixos X e Y, com X//x e Y//y, tal que sua origem

seja Py, temos, conforme Figura 2, que:
r=x0+Xey=1y+Y
Assim, a equagao da reta r no novo sistema de eixos X BY é expressa sob a forma:
a(lxg+ X)+byo+Y)+c=00uaX +bY +axg+byy+c=0

onde axg + byg + ¢ = C, constante.
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———————————————

Yo b-o-

Figura 2.2: Tlustracdo para o cdlculo da distancia do ponto Py & reta r, sendo P, distinto da origem.

Pelo item anterior, a distancia da origem F, &a reta de equagado

aX 4+ bY +C =0 é dada por
]

e T

e como axg + by + ¢ = C, vem:

laxo + byo + ¢

d —
P, Q \/m

2.1.3 Calculo da area de um triangulo

Dados trés pontos A(za,ya); B(zg,ys) € C(xe,yc), vale a expressdo para a drea (S),

do triangulo ABC:

Ta ya 1
1
S = 5 det Tp YB 1 . (21)
o yeo 1
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Da geometria elementar, a drea S do triangulo ABC ¢é dada por

S = %base X altura. Vejamos como esta expressao estd relacionada com a férmula ex-

pressa em (2.1).

Figura 2.3: Tlustracdo para o cdlculo da 4rea do tridngulo ABC

Vamos considerar que os vértices do triangulo ABC' estdao nessa ordem e no sen-
tido anti-horario de sua poligonal, conforme Figura 2.3, afim de que o determinante da
equagao 2.1 seja nao negativo e por esse motivo iremos omitir o (abs) sempre que estiver-
mos percorrendo um poligonal no sentido anti-horario. Este resultado sera justificado
pelo Teorema de Green.

Tomando a base como o segmento BC e a altura (k) como o segmento AD, de acordo

com a Figura 2.3, temos: BC = \/(z¢ — xp)?+ (yo — yp)? e h ¢ 0o médulo da distancia
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do ponto A a reta BC, cuja equacao da reta é definida por

z y 1
rp yp 1]=0, (2.2)
re yo 1

isto é,

(ys —yc)x + (xc — xp)y + Tpyc — vcyp = 0,

a b c

onde os coeficientes a, b e ¢ sao facilmente identificados.

Aplicando o resultado do item anterior temos que a altura é dada por

p - s —yo)ra+ (we — 2p)ya + apyc — vcys|
V(e —xp)* + (Yo — yp)?

Desenvolvendo o numerador e escrevendo na forma de determinante de matriz, temos:

xa ya 1
g yp 1
o yo 1

h =

\/(wc —r)? + (Yo — @/B)Z.

Dai conclui-se que:

ra ya 1
1
ro yeo 1

Observando a matriz do determinante acima, do ponto de vista vetorial, temos que
se os vetores U7 = (Ta,ya,l), 03 = (zp,ys,1) € V3 = (x¢,yc, 1) sdo linearmente de-
pendentes, os pontos A, B e C sao colineares e por (2.2) a area do triangulo ABC é

nula.
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Desenvolvendo o determinante da equacao (2.3), usando a expressao em co-fatores

ao longo da terceira coluna (cf.[2]), temos:

1 T YB TA YA TA YA
S=z -

o Yo Tc Yo IB YB
Usando a propriedade dos determinantes de permutacao de linhas com troca de sinal,
e rearranjando os elementos da diagonal secundéria das submatrizes 2 x 2 para que as

coordenadas dos vértices fiquem nas colunas temos

1 Ta ITp rp Tc Tc XA
- + +

S = (2.4)

YA YB Y Yo Yo Ya
Observe que a ordem dos pontos na equagao (2.4) é obtida percorrendo-se 0o AABC

no sentido anti-horario da Figura 2.3.

2.2 Area de um paralelogramo

Apresenteremos, inicialmente, duas defini¢cées para o produto vetorial, uma algébrica e

outra geométrica.

Definigao 2.2.0.1 (defini¢ao algébrica do produto vetorial) O produto vetorial de
@ =24+ yJ+ ZuE por U = va+ yJ+ z@l;,: ¢ dado por:

1 J k
xv y’U Z’U

Definicao 2.2.0.2 (defini¢cao geométrica do produto vetorial) Se U e U sao vetores nao

paralelos entdo

—

(Area do paralelogramo de lados @ e 7)7

S
X
<L
|

= (lall|v]| sin 0)7

43



onde 0 < 0§ < mw € o angulo entre @ e U e 1 € o vetor unitdrio perpendicular a U e a

U, apontado na direcdo dada pela regra da mdao direita. Se @ e U sao paralelos entdo

UX U =0.
UV
Vﬂ 7777777777711??’
o u

Figura 2.4: Tlustragio para o produto vetorial: os vetores @, ¥ e @ x ¥ formam, nesta ordem, um
sistema orientado positivamente.

Como 7 é unitario e o paralelogramo gerado por @, v € R? tem area (S) dada por
S = |[al[[|v]| sin 0,

onde ||i|| é a base, ||U]|.sinf é a altura e 6 é o angulo entre os dois vetores, conclui-se

que a area do paralelogramo gerado por #,7 € 2% é numericamente igual & norma do

produto vetorial @ x U. Assim:

i 7k
S = ||ﬁ X 17” = Ty Yu Zu . (25)
‘/E’U y’U Z’U

Por outro lado, da geometria elementar sabemos que a area do triangulo ABC é igual a
do paralelogramo gerado pelos vetores

metade da area
— - — -3 . ~ .
i =AB e v = AC. Considerando que os vetores estao contidos no plano XY de um

sistema tridimensional XY 7, tal que & = (tp—xa,yp—ya,0) e U = (xc—2xa, Yo —Ya,0)
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e calculando a norma do produto vetorial |7 x ¥/||, temos:

—

i J

@ x ]| = Tp—TA YB — YA

= [[(xp — 24)(yc — ya) — (¢ — 2a)(yB — yA)]EH

e} o L

To—TA Yo —Ya

= [(zByc — wcyB) — (Tayc — vcya) + (BYc — xoyn)|

x TA Ya TA Ya
— abs B YB B Yy n Yy
Tco Yo Tc Yo B YB
g ya 1

=abs| g B yp 1
o Yo 1
Observe que isso acontece quando uma mesma coordenada de i e ¥ é nula, ou seja,
os pontos A, B e C pertencem a um plano perpendicular a um dos eixos coordenados,
T,y ou z.
Portanto, a expressao que determina a area de um triangulo é um caso particular da
expressao que determina a area de um paralelogramo, ou seja, a area do paralelogramo

paralelo a um dos planos coordenados pode ser determinada pelas expressoes:

Ta Ya 1 ra 1 za Ta za 1
abs| xp yp 1 |,abs| xp 1 zg |=abs| xp zp 1
ro Yo 1 xc 1 z¢ o zo 1
ou
1 ya 24 ya 24 1
abs| 1 yg zp |=abs| yg zp 1
1 yeo zc yo 2o 1
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Quando os pontos A, B e C nao pertencerem a um plano perpendicular a um dos

eixos coordenados, temos: U = (Tp—Ta, Yp—Ya, 28—24) € U = (Tc—T A, Yo —YA, Zc—2A)-

Assim, usando as propriedades dos determinantes, temos

i j k i j k
UXU = Tp— %A YB— YA ZB —2A | — rp YB B
To—TA Yo —Ya Zc — 2A To—TA Yo —Ya Zc — cA
i j k
+ —T4 —Ya —ZzA
Tc—TA Yo — YA Zc —za
ik i 7k
UXU = |xg yp 23 |t| ¥ Yy 2B
Tc Yo =zc —TA —Ya —z4A
A B ik
T | %4 —ya —za |T| —Ta —Ya —za
Ic Yo e} —TA —YAa —zA
™ ik ™
= |z Yp 2B |T|Ta ya 2a |t | 2c Yo zc (2.6)
Tc Yo =zc IB YB <B TA Ya zaA
Assim
GxT=axb+bxc+exa,

onde @ = (xA,yA,ZA); E: (1131371/3725’)

ecC

—

(zc, Yo, 2c).
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Usando a expansao em co-fatores ao longo das primeiras linhas dos determinantes da

equagao (2.6) e rearranjando os elementos, temos

Ya 24 1 Ta za4 1 T
AxT=i|lyg 25 1|—J|ap 25 1|+Fk| 2p
Yo 2c 1 ro zo 1 Tco
Pela desigualdade triangular, temos:
Ta yYa 1 xa 24 1
i x V|| <abs| xp ygp 1 |+abs| zg 2z 1|+ abs

HWite! ycl Tc ch

Yya
YB
Yo

Yya
YB
Yo

1
1
1
za 1
zp 1
zo 1

Ou seja, a area de um paralelogramo é menor ou igual a soma das areas de suas projecoes

ortogonais nos trés planos coordenados. Veja Figura 2.5.

Figura 2.5: Tlustragio para a decomposigio de tridngulo (ou paralelogramo) em suas projecoes.

Vale mencionar que a decomposicao do triangulo (ou paralelogramo) em suas projegoes

nos planos coordenados permite uma espécie de generalizacao do Teorema de Pitagoras:
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o quadrado da drea do objeto original é igual a soma dos quadrados das areas das
projecoes nos trés planos coordenados. Esta observacao foi feita pela professora Sueli

Costa na defesa oral deste trabalho.

2.3 Volume de um paralelepipedo

Teorema 2.3.0.3 Sejam @ e T dois vetores nao nulos em R e seja 0 o dngulo entre

eles. Entao
u.v = ||| ||7]| cos 6
Demonstracgao:
. . — - — = — 573 - —
Sem perda de generalidade, consideremos & = OP, v = O e §= RP, sendo 517 e

R € OQ), conforme a Figura 2.6.

Figura 2.6: Ilustracdo para o cdlculo do angulo entre dois vetores.
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—_— Sy 5 —_— . o 5 - 5 —_
Observe que OR é multiplo escalar de v = OQ). Assim OR = tv e como u, tv e RP

—
sao os trés lados do triangulo retangulo AOPR, podemos escrever RP = @ — tv' Assim:

cose) — 171 _ 171
@l = Tl

(2.7)
Pelo Teorema de Pitagoras e as operagoes com vetores, vem:
12)* = [1t@))* + || — ta|*
=12 ||7)|* + (@ — t7).(d — tD)
= 2|5 + ||i@)|* — 24.(t0) + (t0).(tD)
= |9 + [|@|* — 2¢(a.9) + ¢ || ]|*

ou seja

e entao t = 0 ou
(2.8)

Como @ # 0, sua projegao sobre ¥ ndo pode ser nula, logo apenas (2.8) nos interessa.
Substituindo (2.8) em (2.7), temos:
u.v

0) = .
os(0) = @a

Proposigao 2.3.0.4 Dados trés vetores i, v, € R3, o valor absoluto do produto misto

entre eles € numericamente igual ao volume do prisma gerado pelos trés vetores

Ty Yu Ru

U x 0w =abs| z, vy, 2z |=volume(V).

Tw Yuw 2w
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Figura 2.7: Os vetores u, v e w sao ditos Figura 2.8: Os vetores u, v e w sdo ditos

um conjunto destro um conjunto sinistro

Demonstracao:

Tanto na Figura 2.7 quanto na Figura 2.8, a altura do paralelepipedo é dada por
||| cos @, onde 6 é o angulo entre w e @ x ¥. Na Figura 2.7, o angulo # é menor que 5 e
o produto interno (@ X ). é positivo, pois de acordo com o Teorema 2.3.0.3 o cosseno
entre dois vetores é igual a razao entre seu produto interno e o produto de suas normas.

Assim, o volume (V) do paralelepipedo é dado por:
V' = base.altura = ||@ x ¥|||@|| cos 6.

—»

Na Figura 2.8, o angulo 7 — 6 é menor que 7 e o produto interno (@ x ¥).w é negativo.
Assim:

V = ||@ x 7| ||| cos § = —||@ x &|||F]| cos(r — 6).

Pelo Teorema 2.3.0.3
V=—(Uxv)-d=|uxdv-d.
Portanto o volume (V') do paralelepipedo é dado por

i@ x - 1.
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Desenvolvendo, temos:

i 7k
(@X0)-T=| 2, yu 2 | (@wi+ Twi+ z,k)
‘r’U y’U Z’U

- -

= [(yuzv - Zuyv)i + (Zuxv - xuzv)] + (Iuyv - yuxv)k] : (xw;"i_ xw;_’_ x]]g)
= (yuzv - Zuyv)xw + (Zuxv - %ﬂv)ljw + (xuyv - yuxv)zw

er y’U Z’U

Dai,

Quando dois dos trés vetores tém uma mesma coordenada nula e a coordenada corres-
pondente do terceiro vetor é igual a 1(um), o volume do paralelepipedo gerado por esses
trés vetores é numericamente igual & area do paralelogramo gerado pelos dois vetores
de mesma coordenada nula e como esse paralelogramo pertence a um plano coordenado,
o volume do paralelepipedo é numericamente igual ao dobro da area do triangulo cujos
vértices sao a origem do sistema cartesiano e as extremidades desses dois vetores. Na
verdade trata-se de um paralelepipedo cuja base pertence a um plano coordenado e cuja
altura é igual a 1(um). Por exemplo, um paralelepipedo gerado pelos vetores i, ¥/, @ € R,

tais que, 4 = (Zy, Yu,0), U= (24, Yy, 0) € W = (T4, Yu, 1) onde o ponto A é a origem e os
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pontos B e C sao as extremidades de @ e U, respectivamente, tem seu volume dado por

Tw Yo 1
Ly
V=abs| z, y, 0|=abs u
Lo Yo
Ty Yo 0
ra ya 1

Ip —TA YB — YA
= abs =l yp 1 |=2.AraBc.
Toc—TA Yo —Ya
o yo 1

Figura 2.9: Paralelepipedo de altura igual a 1(um), com face superior contida no plano 3 e inferior

no plano zy = a.

Veja na Figura 2.9 que a altura do paralelepipedo em relagao a base gerada pelos

vetores 4 e ¥ vale 1 (um), logo seu volume é numericamente igual a drea do paralelogramo

gerado pelos vetores o e v.

Consideremos agora que os vetores i, ¢ e W sao linearmentes dependentes (LDs), tais

que 4 = (x,y,k), v = (zp,yp, k) e W = (zc,yc, k) e que formem um conjunto LI de
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dimensao dois. Entao

x y k z y 1

g yp k| =0=|2zp yg 1|=0,

ro yo k ro Yo 1
pela equagao (2.2), os pontos A = (z,y,k), B = (zp,yp, k) e C = (x¢,yc, k) extremos
dos vetores u, U e W pertencem a uma reta contida no plano gerado pelos trés vetores.
Portanto a area do triangulo ABC' é nula e o paralelepipedo corresponde a um prisma
de altura zero cuja base é um paralelogramo contido no plano («), conforme Figura 2.10,

gerado pelos trés vetores LDs, ou seja, o volume desse paralelepipedo tambem ¢é nulo.

Figura 2.10: Paralelepipedo degenerado, gerado pelos vetores LDs @, ¥ e 0.

Mas se os trés vetores @, U e W formam um conjunto de dimensao 1 (um), ou seja,

—

U= (z,y,2), U= ki(z,y,2) e W = ko(x,y, z) com k; e ky constantes, temos que
r Yy oz Ty z
kix kiy kz|=kk|az y 2|=0
kox koy koz T Yy z
Logo, alem dos trés extremos pertencerem a uma reta no i3, essa reta passa pela origem

do sistema cartesiano.
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Note que essa idéia nos permite rever a relagdo (2.2) para a equacao de uma reta
em R?*: tomamos um ponto (x,y), o qual queremos que pertenga & reta que passa
por (xp,yp) € (xc,yc) conhecidos. Ao impormos a relagao (2.2) estamos exigindo que
os pontos A, B e C, expandidos para o R, tenham todos coordenadas z = k, e os
trés vetores correspondentes u, U e w sejam dependentes, ou que os pontos A, B e C,
expandidos para o 2, tenham coordenadas proporcionais. Logo, suas extremidades estao
na intersecgao dos planos a e 3, portanto, pertencem a uma reta (em ). Projetando-a
no plano z = 0 recuperamos a reta em R? desejada.

Para ilustrar as diversas relagoes sugeridas pela Figura 2.10 a partir da relagao (2.2),
apresentaremos um mapa conceitual’ na Figura 2.11, que pode ser lido de cima para
baixo, conforme indicam as setas. Os termos mais importantes estao destacados nos

quadros, e as conexoes entre eles acompanham as setas.

!Para mais detalhes sobre mapas conceituais ver, por exemplo, [17] e suas referéncias.
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A obtencio de uma

equacao de
wma reta em R?

Y passando por dois

pontos em R?

dados pode ser feita usando
uma equagio envolvendo um

\ 4

determinante 3x3=0

Este determinante é construido com o
acréscimo de wm ponto genérico (x,y) da reta

. . procurada, completando a 3* coluna com uns.
As linhas desse determinante

podamn ser vistas como as
coordenadas de

oude vetores da origem
"| aos pontos

pontos em R*

Estes pontos pertencem
Y simultaneamente a dois

planos em R*

distintos e nfo paralelos, estando
vy portanto alinhados. Isso faz com que o

produto misto

entre os vetores correspondentes seja
v zero. Em outras palavras, o

volume

do paralelepipedo com arestas
formadas pelos 3 vetores & nulo

Figura 2.11: Um mapa conceitual que relaciona as diversas idéias sugeridas pela Figura 2.10, a qual

ilustra a relagéo (2.2).
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2.4 Area de um poligono

Seja a regiao delimitada pela poligonal (P, Py, Ps, Py, Ps), conforme a Figura 2.12.

Figura 2.12: Ilustracio para o célculo da drea do poligono de vértices Py, Pa, Ps, Py e Ps

Assumindo que todo poligono pode ser triangularizado, dividindo o poligono em
triangulos, conforme Figura 2.12, temos que a area do poligono A(Py, Ps, P3, Py, Ps) é

igual & soma das areas dos triangulos. Assim, aplicando a equagao (2.4), temos:

A(Py, Py, P3, Py, P5) = A(Py, Py, P3) + A(Py, P, Py) + A(Py, Py, Ps) =

1 r1 I To I3 T3 T
- + +
U1 Y2 Y2 Y3 Ys Y1
xr1 T3 T3 T4 Ty 1
+= +
Y1 Y3 Ys  Ya Ys N
1 Ty T4 T4 s Ts X1
+§ + +
Y1 Ya Ya Ys Ys U

Simplificando as ocorréncias repetidas e com sinais contrarios, temos:
A(P17P27P37P47P5) =
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1 Ty Tg To X3 T3 X4 n Ty Ts T5 X1

2 Y1 Y2 Y2 Y3 Ys Ya Ys Ys Ys Y1

Observe que a ordem dos pontos estd associada a percorrer a poligonal no sentido
anti-horario, conforme Figura 2.12.

Generalizando, temos que a area (A) da regiao delimitada pela poligonal

P,....P,....,P,)com1<i<n,en>3édada pela expressao:
(P, : p p
1 T, T T, T Tp T
A= S PR e e A (2.10)
Y1 Y2 Yi Yi+1 Yn Y1

2.5 Teorema de Green

Nesta segdo, seguindo a apresentacao de [12, p.220], provaremos o Teorema de Green
para regioes retangulares e em seguida o provaremos para regioes parametrizadas por

retangulos, baseados na féormula de mudanca de variaveis em integrais duplas.

Teorema 2.5.0.5 (Teorema de Green) Seja U um conjunto aberto de R? e seja
F = (F\,F5) um campo vetorial de classe C* sobre U. Suponha que 7 : [a,b] — U é
um caminho fechado simples, seccionalmente suave, orientado no sentido positivo. Seja

R o interior de C' = 7([a,b]). Entao:

L oF, OF,
F.dr:// (———) dx dy. 2.11
/C (G2 -5 ) dedy (2.11)

Demonstracao: Inicialmente, provaremos o Teorema de Green quando R é uma regiao
retangular, como mostra a Figura 2.13.

Supomos que o campo de vetores F' é dado em componentes por

—

F(z,y) = Fi(z,y)i + Fa(z,y)]
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e que a fronteira C' da regiao R ¢é dividida em

eER*:a<z<bey=c}

y)

r,y) ER*:x=bec<y<d}h
yeR:a<r<bey=d};
yeR:z=aec<y<d}

Para obter o caminho 7 para C' orientado positivamente vamos considerar o sentido

anti-hordario de modo que os pontos internos de R estejam sempre & esquerda da curva

C.

¥
Ca
df-- >
C, R C.

Cr---- >

- c |

‘ ‘ X

a b

Figura 2.13: Ilustracio de uma regido retangular R com fronteira C' dividida em C4, Cs, C3 e Cy.

A integral de linha do primeiro membro da equagao (2.11) pode ser escrita como

/ﬁ.df = / ﬁ.df+/ ﬁ.df+/ ﬁ.df+/ F.dr
C C1 Co —C3 —Cy
b d b d
= /Fl(x,c)dx—i—/ Fg(b,y)d:r—/ Fl(x,d)dx—/ Fy(a,y)dx

= /(Fg(b,y)—Fg(a,y))dy—l—/(—Fl(x,d)—O—Fl(x,c))dx.
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A integral dupla do segundo membro da equagao (2.11) pode ser escrita como integral

iterada. Usando o Teorema Fundamental do Célculo na integral interior temos:

A IR T e
= //—da:d +//——dydx

— /(FQ(b,y) Fy(a,y))dy

+ /(—Fl(x7d)+F1(x,c))d1’.

Como a integral de linha e a integral dupla sao iguais, provamos o Teorema de Green
para regioes retangulares.

Agora, sem perda de generalidade, provaremos o Teorema de Green para uma regiao
R que pode ser transformada numa regiao retangular 7', supondo que a regiao R no
plano—zy corresponda a uma regiao 17" no plano—st conforme a Figura 2.14 e que a

mudanca de coordenadas é um-a-um no interior de 7', tal que

r=ux(s,t), y=1y(s,t).

Provaremos o Teorema de Green para a regiao R usando o Teorema de Green para a
regiao 1" e a férmula de mudanga de varidves em integrais duplas, ver [12, p.152].

Escrevendo, em notacao vetorial a mudanca de coordenadas, temos

o - 3} . L oF or
7=17{(s,t) = (s, )i + y(s,1)j = di' = asds + ot dt.

Portanto, escrevendo a integral de linha sobre C' como integral de linha sobre D, vem:

. -, or or
F.dF—/FFs,t ( ds+—dt>
/ [ Frta). (Goas+ 5

ou



D,
d ,,,,,
D, T D;
ol
B
s
a b X

Figura 2.14: Uma regido curva R no plano—zy correspondente a uma regido retangular 7' no plano—st,

adotado o sentido anti-hordrio em seus contornos.

Definindo o campo de vetores G no plano—st com componentes

- Or - Or

e 4 como vetor posi¢ado de um ponto no plano—st, temos:

/ﬁﬁ:/dm
C D

Desenvolvendo o produto vetorial em (2.12) e em seguida, usando a regra do produto

e a regra da cadeia, temos:

oxr dy\  Ox oy
Gore) =g

dx O 0 0
GQZ(Fl,FQ). < v y) :Flg—f—’—Fga—?

Logo

oG, OF, 0x 0x  OF, 0y Ox 0%z

T AT S
ot Ox Ot 0s Oy Ot Os 0sot
OF, 0z dy N OF, Oy Oy P 0%y

Dz 0t ds | Oy 0tos | 20sot
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G, OF, Ox Ox L OF Oy Ox N 9%z
ds Ox 0s Ot | Oy 0s Ot | " Otds
O0F; 0x 0y | OF; 0y dy 0%y

Y rosor T oy osot T 2otos

Como o caminho C ¢ suave, sendo as derivadas segundas continuas, as derivadas

mistas sao iguais. Assim, simplificando os termos iguais e rearranjando vem
0
Gy 0G, _ 0F, o gs gs
s ot Ox dy or oy
at ot
Usando a férmula de mudanca de varidveis para integrais duplas, temos:
0 0 0 0 -
Fy Fy Fy F s s
Lo 50| B o
0

<@ — %> dsdt.
T

[l
Q

Js ot

Assim mostramos que

/ Fdr= | G.di
C D

// (ﬁ_@wxdy_// <@—%>dsdt.

Como as integrais dos segundos membros sao iguais pelo Teorema de Green para

e que

regioes retangulares, concluimos que as integrais dos primeiros membros sao iguais. Com

isso provamos o Teorema de Green para a regiao R. U

A forma vetorial do Teorema de Green, que pode ser reescrita como:

%Fldx+F2dy—// (@—@> dx dy,



onde C' é a curva bordo da regiao R.

Este teorema possui algumas conseqiiéncias imediatas importantes. Se um campo

. oF, OF: =
vetorial de classe C'' dado por F' = (Fy, Fy) ¢ tal que 6_1 = 8_2’ entao o campo F ¢é
Y x

chamado conservativo. Sobre uma regiao simplesmente conexa (sem buraco) contida no

seu dominio, a integral de linha sobre a curva C' que contorna a regiao R € igual a zero.

F. F
%Fldg:Jerdy://(Q—@wmy://o:o.
c R\ Oz dy R

Observe que nesse caso a integral independe do caminho, mas temos que ter cuidado

De fato,

com a regiao. Vejamos um exemplo em que a regiao contém um ponto que nao pertence

ao dominio de F' e outro em que a regiao nao é simplesmente conexa.

-y - i xT -
? J

$2 + y2 5(,’2 ‘l‘ y2
plesmente conexo que nao contém a origem, pois

O campo vetorial F' = é conservativo em qualquer dominio sim-

BFl N 8F2 _ yQ—l’Q
oy  Or (22 +y?)?

Para determinar a integral de F sobre a curva C definida por
C = {(z,y) € R%; 2% + y*> = 4} nao podemos usar o Teorema de Green, pois o ponto (0, 0)
da regiao contornada por C' nao pertence ao dominio de F. Assim, parametrizando a
curva C, temos:

C': 7(t) = 2cos(t)i + 2sin(t);,t € [0, 27).

Entao, integrando, temos:

27 .
—y T —2sint . 2cost
d dy = —2sint 2 t)| dt
j{ch-i-yz x+x2+y2y /0 [ 1 (—2sint) + 1 (2cost)
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Veja que se o sentido da curva fosse invertido, a integral seria —27, portanto a integral
de F em um dominio que contém C' depende do caminho de integragao.

Agora vamos considerar uma curva fechada simples C, suave por partes, orientada
no sentido anti-horario e que circunda a origem, contida na regiao limitada por C.

Seja R a regiao compreendida entre as curvas C e (', tal que seus pontos interiores
fiquem a esquerda das curvas orientadas —C4 e C' (cf.Figura 2.15).

Y

2

A
NV

Figura 2.15: Tlustracio das curvas C e C; e da regido R compreendida entre elas.

Como os pontos da regiao R pertencem ao dominio de F', podemos aplicar o Teorema

de Green. Assim, vem:

/ ﬁ.dF+/ﬁ.dF:—/ ﬁ.dF+/F.dF:// (@—@> drdy =0,
—Cy c o c g\ O dy

entao fCl F.di = fC F.dF e como fc F.di = 27, segue que

/ F.di = 2r.
Cy

Portanto podemos concluir que a integral de F independe do caminho de integracao

tambem para qualquer dominio que contém a origem, embora o campo F' nao esteja

definido nesse ponto.
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2.6 Calculo de area via integral de linha no contorno

Dada uma regiao plana R, podemos calcular sua area por meio de uma integral de
linha ao longo de seu contorno utilizando o Teorema de Green. Assim, sejam os campos
vetoriais continuos com derivadas parciais continuas em R?, F= x} e G = —y;.

Se donotarmos por A a drea da regiao R e por C' a fronteira de R, aplicando o Teo-

rema de Green aos campos F' e GG, temos:

%xdy:%—ydx://dxdy:fl.
c c R

Logo
A= 7{ xdy
c
ou
A :?{ —ydx
c
ou ainda
1
A=— ?é (xdy — ydz). (2.13)
2 Jc

O calculo da area de um triangulo de vértices A, B e C por meio do Teorema de

Green justifica a equagao (2.4). De fato, considere a Figura 2.16 e sejam:

Ci(t) =tC+ (1 —t)B=(tec+ (1 —t)zp, tyc + (1 —t)yp), com 0 <t < 1;

1 Y1
Cy(t) = (txa + (1 —t)ap, tysa + (1 —t)yp), com 0 <t < 1;
2 Y2
C3(t) = (tzc + (1 — t)xa, tyc + (1 — t)ya), com 0 <t < 1,
xr3 Y3

donde
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Ci(t) = (JUC — I, Yo — yB), com 0<t<1;

Ch(t) = (x4 — 23,y4 — yp), com 0 < t < 1;
Ci(t) = (xc — za,yc — ya), com 0 <t < 1.

Aplicando a equacao (2.13), temos:

1
A= 2 (j{ (a1dyr = yada) + j{ (zadyz — yodra) + j{ (w3dys — y3d:r3)>
C —Cy _Cy

ou

A= (7{ (z1dyr — yrdzr) — ?4 (zadys — yodxa) — ?4 (wsdys — y3d$3)) . (2.14)
Cq Cs Cs

DO | —
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Calculando a integral sobre a curva C, temos:
1
% (x1dy; — yrdxy) = / (txe + (1 —t)zp)(yo — yp)dt
Cq 0

i /1(@0 + (1= t)y)(ze — x5)dt

e £2 !
= yc—yB { 5 ( 2)%3}
0
S (- 5)m)
- (z¢ — ) |— — =)z
2 9 .
_ _ re [ TB\ (. Yye y_B>
= (e yB)(2+2> (we $B)(2+2

= IRBYc — TcYs;

Analogamente, as integrais sobre as curvas Cy e Cj3, sao:

7{ (ffzdyz - Z/zd@) = TBYA — TAYB
Ca

}1{ (w3dys — y3drs) = xaYc — TeYa.
C3

Substituindo os trés resultados na equagao (2.14), chegamos na equagao (2.4), como era
de se esperar.
De um modo geral, a integral de linha do campo vetorial F = %(:rj — y;) sobre um

segmento orientado com origem em P; = (z;,1;) e extremidade P11 = (241, yiy1), onde
Ci(t) =tP1 + (1 =) P = (tryer + (1 — )y, tyir + (1 — t)y;), com 0 <t <1
é a equacao parametrizada do segmento P, P,y ; e

Oz{(t> = (Tip1 — T4, Yir1 — i)
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é sua derivada, constante por se tratar de um segmento parametrizado pela combinacao

convexa de seus extremos. Vale
1 1/t
§(xdy —ydx) = 3 [(trip1 + (1 —)x) (yir1 — ys)] dt
C; 0

_ %/O [(tyivr + (1 — )yi) (@iv1 — x;)] dt

1

2 2
- %(yi-&-l — Yi) [t O;ZH + x(t — %)L
2 2 7!
- %(l'm — ;) {WTZH +yilt — %)]0
1 1 1
= §(yi+1 — Yi) <§Iz’+1 + 5%)
1 1 1
- 5( i1 — ) <§yi+1 + 5%‘)
1
= E(xiyi-l-l — Tiy1Yi)-

Assim, aplicando o Teorema de Green no célculo da area de uma regiao plana deli-
mitada por uma poligonal (Py,...,P;,...,P,) com 1 <i<n,en >3, de modo que os
pontos Py, ..., P, ..., P,, com Pj(x;, y;) estejam nesta ordem e no sentido anti-horario
da linha poligonal, temos que a area (A) do poligono é dada por:

A - %(?il(xdy—ydx)%—...—I—jéCi(xdy—ydx)%—...%—% (xdy—ydm))

n

1
= 5[(3713/2 — Zoyr) + oo A (i — TiaYi) + - F Ty — T1Y)],
ou seja,
1 1 Ty T; T Tn 21
A= 5 + ...+ * + ...+
Y1 Y2 Yi Yit1 YUn Y1

Também como era de se esperar, esse resultado é o mesmo da equagao (2.10).
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2.7 Uma breve descricao do Planimetro

De acordo com o Teorema 2.5.0.5, o Teorema de Green associa integrais de linha em
curvas fechadas no plano com integrais duplas nas regices delimitadas por essas curvas.
Por essa razao, o Teorema de Green é uma ferramenta fundamental no calculo de areas
de regides mais gerais no plano e um instrumento que associa essa ferramenta com seu
funcionamento é o planimetro. Mas para entender essa aplicacio, precisamos conhecer
o planimetro e o seu funcionamento.

Planimetro é um instrumento usado para medir dreas de regioes planas limitadas,
inventado pelo matematico suico Jakob Amsler, em 1854. O projeto original era com-
posto por dois bracos, AB e BC, ligados pela extremidade B, como um compasso, com
regulagem para formar um angulo fixo entre 0° e 180°. A extremidade A do braco AB
tem um apoio para ser fixado na superficie plana que contém a regiao cuja area se deseja
medir, enquanto a extremidade B de AB possui uma rodinha com movimento de rotagao
perpendicular ao brago AB que se move a medida que o extremo C de BC dd uma volta
sobre a linha que contorna a regiao. Nessa rodinha existe um contador de voltas que

estd associado a area da regidao. A Figura 2.17 ilustra este aparelho.

Figura 2.17: Imagem de um planimetro de Amsler, extraida de [16].

Hoje, existem planimetros de varios formatos e com contador de voltas eletronico.

Um exemplo é o planimetro linear, composto de uma tnica barra com uma exremidade
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percorrendo um segmento fixo enquanto a outra percorre a curva que limita e regidao. A

rodinha com o contador de voltas fica em um ponto da barra. Observe a Figura 2.18.

Figura 2.18: A regiio contornada por C é percorrida por B enquanto A se desloca ao longo do

segmento fixo e a rodinha R gira, registrando as voltas dadas, adaptada de [4].

Em [18], por meio de um applet interativo, o funcionamento de um planimetro linear
pode ser visualizado, bem como sao apresentados principios matematicos relacionados
ao funcionamento desse instrumento, ilustrados com gifs animados.

O texto [16], produzido por dois estudantes de graduagdo em Engenharia Elétrica
da UFMG, sob a orientacao da prof?. Sonia P. Carvalho, apresenta com mais detalhe
a conexao entre o funcionamento do planimetro o e Teorema de Green. J4 o texto [4],
produzido por Eduardo Colli (IME-USP), faz uma modelagem do planimetro linear e
usa elementos fisicos, como velocidade instantanea de rotacdo da rodinha, para fazer a

conexao entre o Teorema de Green e o planimetro. Esses dois textos se complementam.
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Capitulo 3

Consideracoes Finais

Este trabalho sugere que dois aparelhos utilizados em Ciéncias da Terra e areas correlatas,
a saber, o receptor GPS e o planimetro, e os principios matematicos envolvidos em
seus funcionamentos, sirvam, respectivamente, como motivagao para o estudo de dois
resultados classicos do Calculo de Varias Varidveis: o Teorema da Funcgao Implicita e o
Teorema de Green.

O contexto pratico do funcionamento do GPS para ilustrar o uso do Teorema da
Fungao Implicita é significativo, pois se trata de um resultado bastante utilizado dentro
da propria matematica, mas sem aplicacoes efetivas nos livros-texto de Calculo. Por meio
deste teorema é possivel estimar como as incertezas presentes nas medicoes do tempo
feitas pelo receptor GPS repercutem na precisao das medidas espaciais que se deseja.
De acordo com o exemplo desenvolvido nesse trabalho, para se ter um erro maximo de
3 cm na varidvel z, a precisao do receptor deve ser de 107! segundos.

Esta abordagem aplicada para o uso do Teorema da Funcao Implicita foi inspirada
pelo artigo de Nord et al. [15], e complementada com os textos do minicurso de Alves

[1] e do artigo de Thompson [19] para os detalhes relativos ao funcionamento do GPS.
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Para completar nosso texto do ponto de vista tedrico, incluimos duas versoes do
Teorema da Funcao Implicita, com a demonstragao do caso mais simples e um encami-
nhamento via exemplos para o caso efetivamente empregado na aplicacao.

Vale destacar que os dados propostos como constantes tipicas para as situacoes-
exemplo, tanto em [1] quanto em [15], produziram solug¢oes pouco consistentes, o que
nos levou a introduzir modificagdes em parte desses dados. Embora Alves sugira que seja
consultado um atlas geografico ou um globo terrestre para identificar a posicao efetiva
do usuario do GPS, possivelmente ele nao percebeu que, com os dados que sugeriu, a
elevagdo do ponto encontrado fica incompativel com sua localizagao. J& em Nord et al.
essa verificagdo nao é sequer mencionada, possivelmente por fugir do escopo do artigo.

Em nosso processo de validacao dos resultados percebemos a tensao presente nos
trabalhos envolvendo problemas aplicados. Resolver um exercicio ‘tedrico’ do livro-texto,
possivelmente com resposta no final para se conferir é um tipo de tarefa. Outro tipo,
em geral mais desafiador, é trabalhar com um problema cuja solucao possui significado
fisico e geografico. Na analise da solucao encontrada, quando esta nao faz sentido,
a primeira suspeita recai sobre a forma utilizada para encontra-la. Sera que de fato
procedemos corretamente? Em nosso caso, uma vez eliminada qualquer suspeita sobre
os procedimentos adotados, revisitamos o problema e os dados utilizados, procurando
adequé-los para que a solucao ficasse correta do ponto de vista fisico e geografico.

Ainda no capitulo que trata da matematica do GPS, para a apresentagao do modelo
bidimensional, fizemos uma pequena adaptagao dos dados utilizados por Thompson [19],
para trabalhar no sistema internacional de unidades (metros, quilogramas e segundos)
ao invés do sistema inglés (pés, ongas e segundos). Incluimos, no modelo bidimensional,
uma analise ilustrando que para melhorar a precisao da localizacdo do ponto que se

deseja encontrar, devemos contornar os efeitos causados pela atmosfera na propagacao
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dos sinais. Isso justifica o fato de cada satélite emitir duas feqiiéncias diferentes, que no
caso do modelo bidimensional correspondem ao mensageiro e a seu assistente.

De acordo com o Teorema 1.2.0.1, sendo os centros dos satélites nao coplanares,
o sistema (1.5) de intersec@o entre as quatro esferas tem solugao tnica. Ocorre que os
sistemas (1.6), (1.7) ou (1.8) nao tém solugao tnica. Isso ja ocorria com seus equivalentes
bidimensionais, quando havia duas solu¢oes, mas uma ficava fora do circulo pavimentado.
No caso do sistema (1.9), as duas solugoes obtidas correspondem a dois pontos que estao
dentro da gaiola de satélites, porém existem outros fatores preponderantes na emissao
dos sinais dos satélites, envolvendo a geometria orbital da Terra, bem como o efeito
de refracao da ionosfera, dentre outros. Na validagao dos resultados encontrados na
solucdo do sistema (1.9) percebemos que o descarte de uma das solugdes poderia estar
associado a inclinacao desfavoravel do sinal em relacdo ao vetor posicao da localizacao
correspondente, além da elevacao excessiva do ponto obtido com a segunda solucao.

A Figura 2.10, que ilustra a relagdo (2.2, p.43), na qual visualizamos a identificagao
dos pontos (x,y) de R? com (z,y,0) de R e posterior ampliagao para (x,y, 1), permite
vislumbrar ainda outras conexoes, envolvendo as coordenadas homogéneas da geometria
projetiva. Conforme observado pela professora Yuriko Baldin na defesa oral deste tra-
balho, esta ”projetivizacao”é essencial no tratamento de movimentos rigidos via algebra
matricial, bastante empregado na computagao gréfica e em robdtica (ver, por exemplo,
2)).

No caso da relagao entre o funcionamento do planimetro e o teorema de Green, embora
tenhamos apontado brevemente como isso ocorre, destacamos outros trabalhos nesta
tematica que detalham melhor tal relagao ([4, 5, 16, 18]). Pela forma como encaminhamos
nosso estudo, percebemos que poderiamos oferecer alguma contribuicao ao enfatizar

diversos elementos e conceitos mateméaticos presentes no processo do céalculo de areas
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de regides planas, especialmente as simples, como triangulos e regices poligonais, e suas
inter-relacoes.

Dentre as expressoes que permitem estabelecer a equacdo de uma reta em R?, a que
envolve um determinante 3 x 3 ser nulo (cf. (2.2)) propicia uma interessante oportunidade
de conexao com elementos da Geometria Analitica, como vetores geradores de planos,
produto misto e volume de paralelepipedo, entre outros.

J& no caso da area de regioes poligonais, a idéia geométrica de particionar a regiao
em triangulos permite deduzir a expressao geral, a qual, por sua vez, também pode ser
obtida via Teorema de Green. Sua prova é incluida em nosso texto, para o caso de regides
parametrizadas por retangulos, assim como apresentado em [12]. Este importante resul-
tado matematico pode ser visto como uma espécie de extensao do Teorema Fundamental
do Calculo, ao relacionar a integral dupla do rotacional de um campo (fungao ‘derivada’)
em uma regiao fechada do plano com a integral de linha deste campo (fungao ‘primitiva’)
no contorno da regiao. Com a escolha de campos convenientes, com rotacional identi-
camente igual a um, a integral dupla que computa a area de uma dada regiao simples
pode ser substituida por uma integral de linha no seu contorno. Esse teorema ajuda a
evidenciar a convengao utilizada na expressao para a drea de uma regiao poligonal para
a ordem com que a poligonal deve ser percorrida. Tal convencao esta associada a ori-
entagdo positiva para a curva: a regiao por ela delimitada deve ficar sempre a esquerda
quando se percorre seu contorno.

Gostariamos que o nosso trabalho mobilizasse o leitor tanto para a investida em
problemas aplicados, quanto para se manter atento para o estabelecimento de possiveis

conexodes em seu processo de ensinar e aprender matematica.
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