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INTRODUÇÃO 

, . -Este trabalho e concernente ao estudo de extensao de fun 

çÕes holomorfas definidas em domÍnios de Riemann sobre um espaço 

de Banach. Nosso estudo está baseado no conceito fundamental de 

classes regulares. Nossa referência mais importante é o traba -

lho de M. Schottenloher (10). 

Iniciamos o. capítulo I com as definições e propriedades 

elementares de domínio de Riemann sobre um espaço de Banach. 

No capÍtulo II introduzimos a definição de aplicações h2 

lornorfas definidas em domÍnios de Riemann; o espaço vetorial de~ 

sas aplicaçÕes é representado por }C(X). Definimos também diver-

- - .,. . . - .... sas outras noçoes como extensao anal1t1ca slmultanea, domlnlo de 

hblomorfia, envoltÔria de 'holomorfia, etc. 

No capÍtulo III definimos os importantes conceitos de 

classes regulares e de coberturas admiss:lveis e demonstramos as. 

propriedades mais importantes. 

Introduzimos várias topologias em ~(X) no capÍtulo IV e 

demonstramos que se j:X + Y é uma extensão analÍtica simultânea 

de }L(X) então a aplicação restrição j'<:)ÚY) 3 g + goj o )L(X) é 

um isomorfismo de espaço vetorial topolÓgico quando j((X) e JC(Y) 

são munidos da topologia bornolÔgica associada à topologia com-

pacto aberta. 



No capÍtulo V usamos resultados do capÍtulo IV para Obter 

uma construção da envoltÓria de holomorfia de um domÍnio de 

Riemann (X,p) via o espectro }((X). 

Finalmente no capÍtulo VI demonstramos um teorema de 

Cartan-Thullen para classes regulares de funções holomorfas • 

. -- --
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CAPITULO i 

DOM!NIOS DE RIEMANN SOBRE ESPAÇOS DE BANACH 

Definição 1.1: Seja E um espaço de Banach. O par (X,p) é chamado 

uma variedade de Riemann sobre E se X*~ é um espaço de Hausdorff 

e p:X + E é um homeomorfismo local. (X,p) é dito um domÍnio de. 

Riemann sobre E se (X ,p) é urna variedade de Riemann so·bre E e X 

-e conex:oo . 

Definição 1.2: Sejam (X,p) e (Y,q) variedades de Riemann sobre E. 

Uma aplicação j:X ~ Y é chamada um morfismo se j é contÍnua e sa-

tisfaz p=qoj. 

Definição 1.3: Seja j:X + Y um morfismo. 

gico Z define-se 

j'•:_G<Y;Z) + ~(X;Z) 

g 

Para cada espaço topol~ 

onde~ CY;Z) e ~(X;Z) sao os espaços das funções contínuas de Y em 

Z e de X em Z respectivamente. Como exemplo, seja p:X + E onde 

(X,p) é um domínio de Riemann sobre E. Isto define 

Lema 1.4: Sejam i,j:X + Y dois morfismos de domÍnios de Riemann so 

bre E tal que i(x)=j(x) pelo menos num ponto x e X. Então i=j. 

Em particular, todo morfismo j:X + Y com um ponto fixo é a identi 

dade. 
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Demonstração: O conjunto zdx e: X I i(x)=j(x)} é fechado pois l. e j 

sao aplicações contínuas num espaço de Hausdorff. Vamos provar 

que Zé aberto. Sejam x e: Z, V C Y aberto com i(x);;j(x) e: ·V tal 

que ql V seja homeomorfismo e U aberto de X com x e: U e i CU) C V, 

j(U) C V; para i e: U temos qoi(z)=p(z)=qoj(z). Como qj V é homeo

morfismo temos i(z)=j(z). Assim UC Z e Zé aberto. Como X é co 

nexo temos Z=X. 

Lema 1.5: Seja (X,p) um domÍnio de Riemann sobre E e sejam V, V C X 

subconjuntos abertos tais que U (\ Vfrfl, p(U) n p(V) se'ja conexo e 

P[u:U + p(U), Piv:V + p(V) sejam homeomorfismos. Então_ 

Pluuv:UUV + p(UUV) é um homeomoi'fismo. 

E_.emonstração: f suficiente provar que p I UU V é injetiva. Denote

mos qu•<p[ ul-1 [p(Ulnp(V) :p(U)n p(V) + U e analogamente qv· Pela 

continuidade de q
0 

e qv o conju-nto Z={z e: p(U)np(V) I q
0

(z)=qv(z)} 

é fechado em p(U)Ílp(V). Zé não vazio poJ.s para X e: UnV temos 

p(x) < p(UnVlC p(U)np(V) e qu(p(x)J=x=qv(p(x)) ou seja p(x) E z. 
Z é também aberto desde que z;p(U(IV) e pelo fato de p ser aplica

çao aberta •. Como p(U)í\p(V) é conexo, ternos p(U\\V)=p(U)np(V) e 

para x E U, y E V com p(x)=p(y)=z segue x=qu(z)=qv(z)=y. 

Lema 1.6: Seja E um espaço de Banach. Então temos: 

(a) E é conexo por caminho~; 

-(b) Toda variedade de Riemann sobre E e localmente conexa por ca-

minho~; 

(c) Todo domínio de Rieni.ann sobre E, (X,p), é conexo por caminhos. 



-3-

Demonstração: (a) e (b) sao Óbvias. 

(c): Sejam x
0 

e: X e Z={z e: X : z pode ser ligado por caminho a x } 
o • 

Zé aberto por(b). Provemos que Zé também fechado. Seja (z ). A 
" O< 

uma rede em Z, z ~ z. 

" 
Para V(z), vizinhança dez, por (b) existe 

'IJ( z), vizinhança de z ccnexa por caminho contida em V( z) e tal que 

existe z e: W(z), isto é, z pode ser ligado por caminho a z. Co 
" " 

mo z pode ser ligado por caminho a x
0

, temos que z pode ser liga-

do por caminho a x ou seja z e z. 
o 

Como ·x é conexo ternos Z=X. 

Lema 1~7: Se um conjunto aberto nao vazio Z num domÍnio de Riemann 

sobre E (X,p) é sequencialmente fechado, então Z=X. 

Demonstração: Seja x e: Z. Pelo lema anterior, existe uma aplicação 

contÍnua q,: [o,l] + x· tal que <1!(0) e: Z e <!1(l)=x. 
_, -
<l1(Z) e abe~to em 

[ü,l). tez) é também fechado Pois Z é sequer.cialrnente fechado. 

Corno t<z) é não vazio e como [D,l] é conexo ternos $(Z)=[O,l);lo-

go x=o<ll o z. Assim Z=X. 

Definição 1.8: Seja (X,p) um domÍnio de Riemann sobre E. A distan 

cia à fronteira dX(x) de um ponto x E X é definido por: 

dX(X)=sup{r>O I existe UC X tal que x EU e 

P!u:U + BE(px,r) é homeomorfismo}. 

Para r 8 (O ,dx(x)] denotemos por BX(x,r) a componente conexà de 

p"l(BE(px,r)) que contém o ponto x. Finalmente para VC X dcfinirros 

dx(V)=inf{dx(x) I X € V) e v,=I.J{Bx(x,r) I X € V) para" € (O,dx(.V)]. 
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Proposição 1.9: Seja (X,p) uma variedade de Riemann sobre E. A 

Demonstração: Fixemos x e X. Seja py e BE(px,dX(x)), Então 

BE(py,dx(xl-llpx-py!il C BE(px,dx(x)), Daí, dx(y)~dX(xl-IIPx-pyll. 

É claro que se py 4 BE(px,dx(xll, então dx(y)>O~dX(xl-IIPx-pyll. 

Assim dX(y)~dX.(xl-IIPx-pyll qualquerque seja y <X. Analogamente, 

ctx< x l ::_ctx<Y l -11 px-py 11. · 

Lema 1.10: Seja j: X + Y um morfismo de-. domÍnios de Riemann, En-

tão dy(j(x))::_dX(x) para todo x <X. 

R._emonstração: Seja dX(x)=s. Então para r~ (O,s) existe Ux' vi

zinhança de x,tal que Ux é hoffieomorfo a BE(px,r). Temos também 

·(u ) homeomorfo a BE. (px,r) pois q(j(U ll~p(U l~BE(px,r), q contí 
J X X X -

nua e ( I , . < I l' - - -q '(U )y =Jo pU - e tambem contlnua. 
J X X . 

Definição 1.11: Para z e E, a e E, a=O e r>O definimos 

D (z,r)={zHa I À< c, IAI<r) C E 
a 

e para x e X definimos 

-e um homeomorfismo}, 

Se r e (O,dX(x,a)) denotemos por Da(x,r) a componente conE!:xa de 

p-1 (Da(px,r)) que contém x. 



Lema 1.12: dX(x)o inf dX(x,a), 
11a11 o 1 
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Demonstração: (a) Mostremos que dX(x)~ inf dX(x,a). Seja 
li ali o l 

O<r<dX(x) e seJa l!allol. Desde que Da(px,r) C BE(px,r), segue que 

r<dx(x,a). Como r é arbitrário temos dX(x).::_dX(x,a). Assim 

dx(x)_:é inf dx(x,a). 
llal! o 1 · 

(b) Agora, mos-tremos .que dX(x)~ inf dX(x,a). Seja O<r< inf d;(x,a). 
11a11 o 1 lia li o 1 

Seja Z= U D (x,r). Observe que U D (px,r)=BE(px,r), Como 
llall o 1 a llall o 1 a . , 

p[ 0 (x r) é injetiva E!egue que Plz:Z + .. BE(px,r) é injetiva também. 
a ' . 

Assim Plz:Z + BE(px,r) é contínua, injetiva e sobrejetiva. Para 

provar que Plz é ~~a aplicação aberta é suficiente mostrar que Z 

é aberto pois p é um homeomorfismo local. -rixemos a s E com Jl aJl =1. 

Para cada y s Da(x,r) podemos encontrar uma vizinhança UY de y que 

é homeomorfa por p a urna vizinhança VPY de py. Desde que Da(x,r) 

é relativamente compacto, existem Yb ••• , Yn e: Da(x,r) tal que 

D (x,r) CU u ... Uu . Pelo lema 1.5, U lJ ... Uu é horneomor 
a Yl yn Yl Yn -

fo por p a V U ... U V , DaÍ podemos encontrar uma vizinhança 
PY1 PYn 

U de Da(x,r) que é homeomorfa por p a uma vizinhança px+V de 

Da(px,r), onde podemos assumir V C BE(px,r), V uma bola centrada 

na origem. Assim cada Db(x,l) com b E V está contida em algum 

Dc(x,r) com UcU•1. Dai para cada b • V, PIDb(x, 1 ):Db(x,1) • 

->- Db ( px, 1) é um homeomorfismo. 

fismo e px+V= U Db(px,l) segue 
boV 

Como P!u:U-+ px+V é um hom,eornor

que u:::Unb(x,l). Mas cada 
boV 

Db(x,l) está contida em Z (pois cada Db(x,l), com b €: .V, está con 

tido em algum n-c(x,r) com l!c))=l). Daf UC Z e Z é aberto. 
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Proposição 1.13: Seja (X,p) um domÍnio de Riemann sobre E. Se E 

é separável então X é segundo enumerável. Em particular, X é 

LindelOf e separável. 

Demonstração: Seja 8 uma base enumerável para os conjuntos abertos 

de E formado pelas bolas. Fixemos x
0 

€ X e seja Xn o conjunto dos 

pontos x ~ Y ~ue pod~m ser ligados a x
0 

por uma cadeia de no máxi

mo n conjuntos do tipo BX(y,r) com BE(py,r) c s. ~claro que cada 
~ 

Xn é aberto, e desde que X é conexo, v~mos que X=n~lxn. Assim pa-

ra mostrar que X é segundo enumerável,, é suficiente provar que ca-

da Xn é segundo enumerável. Provaremos por indução em n. Observe 

que 

Desde que E é segundo enumerável, BE(py,r) e BX(y,r) também -sao. 

Logo x1 é segundo enumerável. Suponhamos agora que Xn é segundo 

enumerável, Então Xn é separável. Seja Dn um conjunto· enumerável 

e denso de Xn Então 

Xn+l= {Bx(y,r) -: BE(py,r) E: B e BX(y,r) contem algum z e: Dn}. 

Assim Xn+l é também segundo enumerável, terninando a demonstração. 

Corolário 1. Í4: Se E é separável~ então cada fibra p-1 (a) é no má-

ximo enumerável. 

Demonstração: Como X é LindelOf, o subconjunto fechado p1(a) é 

tarabém LindelÜf, Mas p·1(a) é certamente discreto, daÍ é no mâxi-

mo enumerável. ~ 
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Corolário 1.15: Se D é um subconjunto enumerável denso de E, en

tão p-1 (D) é um subconjunto enumerável e denso de X. 

Demonstração: Se D é um subconjunto denso de E então claramente 

p~(D) é um subconjunto denso de X. Agora é só aplicar o corolá

rio anterior. 



CAP!TULO II 

FUNÇ0ES HOLOMORFAS EM DOM!NIOS DE RIEMANN 

Definição 2.1: Seja (X,p) um domÍnio de Riemann sobre o espaço E. 

Uma aplicação f:X ~ C é chamada holomorfa (analÍtica) se para to-

do x E X existe r>O, r<dx(x) tal que com B~BX(x,r) q aplicação . 

é holomorfa. j{(X) denotará o espaço vetorial das funções holomor 

fas de X em c. 

Observação 2. 2: Segue das propriedades elementares de funções ho

làmorfas em um conjunto aberto de E que um~ função f:X + C é halo 

morfa se e somente se para todo x E X existem uma sequência 

- ' -
(d

0
f(x)) 0 ~ 0 de polinOmios ~àntínuos 

• n 
homogeneos d f(x):E +C de grau 

n e r>O satisfazendo r<dx(x) e 

N l 
sup{l[f(yl-n:on: dnf(x).(py-pxlll; y < Bx(x,rll=O. 

Observação ·2.3: Seja f E: JÚX); a função -
-
d0 f·X + C definida por a . 

X t: X+ d0 f(x).a e{: é holomorfa. Isto·segue por (4). 

Observação 2.4; (Desigualdade de Cauchy) Dada f e: J{(X), x e: X e 

s>O temos 

Ver (4). 
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Observação 2.5: Uma aplicação f:X +C é analÍtica se e somente se 

f é contÍnua e G-analÍtica no seguinte sentido: Para todo x € X e 

a < E\{0} a aplicação: 

onde D=Da(x,dX(x,a), é analÍtica. Ver (S). 

Definição 2.6: Seja A um conjunto de funções holomorfas definidas· 

num domÍnio de Riemann (X,p) sobre E.-,, 

(a) Um morfismo j:X + Y de domínios de Riemann sobre E é 

dito uma extensão analÍtica simultânea (e.a.s.) de A se cada f t.A 

fatora analiticamente através de j; isto ·é, para cada f tA exis-

te f'< .\f(Y) tal que f'o j=f. 
i 

vês de J. 

f' é dita a extensão de f a Y atra-

(b) Uma e.a.s. j:X + Y·é dita maximal se j fatora através 

de cada e.a.s. j':X + Z de A corno um morfismo ou seja existe um 

morfismo j 11 :Z -r Y tal que j=j 11o j. Se j:X + ~(X) -e uma e.a.s. ma 

ximal de j{(X), então f, (X) será chamada uma envoltÔria de halo-

morfia de X. 

(c) X é chamado um A-domÍnio de holomorfia se cada e.a.s. 

de A é um isomorfismo de domÍnios •. X é um domÍnio de holomorfia 

se X e um j.C(X)-domÍnio de holomorfia. X é o domÍnio de existência 

de uma aplicação fd((X) se X é um { f}-domínio de holomorfia. 
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Observação 2.7: Para j:X + Y um morfismo de domÍnios de Riemann 

sobre E, podemos definir a aplicação linear sobrejetiva 

j'<:g<,\{(Y) + g.jqt(X) 

e em particular 

Aqui e a seguir, para uma aplicação g:B + F com valores 

nwn espaço no-rmado, ·usaremos a notação: 

11 gll8 =sup!ll g(x) 11 I xoB). 

Definição 2.8: Seja X um domÍnio de Riemann sobre E e AE,}C(X), 

Um conjunto BCX é chamado A-limitante se jj fjj B<"" para toda fEA. 

Definição 2.9: Seja fej{(X) uma função holomorfa no domi'nio de 

Riemann (X,p) sobre· E. O raio de convergência de f no ponto xeX 

• e definido por: 
00 -

~ 11 ~ 1 dnf(x) li 
n=O · 



CAPITULO I II 

CLASSES REGULARES 

Definição 3.1: Um conjunto não vazio A C j.((X) de funçÕes analÍti 

cas em X onde (X,p) é um domínio de Riemann sobre E é chamado uma 

classe regular em X se: 

(a) ).fm e A para toda f ' A, m ' N e À ' C; 
~ 

(b) dnf o 
a A para toda f ' A, n o N e a ' E\{0}; 

(c) Para x ~;: X, pA(x) > o onde pA(x)=inf{p/x) I f ' A}. 

Pela desigualdade de Cauchy, a Última propriedade em .3.1 é equi-

valente a; Para x e X existe uma vizinhança de x A-limitante. 

Definição 3. 2: Uma cobertura aberta ir do domÍnio de Riemann (X ,p) 

so"bre E é dita admissÍvel 'se: 

(a) Para todo U e1r, eXistem s > O e V c~ tal que 

dx(U) > s e u
8 

c V; 

( b) U U V < ~ para todo U, V < 'lY. 

A cobertura admissÍvel é dita limitada se p(V) é limitada 

em E para todo V ctr. 

Para uma cobertura admissÍvel 1f definimos: 

A ={f o 1((X) I 11 fll U < m para todo U oi!'). 
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ObservaçÕes 3.3: (a) Se vré uma cobertura admissÍvel enumerável 

então A'1}" é uma álgebra ,.de Frechet. 

(b) Atré uma classe regular. De fato a primeira proprie

dade de 3.1 é evidente; provemos a segunda e a terceira propried~ 

des. Seja U e: '1.'r e s, V corno em 3.2 (a). De x e: X e f e: A'l) segue 

da desigualdade ·de Cauchy: 

11 alf < 

-

< B(x,s) 

Assim lld~fllu <~para toda f c A'IJ, a_ c E\{0} e n c N. Para 

r e: (O ,s) a série E)!~! ~f( x) !I rn é con verg-e~-te pois 

Ell~! ~nf<xJIIrn ~ llfllv,<~ln. Logo pf(x) ~ s para toda f c A. 

(c) Se-& é uma cobertura·· admissÍvel limitada de E então 

Proposição 3.4: Seja (X,p) um domÍnio de Riemann sobre E. Então 

:){(X) = U A onde B={1ti 'lt é cobertura enumerável e limitada de X}. 
,-c B 

Demonstração: Seja .f e: j{(XL Para x e: X seja Ux=Bx(x, x) com 

px ~ dX(x) e tal que 11 fila (x 
X ' 

sejam U =B(x, x-l) para n > x,n n 

X) <«> Seja nxe: N tal que 

e U =~ para n x,n 
< n 

X 

~ x e 

Par.::t n E N 

seja Un= (U : IPxl < n e I f lu < n}. Então u1 C u2 C ... C UnC ••• 
x,n X 

Seja'l.t={Un; n=l,2, ••• }. É claro que 'IJ é uma cobertura enumerável 

e limitada. ""'- ' '1 Vamos provar que v e admlSSl ve : Dado Un e xis tem :S, 



O< s < ! e k > O 
n 

1 tal que --s 
n 
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(U ) =Bx(x,px-(Ls)) C x,n s n 

1 BX(x,px-k);Ux,k" Isto prova a propriedade (a) de 3.2; aproprie-

dade (b) é evidente, portanto '&é admissÍvel. Finalmente é claro 

que f E Av-. 

-De agora em diante toda cobertura admissÍvel sera enume 

rável e limitada e toda classe regular será definida por cobertu-

ra admissível. 

Proposição 3.5: Sejam A C~(X) urna classe regular no domÍnio de 

Riemann (X ,p) sobre E e z e X tal .que dx( z) <r.::_pA ( z) para um cer 

to r>O. Então e;dste uma e.a.s. j:X +'X de A tal que 

.E!:monstração: Existe uma vizinhança aberta conexa U de z tal que 

pJu:U-+ p(U) é um homeomorfismo e p(U) está contido em B=BE(pz,r). 

Por hipÓtese, cada f<:<Piu>-1 , f E A, pode ser es-tendida analitica

mente a B pela expansão em série de potência: 

• B xu 
rCpz+a)=r.:!:, ~nf(z).a para \\a\\<r, Na união disjunta de X e 

n . 

s, introduzimos a seguinte relação de eqUivalência: xruy se: 

x, y E X com px=py; ou 

X E X, y E B com px=y; ou 

X E B, y < X com x=py; ou 

x, y E B com x=y. 
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Seja X=(X U B) /N o espaço quociente e ·seja X a classe de equiva

lência do ponto x s X 0 B. Então a aplicação j:X + X s X é con-

• tÍnua. (Lembramos que UCl<é aberto se e somente se j-1 ( U) e 

aberto). Seja p:X + E definida por 

p(]{) = {p(x) se X < X 

. x se X e B 

p=po j e.. Plj{X) 
• • p ( j (X) ) :p ( j ( y) ) • Temos blunl voe a pülS se entao px= 

=PY' o que implica XNY• Agora provemos que 
. 

f fácil J e aberta. 

ver que se A C X então r1{j(All=p-l(p(A)), Seja A um aberto con-

tido em X e x s A. 

meomorfismo. Então 

Seja U C A tal que 
X 

r1 (j(Ux) l=p-1 (p(Ux)). 

Plu :Ux • p(Ux) seja ho
x 

Logo r' ( j (Ux l )' é aberto 

em X ej(Ux) é aberto em X. Como j·(x) e j(Ux) C j(A), temos j(A) 

aberto em ~. Portanto j é aberta. Com isto é fácil provar que 

X é Hausdorff e que·P é um homeomorfismo local. 

Para cada f s A definimos 1 em ~ da seguinte mane1ra: 

r(x)={f(x) 

r(x) 

se X E X 

se x E B 

É fácil ver que r é analÍtica e satisfaz f:loj, o que im-

. 
plica que j e uma e.a.s. de A. finalmente temos dX(j(z))~r desde 

que P!Ê:g + B é um homeomorfismo, onde n={X I X B B}. 

Teorema 3. 6: Sejam A=A'!J' uma classe regular no domÍnio de ·Riemann 

(X,p) sobre E, U Et9' e s>O tal que dX(U)>s e U
8
C V, VEi:i: Então a 

cada x pertencente ao- conjunto: 
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vale, 

(a) pf(x)~s para toda f e A; isto é, A pode, se necessá

rio, ser estendida simultaneamente a BX(x,s) (no sentido de 3.5) 

(b) Cada continuação analÍtica l de A satisfaz: 

Demonstração: Usando a desigualdade de Cauchy obtemos 

11 ~ 1 ~~f ll 0 ::_sn 11 d V para todo a .. E BE(O,l), n e N e f e A. Pelo fato 

11~ 1 d~f(xJII::.II~ 1 d~fll 0 ::_i"llfllv, assim . . de d~f pertencer a A segue; 

11~! dnf(xlll::_snllfllv· Agora, para todo r< (O,s) a série 

•11~! d~f(xJflrn::_~fllvE(~)n é convergente, o que implica pf(x)~s pa

ra toda f e: A. 

Para mostrar (b) podemos, de acordo com 3,5, assum~r 

dX(x)~s. Seja y < BX(x,s); eni:ão llpy-pxll=r<s e 

lll'Cylii=IE ~ 1 dnf(x),(py-px) 1::.•11~ 1 dnf(xlllllpy-pxlln::.llfllvr.(~)n= 

=~-rllfllv· Assim, existe c>O tal que IHyll::_cllfllv, V fo A. Como 

fl E A, vale ll'Cyllj::.cilflljv' '<!f E A ou ll'Cyli<Tcllfllw, V f E A. 

Fazendo j->m obtemos ll'Cy) l,::.llfllv' V f< A. Logo ill'll 8tx,s)5.llfllv· 



CAPfTULO IV 

TOPOLOGIAS SOBRE OS ESPAÇOS DAS APLICAÇ0ES HOLOMORFAS 

Definição 4.1: Representemos por -r
0 

a topologia compacto aberta 

em ~(X), ou seja a topologia definida pelas serninormas: 

-onde K e um compacto em X. 

Definição 4-.2: Diz-se que uma seminorma p em Ji.(X) é portada pelo 

subconjunto compacto K ·c X se para todo V que contém K existe um 

n~ero c(V)>O tal que 

p( f).::_c(Vlllf~v , 

para toda f E J.C.(X), A topologia definida --emj{(X) pelas seminor

mas p ernj{(X) que são portadas por algum subconjunto K de X sere 

presenta por T w. 

Observação 4. 3: Foi provado que j{ (X) =~~Y 8 A onde B = { 'ff I ..r é cober

tura admissÍvel}. Denotemos por 'o a topologia limite indutivo 

emJ{(X) das inclusões A<> :J-t (X). Notação: (J{(X),,
6

)=lim A 
--> 

Observação 4.4: (j{(X) ,T
0

) é um espaço bornolÓgico e tonelada. 

Ver ( 6). 

Proposição 4.5: T
0 < T 

- w < 'a 

Demonstração: É claro que T <T 
o- w 

Para provar t <T~ basta provar 
w- o 



que a 

para isto E:. 
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_identidade id: (}t( X) , -r ó) -+ (j.(( X) , T w) é contínua e 

ficiente provar que a inclusão A'IJ'-+ (j{(X) ,-r ) é con 
w 

tínua para todo 1J'. De fato, sejam 'Ir uma cobertura dada e p wna 

seminorma em }C.(X) portada por K. Então existe V c 'ff tal que K C. 'tr 

e c(V)>O com p(f):e_c(V)jjfJiv , para toda f o J{(X). Assim pK é con-

tÍnua em A . . 

Observação 4.6: A Proposição acima mostra que um conjunto limita-

do para 'ó é também limitado para t
00 

e para -r
0 

também é._ válida: 

A recÍproca 

Proposição 4.7: Sel.C}((X) é 't
0
-limitado-então é -r 6-limitado. 

Demonstração: Seja X C }{(X) 'o -limitado. Basta encontrar uma co

bertura admissÍvel1Y tal que X C Ar, com X limitado em A'IJ pois co

como a aplicação inclusão i:Av-<-+ <J((X),-r 6 ) é contÍnua teremos 

Xlimitado em O{(X) ,, 6 ). Para isto basta usar'o lema abaixo e o 

análogo à demon9tração da proposiçRo 3.4. 

Lema 4.8: SejaXC}C(X) -r
0
-limitado. Para x E X, existe Ux e c>O 

tal que JJ fllu :e_ c para toda f o X. 
X 

Demonstração: Suponhamos que existe x
0 

c X em que não ocorre a 

afirmação do lema. Entã? podemos achar uma sequência (fn) C )f e 

uma sequência (x )~X, x ~x tal que lfn(xn)!>n para cada n. n n o 

Assim (fn) não é limitada em 1< com l(;:{x
0
}U {xn' n;:l;2, ... } .. 
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Corolário 4.9: Té é a topologia bornolÓgica associada a T
0 

ou a 

1 Ver (6), 
w 

Proposição 4.10: Seja j:X + Y um morfismo de domÍnios de Riemann. 

Então as aplicações j 1';:(.H(Y),T
0

)-+ (}l(X),T
0

) 

g go j 

e 

g 

são contínuas. 

Demonstração: Sejam g E: j-L(Y) e KC X com K compacto. Então, 

lli'''(gliiK=I[goiiiK2.llgl\j(K) com j(K) compacto. Assim a primeira apl~ 

cação é contÍnua. Ago!'a sejam g e j.{'(y) e p uma seminorma em J-C(X) 

portada por um subconjUIYto compacto K C X. Seja W :::> j(K). Pela 

continuidade de j e pela compacidade de K existe V~ K tal que 

j(V) C W. Como existe c=c(V) tal que p(h)2_cl\hijV , \f h E j{(X), te 

mos p(j''(g)).::_clli 1'(g)llv=chllj(V).::_cllgllw, \f g E )f(Y), Portanto a 

. - .. .. 
segunda apl1caçao e cont1nua. 

Lema 4.11: (~(~),T 8 )=(XCX) ,T 61 ) onde r
8

, é a topologia limite in

dutivo em j-{' (X) das inclusÕes A11['c.-,. 1-E<xl, onde W' é apenas cobe.Ftura 

enumerável e satisfaz : U U V E W' para todo U, V E 'vi'. 

Demonstração: Observemos que a aplicação identidade 

id:(1{(X),-r
0

) + (j{(X),<
0

,) é contÍnua pois para qualquer 1\1.\f'com 
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~cobertura admissível ternos a inclusão Av--+ (:}e(X) , t ó 1 ) contínua. 

Também id:0{(X),<
61

)-> <H(X),<
0

) é continua, analogamente à de

monstração de 4.5. Por 4.7 temos que se)( é r
0
-limitado então 

Xé , 8-limitado, Assim 0-CCX),r 0 ) e (j{(X),, 81 ) têm os mesmos li:_ 

mitados que (~(X),r 0 ) e portanto 

lÓgicas associadas a ' • o 
Como o 

r 6 e r 6 , 3ão topologias borno~ 

espaço bornolÓgico associado a 

Proposição 4.12: Seja 'V' uma cobertura_ admissÍvel do domínio (X,p) 

sobre E. Suponhamos que j:X-+ Y é uma e.a.s. de A1J-e denotemos 

A'~{f' c ){(y) I f 1o j c A1rl. En·tão: 

(a) Y:A"&- 3 f -+ f 1 (y) s C é cOntÍnu-a para todo y f. Y; 

(b) existe wna cobertura admissível W de Y tal que 

. -A'=Aw- e j'l::Aw--+ A'l/f e um isomorfismo de espaço vetorial topolÓ-

g,1.CO, 

Demonstração: (a) O conjunto Z={y s Y I 9 é contínua} é não vazio. 

De fato, seja y e Y com y=j(x), x t: U, U eV. Então y e Z pois 

para qualquer f c A11-temos: lli/(fJII=lf',j(x)\=lf<x)!~llf~u· Zé 

também aberto. De fato, seja y t: Z e U s'\9- tal que 

IIY<flll~c~filu para.toda f c A'{( e um certo c>O. Substituindo f por 

f m, extra'ndo a " - · f d d ~ ra~z m-es~ma e -azen o m+oo vemos que po emos assu 

mir c=l. Sejam s e V como em 3.2. Para cada a f E, a aplicação . -
t 1-1- d~f(t) pertence a A"J- para cada f & Av • Logo I d~f' (y) I .::_ . . 
llct~fllu para qualquer f e A'I'Fe assim l!dnf' (yJ!I~IIdnfllu para qualquer 
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- -
f E A17. Portanto E [[dnf' Cy)[[ rn_:E[[ dnfll 0rn_:E llf[[ 0 Cfln_:llfllvECfln , 

s 

V r, O<r<s. Agora seja O<r<s, r<dy(y). Para z ~ By(y,r) temos -
[zCfl[=lf'(zJI_:•!Idnf'(y)[[rn_:Cflnllfllv, V f E A17, ou seja z E Z. 

Assim ByCy,r) C Z e Zé aberto. Finalmente por 1.7, para provar 

Z=Y basta provar que Z é sequencinlmente fechado. Seja (x ) uma n , 

sequenc~a em Z convergindo para x E Y. CXn) é fracamente limita 

do em (A,..<L.) 1 ,~o dual de A1f, pois X (f)=f'(x ) -+ f'(x)=X(f) para 
v n n 

toda f t: A'lJ- • Pelo fato de A-& ser tonelada segue que <Xn) é 

equicontínua (ver (6)). Assim, podem?s encontrar U e:lr tal que 

lxn(f) l_:llfllu para todo n E N e f E Av--. DaÍ, [x(f) l_:l[f[[ 0 para 

toda f e: A'&, o que implica x e;; Z. - ' Portanto Z e sequenclalmente 

fechado. 

(b) Para n e N e U e: 1.J definimos Vn (U) o interior do con-

j illltO 

(yE Y I dy(y)>in, [jqy[[<n e [zCO[_:Ilf[[ 0 Vz E ByCy,in) e f E A17J. 

De (a) segue que a coleção ·W' das uniÕes finitas dos conjuntos Vn(U), 

n E N' u e:'"& cobre y ·- Não é difÍcil ver que vr é cobertura admis-

sÍvel de Y. Vamos provar A 1 C Aw· Dado U EIY seja W= Vn(U), 

Como [yCfl[~[[fl/u para qualquer y E W e f E Art temos 

11 f'llw.:llf', j 11 0 <oo , V f' E A'. Para mostrar AwC A' seja li E '\J- e 

s , 1J como em 3. 2. Provemos jCU) C V (V)='d para in<s e llpx[[<n, 
n 

V x E U. De fato, para x E U, por 1.10 temos dy(jx)~dX(x)>s>in; 

temos também [jq(jxl[[=[[px[[<n. Ainda, para y=jx e z E ByCy,in) 
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obtemos // ~! dnf' (yl[/ =li~ dnf(xlll.s_snll f[l V e para I[ qz-qy[l =t< Ín<s vale 

[[f' ( zl[[.s."il ~! ~nf' (y) (qz-qyl[[.s."ll f[l v<:ln. Substituindo f' por (f' )m 

obtemos [ f'(zl[.s_!lf[[y· Assim, para g E Aw temos [[goj[l 0 =~g!lj(U).S. 

~J g\1 W (co ou se.j a AW' C A'. A demons·tração Av·.f' C A 1 prova que para 

qualquer u E 1)' existe w E vi' tal que [[j''{gJ!iu::.llgl[w para toda g EAw 

ou que jl"':A~+ A'fr é contÍnua. A demonstração A' C.Aw prova que 

dado U E'IY teinos jgf[w.s.lfj''(glflu para toda g E A;r sendo W=Vn(U), 

Como esses W's ·definem a topologia de Al>f segue que (jl':)-l :Av--+ Aw 

- - ' e tambem cont1nua. 

Teorema 4.13: Seja j:X + Y uma e.a.s. dejt(X). Então 

jl':: <:l-C<Y),r
6

) + (1-C(X) ,-r,S) é um isomorfismo de espaço vetorial to

polÓgico, 

Demonstração: Para provar que_jl~:(:).(.(Y),'rô) + (j.{(X),Tó) é contí-

. ..-· nua basta provar que qualquer W, cobertura enumerável de Y e que 

satisfaz: UUV e::·'vfpara U, V c\Jf) obtemos jl'1 IA :Aw-+ (j.((X),r 6 ) 
v{ 

contínua, e para isto basta provar que existe~ , cobertura enu-

merável de X tal que U U V c'& para U, V e 1.9" com j 1':]A :Aw---}o A"'Y 

contínua. De fato, para qualquer vf cobertura enumerável tal que 

U U V E W' para u, V e V{, {j-l(V), V eVV} é cobertura aberta enume·-

râvel de X como acima e j~·, ]A :A~v-+ A1J é contÍnua pois· para toda 
IV' 

f E Aw-temos [[j''of[jj'l(W)=llfoj[[j·l(W).:Jf[lw Que j'' é aberta segue 

analogamente a 4.12 (b). 



CAPfTULO V 

CONSTRUÇÃO DA ENVOLTÓRIA DE HOLOMORFIA 

Motivação: Seja (X,p) um domÍnio de Riemann sobre E e j:X + Y uma 

e.a.s. de A"&, onde 'Lré uma cobertura admissível de X. Sejam as 

aplicações 

X: A'\J- + c 

f .. f(x) onde X < X 

e 

y:A + c ' 
f ... f' (y) onde y < y e f' -e a extensão da f, Então: 

Lema 5,1: Para y=j(x) temos Y=X. 

Demonstração: y(f)=f'(yl=f' (j(x))=f(xl=x(f), 

Lema 5.2: As aplicaç5es: ~ € E 1 ~ YCPop) E C , 

Jl :E E 1 o--+ )C(].lop) E C 

são fracamente contÍnuas. 

Demonstr·ação: Para a primeira aplicação. temos que provar que se 

"• + Jl fracamente .então yc).l opl + Y<ll<>P>, isto é u "q<yl+JJoqCyl. 
. a " 

De fato, \l (e)+ Jl(e), V e E E. 
" 

Para e=q(y) temos 

Vale o análogo para a outra aplicação ... 

- - -De acordo com 4.12, y e contlnua. Assim para construir a 

envoltÓria de holomorfia de (X,p) é razoável começar com o conjun 

to: 



. , 

-23-

J{,(X,\Y)={h:A,-+ C I h< :J'(A,_) é contfnua e 

h.,p:';:E' 3 v~+ h(ll.,p) é fracamente contÍnua}. 

Observação: Para uma álgebra A, o espectro ~(A) é o conjunto dos 

homomorfismos· não nulos A -~ C. 

Evidentemente X={X I x E: X} Cj{CX,fr). Pelo teorema de 

Mackey-Arens ~(ver ( 6)) cada h ~:: Jb<X,1'1") de fine um Único vetor qh e: E 

-tal que J..!(qh)=h(\JoP) para todo 11 e: E 1 , desde que hop:'= e fracamen 

te contínua. 

Lema 5.3: Temos q(X)=p(x), para todo x e: X. 

Demonstração: Corr.o 'f.l(qh)=h(uop) para todo u E E' e h e: J{,CX,-0"), 

tomando h=X onde x ·€ X obtemos Jl(qX)=XC\lQp)=u.,p(x) \1 11 e: E'. 

Assim q(X)=p(x) para x e: X • 

Jvi,(X,I'r) pode ser munida de uma topologia Hausdorff tal que 

q :JbC X)'\'}') + E é um homeomorfismo local: Dado h r: ,}GC X ,11") e xis te 

U g\t tal que jh(f)j~\lfllu para toda f< A.fr. Sejam s, V como em 

3.2. Para a ~ BE(O,s) colocamos 

C*) h (f)=rl, h(~nf) para f < A~ a n. a 
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Substituindo f por ~' extraindo a raíz m-ésima e fazendo m~~ obte 

mos: 

- nl (~sf) (dtf) Além disso 
n (ver ( 3) ) -usando que da(f.g)= L 

S[ i:! nao e 
s+t 

a a 

difÍcil - homomorfismo. E' - facilmen provar que h e um ?ara " " e 
a 

te visto que ha(~op)=~(qh)+~(a). Então 

'· haop":E' 3 uH. ha(uop) e: 1t é fracamente contínua e assim 

ha .J.{,CX;O"). 

Seja fi a base de vizinhanças àbertas de O e: E. Para de

finirmos uma topologia em J1,<:X.,{r) definimos uma base de ·vizinhanças 

de cada h c Jt<X ,'\t) da seguinte mari"eira:_ 

J/'(h)=(ha I a e:: ltl com U,s,V corno dados acima, Vl cjf e 

H C BE (O, s)}. 

Jf(h) é uma base de vizinhanças-- de h pois 

l -n 1 1 -m~ -n ~ 
(h )b(fl=L-1 h (dbf)=Hh(-1 -

1
d t.dbfl= L 

a n. a n. m. a i=o 

toda f ~:: A a, b E: E tal que 

a+b e: W. Assim ha+b~(ha)b • Isto prova que dada ha e: N(h), 

N(h) E 0'/(h), existe N(ha) C N(h) onde N(ha) < jf(ha). Ê fácil ver 

que dadas N(h) e N'(h) E J/'(h), existe N" (h) C N(h) (\ N'(h) com 

N' (h) • jf'(h). 

A topologia definida pelas bases de vizinhanças ciV'(h) é 

uma topologia Hausdoiff. · De fato; suponhamos que existem 
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h e h' E JV{,(X ,V'l, Mh' tal que para qualquer N(h) E J'/'(h) e qual

quer N(h') EJf(h') existe h" E N(h) n N(h'). Pela continuidade 

de h e h' existem U eU' e'\)- tais que [h(fl[.:Jfllu e 

[h'(fl[~[[f[[U' respectivamente para qualquer f E AoJ-. Assim, pe

la definição de base de vizinhanças existe a E: í~ C BE(O,s), 

a' s W' C BE(O,s1
) tal que h 11 =ha=h'a' • Seja a 1-a=b. Então 

h (fl=h' (f)=h' (fl=(h' ) (f). Pelo lema abaixo, fazendo a+O a a' ~ a+b b a 

obtemos h (f) =h 1 b (f) e fazendo b+O obtemos h (f) =h 1 (f) :contradição, . 

' Lema 5.4: ha(f) +h( f) \I f e AoJ- quando a+O. 

Demonstração: Para toda f E A~te~os 

-
h(d~f)=h(f). Assim 

Ih (fl-h(fl[ <~[! h(~nfl[ <E !i f[[ (.fuill)n<[[f[[ M_. 
a -t n~ , a -, V

8 
s - U8 s-j~ll 

Quando a ..... O Obtemos h. a (f) + h( f), \} f E Ary. Assim h =h. a 

Provemos que q:J.t<X,'\n + E é. um homeomorfismo local. Seja 

pois 

h Eci'l,<x,v-J. Então existe U E'\J' tal que [h(fl[~[lfllu'll f E AiJ'• 

Sejam s e V como em 3. 2. Seja e:>O com c<s. Então 

[qh -qh[= sup ju(qh -qhl[= sup[u (al[=[la[[<E para ha E N(hl= 
a \IJJR<i, J.l€~;:; a \l).llfoj,;u~t} 

={ha I a c W, \~C BE(O,e:)}, Assim q écontÍnua. Resta provar que 

q g localmente sobrejetiva. Seja qh+z E E com llzll<c. Seja 

ha qtt(X,'\J-) com a< W C BE(D,d. Então "(qhz)=hz("opl="(qh)+}'(z)o 

=)-l(qh+z) V )l c E'. Como E' separa pontos temos qh
2

=qh-+z. Por

tanto basta tomar z=a. 
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-A extensão f de uma função f e: A e dada por 

f:cf\(X,'&"} 3 h~ h( f) & ~. 

fê G-analÍtica, desde que ;(hÀa)=r[~ 1 h(d~t)}Àn para I À! pequeno, 
... . ... ... 

À < ~. Além disso f é contínua pois I f(h)-f(ha)! + O para a+ O. 

Portanto ! é analÍtica (por 2.5). 

Denotemos por f,. CX ,'l'r) a componente de JtCX ,11') q·ue contém X 

e definamos 
. 

:lx»x 

Éfâcil ver que jv-:X é uma e.a.s. de A-cr • 

reorema 5.5: j'&:X +f:,(X,'\9--) ê uma e•?-•_s. maximal de A1t· 

Demonstração: Seja j 1 : X -+ Y uma e. a. s. de Arr • Denotemos por f' e 

J.C(Y) a extensão analÍtica de f e A'JJ. Por 4.12(a), cada ponto 

y e: Y define um homomorfismo cOntÍnuo .Y:Av- ::J f~---+ f' (y) e (f:; por 

5.2, Y e:JLCX,'\9'). A aplicação j":Y :3 y +J{,(X,'lt) é bem definida,. 

satisfaz p 1 ::qcj" e jv--=j"c j'. Como j 11 é contÍnua temos 

j"(Y) Cf;CX,rft). Segue que j.lt:X +~ (X,'l)") é uma e.a.s. maximal de 

A1J- • 

Sejã a(X)={'&/ '1.9- ê cobertura admissível de XL Definimos 

J1, 8 (X)~{h o':f(j.{(X)) I h o~(X,'&) para todo '&o S(X) e 

inf{d,l;<x,,n<h) 1 v e s<xJ J>OJ. 

É fácil ver que a famÍlia dos conjuntos 
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'lJ.(h,r)=(k 0 u\(X) I k 0 B~(X,'IJ-)(h,r) para todo 11' 0 ~(Xl), onde 

h 0 Ji,B(X) e Ü<rdnf{dp(X,ol-)(h) I'\)- 0 ~(X)), é base para uma top~ 

logia emJt,
13
(X). Também é fácil ver que ~(3(X) é Hausdorff comes 

ta topologia poisdi,(X,'&) é Hausdorff para cada 'IJ'e: s(X). Defina 

mos q:'%(X).,. E da seguinte maneira: dada h 0 Jj,(X,1!-) e 'IJ'o B(X), 

q(h)=q'lt(h) onde qv- é o homeomorfismo decf{,CX,tr) em E. Agora mostr!:_ 

mos que q:Jj, (X) -. 
B -

E está bem definida: seja h c tA{, (X) e seJam . B 
'1)", -&'c B (X); então "(q1J-(h))=h("op) e "(q,,Jh)=h("op) 'V p o E'; assim 

q"Y"(h)=q,.,(hl- Como para h cJ-&BCX) temos h oJ'6<X,'Il-) para todo 

S (X) - fácil q:rf,)B(X) E - homeomorfismo local. '11-< e ver que + e um 

Vamos provar que a extensão de uma função f ,J{(xJ -dada por e 

f:oliB (X) 3 h,_.· h( f) .O c. 
Dada f e: J~ (X) existe I[J-, cober_tura admissÍvel de X, tal que f e A'VJ. 

Temos f G-analf:icá-pois fch)..a)=E[~ 1 .h(d~n]t..n para [À[ pequeno, 

>.. E IC. Tall'.bém f é contínua pois como a aplicação h e: JLL<x;l'r) t-+ h( f) 

e:~ é contfnua, temos que dado e:>O existe I'>Ü tal que [f(k)-f(h)[<~ 

se k 0 _ B~(X_,'Ir) (h,r). 

Logo 1 f(k)-f{h) 1 << se 

Podemos supor r<inf~d~(X,tr) (h) I'& 

k r.;ti(h,r) e assim f é-analÍtica. 

• s<xlJ. 

Denotemos por />a (X) a componente de J{S (X) que contém X. 

Então: 

Teorema 5.6: Temos que jx:X ~ ~ 8 (X) é a envoltÓria de holomorfia 

de X. 

Demonstração: Seja j':X ~ Y uma e.a.s. dej~(X). -e uma 
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e.a.s. de cada AlJ-, '&e f3(X). De acordo com 5.5, existem morfis-

mos j;,.._:Y-+ p<x;t9-) tal que j.1!1'=j~oj 1 para todo '1J ~:: J3(X). 

definida por j 1-&:Y ?> y>-+ Y e: p<X,'ít). Agora é fácil ver que 

j 11 :Y 3 y........,. :Y e: cA{,
8

(X) é bem definida e contínua, daÍ 

. ' -J \r e 

j" (Y) C );a(X) e a restrição ;i" :Y + ft,a(X) é um morfismo de domí

nios de Riemann satisfazendo jX:::j"oj' • 



CAPfTULO VI 

DOMfNIOS DE HOLOMORFIA E PROPRIEDADES DE CONVEXIDADE 

Seja (X,p) um domínio de Riemann sobre Cn. -X e chamado 

A-convexo se uma das seguintes propriedades é satisfeita: 

(a) dX(K)=dx(KA) para todo compacto K C X; 

(b) dX( KA)) O yara to. do compacto K C X; 

(c) Para toda sequerrcia (xn) de X que satisfaz dX(xn)+O, existe 

uma função holomorfa f c A tal que supjf(xn>J=m. 

Aqui e a segu1r, KA é definido por: 

KA=(x E X I I f(x) l~llfiiK para toda f E A}. 

Definição 6.1: Seja, A uma classe regular no domÍnio de Riemann 

(X,p) sobre E. X é dito A-convexo se para todo U satisfazendo 

-dX(U)>s e U
8 

e A-limitante para um certo s>o, segue dX(UA)>O. 

Proposição 6.2: Seja A uma classe regular no domÍnio de Riemann 

(X,p) sobre E e suponhamos pA(x)~dX(x) para todo x c X. Então X 

-e A-convexo. 

Demonstração: -Suponhamos que X nao seja A-convexo. Então existe 

U com dX(U)>s e U
8 

A-limitante para um certo s>O e dX(UA)::O, Lo 

go existe uma sequencia (xn) C UA tal que dX(xn)+O e I f(x.n) l.:.llfllu 

\1 f E A. Pelo teorema 3.6 obtemos pf(x )>s ~f E A e assim n-

dX(x ) >pA(x ) >s>O; contradição. n- n , 
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Lema 6.3: Seja (X,p) um domÍnio de Riemann sobre E. Dados x e: X 

e c>O existe uma sequencia (xn) C X tal que: 

(a) dx(xn) +o, 

(b) X o 
n Bx<x,dx(x)+e). 

Demonstração: Pelo lema 1.12 existe a e: E com llal! =1 e 

dX(x,a)=d::_dX(...x)+C.. _Seja (tn) uma sequencia de números positivos 

que converge para ct: Então px+tna -+ px+da. Seja 

xn=<piDa<x,d)r1 <px+tna) C Da(x,d) C B;(x,dx(x)+o). 

dx(x )<dx(x ,a)=d-t +o. n - _ n n 

Então 

Teorema 6.4: Sejam uma cobertura admissivel do domÍnio de 

Riemann (X,p) sobre E e A=ATJ, Então as seguintes afirmaçÕes 

são equivalentes: 

(a) X é A-convexo; 

(b) Para todo u o'lJ- temos dX(UA)>O; 

(c) Para toda -sequencJ.a (x n) em X com dx(xn) + o ' existe uma 

çao f o A tal que sup I f(xn) I =oo; 

(d)pA~dx; 

fun 

(e) Para todo enumerável D C X, o conjUnto R(D)={f E A I pf(x)2 

~dX(x) para·todo X e: D} é de segunda categoria em A. 

Demonstração: A implica-ção (a)~(b) é trivial. 

(b)~(c): Sejar&"::{Un In e N} satisfazendo Un C Un+l par'a todo 

n e: N e seja (xn) uma sequência em X com dX(xn) +o. Pela 

definição de dX(Un A) e como dX(xn) +O, existe uma subsequência 
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(x. ) de (x ) I x =x. 
1n n n 1n ~ Un para todo n ~ N. 

A 
Passando para 

sequências apropriadas de (Un) e (xn)' podemos assumir que 

X < U '-. -n n+lA ~U para todo n 
nA 

< N. 

sub 

>ij fnll U para todo n < N. 
n 

Seja e tal que ifn(xnll>e>iifni!ll • 
n 

Para 

fn 1 1 11 11 Se]" a g =h k para k suficientemen-hn=a temos hn(xn) >l> hn un· n n 

te grande tal que: 

(ii) 
n-1 

I g ( x ) I >n+ E I g · ( x ) I 
n n - j=l J n 

De (i) segue que f=.L:gn é uniformemente convergente em todo Um, 

m E N pois para X c um temos 

co m oo rn oo 

if<xll=l "gn(xll::_" lgn(xll·'" lgn(xll::_" lgnlu +" :in<~, 
n=l n=l n=m+l n=l m n=m+l 

Assim f E A •. 

De (ii) concluímos que Jf(xn)l~n-1 para todo n c N pois 

~ ~1 ~ 

I f( X ) I= I E g (X ) I> I g (X ) 1- " I " (X ) 1- E I g (X ) I > 
n m=l rn n - n n m=l '-1It n m=n+l m n -

(c)~(d): Sejam x c X e r>dX(x). Pelo lema anterior existe 

(xn) C X com dX(xn) +O e llpxnCpxll<r, Por (c), existe f< A tal 

que sup lr<xn)l =""• Segue que pf(x).::_r pois caso contrário, para 

B=p-1 ( BE ( px, r)) temos li fil
8

::_s upE I ~ 1 dmf( x). ( py-px) I ::_E li~ dmf( x) li rm <oo, 
yoB · . 
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o que é uma contradição. Assim pA(x)~r para todo r>dx(x) e por

tanto pA(x)~dX(x). 

(d)0(e): Seja Sk(x)={f -k 
o A I pf(x)':_dx(x)+2 } para x E De k E N. 

Cada f e: Sk(x) pode ser estendida simultaneamente a um domÍnio 

de Riemann cx,P) sobre E construido com em 3.5. Temos então 

d-(j(x))>dX(x)+ik. Denotemos por W'a coleção das uniÕes finitas 
X - . 

de j(U) com U.E'ife BX(j(x),dX(j(x)+(l-im)ik). É fácil ver que 

\Jé uma cobertura admissível de X e que a aplicação restrição 

j;':;AW' ~ g -)o glx e: A é linear, contÍnua e satisfaz j1:(Av.r)=Sk(x). 

De ( d) segue que sk ( x) f A'& e do teorema de Banach (ver (·6)) segue 

que Sk(x) é magro'} desde que j:': é uma aplicação linear contínua 

entre espaços de Frechet. Então 

R(D)=A'- U{Sk(x) (x e: D, k e: N} é de segunda categoria em A. 

(e)~(a): Seja U satisfazendo dX(U)>s eU A-limitante para um s 

certo s>O. Como para x E A(U) temos if<x) l~lifllu , por 3.5(a) 

obtemos pA(x)~s para todo x € A(U); de (e) segue que dx(A(U)).:_s. 

Chamemos um domÍnio de Riemann (X,p) sobre um espaço de 

Banach A-separado para um conjunto A CjÜX) de funções holomorfa_s. 

se para todo par ( x ,y) de pontos de X com xfy, existe. uma função 

holomorfa f E A tal que f(x)ff(y), 
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Proposição 6.6: Seja A uma classe regular no domínio de Riemann 

CX,p) sobre E. X é um A-domÍnio de holomorfia se e somente se 

X é A-convexo e A-separado. 

Demonstração: Se X nao é A-convexo, existe x s E tal que 

pA(xhdX(x) P:or.6.4. DaÍ existe uma extensão analí·tica simulta 

nea prÓpria de A construÍda com em 3.5. Isso contradiz o fato 

de X ser um A-domÍnio de holomorfia. Analogamente, se X não e 

A-separado, a projeção ~ + X/N (xNy se e somente se px=py e 

f(x)=f(y) para toda f c A) é uma extensão analÍtica prÓpria de 

A. Agora, seja X A-convexo e A separado e seja·j uma e.a.s. de 

A. j é sobrejetiva pois caso contrário, existe z c j(X) com 

z f j(X). Então existe (xn) C X com j(xn) + z, dX(xn) + O. 

Por 6.4(c), existe f tal q~e sup! f(xn)l =.., e portanto I f(z)l =c:o, 

o que é absurdo. j é injetiva._por X ser A-domínio de holomorfia. 

Teorema 6.7: Seja (X,p) um domÍnio de Riemann sobré um espaço 

separável de Banach E. Então as seguintes propriedades· são e-

qui valentes: 

(a) X e o domÍnio de existência de uma função afialÍtica 

f:X + C; 

(b) Existe uma classe regular A tal que X é um A-domÍnio de halo 

mor fia; 

-(c) Existe uma classe regular A em X tal que X e A-convexo e 

A-separado. 
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Demonstração: (a)"'l(b): f está contida numa classe regular A em X 

(ver a demonstração da proposição 3.4). Pela definição, X é 

A-domÍnio de holomorfia. 

(b)~{c): decorre de 6.6. 

(c)~(a). Como x·é separável, existe um subconjunto Nem X denso 

e enumerável.· Então o conjunto 

D={(x,y) e NxN I XfY e px=py} 

é também enumerável. Provemos que o conjunto 

T(x,y)={f e A I f{x)=f(y)l, 

-onde Cx,y) e D, e aberto e denso em A De fato, seja 
"·-

1 f(x)-f(y) I =2<. Então para g e A Ú.l que -1\g-fjjv<e onde 

x, y e: V temos 

jg{x)-g(y)j~jf(x)-f(y)j-jf(y)-g(y)j-jg(x)-f(x)j>O. 

Assim T(x,y) é aberto. Agora -Sejam f t: A, e>O é V um elemento 

da cobertura admissÍvél. Podemos supor f(x)=f(y). 

A-separado, existe g e: A tal que g(xJtgCy). Seja 

então h 6 (x)fh 6 (y) e \Ih -fllv=ôjjgjjv<E para ô<llgiÍv " 

é denso. Assim 

-Como X e 

h 6 =f+óg, ó>O; 

Logo T(x,y) 

T={f e A I f(x)ff(y) para todo (x,y) E D} 

é de segunda categoria em A. Como X é A-convexo, 

R= !f E A I pf{x)_:dx(x), x E N} 

ê de segunda categoria em A e Pela continuidade de pf e dX, 

R=!f E A 1 of_:dxl· 

Logo H±T n R é de segunda categoria em A e em particular é não 
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vazio. Para completar a demonstração, mostraremos que X é o domí 

nio de existência de toda função f c H. Seja j:X 4 Y uma exten

são analÍtica simultânea de f. Provemos que j é injetora. Sejam 

x, y c X tais que j(x)=j(y). Como p=q~j temos que p(x)=p(y) e 

existem vizinhanças abertas conexas U e V de x e y respectivame12 

te tais que P!u e Plv são homeomorfismos sobre uma vizinhança W 

de p(x)=p(y).e Para (x',y') c UxV com p(x 1 )=p(y 1 ) temos 

f(x')=f(y'), De fato, qoj(x')=qoj(y'), f(x')=foj(x') e 

f(y')=foj(y'); como existe W' C W tal que f(j(x'))=, 
- - -

=f,q-1 l
1
,
1
,(q,j(x')) e f(j(y'))=f,q-'lw,(q,j(y')) temos f(x')=f(y'). 

Desde que f e: T segue que (UxV) Í\ D=<P, o que implica· 

(UxV) (\ {(x,y) E XxX : x=y}=$ e portanto U=V e em particular x=y. 

Logo j é injetora. Agora, se j não fosse sobrejetora, existiria 

um ponto z E j(X) C'Y, z tf-- j(Z); para uma sequência (zn) C j(X) 

com zn ~ z temos dX(zn) ~ O e assim pf(zn) ~ O. Agora 

Pf(z)=lim Pf(zn)=O: absurdo. Assim j é um isomorfismo. 
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