EXTENSAQ ANALTTICA
E
CLASSES REGULARES

EM ESPACOS DE BANACH

ELTAME - QUELHO

ORIENTADOR

~ "~ PROF. DR. JORGE MUJICA

.

Dissertagdo apresgntadé ao Instituto
de Matematica, Estatistica e Ciéncia
de Computacao da Univeféidade Esta-
dual de Campinas como requisito par-
“cial para obtensac do titulo de Mes-

tre em Matematica.

. . " - . . . '
Este trabalho fol realizado com o auxllio financeiro do Conge-

iho Nacional de Desenvolvimento CientIfico e Tecnoldgico (CNPQ).



A meus pais ¢ Lnmdos



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Jorge Mujica que, com sua segura orientagao,

permitiu a realizagdoc deste trabaiho.

- e -
A meus pais, professores e colegas por seus estimulos,
ensinamentos e discussodes.

",

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e

Tecnolégico - CNPq = pelo apoio financeiro.



EXTENSAO ANALITICA £ CLASSES REGULARES

EM ESPACOS DE BANACH

Introducao.
CAPTTULO I- Dominios de Riemann sobre espacos de Banach....... 1
CAPITULO II- Ffungdes holomorfas em dominios de Riemann........ 8

: . N
CAPITULO_III— Classes I‘egUlaTeSo D i

CAPITULO IV- Topologia scobre os espacos das aplicacdes holomor-

CAPITULO V- Construgao da envoltoria de holomorfia...s.s.....22

CAPITULO VI- Dominios de holomorfia e propriedades de convexi =

dade.t-..00&.la..|olllOll&l.a.......on.o.oagnglgzg

BIBLIOGRAFIA..II..l..l'l..l.ll‘..ll.-.ll...l.‘...l'll'...l!lllliise.l



INTRODUGAO

Este trabalho é concernente ao estudo de extensac de fun
¢oes holomorfas definidas em dominios de Riemann sobre um espago
de Banach. Nosso estudo esta baseado no conceito fundamentél de
classes regulares. Nossa referéncia mais importante & o traba -

lho de M. Schottenlcher (10}.

-

Iniciamos o. capitulo I com as definigdes e propriedades

elementares de dominio de Riemann sobre um éspago de Banach.
.

No capitulo II introduzimos a\definigao de aplicagoes ho
lomorfas definidas em dominiocs de Riemann; o espago vetorial des
sas aplicagdes & repreéentado pogiﬁxX):- De finimos também diver-
sas outras nogodes como extensao anal{ticg simultinea, dominio de

holomorfia, envoltoria de holomorfia, etc.

—

No capitulo III definimos os importantes conceitos de
classes regulares e de coberturas admissiveis ¢ demonstramos as

propriedades mais importantes.

IIntroduzimcs"vérias topologias em H(X) no capitulo IV e
demonstramos que se j:X > ¥ € uma extens3o analftica simultanea
de (X)) entac a ablicagao restricao j#:}(Y) 3 g + goj ¢ (X)) &
um isomorfismo de espago vetorial topoldgico quando H(X) e H(Y¥)

sdo munidos da topologia bornologica associada a topologia com-

pacto aberta.



No capitulo V usamos resultados do capitulo IV para obter
uma construgio da envoltéria de holomorfia de um dominio de

Riemann (X,p) via o espectro H(X).

Finalmente no capitulo VI demcnstramos um teorema de

Cartan-Thullen para' classes regulares de fungces holomorfas.



CAPITULO T
DOMINIOS DE RIEMANN SOBRE ESPACOS DE BANACH

Definigdo 1.1l: Seja E um espago de Banach, O par (X,p) & chamado

uma variedade de Riemann sobre E se X3¢ & um espago de Hausdorff
e p:X » E € um homeomorfismo local. (X,p) € dito um dominio de .
Riemann sobre E se (X,p) & uma variedade de Riemann sobre E e X

il
2 COnexe,.

-

Definicao 1.2: Sejam (X,p) e {Y,q) variedades de Riemann sobre E.

. -~ . T . . - -
Uma aplicacao j:X > Y e chamada um morfismo se j e continua e sa-

tisfaz p=qoj. o

Definicao 1.3: Seja j:X » Y um morfismo. . Para cada espagoe tOpOlé

» =

gico Z define-se

j*gﬁ(Y;é) > E(X;Z)

| g = g°]
onde ﬁ(Y}Z) e Q(X;Z)“SEO os espagos das fungdes continuas de Y em
2 e de X em 2 reépectivamente. Como exemplo, seja p:X > E onde
(X,p) € um dominio de Riemann sobre E. Isto define

p*E'={uep : u e B'},

Lema 1.%: Sejam i,3:X - Y dois morfismos de dominios de Riemann S0
bre E tal que i{x)=j{(x) pelo menos num ponto x e¢ X. Entao i=j.
Em particular, todo morfismc j:X + Y com um ponto fixo € a identi

dade,



Demonstragdo: O conjunto Z={x ¢ X / i(x)=j(x)} & fechado pois i e i

sao aplicagdes continuas num espago de Hausdorff. Vamos provar
que Z € aberto. Sejam x € Z, VY aberto com i(x)=j(x) ¢ -V tal
que qlv.seja homeomorfismo e U aberto de X com x ¢ U e i(U) C V,
j(UY C V; para 2 € U temos qoi(z)=ptz)=on(z). Como qiv & homeo~
morfismo temos i(z)=j(z). Assim UC Z e % & aberto, Como X & co

nexo temos Z=X.

-

Lema 1.5: Seja (X,p) um dominic de Riemann sobre E e sejam U, V(C X
subconjuntos abertos tais que U M Vie, p(U) M p(V) seja conexo e
p[U:U + p(U}, p[V:V + p({V) sejam homeomorfismos. Entado.

pIULJV:ULJV;* p(ULUYVY) e um homeomonf;sm?f

Demonstragao: F suficiente provar que PlUL)V & injetiva. Denote-

mos ch(plUTIIp(U)r;f(U):PtU)r\P(V) + U e analogamente q;. Pela
continuidade de q e qy © conjunte Z={z ¢ p(Mplvy 7 qU(z):qv(z)}
& fechado em p(UX p(V), 2 & nZo vazio pois para x e UNV temés
p{x) ¢ DUUNVIC p(WMp(V) e qU(p(x))=x=qv(p(x))'bu seja p(x) e Z.
Z € também aberto desde que Z=p{UMV) e pelo fato de p ser aplica-
¢ac aberta. Como p(Uif\p(V) & conexo, temos p(U(\U)ﬁp(U)flp(V) e

para x ¢ U, ¥y ¢ V com p{x)=p(y)=2 segue x=qU(z)=qV(z)=y.

Lema 1.6t Seja E um espago de Banach. Entao temos:

(a) E € conexo por caminhosj
(b) Toda variedade de Riemann sobre E & localmente conexa por ca-
minhos;

(c) Todo dominic de Riemann sobre E, (X,p), & conexo por caminhos.



Demonstracao: (a) e (b) s3ao Gbvias.

(ec): Sejam X, € X e Z={z e X : z pode ser ligado por caminho a xo}

Z & aberto por(b). Provemos que Z & também fechado. Seja (za)deA

uma rede em %Z, z — z. Para V(z), vizinhanca de z, por (b) existe
a

W(z), vizinhanga de z ccnexa por caminho contida em V(z) e tal due

existe Z, € W(z), isto e, z, pode ser ligado por caminhe a z. Co

-

mo z pode ser ligado por caminho a Xy temcs que 2z pode ser liga-~

- [ y -
do por caminho a X, Ou seja z e Z, Como X e conexo temos Zz=X,

N

Lema 1.7: Se um conjunto aberto nao vazio % num dominio de Riemann

sobre E (X,p) € sequencialmente fechado, entao Z:=X.

Demonstragac: Seja x ¢ Z. Pelo lema anterior, existe uma aplicagio

. 4 -
continua ¢:[0,l] + X tal que ¢(0) ¢ Z e ¢{d)=x. $(Z) e aberto em

-

[0,1]. 3(2) & também fechado pois Z & sequencialmente fechado.

Como §(Z) & n3o vazio e como [0,1] & conexo temos 3(2):[0,1];10—

go x=¢(1l) ¢ Z. Assim Z=X.

Definicao 1.8: Seja (X,p) um dominio de Riemann sobre E. A distan

cia a fronteira dx(x) de um ponto x ¢ X & definido por:
dx(i)=sup{r>0 / existe UC X tal que x ¢ Ue

p]U:U + Bp(px,r) & homeomorfismo}.

Para r ¢ (U,dx(xﬂ denotemos por Bx(x,r) a componente conexa de

pﬂ(BE(px,r)) que contem ¢ ponto X. Finalmente para V( X definims

dX(V)zinf{dX(xi / xeVy e VP=U{BX(x,rj / x eV} para r.e (D,dX(V)ij-



Proposicao 1.9: Seja (X,p) uma variedade de Riemann sobre E. A

aplicagao dy:X > (0,»] € continua e temos Idx(x)-dx(y)|ﬂ|px-pyﬂ{

Demonstragdo: Fixemos x e X. Seja py e Bp(px,d,(x)), Entao
BE(py,dX(x)-“PX~pyH)(: Bp (px,d, (x)). Daf, dx(y)iﬂx(x)—”px-pyﬂ.
ﬁ claro que se‘py ¢ BE(px,dX(x)), entdo dx(y)>oiﬁx(x)f“px—pyﬂ.
Assim dx(y)idx(x)—ﬂpx-py" qualquerque seja y ¢ X. Analogamente,

dy (x)2d, ()= px-py .-

Lema 1.10: Seja j:X »~ Y um morfismo de dominios de Riemann. En-

tao dY(j(X))idx(x) para todo x ¢ X.

Demonstracao: Seja dy (x)=s. Entdo para v ¢ (0,s) existe U, vi-

zinhanga de x,tal que Ux & homeomorfo a BE(px,r). Temos também
j(Ux) homeomorfo a Bﬁ(px,rj'pois q(j(Ux))=p(Ux)=BE(px,r), q conti

nua e (q|j(U ))‘1::']c,(p|u_)‘1 & também continua., Assim 4, (3(x)>s.
X X : '

Definigac 1.1l: Para z ¢ E, a ¢ E, a=0 e r>0 definimos

-Da(z,r)={z+ka / e €, Ia|<rrCE
e para x £ X definimos
dy(x,a)=sup{r>0 /3 L CX tal que xeL e pILxL + D_(px,r)

e um homeomorfismol},

Se r ¢ (O,dx(x,a)] denotemos por Da(x,r) a componente conexa de

Pi(Da(pX,r)) que contém X.



Lema 1,12: d,(x)= inf d (x,a).
77 a1 X

X(x)f_‘ inf dx(x,a). Seja
laji =1

0<r<dx(x) e seja [lal=1. Desde que Da(px,r) C;BH(px,r), segue que

Demonstracdo: (a) Mostremos aue d

r<d,{x,a). Como v & arbitrarioc temos dx(x)<dv(x,a). Assim
™ A

d, (x)< inf dy{x,a).
T T ayar X

(b) Agora, mostremos.que dx(x)i inf dx(x,a). Seja O<r< inf dfxga%

‘ laj =1 lall =1
Seja Z= Lﬁ Da(x,r). Observe que \J D (pxir)=B (px,r). Como
flail =1 lall =1

Plp (x.p) e injetiva segue gue p|Z Z > B (px r) & injetiva também.

Assim pIZ:Z + B (px,r) & continua, injetiva e sobrejetiva. Para
provar que p|Z é uma apllcagao aberta & suficiente mostrar que Z

& aberto pois p € um homecmorfismo local Fixemos a ¢ E com |al=1.
Péra cada y € Da(x,r) podemos encontrar uma vizinhanca Uy de y que
& homeomorfa por p é'uma Vizinhgnga pr de py. Desde que Da(x,r)
€ relativamente compacto, exist:am Y13 »++3 ¥nn € Da(x,r)_"tal que
Dé(x,r)(: UyﬂJ...k)U .~ Pelo lema 1.5, Uyl\)...LJUyﬂ € homeomor

yn
fo por p a prlL)...L)prn . Dail podemos encontrar uma vizinhanga
U de Da(x,r) que € homeomorfa por p a uma vizinhanga px+V de
Da(px,r), onde podemos assumir V{C;BE(pg,r), V uma bela centrada

na origem, Assim cada Db(x,l) com b ¢ V esta contida em algum

D.(x,r) com lcl=1. Dai para cada b e V, plDb(x,l):Db(x’l) >

> D (px,1) € um homeomorfismo. Como p]U:U > px+V € um homeomor-

fismo e px+Vs U Dy, (px,l) segue que U= U Dy (x,1). Mas cada
bsV beV :

Db(x,l)'esta contida em Z (pois cada Db(x,l), com b ¢ V, esta con

tido em algum D (x,r) com icl=1). Daf UC 2 e Z & aberto.



Proposigdo 1.13: Seja (X,p) um dominio de Riemann sobre E. Se E
€ separavel entdao X € segundo enumeravel. Em particular, X e

Lindeldf e separavel.

Demonstracao: Seja g uma base enumeravel para os conjuntos abertos

de E formado pelas bolas. Fixemos x, e X e seja X, © conjunto dos
pontos x¢g ¥ que podem ser ligados a X, por uma cadeia de no maxi-

mo n conjuntos do tipo Bx(y,r) com BE(py,r) e 8. F claro que cada
) 0o
Xn € aberto, e desde que X e conexo, vemos que X=\UJ Xn. Assim pa~
L n=1l
ra mostrar que X & segundo enumerdvel, & suficiente provar que ca-

da Xn é segundo enumeravel, Provaremos por inducao em n., Observe

que L

X;= {Bx(y,r) : BE(py,r) e B eXx e Bx(y,r)}.
Desde que E & segundo enumeravel, Bp(py,r) e By(y,r) também s3o.
Logo Xlé segundo enumeravel. Suponhamos agora gue Xn € segundo
enumeravel. Entao X é separavel. Seja D, um conjunto enumeravel

e denso de X . Entao

.xn+l= {Bx(y,r) 4 BE(py,r) c B € Bx(y,r) contem algum z € Dn}.

Asgim Xn+ & também segundo enumerdvel, terminando a demonstragdo.

1

Corolidrio 1.I4%: Se E & separdvel, entdo cada fibra p'(a) & no mi-

Xximo enumeravel.

Demonstracdo: Como X € Lindeldf, o subconjunto fechade plca) &

- . e .,1 - . ’ - - -,
também Lindelof. Mas p'(a) e certamente discreto, dai e no maxi-

-
mo enumeravel. .
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Corolario 1.15: Se D € um subconjunto enumeravel denso de E, en-

tio pl(D) & um subconjunto enumerdvel e denso de X.

Demonstragac: Se D ¢ um subconjunto denso de E entio claramente

pl(D) é um subconjunto denso de X. Agora &€ sd aplicar o corold-

ric anterior.



CAPITULO II
FUNCOES HOLOMORFAS EM DOMINIOS DE RIEMANN

Definicaoc 2.1: Seja (X,p) um dominio de Riemann sobre o espago E.

Una aplicagdo f:X -~ € & chamada holomorfa (analitica) se para to-

do x € X existe r»>0, r<dx(x) tal que com B=Bx(x,r) A aplicacgdo
. fo(p|pyliBplpx,r) + €

€ holomorfa. M (X) denotard o espago vetorial das fungdes holomop

fas de X em C.

Observacac 2.2: Segue das propriedades elementares de fungaes he-

lomorfas em um conjunto aberto de E que -uma fungaoc f:X » € & holo

morfa se e somente se para todo x & X existem uma sequencia

(dnf(x))m,0 de polinomios contfnuos homogéneos d"f(x):E + € de grau

ne r>0 satisfazendo r<dx(x) e

. N
lim sup{|| £f(y)-

d"E(x). (py=p) I3 v e By{x,r)}=0.
N-+w n

Sir

g

Observacao 2.3: Seja f ¢ H(X); a fungdo dgfzx + € definida por

x e X+ df(x)ea ¢ € & holomorfa. Isto segue por (L).

Observacao 2.4: (Desigualdade de Cauchy) Dada f e M{(X), x e X e

s>0 temos

H%!anf(X) ién"f”ng,s) '

Ver (4).



Observacac 2.5: Uma aplicagao f:X » C & analitica se e somente se

- . - - - -
f & continua e G-analitica no seguinte sentido: Para todo x & X e

a ¢ E\{0} a aplicacgao:
{»e €/ [A] < dx(x,a)}_B x> fo(pID)*(px+1a) e C,

onde D=Da(x,dx(k,a), & analiitica. Ver (5).

-

Definicao 2.6: Seja A um conjunto de fungoes holomorfas definidas’

nun dominio de Riemann (X,p) sobre E..
(a) Um morfismo j:X -+ Y de dominios de Riemarin sobre E &
dito uma extensao analitica simultanea (e.a.s.) de A se cada feA

fatora analiticamente através de j; isto &, para cada f ¢ A exis=

te f'e H(Y) tal que f'o j=f. £' ¢é dita a extensao de f a Y atra-
i -

vés de 3.

(b) Uma e.a.s. j:X +~ Y- & dita maximal se j fatora através
de cada e.a.s. j':X + Z de A como um morfismo ou seja existe um
-morfismo j":2 + Y tal que j=j" j. Se j:X > £(X) & uma e.a,s. ma

ximal de M(X), entdo £CO ‘serd chamada uma envoltoria de holo-

morfla g_q “)_El

{¢) X & chamado um A-dominio de holomorfia se cada e.a.s.

- . - : [ad .. el ol . -
de A e um isomorfismo de dominios. X e um domlnioc de holomorfia

se X € um M (X)-dominioc de holomorfia. X € o dominio de existencla

de uma aplicagdo fed(X) se X & um {f}-dominio de holomorfia.
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Observacao 2.7: Para j:X + Y un morfismo de dominios de Riemann

sobre E, podemos definir a aplicagac linear sobrejetiva
JFged(Y) > gojed(X)
e em particular
p*:ge}l(E) > gopeldl(X)
Aqui e a seguir, para uma aplicacao g:B -+ T com valores
num espago normado, -usaremos a nofagao:
I gHB=sup{H'g(x)||/ xeB}.

~

Definicido 2.8: Seja X um dominio de Riemann sobre E e A€M(X).

Um conjunto BCX € chamado A-limitante se Hf||B<m para toda feA,

Definiggo 2.9: Seja feM(X) uma fungao holomorfa no dominio de

Riemann (X,p) sobre E. 0 raio de convergéncia de f no ponto xeX

& definido por:

o™ g

pelx)=suplr>0 / |[i AT F(x) || P e},



CAPITULO III
CLASSES REGULARES

Definicdo 3.1l: Um conjunto nac vazio A C M(X) de fungaeé analiti .

cas em X onde (X,p) € um dominio de Riemann sobre E & chamado uma

classe regular em X se:
(a) Af™ ¢ A para toda £ e A, me Ne x e €
(b)_dgf e A para toda f e A, n ¢ N e a ¢ E\N{0};

(c) Para x & X, p,(x) > 0 onde p,(x)=inf{p.(x) / f e A}.

Pela desigualdade de Cauchy, a Ultima propriedade em 3.1 € equi-

valente a:; Para x e¢ X existe uma vizinhanga de x A-limitante,

Definigdo 3.2: Uma cobertura aberta U do dominio de Riemann (X,p)

sobre E é dita admissivel se:

(a) Para todo U eV, existem s > 0 e V ¢ U tal que
dX(U) > 8 e_US(: V3

(b) UWUV ¢ para todo U, V ¢V,

A cobertura admissivel € dita limitada se p(V) é limitada

em E para todo V e .

. . - . N
Para uma cobertura admisslivel ¥ definimos;

A ={f e XY / || £f]l ; < » para todo U e},
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Observacces 3.3: (a) Se UWé uma cobertura admissivel enumeravel

entdo Aqr € uma algebra de Frechet.

(b) Agp-€ uma classe regular. De fato a primeira proprie-
dade de 3.1 & evidente; provemos a segunda e a terceira proprieda
des. Seja UeW e s, Vcomo em 3.2 (a). De x ¢ Xe f € A segue

da desigualdade ‘de Cauchy:

-

2 a0l < 13 deGoll I alf < Izl WLE gy 6y <

Ll -
< el ey, <o

Assim “dEfHU < » para toda f ¢ Ay, .a ¢ EN{0} e n ¢ N. Para

convergente pois

[£1Y

re (0,s) a série Zﬂ% df(x)”rn

_ZH% dnf(x)urn < ”fuv;(g)n- ‘Logo pf(x) < s para toda f e A .

(c) Se ¥ & uma cobertura  admissivel limitada de F entio

{ﬁap : w e E'} C Ay.

Proposicgao 3.4: Seja (X,p) um dominio de Riemann sobre E. Entao

M(X) =\J A onde 8={%¢/ ¥ € cobertura enumeravel e limitada de X}.
JeB -

Demonstracao: Seja f ¢ H(X). Para x ¢X seja szBX(x, Xx) com

. . 1
PX < dx(x) e tal que ”f“BX(x, x) < Seja n e N tal que EX< px e

» - l = N
sejam Ux,n—B(x, x-=) paran > n, e Ux,n ¢ para n < n, . Paran e

Seja th= {UX n : |px| < ne |f|U _<_n}. Entéo Ul C_UZC...CUI‘AC...
3 X

Seja¥={Un; n=1,2,...3. £ claro que ¥ & uma cobertura enumeravel

- . - - .
e limitada. Vamos provar que U e admissivel: Dado Un existem S,
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1 1.1 ) 1
0< s <~ ek >0 tal que ==s > 3 (U )s"BX(X’Px_(E_S)) C

Bx(x,px-%kUx x* 4isto prova a propriedade (a) de 3.23; a proprie-
: ]
dade (b) é evidente, portanto 1 € admissIvel. Finalmente & claro

que f & Ay

- - -~ Pl
De agora em diante toda cobertura admissivel gsera enume

. pdvel e limitada e toda classe regular seri definida por cobertu=-
ra admissivel.

\_\

Proposicao 3.5: Sejam A C ¥(X) uma classe regular no dominio de

Riemann (X,p)'sobre E ez e X tal que dx(z)<r£pA(z) para um céz
to r>0. Entdo existe uma e.a.s. j:X + X de A tal que

dg(3(z)zr,

)

Demonstracdo: Existe uma vizinhanga aberta conexa U de z tal que

p|U:U + p(U) & um homeomorfismo e p(U) esta contido em BzBp(pz,r).
Por hipotese, cada fg(p|U)?, f ¢ A, pode ser estendida analitica-
mente a B pela expansao em série de poténcia:

f(pz+a)=2%‘dnf(z).a para |af<r. Na unifio disjunta de X e
B : X\ B, introduzimos a seguinte relagac de equivalencia: xwy se:
r ' :
X, y ¢ X com pxX=pys; Ou
) X g X, ¥ € B com pxry§ ©ou

X ¢ B, ? ¢ X com X=pys; ou

(X2 ¥ € B com x=y.
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Seja X=(X \UB)/v o espago quociente e seja x a classe de equiva-
léncia do ponto x ¢ X\J B. Entdoc a aplicagio j:X - X ¢ ¥ & con-
tinua. (Lembramos que U C X & aberto se e somente se fI(U) e
aberto)., Seja p:X » E definida por
D(x)= ﬁ(x) se X e X
{x se x g B

Temos pzﬁoj e'ﬁlj(X) biunivoca pois se 5(j(x))=ﬁ(j(§)) entac px=
*ﬁpy, o que implica xwy. Agora.provemos Qﬁe i é aberta. £ facil
ver que se A C X entdao J1(j(A))=pt(p(A)). Seja A um aberto con-
tido em X € x ¢ A, Seja U C A tal qae ply iU, » p(Ux) seja ho-
meomorfiémof Entao jﬂ(j(Ux))=pﬂ(p(Ux)). Logo jﬂ(j(UX)I € aberto
em X ej(Ux5 & aberto em X. Complﬁfx) £ j(Ux) C 3(A), temos j(A)
aberto em X, Portanto j é aberta. Com isto é ficil provar que

X & Hausdorff e qué'ﬁ & um homeomorfismo local,

Para cada f ¢ A definimos T em ¥ da seguinte maneira: .

T(x)=|{f({x) se x & X
?(x)lse x e B

£ facil ver que T & analitica e satisfaz f=%f.3, o que im-
plica que j € uma e.a.s., de A, Finalmente temos di(j(z))zp desde

que ﬁlggﬁ + B & um homeomorfismo, onde B={X / x ¢ B}.

Teorema 3.56: Sejam A=Ay uma classe regular no dominio de Riemann

(X,p) sobre E, U ¢ e s>0 tal que d (U)>s e UV, VeEW Entio a

cada x pertencente ac conjunto:
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-

Up={xe X : !f(x)|inHU, ¥ fe A}
vale,

(a) pf(x)iﬁ para toda f ¢ Aj isto &, A pode, se necessi-
rio, ser estendida simultaneamente a Bx(x,s) {(no sentido de 3.5)

(b) Cada continuagdo analitica T de A satisfaz:

kR <
Bx(x,s)

Demonstracao: Usando a desigualdade de Cauchy obtemos

ﬂ d f" n”fu para todo a € B(0,1), n e N e f ¢ A, Pelo fato
de d £ pertencer a A segue: “m d £(x )H H— d f" lf” , assim

"%ld f(x)ﬂig "f"V' Agora, para todo » e (0,s) a_série

tﬂ%EQZf(x)“rniﬂfﬂvz(§)n é convergénfé;'o que implica pc(x)>s pa-
ra toeda f & A.

Para mostr;b (b) ﬁodemos, de acordo com 3,5, assumir
d, (x)>s. Séja y & By(x,8)3 en%éo lpy-pxll=r<s e
N?(y)il"lﬂ d £{x).(py- px)|<EH— £ [py- pxf "< ff] ()"
:E:E”f”V' A551m, existe ¢>0 tal que [E(y)|zelff,, ¥V fe A, Como
e A, vale IT(y)|jicﬂijV,‘V f e A ou [?(y)lgigufﬂw, N foe A,

Tazendo j+® obtemos |T§y)|i"fﬂv, Y f e A. LOgO-”¥"B£x,s)iﬂf”V'



- caPITULO IV

TOPOLOGIAS SOBRE 0S ESPACOS DAS APLICACOES HOLOMORFAS

Definicdo 4.1: Representemos por T, @ topologia compacto aberta

em H(X), ou seja a topologia definida pelas seminormas
py:f e HOO = pK(f)=|f|K s

onde K é um compacto em X.

-

Definicdc 4.2: Diz-se que uma seminorma p em H(X) & portada pelo

subconjunto compactb KC X se para todo V que contéem K existe um
nimero o(V)>0 tal que

p(f)ic(Vlﬂf“V ,
para toda £ e L(X). A topelegia de%iﬁida“emj{(X) pelas seminor-
mas p em M(X) que s3o portadas por algum subconjunto K de X se re
presenta por T . - ‘

by

Observagao 4,3: Foi pfovado quej{(X)i;EgA onde R={v /¥ & cober-

tura admissivel}. Denotemos por T, a topologia limite indutivo

em H(X) das inclusdes A o H (X). Notacg3o: (ﬁ(X),ta)zlim A .

—

Observagao 4.4: ((X),r ) & um espago bornoldgico e tonelado.

Ver (8),.

Proposicao 4.5: 7 T, L Tg

<
0~

Demonstracao: E claro que T 3T, Para provar T,5%s basta provar
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que a tdentidade id:(ﬁ'{(x),'ra‘) > (J{(X),Tw) & continua e
para isto e ficiente provar que a inclusdo Aqg (j{,(X),'rw) & con
tinua para todoV. De fato, sejam ¥ uma cobertura dada e p uma
seminorma em H(X) portada por K. Entao existe V e tal que KV
e c{V)>0 com p(f)f_c:('v')llf"v , para toda f ¢ H(X). Assim Py e con=-
tinua em A .. ‘

-

Observagiao 4.6: A Proposigao acima mostra que um conjunto limita-

do para 1, ¢ também limitado para T, e para T . A reciproca

§

tambén € valida:

Proposicdo 4.7: Se X C M(X) e ’to—limi:fétdo ent3o e Ts-limitado.

Demonstragac: Seja X C H(x) To—limitado.' Basta encontrar uma co-

bertura admissivel 7 tal que XCA,W com X limitado em Ay pois co-
‘como a aplicag@o inclusao i:Am<r (}C(X),Ta) é continua teremos
¥limitado em (3{(){),16).- Para isto basta usar o lema abaixo e o

analogo a demonstragao da proposicao 3.4,

Lema 4.8: Seja X ¢ J(x) 1, -limitado, Para x ¢ X, existe U e c>0

tal que |[f]; <c para toda f e X,
X

Demonstracao: Suponhamos que exlste x, & X em que nac ocorre a
afirmagao do lema. Entao podemos achar uma sequéncia (fn)Cf e
uma sequencia (xn)C X, X X tal que Ifn(xn)[>n para cada n,

Assim (£ ) nac € limitada em K com K#{XO}U {xn, n=1,2,...}.
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Corolario 4.9: 1, & a topologia bornoldgica associada a T, 0ua

8

1 . Ver (6).
i

Proposicdc 4.10: Seja j:X » Y um morfismo de dominios de Riemann.

Entao as aplicagoes j:‘::(H(Y),TO) > (}C(X),To)
g .goj
- . e '
30U 1) (OO T )
g = g-]

—~ -
sac continuas,

Demonstracao: Sejam g e J(Y) e XKC X% com K compacto. Entao,
|]j=“(g)||1<=”goj”Ki”g!lj(m com j(K) compacto. Assim a primeira apli
cagao € continua. Agora sejam g ¥ (¥Y) e p uma seminorma em H(X)
portada por um subconjunto compacte KO X. Seja WD j(K), Pela
continuidade de j e pela compacidade de K existe VD K tal que
(V) C W. Como existe c=c(V) tal que p(l’l)f_clihllV % h e 3OO, te
mos P(j"‘(g))iC"]“(g)HVzcﬂgllj(v)ichg"w s ¥ 5 ¢ H(Y), Portanto a
segunda aplicac¢do & continua.

Lema 4,11: (}C(X_),‘ra)=(35(}{),té,) onde v., € a topologia limite in-

5'
dutivo em K (X) das inclusdes Ayp e M(X), onde W & apenas cobertura

enumeravel e satisfaz : UWJ V ¢ W para tedo U, V W',

Demonstracao: Observemos que a aplicagao identidade

id: (MO0, Ty ) > e 2Ty ) & continua pois para qualquer Ay com
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1% cobertura admissfvel temos a inclusdc A= CH(X),TG.) continua.
Tambem 1d: (H(X),1,4) = (K(X),1 ) e continua, analogamente a de -
monstragac de 4,5. Por 4.7 temos que se X & To—limitado entao
¥eé ra-limitado. Assim df(X),TS) e (M(X),TS,) tem os mesmos 11
mitados que (ﬂIX),?O) e portanto =

e T 3a0 topologias borno-

§ §'

- . + - - . ]
loglicas assocladas a Tyt Como o espago bornologlco assocliado a

v, & fnico obtemos (H(X),ty,)=()(X),7,),

Proposigdc 4.12: Seja V" uma cobertura admissivel do dominio (X,p)

sobre E.  Suponhamos que j:X » Y & uma e.a.s. de.Aw-e denotemos

A'={f' ¢ {(¥) / £% 3 ¢ Ay}. Entao:

| (a) §ihy D £+ £'(y) e C é continua para todo y ¢ Y3
(b) existe uma cobertura admissivel W' de Y tal que

A=Ay e JEIAy > A@:’é um isomorfismo de espago vetorial topold-

gr g°]J - glco.

Demonstracio: (a) O conjunto Z={y ¢ Y / § é continua} é ndc vazio.

De fato, seja y ¢ ¥ com y=j{x), x ¢ U, U ¢V, Entao y e Z pois

-

[fa3Coi=lf0ol<lf],. 2 e

il

' para qualquer f e Ay temos: [§(E)|
também aberto. De fato, sejay e 2 e U eV tal que
19¢Olcff], para toda £ ¢ Age um certo c>0. Substituindo f por
£, extraindoe a rafz m-ésima e fazendo m+» vemos que podemos assu
mir c¢=l, Sejam s e V como em 3.2. Para cada a ¢ £, a aplicagao
t o azf(t) pertence a Ay para cada f e Ay . Logo |agf‘(y)| <

MdszU para qualquer f ¢ A1¢e assim "dnf‘(y)"iﬂdnfnu para qualquer

I
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f € Ay. Portanto zlid“f'(y)llrnimldnfllurnf_): Jel, D <del 2",
S

¥ r, O<r<s. Agora seja O<r<s, r<dY(y). Para z ¢ BY(y,r) temos
|'i(f)|=|f'(z)|_§_Zﬂanf'(y)llrn§ﬂ-§)nllf|lV s V f e Ay, ou seja z ¢ Z.
Assim B (y,r) C Z e 2 & aberto. Finalmente por 1.7, para provar
Z=Y basta provar que Z é sequencialmente fachado. Seja (xn) uma
sequencia em Z convergindo para x & Y, (%n) € fracamente limita
do em (Ag)' ,” o dual de A, pois in(f)=f'(xn) + Y (x)=x(f) para
toda [ & Ay . Pelo.fato de Ay ser tonelado segue que (in) e
equicontinua (ver (6)). Assim, podemos encontrar U e tal que
|in(f)|ihf“U para todon e N e f ¢ Ag . Dail, ii(f)|i“fﬂu para

toda f ¢ Aqge s 0 que implica xs Z. Portanto Z & sequencialmente

fechado. : _ . T -

(b) Paran ¢ N e U“eﬁ? definimos Vn(U) o interior do con-
“Junto

{ye Y / dY(y>>2'“, layl<n e [2¢O]<]el V2 e Bch,z‘“) e f e Agl.

De (a) segue que a colegao W das unices finitas dos conjuntos Vn(U),
‘ne N, UeV cobre Y. Nio & diffeil ver que W & cobertura admis~- -
sivel de Y. Vamos provar A*C Ay . Dado U eV seja W= v, (U,

Como ]f(f)léﬂfﬂu para qualquer y ¢ W e f € Ay temos

Hf'”wi"f% j||U<on s ¥ £' ¢ A', Para mostrar A, A' seja U eV e

s,V como em 3,2. Provemos jany C v (V)=W para Mes e Hp;“<n,

¥ x ¢ U, De fato, para x ¢ U, por 1,10 temos dY(jx)iﬂX(x)>s>fn;

temos tambem |q(jx)fj=|pxf<n. Ainda, para y=jx e z e BY(y,fn)
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obtemos | © n 1 "n - =11

”H!d f'(y)“:"ald f(x)] <s "f"V e para | qz-qy| =t<2 '<s vale
I £1(2)] <z %; d"£' (y) Caz-ay) )<zl £] (D7, Substituindo f£' por (1)
obtemos [f'(z)[infnv. Assim, para g e A, temos ”g°j“U=ngﬂj(U)i
gﬂgﬂw<“>0u seja ApnC A'. A demonstracac Ay, C A' prova que para
qualquer U ¢ ¥ existe W e W’ tal que "j*(g)ﬂUi”gnw para toda g €A,
ou que j*:A&~+ Ag € continua. A demonstracac A' C A, prova que
~dado U ¢V tehos “g"wi"j*(g)ﬂu para toda g ¢ A,y sendo W=V_(U).
Como esses W's definem a topologia de A . segue que (331 A, > Ayp

é também continua. ' : "

Teorema 4.13: Seja j:X » Y uma e.a.s. de }{(X). Entao
j*i(M(Y)Qré) > (HKX),TS) & um isomorfismo de espago vetorial to-

poldgico.

Demonstracdo: Para provar que j*:(ﬂ(Y),rs) > (HOO 1) & conti-

nua basta provar qug_gualquerﬂﬂ} cobertura enumeravel de Y e Que
satisfaz: U\J V ¢ W para U, V ¢ W, obtemos j*|Aw;AW,+ (ﬁ(x),ré)
continua, e para isto basta provar que existe ¥ , cobertura enu-
meravel de X tal que UJV ¢ % para U, V ¢ com j='-‘[A tAy > Aqy
contfnua. De fato, para qualquer W cobertura enumerdvel tal que
UUV egwW para U, V e, {J1(V), V ¢wW} e cobertura aberta enume-

Y,

ravel de X como acima e j* Ay + Ag € continua pois para toda

IAW‘
I e Ay temos Hj*of“jﬂ(w)=ﬂfbjqucw)ijfﬂw. Que j% e aberta segue

analogamente a 4.12 (b).



CAPITULO V-
CONSTRUGAQO DA ENVOLTORIA DE HOLOMORFIA

Motivagdo: Seja (X,p) um dominio de Riemann sobre E e j:X + Y uma
e.a.s. de Ay , onde U & uma cobertura admissivel de X. Sejam as
aplicagoes

| %:Av.4 C

f ; f(x)'bnde X & X

y:A + C N
"f = f'(y) onde y € Y e f' & a extensao da f. Entaoc:

Lema 5.1: Para y=j(x) temos y=x.

Demenstracao: ?(f);f'(y)=f‘(j(x))=f(x)=§(f).

Lema 5.2: As aplicégSes:lu ¢ E' = g(uep) ¢ €
W g B'w— X{pep) & €

—~ - -
. gao fracamente continuas.

Demonstragac: Para a primeira aplicagao temos que provar que se

Wy > M fracamente.entao ?(uaop) > 9(pop), isto & uaoq(y)+uaq(y).-
De fato, u _(e) =+ ple), ¥ e ¢ E. Para e=zq(y) temos

e aly) » ueqlyd. Vale o analogo para a outra aplicagao.

- - - . .
" De acordo com 4.12, y e continua. Assim para construir a
- » . - -l "
envoltoria de holomorfia de (X,p) e razoavel comegar com © conjun

to:
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MX ) ={h:Ap+ C / h e Y(Ap) € continua e

hep*:E' 3 y » hluop) & fracamente continua}.

Observagao: Para uma élgebra A, o espectro Y(A) & o conjunto dos

homomorfismos nao nulos A » C.

Evidentemente X={X / x ¢ X} (:jgx,@ﬁ. Pelo teorema de
Mackey-Arens (ver (6)) cada h ¢ M(X,¥) define um UGnico vetor qhe E
tal que p(gh)=h(yop) para todo u ¢ E' , desde que hep®* & fracamen

te continua.

Lema 5.3: Temos q({x)=p(x)}, para todo x e X.

Demonstracao: Como p{gqh)=h(u.p) para todo u e E' e h & M(X,]),

tomando h=X onde x ¢ X obtemos w(qX)=X(u,pl=u.p(x} V¥ u e E',

Assim q(X)=p(x) para x ¢ X.

M (X ) pode ser munida de uma topologia Hausdorff tal que
GMEX,¥) > E € um homeomorfismo local: Dado h e M(X,¥) existe
U ¢¥ tal que ]h(f)[inHU para toda f ¢ Ay . Sejam s, V como em
3.2. Para a g BE(O,S) colocamos

1.,.°n
% oy
{(®) ha(f) Xn!h(daf) para £ € Ay .

Entac, pela desigualdade de Cauchy, para a ¢ BE(U,S) temos:

1 °n Lallyn
L delyerl el o, d2hrs

12l . .°n 1.,,.n ;
[ (D) =5 nta D | <1y h(daf)l_:-_Z”n B(x,5)

<Jg], zdalym
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Substituindo f por fm, extraindo a raiz m-ésima e fazendo m+= obte
mos 3

(%) |ha(f)|i”fnv para toda f ¢ A e a ¢ B (0,5).

Além disso usando que dz(f.g)= ) slti(d f)(d £f) (ver (3)) nio e
s+t

dificil provar que h, € um homomorfismc. Para p e E' & facilmen
te visto que ha(uop)=p(qh)+u(a). Entao
_haopd:E' ERRTE ha(uop) ¢ € & fracamente continua e assim

ha EM,(X,'G') .

Seja )fa base de vizinhangas abertas de 0 ¢ E. Para de-

finirmos uma topologia em M(X,V) definimos uma base de 'vizinhangas

de cada h e ML(X,¥) da seguinte maneira:

Jf(h)=(ha / a e Wcom U,s,V como dados acima, W e )N e

I

W CBL(0,8)}.

N(h) € uma base de vizinhangas~de h poils

(), (D=kn (o=@ & dPraln= T 1 nd 1 atale-
a’b nt b mi n
izo ntm=i :
w -~ '
1
:i§0 Ilh(d;+bf)=ha+b(f)’ para toda f e A , a, b ¢ E tal que

atb & W. Assim ha_l_b:(ha)b , Isto prova que dada h, € N{h),

N(h) e N(h), existe N(h, ) C N(h) onde N(ha)'ecW(ha). E facil ver
que dadas N(h) e Nwh) e N'(h), existe N"(h) ¢ N(h) N\ N{h) com ‘

NY(h) e N(h).

A topologia definida pelas bases de vizinhangas N'(h) &

una topologia Hausdorff. De fato; suponhamos que existem
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h e h' e M(X, ), hih' tal que para qualqugr N(h) e N'(h) e qual-
quer N(h') € N'(h') existe h" e N(h) (W N(h'). Pela continuidade
de h e h' existem U e U' ¢ ¥ tais que |h(f)|_<_|]f|lU e

|h‘(f)]i”fHU, respectivamente para qualquer f & Ay . Assim, pe-
la definicao de base de vizinhangas existe a ¢ W B.(0,s),

a' ¢ W C BE(U,S') tal que h":ha_:h'a. . Seja a'-azb. Entao
ha(f)=h'a.(fl}h’a+b(f)=(h'b)a(f). Pelo lemalabaixo, fazendo a-+0
obtemos h(f)=h'b(f) e fazendo b+(0 obtemos h(f)=h'(f):contradig§o..

"
Lema 5.%: h_(f) » h(f) N £ & Ay quando a+0.

1

Demonstracao: Para toda f e Ay temos ha(f)—h(f)=§nlh(dgf) pois

h(a2£) zh(f). Assim

la il
sl *

=1, x @ la]
naC-neo | g ol el Lbrepey,

Quando a*0 obtemos h_(f) + h(f), Yfe Ag. Assim h_=h.

Provemos que q:M{X,%)} » E & um homeomorfismo local. Seja
h e M(X,¥). Entdo existe U ¥ tal que ]h(f)|_<_||f|5U N e Ay
Sejam s e V como em 3.2, Seja e>0 com e<s. Entdo

h_=~ghj= su ulqh_=-gh) | = sup|u (a)|=|lall<e para n_ e N(h)=
langa Imm#gﬁﬁJ Tame lum@mﬂl IL | a _
={ha /aceW, W<:;BE(U,3)}. Assim q écontinua. Resta provar que
q € localmente sobrejetiva. Seja qh+z ¢ E com |zl<c. Seja
ha e MX, ) com ae WC BE(O,E:'). Entaoc u(qhz)=hz(pop)=p('qh)+“}i(z)ﬂ
=p(gh+z) ¥ p ¢ E'. Como E' separa pontos temos qh,=qh+z. Por-

tantc basta tomar z=a. .
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-

A extensao f de uma fungao f ¢ A & dada por

F:(X,0) 3 hw» h(f) ¢ C.

£ & gmanalitica, desde que f(hla)zz[%ih(dgf)]ln para |r| pequeno,
» ¢ €. Alem disso f & continua pois If(h)~f(ha)| + 0 para a + 0.

Portanto ¥ & analitica (por 2.5).

Denotemos por ﬁ(x,ﬁﬁ.a,componente de M(X,®) que contem X

e definamos

jv:X 3 x v X e (X,

E ficil ver que Iyt ¥ +’§(X, ) & uma e.a.s. de Ay .

Teorema 5.5 jv:X > 5 (Xy8) & uma e.a,5. maximal de A .

Demonstracéo: Seja j':X » Y uma e.a.s. de Ay . Denotemos por f' ¢

H(Y) a extensao analftica de f ¢ A . Por 4.12(a), cada ponto
vy ¢ Y define um homomorfismo continuo J:iAy > £ £'(y) e C; por
-5.2, v e MX,¥). A apiicagao Y 3 oy +d£(Xﬁ?} e bem aefinida,,
satisfaz p'=qeJ'" e Jy=i"e3'. Como " & continua temos

JT(Y) C A, Segue que jyiX +H (X,¥) & uma e.a.s. maximal de

Ay s

~ Seja B(X)Q{@'/q} & cobertura admissivel de X}. Definimos
J’(;B(X)-"—{h eWHX)) / h e p(X,) para todo Ve B(X) e
inf{dﬁ,(x,’ﬁ")(h) /e B(X) 101,

£ facil ver que a familia dos conjuntos
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1Mh4f):{k:e J%(X) / X ¢ B;(X;w)(h’r) para todo‘ﬁ;g'@(X)}, onde

h EEH%(X) e O<rxinf{dﬁ(x;ﬁ)(h) / ¥ ¢ g({X)}, & base para uma topo

logia eth%(X). Também e facil ver quegﬂﬁ(x) & Hausdorff com es

ta topologia pois M(X,%) & Hausdorff para cada e g{(X). Defina

mos q:&%(x) + B da seguinte maneira: dada h ¢ M(X,¥) e ¥e g(X),

q(h)=qu{h) onde qv‘é_o homeomorfismo ded(X,) em E. Agora moétqg

mos que quﬂﬁ(}) + E esta bem definida: seja h gu%B(X) e sejam

¥, Te g(X); entdo w(qp(h)d)=h(u.p) e u(q {M)=hlyep) ¥V y e E'; assim

qp{h) =gy h). Como para h gJ%B(X) temos h ¢ M{(X, ) para todo

We g(X) & facil ver que q:m%(X) »~ E g um homeomorfismo local,

Vamos pr;var que a extensdo de uma funcgio f ¢ ¥ (X) & dada por
}:Ms(x) 3 he h(f) ¢ C.

Dada f ¢ J(X) existe ¥, cobertura admissivel de X, tal que f ¢ Ay

Temos } G-analitica pois %(hka)=z[%[h(agf)]xn para |r| pequeno,

5 ¢ €. Também } e continua pois como a#licacio h ¢ (X, ¥) = h(f)

e Cé continua, temos que dado ¢»0 existe r>0 tal que | f{k)-f(h)|<e-

(M) /¥ ¢ g(X)}.

se k ¢ B (h,r). Podemos supor r<inf{d

R, £ (X,
~Logo [ £(k)-f(h)|<e se Kk e W(h,r) e assim f € analitica.

"~

a~

Denotemos por PB(X) a componente dec%B(X) que contem X.

Fntao:

Teorema 5.6: Temos que jyiX » £ (X € a envoltdria de holomorfia

de X.

Demonstracac: Seja j':X = Y una e.a.s. de {x). Entao it € uma
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e.a.s. de cada Ay , ¥ ¢ B(X). De acordec com 5.5, existem morfig=-
- . » L] L] N -

mos Jly ¥ - ;;_(X,’W’) tal que Jy=jl,0 3’ para todo ¥ e B(X). j',w_ e

definida por j'y:Y 3 y>3J e £(Xy9). Agora & facil ver que

MY 3y > ¥ & N,B(X) & bem definida e continua, dai

MLy C ﬁ,B(X) e a restrigao j":Y - ﬁ:B(X) ¢ un morfismo de domi-

nios de Riemann satis_fazendo_jx=j"oj' .

-



CAPITULO VI
DOMPNIOS DE HOLOMORFIA ¥ PROPRIEDADES DE CONVEXIDADE

Seja (X,p) um dominio de Riemann sobre C%. X é chamado
A~convexo se uma daé seguintes propriedades é satisfeita:
(a) dX(K)de(iAj para todo compacto K C:X;.
tb) dX(£A3>D-?ara tqdo compacto K- C X3
(¢) Para toda sequencia (xn) de X que satisfaz dx(xn)+0, existe

uma fungdo holomorfa f e¢ A tal que sup]f(xn)]zm,
N
Aqui e a seguir, Ky e definido por:

-~

Ky={x & X / ]f(x)|5HfHK para toda f e A}.

Definicdo 6.1: Seja A uma classe regular no dominio de Riemann
(X,p) sobre E. X € dito A~convexo se para todo U satisfazendo

.y

dX(U)>s e U, é A-limitante para um certo s>0, segue dX(UA)>O'

Proposicdo 6.2:. Seja A uma classe regular no dominio de Riemann

(X,p) sobre E e suponhamos pA(x)jﬁX(x) para todo x € X. Entao X

& A-convexo.

Demonstragad: Suponhamos que X nao seja A-convexo. Entao existe
U com dX(U)>s e U8 A-limitante para um certo s>0 e dX(UA)=O. Lo

-

go existe uma sequencia (xn}(::UA tal que dy(x )0 e lf(xn)li"f"U

¥ f ¢ A. Pelo teorema 3.6 obtemos pf(xn)is Y fe Ae aszinm

dy(x )>p,(x )>5>0: contradigaoc.
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Lema 6.3: Seja (X,p) um dominio de Riemann sobre E. Dados x £ X
e >0 existe uma sequencia (xn)(: X tal que:
(a) dX(Xn) +~ 0,

(b) Xn € Bx(x,dx(x)+ﬁ).

Demonstragao: Pelo lema 1.12 existe a ¢ E com |af=1 e

dx(x,a)=didx(x)+ﬁ. Seja (tﬂ) uma sequencia de numeros positivos
que converge para d. Entao px+t a > pxtda.. Seja

- -1 ~
Xn'(PlDa(x,d)) (px+t a) C D_(x,d) C %éx,d (x)+e). Entao
dx(xn)idx(xn,a)=d—tn.+ 0.

. e . » .
Teorema b,U4: Sejam uma cobertura admissivel do dominio de

Riemann (X,p) sobre E e A=Aq . Entao as seguintes afirmagoes
sao equivalentes: - | |

(a) X & A-convexo;

(b) Para todo U s’ﬁ'temos.dx(aA)>0;

(¢) Para toda sequencia (xn) em X com d,(x_) +-D, existe uma fun
¢do f ¢ A tal que sup|f(x )|==y

(ddp,<dys | N

(e) Para todo enumeravel D ¢ X, o conjunto R(D)={f ¢ A / P00 <

idx(x) para "tcdo x & D} € de segunda categoria em A.

Demonstracaoc: A implicagao (a)=(b) € trivial,

(b)=(e): SejaQY:{Un / n & N} satisfazendo U ( U, , para todo
neN e seja (xn) uma sequéncia em X com dX(Xn) + 0. Pela

definigao de dX(Un A; e como dx(xn) + 0, existe uma subsequencia
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(x;,) de (x )/ x =% ¢ U, . para todo n-e N. Passando para sub

sequencias apropriadas de (Un) e (xn), podemos assumir que
Xn € Un+lA\\UnA para todo n € N, Entao existe fﬁ € 4 / |fn(xn)[>

>“fnﬂun para todo n ¢ N. Seja 6 tal que Ifn(Xn)|>8>anHUn‘ Para

f

L ¢ ' : k para k suficient -
h =z~ temos |Pn(xn)|>1>uhn"Un, Seja g_=h P u emen

n

te grande tal que:

o _ n-1
() ety <" e (ii) Jg (x )[n+ & {gjcxn)[
n g j=1

Pe (i) segue que fﬁﬂgn € uniformemente convergente eﬁ todo Unm,

m & N poils para x ¢ U, temos

=]

© m ' ' m
[t |=1 z g G| 5 [g O+ 2 g (= x lg |y, + =
n=1l n=l = nzm+l O “h=zi O Um n=m+1l

o
2n'<cn.

Assim f & A.

De (ii) concluimos que |f(x_)|>n-1 para todo n e N pois

@ ' n-1 o '
1f(xn)[=|m§lgm(xn)|3lgn(xn)l-millgm(xn)|—m=§+llgm(xn)|3
R I P i PR S e
nt y (g {xJd|-z {g {x)|l- T |g (x)|»>n- T 27>n-1,
m=l ® T gz BN eyl ™R m=n+l

Entao supif(xn)|=m.

(e)=2(d): Sejam x ¢ X e-r>dx(x); Pelo lema anterior existe
(x ) C X com dxixn) +~ 0 e ﬂpxn;px"<r. Por (¢}, existe f & A tal
gue sup|f(xn)|=m. Segue que pf(x)jr pols caso contrario, para

B=p™ (B (px,7)) temos ”f“B<SUPZ|£1dmf(KJ.(py-pX)!czﬂi'dmf(x)”rm<m’
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© que é uma contradigdo. Assim p,(x)sr para todo r>d, (x) e por-

tanto pA(x)idX(x).

(d)Y=(e): Seja Sk(x)={f e A/ pf(x)iﬂx(x)+fk} para x ¢ D e k ¢ N.
Cada f € Sk(x) pode ser estendida simultaneamente a um dominio
de Riemann (;,5) sobre E construido com em 3.5. Temos entdo
di(j(x))gﬁxtx)+fk.'Denotémos por Mfa_colegéo das unices finitas
. de j(U) com Ue®e Bx(j(x),dx(j(x)+(l-fm)fk). E facil ver que
Wé uma cobertura admissivel de X e que a aplicagdo restrigdo

j*:Aw‘B g -r.g|X € A & linear, continua e satisfaz j*(AWJ=8k(x).

De (d) segue que Sk(x)%A@se do teorema de Banach (ver (6)) segue
que s¥(x) € magro, desde que j* & uma aplicagao linear continua
entre espacgos de Frechet. Entdo

R(D):A“\_L){Sk(x) /'x e Dy k¢ N} € de segunda categoria em A.

{(e)=(a): Seja U satisfazendo du(U)>s e Ug A-limitante para um
certo 5>0. Como para x e A(U) temos {f(&)|<HfHU » por 3.6(a)

obtemos p,{x)>s para todo x ¢ A(U) de (e) segue que dy (A(U))>s.

Chamemos um dominio de Riemann (X,p) sobre um espaco de

Banach A-separado paré um conjunto A CM(X) de fungdes holomorfas.

se para todo par (x,y) de pontos de X com x#y, existe uma fungao

holomorfa f € A tal que f(x)$f(y).
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Proposicac 6.6: Seja A uma classe vegular no dominic de Riemann

(X,p) sobre E, X e um A-dominio de holomorfia se e somente se

X &€ A-convexo e A~separado.

Demonstragao: Se X ndo & A-convexo, existe x ¢ E tal que

o p(x)>d, (x) por 6.4, Dai existg.uma extensao analitica simulta
nea propria de A construida com em 3.5. Isso contradiz o fato
de X ser um A-dominio de holomorfia. Analogamente, se X nao e
A-separado, a projegao X » X/v (xeoy se e somente se px=py e
£(x)=f(y) para toda f ¢ A) 6 uma extensido analftica prdpria de
A. Agora, seja X A-convexo e A separado e seja j uma e.a.s, de
A. j & sobrejetiva pols caso contririoc, existe z ¢ 3(X) com

Z ¢ J(X). Ent3o existe (xn)(: X com ﬁ(xn) > Z, dx(xn) > 0,

-..I‘.‘D-’

Por 6.4(c), existe f tal que sup| £(x_}| == e portanto | £¢2)

o que & absurdo. ] & injetiva.por X ser A-dominio de holomorfia.

Teorema 6.7: Seja (X,p) um dominio de Riemann sobre um espago

separavel de Banach E. Entao as seguintes propriedades sao e-
quivalentes:

(a) X é o dominio de existéncia de uma funcio analitica

:X > €y

(b) Existe uma classe regular A tal que X & um A-dominic de holg
morfia;

(c) Existe uma classe regular A em X tal que X é A«convexo e

A-separado.
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Demonstracao: (a)=(b): f estad contida numa classe regular A em X

(ver a demonstragao da proposigac 3.4%). Pela definigao, X e

A-dominio de holomorfia.
(b)afe): decorre de 6.B.

(c)=(a)., Como X'é& separavel, existe um subeconjunto N em X denso
e enumerdvel.. Entao o conjunto
D={(x,y) e NxN / x3y e px=py}

¢ também enumeravel. Provemos que o conjunto

Tlx,y)={f ¢ A / ftx)=f(y)},_'
onde (x,y) € D, € aberto e denso em A . De fato, seja
[£(x)~f(y)|=2e., Entdo para g ¢ Awtél‘que_ﬂg—fuv<e onde
X, ¥ € V temos _ _

e C-g(y) |21 EGO=£(y) =] £(3) =5y [~ | g{x)=£(x) | >0.

Assim T(x,yj'é aberto. Agora sejam f ¢ A, €>0 & V um elemento
da cobevtura admissivél. Podemos supor £(x)=£(y). Como X e

A-separado, existe g ¢ A tal que g(xJ#g(y). Seja h =f+dg, §>0;
e . Logo T(x,y)
&l ¢

entao ha(x)#ha(y) e Hp'-fuv=6ﬂgﬂv<e para §<
€ denso., Assim ‘
T={f ¢ A / f(x)$f(y) para todo (x,y) ¢ D}
¢ de segunda categoria em A, Como X e A-convexo,
R={f ¢ A / pf(x);ﬂx(x), x £ N}

de segunda categoria em A e pela continuidade de Pr © dX’

@y

"R={f ¢ A/ pfidx}.

Logo H2T MY R e de segunda cafegoria em A e em particular d nao
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vazio. Para completar a demonstragdo, mogtraremos que X & o domi
nio de existéncia de toda fungdo f ¢ H. Seja 3:¥X + Y uma exten-
sdao analitica simultanea de f. Provemos que j & injetora. Sejam
x, vy e X tais que j(x)=jly). Como p=qe)j temos que p(x)=p(y) e
existem vizinhancas abertas conexas U e V de x e y respectivamen
te tais que'p[U e p|V s30 homeomorfismos sobre uma vizinhanga W
de p(x)=pl(y).- Para (x',y') & UxV com p{x')=p(y') temos .

‘ f(x")=£f(y"')., De fato, qoj(x‘szqoj(y'), f(x'):;oj(x') e
f(y‘)=;oj(y'); como existe W' ( W tal que }(j(x‘))=‘
=Foql |1 (Qo3 (X" & Iy 1) =Eoqt ], (qoi(yT)) temos E(x)=Ey").
Desde que f e T segue que (UxV) (" D=¢, o que implica’ ‘

(UxV) (M {(k,y) £ XxX : X=yl=¢ e ﬁgftanto U=V e em particular x=y.
Logo j & injetora. ~Agora, se j nac fosse sobrejetora, existiria
um ponto 2z € ETES(ifY, z ¢ j(Z); para uma sequencia (zn)(: J(X)
com z_ =~ z temos dX(zn) > 0 e.assim pf(zn) -+ 0. Agora

pz(2)=lim pz(z )}=0: absurdo. Assim i & um isomorfismo,
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