Universidade Estadual de Campinas
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAO
CIENTIFICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

A Dinamica por tras da Sequéncia Espectral

Mariana Rodrigues da Silveira

Doutorado em Mateméatica

Orientadora: Profa. Dra. Ketty Abaroa de Rezende

Campinas - 2008



A dinamica por tras da seqiiéncia espectral

Banca examinadora:

Profa. Dra. Ketty Abaroa de Rezende
Prof. Dr. Marco Antonio Teixeira
Prof. Dr. Maria Alice Bertolim

Prof. Dr. Caio José Colleti Negreiros
Prof. Dr. Ozirides Manzoli Neto

Este exemplar corresponde a redacio final
da tese devidamente corrigida e defendida
por Mariana Rodrigues da Silveira e

aprovada pela comissao julgadora.

Campinas, 30 de abril de 2008.

kol Manoo @W

Profa. lsra Ketty Abaroa de Rezende

Tese, apresentada ao Instituto de

Matematica, Estatistica e Computacio
Cientifica, UNICAMP como requisito par-
cial para obtencao do titulo de Doutora

em Matematica.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecaria: Maria Julia Milani Rodrigues

Silveira, Mariana Rodrigues da
Si94d A dinamica por tras da seqiiéncia espectral / Mariana Rodrigues

da Silveira -- Campinas, [S.P. :s.n.], 2008.

Orientador : Ketty Abaroa de Rezende
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto de

Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica.

1. Seqiiéncias espectrais (Matematica). 2. Topologia algébrica. 3.
Sistemas dinamicos. 4. Morse, Teoria de. 1. Rezende, Ketty Abaroa de.
II. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matematica,

Estatistica e Computagdo Cientifica. III. Titulo.

Titulo em inglés: The dynamic behind the spectral sequence.

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Spectral sequences (Mathematics). 2. Algebraic
topology. 3. Dynamical systems. 4. Morse theory.

Area de concentragio: Matematica — Geometria e Topologia — Sistemas Dinamicos
Titulagdo: Doutora em Matematica

Banca examinadora:

Profa. Dra. Ketty Abaroa de Rezende (IMECC-UNICAMP)

Prof. Dr. Marco Antdnio Teixeira (IMECC-UNICAMP)

Profa. Dra. Maria Alice Bertolim (Regensburg University — Alemanha)

Prof. Dr. Caio José Colleti Negreiros (IMECC-UNICAMP)

Prof. Dr. Ozirides Manzoli Neto (ICMC-Sao Carlos/USP)

Data da defesa: 30/04/2008

Programa de pds-graduagdo: Doutorado em Matematica

i



Tese de Doutorado defendida em 30 de abril de 2008 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

relt, A Cﬁ&@%ﬁh

Prof(a). Dr(a). KETTY ABAROA DE RE

ooy Cler Bahlin

Prof(a). Dr(a). MARIA ALICE BERTOLIM

O MK

Prof(a). Dr(a). OZIR[DE MANZOLI NETO

!
Prof(a). Dr(a). WNTON TEIXEIRA
< Péa% Dr(a). CA% JOSE'€OELETTI NEGREIROS

iii



Aos meus pais Joao Ba-
tista e Maria Herminia

e a minha tia Licia.



Agradecimentos

Agradeco a Deus que me deu a vida e que me amparou em todos os meus passos.

A minha orientadora Profa. Dra. Ketty Abaroa de Rezende pelos ensinamentos, pela
confianga e amizade.

Aos professores Dr. Marco Antonio Teixeira, Dra. Maria Alice Bertolim e Dr. Pedro J. de
Rezende pela grande ajuda e paciéncia.

Aos meus pais Joao Batista e Maria Herminia pelo exemplo de vida, apoio, amor, pela
compreensao e por torcerem por mim sempre.

As minhas queridas irmas, Marina e Joana que estiveram sempre do meu lado me apoiando
e torcendo por mim.

A minha querida tia Lucia pelo amor, apoio, carinho e pelas oracoes.

Aos meus tios queridos tia Célia Maria, tio Toni, tia Celinha, tio Reginaldo, tia Tata e
meus primos Paulinha, Breno, José Augusto e Bruna por estarem sempre torcendo por mim.

As pessoas maravilhosas que conheci em Montreal, em especial Graham, Ana e Amanda.

Aos meus queridos amigos da UNICAMP, em especial Eduardo Marafon, Fabio, Feodor,
Hérica, Igor, Kaline, Luciana Elias, Luci Any, Marcelinho, Olivaine e Ricardo pela atencao,
ajuda, amizade e pelo carinho sempre.

A todos os professores e funcionérios do Instituto Matematica, Estatistica e Computacao
Cientifica pela gentileza e atencao diariamente prestados.

A Fapesp pela bolsa de estudo concedida e a4 Unicamp.

Enfim, a todos aqueles que colaboraram de alguma forma para a realizacdo deste trabalho.

vil



Resumo

Neste trabalho, apresentamos um algoritmo para um complexo de cadeias C' e sua diferencial
dada por uma matriz de conexao A que determina uma seqiiéncia espectral associada (E", d").
Mais especificamente, um sistema gerador de E” em termos da base original de C é obtido
bem como a identificagdo de todas as diferenciais d;, : E) — EJ . Explorando a implicagao
dinamica da diferencial nao nula, mostramos a existéncia de um caminho unindo a singularidade
que gera ES e a singularidade que gera Eg_T no caso em que a conexao direta pelo fluxo nao
existe. Este caminho é composto pela justaposicao de érbitas do fluxo e do fluxo reverso e

prova ser importante em algumas aplicagoes.
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Abstract

In this work, we present an algorithm for a chain complex C and its differential given by a
connection matrix A which determines an associated spectral sequence (E”,d"). More specif-
ically, a system spanning E” in terms of the original basis of C' is obtained as well as the
identification of all differentials d; : £ — EJ . In exploring the dynamical implication of a
nonzero differential, we prove the existence of a path joining the singularities generating Eg
and ES_T in the case that a direct connection by a flow line does not exist. This path is made
up of juxtaposed orbits of the flow and of the reverse flow and which proves to be important

in some applications.
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Introducao

O papel de técnicas algébricas e topologicas em sistemas dinamicos tem sido muito significativo,
como se pode comprovar com a teoria de Lusternik-Schnirelmann, a teoria de Morse, e mais
recentemente a teoria de Conley. A teoria de Conley estd amplamente difundida em trabalhos
como [Col, [F1], [F2], [Sal] e [Sa2].

Um resultado fundamental da teoria de Conley é que todo fluxo em um espago métrico
compacto pode ser decomposto em uma parte recorrente por cadeias e uma parte do tipo
gradiente. O conjunto recorrente por cadeias é um conjunto compacto invariante que contém
o conjunto nao errante e os pontos que se tornam recorrentes quando pequenos erros sao
introduzidos no fluxo. Na parte restante do espaco o fluxo é do tipo gradiente, ou seja, existe
uma funcao de Lyapunov continua que é estritamente decrescente nas o6rbitas que nao estao
no conjunto recorrente por cadeias. Se as componentes do conjunto recorrente por cadeias sao
identificadas a pontos, o espaco quociente é do tipo gradiente. Portanto, o problema de fornecer
uma descri¢ao qualitativa do fluxo se divide em duas partes, a descricao das componentes do
conjunto recorrente por cadeias e a descricao de como tais componentes se conectam umas as
outra.

Na teoria de Conley utiliza-se a no¢ao de decomposicao de Morse de um conjunto invariante
isolado S. Uma decomposicao de Morse de S ¢ uma colecao finita de conjuntos invariantes
compactos disjuntos, chamados conjuntos de Morse, cuja uniao contém o conjunto recorrente
por cadeias de S. Uma vez que uma decomposicao de Morse é fixada, os conjuntos de Morse
sao descritos pelo indice de Conley, que fornece uma descricao topologica da dinamica local. A

conexao entre conjuntos de Morse pode ser encontrada construindo-se filtragoes com conjuntos
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positivamente invariantes e estudando a topologia destes conjuntos. A teoria de matrizes de
conexao ¢ uma ferramenta importante nesse estudo. Esta teoria estd desenvolvida em [Frl],
[Fr2] e [Fr3]. As entradas da matriz de conexao registram a existéncia de orbitas conectantes
em ¢. Dada uma decomposicao de Morse com m conjuntos de Morse, a matriz de conexao é
uma matriz m X m cujas entradas sao homomorfismos entre os indices homolégicos de Conley
associados aos conjuntos de Morse. Essas aplicagoes sao definidas por seqiiéncias exatas em
homologia.

O objetivo deste trabalho é comegar a explorar uma ferramenta algébrica chamada segiiéncia
espectral no contexto em que descrevemos acima. Explorar a informacao dindmica dada pela
seqiiéncia espectral de Conley é uma abordagem nova, apesar de existirem trabalhos utilizando
seqiiéncias espectrais de Morse, veja [C2| e |C1|, bem como em teoria de Floer, veja |BaC|,
onde a utilizagao é bem diferente da encontrada em nosso trabalho.

Para entender como funciona esta ferramenta em nosso contexto lembremos que, usando
pares atrator-repulsor apropriados, decompomos S em conjuntos de Morse cada vez "menores".
A idéia por tras desta abordagem é que ao entender a dindmica em conjuntos menores podemos
utilizar esta informacao para entender conjuntos mais complicados obtidos conectando conjun-
tos de Morse via orbitas cada vez mais longas. Do ponto de vista algébrico-topologico, este
processo se parece muito com aquele codificado algebricamente pelas seqiiéncias espectrais.

As seqiiéncias espectrais foram introduzidas por Leray nos anos 50 e sao extensivamente
usadas em algebra homologica, topologia e geometria algébrica. Podemos definir uma seqiiéncia
espectral para um complexo de cadeia (C, 9) com uma filtragao crescente FPC' tal que (FPC') C
FPC e F71C =0, ver [Sp|. A seqiiéncia espectral associada a C' é uma seqiiéncia de modulos
bigraduados (E",d") onde d" tem bi-grau (—r,r — 1) e cada etapa contém informagao sobre
diferenciais cada vez mais longas. Em outras palavras, a queda em filtragao vai aumentando a
medida que 7 cresce. A diferencial d° do complexo é a parte de O que nio decresce na filtracao,
d' diz respeito a parte de 9 que reduz a filtracao por ndo mais do que um e assim por diante.
Temos ainda que H(E",d") = E™1.

Neste trabalho consideramos um fluxo e uma funcao de Lyapunov associada produzindo
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uma filtracao apropriada. O interessante é que agora as seqiiéncias espectrais nao sao mais
apenas ferramentas para calculo, mas sim interessantes objetos por si proprios. As suas dife-
renciais mais altas codificam algebricamente informacoes significantes nas trajetorias "longas"
do sistema. Esta forma de ver seqiiéncias espectrais pode também ser encontrada em [C3] e
[BaClJ.

Dois pontos sao abordados. O primeiro consiste na deteccao de ciclos. Mais precisamente,
os geradores do complexo C' mencionado acima sao especificos, por exemplo, sao singularidades
no caso Morse. O dominio £}  de dj, ,, com p+q = k, é um certo quociente de um sub-mo6dulo
de C'. Elementos deste dominio sao representados por elementos de C' chamados k-ciclos, cujas
classes apropriadas estao no nicleo de todas as diferenciais anteriores d*, s < r. Encontrar um
sistema de k-ciclos que gerem E” em termos da base original de C' é nao trivial na pratica,
mas é necessario em aplicagoes, por exemplo, em topologia simplética, veja [L]. Neste trabalho
desenvolvemos um algoritmo de varredura que produz esse sistema de geradores. No Teorema
3.0.6 mostramos que os espacos E” sao determinados aplicando-se o método da varredura a

matriz de conexao associada ao fluxo.

O segundo ponto é uma outra aplicacao do método da varredura. Assumindo que nessa
"seqiiéncia espectral dindmica" possamos identificar uma diferencial nao nula longa, quais as
conseqiiéncias que isso pode acarretar? E verdade que neste caso existem "orbitas longas"
entre um conjunto invariante e um outro distante? Nao é dificil ver que isto nao é verdade
em geral, ou seja, nem sempre existem 6rbitas conectando conjuntos invariantes. No entanto,
mostramos no Teorema 5.0.16 que, associado a uma diferencial nao nula da seqiiéncia espectral,
existe um caminho unindo dois conjuntos invariantes. Este caminho é constituido de curvas
que coincidem com as linhas de fluxo, onde alguns de seus arcos correspondem a linhas do
fluxo reverso. Este resultado é chamado de Teorema do Zig-Zag. Isto é importante porque
orbitas longas tém alta energia, ou seja, a variacao do funcional acao ao longo de uma o6rbita

¢ grande. Detectar orbitas com alta energia é significante geometricamente, veja [BaC|.

No Capitulo 1 introduzimos os conceitos necesséarios para o desenvolvimento do trabalho.

Apresentamos conceitos das Teorias de Conley e da seqiiéncia espectral.



XViil

No Capitulo 2 apresentamos o método da varredura, bem como alguns resultados que
seguem deste método.

Nos Capitulos 3 e 4 demonstramos os Teoremas 3.0.6 e 4.0.14, que conectam a mudanca
algébrica de geradores de Z-modulos da seqiiéncia espectral a uma familia particular de mu-
dancas de base sobre Q da matriz de conexao A. Estes resultados podem ser enunciados de
forma resumida como segue.

Teorema As matrizes A" obtidas do método de varredura aplicado a A determinam geradores
para os espagos E. Além disso, se B e E}

sao ambos nao nulos, entao a aplicagao d :

T
B} — E7 . ¢ induzida por A", ou seja, € induzida pela mulliplicacao pela entrada A7 .y 1y
quando a mesma € um pivd primdrio, um pivd mudanca de base ou uma entrada nula com uma
coluna de zeros abaizo.

No Capitulo 5 mostramos o Teorema 5.0.16, que prova a existéncia de um caminho de
linhas de fluxo ¢ conectando duas singularidades consecutivas. Mais especificamente,
Teorema Seja (E",d") uma seqiiéncia espectral induzida por um complezo de cadeias de Morse
Conley (C,A) de um fluxo ¢ onde A é uma matriz de conexdo sobre Z. Se a diferencial
&y By = By

hk S Fp \ Fp—l a hk—l S Fp—r \ Fp—r—l-

1 € nao nula, entao existe um caminho de drbitas conectantes de ¢ unindo



Capitulo 1

Preliminares - Teoria de Conley e

Sequéncias Espectrais

1.1 Fluxos

Seja M uma variedade compacta suave n-dimensional e ¢ : M x R — M um fluxo continuo

em M. Veja Salamon |Sal| para mais detalhes e demonstragoes.

Definicao 1.1.1. Um conjunto S C M ¢é invariante sob o fluxo ¢ se para todo v € S,

©(v,t) € S para todo t € R.

Se S ¢ invariante sob ¢, entdo S (fecho de S) e S¢ (complementar de S) sdo invariantes.
Além disso, a uniao e a interseccao de conjuntos invariante é também invariante. Um conjunto
é invariante se, e somente se, € a uniao de 6rbitas.

Seja N um subconjunto de M. Denotamos por Inv(N) o subconjunto invariante maximal
de N, ou seja,

Inv(N)={ve N/ ¢(y,t) € NVt € R}

Definicao 1.1.2. Um conjunto invariante S é invariante isolado se existe uma vizinhanca
compacta N de S tal que S é o invariante maximal em N ou seja, S = Inv(N). Neste caso,

N é chamado de vizinhanca isolante de S.



Definicao 1.1.3. Dado Y C M, o conjunto w-limite de Y, denotado por w(Y), é o conjunto
w(Y) = Inv(p(Y, [0, 00)))
Analogamente, o conjunto w*-limite de Y é
H(Y) = Inv(p(Y, (—o0,0])
e & também denotado por o(Y).

O conjunto w-limite de uma uniao finita é a uniao dos conjuntos w-limite correspondentes.
Em particular, se z € Y, w(z) C w(Y). No entanto, em geral w(Y') é maior do que a uniao dos
w(y) paray € Y.

Se S é um conjunto invariante fechado compacto em M e Y C S entdo w(Y) e w*(Y) sdo
por defini¢ao conjuntos invariantes nao vazios. Além disso, estes conjuntos sao compactos em

S, ja que sao fechados em S.

Definigao 1.1.4. Um subconjunto A C S é um atrator com relagdo a S se existe uma vizi-
nhanca U de A em S tal que w(U) = A. Analogamente, A C S é um repulsor com relagdo a

S se existe uma vizinhanca U* de A em S tal que w*(U*) = A.
O Lema 1.1.5 é uma caracterizacao dos atratores.

Lema 1.1.5. Sejam S um conjunto compacto invariante sob o fluzo ¢ e A um subconjunto
compacto invariante em S. Entao A € um atrator em S se e somente se existe uma vizinhanca

U de A em S tal que v € U\ A implica ¢(v, (—0,0]) € U.

Todo atrator é um compacto invariante e todo repulsor é um atrator para o fluxo reverso.
Seja S um conjunto invariante compacto e seja A um atrator em S. Considere o conjunto
A*={ye S/ wly)NA=0} A*é&um repulsor, que chamamos de repulsor complementar de

Aem S. A* é o maior subconjunto invariante de S disjunto do atrator A.

Proposigao 1.1.6. Seja S um conjunto invariante compacto e seja A C S. Se A' é um atrator

em A e A é um atrator em S, entao A’ é um atrator em S.



Demonstracao:  Seja U tal que w(U) = A. Como A’ é um atrator em A, existe U’
vizinhanga de A’ em S, U’ C U, tal que w(U'NA) = A'.

Sejay € U’ tal que (7, (—o0,0]) C U’. Entao (v, (—o0,0]) C U e portantoy € w(U) = A.
Segue que (v, (—o00,0]) C U'N A e, portanto, vy € w(U'NA) = A'.

Assim, dado v € U’ tal que (v, (—00,0]) C U’ entao v € A’. Pelo Lema 1.1.5, A’ também
¢ atrator em S.

|

Se A e B sao conjuntos invariantes compactos em M, entdao C'(A, B) é o conjunto das
Orbitas conectando B a A em M, ou seja, o conjunto {y € M | w(y) C A and w*(y) C B}.
Em particular, se A C M é um atrator e A* é seu complementar repulsor, entdo o par atrator

repulsor (A, A*) em M decompde M na unido M = AUC(A, A*) U A*.

1.2 Ordens parciais

Consideremos P um conjunto indexante finito com m elementos. As principais referéncias para

esta secao sdo |Frl], [Fr2] e [Fr3].

e Uma ordem parcial em P é uma relacao < entre os elementos de P satisfazendo:

(a) m < 7 nunca vale para m € P
(b) m <7’ e’ < 7" implicam 7 < 7"
e Uma ordem total em P é uma ordem parcial em P que também satisfaz:

(c) Para cada me 7’ em P,ounw <7’ oun' <.

Se m e 7’ 580 tais que nem 7 < 7’ e nem 7’ < 7w entdo 7 e 7 $40 NAO comparaveis.
Seja < uma ordem parcial em P. Uma ezxtensio de < é uma ordem parcial <’ em P tal
que 7 < 7’ implica 7 <’ 7’/. Se <’ é uma ordem total em P entdo <’ é uma extensao linear de

<.



Se P C P, entdo < induz uma ordem parcial em P chamada de restricio de < a P.

Um intervalo em P é um subconjunto I C P para o qual m,7' € [ e m < 7" < «’ implicam
n” € I. O conjunto de intervalos em < & denotado por /(<). Um intervalo I em /(<) é um
intervalo atrator se m € I e 7’ < 7 implicam 7’ € I. O conjunto dos intervalos atratores de <
é denotado por A(<). Dois elementos 7, 7’ sdo adjacentes se {m, 7'} € I1(<).

No que segue, < denota a ordem parcial em P e também a ordem usual nos inteiros Z.

Uma s-upla adjacente de intervalos em < é uma cole¢ao ordenada (1,. .., I;) de intervalos

mutuamente disjuntos em < satisfazendo:
d Uf:lll S I(<)7
o mcl;, el j<kimplican’ £ m, ouseja, 7 <7’ ou e n’ sdo ndo comparaveis.

A colegao de s-uplas adjacentes de intervalos em < é denotada por I;(<). Note que I(<
) = I(<). E facil ver que se <’ é uma extensdo de < ou uma restricdo de < a um intervalo
em < entdo [;(<') C I4(<). Se (I,J) é um par adjacente de intervalos entdo denotamos o
intervalo I U J por IJ. Se (I,J) e (J,I) sdo ambos pares adjacentes de intervalos, entao [ e
J sdo nao compardveis. Se (Iy,...,1Is) € I4(<) e U_I; = I, entdo (I, ..., Is) ¢ chamada uma
decomposicio de I. E claro que se (I, J, K) é uma tripla adjacente de intervalos, entdo (I,.J),

(J,K), (IJ,K), (I, JK) sao todos pares adjacentes de intervalos.

1.3 Indice de Conley

Nesta secao definimos o indice de Conley e destacamos suas principais propriedades. As refe-

réncias para esta segdo sao [Co| e [Sal].

Definigao 1.3.1. Seja N um subconjunto compacto de M. Um subconjunto K ¢é positivamente

nvariante em N se
YEK, t20,0(7,[0,t]) CN=¢(y,t) € K

Consequentemente (7, [0,t]) C K.



Definigao 1.3.2. Seja S C M um conjunto invariante isolado. Um par (N7, Ny) de conjuntos

compactos em M é um par-indice para S em M se Ny C Ny e
i) Ny \ Ny é uma vizinhanca de S em M e S = Inv(N; \ Ny),
ii) Ny é positivamente invariante em Ny,

iii) Se v € Np é tal que ¢(7,[0,00)) € N; entdo existe ¢ > 0 tal que ¢(v,[0,t]) C Ny e
p(7,t) € No.

O par-indice existe para vizinhancgas isolantes arbitrarias do conjunto invariante isolado S.
A propriedade mais importante de par-indice é que o tipo de homotopia do espaco pontuado
N1 /Ny independe da escolha do par-indice e, portanto, s6 depende do comportamento do fluxo
numa vizinhanga do conjunto invariante isolado S. As demonstracoes destes fatos podem ser

encontradas em [Sal]. Logo podemos definir o indice de Conley.

Definicao 1.3.3. Seja S um conjunto invariante isolado em M. Entao o tipo homotdpico
c(S) = [N1/No| do espago pontuado N;/Ny, onde (N7, Ny) é um par-indice para S em M é

chamado indice homotépico de Conley de S em M.

Exemplo 1.3.4. O indice homotépico de uma singularidade hiperbolica do fluxo em uma
variedade é o tipo de homotopia da esfera pontuada de dimensao igual a da variedade instavel

da singularidade.

Como conseqiiéncia da existéncia e da invariancia do par-indice temos o Corolario 1.3.5,
que generaliza a idéia de um par-indice de S para um trio-indice (Ny, N1, No) de um par

atrator-repulsor (A, A*) em S.

Corolario 1.3.5. Sejam S um conjunto invariante isolado em M, (A, A*) um par atrator-
repulsor em S e (Na, No) um par-indice para S. Entao existe uma filtracio No C N3 C Ny de
conjuntos compactos em M tais que (N1, Ny) € um par-indice para A e (No, N1) é um par-indice

para A*.



Conley introduz em [Co| a idéia de trios e Kurland provou sua existéncia em [K].

Proposicao 1.3.6. Considere o trio Ny C Ny C Ns. Se (N1, Ny) € par-indice para A e
(N2, No) € par-indice para S, entdo (Na, N1) € um par-indice para A*.

Nao faremos uso da estrutura completa do indice de Conley no que segue. Ao invés disso,
vamos utilizar algo mais fraco, porém mais algébrico. A maioria dos objetos algébricos associa-
dos a espagos em topologia algébrica sao invariantes homotépicos. Por exemplo, os Z-modulos
de homologia singular de um espago dependem somente do tipo de homotopia. O indice homo-
logico de S, H(c(95)), é o Z-modulo graduado {H,(c(S)),q =1, ...}, onde H,(c(S)) € 0 g-ésimo
Z-mdbdulo de homologia singular de qualquer um dos quocientes N; /Ny, onde (Ny, Np) é um
par-indice para S. O indice homoldgico de uma singularidade hiperbdlica com variedade insta-
vel de dimensao d ¢ Hy(c(S)) = Z, H,(c(S)) = 0 para ¢ # d. Geralmente ¢ mais facil calcular
o indice homologico do que o indice homoto6pico. No entanto perdemos algumas informacoes

quando consideramos o indice homolégico.

1.4 Decomposicao de Morse

Sejam A C M é um atrator e A* é seu complementar repulsor. Sabemos que o par atrator
repulsor (A, A*) em M decompée M na unido M = AU C(A, A*) U A*. A generaliza¢do desta
idéia ¢ uma decomposicao de Morse de M. As referéncias para esta se¢ao sao [Col, [Frl], [Fr2],

[Fr3] e [Sal.

Definicao 1.4.1. Seja < uma ordem parcial num conjunto finito P. Uma decomposicao
de Morse <-ordenada de M & uma colecdo D(M) = {M,}cp de subconjuntos compactos
invariantes de M mutuamente disjuntos tais que se v € M \ U cp M, entdo existe 7 < 7’ com

AS C(MW, Mwl).

Assim, uma decomposicdo de Morse de ¢ é uma colecao finita de conjuntos invariantes

compactos disjuntos M, que juntos contém todo o comportamento recorrente por cadeias



de ¢, ou seja, o conjunto recorrente por cadeias é precisamente o conjunto dos pontos que

pertencem a todas as decomposicoes de Morse.

Definicao 1.4.2. Um subconjunto de M que pertence a alguma decomposicao de Morse é

chamado conjunto de Morse.
A proposicao seguinte é uma conseqiiéncia imediata da definicdo de decomposicao de Morse.

Proposicao 1.4.3. Se <y € uma ordem parcial em P, entao D(M) = { M} cp € uma decom-
posicao de Morse <i-ordenada de M se e somente se C(My, My) # O implica m# <1 7' para

cada 7, ™ € P.

A ordem parcial < em P induz uma ordem parcial em D(M). Esta ordem parcial, também
denotada por <, é chamada uma ordem admissivel da decomposicao de Morse. O fluxo em
M define uma ordem parcial natural em P chamada ordem do fluzo de D(M), denotada <.
A ordem do fluxo é definida considerando m <, 7’ se e somente se existe uma seqiiéncia
de elementos distintos de P : m = my,...,m = 7’ com C(M,,, My,,,) # 0 para cada j =
1,...,£ —1. Em outras palavras, m <, 7’ sempre que C'(M,, M) # 0 e estendemos usando a
transitividade. Segue da Proposicao 1.4.3 que <, é uma ordem parcial em P e D(M) é uma
decomposi¢ao de Morse < -ordenada de M. A ordem do fluxo <, é uma ordem minimal em

D(M), ou seja, tem o menor numero de relagdes entre todas as outras ordens admissiveis.
Proposigao 1.4.4. Toda ordem admissivel em D(M) é uma extensao da ordem do fluzo <.

Demonstracao: Suponha que 7 <, 7. Entdo existe uma seqiiéncia 7 = my,...,m = 7’
tal que C'(My,, My, ,) # () para cada j = 1,...,¢ — 1. Pela Proposigao 1.4.3, m;_; < m; para
j=1,...,£—1. Portanto m < 7’ e o resultado segue.

|

Uma outra ordem admissivel que merece nossa atencao é a ordem da filtracao. Dado

um fluxo continuo em M com uma decomposi¢ao de Morse finita {M;}™, e uma fungio de

Lyapunov tal que f~'(¢;) = M; entdo a filtracao

{f_l(cz- —€c+e€)n,



define uma ordem admissivel em M chamada ordem da filtracao e denotada por <;. Esta
ordem é uma ordem total em M.

O problema de usarmos a ordem da filtracao para definirmos a matriz de conexao é que
esta ¢ uma ordem muito forte e, portanto temos bem menos pares adjacentes.

Associada a uma ordem admissivel < de D(M) existe uma colegdo de conjuntos de Morse
de <

MI - (UTFGIMW) U (UW,F,EIO(MW/7 Mﬂ'))

para cada I € I(<). Como uma ordem admissivel < de D(M) é uma extensido da ordem do
fluxo, entdo I(<) C I(<,). Segue que a cole¢do de conjuntos de Morse da ordem do fluxo

contém os conjuntos de Morse de qualquer outra ordem admissivel.

Proposigao 1.4.5. 1. Se J € I(<) entao existem intervalos K € A(<) tais que (K \ J,J)
é uma decomposicao de K e K\ J € A(<).

2. Se I € um intervalo atrator em <, entao M; é um atrator em S com complementar

repulsor Mp;.
Demonstracgao:
1. K={m e P |existen € Jcom 7w <7’ oun=n'} é&um exemplo.

2. Demonstramos (2) por indugdo sobre a ordem da decomposicao de Morse D(M). Se
D(M) é uma decomposi¢ao de Morse com apenas um conjunto entao o resultado vale.
Suponhamos que o resultado vale para toda decomposicao de Morse de ordem m — 1 e

seja D(M) uma decomposi¢ao de Morse de ordem m.

Consideremos I um intervalo em A(<). Seja 6 um elemento minimal de I, ou seja, nao
existe m € I com 7 < 6. Mostremos que My é um atrator em S. Seja U uma vizinhanga

compacta de My em S disjunta de Urcp\g M.

Seja v € U\ My. Entdo w*(y) C Urep\gMr. De fato, se w*(y) € Urep\oM- entao

w*(y) C My. Seja 7 tal que w(y) C M,. Como € é minimal entdo 7 ndo pode estar em



I'\ 6 e como I é um intervalo atrator entdo m nao pode estar em P\ I. Logo m = 6,
ou seja w(y) C My. Mas isso contradiz o fato de v € U \ My. Logo w*(7y) C Urep\gM;.
Segue que w*(y) € U e, pelo Lema 1.1.5, My é um atrator em S. Mp\p € o repulsor

complementar de My em S.

Seja <, a restrigdo de < a P\ 0. Entdo {M, | 7 € P\ 0} ¢ uma decomposicao de Morse
<, ordenada. Por hipétese de indugao Mpg é uma atrator em Mpyg. Mp\; é o repulsor
complementar de Mpgy em Mpyy. Como Mpyg é repulsor em S e Mpy; é repulsor em

Mp\p entao pela Proposicao 1.1.6 Mp\; é repulsor em S. Logo My é atrator em S.

Franzosa mostra em [Frl]| que todo conjunto de Morse é um invariante compacto. Como
conseqiiéncia disso podemos restringir decomposicoes de Morse a conjuntos de Morse e podemos
engrossar decomposicoes de Morse usando conjuntos de Morse. Logo temos a proposi¢ao

seguinte.

Proposicao 1.4.6. Seja D(M) = {M,}rcp uma decomposicao de Morse em S e I € I(<).
Entao

1. {My}rer € uma decomposicio de Morse <;-ordenada de My, onde <; € a restri¢io de <

al.
2. {My}rep\1 U My € uma decomposicao se Morse de S.
Como conseqiiéncia da Proposicao 1.4.6 temos o corolario seguinte.

Corolario 1.4.7. Se (I,J) € I5(<), entdo (M, M;) é um par atrator-repulsor em M.

1.5 Continuacao

A principal propriedade do indice de Conley ¢é a sua invariancia por continuagdo. Ver [Sal].

Definicao 1.5.1. Uma familia parametrizada de fluxos sobre uma variedade M é uma colecao

de de fluxos {p} |\ € I'} indexados por I = [0,1] tal que ®;(x, \) = (p}z, ) é um fluxo suave
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sobre M x I. Dizemos que 8, um conjunto invariante para ¢, e S*, um conjunto invariante
para ¢}, estdo relacionados por continuagdo se existe um conjunto invariante isolado S C M x [
para ®; tal que S* =S8N {(z,0)} e S' =S8N {(z,1)}.

Se N ¢ uma vizinhanga isolante para ¢} para todo A\ € I, seja S = Inv(N x I) em ®,.

Entao S define uma continuaciao de S° para S*.
Como j4 foi dito, conjuntos relacionados por continuacao tém o mesmo indice de Conley.

Exemplo 1.5.2. Consideremos a seguinte familia de equacoes diferenciais ordinéarias parame-

trizadas pela variavel A > 0.
T =4y y=+\y —z(x—1/3)(1 —x)

Exibimos o conjunto completo das solucoes limitadas S* destas equacoes para valores de A
proximo de 0 e para valores de A grandes na Figura 1.1. Para A > 0 o conjunto das solugoes
limitadas ¢ um conjunto invariante isolado e a colegao M, = {M;} é uma decomposigao de
Morse de 8. Os conjuntos M), M3 e M3 sdo os pontos no plano xy (1/3,0), (0,0) e (1,0)
respectivamente.

Franzosa mostra em [Fr3| que existe um parametro A\* para o qual existe uma orbita co-
nectante de M3, para M37.. Comentaremos sobre este caso mais adiante. Veja 1.2.

O fluxo nas Figuras 1.1 e 1.2 pode ser esquematizado como na Figura 1.3.

Assim, S*, A < A\* e S, A > \* 530 continuacoes de S*'.

1.6 Matriz de Conexao

Nesta secao definimos uma matriz de conexao para uma decomposicao de Morse. A teoria
desenvolvida aqui pode ser encontrada em [Frl], [Fr2], [Fr3], [MC|, [MCR], [Mo], [R1], [R2]. As
entradas na matriz de conexao registram a existéncia de 6rbitas conectantes em . Dada uma
decomposi¢ao D(M) = {M,} com m conjuntos de Morse M, a matriz de conexao é uma matriz

m X m cujas entradas sao homomorfismos entre os indices homologicos de Conley associados aos



A perto de zero \:/:\ rd
_ - -

A grande > .//©/ .<

M3 M} M

Figura 1.1: Conjunto das solucoes limitadas 5.

M? M} M}

Figura 1.2: Conjunto das solucoes limitadas S)«.

M, M,
<=
4o b My
0< A< A=\ A> N\

Figura 1.3: Retrato qualitativo do fluxo.
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conjuntos M. Essas aplicagoes sao definidas por seqiiéncias exatas em homologia. Nesta se¢ao,
os indices homologicos sao computados com coeficientes em um médulo sobre um dominio de
ideais principais. Em nossas aplicagoes, usaremos coeficientes em Z. Se nao existem orbitas
conectantes entre dois dados conjuntos de Morse, entao a entrada correspondente da matriz
serd a aplicagao trivial.

Antes de considerarmos uma decomposicao de Morse, consideremos o caso de um atrator-

repulsor.

1.6.1 Matriz de conexao do Par atrator-repulsor

Nesta secao vamos introduzir a aplicacao bordo definida pelo fluxo para um par atrator-
repulsor. Este conceito é fundamental para a definicdo de matriz de conexao. Além disso,
vamos definir a matriz de conexao para o caso mais simples de decomposicao de Morse que é
o par atrator-repulsor.

Sejam (A, A*) um par atrator-repulsor em M e Ny C N; C N, conjuntos compactos tais que
(N1, Np) é um par-indice para A, (N3, Ny) é um par-indice para M, (N3, N1) é um par-indice

para A*. Temos entdao as aplicacoes induzidas
0— N1/Ny 4i>N2/N0 —> Ny /Ny —=0
e, portanto, temos a seguinte seqiiéncia de complexos de cadeias associada
0 ——= C.(N1/Ny) —-> C,(No/Ng) —= Co(No/N1) —= 0 (L.1)
A proposigao seguinte e sua demonstragao podem ser encontradas em [Fr2].

Proposicao 1.6.1. Consideremos uma seqiiéncia de complexos de cadeias

tal que

e | ¢ injetiva epot =20
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o p:Cy/Imi — Cs € uma aplicacao de cadeias definida por p que induz um isomorfismo

em homologia.

Entao existe um homomorfismo 0 : H.(C3) — H.(C) de grau —1 tal que
- —— H,(C)) i H(C») L H,(Cs) _9_ H(Cy) —> -

é exata.

No /Ny
N1/No
deias p : C.(N2/ Ny, N1/No) — Ci(N3/N7) que induz um isomorfismo p* : H,(Ny/No, N1/Ny) —

Notemos que a aplica¢ao quociente p : No/Ny — ~ Ny /N; define a aplicagao de ca-

H.(Ny/Ny). Como i é injetiva e poi = 0 a seqiiéncia de complexos de cadeias (1.1) satisfaz a

Proposicao 1.6.1 e, portanto, temos a seqiiéncia exata longa em homologia associada
+ ——> H,(Ny/Ng) —> H.(Ny/Ny) —= H.(Na/N1) —2> H.(Ny/Ny) —= -

Segue da invariancia do par-indice que

= H(c(A)) — H(c(M)) —2= H(c(A") 2 H(c(A)) — - - (1.2)

A seqiiéncia exata (1.2) é chamada de seqiiéncia do indice homoldgico do par atrator-repulsor

(A, A*). Para mais detalhes veja [K] e [Frl].

Definicao 1.6.2. A aplicacao 0(A*, A) : H(c(A*)) — H(c(A)) de grau —1 é chamada aplicagao
bordo definida pelo fluxo e a seqiiéncia 1.2 é chamada de seqiiéncia exata do indice homologico

do par atrator-repulsor.
A importancia da aplicagdo bordo definida pelo fluxo é dada pela seguinte proposigao.
Proposicao 1.6.3. Se 9(A*, A) # 0 entao C(A, A*) # 0.

A idéia da prova é que se C(A, A*) = (), entao M = A U A* e, portanto, H(c(M)) =
H(c(A)) @ H(c(A*)). Pela seqiiéncia (1.2) 0(A*, A) é a aplicagao nula. Assim, se 9(A*, A) # 0,
entao C'(A, A*) # 0.
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Segue diretamente da Proposigao 1.6.3 que C'(A, A*) = () implica 9(A*, A) = 0. Além disso,
como (1.2) é exata entdao H(c(M)) = 0 implica que J(A*, A) é um isomorfismo. Note que a
aplicacao 9(A*, A) contém informagao sobre a estrutura do par atrator-repulsor (A*, A) em M.

No caso de singularidades hiperbélicas transversais, 0 conta o nimero de 6rbitas conectantes
"com orientacao".

No caso de usarmos homologia com coeficientes Zo, McCord mostra em [MC| que dadas
duas singularidades hiperbolicas A e A* tais que a variedade instdvel de A* e a variedade
estavel de A sdo transversais, entdo a aplicagdo definida pelo fluxo 9(A*, A) conta o numero
de orbitas conectantes de A* para A (mod 2).

Consideremos agora o complexo de cadeias
CA(M) = H(c(A)) ® H(c(A"))
e a aplicacao bordo definida pela matriz

0.0 [ Hlc(A) | [ Hlc(A))

A= :
00 H(c(A%)) H{(c(A"))

E facil ver que A ¢ um aplicacdo bordo. Fazendo a restricio apropriada em CA(M) e
A definimos complexos de cadeia CA(A) = H(c(A)) e CA(A*) = H(c(A*)) com aplicagoes
bordo A(A) e A(A*) respectivamente que, por sua vez, sdo triviais. Assim, (CA(A),A(A)) =
(H(c(A)),0) e (CA(A),A(A)) = (H(c(A%)),0) sao subcomplexos de CA(M). Entdo temos

uma seqiiéncia exata curta definida
0 —> CA(A) ——= CA(M) 2~ CA(A*) —=0 (1.3)
onde 7 é a inclusao e p é a projecao. Esta seqiiéncia é a mesma que
0 ——= H(c(A)) —="H(c(A)) & H(c(A")f— H(c(A") —=0

Sejam HA(M), HA(A) e HA(A*) as homologias dos complexos CA(M), CA(A) e CA(A*)

respectivamente.
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Passando (1.3) para a homologia obtemos a seguinte seqiiéncia exata em homologia
= HA(A) —= HA(M) —2 HA(A*) —2~ HA(A) —— - -

Como A(A) = A(A*) = 0 entdo HA(A) = H(c(A)), HA(A*) = H(c(A*)) e 0 = 0. Portanto

temos o seguinte diagrama comutativo de médulos de homologia e aplicagoes:

o ——> HA(A) — > HA(M) —2~ HA(A*) =2~ HA(A) —— - - -
Ji |o Ji Ji
> H(e(A)) —> H(e(M)) —"> H(e(A")) =" H(e(A)) — -
Segue do Five Lemma que as aplicagdes ® : HA(M) — H(c(M)) que fazem o diagrama
comutar sao isomorfismos.
Assim, o complexo (H(c(A)) & H(c(A*)),A) induz uma seqiiéncia exata em homologia
que é isomorfa a seqiiéncia do indice homologico. Além disso, A contém informacoes sobre o
conjunto de o6rbitas conectantes C'(A*, A), ja que (A, A*) # 0 implica C'(A*, A) # 0. A matriz

A é chamada de matriz de conexdo do par atrator-repulsor (A, A*).

1.6.2 Matriz de conexao para decomposicoes de Morse

O par-indice para um conjunto invariante isolado é generalizado pela filtragao-indice para uma
ordem admissivel em uma decomposigao de Morse. Franzosa mostra em [Frl| que a filtragao-

indice sempre existe.

Definigao 1.6.4. Uma filtrac¢ao-indice para uma ordem admissivel < de D(M) é uma colegao

de conjuntos compactos N' = {N;} re a(<) satisfazendo:
i) Para cada I € A(<), (N1, Ny) é um par-indice para o atrator Mj.
11) Para [1, I e A(<), Nllﬂb = N[l N N[2 e N[1U12 = N[l U NIQ‘

A Proposicao 1.6.5 mostra que uma filtracao-indice determina pelo menos um par-indice

para cada conjunto de Morse da decomposi¢ao D(M).
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Proposi¢do 1.6.5. Seja N uma filtragao-indice para a ordem admissivel < de D(M). Se
J e I(<) e (I,J) é uma decomposi¢ao de um intervalo atrator K € A(<), entao seque que
I € A(<) e (Ng, Np) é um par-indice para o conjunto de Morse M; de D(M).

Demonstracgao: A propriedade (ii) da Defini¢ao 1.6.4 implica que Ny C N; C Nk e a
propriedade (i) da Defini¢ao 1.6.4 implica que (Ny, Ny) e (Ng, Ny) sdo pares indices para M e
Mk respectivamente. Pelo Corolario 1.4.7 (My, M) é um par atrator repulsor em M. Segue
da Proposigao 1.3.6 que (Ng, N;) é um par-indice para M.

|

Pelas Proposicoes 1.4.5 (1) e 1.6.5 a filtragao-indice define um par-indice para cada conjunto
de Morse da ordem admissivel. Além disso, dados dois pares (Nk, Ni) e (Ng, N7) para My,
existe uma equivaléncia de homotopia entre os espacos Nx /Ny e Ni/N7.

Sejam I,J € I(<) e C(Ng/Ny,Z) as cadeias singulares do espaco indice Ng/N; com
coeficientes em Z. Note que poderiamos escolher coeficientes em qualquer moédulo G. Definimos
entao o complexo de cadeias C(c(My); Z) também denotado por C(c(M;)) que é naturalmente
isomorfo a C'(Ng /Ny, Z). Passando para a homologia em C(c(M;)) obtemos H.(c(M;);Z), a
homologia singular com coeficientes em Z do indice de Conley ¢(M;) de M.

Fransoza mostra em [Frl] que, dada uma filtragao-indice N’ para uma ordem admissivel <,
existe uma colegao de complexos de cadeias, que denotamos por Cp(<), e aplicagoes satisfa-

zendo:
1. Para cada I € I(<) existe um complexo de cadeias C([);

2. Dados (I, J) € I5(<) existem aplicagbes cadeia

W17 17,7
0 — C(e(My)) MO e(My)) L O e(My)) — 0 (14)
com a propriedade que
(i) i(1,1J) é injetiva e p(IJ, J)i(I,1J) = 0.
C(c(Myy))

(ii) A aplicacao cadeia p(IJ,J) define p : — C(c(My)) que induz um iso-

Imi(1,1J)

morfismo em homologia.
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(iii) Se I e J s@o nao comparaveis, entao p(JI,1)i(I,1J) = id|C(c(My))

(iv) Se (I, J, K) € I3(<) entao o diagrama abaixo comuta

Uma colec¢ao de complexos com as propriedades de Car(<) é chamada de tranga de complexos
de cadeias.
Pela Proposicao 1.6.1 temos a seqiiéncia exata longa de indices homologicos do par atrator-

repulsor (M, My):

o H (M) D H (oM ) B (M) 2L B (M) — - (1.5)

com as seguintes propriedades:
(i) (1.5) independe da filtragao-indice N/
(ii) Se I e J sdo nao comparaveis entao p(JI,1)i(1,1J) = id|H(c(My))
(iv) Se (I, J, K) € I3(<) entdo o diagrama abaixo comuta

Assim, passando para a homologia, uma tranca de complexos de cadeias define o que
chamamos de tranca de moédulos graduados.

O homomorfismo O(J,I) : H(c(My)) — H(c(Mp)) é a aplicagdo bordo ou aplicagao de
conexao do par adjacente (M, M;). O(J,I) é trivial quando nao existem orbitas conectantes
de M; para M;. De fato, se nao existem orbitas conectando M; a M; entao o conjunto

de Morse M;; ¢ a a uniao dos primeiros. Neste caso, a seqiiéncia exata acima representa
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\ i . J/
H(c(Mp) g  H(c(Mk))
\ /
i )] B
S T~
H(c(MpK)) » Z H(c(M;))
~2 / )
p P H(c(Mjxk)) 5
/ T~
H(c(Mr)) 5 ;o (M)
\ /
0 P H(C(MIJ))\Z" 7
H(c(My)) H(c(MpK))
/ " Ve N

H(ce(Mpy)) como soma direta de H(c(My)) e H(c(My)). Segue que a aplica¢do bordo 9(J, )
¢ o homomorfismo trivial. Portanto, uma aplicacdo bordo nao trivial implica na existéncia de
uma oOrbita conectante.

Dado um intervalo I C P, definimos
CA(I) = @rerH(c(M,))

Para I,J € I(<) seja A(J,I) : CA(J) — CA(I) a aplicagao dada pela matriz

A’ )
nel,n’'ed
Entao A(I) : CA(I) — CA(I) é da forma:

A(r' m) - | H(e(My)) — | H(e(Mm))

mw' el ' el ' el



19

tal que cada A(7’, ) é uma aplicacdo de H(c(M,)) em H(c(My)) localizada na m-ésima linha

e na 7'-ésima coluna da matriz.

Definicao 1.6.6. e Dizemos que A([) é triangular superior se A(n',m) =0 quando 7 £

.

e A(I) é uma aplicagdo bordo se cada A(7',7) tem grau -1 e A(I)* = 0.

Se A(P) é uma aplicacdo bordo triangular superior, entdo sua restricdo A(/) também é,
para qualquer intervalo I. De fato, é claro que A(I) é triangular superior e de grau -1. Além
disso, dado I C P, considere os intervalos J e K tais que JUI UK = P e (I,J,K) é uma

tripla de intervalos. Logo, podemos decompor A como

A(J) A(LJ) A(K,J)
A(P) = 0 A(I)  A(K,I)
0 0 A(K)
Na equagao A(P)? = 0 a composi¢ao da linha do meio com a coluna do meio nos da A(7)? = 0.
Logo, dado I € I(<), (CA(I),A(I)) é um complexo de cadeias. Denotamos por HA(I) a
homologia desse complexo.
Assim, dados I, J € I5(<) com a inclusdo e a projegdo Obvias temos uma seqiiéncia exata

curta de complexos de cadeia
0—— A Moaay M enry ——o
onde ¢ é a inclusao e p é a projecao.
Proposicao 1.6.7. As aplicagées i(1,1J) e p(IJ,J) sao aplicagées de cadeias.

Demonstragao: Podemos considerar i e p como sendo da forma

. id CA(I)
i = :CA(l) —
0 CA(J)
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A(I) A CA(I)
0 CA(J)
Fazendo tais identificagoes temos ¢A(I) = A(IJ)i e portanto i é um aplicagao de cadeias. A

demonstracao para p é analoga.

Proposicao 1.6.8. Dada uma aplicacao bordo triangular superior
A(P) : @repH(c(Mz)) — GrepH (c(Mr))

a colegao de complexos (CA(I),A(I)), I € I(<) e as aplicagioes de cadeias i(1,1J) e p(I1J,J)

para (I,J) € Iy(<) € um uma tranga de complexos de cadeias.

Passando para a homologia obtemos entao uma tranca de moédulos graduados

A(JI)

o ——= HA(I) —> HA(IJ) 2> HA(J) === HA(I]) — - --

Uma pergunta natural é se existe uma aplica¢ao bordo triangular superior A(P) tal que
HA(P) seja isomorfo a H(c(M)).
Defini¢ao 1.6.9. Seja D(M) = {M,},cp uma decomposi¢cio de Morse de M com ordem
admissivel < e seja A = A(P) : @repH(c(M;)) — ®repH(c(M;)) tal que

(1) A é uma aplicagao bordo triangular superior.

(2) Para cada intervalo I C P existe um homomorfismo ®(I) : HA(I) — H(c(Mj)) satisfa-

zendo as seguintes condicoes:

— Dado m € P, () : HA(7) = H(c(My)) — H(c(M,)) é a identidade;
— para cada ([, J) € I5(<) o diagrama seguinte comuta:

.~ HA(I) HA(LT) HA(J) 22U

i@([) icb(u) l@(])
e H(e(My)) —> H(e(My)) "= H(e(M,)) "2 H(e(M;) —




21

Entdo A é chamada matriz de conexao de D(M). Denotamos as matrizes de conexao

por (CM(D(M), <).

Por indugdo e pelo Five Lemma segue que para todo intervalo I as aplicacoes ®(I) :
HA(I) — H(c(Myp)) que fazem o diagrama comutar, sao isomorfismos. A condigao (2) diz que
se J =m" el =mentdao A(n',m) = O(n’,m), isto &, as entradas da matriz de conexao cujas
colunas e linhas correspondem a conjuntos de Morse adjacentes sao aplicagoes bordo definidas
pelo fluxo.

Note que a diagonal da matriz de conexao é zero. Além disso, a matriz de conexao é
triangular superior, ja que nao ha érbitas conectantes de um conjunto de Morse para um outro
que esteja mais alto na ordem do fluxo.

As entradas correspondentes a conjuntos adjacentes sao calculadas pela seqiiéncia exata em
homologia. As outras entradas podem ser calculadas construindo seqiiéncias exatas de triplas
escolhidas apropriadamente. Mais especificamente, a informagao usada para definir A(7’, 7) é
a informagao produzida pelas aplicagdes bordo O(J, I') definidas pelo fluxo satisfazendo 7" € J
e m € I. Nao trataremos deste problema em detalhes neste trabalho.

O Exemplo classico 1.6.10 esta em [Frl] é uma ilustracdo simples da construcao destas

matrizes de conexao.

Exemplo 1.6.10. Voltemos ao Exemplo 1.5.2. Consideremos o caso A = A*. Lembremos que,
qualitativamente, o fluxo pode ser representado como na Figura 1.4. O conjunto Sy« consiste
de 3 singularidades juntamente com as 6rbitas que conectam as mesmas. A Figura 1.5 ilustra
uma filtracao-indice para essa ordem admissivel.

O indice de Conley de cada um dos conjuntos de Morse é calculado escolhendo-se um

par-indice apropriado da filtragao-indice. Temos que

o Hy(c(M) =7 , Hy(c(My)) = 0,

® HQ(C(MQ)) = O, Hl(C(M2)> Z,

o Hoy(c(Ms)) =0, Hi(c(M3))

Z,
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v M

A M2 Ml

Figura 1.4: Representacao qualitativa de S)-.
o Hy(c(Ms)) = Hi(c(Myz)) =0,
o Hy(c(Mys)) =0, Hi(c(Mas)) =Z @ Z,
o Hy(c(Mia3)) =0, Hi(c(Mia3)) = Z,

Aordem do fluxo ¢ 1 <, 2,1 <,3e2 <, 3.
Definamos a matriz de conexdo. Como A é triangular superior, entdo A(j,7) =0 se j <1
ou j = i. Note que os pares de intervalos (1,2) e (2,3) sao adjacentes. Logo, as aplicacoes

A(2,1) e A(3,2) sao definidas pelo fluxo, ou seja A(2,1) =0(2,1) e A(3,2) = 9(3,2). Temos

0 — Hy(e(Mis)) —2= Hy(e(Ms)) Z25 Hy(c(My)) —= Hy(c(Mis))'—=0

que é equivalente a

Logo A(2,1) é um isomorfismo. Ainda,

0 — Hi(c(Msy)) — Hi(c(Mag)) —= Hy(e(Ms)) 222 Hy(c(My)) —=0

que é equivalente a

3(3,2)
0—Z—2P2Z—7Z—=0

Portanto A(3,2) = 0. A aplicagdo A(3,1) nao esta definida pelo fluxo. Como Hi(c(Mia3))
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LI
M, M,
N(0) N(1) N(12) N(123)
— 1 I — 1

Figura 1.5: Filtragao-indice.

tem dimensdo 1 entdo o posto de A é 1. Neste exemplo, A? = 0 e posto de A = 1 ndo ajudam
a determinar a. Veja 1.6. Vamos entao considerar as seqiiéncias de triplas de intervalos.
Primeiramente, consideremos o complexo (CA(23), A(23))=(H (¢(Ms))® H(c(M3)), A(23))

onde

¢ a aplicacao trivial. Entdo HA(23) = H(c(Ms)) & H(c(M3)). Se A é uma matriz de cone-

Fy Fy Fy
My Mo M3

Fy My 0 ~ a \

A=F M| 0o 0o o

FQMg\O 0 0)

Figura 1.6: Matriz de conexao de S)-.
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xa0 entdo devemos ter o isomorfismo ¢(23) : H(c(Ms)) & H(c(Ms)) — H(c(Mas)) tal que o

diagrama (1.6) comuta

H(c(Ma)) & H(c(M3)) H(c(Ms))
| |
HA23) 2 HA(3) (1.6)
l¢(23) lid

H(c(Mys)) —— H(c(Ms))
Consideremos agora o complexo CA(123) = H(c(M)) & H(c(Ms)) & H(c(Ms;)) com apli-
cacao bordo A. Como A é matriz de conexao entao a seqiiéncia exata curta de complexo de

cadeias

0— CA(1) —> OA(123) 2= CA(23) —0

que é equivalente a
0 —= H(c(M)) —= H(c(My)H (c(Mo) JBH (c(Ms)) — H(c(Ms)) & H(c(Ma)) —0
induz uma seqiiéncia exata em homologia
0—= HA(1) —= HA(123) —2> HA(23) -2~ HA(1) —>0
onde HA(1) = H(c(My)), HA(23) = H(c(My)) ® H(c(Ms)). Logo,
A =A2,1)+ A3, 1) - H(c(My)) ® H(c(Ms)) — H(c(M,))

e como A é matriz de conexao o diagrama seguinte comuta

H(c(My)) @ H(e(Ms)) ““ZECY H(e(an))
|| ||
HA(23) A, HA(1) (1.7)
Lo3) Lia

He(My)) "2 H(c(M))
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7

Figura 1.7: Gerador de H(c(M3)).

Uy

U2

Figura 1.8: Imagem do gerador de H(c(Ms)) por ¢(23).

Vamos agora definir A(3,1). Um par-indice para Mz é (N(123), N(12)). Tomemos o um
gerador de H(c(Ms3)). Veja Figura 1.7. Para fazer o diagrama 1.6 comutar é necessario que
po ¢(23)(a) = id o p(a), ou seja, po @(23)(a) = a. A Figura 1.9 facilita a visualizagao
do diagrama 1.6. Observando 1.9 vemos que existem duas escolhas possiveis para ¢(23)(«)
em H(c(Mas)) que sdo up e ug. Agora veja Figura 1.8. Como o diagrama 1.7 é comutativo,
entdo A(3,1)(a) = Ao ¢(23)(a). A Figura 1.10 facilita a visualizagdo do diagrama 1.7. Se
#(23)(a) = uy entdao A(3,1) = 0. Se ¢(23)(cr) = ug entao A(3,1)(a) é um gerador de H(c(M;))
e, portanto A(3,1) ¢ um isomorfismo. Portanto existem duas matrizes de conexdo para esta

decomposicao de Morse.

Como todos os Z-mo6dulos sao graduados, entao podemos pensar numa seqiiéncia de ma-
trizes A, que levam a homologia de grau k£ na homologia de grau k£ — 1. Frequentemente os

modulos H (M) tém dimensdo 1 em algum grau e 0 nos outros graus. Neste caso as aplica¢oes
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%

Figura 1.9: Esquema para visualizacao de (1.6).

= ;

H(c(Mz)) ® H(c(Mz)) — H(c(My))

1o(23) lid

H{(c(Mas)) —= H(c(My))

| wavavavi)

] )

Figura 1.10: Esquema para visualizagao de (1.7).
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A(7', ) podem ser vistas como nimeros inteiros e A é apenas uma matriz numérica no sentido
usual.

Seja CM(D(M), <) o conjunto das matrizes de conexao com a ordem parcial <. A ordem
que estamos interessados é a ordem definida pelo fluxo <,. As outras ordens sao importante
na teoria de continuac¢ao para matrizes de conexao. Ver [Fr2|, [Fr4], [R1].

Franzosa mostra em [Fr3] a existéncia das matrizes de conexao.

Teorema 1.6.11. Seja (D(M), <) uma decomposicao de Morse em M. Entdo
CM(D(M), <) # 0.
A matriz produz informagoes sobre a estrutura de M (ver [Fr3]).

Proposicao 1.6.12. Se A € CM(D(M),<,), © e © sao adjacentes na ordem do fluzo, e
A(n',m) # 0, entao C (M, M) # 0.

Demonstracao: A(7’,m) # 0 implica m <, 7. Segue da definicdo de ordem do fluxo

que existe uma seqiiéncia de elementos distintos P : 7 = 7, ..., m, = 7’ com C(My,, My, _,) #
() para cada j = 1,...,n. Como 7 e 7’ sao adjacentes na ordem do fluxo entao n = 1, ou seja,
C (M, M) # 0. u

Observagao 1.6.13. Suponha que para alguma matriz de conexdo em CM(D(M),<,) a
composicao A(n’, m)A(7”,7") é ndo trivial e que 7w e 7’ bem como 7’ e 7’ sdo adjacentes na
ordem do fluxo. Pela Proposi¢ao 1.6.12 ambos C(M», M) e C(M,s, M) sdo nao vazios. Além
disso, se II := {m, 7', 7"}, entdao A(IT)? # 0. Segue que II nao ¢ um intervalo na ordem do
fluxo. Portanto mais estrutura esta presente. Isto implica que C(My», M) # 0 e, alem disso
que existe um intervalo I na ordem do fluxo tal que m ¢ I e ambos C'(M,», M) e C(M;, M,)

SA0 Nao vazios.

Algumas decomposicoes de Morse tém varias matrizes de conexao. Se a ordem parcial de
uma decomposicao ¢ fraca, entao existe um grande ntmero de pares adjacentes e de intervalos.

Por outro lado, se a ordem parcial é muito forte, existirao mais matrizes de conexao devido a
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M

r
v

M

Figura 1.11: A(IT)? # 0 implica que II ndo é um intervalo.

falta de conhecimento da ordem do fluxo. Portanto, a nao unicidade da matriz de conexao estéa
algumas vezes ligada ao uso de uma ordem parcial muito forte. No entanto, mesmo usando a
ordem do fluxo, podem existir varias matrizes de conexao. Isto pode ser uma conseqiiéncia da
ocorréncia de conexoes instaveis entre os conjuntos de Morse, veja Exemplo 1.5.2.

No caso de uma decomposicao de Morse com a ordem do fluxo tal que os conjuntos de
Morse sao singularidades hiperboélicas com variedades estaveis e instaveis transversais, Reineck

mostrou em |[R1] que a matriz de conexao ¢é tnica.

Teorema 1.6.14 (Reineck). Suponha que W*(M,) e W"(M,) se interceptam transversalmente
para ™, € P. Entdo a matriz de conexao A considerando-se a ordem parcial determinada

pelo fluxo € unica.

Demonstragao: Sejam 7 e ' € P tais que m <, 7.
Suponhamos primeiramente que 7 e 7’ sdo adjacentes em P. Entao a aplicacao A(M,, M)

é definida pela seqiiéncia
+— Hy(c(Mz U C (M, M) U My)) ——= Hy(c(My)) — Hga (e(My)) — - -

e, portanto, é tinica.
Suponhamos agora que 7 e 7’ ndo sao adjacentes e mostremos que A(M,, M) = 0. Como 7

e m’ ndo sdo adjacentes entdo existe 7, com 7’ <, 1" <, 7. Sejam i, j e k tais que ¢(M,) = X7,
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o(Myr) = Y7 e ¢(My) = XF. Como 7’ <, 7" e W*(M,) intercepta W*(M,~) transversalmente
temos que ¢ < 7, ou seja, ¢ < j — 1. Analogamente, j < k — 1, entao ¢« < k — 2. A aplicacao
A(M,, M) é uma aplicacao de grau —1 de H, (X% pt) em H,(X% pt) onde i < k — 2. A tinica
aplicagao possivel ¢ A(M,, M) = 0.

Assim, cada aplicacao A é ou zero ou definida unicamente pelo fluxo. [ |

1.6.3 Matriz de Conexao em fluxos de Morse

Seja M uma variedade Riemanniana compacta suave de dimensao n e ¢ o fluxo gradiente de
uma funcdo de Morse f : M — R. As referéncias para esta secdo sio [F2], [M2] e [Sal]. E claro
que f decresce nas orbitas de ¢ e as singularidades de ¢ sao os pontos criticos de f. Como f é
de Morse, entao todas as singularidades de ¢ sao hiperbodlicas, ou seja, a Hessiana de f é nao
singular em todos os pontos criticos de f. Dado x uma singularidade hiperbélica em M, sejam
We(z) ={y € M| lims_o®(y) = x} e W¥(x) = {y € M| lims_._o¢°(y) = x} as variedades
estavel e instavel de x. Como f é de Morse, as variedades estavel e instavel sao transversais e
a imagem por f de quaisquer duas singularidades distintas é também distinta.

Se x € M é uma singularidade hiperboélica entao sabemos que existem coordenadas locais

(a1,as,...,ax,b1,bs, ..., b,_) numa vizinhanca de z tais que
flay,ag,... ag, b, by, ... by_y) = f(x) —a? —a5 —---—a; + 0> + b2 +b2_,

O inteiro k é chamado de indice de Morse de x e coincide com a dimensao de W*(z). Denotemos
por ind(x) o indice de Morse de z.

Seja D(M) = { My }rep uma decomposi¢io de Morse <-ordenada de M tal que cada M, é
uma singularidade hiperbolica de ¢.

Entao o indice de Conley de cada conjunto é o tipo de homotopia de uma esfera pontuada
¥* onde k é a dimensdo da variedade instavel de .

Vamos agora fazer uma construcao que foi formalizada por Floer no caso gradiente, mas que
ja estava implicita em teoria de Morse. Para mais detalhes ver [Sa2] e [M1]|. Primeiramente,

escolhemos uma orientagdo para o espago vetorial E%(x) = T,W"(z) para todo ponto critico
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de f e denotamos por (x) o par consistindo de um ponto critico = e sua orientagdo. Para todo

k=0,1,...,n denotamos
Cr = P zx)

onde x varia entre todos os pontos criticos de indice k. Como f é uma funcao de Morse,
entdao W"(x) N W*(y) tem dimensdo 1 e consiste de um numero finito de érbitas se ind(z)-
ind(y) = 1. Neste caso, podemos definir um inteiro n(z,y) associando um nimero +1 ou
—1 a todas as orbitas conectantes e considerando a soma. Seja y(s) uma orbita conectante
com lims_._oo7y(s) = x e lims_oy(s) = y. Entao (r) induz uma orientacdo no complementar
ortogonal E¥(x) de v = lim,—_¥(s)|9(s)] " em E*(x). No caso em que ind(z) = k e ind(y) =
k —1, o fluxo tangente induz um isomorfismo entre EY(z) e E*(y) e definimos n, como sendo
+1 ou —1 de acordo com o fato de o isomorfismo preservar a orientagao ou reverter a orientacao

respectivamente. Definimos entao
n($> y) = Z Ny
2l

onde a soma varia entre todas as 6rbitas de ¢ que conectam x a y. Entao o operador bordo
05, : Cy — Cj—1 do complexo de cadeias, conhecido como operador bordo de Witten, é definido

como

0°(x) =Y _nlx,y){y)
Yy
onde a soma varia sobre todas as singularidades de indice k — 1.

Denotemos este complexo de cadeias graduado de Morse por
(Z(cerit ), )

Teorema 1.6.15 (R.Thom, S. Smale, J. Milnor, C. Conley, E. Witten). df 0 9;,; = 0 e o
mddulo de homologia H(C') = Kerd;/Imo;, | € isomorfo ao mddulo de homologia do indice de

Conley H(c(M)).

Mostremos agora que o operador bordo de Witten 0° representa um caso especial de matriz
de conexao. Uma conseqiiéncia deste fato ¢ que o Teorema 1.6.15 segue dos trabalhos de

Franzosa |Frl], [Fr3] e [Mo].
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Se M é uma variedade orientada entao o conjunto de nivel
Me={x e M| f(x) =c}

¢ uma subvariedade de M para todo valor regular c¢. Mais precisamente, uma base &, ..., &,
de T, M, é positivamente orientada se —V f(z), &, ..., &, define uma base positiva para T, M.
Além disso, a orientagdo (z) de E(z) = T,W*(z) induz uma orientagao em E*(x) = T,W?*(z),
pois T, M = E"(z)® E*(z). Segue que a esfera W (x) = W*"(x) N M, herda uma orientacao de
Wt (x) e a esfera W?(y) = W*(y) N M, herda uma orientacao de W?*(y). O inteiro n(z,y) no
operador bordo de Witten coincide com o niimero de interseccao de W (x) e W2 (y) em M..
Descrevemos entao uma matriz de conexao para o caso de um fluxo Morse gradiente. Para
cada ponto critico =z de f, seja (N, L,) um par-indice para z. Se ind(x) = k entao uma
orientagao de E“(z) = T,W"(x) determina um gerador de Hy(N,, L;Z) = Z. Entao o Z-

modulo C}, pode ser identificado com

onde a soma varia entre todos os pontos criticos de indice k.
Seguindo Floer definimos

M(z,y) = W"(y) N W*(x)

uniao das orbitas conectando x a y. Esse conjunto é uma subvariedade de M de dimensao

ind(z)-ind(y) ja que ¢ é Morse. Além disso, se ind(z)-ind(y) =1

S($ay) = M([L‘,y) U{ZE7y}

¢ um conjunto invariante isolado. Seja (Na, Ny) um par-indice para S(z,y) e definamos N; =
NoU (No N M,), onde f(y) < ¢ < f(x). Entao (Ny, N;) é um par-indice para x e (N1, Np) é

um par-indice para y. Definamos o homomorfismo
Ak($7y> : Hk(NamLI) - Hk71<Ny7Ly)

como sendo a composicao
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Hy(N,, Ly) — Hy,(Ny, Ny) —2> Hy_1(Ny, Ng) —= H;_1(N,, L,)

onde o primeiro e o terceiro isomorfismos sao induzidos pela equivaléncia de homotopia entre

dois pares indices de um mesmo conjunto invariante isolado. Isto determina um homomorfismo
Ak . Ck — Ck—l

que é um caso especial de matriz de conexao.

Mostremos que este operador coincide com o operador de Milnor e Witten.
Lema 1.6.16. 0° = A.

Demonstracgao: Alterando a funcao f fora de uma vizinhanga isolante de S(z,vy),
podemos assumir que z e y sao os (nicos pontos criticos em f~!(a,b), onde a = f(y) e
b = f(x). Mais precisamente, seja & o conjunto de todos os pontos criticos z # x com
ind(z) > ind(z) juntamente com suas orbitas conectantes. Entao & é um repulsor e, portanto,
existe uma fungido g : M — R tal que N = ¢g~1([0,00)) ¢ uma vizinhanga isolante para & e
dg(2)V f(z) > 0 para z € ON = g~(0).

Seja € suficientemente pequeno e p : R — [0, 1] satisfazendo p(r) = 0 parar < 0e p(r) =1

para r > €. Definimos fo: M — R

fo(z) = f(2) + Cply(2))

Entao fo tem os mesmos pontos criticos que f para todo valor positivo C. Tomando ¢ sufici-
entemente pequeno podemos assumir que g(z) > ¢ para todo z € & e portanto p(g(z)) = 1.

Entao dado z € &, escolhemos C' > b —inf(f) e entdo temos

fe(z) = f(z) + C > f(z) +b—inf(f) > b

e, portanto, & C f5'((h,00)). Um argumento andlogo pode ser usado para singularidades
z # y com ind(z) < ind(y). Tais alteracoes nao afetam os homomorfismos d, e A.

Dados a < ¢ < b, um ¢ suficientemente pequeno e um 7 suficientemente grande, definimos:
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Ne={z€ M| f(¢7"(2)) <b+e f(2) > c}

Ny={z€ M| f(¢"(2)) 2 a—e,f(2) < c}

L,={z€e N,| f(z) =c}
Ly={2€ Ny| f(p"(2)) = a—¢}

Entao um trio-indice para o par atrator-repulsor y, z no conjunto invariante isolado S(z,y)
é dado por

No = N, UN,, Ny = N, U L,, No=L,UL,\ N,

Note que N, pode ser contraido para W*(z) N {f > ¢} tomando T" — oo. Da mesma
forma N, é uma vizinhanga tubular de W*(y) N {f < ¢} cuja largura converge a zero quando
T — oco. Como W*(x) e W*(y) se intersectam transversalmente, entdao N, N W*(z) N {f = ¢}
¢ constituido por finitas componentes Vi,...,V,,, cada uma contendo um tnico ponto z; €

M (z,y)NV,. Mais precisamente, seja D*1 a bola fechada em R*—!. Existe um difeomorfismo
Yy : Ny — DF-1 x pnhtt
tal que
Yy (L,) = ODF1 x pn=hitl
U, (W3(y) N N,) = {0} x D"+
U, (V;) = DF1 % {6;}

onde ; € D" %1 Em particular, V; é uma k — 1 variedade com bordo W, = V; N L,,

difeomorfa a D¥! via ¢; = mo4p,|,, : V; — D*1. A aplicagao m o ¢, : N, — D*! induz

v

um isomorfismo em homologia
Hy_1(Ny, Ly) = Hyo(D*1,0D" 1) = Hy, o (V;, W)

A orientagao dada em E*(y) determina um gerador da homologia o € Hy_1(Ny, L,) = Z

que, pelo isomorfismo acima é levado em «; € Hy_1(V;, W;). A classe de homologia de «;
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¢ determinada pela orientagao de T3,V; herdada pela orientacdo de E*(y) via o isomorfismo
definido pelo fluxo T,,V; — E"(y) que pode ou nao coincidir com aquela herdada de W*(x)
via a injecao

T..V; =T, W*z) NV f(z)" C T,,W"(z)

(tomando — <7 f(z;) como primeiro vetor da base). Assim, ambas as orientagoes coincidem se e
somente se n; = 1, onde n; € {—1,+1} é o sinal associado a 6rbita conectante ~,(s) = ¢*(z;).

Escolhemos uma triangulacao para as k — 1-variedades V; e estendemos a uma triangulacao
para a k variedade W*(z)N{f > ¢} com bordo W*(z)N{f = ¢}. Juntamente com a orienta¢ao

de W*(x), isto determina um gerador

ﬁj € Hk(Wu(l’) N Nw, W“(m) N Lz) = Hk(Nz; LT)

A classe de homologia de 903; € Hyp_1(W"(xz) N Ly, W*(x) N L, \'V;) = Hp1(V;,W;) é
representada pela triangulacdo original de V; junto com a orientacdo herdada de W*(z) e,

portanto, coincide com n;a;. Pelo isomorfismo Hy_1(N,, L,) = Hy_1(V;, W;) obtemos

Af = ana =n(z,y)a € Hy_1(Ny, Ly).

Jj=1

Detalhes da demonstragao do Teorema 1.6.15 bem como uma discussao sobre sua historia
se encontram em [Sa2|.

Demonstracao: |[do Teorema 1.6.15] Para j < k, seja Sy, a unido dos conjuntos M (z, y)
de todos os pares de pontos criticos de f com j < ind(y) < ind(x) < k. Estes conjuntos sao
compactos, ja que o fluxo gradiente é do tipo Morse-Smale.

Temos que o conjunto Sy; é um invariante isolado para j < k. Em particular, S, = M e Sk
sao todos os pontos criticos de indice k. Entao existe uma filtracao-indice No C Ny C --- C N,

tal que N, = M e (Ng, Nj_1) é um par-indice para Sy; com j < ke N_; = ().
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Segue do Lema 1.6.16 temos que existe um diagrama comutativo

O 41
Crsr Ck Cr-1

l | i

Ok+1 0
Hyy1(Ngg1, Ni) SUAL Hy(Ng, Np—1) —= Hy 1 (N1, N_2)

o

onde os isomorfismos verticais sao dados pela invaridncia do par-indice. Segue que
C C _
O 00 = 0.

Como H;(Ng, Ny—1) = 0 para j # k, segue da seqiiéncia exata em homologia que a aplicacdo
induzida pela inclusao H;(Nj) — H;(Nj41) é um isomorfismo para j # k, k + 1. Isso mostra
H;(Ny) — H;(M) é um isomorfismo para j < k e H;(Ny) = 0 para j > k. A tltima igualdade
mostra que no diagrama comutativo

0
0 —= Hy,(Ny) — Hyp(Ny, i) — 22— Hy_1(Nyoy)
X l

Hk71<Nk717 Nk72)

a seqiiéncias horizontais e verticais sdo exatas. Em particular o homomorfismo Hy_1(Ng_1) —
Hy_1(Ng_1, Nx_2) é injetivo e, portanto, o nicleo dos homomorfismos bordo coincidam. Estes

sao isomorfos a ambos Hy (V) e Ker 05 C Cy. Concluimos que a seqiiéncia exata em homologia
0 — Hiy1(Nig1, NlﬁkL) Hy(Ni) — Hp(Np11) —=0
é isomorfa & seqiiéncia exata

86
0 Chrs1 5 Kera}?ﬂ — H,(M) —0

Ker 05
e portanto Hy(M) =~ Ie%.
M Opiq

Note que o Teorema vale se Z ¢ substituido por qualquer grupo G.
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1.7 Seqiiéncias Espectrais

Leray introduziu em 1946 as seqiiéncias espectrais como uma técnica computacional para o
estudo de propriedades de homologia e cohomologia. Esta ferramenta passou a ter muitas
outras aplicagoes na topologia algébrica e, posteriormente, na teoria de Morse e na teoria de
Floer. Uma seqiiéncia espectral é uma seqiiéncia de complexos de cadeia tal que cada um dos
quais é o modulo de homologia do anterior. Existe um moddulo limite associado e a seqiiéncia
espectral é vista como uma seqiiéncia de aproximagoes para este modulo limite. As referéncias

para esta se¢ao sao |B], [D] e [Sp].

1.7.1 Definicao e propriedades basicas

Um médulo bigraduado £ sobre um dominio de ideais principais R é uma colecao indexada
de R-modulos E] | para todo par de inteiros p e ¢. Uma diferencial d" de bi-grau (—r,r—1) é

uma cole¢ao de homomorfismos d" : Ey  — EJ .., para todo p e g, tal que (d")* = 0. O

modulo de homologia H(E") ¢ um modulo bigraduado definido por

Kerd" : E;,q — BT

p—r,qtr—1
— T
Ep,q

o B) = 10 &

p+r,g—r+1

Notemos que d define um homomorfismo

0: @ E,, — @ E,,

p+q=k pt+q=k—1
tal que {4+, Ep g, 0} € um complexo de cadeias. Além disso, o k-ésimo modulo de homologia

desse complexo de cadeias ¢ igual a @, ,—rH, ,(F).

Defini¢ao 1.7.1. Uma seqiéncia espectral {E",d"}, r > 0, é uma seqiiéncia de complexos de

cadeia onde cada complexo E” é o moédulo de homologia do anterior, ou seja,
1. E” € um modulo bigraduado e d” é uma diferencial de bi-grau (—r,r — 1) em E";

2. Para r > 0 existe um isomorfismo H(E") ~ E".
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Existe uma técnica de visualizacao que deixa a estrutura da seqiiéncia espectral mais clara.
Temos trés indices, 7, p, e q. Para cada r, imagine que temos uma folha de papel quadriculada

e tomamos p na direcao horizontal e ¢ na direcao vertical.

EO
0 0 0 0
'Eo,s 'E1,3 'E2,3 ’Es,s
0 0 0 0
.EO,Q °E1,2 'E2,2 °E372
0 0 0 0
'Eo,l 'El,l °E2,1 ’E3,1
0 0 0 0
0E070 OELO OEZ’O 0E3,0
E! E?
1 1 1 1 2 2 2 2
°E0,3 'E1,3 °E2,3 'E3,3 °E0,3 'E1,3 b E2,3 d E3,3
1 1 1 1 2 2 2 2
QE(L2 QELQ 0E272 0E372 0E072 OELQ ° E2,2 ° E372
d2
1 1 1 1 2 2 2 2
'Eo,l 'El,l i e L1 ‘E3,1 'Eo,l ‘El,l b E2,1 b E3,1
1 1 1 1 2 2 2 2
’Eo,o 'E1,0 'E2,0 ’Es,o 'Eo,o ’El,o hd EQ,O b Es,o

A cada ponto associamos um £ . E muito comum k = p + ¢ ser outro indice natural na
seqiiéncia espectral. O indice k é constante em cada diagonal, noroeste para sudeste, em cada
folha. Como as diferenciais tém bi-grau (—r,7 — 1), entdo quando passamos de uma diagonal

para outra diagonal a sudoeste, k decresce por um. Quando r é zero, a diferencial d” move
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objetos um espaco para baixo. Quando r é um, a diferencial move objetos um espaco para
esquerda, semelhante & diferencial em um complexo de cadeias. Quando r é dois, a diferencial
move objetos assim como o cavalo se move no xadrez. Para r maior, a diferencial age como
movimento de cavalos generalizados.

Observemos que se £} , = 0 para algum par fixado (p, q) entao E]Z;fqg = 0 para todo £ > 0.

Um homomorfismo 1 : E — E’' de uma seqiiéncia espectral E para uma E’ é uma cole¢ao
de homomorfismos ¢" : E/ ~— E’;q para todos os p e ¢ que comutam com as diferenciais
e tal que 7 : H(E") — H(E'™) corresponde a o'+t : E+1 — E"' pelos isomorfismos
H(E") ~ E™! da seqiiéncia espectral.

Para definir o termo limite de uma seqiiéncia espectral, seja Z° o modulo bigraduado
Z0), =Kerd) : E) — E) e B%o modulo bigraduado B) , = Imd) ., : EY ., — EJ .
Entao B° € Z° e E' = Z°/B°. Sejam Z(E'),, = Kerd,, : E,, — E, ,, ¢ B(E'),, =
Imd, g, By

bigraduados Z' e B! de Z° contendo B tais que Z(E"),, = Z, /B), e B(E"),, = B, ,/By,

— E;q. Pelo Teorema do isomorfismo de Noether, existem submoddulos

para todo p e ¢. Segue que B! C Z! e temos
B°cB'cz'cZ2®
Utilizando o mesmo raciocinio e continuando por indugao obtemos submodulos
B°cB'c...cB c...czrc...cztcZ®

tais que B! = Z"/B". Definimos entao os modulos bigraduados Z*° =N, 2", B> = U,B" e
E>* = Z*/B*. O modulo bigraduado E* é chamado de limite da seqiiéncia espectral { E", d"}
e os termos E” da seqiiéncia espectral sao aproximagoes sucessivas de E°°.

Uma seqiiéncia espectral é convergente se dados p e g existe um inteiro r(p, q) > 0 tal que
para r > r(p,q), d, , - By — Ey .. ¢étrivial.

Uma seqiiéncia espectral é fortemente convergente se dados p e ¢ existe r(p,q) > 0 tal que
E} , = B, para todo r > 7(p,q). Por exemplo, se {E",d"} tem a propriedade de que para

algum r existem inteiros N e N’ tais que E;,=0parap < Nougq< N’, entdo a seqiiéncia
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espectral ¢ fortemente convergente. De fato, se £} =0 parap < N ou g < N’ entao E;:q =0
para todo r’ > r. Entao, dados p e ¢, escolhemos 7’ tal que 7’ > sup(p — N,q— N'+1). Assim

temos
!

!
! dr ! dr !
Ep+7"’,q—'r’+1 Ep,q Ep—v"’,qw’—l

onde o primeiro médulo é igual a zero, pois ¢ — 7' + 1 > N’ e o 1ltimo modulo é igual a zero
pois p — 1’ < N. Portanto

! !
o r'+1 o ~ le’e)
Ep,q ~ Ep,q = Ep,q'

1.7.2 Seqiiéncia Espectral num complexo de cadeias filtrado

Seja R um dominio de ideais principais.

Definicao 1.7.2. Uma filtracdo crescente F' em um R-mo6dulo A é uma seqiiéncia de submo-
dulos F, A para todos os inteiros p tal que F,A C F,;1A. Se A é¢ um modulo graduado, ou seja,
A ={A,} é uma colecao de R-modulos indexada por inteiros, a filtracdo deve ser compativel

com a graduagdo, ou seja, F,A é graduado por {F,A,}.

Dada uma filtracdo F' em A, o mddulo graduado associado G(A) é definido por

F,A

G(A)p = F 114
p—

Se A ¢ um modulo graduado, o modulo associado G(A) é um modulo bigraduado

FPAP+(1
G(A)pq = Foad,
A filtracao F' é convergente se N,F,A =0e UF,A = A. A filtracao F' é finita se F,A =0
para algum p e Fjy A = A para algum p'. E claro que toda filtracio finita é convergente. Nas
filtragoes convergentes, o moédulo graduado associado G(A) estd mais amarrado a A do que

em filtracoes arbitrarias. No entanto, mesmo no caso das filtragoes finitas, o modulo associado

G(A) nao determina A. Em uma filtragao finita:

i- Se G(A) =0 entao A= 0.
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ii- Se R é um corpo e A é um espago vetorial de dimensao finita, entao cada F, ¢ um
subespago e G(A) e A tém a mesma dimensao. Portanto, neste caso G(A) determina A

a menos de isomorfismo. O mesmo vale para R mais geral se cada G(A), ¢é livre.

Uma filtragao F' em um complexo de cadeias C' é uma filtracao compativel com a graduacao
de C' e com a diferencial de C, ou seja, cada F,C' ¢ um subcomplexo de C' da forma {F,C,}.

A filtracao F' em C induz uma filtracdo F' em H,(C') definida por
F,H.(C) =1Im[H.(F,C) — H.(C)].

Uma filtragdo F' no modulo graduado A é limitada inferiormente se, dado ¢, existe p(q)
tal que F,()A, = 0. Se F' é uma filtracao limitada inferiormente em um complexo de cadeias
C, entao a filtragao induzida em H,(C) também é limitada inferiormente. Portanto, se F' é
uma filtragdo convergente em C' e limitada inferiormente, ou seja, dado ¢ existe p(q) tal que
Fpe)Cq = 0, entdao o mesmo ¢ verdade para a filtracao induzida em H,(C).

O teorema seguinte associa uma seqiiéncia espectral a uma filtracao em um complexo de

cadeias. Sua demonstracdo se encontra em [Sp].

Teorema 1.7.3. Seja ' uma filtragao convergente limitada inferiormente em um complexo de

cadeias (C,0). FEziste uma seqiiéncia espectral convergente com
Eg,q = chp+q/Fp—10p+q = G(C)nq
E;,q ~ H(p+ q)(FpOp+q/Fp—10p+q)
e £ € isomorfa ao mddulo GH,(C).
A idéia da demonstracao é definir para cada r arbitrario
Zy ={ce F,C|dce F, ,C}
7z ={ce€ F,C| dc = 0}
que sao moédulos graduados com

Zyq =1{c € FyCpiq| 0c € Fy v Cpig}
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Zyy =1c € F,Cpiy| Oc =0}

Temos entao uma seqiiéncia de moédulos graduados
-1 0 1 o0 1 0_
.. C0Z,°,C02,C0Z,,C...CICNF,CCZrC...CZ,CZ,=FC.
Com isso definimos os modulos bigraduados
E, =7 /(21 +0Z) ) y)

EX = Z2)(Z2, + 00 N F,0).

A aplicagdo d manda Z) em Z_, e Z;:ll + 8Z;;:_1 em 8Z;:11. Portanto 0 induz o homo-

morfismo

d: bk, — E .
Notemos que E* nao determina H,(C') completamente, mas temos

FpHpiq(C)

E* ~GH,(C)y, = ——————~—.
e ( )p7q pral+q(C)



Capitulo 2

Método da Varredura

2.1 Contextualizacao

Sejam M uma variedade compacta suave Riemanniana n-dimensional e D(M) = {M,} L, uma
decomposicao de Morse de M. Consideremos o caso em que um complexo de cadeias de Conley
com a filtracao mais fina é na verdade um complexo de Morse, ou seja, cada conjunto de Morse
M, é uma singularidade hiperbélica do fluxo ¢ gradiente de uma funcao de Morse f : M — R.
Dados  uma singularidade de indice £ e y uma singularidade de indice kK — 1 o conjunto das
orbitas conectantes é finito. Orientamos as variedades instavel e estavel.

Seja C' = {Cy} o Z-modulo graduado gerado pelas singularidades e graduado por seus

indices, ou seja,
Cr, = P z(x)

onde z percorre o conjuntos dos pontos criticos de f tais que ind(z) = k.
Consideremos A a matriz de conexao associada a D(M) construida como no Capitulo 1,

ou seja,
e A ¢é dada pelas aplicagoes Ay : Cp — Ch_1 via

Ag(x) =Y n(z,y)(y)

43
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Ci—1 Cy, Cry1 Cry2
0
Clr_o 0 O
0
Ay
Cr 0
0
AV
Cy 0
0
JAVARY
Crt1 0
0 i
0
0

Figura 2.1: Matriz de conexao.

onde y percorre o conjunto dos pontos criticos de f com ind(y) = k—1 e n(z,y) é o nimero
de orbitas contadas com orientagao. Para contar 6rbitas com orientagao escolhemos ¢ um
valor regular de f com f(y) < ¢ < f(x) e n(x,y) é o namero de intersecgoes das esferas

S =Wu(z)N f~(e) e STF = Wi(y) N f7(c).
e A é uma matriz triangular superior e A o A = 0,

e A:(C — (C édiferencial do complexo de cadeias graduado de Morse

(C,A) = (Z{critf), A).

Usamos a mesma notacao para as aplicacoes Ay que sao submatrizes de A. Veja a Figura
2.1.

Notemos que as colunas da matriz A nao precisam estar necessariamente ordenadas com
relacdo a k, mas apenas exigimos que a aplicacao Ay preserve a filtracao.

As notagoes de operador de bordo 0 e de sua matriz A serdo usadas indistintamente.

Notemos que a r-ésima diagonal auxiliar de A tem entradas Apii_,,+1 que representam
o numero de interseccao das esferas instaveis e estaveis determinadas pelas conexdes entre

variedades instaveis e estaveis de M,y e My, para p € {r,...,m — 1}. Se a (p + 1)-
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ésima coluna intercepta a submatriz Ay, entdao My, e M,y1_, sao singularidades de Morse
com indices k e k — 1 respectivamente, as quais denotamos por hy e h,_1. Estas singularidades
estao nas filtragoes F),\ F,_1 e F},_,\ F,,_,_1 respectivamente. Logo dizemos que o par (hy, hy_1)
tem gap r. Assim, a r-ésima diagonal auxiliar quando interceptada por Ay registra informacao
de singularidades numericamente consecutivas de indices de Morse k e £ — 1. Usamos a mesma
notacao para indicar a cadeia elementar de C'.

A uma cadeia elementar hy € F, \ F,_; associamos a (p + 1)-ésima coluna de A. Notemos
que a numeracao das colunas estd deslocada por um com relacao ao indice p da filtracao p.

Neste trabalho, explicamos como a matriz de conexao A determina a seqiiéncia espectral,
ou seja, como A determina os espacos E” e como induz as diferenciais d".

Como vimos na Secao 1.7, o complexo de cadeias filtrado graduado C' determina uma

seqiiéncia espectral (E",d") tal que E” é o modulo bigraduado sobre Z
T r r—1 r—1
Ep,q = Zp,q/(prl,qul + aZp+r71,qfr+2)

onde,

Zyq=1{c€ F,Cpiq| Oc € i Cpigr}

ed :E), — E .., ¢uma diferencial de bi-grau (—r,r — 1),

Em alguns casos omitiremos a referéncia a ¢, pois seu papel é importante quando considera-
mos uma decomposicao de Morse mais geral. Quando o conjunto de Morse é uma singularidade
de indice k, o tnico g tal que EJ ¢ ndo nulo ¢ ¢ = k — p. Portanto, nestes casos fica entendido
que k) é de fato EJ ;.

Assim, o modulo Z] consiste de cadeias em F,C' cujos bordos estao em F, .C'. E natural
olhar para as cadeias associadas a colunas da matriz de conexao que estao a esquerda da
(p + 1)-ésima coluna (incluindo a mesma). Isto garante que qualquer combinacao linear de
cadeias respeita a filtragao. Além disso, como os bordos das cadeias devem estar em F,_,.C,

devemos considerar as colunas ou combinacoes lineares das mesmas que respeitem a filtragao

e que tenham a propriedade de que as entradas em linhas ¢ > (p — r + 1) sejam todas nulas.
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Conforme r cresce, os Z-modulos £ mudam de geradores. Afim de conectar esta mudanga
algébrica de geradores de Z-modulos da seqiiéncia espectral a uma familia particular de matrizes
{A"} obtidas por mudangas de base sobre QQ a partir da matriz de conexao A, apresentamos o
algoritmo de varredura para a matriz de conexao associada ao complexo de Morse C'. O método
da varredura destaca algumas entradas nao nulas importantes na r-ésima diagonal auxiliar de
A" que chamamos de pivds primdrios e pivds mudanca de base. Tais entradas determinam
uma matriz do préximo estagio, A’ e sdo significativas na determinacdo dos geradores de
E" em termos da base original de C' e das diferenciais dj, : £, — EJ .. A cada passo, ATl
uma mudanca de base sobre Q de A".

Dada uma entrada nao nula A,_,.; 41 em A, existe uma 6rbita conectante unindo duas
singularidades. Por outro lado, se A,_, 11,41 € zero, as técnicas desenvolvidas nesse trabalho
nos permitem verificar que existe um caminho unindo as singularidades hy, € F, e hy—1 € F,_,

.
quando A, 41,41 corresponde a d;, # 0.

2.2 Construcao da familia A"

Nesta secao apresentamos o método da varredura, que constréi recursivamente uma familia de
matrizes A" para r > 0, tais que A” = A é uma matriz de conexdo, considerando no r-ésimo
passo a r-ésima diagonal auxiliar. Esta familia de matrizes é usada para determinar a seqiiéncia
espectral (E7,d").

Observemos que o método da varredura, bem como todos os outros teoremas neste traba-
lho, nao exige que as colunas da matriz A estejam ordenadas com relacao a k, ou seja, que
as singularidades hj estejam ordenadas com relagao a filtracao. Sem perda de generalidade,
assumimos que as singularidades estejam ordenadas com relacao & filtracao no intuito de sim-
plificar a notacao permitindo que os indices referentes as colunas crescam de um em um. No
entanto, em uma situagao mais geral, podemos introduzir uma notacao de subseqiiéncia para
as colunas, considerando apenas a interseccao das diagonais auxiliares com as colunas associa-

das a singularidades de indice k. Por simplicidade, em nossos exemplos também mantemos as
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singularidades ordenadas com relagao a filtragao.
Fixada uma diagonal auxiliar r, o método descrito abaixo deve ser aplicado para todo k

simultaneamente.

Passo Inicial

1. Considere todas as colunas hy junto com todas as linhas h;_; em A. Sejam Ay, . as

entradas de A tais que a i-ésima linha é hy_; e a j-ésima coluna é hy,.

Seja &1 a primeira diagonal auxiliar de A que contém entradas nao nulas Ay, ;. Tais
entradas serao chamadas de k pivos primarios. Assim, para cada Ay, ; nao nulo em
&1 as entradas Ay, ; para s > i sao todas nulas, pois caso contrario as mesmas teriam

sido detectadas como pivos primarios em uma diagonal auxiliar £ para £ < &;.

Encerramos este primeiro passo definindo A%t como sendo A com todos os k pivos

primarios da &;-ésima diagonal auxiliar marcados.

2. Consideremos a matriz A e sejam A%j as entradas em A%l tais que a i-ésima
linha é hy_; e a j-ésima coluna é hi. Seja & a primeira diagonal auxiliar maior
que & que contém entradas nao nulas Ail_ . Construimos a matriz A% seguindo o

57

procedimento abaixo:

Dada uma entrada A%j nao nula na &-ésima diagonal auxiliar de A%

(a) se nao existem pivos priméarios na i-ésima linha e j-ésima coluna, marque Ail_ _
¥
como um k pivo primario e o valor numérico desta entrada permanece o mesmo,
: & _ A&
ou seja, Ay = Ay .
(b) caso contrario, considere as entradas na j-ésima coluna e na s-ésima linha com

s> i em A&,

(b1) Se existe um k pivd primario em uma entrada na j-ésima coluna e na s-
ésima linha, com s > 7, entao o valor numérico de A,? _permanece 0 mesmo
2,7

e tal entrada nao é marcada, ou seja, Aifj = A%j.
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he
h;:-jll)
h;::z)
h;fflg)

(s+4)
h‘k—l

(b2) Se nao existem pivos primarios na j-ésima coluna abaixo de A%J entao
existe um k pivo primério na i-ésima linha, digamos na t-ésima coluna de
A% com t < j. Neste caso, o valor numérico da entrada A%_J_ permanece
0 mesmo, mas no entanto este ¢ marcado como pivéo mudanca de base, ou
seja, A%J = Ailj

Notemos que A& & na verdade igual a A exceto pelas entradas da &-ésima

diagonal auxiliar marcadas com pivos primarios e mudancas de base. Veja

Figura 2.2.

hz(f) h;fﬂ) hl(ce+2) h§€4+3) h,<f+4)

- &
&1

Figura 2.2: Diagonais Auxiliares & e &

Passo Intermediario

Neste passo, consideramos a matriz A" com os pivos priméarios e mudancas de base

marcados na £-ésima diagonal auxiliar para todo £ < r. Vamos descrever agora como a
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matriz A™™! ¢ definida. Sem perda de generalidade, podemos supor que existe pelo menos
um pivd mudanca de base na r-ésima diagonal auxiliar, pois caso contrario A’ = A"
com a (r 4+ 1)-ésima diagonal auxiliar marcada com pivos primdrios e pivos mudanca de

base.

Mudanca de Base

Suponhamos que Azi’j é um pivd mudanca de base. Entao realizamos uma mudanca
de base em A" adicionando uma combinacao linear em Q de todas as hy colunas ¢ de
A" com Kk < ¢ < j, onde K é a primeira coluna de A" associada a uma k-cadeia, a
um miltiplo inteiro positivo u # 0 da j-ésima coluna de A", com o objetivo de zerar a
entrada Azm sem introduzir entradas nao nulas da forma Azw_ para s > i. Além disso, a
combinacao linear resultante deve ser da forma ﬁ"‘h,gf) +oee 5j_1h,(€j_l) + ﬁjh,(cj) com [3*
inteiro para ¢ = k,...,Jj. A notacao hgf) indica a k-cadeia elementar associada a /-ésima

coluna de A.

O inteiro u é chamado coeficiente lider da mudanca de base. Se mais que uma combinacao
linear for possivel, escolhemos aquela que minimiza u. Seja v o coeficiente lider minimal
de uma mudancga de base. Uma vez que a mudanca de base ¢ feita, obtemos uma k-cadeia
associada a j-ésima coluna de A" que é uma combinacdo linear em Q das (-ésimas hy,
colunas Kk < ¢ < j de A" mais um miltiplo inteiro v da j-ésima coluna de A" tal que
A};Jrjl = 0. Além disso esta combinacao linear é também uma combinagao linear inteira

de colunas h; de A a a esquerda da j-ésima coluna.

Observe que se a (-ésima coluna de A" é uma h, coluna, entdo corresponde a uma
— Z —
e . 7), i (L L
combinacao linear inteira ol = E c/h,g) de h; colunas de A tal que a k-ésima coluna
l=kK

indica indice de

, . . . - 7),
é a primeira coluna de A associada a uma k-cadeia. A notacao de a,i I

Morse k e a (-ésima coluna de A”. Portanto, se a j-ésima coluna A" ¢ uma hy, coluna,
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entao sera da forma

7j—1
o0 r+1_uZ Va1 D TR e (G R g
(=K U(N.H),r PRCORS
ne o
(2.1)

ou, equivalentemente,

(el + gy a7 4 gl (uel g dy e qen BT +

+ (uel” + g RV +ud) Y (2.2)
comcy"=1e
C’i,r+1 — UCZ;T + qj—lcli_lﬂ‘ + -+ qncz’r cZ (23)
i = udiy F gy e gencny” € Z (2.4)
It =l + gl €T (2.5)
I =ud" e (2.6)

E claro que a primeira coluna de qualquer Aj ndo pode sofrer nenhuma mudanca de

base, j4 que nao existem hj colunas a sua esquerda, o que explica o porque ¢ =
Z —
iy (€ iR T
Notemos que ¢; = 0 em ¢ E c/h,i) quando a f-ésima, coluna tem um pivo primério em

=1
uma linha s para s > 1.

Se o pivd primario da i-ésima linha estd na ¢-ésima coluna entao o ntimero racional ¢; é
t

nao nulo em Z cz’rh,(f) e é tal que
=1

r+1 __ T T
AkL,J — uAkm + thk‘i?t — 0

Como u > 1 é tnico, entao ¢; é unicamente definido.
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Uma vez que o processo acima é feito para todos os pivos mudanca de base da r-ésima

diagonal auxiliar de A", podemos entao definir uma matriz mudanca de base.

Portanto a matriz A" tem valores numéricos determinados por uma mudanca de base
em Q de A". Em particular, todos os pivos mudanca de base na r-ésima diagonal auxiliar

de A" sao iguais a zero em A", Veja as Figuras 2.3 e 2.4.

£),r (£+1),r (£4+2),r (£+3),r (£+4),r (£45),r
O O (o8 (e (e (e

Q
=~
| w
=3

- ® .
=]
w

o 0 1 1

ot 0 0 (3) 2

oA 0 0 0 0@ 5

o 0 0 0 0 0 o ril
T

Figura 2.3: Método da varredura: A’.

Marcando a (r + 1)-ésima diagonal de A"!

Consideremos a matriz A" definida no passo anterior. Marcamos a (r + 1)-ésima
diagonal auxiliar com pivds priméarios e mudanca de base como segue:
Dada uma entrada nao nula A} !

2,7

1. se nao existem pivos primarios na i-ésima linha e nem na j-ésima coluna, marcamos

AZT como um pivo primario de indice k.
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2. se este nao é o caso, consideremos as entradas na j-ésima coluna e na s-ésima linha

com s > i em AL

(bl) Se existe um k pivo primario na j-ésima coluna abaixo de A’,;*Jl entao este nao

é marcado.

(b2) Se nao existem k pivos primdrios na j-ésima coluna abaixo de A} entdo existe
50

um k pivo primdrio na i-ésima linha e em uma coluna ¢t de A", com ¢ < j.

Neste caso, marque A7 como um pivé mudanca de base. Veja a Figura 2.4.
) k; i

Passo Final

Repetimos o procedimento acima até que todas as diagonais auxiliares tenham sido con-

sideradas.
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(s),r+1
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(s+1),r+1
Ok—1
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(s+3),r+1
Ok—1

(s+4),m+1
Ok—1

[ 1 041 1 042 1 043 1 044 1 045 1
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Exemplo 2.2.1. Seja A como na Figura 2.5. Aplicando o método varredura em A obtemos
as matrizes A, A2 A3 A% A5 A® AT e A® dadas pelas Figuras 2.6, 2.7, 2.8, 2.9, 2.10, 2.11,

2.12 e 2.13 respectivamente.

O leitor pode facilmente notar que o calculo da familia de matrizes produzidas pelo mé-
todo varredura ¢ trabalhoso. Portanto, ao longo deste trabalho, ilustramos varios de nossos

resultados utilizando este tinico exemplo.

53 h?} L hg L 1?’ h}g_fé) h? h,lz% If,(:;) hlzg’ hﬁ? ;@E; hF;: }Ei h?é 11?3
Fy ho o 0o o o ©0 0O O 0O 0O 0 0 0 0 0
AR 1o o o |2 3 2 1 0o 0 0 0 0 0 0
EM) o o o |2 3 1 0o 2 1/ 0o 0o 0 0 0
Fy b o o o o ©0O o0 O 0 ©0 0 1 -3 1 0
Fy hY o 0o o o0 ©0 0O o0 ©0O O 1 0 2 0 0
Fs b o 0o o0 0o ©0 0 0 0 0 -3 -2 1 -3 0
Fo hy o 0o o o o0 o0 0 0 0 3 2 -2 4 0
Fr Y o 0o o0 ©0 0 0O 0o ©0 0 -1 1 -2 1 0
Fy b o 0o o o ©0 0 ©0 0 ©0 2 -2 3 -1 0
BRul o o o o o o 0o 0 0 0 0 0 0 0
Foh!l o o o o o o o 0o 0 0 0 0 0 0
a0 o 0o o o o o 0o o0 0 0 0 0 0
Fobl o o 0o o o o 0o 0o 0 0 0 0 0 0
Fiz hy, o 0o o o ©0O 0O O 0 O 0 0 0 0 0

Figura 2.5: A.

Para a construcao de A! marcamos a primeira diagonal auxiliar e as entradas nao nulas

nesta diagonal Al, e A2, serdo pivos primarios. Veja 2.6.
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
O S PR R SR 1 S e G S o s R

ho 0 - 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Rl o o 0 |2 3 2 1 0o 0o 0 0 0 0 0

K1 0 o o2 3 1 0 2 1] o0 0 0 0 0

Wfo o o o0 o o 0o 0 0 1 -3 1 0
B>l o o 0o 0o 0.0 0 0 0 1 0o 2 0 0
Bl o o o o o o -0 0 0 -3 -2 1 -3 0
Kfo o o o o o o0 0 3 2 -2 4 0
h® 0 0 0 o 0 0o 0o 0 -0 -1 1 -2 1 0
R o o 0o 0o 0o 0o 0 0 0 (2 =2 3 -1 o0

Figura 2.6: Al.

Para a construciao de A? marcamos a segunda diagonal auxiliar e analisamos todas as
entradas nao nulas nesta diagonal. Notemos que A%A e A%,lo sao entradas acima de pivos
primaérios e, portanto, nao sao marcadas. Por outro lado, A§75 e AS’H nao estao acima de pivo
primério mas existem pivos primérios a esquerda dos mesmos. Portanto tais entradas sao pivos

mudanca de base. Veja 2.7.

Como temos pivos mudanca de base em A? entao serd feita uma mudanca de base em AZ

para a construcdo da matriz do proximo passo A3.
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2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
O S R S U R S S R e S v B

ho o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
K21 0 o 02 3 2 1 0 0 0 0 0 0 0
Al o 0o o @ - 1t 0o 2 1/ 0 0 0 0 0
KWl o o 0o 0o o 0 0 0 0 0 1 -3 1 0
o o o o o 0-0 o o1 o 2 o o
910 o o o o 0o 00 0 -3 -2 1 -3 0
K10 o o o o o o 0 -0 3 2 -2 4 0
Ao o o o o o o 0 0 -1 1 -2 1 0

Figura 2.7: A2
Esta mudanca de base deve obedecer as seguintes regras:
1- Cada coluna mudada é uma combinac¢do linear sobre Z das colunas de A (de hy’s).

2- A mudanca de base zera a entrada do pivd mudanca de base sem acrescentar entradas

nao nulas abaixo.

3- A mudanca respeita a filtracdo, ou seja, s6 podemos fazer operacdes com colunas a

esquerda.
Assim

o 09— o _ gph

11),3 11) 10
i Ui(g+1 = hl(c+1 + hl(chi
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o_[()l),!i U;@f Ul(i),l:s UI(€4).,3 gl(cs).,:s 0_1(66)73 gl(;)s O_I(CS)A,S gl(cs);s 01(613,3 SOD3 (1203 (13)3  (14)3

k41 k+1 k41 n

o = hy 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
P 0 0 0 2 0 2 1 0 0 0 0 0 0 0
o®F = n®, 0 0 0o (2 0 0 2 1 0 0 0 0 0
oM® = pl¥ 0 0 0 0 0 d‘”m_o 0 0 3/2 52 0 1 0
o —on® _3pM | 0 0 0 0 0 0 00 0 12 1/2 1 0 0
o3 = pl® 0 0 0 0 0 0 0 0““-_Q B 1 -3 0
o = p{" 0 0 0 0 0 0 0 0 0 “- 3 5 -2 4 0
o * = nY) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —10 -2 1 0
o3 = p® o o o o o o o o o (2 0 -1 0
o038 — p{10) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ot =n 0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o203 — p12) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
oM = n'?) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o3 = h, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Figura 2.8: A3,

Assim como antes, para a construcio de A® marcamos a terceira diagonal auxiliar e anali-
samos todas as entradas nao nulas nesta diagonal. Veja 2.8. Novamente, a existéncia de pivos

primarios em A? indica que havera mudanca de base em A3 para a construcao de A%

. 01(66) A _ 0_}({6),3 B % ]i5),3 B %‘71(:1)73

=h® — 12n? —3n") — Ln
=h® — Y + Y

(124 _ o (12

® 04t k+1 _3 k+1

12)
- 2h1(9+1 o 3hk+1

Notemos que as novas colunas de A* combinacdo linear sobre Q das colunas de A% que

minimizam o coeficiente lider. Seguindo este raciocinio varremos todas as diagonais.



J(()l),zl (2),4 (3),4 U](C4),4 U}(CS)A U}(CG)A O_I(C7),4 O_I(CS)A O_I(CQ)A 0_(10),4 0_(11),4 0_(12),4 a_](cfl),zl J£L14),4

Op-1 Ok k+1 k1 k1
o = by 0 0 0 0 .0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ot = n®, 0 0 0 2 0‘ @ 1 0 0 0 0 0 0 0
oDt — 0 0 o |(2 o 0""*.0‘\ 2 1 0 0 0 0 0
oMt = plY 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 —-1/2 0
] ot = 2p(? — 3p\M 0 0 0 0 0 0 0 0 o -1 =2 6 -3/2 0
E o= p® P @[ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —3 -5 11 -3 0
N ot = p{" 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 @ ~13 4 0
i o4 = p® o o o o 0 0o 0 0 0 -1 0 @ 1 0
- ot = 0 0 0 0 0 0 0 0 o (2 0 0 @ 0
ot = n) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0“—,_‘(‘)
ot =+ ) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o2t =2n('2) — 3n{!) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
) o o o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

oW — g 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8¢
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0_(()1){) = h/o

(2),5 _ 1(2)
oyl =h2y
(3),5 (3)
oyl =hyy

(4)5 _ 1 (4)
o, =hy

o5 — op® _ 30

oA < A

oD% — ()

o5 _ ®

oA = 1)

51005 _ ,(10)

k+1

(11),5 _ ,(11)
Opr1 =l +hi

k+1

(10)

G125 _ 9p(12) _ 41.(10)

k+1

o (13):5 _ 5, (13)

k+1

14),5
(77(1, )5 _

k+1 k+1

12) 10)
k1 T hl(v+1 - h1<c+1

hp

A o2 ol

0

0

0

0

0

0

5 0_1214),5 a_l(€5).,5 0126),5 U}(V'T),E O_I(CS),S 029),5
0 0 0 0 0 0
2 0 @ 0 0

2 o o 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

(10),5
Tk+1

0

0

(11),5
k+1

0

0

(12):5

k+1

0

0

5 (13):5

k+1

0

0

14),5
o0

6¢
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081)76 = ho
2),6 2
‘71(971 = hgcjl

3),6 3
o-l(cf)l = hl(97)1
0124),6 _ h;f)
S5 _ o4 _ 3

o6 Z 4® _ 1©) 4 4D

o1 — WD _ 1 4 4O p

g;cs),@ _ hl(cg) _ h,i“)
o6 —

5(10),6 _ 5 (10)

k+1 k41
(11),6 (11) (10)

O =l + g
12),6 12 10

UIEH»% = 2h§c+i - 3hl(c+i

(13),6 __ ;(13) (12) (10)
Opi1 =M ii+hf — g

o6 _

Jél),ﬁ

0

0

(2),6
Ok-1

0

0

(3),6
Ok-1

0

0

0_124),6 JI(CS),G 0_}(;5),6 O_I(C’?),G 0_1(68),6 O_I(CQ),G
0 0 0 0 0
2 o (1 B2l o
(2 o 0 0 [1]
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

AN A o o
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
-1 0 -3 0
0 2 5 1
0 0 -2 0
s 6 1 [
-1 0 €D 0
(2) 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

09
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08” 7= ho

AT =2,

g Iia—)f = hfil

01(64),7 _ hg:x)

oD =2on —3p{Y

AT < O HP 1

o7 = B — pO 4 p() —
o7 = p® 420 —2n) 4 p(Y
o =n? 0 + 0

(10,7 _ 4 (10)

k+1 k+1

11,7 _ ,(11) (10)
Tkt = M1 + s

(12),7 (12) (10)
Opp1 = 2hy 5 — 3y

13),7 13 12 11 10
O'Ii+; = 5h,(c+i + 5hl<c+; + h’;ﬁ»i - 4hl(c+i

14),7
(77(,, - hy,

(1),7

99

(2),7
Ok—-1

0

0

0_(32,7 0_]5:4),7 0_1(65),7 0_15:6),7 0'](@7%7 0_12:8),7 0129),7
o 0 0 0 0 0 0
o |2 o (1 o 0 - Fi
o |2 o 0o 0o o0 0
o 0o 0 0 0 0 0
o 0o 0o 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0
o 0o 0o 0 0 0 0
o 0o 0o 0 0 0 0
o 0o 0 0 0 0 0
o 0o 0o 0 0 0 0
o 0o 0o 0 0 0 0
o 0o 0 0 0 0 0
o 0o 0o 0 0 0 0
o 0o 0o 0 0 0 0

o’ ol AT ol
0 0 0 0
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0 0 0 0
0 0 -5 0
0 e 5 3
2 0 0 0
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-1 0 Q) 0
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0 0 0 0
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2.3 Propriedades de A"

As proposicoes nesta secao descrevem propriedades basicas das matrizes A" produzidas pelo
método da varredura. Estas serao usadas nas demonstracoes dos resultados principais. Mais
especificamente, nossa atencao estara voltada para a caracterizacao de propriedades associadas
aos pivos primérios e pivos mudanca de base, que por sua vez sao essenciais na determinacao
da seqiiéncia espectral.

E facil ver que cada matriz A" é triangular superior e tem quadrado zero, ja que é recursi-
vamente obtida de uma matriz de conexao inicial A por mudancas de base sobre Q.

Para simplificar a notacao, quando nao for necessario, a referéncia ao indice £ na matriz

Aj, serd omitida.

Proposicao 2.3.1. Se a entrada A} _, ., ., € identificada pelo método da varredura como um

pwd primdrio ou um piwd mudanga de base entao Ay, =0 para todo s >p —r+ 1.

r

Demonstragao:  Pelo método da varredura A7 .

, hao pode ser um pivo primario para

todo s > p — r + 1. Como entradas nao nulas abaixo da r-ésima diagonal de A" que nao sao

r

pivo primdrio somente ocorrem em colunas acima de um pivo primario entao Af ,

1 = 0 para
todo s >p—r+1. [ ]

Observe que se A};m é um pivo primario, entao nao existem combinacoes lineares de colunas
a esquerda da j-ésima coluna que, adicionadas a um multiplo da j-ésima coluna zerariam esta
entrada mantendo todas as entradas Azm iguais a zero para s > i. De fato, existem trés tipos
de colunas hy a esquerda da j-ésima coluna. Ou o pivo primério estd acima da i-ésima linha,
ou abaixo, ou a coluna nao tem um pivd priméario em A”. No dltimo caso, a coluna tem todas
as entradas abaixo da r-ésima diagonal iguais a zero. Este também é o caso quando o pivo
primario estd acima da ¢-ésima linha j& que todas as entradas abaixo do pivd primario sao
iguais a zero. Assim, esses trés tipos de colunas nao podem contribuir em uma combinagao
linear que tem por objetivo zerar a entrada Azm.

A Proposicao 2.3.2 afirma que nao podemos ter mais do que um pivo primério em uma

linha ou coluna fixada. Além disso, se existe um pivo primario em uma linha ¢ entao nao existe
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pivd primario na coluna 7 e vice versa.

Proposicao 2.3.2. Seja {A"} a familia de matrizes produzidas pelo método da varredura
aplicado a uma matriz de conexao A. Dados quaisquer dois pivds primdrios Azij e A% ,

temos que {i,j} N {m, ¢} = 0.

Demonstracgao: O tnico caso ndo trivial que precisa ser considerado ¢ quando k = k+1
e, neste caso, temos que mostrar que j # m. Suponha que existe um pivo primério na j-ésima
coluna e outro na j-ésima linha de A", isto é, A};Z_J e A};HN sao pivos primarios. Entao
A;S’j = 0 para todo s > i e A};HM = 0 para todo s > j.

Sejam 0,(;) ‘71(@)’1 e a,(i)f cadeias associadas & j-ésima, a i-ésima e a (-ésima colunas de A"
respectivamente.

Como A" tem quadrado zero, V; = {0,(:1’;, a,(cj)’ Uk;+1} nao pode ser uma intervalo ja que
A"(V1)? # 0. Portanto, deve existir um o?" associado a jg—ésima coluna de A" tal que

"4 Ulij)’r, Af, #0eApy,  # 0. Notemos que jo < j, pois 0 "L ak )7 6 todas as
entradas abaixo de um pivo priméu"io sao iguais a zero.

A entrada Azm nao pode ser um pivoé priméario, pois a i-ésima linha ja tem um pivo
primario. Portanto, o pivd priméario da j;-ésima coluna deve estar abaixo da entrada A};m, ou
seja, existe um a,(:f)l’T associado a ir-¢sima linha de A", com iy > 4, tal que A} & um pivo
primario. Segue que A} . 0 para todo s > 75. Veja a Figura 2.14.

Analogamente, V5 = {ak i ,U,E: j2)r a,(flf} nao pode ser um intervalo ja que A" tem quadrado

zero e AT(V3)? # 0. Portanto, existe o (B) na js-ésima coluna de A’ tal que a,(f‘“’)r £ a,ijg)’r,
33<j7 12]3%06 2+1 %O.
Mostremos que ak 7é a . Pela construcao de a,(ng)’r temos que AZQ i # 0 com iy > i.

Portanto, se j3 fosse igual a 7 entao teriamos uma entrada A’,;iw # (0 abaixo do piv6 primério
Ay, ;- Mas isso contradiz o fato que Aj =0 para todo s > 4.

Repetindo os passos acima e sempre usando o fato que A" tem quadrado zero, eventualmente
se esgotarao as linhas ou as colunas para continuar os argumentos acima. Veja Figura 2.15. Se

as hy, colunas se esgotarem, entdo teremos um intervalo V' com A(V)? # 0, o que contradiz o
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(@) (jz)f" () _(G)r (0),r

Ok-1 Ok fop oy on
(i),r . o
7 By <Af/>
U(ifz),r T
! A k211>
(72)r .
7 Akﬂ Joul
G (er —
' ke S
(0)r
Ok41

Figura 2.14: Impossibilidade de pivos primarios na j-ésima linha e na j-ésima coluna simulta-

neamente.

Figura 2.15: Construcao de uma seqiiéncia finita de singularidades.
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fato de A" ter quadrado zero. Por outro lado, se nao existem mais h,_; linhas entao teremos
uma entrada nao nula em A" abaixo da r-ésima diagonal auxiliar que nao é um pivo primario
e nem uma entrada acima de um pivo priméario. Isto contradiz o fato de que as tinicas entradas
nao nulas em A" abaixo da r-ésima diagonal auxiliar sao pivos primarios ou entradas acima

de pivos primarios.



Capitulo 3

Os Modulos Eg da Sequéncia Espectral

Nesta se¢do, mostramos como os Z-modulos E} sao determinados quando aplicamos o método
da varredura & matriz A. Os pivos primarios e pivos mudanca de base de A" produzidos pelo
método da varredura tém um papel importante no processo de determinar os geradores de Z7,
dai a necessidade de mostrar que os pivos sao sempre inteiros.

Lembre que

Ey =2, /(Z 71 +0Z)} )

onde

Zy ={ce F,C|dce F, ,C}.

Cada hj, coluna da matriz de conexao A representa conexoes de uma cadeia elementar hy
de Cy a uma cadeia elementar h,_, de Cj_1.

O Z-modulo 7, = {c € F,Cy;0c € F,_.Cy_1} é gerado por k-cadeias contidas em F,C
com bordos em F,_,Cj_y. Isto corresponde na matriz A a todas as hj colunas a esquerda da
(p+1)-ésima coluna ! ou combinagoes lineares destas hy colunas, tais que seus bordos (entradas

nao nulas) estdo acima da (p — r + 1)-ésima linha.

LAs expressoes "acima da linha" e "& esquerda da coluna" pressupdoem a inclusdo da linha e da coluna em
questao enquanto que as expressoes "abaixo da linha" e "a direita da coluna" nao incluem a linha e a coluna

em questao
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Analogamente Z;:lljk‘f(pfl

todas as hy colunas a esquerda da p-ésima coluna ou combinagoes lineares destas h; colunas

y = {c € F,_1Cy;0c € F,_,Cy_1} corresponde na matriz A a

cujos bordos estao acima da (p — r + 1)-ésima linha.

Finalmente,
—1 i
02, 1 o) —pir1) = ¢ € Fpir1Clir; 0c € F Ok}
¢ o conjunto de todos os bordos de elementos em Z;—Q_—i—l,(k—i-l)—(p—kr—l)’ 0 que corresponde na

matriz de conexdo A a todas as hy colunas a esquerda da (p + 1)-ésima coluna (ou equivalen-
temente todas as hg-linhas acima da (p + 1)-ésima linha) que sao bordos de hy,1 colunas que
estao & esquerda da (p + r)-ésima coluna.

A singularidade de indice k em F,Cj \ F,_1C} corresponde a uma k cadeia associadas a

.. . . (p+1)
(p + 1)-ésima coluna de A. Denotamos tal singularidade por h;”" .
A Proposigdo 3.0.3 estabelece uma férmula para 2, .
Proposicdo 3.0.3. 7/, = Z[u(”“)”’a,gpﬂ)’r, u(p)”_la,(cp)’rfl, . ,u(“)’T_p_““”a,(f)’r*p*l“] onde

K € a primeira coluna de A\ associada a uma k-cadeia e p9¢ =1 quando o pivd primdrio na
j-ésima coluna esta acima da j — C-ésima linha e U< = 0 quando o pivé primdrio da j-ésima

coluna estd abaizo da 7 — (-ésima linha.

(erl*é) =
k

Demonstracgao: Observemos uma cadeia o ¢ pertence a matriz A¢ e, por defi-

ni¢do, pPT1=97=¢ = 1 se e somente se o pivd primério na (p + 1 — £)-ésima coluna esta acima
da linha (p+1—¢) — (r — &) = p—r + 1. E facil verificar que as cadeias correspondentes a
colunas cujos pivos primarios estao abaixo da (p—7r+1)-ésima linha nao representam geradores
de Z,_,. Consideremos entao a k-cadeia 0,?“75)”75, com ¢ € {0,...,p+ 1 — K}, associada
a (p+1— &)-ésima coluna de A™¢ tal que o pivo primério da (p + 1 — £)-ésima coluna de

A" esteja acima da (p—r -+ 1)-ésima linha. Mostremos primeiramente que o' ™97 "¢ ¢ uma

k-cadeia que corresponde a um gerador de Z. E claro que a,ipﬂ*é)’r*g

estd na filtragao F,Cj,
para £ > 0. Além disso, o método varredura na (r — §)-ésima diagonal auxiliar zerou todos
os pivos mudanca de base abaixo da (r — £)-ésima diagonal, ou seja, as entradas ndo nulas da

coluna (p+ 1 — &) de A™¢ estdo acima da (p+1—¢&) — (r— &) = (p — r + 1)-¢sima linha.
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(p+1_£)ﬂr_£

Portanto, o bordo de o} estd em F,_,Cj_1.

Mostremos agora que qualquer elemento em 2’

o k_p € uma combinagao linear inteira dos

U}(fﬂ*&)ﬂ“*é, £=0,. (p+1-8),r—¢

,...,p+1—k tal que o inteiro multiplo de o}’ s6 pode ser diferente
de zero quando o pivd primério da (p + 1 — §)-ésima coluna esta acima da (p — r + 1)-ésima

linha. Mostremos por inducao em p e 7.

e Consideremos a filtracao k—1, onde k é a primeira coluna de A associada a uma k-cadeia.

Seja & tal que o bordo de h,(:) estd em Fy_1_¢Cy \ Fy_1-¢-1Ck.

1. Z]_, é gerado por k-cadeias contidas em F),_;C}, cujos bordos estao em Fy,_;_,Cj_;.

Notemos que existe apenas uma cadeia hk em F,,_1C}. Assim
(a) Se £ < r entao thf) ¢ F.—1-Ci_1 e, portanto, Z7_, =0
(b) Se & > r entdo OB € F,_,_,Cy_, e, portanto, Z"_, = [A\]
2. Por outro lado, al(f)’r é a k-cadeia associada a k-ésima coluna de A”. Como nao

ha mudangas de base na primeira coluna de A, entdo o\ = hl™. Além disso,

1 =1 se e somente se 0 bordo de A" = ¢\")" esta acima da diagonal r. Assim
(a) Se & < r entdo )" = 0 e, portanto, [ (“) "1=0

3 K),T K)o ( )T (K),r (k)
(b) Se € > r entdo pu®" =1 e, portanto, [ T=1o"" =[]

Portanto Z]_ | = [M(”)’TU,(CH)’T].

e Consideremos agora a diagonal auxiliar &, primeira em A que intercepta Ay, ou seja, as
R . 1 . .
colunas de A correspondentes as cadeias h,(f+ ), cee hgf) tem entradas nao nulas acima

da diagonal &; e, portanto acima da (p — & + 1)-ésima linha de A.

1. Temos que Zgl é gerado pelas k-cadeias contidas em F,C} cujos bordos estao em
F,_¢,Cy_1. Como as colunas de A correspondentes as cadeias h,(fﬂ), e h,(:) tem
entradas nao nulas acima da (p — & + 1)-ésima linha, entdo os bordos das cadeias

h,(fﬂ) .,hgf) estao na filtragao F,_¢, Ci_1, ou seja,

1 1 K
Z5 = [ R



70

(j)vgl

h](gpﬂ), e h,(:) estao todos acima de &; entdo ;""" =

2. Como os bordos das cadeias

W, j=rk...p+lepé =1, j=k . .p+1. Logo,

[M(p-l-l),él01(610‘5‘1)77“7 o ’u(ﬁ)ﬁ—p-i-l-i-flU}(j)ﬁ—l?-i-l-i-fl] _ [hép+1)7 o hl(:)]
Portanto Zgl = [u(p“)fla,(fﬂ)’r, o ,,u(")”‘“_p“*fla,(f)’”*pﬂﬁl].

Suponhamos que os geradores de Z;:ll correspondam as k-cadeias a,(f +17£),7"757 £ =

l,...,p+ 1 — K tais que o pivod primario da (p + 1 — &)-ésima coluna esta acima da
(p — r + 1)-ésima linha. Se o pivé primério da (p + 1)-ésima coluna esta abaixo da
(p—r+1)-ésima linha entdo Z = Z;j e este é o caso em que Pt = 0. Suponhamos
agora que o pivo primério da (p + 1)-ésima coluna esta acima da (p — r + 1)-ésima linha.
Seja by, = bp+1h§f“) +-- -+b"h,(:) uma k-cadeia correspondente a um elemento de 27, .
Sabemos que by estd em F,Cj e seu bordo esta acima da (p — r + 1)-ésima linha. Se
bP+tl = 0 entdo b € Z;:ll e o resultado segue da hipotese de inducao. Suponhamos entao

que P £ 0.

, +1), 1, . . ..
Pelo método da varredura a(p r tem 27" como coeficiente lider minimal. Mostremos
v Yk p+1

Lr oo e < 1r <
que, como b ¢ minimal entdo ™' = ayf ", oy € Z. Suponhamos que bP! nao

¢ um inteiro multiplo de cﬁﬁ’r. Seja v > 0 um inteiro de forma que vcﬁi}’r ¢ o maior
maltiplo de cﬁﬁ’r tal que Uciﬁ’r < bP*. Assim temos vcgii’r << (v + 1)c§ﬁ’r,
ou seja, 0 < bPHt — vcﬁﬁ” < cﬁﬁ’r. Segue que a k-cadeia by, — va,(fﬂ)’r tem coeficiente

. 1 1 . 1 . , ..
lider bP+! —wcl )" < 117", o que contradiz o fato de ¢, ser coeficiente lider minimal.

Portanto b**! = alcgi}’r, oy € Z.

Dessa forma podemos reescrever b, como

be = aro P (0P — an P 4 (b — )R

Notemos que by — ayoP0" = (br — oqcﬁ“”)h,(f) Foot (0 — a2 € FL L Alem
disso, como by, e o\P"" tém seus bordos acima da (p — r + 1)-ésima linha entfio o bordo

(p+1),r (p+1),r

de by — oy, estd acima da (p — r + 1)-ésima linha. Portanto, b — aq0y €
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or hipotese de induc¢ao temos que b, — a0 = apu'P" o T 4
Z'~1. Por hipétese de inducdo t (p1)r 1@t

W -1 3
o ,LL(H)T p—1+kK ](CH)T p—1+k ou seja,

hk — Cklo_]ier )T + Oézlu(p)ﬂ“—lo_](fp)ﬂ‘fl 4t Oému(n),r—p—l—&-nalg:ﬁ),rfpfl«}/{‘

|
Notemos que as matrizes A" podem ter algumas entradas que nao sao ntmeros inteiros. No
entanto, a Proposicao 3.0.4 mostra que todos os pivos na r-ésima diagonal de A" sdo sempre

nimeros inteiros.

. o~ , ) o -
Proposicao 3.0.4. Suponha que A}, 1 € um pivd primdrio ou um pivd mudanga de base.

oy ) L
Entao A}, 1,11 € um inteiro.

Demonstracao: Como A7 . .1 ¢ um pivo primario ou um pivé mudanga de base
1
entdao A} ., = 0 para todo s > p — r + 1. Portanto, J,(Cer e 7z e

(p+1),r _ AT (p—r+1),r r (K*),r
doy, = A 1pr105 +o AL 0
onde k* é a primeira coluna associada a uma (k — 1)-cadeia. Segue que

doy, pH)r ¢ 07, C AR Z[u(p*rﬂ)’”lJ,(gpfrﬂ)’rﬂ, u(p*’")’ro,(gp#)’r, )

_ 2r—p+
(k),2r p+no,](€'€) r—p H]'

Portanto, o coeficiente A7 A7 de P em 9o® O tem que ser um maltiplo a

p—r+1,p+1-p

do coeficiente &?" 1 de h (p— TH) e 7t

p—r+1 p—T> ou seja,

—r4+1lr —r+1,r+1
CZ—T‘-‘:—I = O‘CZ—TH

-
p—r+1,p+1

onde a € Z \ {0}. Assim temos

—r+1,r+1
r Q p—r+1
p—r+1,p+1 = Cp—r—i—l T

r+1

Segue de (2.6) que A7, ., é um inteiro.
|
O proximo lema serd usado no Teorema 3.0.6. Este lema detecta o aparecimento de torcao

na seqiiéncia espectral.
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r—1 r—1 ~
Lema 3.0.5. Suponha que 0Z) ., | i1y (pir 1) ¢ Z) " k). Entéo
r—1 r—1 _ (p+1),r r—1 _(p),r—1 K),r—p—14k _(k),r—p—1+kK
Zp—1,k—(p—1) + aZp+r—1,(1<;+1)—(zp+r—1) = Z[wkp 7N(p) Okp w-wﬂ( hr—p=lt O ? ]
onde { = mdc{pl P TIAI Y L pBFETPTI D TRRTETIARRIL ST 6 a primeira

coluna associada a uma k-cadeia e & € a primeira coluna associada a uma (k + 1)-cadeia.

Demonstracgao: Como estamos supondo que 8Z;;7}_1 (ot 1) — (ptr—1) ¢ Z;:ll f—(p-1) entao
-1 -1 ) .
2 k1) T OZ) 0 (het1)—(pir—1y € um subconjunto de

2y ey = Z[M(P+1),r0_’(€?+1),r7 M(p),r—1gl(€p),r—17 . ’M(H),T—p—l—&-no_l(:),r—p—1+n]

mas por outro lado nao é um subconjunto de

Z;:ll,k’—(p—l) — Z[/ub(p)’r_la,(f)”_l, M(p—l),'r’—Qo_’(Cp—l)ﬂ“—Q’ N 7’u(n),r_p_1+,@U](:),r—p—1+ﬁ]'
Entdo pt)r =1e Z)7) + (‘)Z;;i_ukﬂ)_(pw_l) contém um multiplo inteiro £ de a,(fﬂ)’r,
ou seja, Z;:ll + GZ;;LL(]CH)?(HPU ¢ igual a
Z[%Igpﬂ),r’ N(p),r—10](§p),r—17 M(p—l),r—legp_l),T—27 o ’u(ﬁ),r—p—1+HU’(:),T—p—1+n]'
Vamos agora determinar o inteiro ¢. Temos que
Z;n::—l,(kJrl)*(IHrfl) - Z[M(pﬂ)’rflai(fﬁr)’rila ce aM(E)’ppflUi(f?iEipil]
Logo,
aZ;J::—L(kH)—(err_l):Z [N(HT)’ril801&?1”F}N(ﬁpl)’Tﬁ28‘71£i+1“1)%v2- X aﬂ(ﬁ)’ﬁipilaalg?iﬁipil]
(3.1)

onde pPH1-97=1=¢ — () quando o pivé primario da (p + 1 — &)-ésima coluna estd abaixo da
(p + 1)-¢sima linha. Para € =0,...,p+7r — k com pPT=97=1=¢ — 1 temos A;;i;g_g = ( para
todo s > i e portanto,

(ptr—&,r—1-§ _ Ar—1-¢ (p+1),r—1-¢ r—1-¢ _(k)r—1-¢
9oy 41 = Ay pir—eO R oA VST 4
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(pr—r=1-¢ . AT-1-

ja que os bordos do;. | i # 0 para algum ¢ > p + 1 correspondem exa-

tamente as linhas que tém pivos primarios abaixo (p + 1)-ésima linha e neste caso temos

pptr=€r-1-¢ _

Assim, para £ =0,...,p+7 — K, quando pPH"=O7"1=¢ = 1 temos

r— +r—¢§),r—1-¢ r— r—1— +1),r—1-¢ r—1— K),r—1-¢
Zp—ll + [agl(fkl ) ] - Zp—ll + [Aerl,pirfEUI(cp : +o Tt Aﬁ,p+r€501(c ) ] (3'2)

Por outro lado, Z)~{ + [80&?7@’“175] CZ 1 +0Z )

pr—1,(k+1)—(p+r—1) implica que

r— r—&),r—1— 1),r r— r—1 rK)r—p—14+k _(K),r—p—14k
L i e L T/ S B 6 %)

O coeficiente de h,(cpH) no conjunto de geradores do Z-modulo em (3.2) é A;ﬂ;irfgczﬁ’r_l_g.

+1,r

h,(f“) no conjunto de geradores do Z-moédulo em (3.3) é Lecpty™.

Por outro lado, o coeficiente de

Segue que le = Ay 0 o g

Portanto, temos que ¢ = mde{u®+=97=1=¢(:} onde £ = 0,...,p+r — R, ou seja,

_ (r+p),r—1 p+1,r=1 A r—1 (R),"i—p—1 p+1,F—p—1 A K—p—1 +1,r
¢ =mde{p it Dpiapr oo M Cpi1 Apitw Hepn

Teorema 3.0.6. A matriz A" obtida no método da varredura aplicado a A determina E.

Demonstracao: Mostremos que

E'r X _ Z]”;vk_p
p,k—p - T‘—l T—l
prl,kf(pfl) + aZerrfl,(kJrl)*(err‘fl)

¢ zero ou um modulo finitamente gerado cujo gerador corresponde a uma k-cadeia associada a
(p + 1)-ésima coluna de A".

Notemos que A’

p—ri1pi1 €Std na r-ésima diagonal e tem um papel crucial no processo de

determinar £ Vamos entao identificar o efeito que as entradas na r-ésima diagonal auxiliar

p,k—p-
e A" tém em determinar os geradores dos Z-modulos E}.

Uma entrada nao nula na r-ésima diagonal auxiliar pode ser um pivd primério, um pivo
mudanca de base ou estar em uma coluna acima de um piv6é primario. Uma entrada nula

pode estar numa coluna acima de um pivo primario ou todas as entradas abaixo da mesma

sao também iguais a zero.



1. Suponha que a entrada A}, ;. tenha sido identificada pelo método varredura como

um pivo primdrio. Segue da Proposigao 2.3.1 que Af ,, = 0 para todo s > p —r + 1.

Portanto, a cadeia associada a (p + 1)-ésima coluna em A" corresponde a um gerador

de 2"

»k—p- Dsta cadeia € uma combinagao linear sobre QQ de cadeias associadas as hy,

colunas de A™! & esquerda da (p+ 1)-ésima coluna tal que o coeficiente da (p+ 1)-ésima
hi coluna é um inteiro nao nulo. Pelo método da varredura esta cadeia também é uma
combinacao linear sobre Z das hy, colunas de A a esquerda da (p+ 1)-ésima coluna. Esta

(p+1),r (p+1) (p41),r
k k

cadeia é o e, como o coeficiente de h; ¢ um inteiro nao nulo, o nao esta

: r—1
contido nos geradores de prl,kf(pfl)'

Afirmagao 1: Se A} ., ., foi identificado pelo método da varredura como um pivo

. L, . ~ -1 —1
primério, entao 0Z7 " | 1) ety € Zp 1k (p1)-
Os geradores de Z;;i_l (k)= (phr—1) devem corresponder as (k+1)-cadeias associadas

as hgy1 colunas com a propriedade que seus bordos estdo acima da (p + 1)-ésima
linha e conseqiientemente todas as entradas abaixo da (p+ 1)-ésima linha sdo iguais
a zero. Portanto, as entradas destas hy1 colunas na (p+1)-ésima linha devem, pelo
método da varredura, ser um pivod primério ou uma entrada nula. Veja a Figura

3.1.

Segue da Proposicao 2.3.2 que a (p+ 1)-ésima linha nao pode conter um pivo prima-
rio, jA que assumimos que a (p + 1)-ésima coluna tem um pivd primario. Portanto,
as entradas destas hyyq colunas na (p + 1)-ésima linha devem ser nulas. Dessa

r—1 ~ . . LY.
forma 8Zp+7,717(k+1)7(p+7,71) nao contém em seu conjunto de geradores um multiplo

do gerador o—,(f“)”“. A afirmacdo segue.

Pela Proposicao 3.0.3 temos que E7, = Z[g](vp“)ﬂ"].

T
2. Seaentrada A} 4

foi identificada pelo método da varredura como um pivdé mudanca
T

~ , r+1 . , .
de base entdao o método garante que AJ", ;. = 0. Além disso, Af |

. = 0 para todo
s > p —r + 1 pela Proposicao 2.3.1.



(p—r+1),r (p+1),r (p+r=2),r _(p+r—1),r _(p+r),r (p+r+1),r
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Portanto, assim como no caso anterior, o gerador correspondente a k-cadeia associada a

(p+1),r

(p + 1)-ésima coluna o, de A" & um gerador de Z} ;.

Portanto, temos que analisar a (p + 1)-ésima linha. Veja 3.2.

(p—r+1),r (p+1),r (p+r—2),r (p+r—1),r (p+r),r (p+r+1),r
Ok-1 Ok Okt1 Tht1 Tkt1 Okt1
(p—r+1),r ) , 77777777 N
Ok-1 B riLptl
0

*

ot S
U,(Cp ) ép*—l.p-ﬁ-r) ,,,,,

(p+r—2).r
k+1

(p+r—1),r
Ok+1

(p+r),r
Okt1

(p+r+1),r
Ok+1

. . r—1 r—1
Figura 3.2: 0Z) | i1y (par—1) Z 2y 1 ke (p-1):

Existem duas possibilidades:

(a) 07"} Zr ou seja, todos os bordos de elementos em

prr—1,(k+1)—(p+r—1) < p—1,k—(p—1)°
Z;—T—:—l,(k—&-l)—(p-i-r—l) estao acima da p-ésima linha.
Neste caso, assim como antes, pela Proposigao 3.0.3 £}, = Z[J,(Cpﬂ)’r],
-1 -1 : . ~ —1
(b) OZ;H?L(,{H%(HT?D ¢ 2,1k (p1)> OU S€ja, existem elementos que estao em Z 7 4y )

cujo bordo tem uma entrada nao nula na (p + 1)-ésima linha. Esta, por sua vez, é

necessariamente um pivo primario.

Z r
Pelo Lema 3.0.5 B}, = K—Z[a,(fﬂ)’ ).
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- L~ < e .
3. Se a entrada AJ_, . ¢ nao nula, mas nao ¢ um pivo primério nem um pivo mudanga

de base entao deve ser uma entrada acima de um pivo primario. Em outras palavras,

existe s > p —r + 1 tal que A ,, ¢ um pivo primario. Segue que o

Logo Z™~}

.
p,k—p-

Do - )
,(fJ’ )" NAo estd em

J— T T J—
o h—(p—1) = Zpk—p © portanto, Enkfp =0.

4. Se a entrada A7 ., ., ¢ uma entrada nula entao temos as seguintes possibilidades:

(a) Existe um pivo primario abaixo de A” ou seja, existe s > p —r + 1 tal que

p—r+1,p+1>

Af 1 ¢ um pivo primério. Neste caso o gerador correspondente a k-cadeia associada

a (p + 1)-ésima coluna a,ip+1)’r nao ¢ um gerador de Z] e, portanto, Z;:ikf(pfl) =
2y k—p- Segue que B, =0.
(b) A%,.1 = 0 paratodo s > p—r+1. Neste caso, o gerador correspondente & k-cadeia

associada a (p + 1)-ésima coluna o

(p+1)a7‘ T A T
P em A" é um gerador de Z, . Portanto,

devemos analisar a (p + 1)-ésima linha. Temos as seguintes possibilidades:

i.

ii.

8Z;T1_1’(k+1)_(p+r_l) C Z;:ll,k‘—(p—l)7 ou seja, todos os bordos de elementos em

r—1

o1, (k4 1) (ptr—1) estao associados a colunas cujas entradas nao nulas estao

acima da p-ésima linha.

Neste caso, assim como antes, pela Proposicao 3.0.3 £, = Z[a,ipﬂ)’r].

r—1 r—1 : r—1 4
02y v 1 k1) -oir—1) & Zpthepryy OW 5€38: Z ) (i) pypn) COMEEm ele-
mentos cujo bordo estd associado a uma coluna que tem uma entrada nao

nula na (p + 1)-ésima linha. Pela Proposi¢ao 3.0.3 e pelo Lema 3.0.5 £, =

Z .
E—Z[a,(fﬂ)’ ], l €.

5. A entrada A7 ., ., nao estd em Aj. Isto inclui o caso em que p —r + 1 <0, ou seja,

p—ri1p+1 DAO estd na matriz A"

A andlise de E) ¢ muito semelhante ao caso anterior, ou seja, existem duas possibilidades:

(a) Existe um pivo primario na (p + 1)-ésima coluna em uma diagonal auxiliar 7 < r.

Neste caso o gerador correspondente & k-cadeia associada a (p + 1)-ésima coluna

(p+1),r
O

XA A r r—1 _ T _
nao ¢ um gerador de Zm_p. Portanto prl,kf(pfl) = e Ep’k_p =0.

IS
p,k—p
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(b) Todas as entradas em A" na (p + 1)-ésima coluna em diagonais auxiliares menores

que 7 sao nulas, ou seja, o gerador correspondente & k-cadeia associada a (p + 1)-
(p+1),r

ésima coluna o, em A" é um gerador de Z, . Entdo temos que analisar a
(p + 1)-ésima linha.
: r—1 r—1 x e r
i. Se 8Zp+r_17(k+1)_(p+r_1) - Zp—l,k’—(p—l) entdo, pela Proposicao 3.0.3, £, =
ZloP)".
Z
s r—1 r—1 x r _ (p+1),r
i SedZ) . 1 iy pir) ¢ 2" b (p1 entdo, pelo Lema 3.0.5, B} = g_Z[Ukp .
|

O Teorema 3.0.6 mostra que a seqiiéncia de matrizes produzida pelo método da varredura
determina os geradores dos espagos Ej. A demonstracdo deste teorema mostra como isto
acontece. As k-cadeias associadas as colunas de A} a esquerda da p-ésima coluna geram o

Z-modulo Z;.

3.0.1 Filtracoes mais grossas

O primeiro passo para a generalizacao dos nossos resultados para uma decomposicao de Morse é
considerar que cada conjunto de Morse M, da decomposi¢ao nao contém apenas uma singulari-
dade, mas uma uniao finita de singularidades e as 6rbitas conectando as mesmas. Inicialmente,
consideramos uma filtracdo mais grossa F no complexo de Morse (Z{critf), A) associado a uma
funcao de Morse f e uma filtracao F'. Isto propde um modelo de uma decomposicao de Morse
com filtracao mais fina F e uma matriz de conexao como na Figura 3.3.

Consideremos a filtragao F dada por Fo = {Fo,...,Fn.}, F1 = {Fo,..., Fu,}, F2 =
{Fo, ..., Fun,}, -y Fom = {Fo,...,Fn} com my < m; < mg < ... < m, onde F =
{Fo, F\,...,F,} é tal que s6 existe uma singularidade h,(f) € F,\ F,_1. Veja Figura 3.3.

Assim Fp \ Fpo1 = Fpp \ Fin Seja Jp = {mp_1 + 1,...,mp}. Note que os intervalos

p—1°

Jp C {1,...,m} sao todos disjuntos e seus elementos indexam a filtragdo F'. Lembrando que

cada F, estd representado na matriz de conexao pelas colunas a esquerda da coluna p+1, temos
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F3
Fo
Fi
Fo
—_—
Fooovoo By Fpg+1 oo By B+ 1 By Fp #1000 B
77777777777 === ======
o ! l |
I I | I
I [ I
Fol: vty 1y - Dy, AV 7
I [ I
I I | I
Fnln I [}
S ettt 1
Fung+1 | |
I I
I I
}_1 Auiy | Alxﬁ I
I I
Fo, N | Re
Fyy +1
Fa : Aty
Fpn,
Fu +1
F3
Fn

Figura 3.3: Filtragao mais grossa.

que levar em conta a translacdao por 1. Assim, dado um conjunto Jp, considere o conjunto

transladado Jp = {mp_1 +2,...,mp + 1}.

Consideremos o complexo C' com a filtracao F. Neste caso, para cada P, Mp = {h,(cp) €

Fp\ Fp_1}= {h,gp),p € Jp} e, portanto, existe uma outra seqiiéncia espectral (EgQ, A).

Temos que FpC' \ Fp_1C corresponde na matriz de conexao a

Aijl,jP - (As,e)
s€ Jpa

e Jp

Consideremos Fp = {Fy,...,Fpnt, Fpor = {F,...,Fop e Fror ={F1,..., Fnp_.}.
Seja @ tal que P+ Q) = k.
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Podemos supor que existem pontos criticos de indice k em Fp \ Fp_g. Temos que

ZII;Q = {C e FpCh | Jdc € fp_RCk_l}
= {C € Fmka: | Jdc € F’H’LP_RCk‘—l}

_ yMmP—MP-R
- “mpk—mp

Pela Proposicao 3.0.3

ZI;,Q = Z[M(mP"rl),WZP—mPfRO.]E:mP"rl%mP_mP—R ,u(n)’”_mP*R_lJ(H)’H_mP—R_l}

k

g e e vy

onde k é a primeira coluna de A associada a uma coluna h;. Note que as singularidades nao

precisam estar ordenadas em ordem crescente com respeito ao indice. Analogamente,

Zﬁ:ll7Q+1 = {C e Fp_1C, | Oc € fp_RCk_l}
= {C € Fmp_lck ’ dc € FTI’LP_RCki*l}

mp_1—mp_R
mp_1,k—mp_1

Logo,

(mp,1+1),mp,1—mP,RO_(mP—1+1)7mP—1*mP—R (K)),H,—mp,R—lo_(N):Hme—Rfl
k

Z}];:ll,Q—i-l = Zlp REEEN k J.

Finalmente,
28 hr0-ny2 = {¢ € Frir1Ci|0c € FpCy 1}
= {C e F,, Ck+1 ‘ Jc € Fmp_RCk}

mpyR—1—mMp
mpyr-—1,kt1-mpir_1

P+R—1

e, portanto, Zﬁ;}%fl,QfRH ¢ dado por

(mpir—1+1)mpip_1—mp_g (Mprr—1+1);mpir_1—MP_R (R),F—mp_p—1 _(R),F—mp_r—1
Ll ¥ oy, 1 o I

k

goee ey

Dessa forma ficam determinados os espacos EﬁQ da seqiiéncia espectral associada a F.

Provamos entao o resultado seguinte.
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Teorema 3.0.7. Seja ¢ o fluro gradiente de uma fungio de Morse f, D(M,<,) = {Mp,p =
L,..., 9} uma decomposi¢io de Morse de M, (C,A) onde A € a matriz de conexdo de D(M, <,
) e uma filtragio F = {Fp}, com Fp = {Fy,...,F,,}, tal que, para cada P, Mp = {hgfp),p €
Jp}. Seja (EI}%Q, dﬁ@) a seqiiéncia espectral associada a C quando consideramos a filtracao F.
Entao os geradores dos espacos EﬁQ sao determinados pelas matrizes de conexao A" obtidas

pelo método da varredura aplicado a A.



Capitulo 4

As Diferenciais da Sequéncia Espectral

Neste capitulo mostramos como o método da varredura aplicado a A induz as diferenciais
d, : B, — E_, da seqiiéncia espectral. Quando Ej e E;_, sao ambos nao nulos, a entrada
A7 1141 em AT € um pivo primério, um pivo mudanga de base ou um zero com uma coluna
de entradas nulas abaixo. Neste caso A7 ., ., induz dj. N6s denotamos por  a primeira
coluna da matriz de conexao associada a uma k-cadeia e por K a primeira coluna associada a
uma (k + 1)-cadeia.

No Capitulo 2 definimos a}f“)”““ como uma combinagdo linear inteira de {h;}’s onde
cgﬁ’r é o menor coeficiente lider. A proxima proposicao mostra que tal combinacao linear é

também uma combinacao linear de U,(fj)’5 cAS j=kK,...,p+ 1, =r—p—1+kK,...,r para

j—&=p—r+1. Em ambos os casos as combinacoes lineares minimizam u.

Proposicao 4.0.8. Dado um piwd mudanca de base A} . ., existem inteiros byy1, by, ...,

b, tais que o bordo de

prrlUl(fp—&-l),r + pr(P),rflo_l(ﬁp),r—l 4ot bmu(n),rfpfhma_l(:),r—p—l-‘,—n

estd acima da (p —r + 1)-ésima linha. Além disso, o menor b,1 que satisfaz tal propriedade

-

e Uu.

= . r p CEP r —
Demonstracao: Como A7,y ¢ um pivo mudanga de base, A7 ., = 0 para todo

83
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s>p—r+1leAltl . =0. Portanto, oI ¢ Z3th C Z7. Pela Proposicao 3.0.3

Z; = Z[M(p+1)7ro—l(cp+l)7r> M(p),r—lal(gp)ﬁ—l’ s 7M(H)m_p_1+Hal(cﬁ)7r_p_l+ﬁ]

em outras palavras,

O.(p+1)7r+1 — bp+1[1/(p+1)77’0_](€p+1)770 + bpM(p),T‘—lo.(p)7T_1 + . + b,{M(H)’T_p_1+’€0'1(j)7r_p_1+ﬁ

k k
. . 1 1 1 x
com byi1,...,b, inteiros. Como cgil’r+ = uczil’r entdo neste caso b, = u. Isto mostra que
os inteiros b,y1,bp, ..., b, existem e que u € um possivel valor para b,.
Finalmente, mostremos que u é o menor inteiro positivo tal que b,, ..., b, existem, ou seja,
o menor b,y € u. Suponhamos que u < u é um inteiro positivo tal que existem b,, ..., b, com

O.]E:p+1)7’r+1 — a/l/(p—"l)ﬂ"o_lip—‘rl)vr + I_)p/,b(p)ﬂ._lo-lgp)”r_l + e + ERN(K),T'—p—1+RJ]€R)1T_p_1+K"

Entao

O_IE;P—&-l),T—I—I _ ﬂu(p+1),rczi1,rh,(€p+l) + (ﬂﬂ(p+1),rcz+l,r + Bpu(p),rflcg,rfl)hl(cp) 4.

cee (ﬂﬂ(p+l)’r0£+l’r + Bpu(p),r—lcpm—l NS bmu(fi),r—p—l—i—ficz,r—p—l—i-n)h](cfi)

K

o que contradiz a propriedade de minimalidade de u como foi definido em (2.2). Portanto u é
o menor inteiro positivo tal que by, ... b, existe.

|

A proxima proposigao estabelece uma férmula para u quando a entrada A7, ¢ um

pivo mudanca de base. Em todos os outros casos u = 1.

Cp+1,r+1
s o~ r . A . _ ptl
Proposicao 4.0.9. Suponhamos que A}, 1 € um pwd mudanga de base e sejau = — -~
. . . p+1
0 inteiro definido em (2.1). Se
_ (p),r—1 p—r+lr—1 Ar—1 (k),k—p+r—1 p—r+1,k—p+r—1 A k—p+r—1 —r+1,r
v = de{M C§7r+1 Ap—r-s-l,pa sy M Czpjfr#»l ApfrJrl,n }/Czpjfr#»l

eN= Y

= ent@o u = \.
"
mdc{Ap_rH,pH, v}




85

Demonstracao: Segue da Proposi¢ao 4.0.8 que u em (2.1) é o menor inteiro positivo

tal que existem inteiros by, ..., b, com
U}gp+1)7r+1 _ u’u(erl),r (p+1),r + bp,u (P)J"—l bt blilu(n),rfpflJrﬁo_l(:):T—P—l“'“'

Como A7 ;.1 ¢ um pivdo mudanga de base, entao A} ,, = 0 para todo s > p —r + 1 e,

portanto, x®*t)" = 1. Calculando o bordo de ambos os lados da equacdo temos que
8al(€p+1),r+l _ UaO' (p+1),r + bplu(p)m_lao_l(gp),r—l 4t bnu(ﬁ),r—p—lﬂ-naal(:),r—p—l-‘r/i (41)

r / P A x r+1 _ :
Como A7, ,+1 ¢ um pivo mudanga de base entao A", ., = 0. Portanto, o coeficiente de

—rtl (p+1),r+1 o
hP D em 0o P 6 zero. Alem disso,

aO.(P-H — A" - :nghp r+1) _|_...

p—r+1,p+1"p

doP Tt = ArTL Tt

p— r+1p

K),r—p—1+kK r—p—1+k r4+l,r—p—1+ky (p— r+1
30,& ) = Ap—{f-l-l,/ﬁ Cp —r+1 g hy, - + T

)

Igualando os coeficientes de h;,_ (- TH em ambos os lados da equagao (4.1) temos

AT —r+1,r (p),r—1 r+1,r— 1 (k),r—p—14+k AT—p—1+K _p—r+lr—p—1+k
O_UApfr+1,p+1C§—r+l _'_bplu Ap r+1 pcp r+1 +b kb Ap r+1,x Cp —r+1
Assim,
r+lr__ (p),r—1 —r+1,r— k), r—p—14+Kk A T—p—1+K _p—r+lr—p—1+k
U’Ap r+1,p+1cp r+1 — [b 2 Ap r+1 pcp r+1 + +bl€:u ApfrJrl,/i cP —r+1 ]
r—1 —r+lr—1 K),r—p—1+r AT—P—1+kK r+lr—p—1+k
A [b :u’(p AP r+1 pcp—r-i-l +o b'fu( b AP—T'FLH Cp —r+1 ]
u p—r—+1 p+1 Cp—r—i—l,r

p—r—+1
Segue da Proposi¢ao 4.0.8, sobre a propriedade de minimalidade de u que

—r+41,r (p),r—1 —r+1,r—1 (k),r—p—14+k AT—P—1+K r+1,r—p—14k
UN] iy p1Cpra =mde{p A” TH’pcp RN A - }

p—r+1,k —r+1

3 7 —
ie, uAy .. ,.1 = v. Portanto,

r T _ r
mmC{UAp—rJrl,pH ) Ap—rJerJrl} - mmc{Ap—rnLLerl ) U}'
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Equivalentemente,
UAL i = mme{ AL, v
Dividindo ambos os lados da igualdade pelo produto A}, ;. ;.v a equagao se torna

u_ mmc{ ALy 1150}

-

v Apriipr1?
que é equivalente a

U 1

- T

v mde{Ay v}

ou seja,
v
U= " =\
mdc{A}_, 1 41,0}
|
. 1),
Lema 4.0.10. Seja E7 = Z,[o"™"] onde
P k
r4p),r—1 p+1r—1 Ar—1 ®),k—p—1 pF+1,E—p—1 A K—p—1
de{,U,( ) CZJrl Ap+1,r‘+p7 te ,,LL( Cerl Ap—l—l,% }
- +1,r
47
e suponha que A} .,y € um piwd mudanga de base.
1. Se ALy v, € um pivd mudanga de base, entao
(p+1),r+1
41 _ uZloy, ]

pk—p r 1),r+1
mde{ A, 20T

. . . . . -
2. Se Al piri1 € uma enlrada nula com uma coluna de zeros abaizo, ou seja, A . 1 =0
para s > p—+ 1, entao

. B UZ[O' +1),T+1]

](Cp
pk—p tZ[Ol(Cp+1),r+1]

Analogamente, se A} ., ., € uma entrada nula com uma coluna de zeros abaizo entao as

formulas acima valem para u = 1.
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~ . . . .
Demonstracao: Como A}, ;41 ¢ um pivo mudanga de base ou uma entrada nula

com uma coluna de zeros abaixo entdo A"
Z[O_(p—l-l),r-&—l]

11 = 0 ¢, portanto, a(pﬂ) T e € Z™. Segue do

r+1 _ k 2o
Lema 3.0.5 que £}~ = PTD T onde s ¢ igual a
sZlo}, ]
r1r+1r rp)r—1, pHlr—1 (R)F—p—1 p+1F—p—1 A F—p—1
mdc{pPHr Cpt p+1,p+r+17ﬂ( ) Cpit Ap+1 r4pr o M Pl Ap-i—iﬁ }
cp+1 ;1 -
p+1
r4p)r—1 +1r 1A 7— (R),k—p—1 +1k —p—
de{ (p+r+1),rAT de{,U, ) cp A +1 gpr o M P Cp A +1 R }
a pH+Lptr+l LT
Cp+1 T p+1
p+1 PHLrH

p+1
Como A7, ., ¢ um pivo mudanga de base ou uma entrada nula com uma coluna de zeros

abaixo entdao p®*t )" = 1. Logo

de{A p+1,p+r+1» t}

+1,7+1
Cpit

S_cp—i-lr

r . . ~
Como A7, . ;1 ¢ um pivdo mudanga de base entao

+1,r
a1

“prirl T
o1’ u

Substituindo o valor de s na expressao de E) ;' obtemos (1) e (2).
Por outro lado, ¢ facil ver que se A7 ., ., ¢ uma entrada nula com uma coluna de zeros
: x ~ +1,r +1,r4+1 :

abaixo entao nao ocorre mudanca de base e portanto c§+1 c§+1 , ou seja, u = 1.

Observacao 4.0.11. Como uma conseqiiéncia direta da prova do Lema 4.0.10 temos que

quando A7, ., é um pivo mudanca de base, u < mdc{A7, 1,1} <t

Lema 4.0.12. Seja E) = Z[Jlipﬂ)’r] e suponha que AJ . € um pivd mudanca de base.

Entao

r . o "
1. Se A,y i1 € um pivd primdrio, entao

(p+1),r+1

r+1 UZ[Ok ]
pk=p T A, (p+1),r+1
p+1,p+r+1Z[0k ]
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D+1),1 p+r+1),r
/(C]+] ) UIS'Z+1 o
(p+1),r ‘ r B r
O-kp T “Ap+1,p+r ‘Ap+1,p+r+1
T
r—1
: . : r—1 T
Figura 4.1: Diferenca entre aZW_L(kH)_(W_l) e 8Zp+n(k+1)7(p+r).

2. Se AL\ 1 pirs1 € uma enlrada nula com uma coluna de zeros abaizo, entao

r+l (p+1),r+1
p,k—p UZ[Uk ]

Analogamente, se A7 ., ., € uma entrada nula com uma coluna de zeros abaizo entdo as

formulas acima valem para v = 1.

A r 2 oA
Demonstragao: Como A7 ;1 ¢ um pivo mudanga de base ou uma entrada nula

. . 1)1
com uma coluna de zeros abaixo entao AT*1., . = 0 e, portanto, J,ier )il ¢ Zy+h. Segue que

, . +1), ~ _
25 1oy & Zpitye Alemdisso, como Ej = Z[oy" "] entéo temos que A
(p+7‘7£)77'717£

Z;:ll f—(p—1)> isto ¢, para todo oy , &£ =0,....,p+1r — K, temos duas possibilida-
(ptr—§),r—1-¢

des: ou 0o} € Z;:ik_(p_l) e logo A;;i;ﬁ—r—f = 0 ou a,i]jy_g)’r_l_g tem um pivo

primério abaixo da (p + 1)-ésima linha e logo pu®+—97=1=¢ = 0. Mas a diferenca entre

07"} ye 0z,

ptr—1,(k+1)—(p+r—1 P, (k1) (p+) é que este ultimo inclui o bordo da (p+r+1)-ésima co-

luna. Veja Figura 4.1. Mas a hipotese é que o elemento na (p+r+1)-ésima coluna e (p+1)-ésima

Z[O_(p-i-l),r—i-l]

. . . . < 1 k

linha ¢ A7 4 1y Se Al 0,y € um pivdo mudanga de base entao E;;_p = W
k
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onde s é dado por

p+r+1),r p+1Lr Ar p+r),r—1 ptlr—1 Ar—1 ®),k—p—1 .p+1,E—p—1A K—p—1
mdc{u( CZ+1 p+1,p+r+17lu( ) CZH Ap+1,p+r>'--7ﬂ( CZH Ap+1,E}
Cp+1,r+1
p+1

(p+r+1),r LT AP
M Cpr1 p+1p+r+1

+1,r+1
2
.
_ APH,errH
u
r _ x r r r+1 _ (p+1),r
Se Appiprrir = 0entd0 02, uiny pir) € Zporpp-y © By~ = ulloy ).

|
O Lema seguinte segue de algebra elementar e serd utilizado na demonstracao do resultado

central desta secao.

. .. - . . - . v
Lema 4.0.13. Suponha que m € multiplicacao por um inteiro nao nulo m e seja A = ——.
mdc{m,v}

7 d 4
1. Se 7.—">7, entio Kerm = \Z e Imm = — = mdc{m, v}7,
A7 vZ,

m . Y/ Z mdc{m,v}7Z
. s t> X\ entio Kerm = — e Imm = — = — L )7
2. Se Z; Z, € entao Kerm ; e Imm 3 -

e

Teorema 4.0.14. Se E e EJ . sio ambos nao nulos, entao a aplicagao d, : B — Ej . €

-

. . ., . . . ) _
induzida por 0,, ou seja, multiplicagio pela entrada A} . ., .1 quando a mesma € um pivo

primdario, um piwd mudanca de base ou uma entrada nula com uma coluna de zeros abaizo.

Demonstracgao: Suponha que EJ e £}, sdo ambos ndo nulos. Mostremos que em cada

um dos casos seguintes
T
Kerd,

= Bt
T p
Imoy,,

-

E necessario analisar os casos em que Ej e EJ  sdo ambos nao nulos pois caso contrario d, é
. . PN ' .
zero. Segue do Teorema 3.0.6 que precisamos considerar trés casos para a entrada A7 ., g

pivo primario, pivo mudanga de base e uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo.
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1. A} 11,41 € um pivo primario. Neste caso, sabemos pelo Teorema 3.0.6 que Ej =

Z[o\PTDT). Alem disso, E! . =Zo} (=171 De fato, E_, ndo poderia ser ZJo P
porque isso implicaria na existéncia de um pivo primario na (p — r + 1)-ésima linha em

uma diagonal abaixo da r-ésima diagonal auxiliar.

Temos a seguinte seqiiéncia:

) (A r
- Z[O_’(C]i—lr-‘rl),r] <P Z[U](gp+l)7 ] p+ Ep+r

(a) Suponhamos que EJ,, =0

Como 7 : Z[oPT" = Z[eP 7] 6 multiplicagio por A7 1,1 7 0 entdo

Kerd? = 0. Logo —or — g
er S L
(b) Suponha E7, # 0. Assim como no caso anterior, 9 : ZoPT - Z[eP ) 6

multiplicagao por A7 ., ., # 0 e portanto Kerd, =0

.
Como EJ, . # 0, vamos considerar trés possibilidades para A7, . .. Tal entrada
pode ser um pivé primario, um pivo mudanca de base ou uma entrada nula com uma
coluna de zeros abaixo. No entanto, como A7 ., .4 é um pivo primério, pela Pro-
posicdo 2.3.2 ndo existe pivo primario na (p+1)-ésima linha. Assim, A7, . ., ndo

N . .. < A Id
pode ser um pivod primério e nem um pivo mudancga de base. Portanto, A7, . .,

. Kerd,
é um zero. Segue que ——— =
Imd, .,

: , , o

Por outro lado, em ambos os casos acima, como A7 ., ., ¢ um pivd primario en-
< +1),r+1 +1), R - : .

tao O',(Cp b+l a,(cp )™ Notemos que seu bordo restrito a (p — r + 1)-¢sima linha é
, . L . :

Al 11,41 7 0 e portanto, seu bordo nao estd acima da (p — r + 1)-ésima linha. Segue

que g P ¢ Zy+h e, portanto, Z)t = Z7 | e E;tt = 0.

Al i1 pe1 € um pivo mudanga de base. Entdo existe um pivo primario na (p —r + 1)-

ésima linha em uma diagonal abaixo da r-ésima diagonal auxiliar. Segue do Teorema
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3.0.6 2(b) que EI_, = Z,[o\" """, onde

_ (p) p—r+lr—1 Ar—1 (k) p—r+l,k—p+r—1 A k—p+r—1 —r+1,r
v = de{/J, Cz—r—l—l Apfr+1,p7 cee 7” Cz—r—l—l Ap—r—‘rl,n }/Cz—r—i—l

()

Seja A = .
mde{A} 1 150}

Pela Proposicao 4.0.9 temos que A = u.

(a) Se AL,y 111 7 0 & um pivo priméario, segue da Proposi¢ao 2.3.2 que ndo existe
nem um pivd primario na (p + 1)-ésima linha ou coluna e nem na (p + r + 1)-ésima
linha ou coluna em uma diagonal abaixo da r-ésima diagonal auxiliar. Assim, pelo

Teorema 3.0.6 2(a) e (1), E; = ZoP T e BT = Z[al?ﬂr)’r]. Neste caso temos

p+r
(p+r—1),r (p+1).r (p+r+1),r
Ok—1 Ok Ok+1

(p—r+1),r Ar !
Ti-1 Bprtipel)

(p+1),r r
O A])+1Ap+r+1

(p+r+1),r r

k+1

Figura 4.2: A7 ., ., # 0 pivo mudanca de base.

- T %% r Op T r),r
L[ = 2oV < 2o < (4.3)

Entao Imdy ,, = A;+1,p+r+1Z[a,gp+l)’r] e, pelo Lema 4.0.13 Kerd), = AZ[o P Logo

Kerdy — \Z[o"™V']  uZ[oV]
- - , 1,7 r +1),7
Iy, AL, ZeWT A 2@

. ) o
Por outro lado, como A7, ., ¢ um pivo primario, segue do Lema 4.0.12 que

uZ[a,ipH)’rH]

Z[U}E;p+1)7r+1]

ETJrl —
p Ar

p+1,p+r+1
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(b) Se AV, 1,1 = 0 com uma coluna de zeros abaixo entdao Imd,, . = 0. Portanto
Kerd, Kerd"
Imd, ., o
i. By = Z[o\"*V"]. Neste caso segue do Lema 4.0.13 que
Kerd! = AZ[o?™"] = uZ[o" "]
Por outro lado, pelo Lema 4.0.12 temos que £/ = uZ[a,(fH)’TH].
ii. By =Zo"""]. Temos pelo Lema 4.0.13 que
e _AZo ] uZlo )
Kerd, = (D) (p+1),r
tZ[oy ] tZoy ]

Por outro lado, segue do Lema 4.0.10 que EJ* = uZ, [g](fﬂ)""“],

. , o . e
(c) Se A}, 1,111 # 0 é um pivo mudanga de base entdo existe um pivo primério na

(p + 1)-ésima linha e numa diagonal auxiliar abaixo de r. Segue do Teorema 3.0.6

2(b) que Ey, = ZyJot] onde
r+p),r— Lr—1 Ar— R),F—p— 1,k—p—1 A K—p—1 1,r
t= mdc{,u( +E) lczil Ap—l—i,r—i—pa T a/'L( VP lcgil P Ap—&—f,% }/Czil :
- t
Seja A =

de{AIT)+1,p+r+l7 t}.

—r r O r Optr
T Ll = 2o

I (4.4)

= Z[oP" ou ET,, = Z,[o""7]. No entanto, sabemos pela

.
Temos que E ot

ptr

Observacio 4.0.11 e pela Proposicao 4.0.9 que A\=u <te A = cgi:’rﬂ/czi:’r < w.

Segue do Lema 4.0.13 que

r r r 1),
Y/ 2P mde{A e 20
Kerd, = — o and Imod,,, = — i ot r
tZoy ] Aoy ] tZ[oy ]
Entao ,
Kerd] _ AZ[o P
r r 1),r
Imoy ., mdc{A7 4 i1, t}Z[O‘,(gp—'— ) ]

Por outro lado, como A7, ., ¢ um pivo mudanga de base, segue do Lema 4.0.10

uZ[a,ip+1)’T+1]

r +1),r+1
mde{ Ay pyrpr V2o

que E;“ = onde u = A\ pela Proposigao 4.0.9.
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(d) Se Al,,, 41 ¢ uma entrada acima de um pivd primdrio entdao existe um pivo
primério na (p + r + 1)-ésima coluna abaixo de A7, ... Portanto, p®* ) =0
e a,(fj:rﬂ)’r ¢ Zr.,. Logo E7. . =0 e, portanto, Imd;, . = 0. Entao
Kerd,, — Kers®
Imdy,, P
i SeEl, = Z[o"TV7] temos a seqiiéncia
5 o

e Lo S 2o 00— (4.5)

e, pelo Lema 4.0.13
Kerd! = AZ[oy" "] = uZ[o""]
ii. Se BV, , =7 (0P entdo
(p—r+1)r ()P
v Z’U[Uk_l ] Zt[o—k ]” 0 (46)

e, pelo Lema 4.0.13 temos

\7Z, (p+1),r .

Kerd, = [O(k +1) r] = uZy[o)" V]
tZ[oy" "]

Z[O.(p-f-l)ﬂ"-i-l]

Por outro lado, sabemos pelo Lema 3.0.5 que E"F! k

. —SZ[U(”H)’TH] onde s é dado

k
por
(p+r4+1),r PHLT AP (R),F—p—1ptLE—p—1 AR—p—1
de{,U Cg—i—l Ap—i—l,p-‘r'/‘-i-l""’“ C§+1 AP+17E
+1,r+1
Cp1
(p+r+1),r AT
_Cp+1,rmdc{/i Ap+1,p+r+1’t}
= Cpt1 L
p+1

Como pPH ) = 0 entdo s = t/u. Quando E7, = ZoP™"] como em (i),

p.k—p
gyt =420 )
p,k—p tZ[O_IE:p+1),T'+1]

Quando E’

p,k—p

UZ [O_](Cp‘f‘l)ﬂ“"rl] )

= Z[J£p+1),r] como em (i) tomamos ¢t = 0 e, portanto, E;Jrl _
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3. AT = 0 com uma coluna de zeros abaixo. Neste caso Kerd” = ET. Além disso
1 P D )

p—r+1,p+
+1), +1),r+1
g P — P g0 4 = 1.

. . , e <
(a) Se A7,; .1 ¢ uma entrada acima de pivd primério entdao como em 2.(d) temos

ptr e = e B =0. Logo Imér . = 0 e entdo
Ker 9, o
Im oy, P

Por outro lado, como p®* )" = 0 entao Ert = E7.

s — 1 S T J—
(b) Se A,y ,+,y1 = 0 com uma coluna de zeros abaixo entdo Im 6,, =0 e
T
Kerdy
rp
Im 4y,

Por outro lado, segue dos Lemas 4.0.10 e4.0.12 que E;“ = E.

, , o P o
(c) Se A}, 1 # 0 &um pivo primério entdo nio existe um pivo primério na (p+1)-
¢sima linha e nem na (p + r + 1)-ésima coluna em uma diagonal auxiliar abaixo de

r. Logo E; = Z[U’gp+1),r] o Fr — Z[U’(gp-l-r-i-l),r]'

p+r
Er % (p+1),r O (p+r+1),r
p=r Zloy, | = Zlogy, ] = (4.7)
Portanto,
r 1),r
Ker(5p _ Z[Ul(cp+ : ]
Im(sr o (p+1),7‘

prr Dbt prr Zloy ]

r ) L
Por outro lado, como A7, . ., ¢ um pivo priméario, pelo Lema 4.0.12

(p+1),r+1

r+1 Z[Uk ]
pk—p T A, (p+1),r+1
Ap+1,p+r+1z[% ]

(d) Se A7, 41 € um pivo mudanga de base, entao existe um pivo primério na (p+1)-

ésima linha em uma diagonal auxiliar abaixo de r. Portanto, E; = Z [P,

(o

i 617 7-5; T s
e B = 2 B = (48)
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r (p+r+1),r (1) Qaia Y t ~
By, pode ser Z[o," | | ou Zyloy, |. Sejam \ = G 0 eu=
L p+1,p+r+1>
+r+1,r
D Como AT ' ivo mudanca de b tdo pela Proposica
LT omo A7, ..., ¢ um pivd mudanca de base, entao pela Proposicio
p+r+1

4.0.9 e pela Observagao 4.0.11 para (p + r) temos
A=u<mde{A) prg wh Sw

ou seja, A < w. Pelo Lema 4.0.13

Ims"  — mdc{A;H—l,p—i-r-‘rl?t}Z[UIE:p+1),T]
r 1Z[o ]
Logo
Kerdy Z[oPTT
Imo;

. +1),r
o mdc{Ap+1,p+r+1at}Z[Ul(cp ]

T

Por outro lado, como A} . .

. ¢ uma entrada nula com uma coluna de zeros

abaixo, segue do Lema 4.0.10 que

,r+1
ZloP

pk—p — . 1)1
de{Ap+1,p+r+l7t}Z[o-IE:p ) ]

Assim, vimos que para todos os casos

T (s

Kerd,, il Kerd,
T p’k_p T

Imdy, ., Imdy .,

Observacao 4.0.15. Considere novamente uma filtracao F mais grossa como na Secao 3.0.1.

Neste caso a candidata a aplicacao 5}?;@ que induz a diferencial dﬁQ é

AmP—lme—R—l . AmP*mP—R—lfl
mp_r_1+lmp_1+1 mp_gr—1+1,mp
AR
Jp-r,JpP
mp_1—mp_g+1 . AMPTMP—R
mp_r,mp_1+1 mp—R,mp

Note que cada entrada desta matriz ¢ da forma Aj; com j —4 = r o que implica que a

mesma pertence a diagonal r de A".



Capitulo 5

Analise da Sequéncia Espectral para a

existéncla de 6rbitas conectantes

Neste capitulo, analisamos as implicagoes dindmicas das diferenciais nao nulas d” em uma
seqiiéncia espectral associada a um fluxo Morse . Mostramos que, embora nem sempre
tenhamos uma 6rbita conectante no fluxo ¢ associada a d”, sempre existe um caminho formado

por orbitas de ¢ determinado por d".

Teorema 5.0.16. Sejam ¢ um fluzo gradiente de uma funcao de Morse f e A a matriz de
conexao sobre 7. da decomposicao de Morse tal que cada conjunto de Morse é uma singulari-
dade nao degenerada. Seja (E",d") uma seqiiéncia espectral induzida pelo complezo de cadeias

de Morse Conley (Z(critf),A). Dada uma diferencial nao nula d" : E}  — E7 da

p—r,q+r—1

” . . L. . . . 1
seqiiéncia espectral, existe um caminho de drbitas conectantes ¢ unindo a singularidade h,ngF )

que gera B} & singularidade h,(f:lrﬂ)

b que gera E}

p—r,q+r—1:

Adotamos a seguinte definicao para um caminho em um fluxo. Um caminho associado
a d” é a justaposicao de curvas que coincidem com as Orbitas conectantes tais que as orbitas
representadas na matriz A$ por um pivd primério ou um pivoé mudanca de base Ai jpara§ <r
podem ser consideradas na direcao reversa.

. . . : : : G) . 1)
Mais precisamente, seja 7, ; um caminho entre as singularidades h;”" e h;”,. Se ; ; corres-

97
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ponde a uma orbita conectante no fluxo, dizemos que 7; ; ¢ um caminho elementar e definimos
o comprimento de 7; ; como ¢(v; ;) = (j —i). No entanto, quando +; ; ndo corresponde a uma
orbita conectante no fluxo, v; ; pode ser escrito como uma seqiiéncia de caminhos elementares.

Esta construcao é feita recursivamente definindo
Yij = h;,j, —ijs %',3]

onde j < jei > i, isto é, h,g) estd associada a uma coluna de A a esquerda de h,(gj) e h,@l esta
associado a uma linha de A abaixo de h,(le.

O sinal negativo indica que ~;5 ¢ considerado na diregao reversa. Se 7;5 ¢ um caminho
elementar, a orbita conectante correspondente é considerada na orientagao invertida. Se ~;3

nao corresponde a uma 6rbita conectante entao é um caminho

]

g

i

%5 =5z =5

J 3’

onde j < je P> 1, e definimos
—Y; = —[’V;J, —’V;j gj} = [—’V;j,ﬁ;, —’Yg,ﬂ

O comprimento de v, ; = [v;;, =;7 %3] € definido como £(v; ;) = (75 ;) + £(7;7) + £(7:35)-
No lema seguinte, mostramos que certas colunas nao precisam ser consideradas nas mudan-

cas de base do método da varredura.

Lema 5.0.17. Seja A7) .. .1 um piwé mudanca de base. A escolha das colunas de A" que
farao parte da combinacao linear do método da varredura que determinard a (p + 1)-ésima
coluna de A" nao precisa levar em consideracio nenhuma coluna correspondente a uma
cadeia cujo bordo esteja acima da (p —r + 1)-ésima linha, ou seja, se existe uma combina¢ao
linear do método envolvendo uma coluna cujo bordo estd acima da (p—r+1)-ésima linha entao

existe uma outra combinacao linear que nao envolve tal coluna e que pode ser escolhida.

Demonstracao: Sabemos que
r—+1
r+1 p.k—p
pk—p = 7r r
Zyri--1) T O )
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onde
r r 1),r+1 r . ) r—ptre (K)r—ptR
szlp = Z[M(pﬂ), +10"(€p+ )+ ,M(p)’ o—,(f) ,...,/ﬂ )r—p+ O-l(c) p+ ]
" " T —Dr—l K),r—ptr (K);r—p+rK
ZP—Lk—p—H = Z[/.L(p)’ Ul(gp) 7:u(p 1), laép ) e ,,M( ),r—p+ U]E; ) p+ ]

Além disso, pela Proposicao 4.0.8 temos que

O.IE:P+1)17’+1 _ uu(p+1),ro.]ip+1 + bp,u r—1 (P)” 1 4 bli,u ,F—p— 1+Ii (’i)”‘ p—1+n'
Suponhamos que para algum ¢ € {1,2,...,p+1—«x}, o, (PH1=8)7=¢ soia tal que 80(”1_5)’7"_5
é zero na (p — r + 1)-ésima linha e p®PH1-97=¢ = 1 isto &, Ap viipr1 e =0e Agpil =0

(p+1-8),r—

para todo s > p+r — 1. Neste caso, 0o, ¢ estd acima da (p —r)-ésima linha e, portanto

al(fﬂ_g)’r_f (p+1 =&t ¢ Z) 1 k—(p-1y- Pela formula temos que

1 Z[M(P+1)7T+1O-l(€p+1):7“+17 o ,O.IE;P+1_§)7T+1—§7 o 7M(n),r—p+n ](:)W—P-l-/i]
p.k—p r ,r +1-&),r+1-¢ 8).r—ptp —(K),r—p+K r
Z[,u(p)’ Ul(cp) yee 701(cp ) 7 mu( )r=pt U( hrep ] + aZpﬂ" (k4+1)—(p+r)
B Z[M(p“)”'“a,(fﬂ)’”l _ Jl(ngrle),Hlf&’ o 7Ol(cp+1f£),r+1f£ ".’M(ﬁ),r—p—l—i-mo_’(:)ﬂ“*erN]
- r(P)r (+1 it )t () T—pHR .
Zpro™ o  plRD TP BTTETE] 4 0L} (h1)~ (pr)
Z[M(P+1),T+10-I(€p+1)v7"+1 ’gp+1_§)7r—§’ o ’M(n),rprrﬁo_l(gfi),T—p-l-n]

. o K)r—pr g K),r—p+K T
Z[M(P)1 U’gp) e M( )r—pt ( brep ]+aZp+r (k+1)—=(p+r)

A 1ultima igualdade segue do fato que o gerador U,(cpﬂ_f)’r_&“

O.]E:p+17£) 77"76 .

pode ser substituido pelo gerador

A conseqiiéncia disto é que nao ha perda de generalidade em escolher a mudanca de base
que ndo soma as colunas que tém uma entrada nula na (p + r — 1)-ésima linha e zeros abaixo
da mesma.

|

Seja A° = A. Mostramos que o método da varredura produz uma seqiiéncia de matrizes

A" tal que a matriz A™"! é obtida a partir de uma mudanca de base em A", ou seja, existe

uma seqiiéncia de matrizes mudanca de base M, ..., M,,_1 tais que

A = MIA™M, = MM M AM . M, M,
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parar =0,...,m — 1.
Para cadar € {0,...,m—1} definimos A como sendo a matriz AM, ... M,_; M,. Portanto,

se k* & a primeira h,_; coluna de A e k é a 1ltima hj,_; coluna de A entao podemos escrever

9o — Z;jhgﬁ_)l 4+ A
onde ZZJ- € Z para s =FK", ..., K.

Proposicao 5.0.18. Z;j = 0 para todo s > i se e somente se A7, =0 para todo s > i.

Demonstracao: Sabemos que
0o = Ro iy -+ B i) e 000 = AL o p AL o)

Suponha que Z:,j = 0 para todo s > 1, ou seja,
Como o coeficiente de h/@1 é sempre nao nulo em a,(f_)’f e nao estd em nenhum outro a,(:_)’f para

s < f:‘% entao A%,j == 0, ou Seja,
5 i), A (R=1),r A (k*),r
C(])r 2—1JC k—1 T :*7j:k—1 '

~1 ~ )
Da mesma forma, o coeficiente de hk 1 )6 sempre nao nulo em a,i 1 )" 6 ndo estd em nenhum

outro 0,22’1 para s < k — 1 entao AL , ; =0, ou seja,

Do) = AL 2.0 ,Ef 12) -+ AL ak 1)T.
Repetimos este mesmo raciocinio para todo hfj_)l, S=FK,...,i+ 1.

Portanto, AY ; = 0 para todo s > i, ou seja,
oD = AT o AL )

A reciproca é completamente anéloga.
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Como uma conseqiiéncia direta da Proposicao 5.0.18 temos que A;_Tp ¢ um pivd se e

somente se Z;%p #0e Z;p = 0 para todo s > p —r.

2. T ~ . ,
E claro que A nao tem necessariamente quadrado zero. No entanto, a mesma serd usada
como matriz auxiliar para mostrar o resultado central da Secao 5.

A prova do Teorema 5.0.16 é uma conseqiiéncia direta do lema seguinte.

Lema 5.0.19. Seja A uma matriz de conexao. Aplicando o método da varredura em A, seja
A" a matriz obtida depois que a r-ésima diagonal foi varrida. Se Z;;g’j # 0 para algum &,
entdo existe um caminho Yj_¢j = [Vj—7.j, —Vj—7j—¢s Vj—t.j—c| para algum T e ( menor do que r

no fluxo ¢ formado por drbitas conectantes unindo a singularidade h,(f) a singularidade h,(j:f).

Demonstracao: Provemos por inducao em r e &.

1. r=1. Como a,ij)’l = h,(gj)

—1 ~ ~
S — _ * * ~ . .
entao A, ; = A, j para s = k*,..., Kk onde K" e K 830 a primeira
e a ultima coluna associadas a uma (k — 1)-cadeia. Assim, todas as entradas nao nulas

Z;;g’j para todo £ representam a existéncia de orbitas conectantes entre h,(j) e h,(f:f).

Para cada & temos um caminho no fluxo ¢ que é uma o6rbita conectante.

2. Suponhamos agora que & seja a primeira diagonal que intercepta Ay, e Z;_&j # (0. Entao

Z;j = 0 para todo s < j — & e todo r e Z;LU = 0 para todo ¢ < j e todo r. Como
Z;fﬁ,f = 0 para todo ¢ < j entao a coluna j nao sofreu nenhuma mudanca de base e

T —1 =T . ~ T i—
Aj—f,j = Aj—é,j' Como A&j = 0 para todo s < j — £ entdo Aj_gjj = c;.f?TA;f&j para

todo r. Logo A;_¢; # 0 e temos um caminho no fluxo ¢ que é uma orbita conectante.

3. Suponha que o lema vale para todo ' < r e £ < £ e seja Z;fg’j # 0. Se existe uma

J

orbita conectante entre h,(C) e h,(j:f) entao nada precisa ser mostrado. Em particular,

) =<1 .ol . o
¢ esse o caso quando A, . # 0, pois A; ., = Aj ¢; e, neste caso existe uma Orbita

conectante entre h,(gj) e h,g__f). Assim, suponhamos que A

j—e; = 0 e que nao existem

orbitas conectantes entre h,(cj ) e hg:f) e mostremos que se A;_g’j % 0, entdo existe um

caminho de o6rbitas conectantes unindo tais singularidades.
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— —1 ~ . _ _ AT AT+
Como A; (;#0eA; ;=0entaoexiste T <r, 7 < talque A; . =0e A; .. #0,
ou seja, ol(j)’r + UI(CJ)’TH. Note que 7 nao precisa ser tinico. No caso de existir mais

de um elemento com a mesma propriedade, podemos escolher aleatoriamente qual usar
na demonstracao da existéncia de um caminho. A escolha de 7 é importante quando
tratamos da minimizacao do comprimento do caminho. Abordamos este assunto no

Capitulo 6.

O método da varredura afirma que uma mudanca de base somente ocorre na j-ésima
coluna de uma matriz quando um pivo mudanca de base esté presente na mesma. Neste
caso, a mudanca acontece precisamente quando o método da varredura passa por uma
diagonal como 7 em A”. Assim, existe um pivo mudanca de base na j-ésima coluna e na
7-ésima diagonal auxiliar de A”. Este pivo mudanga de base ¢ A7 .. e estd na (j —7)-
ésima linha de A”. Pela Proposicao 5.0.18 A

i—7; # 0 e tem uma coluna de zeros abaixo,

o AL ATTTAT
ou seja, A, ;.= TAT L #0.

Sabemos pelo Lema 4.0.8 que

9o DT = uuDTIeDT 4 b DTG UTITIL 97t TR (5 )

Igualando os coeficientes de h](j:f) em ambos os lados da equacdo (5.1) (ou seja, restringindo-

a a (j —T)-ésima linha de A) obtemos

0— ZF+1 _ uu(j),?z‘ 4 bj—lﬂ(j_l)f_lzr‘

= Bj-r

Sabemos que quando um pivd priméario de uma coluna correspondente a uma cadeia
oU=07T=C est4 abaixo da (j — 7)-ésima linha entdo p~97¢ = 0. Em outras palavras,
pU=97=¢ = 1 somente quando na (j — 7)-ésima linha de A™¢ existe um pivo primario,

um pivo mudanca de base ou uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo.

Pelo Lema 5.0.17 podemos assumir sem perda de generalidade que em uma mudanca de

base, colunas com entradas nulas na (j — 7)-ésima linha de A™¢ e zeros abaixo nao sio
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consideradas. Portanto, pU=97-¢ =1 e bj_¢ # 0 somente quando AJ _7j—¢ € um pivo
primério ou um pivé mudanca de base. Pela Proposicao 5.0.18 Aj 7j—c 7 0 e tem uma

coluna de zeros abaixo, ou seja, ijfj = cj-_' T CA; fj ¢ #0.

Igualando os coeficientes de h ) em ambos os lados da equagao (5.1) (ou seja, restrin-

gindo a equagao a (j — 5)—ésima linha de A) temos que
AT (j)fz b U DF-IAT
j-&j = UM j 0 et
T— K),F—j+kK AT—Jtk
o b “b;- CAJ &J ¢t o bl Aj e

Como A] gj #£0e A = 0, entdo existe ¢ € {1,7 —r} tal que pU=TC=1,b; #0
] EJ ¢ # 0.

e Como Zj:éj—c #0étal que £ —( <& er —( <rentao por hipoétese de indugao
existe um caminho v;_¢ ;_¢ de orbitas conectantes unindo h,(ej 9 a h,(fjflg);

e Como Zj:i’j_g #0étal queT™ —( <& eT—( <r entao por hipotese de indugao

existe um caminho «;_z ;_ de érbitas conectantes unindo E,(jfo a h,(cjfl?);

e Como AJ 7; 7 0étal que 7 < eT <r entdo por hipotese de indugdo existe um

caminho v;_r; de orbitas conectantes unindo hk a h(] ",

Portanto, v,_¢; = [Vj—7.j» —Vj—7.j—¢s Vj—¢.j—c] € um caminho unindo h,(cj) a h,(f__f).

Assim, mostramos que A’ # (0 corresponde a um caminho no fluxo .

J—=&J

|

Demonstracao: [do Teorema 5.0.16] Seja d;, # 0. Segue do Teorema 4.0.14 que toda
diferencial d" # 0 ¢ induzida por multiplicagao pela entrada A7 .., ., que é um pivo primério
ou um pivdé mudanca de base. Pela Proposicao 5.0.18, Ap_r+17p+1 # 0 e todas as entradas
a (p + 1)-ésima coluna abaixo da (p — r + 1)-ésima linha sao nulas, ou seja, K;—r+1,p+1 =
- A "Ay 1,01 # 0. Pelo Lema 5.0.19 existe um caminho no fluxo formado por érbitas

conectantes unindo a singularidade h(p ™ a singularidade h (p— TH)
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(10),1 (13),4 , (13),5
k+1 Okt+1 /%41
—4
Ag 3
-5
Ag i3
Y Al o 1/—2."
h® -3 o3n
hy” 3 4 -1
h® -1 1/0

SRS | oe—s
hy” Boto @ A Fos E

Ag 13 AV

Figura 5.1: Representacao esquematica do caminho s ;3.

Exemplo 5.0.20. Considere o Exemplo 2.2.1. Notemos que a entrada A§713 = 3 é um pivo
primario em A® que tinha sua entrada original em A igual a zero, ou seja, As 13 = 0. Portanto,
nao hé necessariamente uma orbita conectante entre h,(ﬁlﬂ e h,(f’). No entanto, vamos agora
determinar um caminho de orbitas conectantes entre tais singularidades.

Notemos que

oot = —h + nY + 4n — 31 + ngY
907 = P 4 1P 1 o0l

—4 -5 . _ .
e portanto A; ;3 =0e A; ;3 =1 # 0. Portanto, consideremos 7 = 4. Representamos o caminho
esquematicamente usando uma matriz como na Figura 5.1. Calculando as entradas da prova

do Lema 5.0.19 temos

« A]

J _?7_]

—4 —q
= A13—4,13 = A9,13 7é 0.
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14
h,

13
M
12
hk+1

11
hk+1

hll:(-)kl j
=1 2

Figura 5.2: Caminho 7513

_?_C —4—-3 —1
o A, A13—4,13—3 = A9,10 # 0

J ?,]—C =

~T—¢ —4-3 —1
o A=A 5133=08510F#0

Pelo Lema 5.0.19, um caminho entre h,(flﬂ em h;f) ¢ V513 = [Y9.13, —70.10, V5.10]- Veja Figura
5.2.

O comprimento de 7513 € £(7513) = €(79.13) + £(Y9.10) + {(V5.10) =4+ 1+ 5 = 10.

Notemos que poderiamos escolher o caminho composto pelas conexoes que correspondem
as entradas Z?,13 # 0, Z3,11 #0e Zé,n # 0, ou seja, ¥4 15 = [V7.13: =711, ). Veja Figura
5.3.
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10),1 11),2 , (11),4 13),6
O-I(v+i Ul(cd /UM Ul<c+%
-4
As,n
) 0 1/0 0
Z5.,10 N
- 0D 14
-3 —2/-5 0
I 0N
o -1 1/0 _ 0
-~ @ v 0 0
—4.
72' A7,11
A9,11

Figura 5.3: Representacao esquematica do caminho g .
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hit
T hida
i
T 7 h}c}{-l

i ’l
2
-1 -2

9
hy,

3
hk:—l

hi71 (L, A)

hi

Figura 5.4: Caminho v; ;3.

6 —4 e R
As entradas A; 3 e A;q; correspondem a orbitas conectantes em ¢, pois A; 3 # 0 e
-1 -1 L . s
A, # 0. Por outro lado, A ;; = 0, ou seja, nao existe necessariamente uma o6rbita conectante
(11) (5) : . ' (11) (5) y
entre h;_ 1 e hy”. No entanto, existe um caminho 5 ;; entre hy_; e h;~ composto por orbitas

. -2 -1 —1 :
conectantes correspondentes as entradas Ay, # 0, Ag 9 # 0 e Ay, # 0, ou seja

7&,13 = [7/7,137 _%,117 [%;,117 _%/),107 %,10]]

Veja Figura 5.4.

O comprimento de v5,5 € £(7513) = (v713) + £(v711) + €(v911) + £(V9.10) + £(V510) =
6+4+2+1+5=18.
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Isto mostra que o caminho entre duas singularidades muitas vezes nao ¢ tnico. Mesmo

para um comprimento fixado o caminho nao é necessariamente tinico.



Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho comecamos a explorar a seqiiéncia espectral e suas implicacoes dinamicas. A
medida que r cresce, o Z-modulo Ej muda de geradores. Através dos Teoremas 3.0.6 e 4.0.14, a
varredura conecta esta mudanga de geradores dos Z-moédulos £ as mudangas de base sobre Q
da matriz de conexao A. Na varredura, destacam-se entradas importantes da diagonal auxiliar
r de A" que determinam a matriz do proximo estagio A™!. Tais entradas sdo chamadas
de pivos primérios e pivos mudanga de base (veja Secao 2). Cabe destacar a integralidade
destes pivos durante toda a varredura, mostrada na Proposicao 3.0.4. Sao precisamente estas
entradas que determinam os modulos E). Estas matrizes sao obtidas da anterior por mudangas
de base sobre os racionais Q. No entanto, permanece em aberto a questao da interpretacao
das matrizes intermediarias deste processo. Em particular o que significam dinamicamente as
entradas de tais matrizes que sao racionais porém nao inteiras.

Apesar das matrizes intermedidrias do método da varredura possivelmente terem entradas
fracionarias, observamos nos exemplos que a matriz correspondente & estabilizacao da seqiiéncia
espectral (iltima matriz da varredura) tem entradas inteiras. Uma pergunta em aberto é se
este fato sempre ocorre e, se sim, qual a relacdo do fluxo inicial com o fluxo associado a
matriz correspondente a estabilizacao, ou seja, qual o efeito da mudanca de base provocada
pela varredura nas matrizes de conexao. Varios exemplos indicam que podemos ter uma

continuagao.

110
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Exemplo 6.0.21. Voltemos ao Exemplo 1.5.2. Consideremos primeiramente o caso em que
0 < A < A*. Neste caso a ordem do fluxo ¢ tal que 1 <, 2 é a tnica relagdo. Como a matriz
de conexao é triangular superior com diagonal principal nula, entdao somente A(2,1) pode ser

nao nula. Além disso,
o Ho(c(M)) =Z , Hi(c(My)) =0,
o Hy(c(Ms)) =0, Hi(c(Ms)) = Z,
o Hy(c(My)) = Hi(c(Msy)) = 0.
Temos entao a seqiiéncia exata em homologia
a(2,1)

0 — Hy(c(May)) —— Hi(c(Mz)) == Ho(c(My)) — Hy(c(May))—0

que é equivalente a

Logo A(2,1) é um isomorfismo. A representacao qualitativa do fluxo, bem como sua matriz

de conexao estao na Figura 6.1.

M,

M, M, 0 0 0
Figura 6.1: Representacao do fluxo e sua matriz de conexao - 0 < A < \*.

Consideremos agora A > A*. Neste caso a ordem do fluxo é dada pelas relagoes 1 <, 2 e
1 <, 3. Como a matriz de conexao ¢ triangular superior com diagonal principal nula, entao

somente A(2,1) e A(3,1) podem ser nao nulas. Por um argumento idéntico ao anterior temos
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M,
0 1 1
0 0 0
M, ¥ M, 0 0 0

Figura 6.2: Representacao do fluxo e sua matriz de conexao - A > \*.

que A(2,1) e A(3,1) sado isomorfismos. A representacao qualitativa do fluxo, bem como sua
matriz de conexao estao na Figura 6.2.
Apliquemos o método da varredura na matriz de conexao associada a M, para A > \*. Veja

Figura 6.3. A matriz de conexao associada a estabilizacao é exatamente a matriz associada a

081)71 Jf)J 053)’1 0(()1),2 08),2 053),2
o =hy [0 (1) 1 o =hy [0 (1) [1]
d=hP 0 0 0 a?=hP 0 0 0
PV =n®l o 0 0 P2 =P 0 0 0
OE Ug),s oK
O'(()l)33 = h() 0 ((7)
o = h? 0 0 0

Figura 6.3: Varredura.

M, para A < \*.

Assim como este, ha outros exemplos que indicam que devemos ter uma continuacao da

decomposicao de Morse inicial.
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Uma pergunta interessante que surge na investigacao desta seqiiencia espectral dindmica
é a interpretacao do aparecimento de torcao. Este trabalho foi desenvolvido para seqiiéncias
espectrais cujos espacos E” sao Z-moédulos. Desta forma, pode aparecer torcao na seqiiéncia
espectral antes do cancelamento algébrico de um Z-moédulo EJ e as vezes a torgdo permanece
na estabilizacdo. Que significado dindmico tem essa torcdo nos dois diferentes casos? A
investigacao do significado dinamico do aparecimento de torcao nos Z-modulos da seqiiencia
espectral no seu processo de estabilizacao é uma pergunta em aberto. Em particular quando
esta tor¢ao provoca o cancelamento algébrico de um Z no préximo estagio da seqiiéncia. Que
significado tem a estabilizacdo? Em que casos representa a homologia da variedade?

Outra motivagao para a investigacao da seqiiéncia espectral dinamica é o estudo das érbitas
longas do fluxo. Estas orbitas tém energia alta, ou seja, a variagao do funcional agao ao
longo de tais Orbitas é grande. Detectar energia alta é significativo geometricamente, [BaCl|.
Neste trabalho atingim