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INTRODUÇÃO 

Neste trabalho exporemos alguns resultados sobre Centrali-

dade e Comutadores em Variedades de Mal'cev. As ideias de Centre-

lidada nos permitir~o introduzir o importante conceito de Comu-

tador que, no reticulado de congru~ncias de uma ~lgebra, compor-

ta-se como um "produto de ideais'', no mesmo sentido que dado5 

um anel A e I,J ideais de A, consideramos o produto (I,J) como 

o ideal gerado por I.J+J.I, ou dados um grupo G e H.K subgrupos 

normais de G, cónsideramos o produto (H,Kl (cornutadur· de H e K) 

como o subgrupo de G gerado pelos elementos da forma 
- l 

h·k·h 'k 

onde hsH e KsK, Esses dois conceitos intimamente relacionados 

de centralidade e comutador, nos permitir~o. a titulo de apli-

caç~o dos resultados obtidos. desenvolver uma teoria de Nilpo-

tência e Não-geradores no contexto das Variedades de Mal' cev. 

Este trabalho foi baseado principalmente nas refer~ncias (4), 

(5) 8 112). 

Os itens estão numerados dentro de cada capítulo, e as 

citaçoês dentro de um mesmo capítulo serão feitas somente com 

o item a que se referir (Exemplo: Teorema 10), e Ítens de ou-

tros capítulos conterão a citação completa (Exemplo: Lema II-7) 

Fixaremos, nesta introdução. as nossas notaçoês. Serão ci-

tados diversos fatos, cujas demonstraço~s poderão ser encontra-

das na referência (6) da bibliografia para a Teoria dos Conjuntos 

e em (3), (8) e (10) para a Álgebra Universal. 
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Se n e um numero inteiro -na o -negativo, A e um conjunto e 

An e" t o produto car esiano de n cÓpias de A. definimos as proje-

çoes 1r • :A+ A n, 1T • {a 1 , ... , a ) =a . 
J. 1 n J. 

e a diagonal 
n 

b. :A-+A , 
n 

~ 

por b. (a)=(a, •.• ,a). Denotamos usualmente l'!.zA por A. 
n 

definida 

Dadas as 

aplicaço8s 9:A+A', n An , n definimos 8 : -+A por ... , 

por 

DEFINIÇAD- Um Tipo de Algebras L 8 uma o(c)-sequência 

(n ,n
1

, ... ,n ,.,,)de inteiros nao negativos, y< o_(,), onde o(T) 
o y 

é um ordinal chamado a Órdem de T. 

DEFINIÇAD- Uma Linguagem de Algebras do Tipo T e um conjun-

to F ={f ;y < o(-r)} de símbolos funcionais, onde para cada y< o(,), 
T y: 

f seja um símbolo funcional n -ária. 
y y 

DEFINIÇAD- Seja F uma linguagem de álgebras 
T 

Uma Algebra do Tipo -
T e modelo qualquer F um par a 

T 

par A=<A.F> onde A e um conjunto não· vazio e F uma 

peraçoss tal que, para cada y <oh), 

do tipo 

' isto e. 

família 

A n 
f :A y+A. 

y 

T • 

um 

de o-

é dita para cada y < o(c), uma realização em A do símbolo funcio-

rlal f . O conjunto A é dito o universo ou conjunto subjacente 
y 

A 
de A e fy' as suas operaçoes fundamentais. 

Duas álgebras de mesmo tipo sao ditas similáres. Uma elas-

se de álgebras similáres é chamada de uma classe de similaridade 

e, em geral, chamamos de classe de álgebras, a qualquer subclasse 
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de uma classe de similaridaae. Sempre que nao acarretar ambiguida~ 

de, referir-nos-amos a <A. F> como a álgebra A. Se A e B são álgebras 

de um mesmo tipo T, 

operaçao em B. 

f denota tanto uma operaç~o em A como 
y 

uma 

Se B:A+B e uma aplicaç~o onde A e 8 sao ~lgebras similares, 

dizemos que e é um t1omomorfismo de A em B, se 8(f(a
1

, ..• ,anll= 

f(ea
1

, ... ,9anl para cada operação n-ária feF. Seja A uma álgebra 

do tipo T e 0;iBcA, 

x E:B e 
n 

fEf n-ária, 

por 8< A. 

então B é uma sub-álgebra de A, se dados 

temos que f(x
1

, •• , , X ) E 8, 
n 

Denotamos tal fato 

Dada uma álgebra A e X um subconjunto de A, chamamos de 

sub-álgebra gerada Dor X, e denotdmos rnr <X>. ~menor suh-álge-

bra de A que contem o conjunto X. 

Sejam A uma áLcebra e a uma reloão de equivalência em A 

Nos denotamos as cLJsses de equivalência de a por I x I e o con-
a 

junto quociente por A/a, isto é, A/a.;_ {jx! :xsA}, Se o. tambem for 
a 

uma sub-álgebra de 
2 

i\ , então dizemos qliB fi e uma congruência em 

A. Definimos então D homomorfismo natural ifJ :A-~A/a por ifl (x) =I x. j 
a a a. 

A/a tem uma estrutu1·a natural de colocando-se ... , 

Jan1al=!f(a
1

, ••• ,an) I· Se 8:A-+8 é um h'Jtllnmorfismo, então Ker8= 

2 " . 
{(x,y)EA :8x=8y} e Lima congruencia om A, chamada de o nCcleo de 

~ 

8, e temos então que1 A/Kero~BA. 
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Seja {A
1

) iEI uma família de álgebras similares e formemos o 

produto cartesiano .TI A .. Definimos as operaçoês f n-~rias no pro­
lEI 1 

duto cartesiano como se segue: •• "1' ... ,x E,ITIA .• n 1e 1 
então pomos 

n. (f(x
1

, ••. ,x ))=f(n.x
1

, ... ,n.x ). Esta ~lgebra assim construída e 
1 n 1 1 n 

o produto direto da família de álgebras I A. I . I. > H 

~efiniremos agora, os polinÔmios (ou têrmosl de uma lin-

guágem de álgebras. Denotando as variáveis individuais por x
1

• 

•• • • X • • • • ou {x :neN} e assumindo que nenhuma variável indivi­
n n 

dual é idêntica a um símbolo funcional, temos o seguinte: 

DEFINIÇAD- O conjunto T [r) dos termos n-ários do tipo T e 
n 

o menor conjunto satisfazendo as seguintes condiçoês: 

(i) xjE.Tn(rJ, O.:s:j<:n, 

então fET (T) 

e se ft:.F B'1 um símbolo funcional o-ária, 
T 

n 

(ii) Se p
1

, ... ,pkf:Tn(T) e fEF e um símbolo funcional k-ário, en­
T 

tão f(p
1

, ... ,pklETn(Tl. 

po T, 

-O conjunto T[T) dos termos do tipo T e definido por: 

T(T) e T (T) tem estruturas naturais de álgebras do ti­
n 

pondo F=F e sao chamadas de Algebras livres tendo 
T 

{x :nEN} 
n 

e {x
0

, •••• xn} respectivamente. como conjunto de geradores. 

base matemática para o uso dos têrmos é dada por: 

A 

TEOREMA (8)- Se]·a A uma álgebra do tipo T e e i {x , ... ,x 1 J+A 
·~O n-
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uma aplicaç~o, ent~o 8 pode ser estendida a um ~nico homomorfismo 

0:T (T)+A (ou um anico homomorfismo t:T[T)+AJ. 
n 

Os termos nos permitir~o agora, dar um sentido preciso ao 

que se entende por ''identidade''. 

DEFINIÇÃO- Uma c-identidade e uma expressao da forma p=q em 

que p e q sao termos do tipo T e = é o sÍmbolo de igualdade na lin-

guagem F . 
T 

Dada uma álgebra A do tipo Te p,qeTk(Tl, as seguintes afir­

maço8s são equivalentes: A satisfaz p=q; p=q vale em A; A~p=q; A é 

um modelo para p=q. 

DEFINIÇÃO- Chamamos de Variedade de Algebras ou Classe Equa-

cional ou ainda Classe Primitiva, a classe de todos os modelos de 

um conjunto fixado de identidades. 

TEOREMA- Sejam, A uma álgebra, p=q uma identidade, ambas do 

tipo Te além disso p,qET (T). Nestas condiço8s, são equivalentes: n . 

(i) p=q vale em A. 

(iil p=q como eleme11tos de T (Tl 
n 

Seja agora, K uma classe de âlgebras similares, definiremos 

três operadores em K, do seguinte modo: H(K), para tomar todas as 

imagens homomorfas rle todos os membros de K. S(K), para tomar 
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todas as sub-ªlgebras dos membros de K. P(K), para tomar todos os 

produtos diretos de famÍlias de membros de K. Com essas notaço~s. 

temos o importante resultado obtido por Birkhoff: 

TEOREMA- Seja K uma classe de álgebras similares,então K e 

uma variedade se, El somente se, HCSCP(Kl l JsK. 

Veremos agora como exemplo, duas variedades que tem um papel 

destacado no presente trabalho. 

A primeira e a Variedade dos Grupos, denotada por G. que e 

constituída pelas dlgebras do tipo <2,1,0:.- cujas operaço8s denota­

! 
denotadas respectivamente por 1 satisfazem o seguinte con-

junto de identidadus: 

(i) x.(y.z),(x.yl.z 

(ii) x.1"'X 

(i i i) 
- 1 

X • X "'1 

Com respeito a Teoria dos Grupos, nos reportamos as referên-

c ias (1) 8 (11). 

A Variedade dos Reticulados, denotada por L é constituída 

pelas álgebras do tipo <.!2,2> com operaço8s binárias denotadas por 

V e h que satisfazem o seguinte conjunto de identidades: 

(i) xVy=yVx e XI\Y"Vi\X 

(ii) xY(yVz)=(xVy) .'z e x/\(y/\z)=(xf\y)/\z 

(iii) xA(xvyl=x e X\f(xf\y)=x 
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Um reticulado e dito distributivo, se satisfizer a identi-

dade adicional: 

Um reticulado 8 dito modular, se satisfizer: 

(M) [XII.YlV(XI\Z)"'xA( (X:\y)V z). 

A classe dos reticulados distributivos e a classe dos reticulados 

modulares constituem variedades. Um reticulado tal que todo sub-

conjunto seu tem supremo e infimo é chamado um reticulado com-

pleto. Um elemento a de um reticulado completo A 5 chamado de com-

pacto se, sempre que a6:VS, onde SÇA, existir T~s. T finito com 

a~VT. Um reticulado completo A e chamado compactamente gerado ou 

algébrico, se todo elemento de A é supremo de elementos algébricos. 

Um reticulado completo A é dito cont!nLJO superiormente, se para todo 

arA e C cadeia em A, vale que a/\VC"' Vc[élf\X). Temos então os seguin­
xc 

tes resultados: 

TEOREMA- Todo reticulado compactamente gerado ~ cont!r,uo 

superiormente. 

TEOREMA- Se a e um elemento de um reticulado A. continuo 

superiormente, S<.:-A rJ S a classe dos subconjuntos finitos de S, en-

tão: 

BAVS= V (aAVF). 
Fd 

Para a demonstraç~o desses resultados e outras informaço~s 

'l 
! 
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sobre reticulados, ver a referência (2). 

Se A for uma álgebra, denotamos por C(A), o conjunto das 

congruências em A. Colocaremos em C(A) uma estrutura de reticu­

lado. Dados a.BcC(AJ, definimos o:Ai3"af18 e avS~ {(x,yle:A 2 : existe 

ne:N e existem t
0

, ••• ,t 2 nEA com x=t
0
at

1
s ... at

2
n_

1
st

2
n=y}. Nestas 

condiço8s. (C(Al.v.Al e um reticulado completo, compactamente 

gerado, chamado o Reticulado das Congruências de A. (Ver (3), 

§ 1 o J. 
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CAPÍTULO I 

VARIEDADES DE MAL'CEV 

Neste capítulo definiremos Álgebras e Variedades de Mal'cev, 

e como resultado principal veremos o Teorema de Mal'cev. 

1-DEFINIÇÃO- :;eja:-n a e B congruencias em uma álgebra A. Cha-

mamas de produto de a e B. denotado por aoB ao conjunto aoB~{(x,yl 

2 
EA :'3t'"A:xatBy}. 

2-PROPOSIÇÃO- Seja A uma álgebra e a e 0 congruencias em A, 

então acB e uma congruência em A [Logo o produto de um numero fi-

nito de congruências em A ª uma congruência em A). 

DEMONS-TRACÃO- Suponhamos x .• y.EA, 1=1, .•• ,n e x.at.By .• se f 
. 1 1 l 1 l 

e uma operação n-ária em A, então como a e B são congruências, te-

mos que flx
1 
..... x la:flt

1
, ... ,t J e f(t, ... ,t lBf(y

1 
•..• ,y ), 

n n 1 n n 

logo f(x1 •.•. ,xnlaopf(yí, ... ,yn) 8 ao[3 e uma congruência na 

álgebra A. 

Vamos agora, reformular a definição do supremo de duas con~ 

gruências, tendo em vista a Definição ~. 

3-PROPOSIÇAD- Sejam a G S congruências em uma álgebra A. 

eOl+~=Ws .• 
u.:N ~ 

1 
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DEMONSTRAÇÃO- Sejam x.a+Sy,, i"'i_ ... ,n, onde x,,y.sA e f 
l l l l 

uma operaç~o n-~ria, existe ent~o jEN de modo que x
1
sjy

1
, e como 

s. ~ congruincia temos: f(x
1

, •.. ,x ls.f!y
1

, ... ,y ), logo 
J n J n 

fl.x 1 •... ,x la+Sf(y , .... y l e a+B ~uma congruªncia em A. Temos 
n 1 n 

tambem que a~~+B e B~a.+S, logo avS_::a-tS. Vamos supor agora que 

x,yEA s~o tais que xa+Sy. ent~o existe jEN com xsjy. Se j ~ im­

par, então existem t
0

, ••. ,t
2

n, de modo que x=t
0
at.if;L •• at

2
n_

1
Bt

2
n=y 

e portanto xaVBY· Se j ªpar, tomamos x=t
0
at

1
s ... at

2
n_

2
st

2
n_

1
B 

t 2 n_ 1 =y e tambem xaVBY· Dai resulta que a+B~a.VB e portanto 

4-CDRDLARIO- Sejam a e B congru~ncias em uma ~lgebra A. 

então avS=aoB, 

DEMONSTRAÇAO- Basta observar que se aoB=B~a. como aoa=a e 

BoS=B. se 1>0, então s.~~oB e portanto 
l 

5-DEFINIÇÃO- Dizemos que duas congruências a e B em uma 

álgebra A comutam ou permutam 

6-PROPOSIÇAO (Birkhoff)- Se todas as congruências em uma ál~ 

gebra A comutam, então o seu reticulado de congruências é modular. 

DEMONSTRAÇÃO- Observamos inicialmente que, dados elementos 

a.S e y de um reticulado qualquer , vale sempre que se a)B. então 
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ll 

SdaAyl~aA(Scy). 

Suponhamos agora que a,B e y sejam congruências em uma ál-

gebra A, com ct:}B· Se (x,y)E:af\(Soy), então x(Soyly e como (3r,y"' 

yoB, temos xSayy e existe então St:.A com xysBy, mas B.(a, e, assim 

sa.y e como xay, temos que sax, logo ySs(aAylx e (x,ylt:.B~(cury) e 

a~(Soy),Bo(a~yl. 

Finalmente temos que a~B implica que aA(Soy)~Sa(aAyl e o 

reticulado das congruências de A é modular. 

~-DEFINIÇAO- Seja T uma variedade de álgebras tal que cada 

par de congruências em cada ~lgebra de T comute. Então dizemos 

que T ~uma Varieda1je de Mal'cev. As álgebras de T s~o chamadas de 

Algebras de Mal'cev. 

Veremos agora, o Teorema de Mal'cev que fornece uma c~rac­

terizaç~o geral das variedades definidas acima. 

8-TEDREMA(Mal'cevl- Seja T uma variedade de álgebras. Então 

Ti uma Variedade de Mal'cev se, e somente se, existe uma operação 

ternária P de modo que P(x,y,yl~x e P[x,x,zl=z são identidades 

em T. 

DEMONSTRAÇAO- Suponhamos que existe em T uma operaçao ter­

n~ria P nas condiçoês do enunciado. Seja A uma ~lgebra de T e 

a.S congruências em A, suponhamos ainda que xaySz. onde x,y,zEA, 

então: 

1 
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xsx 

logo: P(x,y,zlSP(x,z,zJ x 

Temos tambem que: 

XO X 

xay 

zaz 

logo z=P(x, x, zJaP Cx, y, zl 

Assim, temos que xaySz implica que x8P(x,y,zlaz ou seja, 

ao8S8oa. De moda análogo, vemos que Boa~aoB e assim, a e B comutam. 

Reciprocamente, suponhamos que T é uma Variedade de Mal 1 cev. 

Sejam A a T-álgebra livre em tr8s geradores x,y e z, a a menor 

congruência em A tal que x~y e 6 a menor congruê~cia em A tal que 

y~z. Temos então que xaySz. Como aoS~Soa, existe um elemento 

P(x,y,z) de modo que xBP(x.y,zlaz. 

Consideremos agora o homomorfismo 8:A+A definido nos gera-

dores livres por 8(x)=y e 8(y)=8(z)=x, temos então que Bl<~.y> é 

~ 
um isomorfismo e portanto,Ker8A{x,y>={x,y>, e assim, como B~Ker9, 

temos que ~ é trivial na sub-álgebra <x,y> e como xSP(x,y,y) e 

P(x,y,y)e(x,y>, devemos ter x=P(x,y,yl. De modo an~logo obtemos· 

que z=P(x,x,zl e assim, X"'P(x,y.y) e z•P(x.x,zl sã identidades 

em T. 

9-DEFINIÇÂO- A operaçao ternária P do teorema anterior e 

chamada Operação de Mal'cev em T. 
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O proximo teorema nos diz como devem ser as congruências 

das álgebras de uma Variedade de Mal'cev. 

10-TEDREMA- Seja A uma ~lgebra em uma variedade de Mal'cev T. 

então as congruências de A são exatamente as - 2 sub-algebras a de A 

' 2 tais que A!:aSA 

OEMONSTRAÇAD- Como em uma ~lgebra A qualquer. toda congruência e 

uma sub-álgebra refl8xiva de A
2 

bastara então mostrar que se A é 

de Mal'cev e a é uma sub-álgebra reflexiva de A
2

, então a é simé-

trica e transitiva. 

Suponhamos que (x,y),(y,zlEa· Para a simetria temos que: 

-xux pois A::--~. 

xay 

yay 

logo y-P(x,x,ylaP(x,y,yl_:: . .:. e vale (y,xl€a· 

Para a transitividadt' temos que 

xuy 

yaz 

logo x-P(x,y.ylaP(y,y,/') L e v~1lt< (x.zlca. 

Diversas variedades de álgebras QIJB ocorrem freqOentemente 

em Matem~tica s~o Variedades de Mal'cev. 
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11-EXÊMPLO- Consideremos a Variedade dos Grupos. Tomando 

- 1 
P(x,y,Z)"'x.y .z, temos que P(x,y,yl=x e P(x,x,zl=z, e portanto os 

grupos constituem uma Variedade de Mal'cev. Passando a operaçao 

definida acima para a notação aditiva. P(x,y,zl=x-y+z, vemos que 

tambem são Variedades de Mal'cev os Anéis, MÓdulos, etç. 

Uma estrutura um pouco menos co1num e a de Quase-grupo. 

Um quase-grupo Q é uma álgebra do tipo <2,2,2/ com as operaçoes 

. (multiplicação), /(divisão à direita) e \(divisão à esquerda), 

satisfazendo as identidades: 

Cx.y)/y=x 

(x/yl .y=x 

y\(y.xl~x 

y.ly\Xl"X 

Se definirmos P(x,y,zJ=(x/(y\ylJ.(y\zl então temos que 

p I X. y. y J ~I X I I Y\Y J J • I Y\Y J o X e P(x,x,zl=(x/(x\xl).(-x\.,z)= 

[x.(x"-,x)/(x\x)).(x\zl=x.(x\zl=z. Portanto as congruências de um 

quase-grupo comutam. 
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CAPíTULO II 

CENTRALIOADE 

Consideraremos neste capítulo o problema de definir Centra-

lidade em Variedades de Mal'cev, e as principais consequências 

desta definição. 

1-0EFINIÇAD- Sejam A uma ~lgsbra em uma variedade T (não 

necessariamente de Mal'cevl,S,y congruências em A e Cy[J3l uma con-

gruBncia em S. Dizemos então que y centraliza B por meio da 

congruência centrante (yiBl se as seguintes condiço~s estiverem 

satisfeitas: 

CO: (x,y)(y[SJ(x',y'l implica xyx' 

c 1 : i!lx,ylE~,no'llx,yJjlyj~J+jxjy (onde n 0 ix',y'i"x'l e uma apli­

caçao bijetora. 

RR' '</(x,y]q, lx,xllyj~J(y,y] 

RS: (x,yl(yiSHx',y') implica (y,x)(yiSl(y',x'l. 

RT: (x,yl(y[Sl(x',y') e (y,zl(y[SHy',z'J então (x,z)(y[Sl(x',z'). 

2-EXtMPLO- No caso da Variedade do5 Grupos temos o seguin-

te: dados um grupo C e H,K sub-grupos normais de G, ent~o H cen-

traliza K (no sentido da Teoria dos Grupo::.) se dado hE.H, h.f;,= 

k.h para todo k&K. Verifiquemos que nesta variedade, esta defi-

niç~o e a Definição 1 são equivalentes. 

Sejam B e y as congru~ncias mcidulo H e mcid1Jlo K respecti-

vamente, ou seja xSy se, e somente se, 

se, 
- 1 

y. x 12 K e e n t ~o tem os q u 5 H= 11 I B e 

- 1 
y.x sH e xyy se, e somente 

K=]11. Suponhamos 
y 

ent~o 

1 



que K centraliza H no sentido da Teoria dos Grupos. Definimos 

agora, uma relação (yjBl em ~por: 

[x,yJ[yiSJ[x' ,y'l se, 8 somente se, 3he:H: 
- 1 - 1 

y.x =y' .x' =h e 

- 1 
X , X 1 =k, 

Suponhamos que (x .• y.)(yjBl(x' .. y'.l para i=1,2, digamos 
l l 1 l 

-1 -1 -1 
yi.xi =y'i·x'i =hiEH 8 xi .x'i=kie:K, temos o seguinte : 

-1 -1 -1 -1 -1 
y

1
.yix

1
.x

2
J =y1'y

2
.x

2 
.x

1 
=y1'h2'x

1 
=h

1
.x

1
.h

2
.x

1 
E.H pois H<(!G, 

1 d . ' ' [ ' ' J- 1 h ' h ' - 1 1 a em ~sso y 
1

.y 
2

. x 
1

.x 
2 

= 
1

.x 
1
-

2
.x 

1 
e va e que 

-1 -1 -1 
x'

1 
.x

1
.h

2
.x

1 
.x•

1
,k

1 
.h

2
.k

1
=h

2 
pois K centraliza H e portanto, 

- 1 - 1 
x

1
.h

2
.x

1 
=x'

1
.h

2
.x' 

1 
e temos finalmente que: 

Y ' ' [ ' ' J- 1 A1 d" [ J- 1 [ ' • J-,.y 
2

. x 
1

.x 
2 

, em ~sso, x
1

.x
2 

. x 
1

.x 
2

-

-1 -1 ' ' -1 -1 
x

2 
.x

1 
.x 

1
.x 

2
=x

2 
.k

1
.x

2
cK pois x

2 
.k

1
.x

2
e:K. Disso resulta 

que Cx
1

.x
2

.y
1

.y
2

l CyjBl Cx' 
1

.x•
2

,y•
1

,y•
2

J. Suponhamos agora que 

(x,yle:S, então 
- 1 - 1 

y.x e:H e x .x=1cK, logo (x,yl (yjB](x,y) e temos 

' 2 B~(yjBl~S e então, finalmente que pelo Teorema I-10 v8m que 

CyjSJ é uma congruência em B. 

Verifiquemos agora que CyjBl satisfaz efetivamente as con-

diçoês da Definição 1. 

co' [x,yl [yl~l [x' ,y') então 
- 1 

x .x'E:K ou sejaxyx'. 

C1: ?ro:l(x,yJjCy]l3l-+jxjy, 1T 0 (x',y'l"'x' é bijeção. De fato, se 

- 1 - 1 i ' 
(x,y)(yjBl(x,wl, então existe h com y.x =wx =h e portornto y=vr· 

logo 1r 0 é injet6ra. Por outro lado seja Z< I X I ' y 
então se y'= 

- 1 - 1 
y.x .z, temos que y.x =y'.zEH e como z=x.k para algum k~::K, re-

' 
' sulta então que (x.y)(yjS)(z,y') e ?ro(z,y')"'z, logo 1r 0 e sobrei 

RR: Suponhamos que (x,yl~y. então existe kEK com x~k.y 
i 

e trivi~l-

mente temos que (x,xl (yi13Hy.yJ. 
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RS, Se lx.yllyiSllx',y'J 
-1 -1 -1 

então y.x =y'x' =hEH e x .x'EK, logo 

-1 , ,~1 
11

-1 H -1 , -1 , k K x.y =x .y = E e y .y :x .x = E , logo ly,xllyiSJiy',x'J. 

RT: Varnos supor agora que (x,y)(yjBl[x',y'l e que (y,zl[yjBJ 

então 
-1 -1 -1 

temos que y.x =y'.x' =h eH, x .x'"'K
1

cK. . 1 
- 1 

2. y = 

- j 
z'.y' =h EH 

2 
-1 -1 -1 

temos então que z.x =z.y.y .x 

-1 -1 -1 
z'.y' ,y'.x' "'Z'x' -EH e portanto (x,zl(yjBl(x',z'). 

Portanto y centraliza B no sentido da Definição I. 

Reciprocamente, suponhamos que 6 e y são congru~ncias em 

um grupo G, tais que y centralizaS por meio de (yjSJ e sejam H= 

ljl e K=j1j . Tomando hsH e I\EK temos: s y 
l1,hllyiSll1,hl 

11.11 lriBl lk.kl 

l1,h··!JiyiS111.h- 1 1 

l1,1llyiBllk,h.k.h 
1

1 

RR 

I I -1 
logo, pela tran~'itividade de (y Sl, temos que (K,kl(y SJ(k,h.k.h J 

- 1 
e por C1 temos que k=h.k.tl e portanto K centraliza H no sentido 

da Teoria dos Grupos. 

No ex~mplo ~nterior pode ser observada na definição de cen-

tralização na Teoria dos Grupos uma simetria no sentido de que, 

se K centraliza H então H centraliza K. Esta simetria ocorre tam-

bem no caso geral, como vemos na proposição seguinte: 

3-PROPOSIÇÃO- Sejam S e y congruências em uma álgebra A. 

Se y centraliza B por meio de (yjBJ ent~o existe uma congru~ncia 

CB hl em y de modo que S centraliza y por meio de (6 hl. 

1 



DEMONSTRAÇAO- Definimos uma relação CBjyl em y por (x,x'l 

CB[yl(y,y'l se, e somente se, (x,yHShlCx',y'l. Seja agora f 

uma operação n-ária e vamos supor que para i=1, ... ,n temos 

lx
1 
.• x'.l(SjylCy.,y'.l, ou seja (x .• y.l(-y[0l(x'.,y'.l, e como Cy[Sl 

J. J.J. J.1 11 

~!3 2 temos que (f(x
1

, ... ,x ),f(y ,. .. ,y llCy]Bl(f(x'
1

, ... ,x' ), 
n 1 n n 

f[y'
1

, .. ,y' )) e assim, temos que (f(x , ... ,x l,f(x'
1

, ... ,x' JJ 
n 1 n n 

CSjyJ(f(y 1 , ... ,yn),f(y'
1

, ... ,y'nll e portanto CB]yl~y 2 • 

Tomando agora (x,x')c:y, então por RR para !y[Bl temos que 

(x,xl!y[SlCx',x'l e portanto Cx.x'lCBjyJCx.x'l ou seja, CB]yl 

é reflexiva. Se (x.x'J CB[yl (y,y'l então (x.yl Cy[Bl (x' ,y'l e por 

RS para ly]Sl temos que (y,xlly[Bl (y' .x'l ou seja (y,y') CB[yl 

Cx.x'l e CsjyJ. é simátrica. Se tivermos Cx.x'lCS[yJ(y,y'l e 

(y,y'ICS[yliz,z'), então lx,yiCyiSJCx',y'l e ly,zllyiSIIy',z'l 

e por RT para Cy[Sl temos que (x,zl!y[BJ(x',z'l e assim, 

Cx.x')(S[yJ!x',z'l e CBjyJ é transitiva. Concluímos então que 

CB[yl é uma relação de congruência em A. 

Verificaremos agora que CB]yl satisfaz as condiço8s da 

Definição 1. 

'' CO: Se (x,x')(SjyJ(y,y'l então (x,y)(y[Bl(x',y'J e devemos ter 

que xSy pois Cy[SHS
2

. 

C1: Consideremos agora 1TO: I (x,x') I cs[yJ-+Ixls· onde 1To(X1,x2l=x1 

e seja ye:[x[
8

, então. temos que "IT 0 :[Cx,yl]Cy[Sl+]x]Y é bijeção por 

C1 para (yjB) e portanto como x'e:[x[ , existe y' de modo que 
y 

(x,y)(yiBl (x' ,y'l ou seja, (x,x')(B]yl(y,y'), logo 

~o=l!x.x'l\ 16 [y)+lx1 8 é sobrejetora. Se tivermos (x,x'l(S[y)(x,y'), 

então (x,x)(y[Bl(x'.y') e como por RR para (y]Bl temos que 
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(x,xl (y[Bl (y' ,y'), resulta da transitividade que (y' ,y') (y[Sl 

lx',y') e por C1 para ly[Sl vem que x'=y', logo "IToB injetora 

e vale C1 para (6 hl. 
RR: Suponhamos que (x,x'lt:S, então como ly[Bl e reflexiva. temos 

que (x,x'Hy[Sl(x,x'l ou seja, (x,xllSjyl(x',x') e vale RR. 

RS: Se (x,x'llBhlly,y') então (x,yl(y[Sl(x',y'J e com Cy[Sl e 

simétrica, temos que (x',y'lly[J3l[x,yl e assim [x',xllBhlly',y] 

e vale RS para CB!rl. 

RT: Se tivermos (x,x'l CB[yl(y,y'l e [x' ,x'' llB[yl (y',y'' J então 

(x,y)(y[Sl(x' ,y') e (x',y'l ly[Bl (x' ',y' ') e como Cy[Bl e transitiva, 

temos (x,y)(y[SJ[x",y") ou seja (x,x"l(Bhlly,y") e vale RT 

para c~jyl. 

Portanto. B centraliza y por meio de CB[yl. 

Se a variedade T -nao e de Mal'cev, então y pode centralizar 

S por meio de v~rias congruências C8r1trantes como nos mostra o 

proximo exêmplo. 

-
4-EX~MPLD- Seja T a Variedade dos Conjuntos, as suas congruen-

cias sao exatamente as relaçoês de equivalência. Seja G um grupo 

não abeliano. Definimos em G
2 

a relação de equivalência (G
2

!G
2

Jd 

cujas classes de equival~ncia são exatamente as classes laterais 

à direita de~ e (G 2 ic 2 ) definida de modo an~logo pelas classes 
8 

~ 
laterais à esquerda de G. 

1\ 

Temos então QUE! 

e somente se, (x' ,y' )rfJ(x,yl, ou Jl;ef.J L;urll 

2 . 2 
fiquemos que G centrallZa G por meio de 

2 2 
[x,y)[G lc )d[x',y') CB, 

Cx' ,y' l ~ctx, t·yl 

21 2 [ G C l d. 

Ver i-

! 
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21 2 2 CO: Se (x,y)(G G )d(x',y'l, trivialmente (x,x')EG. 

C1: Seja 1ro: \ (x,yl \ (G2\G2)d-7-\x\
5

2 com (t·x,t·yl""*t·x então, se 1r 0 Ct·x,t·yl 

"7To(tfx,t~y) pela propriedade do cancelamento para grupos, te-

mos que t=t
1 

e 7TQ ~ injetora. Se zEG, existe tEG com t«=z (basta 

- 1 
tomar t=z·x ) e portanto n 0 (t·x,'t·yl=z e n 0 é sobrejetora. Logo vale 

21 2 C1 para (G G )d. 

RR' \{cx,yloG
2

, :Jt' 

21 2 

(x,xl =(t,t).(y,yl e portanto, temos que (x,xl 

(G G Jd[y,yl. 

21 2 RS: Se (x,y)(G G Jd(x' ,y' l então (x,yJ=(t,tHx',y'l ou seja, 

21 2 RT: Se C.x.y)(G G ld(x',y') 21 2 • e (y,z)(G G )d(y',z'), entao existem 

(y',z'), então de y=t
1
·y' e y=t:2y' resulta que t

1
=t

2 
logo, (x,zl= 

Ct
1
,t

1
l·(x' ,z' l e assim, (x,zl CG

2
jG

2
)d(x' ,z'), 

çao 

Vimos então que (G
2

\G
2

Jd satisfaz as condiço8s da Defini­

i. De modo análogo, podemos verificar que G
2 

centraliza G
2 

por meio de CG
2 iG 2

J , 
8 

Por outro lado, consideremos a situação (x.,yJCG
2 IG 2

ld(x',y') 

e ( x, y ) ( G 
2 I G 

2
) ( x ' , y ' J , te rem os então [ x ' , y ' ) = ( t:·x , t·y) e por ou-

8 

tro lado, existira um Único t
1 

com (x',y'l=(x·t
1

,y.t
1

l e teremos 

• - 1 - 1 
entao t =t·x·x =x! x :=t 

1 
pois x' =x·t 

1 
e assim, teriamos tx=xt e ty"' 

yt. Logo se tivermos [Cx,yJ [(G2IG2) =[Cx,yl I(G2G2l para to-
d I 8 

do (x, y) t:.G
2

• viria então que t.x=x·t e t.y=y·t para todo tEG e G 

ser~a um grupo abeliano. Como G foi suposto não abeliano, existe 

pelo menos um par (x,y) com 

8 assim, (G
2

1G
2

JdF(G
2

1G
2

J
8

• 

;-·•. lV\ ~ 

8111 ~uoÚCA cttHRAL 
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Como ficou visto pela proposição e pelos exêmplos anterio-

res, no nível de generalidade em que foi feita a definição de cen-

tralidade, a verificação de se uma congruência centraliza outra 

se torna trabalhosa e nao se tem a garantia da unicidade da con-

gruência centrante. Quando nos restringimos as Variedades de 

Mal'cev, então reduzimos considerávelmente os Ítens a se testar 

para centralidade e temos a importante propriedade da congruên-

cia centrante ser Única. 

De agora em diante, e até o fim deste trabalho, salvo men-

ção explícita em contr~rio, todas as ~lgebras em consideração 

estarão sempre em uma Variedade de Mal'cev. 

5-PRDPDSIÇAD- Sejam A uma álgebra e B,y congruências em A. 

Suponhamos que y centralizaS por meio de [yjSJ
1 

e (yjSJ
2

, então 

OEMONSTRAÇAD- Suponhamos que xSy e xyx', então para i~1,2 

temos que: 

(x,yl lyiBl. lx,yl 
l 

(x,xl lyiBl, (x,xl 
l 

(x,xl lyiSl, lx' ,x' I 
l 

(x,yl iyiBl, lx' ,P(y,x,x' 11 
l 

Temos então que se (x,y)[yjSJ
1
[x',y'J. por C1 para (yjSJ 1 , vale 

que y'=P(y,x,x'l, e assim temos que [x,yHyiSJ
2
(x',y'l e pOrtanto 



22 

(Y[B)
1

.sCy[Sl 2 • Por simetria, temos a inclusão oposta e portanto 

Assim, para congruências em álgebras que estão em Varieda-

des de Mal 'cev, falamos na congl'uência centrante. 

6- PROPOSIÇAO- Sejam A uma ~lgebra, B,y congru~ncias em A 

e (Y I B) uma congruência em S. Então y centraliza B por meio de 

[Y I s) s 8' e somente se, as duas condiçoãs seguintes forem satis-

feitas: 

CO: (x,y)(Y[í3)(x',y'l implica xYx'. 

DEMONSTRAÇAO- Suponhamos inicialmente que y centraliza S 

por meio de lyiSl 

mos lx,xl CyiBl (y,yl 

8 ly,y lclllxl , 
y 

então xyy e assim, por RR te-

ou seja, ly,ylcl (x,xl I CyiSl e õlxl c. 
y --

iCx,xllcy[Sl' Por outro lado, se (y,zh[Cx,xl[CyiSl então (y,z) 

Cy[sHx,x) e por RR vem que (x,xlCy[Sl(y,y) e pela transitividade 

de Cy]Sl, [y,zl(y[Gl(y,yJ, finalmente C1 nos diz que Y"'Z e (y,zlt.: 

lllxly ou seja I (x,xl I (y~~~~õlxly portanto I [x,xl I iyiBl"Oixly· 

Reciprocamente, suponhamos que CO e C3 estão satisfeitas 

e vamos mostrar que valem as condiço~s da Defini;~o 1. 

RR: Da condiç~o C3. temos que se xy_y, então (x,x)(y\Sl(y,yl e 

vale RR. 

C1: Seja 1T 0 :j(x,ylj(yjpl-)-lxly onde (x',y'l-)-x'. Suponhamos que 

(x,y)cS e zclxl , temos então que: 
y 



23 

lx,yl ly]Sl lx,yl 

[x,xl ly]Sl lx,xl 

[x,xl ly]Sl lz,zl 

(x,yl Cy!Sl (z,P(x,y,z)) 

assim, 1T 0 (z,P(x,y,zJJ=z fil Tio é sobrejetora. Se tivermos que 

rr 0 (z,z' J=tr 0 [z,z' 'l c1nde (z,z' ), (z,z' 'lc[ (x,yll (y[Sl' então: 

[z,z'lly]SI(z,z'') 

(z,z)(y]SJ(z,zl 

(z' ,z) ly]Sl (z' ,z) 

(z',z'lly]SIIz',z' 'I 

e assim, por C3 temos que Z'"Z'' logo n 0 e injetora. Portanto vale 

C1 para CyjSJ. 

RS: Suponhamos que (x,y)(yjS)(x',y'l, então por CO, temos que x·rx' 

e conseq~entemente: 

lx,ylly]SIIx,yl 

(x,xl ly]SI (x,xl 

(x,xlly]Sllx',x'l 

lx,yl ly]SI lx' ,P(y,x,x'l I 

e portanto temos que (x',y'JCy[Sl(x',P(y,x,x'Jl pela transitivi-

dade de (yjSl. e agora, como n 0 é injetora, vale que y'=P(y,x,x')). 

Temos tambem que: 

YYY 

xyx' 

x'yx' 

P(y,x,x'lyy 

e assim temos que yyy' e 
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(x,xl!y]Sl(x',x') 

(x,yl Cy]Bl !x' ,y'J 

Cy,yl (yjSJ !y' ,y'l 

(y,xl Cy]Sl (y' ,x'). 

RT: Suponhamos agora que (x,yl (y[Bllx',y') e (y,z)(y[Sl (y',z'l, 

temos então: 

(x,yl !y]Sl lx' ,y' I 

!y.yl !y]Sl !y' ,y'l 

[y,z) (yjSJ [y' ,z'l 

[x.zlly]Bl[x',z'f. 

Portanto, y centraliza B por meio de !y]Bl. 

7-CORDLARIO- Nas hipoteses da Proposição 6 temos que y 

centraliza S por meio de ly[Sl se, e somente se, as duas seguintes 

condiço8s estiverem satisfeitas: 

CO: (x,ylly[S)(x',y'l implica xtx'. 

C4: VxEA: (x,x)(y[Bl (x,yl implica x=y. 

RR: xyy implica (x,x)(y,SJ(y,y) 

DEMDNSTRAÇAD- Suponhamos que as condiço~s CO, C4 e RR estejam 

satisfeitas, temos então que: 

xyy implica (x,xl (y,Sl (y,y) 

Assim temos que 6[x[yç[(x,xl [(y[BJ" Reciprocamente, se (y,z)E 

[lx,xl[(y[Sl então (x,xlly[SJ(y,zl e por CO temos que xyy e assim 



25 

(x,x)(yjS)(y,yl e por transitividade de (yjSJ temos então que 

(y,y)(yjSJ(y,zl e então, C4 nos diz que y=z e portanto (y,zlE 

nlxly logo nlxly;,llx,xl 11YISI e vale C3. 

Suponhamos agora que as condiçoês CO e C3 estejam satis-

feitas e que (x,xl (yjSl (x,y) 

logo x=y e vale C4. 

B- PROPOSIÇÃO- Sejam S e y congruências em uma álgebra A e 

(yjSl uma congru~ncia em B tal que y centraliza B por meio de 

(y j Sl. Se S' é uma congruência contida em [3, então y centraliza 

DEMONSTRAÇÃO- Verifiquemos que (yiB'l satisfaz as condi-

çoes CO e C4 do Corolário 7. Se (x,y)(yii3'J[x',y') então (x,y) 

(yjSl(x' .. y') e por CO para (yjSl temos xtx' e vale CO para CyjS'J. 

Se (x,x)(yjS'J(x,yl então [x,x)(yjf3J(x,yl e por C4 para (yjSJ 

vem que x=y e vale C4 para CyjS'l e portanto y centraliza B 

por meio de (yiB'l. 

9- DEFINIÇÃO- A centralização da Proposição ô e chamada de 

Centralização por Re5trição. 

10- PROPDSIÇAO- Seja a uma congru~ncia em uma ~lgebra A, 

' então a centraliza A. 

' DEMONSTRAÇAD- Consideremos a congruência em A definida por 
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' (x,x)(o.IA)(y,y) se, e somente se, xo.y. então CO decorre da defi-

' ' A 
nição de Co.IAl e C4 de [aiAJ ser uma congruência em A. 

11- PROPOSIÇÃO- s-8jãm s
1
.s

2 
e y congruências em uma álgebra 

A. Se y centraliza e
1 

e s
2 

então y centraliza S 1 os 2 . 

DEMONSTRAÇÃO- Definimos (yjs
1 

... s
2

l em S
1

oS
2 

por (x,y)(yjS
1

oS
2

l 

(x',y'l se, e somente se, existem t,t'EA tal que (x,tlCyfs 1 lCx',t'l 

e (t,yHy[S
2
JCt',y'). Seja f uma operação n-ãria e suponhamos que 

para i=1, .•• ,n, (x.,y.l(yjS
1
os

2
1Cx'.,y'.l, digamos (x.,t.l(yjS,I 

l J_ - l . l l l I 

e Ct
1
.y.lCyjS,ICt'.,y'.l 

l I l l 
então como CyfB.l 

1 

gruência, temos que (f(x 1 , ••• ,xn),f(t 1 , ••. ,tnll Cyfs
1

l 

(f(x•
1

, ..• ,x'nl, f[t•
1

, ... ,t'n)) e tambem (f(t
1

, ... ,tnl' 

e con-

fCy
1

, ••• ,y
11

l]CyjS
2
1Cf(t'

1
, ••• ,t'

11
),f(y'

1
, •. ,,y'

11
11 s portanto, 

(f(x
1

, .. ,,xn),f(y
1

, .. ,yn))(yiS
1

oS
2
l(f(x'

1 
.... ,x'n),f(y'

1
, ... ,y'n)) 

e assim, CyiS
1
os

2
J:5(6

1 
6

2
1

2
• Seja agora, (x,ylsS

1
oS

2
• digamos 

xS 1 tS 2 y, assim por 

Ct,yl Cyjs
2

J Ct,yl s 

reflexividade temos que (x,tJCyiS
1

lCx,tl e 

~ 
resulta que (x,y)(yiS

1
oS

2
J(x,yl, logo S

1
of3

2
.S 

CyiB
1

oS
2
l. Portanto, pelo Teorema I-10, (yiS

1
oS 2 l ~uma congru­

ência em s
1

os
2

. 

Verificaremos agora, as condiçoês do Corolário 7. 

CO: (x,y)(yls
1
os

2
J(x'.y'), então existem te t' de modo que (x,tl 

CyjS
1
JCx',t'l e por CO para lyls

1
J temos que xyx'. 

C4: Suponhamos qUE- (x,xl(yiS
1
os

2
J(x,y), digamos (x,t)(yiS

1
Hx,ul 

e (t,x)(yls
2
l(u,yl, então C1 para (yls

1
J mostra que t=u e nova­

mente C1 para (yl8
2

l nos da que y=x. 
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12-COROLÁRIO- Nas condiçoês da proposição anterior, se 

DEMONSTRAÇAD- Por simetria de centralização, temos que y 

centraliza s
1 

e e
2 

e então, pela Proposição 11, y centaliza s
1

os
2 

e novamente por simetria, s
1
,,s

2 
centraliza y. 

13- PROPOSIÇÃO- Seja a uma congruência em uma álgebra A. 

Existe uma Unica congruência maximal centralizando a. 

DEMONSTRAÇAO- Seja S o conjunto das congruências em A cen-

tralizando a , consideremos nos elementos de S a ordem natural do 

reticulado das congruências de A, então: 

(i) S~G pois pela Proposição 10, AES. 

uma cadeia qualquer em S e seja (como 

(8 ) ~ uma cadeia, a sua reunião coir1cide com o seu supremo) 
i id 

Temos pelo Teorema I-10 que assim, 
A 

vale que Af., 

2 
B.~A e portanto B é uma congruência em A. Definimos agora, 
" 

(x,yJCai.Bl (x' ,y') se, e somente se, -3ü:I de modo que lx,yllals.J 
" 

(x',y') e temos então: 

c o: [x,ylCalí3J(x',y'J implica que 

para I a I S. J 
" 

temos que xax'. 

lx.yl la I S. l lx' ,y' J 
" 

e por CO 

C4: lx, xl la I Sl lx,yl, então (x,xHaiS.J(x,y) e por C4 para 
l 

I a I S. l 
l 

vem que x=y. Assim pelo Corolário 7 temos que S centraliza a 

ou seja, í3t:S. 

(iii) Os Ítens (i) e (iil nos dizem que S satisfaz as hipoteses 

I 
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do Lema de Zorn, e portanto, S tem elementos maximais. 

Sejam agora, S' e S" dois elementos maximai5 de S, se S'l 

B' ', então pelo menos uma delas, digamos B' é tal que 6'< S'o S' ', 

como pela Proposiçao 1 'l, B 't> S'' centraliza a, 6' não pode ser 

maximal, o que nos mostra que existe uma Gnica congru~ncia maxi-

mal centralizando a. 

Denotaremos a Única congruência maximal centralizando a da 

proposição acima por n(a). 

14- EXEMPLO- Sejam G um grupo e H um sub-grupo normal de G. 

Chamamos de Centralizador de H em G ao conjunto CG(HJ~{aEG: a.h= 

h.a para todo he:H}, como H<IG, temos que CG(H)<1G ((nl. Com as no­

taço8s do Exêmplo 2, seja S a congruência modulo H; então se y 

centraliza 6 e K=l·1 [ ;h.k=k.h Vh~H.k~K. Consideremos agora a 
y 

congruência T) un e seja S=o 11 I T) ( t3 J. Dados XES' como T) ( t3 J centra-

liza B. temos x.h=h.x Vh~H e portanto SSCG(H), mas do Exêmplo 

2 temos que CG(H) centraliza H no sentido da Teoria dos Grupos e 

portanto se o e a congru~ncia modulo CG(H), o_s.n(Sl ou seja, 

CGIHJ"I1IniSJ" 

Suponhamos agora que y centraliza t3 em A. Por simetria de 

centralização,B centraliza y e por restrição,S e y centralizam 

Bny, e assim. pelo Corolário 11, Soy centraliza S~y. Em particu-

lar temos o seguinte; 
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15- PROPOSIÇAO- Seja a uma congruência em uma ~lgebra A. 

então aon(a) centraliza a(ln(a). 

16- PROPOSIÇAD- Sejam B e y congruências em uma ~lgebra A 

e suponhamos que y centraliza S em A, vale o seguinte: 

[i) Seja ei'S/[yiSJ+ A/Y dado por lrx 0 ,x 1 JI[yiSJ+ lxily para 

1=0,1. Seja E
1

=Kere
1

, então E
1 

centraliza E
0 

em S/(yjSJ. 

(ii) Para uma congruência O em 6/(yjSJ centralizando E
0

, defini­

mos ó em A por yOy' se, e somente se, jx,x'EA com j(x,yl.j(yjSJD 

jCx'<i'll(yjSJ' Então O e uma congruência em A centralizando 6. 

Ciii) Se D>E
1

, então Ó>Y e portanto~ se y~n(B), temos quie E
1

=nCE
0
l. 

DEMONSTRAÇÃO- [i) Se ICx,yJI[yiSJEol[x',y'JI[yiSJ então 

temos que lxl =lx' I ou y y xyx' e então como no'l[x',y'JI[ylsJI+Ix'ly 

é bijetora e tem-se que xt:lxl , existe y"t:A de modo que no-
1

(x)= 
y 

[x,y") e ainda [x,y")[yiSJ[x',y'). Assim, rlcx,yJI(yiSJ' 

ICx',y'JI[yiSJ)cE 0 pode ser escrito como lllx,yJI[yiSJ' 

I (x,y") I (yjBJ J. Definimos então uma relação CE
1

)E
0

J sobre E
0 

por' rlrx,yllcyiSJ'Irx,zllcrlsJJCE 1 IE 0 JCicx·,y•JicylsJ' 

[Cx',z'l[Cy)BJ) se, e somente se, (y,zlCy[Sl(y',z'l. 

Dado CICx,yJicyiSJ'Ilx,zJI(yiBJJEE
0

, de (y,zJlyiBJ(y,zJ, 

temos que (I (x,yJ I [y]SJ'] [x,z) I CrliJ J CE 1 IE 0 J (I (x,y) I lrlsJ' 

I I A I 2 (x.zl Cy[Bl) 8 assim, temos que E 0 ~rE 1 E 0 J~E 0 . 8 o teorema I-10 

nos mostra que CE
1

jE
0

l e uma congruência em E
0

. 

Vamos verificc1r agora as condiçoês do Corol~rio 7 para 
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co, Suponhamos que ri lx,yljlriSI'IIx,zil rriSIIIE 1 IE 0 1 

llx',y'lllyiBJ'I [x',cc'll iyiSJ)' então ternos que ly,z)[yiSlly',z'l 

e por CD para (yiB J temos que VYY' ou seja, I Yly =I y'ly, mas 

então llx,yll lriBIE 1 IIx',y'll 1yiSJ 8 vele crJ para IE 1 IE 0 J. 

C4: Vamos supor agor·c-1 que ti (x,yll (yiBJ'I (x,yll (y;J3))(E
1

]E
0

l 

I lx,yll lriSJ'I lx,zll lriSJJ' untãu ly,y)[YIBIIy,zl e por C4 para 

(YiBJ temos que y==z.::: assim, vule C4 para lE
1

jE
0

J. Resulta ent,;o 

que E
1 

centraliza E
0 

por meio de !E
1

1 E
0

J. 

(ii) Seja f uma operação n-ãria e para i=1, ... n, v.óy' ,, entãD 
- l .l 

existem x.,x'. em A com I (x.,y,ll 1 l"lol (x' _,y' _li 1. l"l e como 
l l 1 1 Y~-' 1 l Y~-'. 

O é congruência temes que I (f(>< 1 ,. •. ,xn),f(y
1

, ... _,ynll (yjBJO 

]lf(x 1

1 , ... ,x'n),f(:-,'
1

, ... ,y'nll(yli3l ou seja, f(y
1

, ... ,yn)6 

f(y'
1

, ••• ,y 1 nl e vaJc; que f:i!::._A
2

• Seja U)~or·a, ycA, entDo 

liy,yll lyiBIE 0 Iiy,yl' lyi,SI e pela refloxividade do IDIE 0 i, 

temos 11 ly,yll lriSI'!Iy,yll lrlsJIIDIE 0 ! 

I ly,yll IYIBI'I ly,yll lyiBII e assim, por [i) para IDIE 0 1 temos 

I (y,yll (yjBloj (y,yll (yiSl e portanto, y0:-,1, ou se~a Âf::D e o 

Teorema I-10 nos gai·Ante ent~o que 6 ri un13 congru~ncia en1 A. 

CJefinimos agoJ,J (ól13l r~m (3 por (:-,',>.)(15li3l(y',x'l se. e so-

rn 8 n te s B, I I I x , y I I 11 I G 1 , I I x , x I I 1 Y I 6 1 I I[] I E 
11 

I I I I x ' , V ' I I 1 y 1 G 1 ' 

lrx 1 ,X 1 l:ry]Sl). Surl(lflhamo:; llgnra quE~ r:·rli'f·J i"'1, ... ,1l, tenllBI'IOS 

(y.,x.)(DISl(y'.,x'.l e que f é uma O)~·or2cão n-ár·ia, temos 
1 1 - 1 ~- • 

então que ll(f(x~, ... ,x ),f(~/ , ... ,y JJI
1 

Ir~ ,l(-f(x
1

, ... ,x l, 
' r1 1 n 1'1"J r1 

f ( y 1 , ••. 'y n} l I ( Y I S l : ( O [ E() J ( I [ f ( x ' 1 , , .. , x ' n l ' f ( y I 1 , ..• ' y ' n J J i ( Y j B J , 

I (f(x'
1

, ... ,x' ),f(~' , ... ,x' )) 1
1 

I 
1

1 B portanto temos que 
n ~ n y i3 

(f ( y , ... , y ), f ( x
1

, ... , y J l (~~I B) (f ( y' , .•. , y 1 J, f ( x 1 

1
, ... , x' ll 

1 n .1 1 n n 
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2 
e assim, temos que (ójSl~S. Tomemos agnra (x,ylES, então 

[Cx,yl[Cy[BlEO[Cx,xl[(y[Sl e pela reflexividade de (D[E 0 J, temos 

que ilix,ylllrlsJ'IIx,xJI 1yiSJJIDIE 0 JIIix,yli 1YIBl'lix,xJI 1YISJJ 
~ 

e assim vale que (y,xlCO[SHy,x) ou seja, s~Co[sl. Concluimos en-

tão, pelo Teorema I- 10 que Có[Sl e uma congruência em B· 

Verifiquemos agora, que sao valida5 as hipoteses do Corolã-

rio 7 para Co[sl. 

CO: Suponhamos que (y,x) 18ISl ly' ,x'], então temos illx,ylllyiSJ' 

lix.xJIIyiSlJIDIE 0 JIIix',y'JI 1YIBJ'Iix',x'JI 1YIBlJ e por co para 

IDIE 0 ) temos que lix,yJIIriSlDiix',y'llryiSJ e portanto yóy', 

C4: Vamos-supor agora que (x,xlCó[SHx,y), então temos que 

llix,xlllyiBJ'Iix,xli 1YIBJJIDIE 0 Jilly.xJI 1yiSJ'IIy,yJI 1yiSlJ e 

por C3 para IDIE 0 J vem que I I lx,x) I iyiBl. I lx,xl I lriSl l IDIEol" 

I>( I lx,x) I iriBJ 10 • I I (y,x) I lrlsl' I (y,y) I lrlsl) IDIEo) e devemos ter 

então liy,xlllriSl•liy,yJIIyiBJ ou ly,xJiyiBlly,y) e então, 

C4 para Cy[Bl nos diz que x=y. Temos finalmente que ó centraliza 

.B por maio de (é [Sl. 

(iii) Suponhamos que [y,y')q, antão e
1
1lix,ylllyiSlJ·Iyly·ly•IY· 

e 1 1lix',y'JI 1YISJJ e portanto ilix,ylllyiBJ'IIx',y'JIIYIBJ)EE 1 

assim, se I lix,y) liriBl' I (x' ,y') I lyiBl)eO-E 1 devemos ter ly,y')e 

ó-y e finalmente se 0)E
1

, então Ó>Y· 

Veremos agora, alguma5 propriedade5 do operador n. 

17- PROPOSIÇÃO- Seja a uma congruência em uma álgebra A. 

- 2 2 
(i) Se B.fA, entao n(aJ n B $. n (anB J. 
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- 2 I I . 2 
(iil Se 8:A-+8A e um homomorfismo sobrejetor, entao 8 n alJ~n(B al. 

OEMONSTRAÇAO- (il Temos flU8 a centr-alizcJ 11raJ 
2 

e n(a}r18 .$n[o:J 

2 
e portanto por restriç~o a centraliza nCalnB por meio de 

2 
Alem disso anB-~a e 

2 2 2 7 
assim n(alnB centraliza a11B por meio de (a()B In :alnB-l" 

2 2 2 2 2 21 2 
(ajn(a:)l18 )1"\(a(\B ) , como anB .<2n(a)f'IB , temos quE3 (a:(18 n(alllB ):o 

CalnlallD(n(aJnB
2

J
2 

e do fato de nlalnB
2 

centralizar anB
2 

vem que 

2 2 
n(anB l~n(a)flB 

r 11 1 
/\ 2 /~2 22 
A~a~A i111plica ~tJe OA~B a~e A. e assim, pelo Teorema 

2 
I- 10, 8 a e uma cor1gruência em A. Vamo" vcrific,3r que as hipo-

teses do Corolário :• est~o satisfeitas para mostrar que 
2 

8 a cen-

traliza 8
2
(n(a:J) por lliÜO de G

4
laln(a)) 

. 4 . 
tx,yJO (ajn(aJJ(x',y'), co' Suponhamos que então existem - ~ " ' 

X, y, X 

e Y' em A de modo q1Je x=&X, y=fl\;, x'=t'X' e y'o'fr\;' lõl temos que 

!aln!o.JJ temos X<(X' 

pois 8 6 sobrejetora e assim, por CO para 

7 
s portanto (x,x'lc6-a. 

C4: Se (x,xl8
4 !aln!tlllx,y) então deVE!r;)os ter !X,KJ!aln!a)J 

!X.Yl e por C4 para !o:ln!all vem que X=X', logo X"'x'. 

Mostramos assim qu8 G2
a centrali~a 2 

e 1 n I a l J por meio de 

e
4
!aln!all e pela Propcsiç~o 5 temos q1Je e

4 raln!a)l= !G
2 ale 2

!n(a)ll 

e assim, e
2 (n(a) )~q(0 2 ,i). 
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CAPÍTULO III 

COMUTADORES 

Neste CapÍtulo veremos a definiçào e as principais proprie-

dadas dos Comutadores. Essa definiç~o ~ devida a Smith (12) e ~ 

uma generalização do conceito de comutador de dois subgrupos de 

um grupo, para Variedades de Mal'cev em geral. Continuamos supon-

do, salvo mençao em contrário, que todas as álgebras estão em 

alguma Variedade de Mal'cev. 

1 - DEFINIÇAO- Sejam S e y congruências em uma álgebra A, 

' A 2 2 2 
seja K(S,y)={A~0-5-A: ~ô(S<>éi)~n(~õy) }, Definimos então o comutador 

deBeypor: 

2- PROPOSIÇÃO- Seja S e y congruências em uma álgebra A, 

então c~.y]ss. 

OEMONSTRAÇAO- Temos que e portanto, vale que 

BcK(~,y), ou seja [B,y],B. 

3- PROPOSIÇÃO- Sejam 8 e y congruências em uma álgebra A. 

então [tLy] e:K(f3,y). 

DEMONSTRAÇÃO- Definimos ($h,yJI~ll•h.yJ(y)) por ilxi[S,y]' 

2 2 IYI [B,y]ll<i>[B,y](Sl l<~>[s.y](yJJ( lzl [B.y]' I ti [s,y]l se, e somente 

se, para cada ocK(~,y), vale que (lxl
8

, IYI 8 li$~(So6) l<!>~(y])( lzl
8

, 
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jt[;:J. Vamos verificar que C1p
2
[ ]13[~ 2 [ ,]Yl satisfaz as hipoteses 

c S,y S.r 

do Corolário II-7. 

co: ilxl[s.r]'IYI[s.yJII•[s.yJsi'Cs.,plilzl[s.y]'ltl[s.rJI impli-
2 ., 

ca que para todo êcK(S.yl, ilxl
0
.lyi

6
11.

0
1B•61I•;;yll!zl

6
.1tl 61 e 

z z I z 1 por CO para ('fl
6

(So6) [~ 6 yJ temos que jx 
6

q:.
6

(Bo0) jz ó e como 

[S.y}<S. temos então do fato da [S,y]"
6
,[;l

0
,y 16 que lxl[s,y] 

l<[s.y]SI lzl [s.y]. 

C4: Vamos supor que ilxl[s.y]'l•l[s.y]ll•[s.y]si''Cs.y]ylilxl[s.,]' 
2 ,, 

IYI [B.y]l' então tamoo que ilxl
6

, lxi
6

11. 6 1S•õl I•Zyl I 1•1
6

• IYI 6 1 
. z I z para todo óEK(S,yl e asslm, por C4 para Ccp

6
((3<>6) lj!

6
yl temos que 

lxi 6 "1YI 6 e portanto lx! [B,y]"IYI [S.y]' 
2 

Resulta finalmente que q:.[S,y]l3 centraliza e 

portanto 

4- PRDPOSIÇAO- Sejam S e y congru~ncias em uma ~lgebra A. 

A 

[S,y] =A SE!, e somente se, y centraliza 13. 

DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos então da proposição 

anterior, temos que como 

y centralizas. 

Por outro ladr1, se y cBntraliz;J G . 

2 A . 

ll(.Pí\yl, logo AE:K(S,y) c portarlto [B,-d-"P.:. 

então [s.y]"[y.S]. 
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DEMDNSTRAÇAD- Suponhamos ôEK[S,yl, então 

2 2 2 . . - 2 . 
za q,

8
y, mas q, 6 6~1{l 6 (Soó), e asslm, por restrlçao q1

6
y centrallza 

2 2 /'. - 2 2 4'
6

S, mas ~ 8 0=q, 8 A e pela Proposiçao II-10, ~ 6 s centraliza ~ 6 6, logo 

- 2 2 2 2 
pela Proposiçao II-11, 4'

6
13 ce11traliza ~ô y~rp 6 ó=rp 6 [y<Jó) (pois rp

6 
e 

homomorfismo), assim, $E-K(y,Gl e K(S,ylo;::K[y,Sl. por simetria te-

mos que K(y,Bl=-K(S,yl e assim, [s.y]=[y.s]. 

6- COROLÁRIO- Nas condiçoEis rJa Proposição 5, temos [B.yj~ 

DEMDNSTRAÇAD- Da Proposição 2 e da Proposição 5, temos que 

7- LEMA- Sejam A uma álgebra e G:A~eA=B um homomorfismo 

sobrejetor e sejam a e 6 congruências em A. Definimos então 

e
0

:A/048/8
2

ô por e
0

1xl
0
=iexl

8
z

6
. Nestas condiço8s: 

(i) e
6 

é um homomorfismo sobrejetor 

( ii) 
22 2

21
2

1 e6 •,•·•~e 6 e a . 

DEMONSTRAÇ/\0- (i) Sejam f uma operação n-ária e Cx
1

, .•. ,xn)EA, 

Temos ent~o que e
6
trlx

1 
j
6 
•... , lxnj

6
J=e

6
]f(x 1 • · · .,xnl 16 

=leiflx
1

, •.. ,xnll 1 82 6 

=jf1Gx
1 
•... ,Bxnl j

8
2 0 

f e um homomorfismo. 

=fi lex
1 

le2 6 , .•. , lexnl
8

2 0 1 

·fie, I•, 1, ..... e 6 ixni,J e 
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Seja agora, ]y]
9

z
0

e:a/
8

z
0

, então como 8 e sobrejetor, existe 

xeA tal que y=ex e portanto,e 6 (jx] 6 J~jyj 8 z 6 e e
0 

é sobrejetor. 

2 2 
Tomemos u,ve:B e suponhamos que ju] 8 2 6 (e 6 ~ 0 cd]vj 8 z 6 • Como 

e e sobrejetora, :Jx,yoA: uoex e voey. Logo [exfe:Z 0 (9~~~al [ey[
8

2
0 

2 
se, e somente se, jxj

0
rp

0
ajy]

6
se, e somente se, xay se, e somente se, 

exe 2aey se, e somente se, ]ex]
8

ziq, 2
8

z
0

e 2a)]eyj
8

z
6 

e portanto, 

2 2 2 2 
e ôiflóa=cjle2ó [6 a). 

8- PROPOSIÇAO- Sejam A uma álgebra e B:A~B:Al=B um homomor-

fismo sobrej,etor.B e y congruªncias em A. Nessas condiço~s. 

DEMDNSTRAÇAD- Inicialmente pelo Lema 7 e pela Proposição 

2 
II- 17 (11) e lembrando que 96 preserva a ordem. temos que: 

2 2 2 2 2 2 2 ' 2 2 
~ 9 2 0 (9(8•6J)o9 6 i~ 8 ieoo))>9 0 1nl. 0 y)J~nle 0 ~ 0 yJoni• 82 6 1e rll. 

sempre que ·~(Boó)4n(ifJ~y), Assim, se óe:K(S,yJ, e2 óe:K(B 2 S,8
2

y) e 

logo, se (x,ylt:[S,y], então e 2 (x,ylc[e
2 s,e 2 y] e portanto e 2 Cs.rJ~ 

[ 2 2 J e s. e r . 

Reciprocamente, temos o seguinte: $~Z[s.r](e 2 soe 2 [S,y]l"' 

2 2[] 2 2 2 2, 
•e2[e.r]le ISo e,y JJo<i>e2[ 8 ,y]le eJoe[e.r]•[s,rJ''' 

2 2 2 2 2 
'[e.r]lnl•[e.y]YJJ,nle[S.y][•[e.y]Yll"nl•e2[B.r]l9 yJJ. E portanto 

temos que e2 [S y]cK(82G,82y). Logo 82 [S,y].>,.[e
2 e, e

2
y]. Finalmente resul-

2 2 2 
ta que e [s. y]o [e s. e r]. 

Lembrando que uma sub-~lgebra 8 de uma ~lgebra A ~ totalmente 

invariante se 8(8)5-B para todo homomorfismo 8:A-+P,, temos: 
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9- COROLARIO- O comutador de duas congruencias totalmente 

invariantes é uma congruência totalmente invariante. 

10- PROPOSIÇAO- Sejam A uma ~lgebra e S.y .. iEI congruen­
' 

cias em A. Temos então que [s, v y.]"' \/ [s.y.]. 
it::I l i"-I l 

2 OEMONSTRAÇAD- Seja õsK(B.Vy.l ent~o temos que ljl~(So6) cen-
J. c 

traliza "';(Vy.) e como para cada jE:I, y .. Vy., temos que cjl~y. < 
'~'u l J~ l o J' 

(jl~(Vy 1 l e por restrição, temos que ljl~(S"ól centraliza <:jl~yj, e por-

tanto O~K(S,y.l ou ~eja, 
J 

K(S,Vy.l~K(S,y.l, para todo jEI e portan-
' J 

to, ílKl S, y. lf/lK I S, Vy. I 
J ' 

ou seja, [B.y .] :S[S.Vy.], como o índice j 
J ' 

e arbitrário, temos que v[s.y,J ~cs.vy,J. 

Para a recíproca, temos inicialmgnte que como o reticulado 

das congruências de A é modular e [s.v.]::[B.Vy_J, \ljr:L 
J ' n n . 

[S, Vy. J A I V [S, y j] I " [S, y 
1

] v I [S, Vy. J A V [B, y ] I 
1 j"1 l j=2 J n 

"[S.r 1]vl [s,y 2]vl [s,vr.] 1\ v[e.r ]I 
l j = 3 J 

"[S,y 1]vl [s.yzlvl ... vi [s.vr,]I\[B.yn}l ... I 

" [B, y 1} v I ( S, y 2] v ... v I [ S, y n] I ... I 
n 

" v[s.r.]. 
j = 1 l 

Usando o fato que o reticulado das congru~ncias de A e 

continuo superiormente, vem que: 

[S.Vy.}AV[S.y.]" V I[S.Vy.]A V [S.yk]l" V I V [B.yk]l" V [S.y.J 1 1 
S~I 

1 kES Sçi kES jEI J 

onde S!=I finito, e temos' q~elB.Vyi]~V[B,yi] , e resulta final-

mente [S,Vy.]"V~S.y J. 
' ' 

l 
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11- LEMA- Sejam 9:A~eA um homomorfismo e a uma congruência 

em A. ~ 2 -1 2 
Temos, entao que (8 1 8 a.=aoKere. 

2 -1 2 
DEMONSTRAÇÃO- Temos o seguinte, (8 l 8 0:" {(x,yl: (8x,8yle: 

e
2
a}, mas (8x,8y)e8

2a se existem (u,vlsa com x=Bu e y=Sv, e 

temos então xKer6uavKer8y e como A é de Mal'cev, 3te:A com 

xatKerSy e (x,y)saoKere. Por outro lado, se (x,yleaoKer8, 

digamos xatKer8y, então 2 2 (8x,8t)e:8 a ou (8x,eyle:e a e assim, 

2 -1 2 - 2 -1 2 
(x,y)s(8 ) 8 a. E temos entao que (8 ) 8 a=aoKer8. 

' 
12- PRDPOSIÇAD- Sejam a,S e y congruências 

- ''i em uma algebra 

[
2 2 /'.. 

A, então [S.y]~a se, e somente se, ljlaS,cjlay]"'A/a. 

2 ' 2 ~ .....----...... 
DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que [rll S.ljl ·y]ooA/a, Bntão pela 

a a 
2 A 

Proposição B, temos que tP ["s.y)=A/a ou seja, [s,·yJ*Kerl} "'a. 
a a 

_ 2 I 2 Para a reciproca, consideremos a congruencia (~ S ~ y) 
a a 

' 

em o2r definida por llxl .IYI llo 2 ~1o 2 ylllx'l ,ly'l l se, e somente a a a a a a a , 

se [ I X I [a' y J ' I y I [S' y J ) [ • [ ~ ' y J s I • [s' y J y) [ I X ' I [a 'y J ' I y ' I [~ 'y 1 I ' 
Verificaremos agora, as hipoteses do Corolário II-7. 

co, Suponh'amos que llxl .IYI llo 2 al• 2rlllx'l .IY'I I. então, 
a a a a a a 

[ lxl c~.r]'·IYI [a.y]) ["'cs.yJ~I•h.rJyl [ lx' I [s.rJ·IY' I [a.yJI e por 

co para lo[a.r]sl•[s.y]'J ,temos que l lxl [a. r] .ly I [a.y] lao[s.r}a 
2 -1 I I 2 -1 2 

s assim, vala qus l'~>[s.r]l l xl[s,r]·lx' [s.r]Je[•[s,y]l l•[s.y]Sl 
SoKer~[S,y]"'6CJ[6,y]=6, pelo Lema 11 e temos então xSx', ou seja 

2 2 2 • [x,x'le'i> a e portanto lxl "'alx' I . a a a a a 

C4' Se llxl .1~1 ll'i> 2 ~1o 2 rlllxl .IYI ), antão temos que' 
a a a a a a 
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I I X I [s 'y J ' I X I [s' y l ) I • [s ' y l s I• [s 'y p) I I X I [s 'y J ' I y I [s ' y 1 ) e por 

C4 para l<[s.y]sl•[s.rJYl temoe que lxl[s.r]"IYI[s,yJ' mas por 

hipotese [s,y]sa: e assim, lxl =IYI . Temos então que \fl~B centra-
o o. 

2 
liza tP y 

" 
e pela Proposição 

2 2 /"''-.. 
4, [• S.< Y'loA/a. 

" o ' 

Da demonstração da proposição anterior, vemos qum se 

[ J 2 t ]' 2 S.y ~a. 4' S cen ra lZa tP y e 
a a 

2 
centraliza $ctY e então pelo 

2 
centraliza rp y e temos: 

a 

2 A 
pela Proposição II- 10, tfl a~A/a 

o 
~ 2 2 2 

Corolario II- 12, tfl ctatfl y=rp Soa 
o a o 

13- CORDLARIO- Se [B,yJ~a então ctEKCS.yl. 

Vamos procurar agora, uma caracterização ''interna" do comu-

tador de duas congruências. 

14- DEFINiçAo- Sejam A uma ~lgebra e B.y congruências em A. 

Definimos então uma congruência ~(S,yl em B por ~(S.yl= 

<lllx,xl, ly,yl "YY)). 

15- LEMA- Sejam S e y congruências em uma ~lgebra A. então: 

(i) (a,b)f(B,yl (c,d) implica ayc e byd. 

[iil ayb implica (a,a)f(B,yl [b,b]. 

(iiil (a,b)f(B,y)(c,d] implicu (b,aHl[S,y](d,c] 

OEMDNSTRAÇAD- lil ConsidBrsmos a relaç~o y
2 1s em 6 dada por 

2 
[x,x')y IS!y,y' 1 se, e somente se (x,y)Ey e (x' ,y' )Ey. Se (x,x'le~ 



40 

então como y e reflexiva, temos (x,x),(x',x'h::y e assim (x,x') 

21 "( ' ) ~ 21 o c . - -y ~ x.x e ~~y ~ . onslderemos agora f uma operaçao n-aria e 

(x
1
,x'.ly

2
[SCy,,y'.l para i"'1, ... n, temos então (x .y ),(x'.,y•

1
J 

l ' l l i i 1 

cy e como y á congruência, (f(x
1

, •.. ,xnl,fCy
1

, ... ,ynllEy e 

(f(x•
1

, .... ,x'n).f[y•
1

, .•. ,y'nl)E.y ou seja (f(x
1 
•... ,xnl. 

f(x'
1

, •.. ,x' ·ll'r 2 1~(f(y 1 ..... y ),f(y' , .. .,y' ) e /1~;~ 2 • pelo 
n n 1 n 

Teorema I- 10 temos então que y
2 1B é uma congruência em B. Obser-

vamos agora que se H é o conjunto de geradores de f(B,fJ, H= 

2 
{((x.x),(y.y)): xyy}. temos que Hf.y [B e portanto, se (a,b)11(S.yl 

(c,d) temos (a,bly
2

[SCc,d) e então ayc e byd. 

(ii) Se ayb, então [(a,a),(b,bllt.H, logo (ja,a)11(S.yl(b,bl. 
. ' 

(iiil Consideremos a aplicação e:s~s dada pbr S(x,y)=(y,xl, como 
I 

B e uma relação de equivalência,e é uma aplicação bije~ora. Se 

f e uma jOperação n-ária e para i=1, ••• n, (x .• y.lEB temos então , , 
f(8(x1,y1), ... , 8(xn,ynl l =f( (y1 ,xíl), ... , (yn,xnl J=(f(y1, ... ,yn),' 

f(x
1

, ••• ,xnl )=8(f(x
1

, ..• ,xnl ,f(y
1

, •.• ,yn) )=8(f( (x
1

.y
1

J, ••. , (xn,yn) lJ 

e e é um automorfismo de S. O conjunto H é invariante sob e. e 

2 
assim 8 1T(6,yl:::,11(6,yl e portanto, se (a,b)11(6,yl(c,d), então 

(b.al•(~.yl (d,c). 

16- LEMA- Sejam B e y congruências em uma álgebra A, e 

a."'{(x,y): (x,xl1T(B,yl (x,yl }, entã'o: 

(i) a= {[x.yl' (x,xJ•[S,yl (y,x) }. 

(ii) a. é uma congruência em A. 

OEMONSTRAÇi\0- (i) Se (x,x)1T(B,y)(x,yl ent,3o pelO Lema 15, 
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temos que Cx.x)1T(S,yl(y,xl e portanto aO:{(x,yl:1l(S,yl(y,xJ}. 
; 

(iil Seja xEA arbitr~rio. Ent~o da reflexividade de 1T(S,yl, vem 

que (x,x)11(B,yl (x,xl e assim, xa:x logo Ao,a. Seja agora f uma ope-

raçao n-ária e sup011hamos que para i"'1, ... ,n, tenhamos x 1 ay 1 , 

(f!x
1

, ••• ,xnl,f!x
1

, .•• ,xnl )1T(S,yl (f(x
1 
•... ,xn),f(y

1
, ... ,ynl J e 

2 
portanto (f(x

1 
••••• ~nl,fly 1 , ... ,ynl )Ea: e a:~A e o Teorema I- 10 

nos da então que a é uma congruência em A. 

Estamos agora em condiço8s de fazer a caracterização 

"1nterna".·de '[s,y]. 

então: 

agora 

17- TEOREMA- Sejam B e y congruências em uma álgebra A, 

[s , y] ; li x, y 1 , 1 x • x 1 • 1 s . Y 1 1 x • Y 1 J . 

OEMONSTRAÇAD- Seja a,: {(x,yl :Cx,xlli(S,yl (x,yl }. Definimos 

uma congru8ncia lo 2slo 2yl em o2
Y por I lxl , IYI llo 2Sio\J a: a a a a a a 

( [x' I ,[y'' [ l se. e soemente se, 
I 

(x,x' HHS,y) (y,y' J. Mostremos que 
a a 

2 2 ' 
(•

0
BI•

0
y) sarisfaz as h!ipoteses do Corol~rio II- 7. 

2 ' 2 co', Se ilxl .IYI li< slo ylllx'l .IY'I J, então lx.x'J•Is,yl 
a ~ ~ ~ ~ ~ 

(y,y') 8 assiin, xax' e temos lxl .~slx'l . 
a-.. ?' Ct 

C4' Suponhamos que ilxl .1~1 li$~Sio 2 Ylllxl .IYI J, então lx.xl 
~ a ~ a a a 

~(S,yltx.yl ou seja, xay e 
' I 

pela P~oposiç~a··4, vem que 
i 

temos: [s.yJ~a . 

lxl "IYI . Assim a a 
2 2 .A, . 

[o S.$ yJ "Ala e, 
a a 

2 ' 2 
• 8 centraliza • y a · a 

pela Proposição 12, 
' 

• Por outro lado, seja H.;{((x,xJ.(y,y)):xyy} o conjunto de 

e 
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2 2 
geradores de 1T(S,yl e consideremos a congruência q[S.y]YI~[S.y]Sl 

em •rs.yJB. Se xyy. então lxl [s.yJ'ls.yJYIYI [s.y] e por RR 

temos ( lxl [B.y]•lxl [B.y]) co[s.ypl•[s.y]Bl ( IYI [s.y]" IYI [B.y]) ou 

. 4 2 I z . 4 .. 
SeJa O[B.y][(x.x),(y,y))E[$[S.y]Y $[S.y]Sl e asslm. O[B.y](H)" 

z I 2 4 lo[s.y]' <[B.y]Sl o que finalmente nos mostra que O[S.y]l'lS.yll 
2 I 2 ('fl[B,y]Y $[S,y]S). Suponhamos agora que xay, ou seja ((x,xJ,(y,y)l"'-

4 z I z •cs.yl. então temos o[B.y]l(x.xl.Cx.ylJ<e(•[s.yJ' o[B·Y]Bl ou 

seja llxl[s.y]•lxi[B.y]l(o[s.yJYI<[s.y]Slllxi[B.y]"IYI[B.Y]J e 

então por C4 para c•[s.y]YI•[s.y]Sl temos que lxl [s.yriYI [B.y] 

ou x[s,yJy, assim a~[s,y]. 

Temos portanto que a= [S ,y J. 

A expressao para [s:,yJ dada i pelo teorema acima é usada 

; 
para a definiç~o de comutador em Variedades Modulares em (4), e 

fica assim demonstrada, no contexto' das Variedades de Mal'cev, 

a equival~ncia das definiçoês de (4) e [12). 

Usando a representação de Mal'cev para a, congruência gerada 

por um conjunto ((3), §10) temos o seguinte: 

18- PROPOSIÇAO- Sejam B e y congruªncias em uma ãlgebra A, 

e seja H,;{((x,x),(y,yl:xyy}. Então x[S,y}y se, e somente se, exis-

tem em 13 elementos (z
0

,z•.
0
J,. .. ,(zn.z'n), com (x,xl~Cz 0 .'z' 0 J. 

(x,y)=(zi,z' l e elementos ((x .• x.),(y,,y,))E:H e funçoés algebri-; 
n n l l l l 

cas 1-árias p
1 

definidas em 8, de modo que: 

'{p.(x .• x.l,p 1 ~Cy .• y
1

J}O:{(z, 
1
,z'. 

1
),(z,,z'.J}. 

J. J. l l , J_- I J.- J. l 
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19- PRDPOSIÇAO- Sejam B e y congruências em uma álgebra A. 

Se y centraliza B, então CyiSl"''II(S,yl. 

OEMONSTRAÇAD- Se y centraliza S. ent~o pela Proposiç~o 4, 
A 

temos que [B,y]~A e vamos verificar que I(S.yl satisfaz as hipo-

teses do Corolário II- 7. 

CO: Lema 15 (i). 

C4: Se (x,xlt(S,yl(x,yl, então x[B.y]y, mas como 

Temos então que y centraliza S por meio de 'II(S,yl então pela 

Proposição II- 5, I(S,yl=(y.Sl. 

20- PROPOSIÇAO- Sejam a e S congruências em uma álgebra A, 

se ct~B. 

DEMONSTRAÇJ\0- Consideremos os conjuntos H 1 ~~{((x,x),(y,yll: 

xay} e H
2
,;{((x,x),(y,yll:xpy} então como a$.8, temos que H 1 ~H 2 e 

assim, '!l(y,al=<H 1 )~<H 2 )='11(y,j3) e portanto, se x[y,B]Y então 

(x,x)'!f(yd~)(x,yl e logo (x,xl'll(y,aJ[x,yl e assim x[y.o.Jy e final­

mente pela Proposição 5, temos [a.,y]~[ILY]. 

O teorema seguinte, de (5], nos da uma importante caracteri-

zaçao para a csntralidade. 

21- TEOREMA- Sejam 6 e y congruências em uma álgebra A. 

' Então [~.y] "A se, e somente s9, 9Xiste uma congruênci,a X em 13 de 

modo que .{(x.x);:xyt} seja uma classe de equivalencia de x.para tEA. 
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A 

DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que [S.y] =A, então um candidato na-

tural para X e (yjBl. De fato, seja B~ {(x,xl:xyt} e seja (x,xhB 

fixado e (x',x') arbitr~rio em B. Ent~o x'ytyx. ou seja xyx' e 

então por RR para (y]BJ, temos que (x,x)(yjSJ(x',x'l e portanto 

(x',x')Ej(x,xlj(yjSJ' logo Bsj(x,xJj(yj(3l Suponhamos agora que 

(u,viEI lx.xl llyiBJ' entio lx.xl lylil lu,vl e por CO para lyiSl 

temos que xyu, logo por RR temos (x,x)(yjS)(u,ul e por transiti-

vidade (u,u) [y]Sl [u,vl e agora, por C4 temos u=v, 11as tyxyu, 

logo lu,vlcB e 821 lx.xl I lylsJ" Logo B·l lx.xl I iyiSl · 

Reciprocamente, suponhamos que B não seja clssse de aqui-

val~ncia de nenhuma congru~ncia em B. ent~o existem u~v de modo 

que [x,x)11(S,yl (u,vl, onde (x,xlE:B. Assim, pelo Lema 15 (i), 

temos xyu e de novo pelo Lema 15 (iil, temos (x,x)'IT(B,y) (u,uJ 

e portanto (u,u)1r(B.yl(u,vl e pelo Teorema 17, C,u,vle:[!Ly). 

A 
logo [s.y]>A. 

O prÓximo teorema descreve equacionalmente 

22- TEOREMA- Sejam A uma ~lgebra e S,y congru~ncias em A, 

f uma operaçao n-~ria e P a operaç~o de Mal'cev. Nessas condiçoês, 
A 

[B,y] =A se, e somente se, para cada família ' {x . , y , , z . }sA, 
~ J. ~ 

com 

.. ,y ),f(z~, ... ,z )), 
n , n 
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DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que vale a segunda condição do 

enunciado, Definimos uma relação x em B por (x.ylx(u,zl se, e so-

mente se, xByyz e P(x,y,zl=u. Temo5 então que se (x,ylES, yyy e 
A 

P(x,y,y)=x, logo (x,ylx(x,yl e S.f.X· Seja agora g uma operaçao m-

ária e suponhamos que (x .• y.Jx[u .• z.l para i=1, ... ,m, então temos 
1 l l l 

g(x
1

, •••• xmlSg(y
1

, ... ,ym)ygtz
1

, ...• zml e tombem P(g(x
1 
•.. ,xm],g(y

1
, •. ,ym), 

g(z
1

, ••• ,zml)=g(u
1

, •.. ,uml e x~S
2 

Portanto pelo Teorema I-10, 

X é uma congruência em S. Seja H; {[ (x,xl, [y,y) l :xyy}, então 

1f(S,y)"'(H), e como f1 (x,x,y)"'y, temos (x,xlx(y,yl, assim H.s:x e 

resulta que 1T(j3,y)<;,x. Vamos supor agora que x[S.y]y, então 

A 
(x,x)1T(S,yJ[x,y) e ,ossim, P(x,x,y)=x, logo X"'Y e [S,yj=A. 

. ' 
Reciprocamente, vamos supor que lB,y]=A e consideremos 

inicialmente a situação x,y,zrA com xSyyz, temos: 

(x,y)'if(l3,yl (x,yl 

ly,yi•IS,yl (y,yl 

(y,yi•IS,yl (z,zl (Lema 15) 

Cx,y)'if(S.yl CP(x,y,zl ,z). I tI 

Seja agora, f uma operação n-ária e para i"1, ... ,n, xi,yi. 

z.t:A com x.Sy.yz., então por Ctl vale que Cx .• y.J'Il(6,y) 
~ ~ l l l l 

(P(x.,y
1
,z.l,z.) e como 'if(S,y) e congru~ncia, 

l l l 

( f ( x 
1 

, ... , x n l , f ( y 
1 

, ... , y n J l 'if ( 6 , Y l (f ( P ( x1 , ~~ 1 ;z1 l , , .. P ( xn , y n, zn)) , f[ z1 , .. , z n J J 

como temos tambem que f(x
1

, ... ,xnl_BfCy
1

, .•• ,yn)yfCz 1 , ... ,zn), 

(t) tambem nos diz que: 

(f(x , .. ,x l.f(y ... ,y ))'11[6,y)(p(f(x
1

, .. ,x ),f(y
1

, .. ,y ),fCz
1

, .. z )),f(z
1
,.,z )). 

1 n 1 n n n n n 

Vamos adotar agdra, a seguinte notação: 
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f(y , •.. ,y ).f(z
1

, ... ,z )). temos então que: 
1 n n 

(R,RI,(S,yl (R, RI 

(R,SI'(B,yl (R,SI 

Temos então pelo Lema 16 (ii) que s[S.y]T. mas como 

' [S.y]=A. temos finalmente que: 

f(P(x 1 ,y 1 ,z 1 J, ...• P(xn,yn.znll= 

"'p ( f ( X 
1 

, , , , , X n ) , f ( y 
1 

, , , , , Y n ) , f ( Z 
1 

,, • • • , Z n ) ) · 



CAPIT~LD IV 

NILPOTêNCIA 

Neste Capitulo. veremos algumas aplicaço~s da teoria desen-

volvida anteriormente e o seu objetivo é mostrar que certas tecni-

cas bastante frutíferas em Teoria dos Grupos tem suas generaliza-

çoãs naturais para Variedades de Mal'cev. Continuamos supondo, a 

menos de menção em contrário, que tod3s as álgebras estão em 

alguma Variedade de Mal'cev. 

1- DEFINIÇAD- Se a e uma congru~ncia em uma álgebra A cen-

2 tralizada por A então a é dita central. A Única congruência 

central maximal n(A
2

J e chamada congru~ncia centro e denotada por 

C (A) • 

2- DEFINIÇAO- Uma série central em uma álgebra A e uma 

série de congruências em A, de modo que 

Escrevendo A
0

"'A 2
, definimos A

1
+

1
,[A

1
,A

0
] e temos então que 

2 ' A "'Aa9A
1

>., ••• , pondo também C
0

(A)=A e definindo Ci+
1 

(A) por 

·~. rC 1 + 1J=C(•c. (AJJ. temos que ;=C 0 ~C 1 ~ ... , Nestas condiçoês 
l l 

vale que: 

3- PROPOSIÇAD- Com as notaço8s acima, temos que Ak~C 0 se, 

e somente se, A~~Ck. 
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DEMONSTRAÇÃO- Suponhamos que A.~C .• 
J 1 

comoC.
1

$C .• 
r 1 

temos que 

2 2 
e port'a:1 tci <f! C ( A . o C . _ 1 ) .-,> <:jl C (C . ) "'C ( 4> C ( A) ) ou 

. 1 J 1 . 1 l . 1 
A.oc. 

1
$C .. 

J J.- 1 
se-

J.- 1- J.-

ja C. 1sK(A,,A
0

J e portanto C. 1 ~[A .• A
0
]-=A. 

1
. Temos também que 

J.- J 1- J J+ 

como Af~C 1 lembrando que Aj=[Aj_
1 

,A
2
], temos pelo Corolârio III-

2 2 2 2 
13 que C.sK(A._

1
,A l ou seja QJC (AJ_ 1 oC.l~n[ijJC A J=C(o:flc (AJJ= 

1 J i 1 i i 
e portanto A. 1 ~C. 1

. Suponhamos agora que A
1
fC

0
, ent~o 

J - l + \ 

...• A 0 ~CK e de modo similar, 

4- DEFINIÇÃO- Dizemos ~ue uma álgebra A é nilpotente se 

existir um número natural k de modo Gquivalentemente 

2 
Ck=A . Ao menor k nessas condiço~s chamamos de classe de nilpo-

tência de A. 

5- DEFINIÇAD- A
0

-)P.
1
? ... ~Ak G chamnda a série central infe­

rior de A e C 0 EC 1 ~., .~Ck e chamada a s~rie central superior de A. 

6- PROPOSIÇÃO- Sejam [AÀ)ÀEL álgebras nilpotentes de classe 

de nilpotência ~n. Então se A~ À~LA , A é nilpotente de classe ~n. 

DEMONSTRAÇÃO- Vamos denotar (A, l por A, . Mostraremos por 
11 n A, n 

induçao que '-dit:N, n
2 A.:!::A .. 
À 1 À' 1 

posição III- 8 ,mas 
2 2 2 

e assim nÀA 1 "'[AÀ,A;]=AÀ, 1 . Suponhamos 

2 - -
agora que 11ÀAk~AÀ,k' entao pela proposiçao III- a temos que 
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resultado segue. 

Suponhamos agora que os AA s~o nilpotentes de classe ~n,ou 

~ 2 A 
seja AÀ,n=AÀ, temos ent~o que rrÀAn~AÀ. Resulta ent~o o seguinte, 

An~{(x,ylEA 2 :vÀx~rrÀy,0AEL}, ou seja An~~ e A e nilpotente de elas-

se ~ n. 

7- LEMA- Seja A uma álgebra, B uma sub--álgebra de A, X, Y 

subconjuntos de A com XsY e X~B. Seja tambªm S uma congruência em 

A. Nessas condiço~s temos que: 

( iil 

DEMONSTRAÇJ\0- (i) Se aE<X>
6

• então por (3), §9 temos que exis-

tem b
1

, .. . ,bnEX e um polinÔmio n-ário p sôbre B de modo que a~ 

p(b
1

, ... ,b 1 .• mas como B4A, ent~o p tamhªm ªum polinômio sobre 
n . 

A, loBo aE<X')A, Para a outra inclusão, seja aE<X>A' então '"'' 

p(b
1

, ••• ,bn) como acima, mas Xs-Y. Logo b
1

, •.. ,bnEY e at(Y)A. 

Logo <x> /"(y) A. 

( iil Temos que 

8- PROPOSIÇAO- Sejam A uma álgebra nilpotente de classe~ n 

e 8 uma sub-álgebra de A, nessas condiçoês, 8 é nilpotGnte de 

classe !,.n. 

DEMONSTRAÇAD- Vamos mostrar por indução que se iEN, B 1 ~A 1 . 

' [ 2 2] . 2 2 Inicialmente tE!!mos que 8
1

= 8 ,8· = {(x,y): (x,x)11(8 ,8 ) (x,yl} pelo 

Teorema III- 17, e então pelo Lema 7 (iil temos que [s
2
,s

2]= 
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A A 

· {lx,yl' lx,xi<BxB> 6 zix,yl}, 
A A 

e se (x,x,x,ylt:(Bxs)
8

2, 

A '\ 
temos que (x,x.x,ylc:(AxA)A2, 

2 2 
e assim (x,ylc:[A ,A J, 

pelo Lema 7 

., 
suponhamos agora que Bks-Ak, temos então Bk• 1 "'[Bk,B~],;{Cx.y): 

11/1 "'" "/\ 
(x,xl<BxB)

8 
(x,yl , mas (sxa)

8
s;.:(AxA>A, assim se r.x.yh:Bk+

1
• 

k k k 
(x,y)EAk+ 1 e Bk+ 1 ~Ak+ 1 . 

(i l ' 

Suponhamos agora que 
A 

A =A, 
n 

mas 8 e uma congruen­
n 

cia em B e como B é de Mal 'cev, 
A 

8 =B e 8 e nilpotente de classe ~n. 
n 

logo 

9- PRDPOSIÇAO- Seja A uma ~lgebra nilpotente de classe ~n 

e seja e:A+eA=B um homomorfismo, então 8 é nilpotente de classe {n . 

DEMDNS.TRAÇÂO- Mostremos por indução que 
. , 

8. "'8~-A., v'it:N. 
1 1 

Para 

e ent~o pela Proposiç~o III- ô temos que 

então 

temos 
A . 

que A =A e ent~1o, 1\ = {[x,xl :xcA} 
n n 

logo 
2 . 

8 =8 A ={(Gx,Gyl:xcA}"' 
n n 

A 

B e 8 é nilpotente de classe ~n. 

10- COROLARIO- Se A e uma álgebra nilpotente de classe ~n. 

8 a 8 uma congruênci~ em A, então A/a é nilpotente de classe ~n. 

11- DEFINIÇAD- Seja T uma Variedade de Mal'csv, chamamos de 

N (T) ~classe das T-~lgebras nilpotentes de classe {n. Denotamos 
n 

N
1 

por Z. 
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As Proposiço8s 6, 8 e 9 nos dizem então que P(N l~N , 
n n 

N e H[N l~N e então o Teorema de Birkhoff nos da o: 
n n n 

S[N )<c 
n 

12- TEOREMA- Seja T uma Variedade de Mal'cev, então N ( TJ 
n 

e uma Variedade de Algebras de Mal'cevl. 

13- PROPOSIÇÃO- Seja a uma congru~ncia em uma ~lgebra A. 

DEMONSTRAÇAD- Consideremos a aplicação 

onde 

e como Kere 1 ~Kere 2 , 

2 

então pela Proposição II-

(ljl(A2Ial(a)l centraliza a si mesmF.I ou seja, 

2 
(ljl(A2Ial (a)) e assim, 

1G (i), temos que 

14- DEFINIÇÃO- Uma sub-álgebra B de uma álgebra A 8 dita 

normal e denotada por B4A se. B é uma classe de equivalência de 

A 2 
<A,B >. e então denotamos ~Â,B'2)A por A/B. 

15- PROPOSIÇÃO- Uma congruência a em uma álgebra A e central 

' se, e somente se, A4a. 

DEMONSTRAÇAO- Observemos inicialmente que, pensadas como sub-

4 1\ "" '\fl ~1\J\ 
álgebras de A, temos pelo Lema 7 que: a.:::<AxA>o:q<AxA)A2S(AxA,o:>A25-. 

,AI\ J\1\ "'""' ~A 
como temos também que AxA!;<AxA) , então <AxA,a)A.~~(AxA) 

o a 
e 

_,...,...~ "" 
portanto <AxA.~)A2=<AxA>o: como sub-álgebras. 
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Suponhamos agora .que a em A e central, ent~o pela Proposiç~o 

III- 19 e pelo lema 7, temos 

mas 
2 

por C3 para (A [al, 
A 

temos que lix,xl IIA2Ial"ôlxiA2"A, e assim 

- /Ir(" /1, 

classe de equivalencia de ( AxA,a >e A4a. 
A 

A é uma 

Reciprocamente, se A é uma classe de equival~ncia de 

A A A 

<AxA,a), vamos verificar as hipóteses do Corolário II- 7 para 

,., " " 2 CO: Sejam (x,y),(x',y'lux, se (x,y)(AxA,a)(x',y'), então xA·x•. 

C4: se 
A 11 ~ A 

(x,xl(AxA,a>Cx,yl, então (x,ylE:[(x,xl[<ÂxÂ,2t)=A, logo x=y. 

2 1'1 A 11 
Temos ent~o que A cen·traliza a por meio de (AxA,a) e a 

-e central. 

16- PROPOSIÇÃO- Seja T uma Variedade de Mal'cev. Uma varie-

dade Y de T-álgebras é uma sub-variedade de ZCTJ se, e somente se, 

toda sub-álgebra B de toda álgebra A em V é normal em A. 

DEMDNSTRAÇAO- Suponhamos que toda sub-~lgebra de toda ~1-

gebra em Y ~ normal. Dada uma V-álgebra A, A
2 

é uma V-álgebra 

e assim, ~4A 2 
e então pela Proposição 15, A

2 
centraliza A

2
, logo 

MZITI 

' 2 
Reciprocamente, consideremos o conjunto a~ Ha.a')sA : 

2 2 2 
3Cb,b')s8 com (a,a'J!A !A )(b,b'l }. Seja f uma operação n-ária 

e suponhamos que par·a 1~1 •... n, (a .• a'.lt:a, digamos (a .• a'.l 
l l l l 

(A 2 jA 2 J(b.,b' .l, ent~o temos que (f(a~ .... ,a ),f(a•
1

, ... ,a' ll 
l 1 , n n 

(A
2

]A
2
J(f(b

1
, •• :,b J ,f(b' , , .. ,b' )) e como B~A. temos que 

n 1 n 
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f(b
1

, ... ,bn),f(b'
1

, .... b'n)EB. portanto f(a
1

, .... anlaf(a'
1

, ... ,a'nl 

e o.~A 2 . Se (x,xlE~. tomando yt:El, por RR para (A
2 1A 2 J ternos que 

2 2 , A 
(x,xl (A IA l (y,y) e asslm xax, e A!:;a, então pelo Teorema I- 10 te-

mos que a e uma con!(I'uência Rm A. Sej~ d~n1·a, 

(x,ylea 
2 ~ 2 

e B ~a. temos portanto que (A,B--.>~a. 

2 
(X o v l dl 1 então 

' 2 Suponhamos agora que (b,xlE(A,B ;. onde beB então existem 

U' ,b' 'EB com (b,xl lA 2 1A 2
l (b' ,b'' l e temos: 

lb' ,b' 'JIA
2 1A 2

J lb' ,b' 'J 

(b' ,b' l IA
2 1A 2

l lb' ,b' l 

(b' ,b' l IA
2 1A 2

1 lb,bl 
-----

1 b' , b' ' I I A ~A 
2 
l_llo_,_f'J_~-' , b' , b I I 

e temos então que (IJ,x)(A
2 1A 2

J[b,P(b'',tJ',b)l e por C1 para (A
2

[A
2

J 

temos que X"P(b' ',b' ,b)EB. Assim B é uma classe de equivalência de 

' 2---, (A.B /. ou seja, 84.~. 

17- DEFINIÇAD- Um elemento x de uma ~lgebra A e dito um 

nao gerador de A, s·-~ <(x,s)"A implica<s>~A, onde ss:A. 

Se nao existirem operaçoes D-árius em T, então <0>"'121, mas 

se T tiver uma operação O-ária e, então e é um não-gerador, pois 

e~(s) para todo S~A. inclusive S=0. Isso mostra que todo grupo 

tem pelo menos um não-gerador que ª a identidade, mas em geral, 

isso não acontece, como mostra o exêmplo seguinte. 

18-EXEMPLO'- Seja Ta variedade dos quase-grupos e A;. {1,2,3} 

1 
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com a seguinte tábua de multiplicação: 

1 2 .3 

1 1 3 2 

2 3 2 1 

3 2 1 3 

Todo par de elementos de A gera A, mas nenhum deles sozinho 

o faz, assim, se x,yr:;A, <x,y)=A, mas (x)<A e (y)<.tJ.. e portanto A 

não tem não-geradores, 

1a- OEFINIÇAD- O conjunto dos n~o-geradores de uma álgebra A, 

denotado ~or I(Al e chamado de Sub-álgebra de Frattini de A. O nome 

Sub-álgebra de Frattini vem justificado pela Proposiç~o 20. 

20- PROPOSIÇAD- Seja A uma álgebra.~(A) e uma sub-~lgebra de 

A: alem disso I(A) ~ a intersecção de todas as sub-álgebras maxi-

mais de A. 

D~MONSTRAÇAD- Seja f uma operaçao n-ãria, 

E:I(A), então se (fCx
1

, 

temos. <'x
1

, ••• , xn,s)"'A, 

como f(x
1 
•.. :.,x lE(x1'''''x .s>. 

n 
1 

n 

mas gerador, logo devemos ter que 

<x
2

', ..• ,x ,S)=A, •.. ,x 
1 

é não gerador, 
n n-

logq 

portanto f(x
1 
•.... xnls!XdAl e IP(A)~A. 

Supanham9s agora que xEA e M é uma sub-álgebra maximal de A 

taL que xiM .. então (x,M>"'A, mas (M)"'M<A, assim r: não e um nao-

gerador. Portanto todo não-gerador de A est~ em toda sub-~lg~bra 

maximal de A, logo em sua interseqção. 
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Reciprocamente, se x está em toda sub~álgebra maximal de A, 

seja éx.s,>==A para S~A e suponhamos que (S)(A. Temos então que xiS 

pois (x,S)==A, seja o conjunto W=={B~A:B?(S) e x(B}. 

(il WfiZI pois(S)t:W. 

(ii) Seja C uma cadeia em W, C=[CÀJÀEL' então Uc,~A e como ('s)~cÀ. 

temos que (s)~<Uc), e de xiCÀ,VÀt:L, temos que xiUCÀ e assim,UC\c\,11. 

Pelo Lema de Zorn, existem elementos maximais em W, seja 

M um desses tais elementos, então (x,M).?(x,S)=A. Por construção 

de M, toda sub-álgebra de A contendo prÓpriamente M deve conter 

x e assim, seria todo A, e então M seria uma sub-álgebra maximal 

de A n~o contendo x, contra a hip6tese. Devemos ter então (s)=A 

e x e um não gerador. 

Finalmente resulta que ~(AJ e a intersecção de todas· as 

sub-~lgebras maximais de A. 

No que segue, se A e uma ~lgebra,a uma congruência em A, 

e BSA, então [B[ d{xt:A:3be:B:xab}. 

" 

21- PROPOSIÇÃO- Se M e uma sub-Blgebra de uma T-álgebra A 

e todo elemento d8 A est~ na C(A)-classe de algum elemento de M. 

ou seja !M[C=A, Blltão M<~A e A/ME:Z(TJ. 

OEMONSTRAÇÃIJ- Por hirótese, se o.r:A, existe mt:M de modo que 

(a,mle:CCA). 
2 

Defin'Lmos a::-A por (a,u'Jca se, 8 somente se, existem 

m e m' em M de modo que (a,mlCA
2

[CCAJ)(a',m'). Seja f uma operaçãO 

( a . , m . J [A 
2 

I C ( A) ) (a 1 
• , m 1 

• J 
1 l l l l 

1 
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temos então que [f[a , ... ,a l,f[m
1 
•...• m IICA

2
1CCAII[f[a'

1 
..... a J. 

1 n n n 

f(m'
1

, ... ,m'nll ou ~Hlja, (f[a
1

, ... ,an),f(a'
1

, .• ,a 

disso, se aE:A, VmE:M. temos que [a,mllA
2

iCCA))(a,m) 

llE:a. Além 
n 

e logo, (a,a)ca, 

A 2 
temos então que A~a :A e pelo Teorema J> 10 vem que a é uma con-

gruência em A. 

' 
Ja vimos que A~a; além disso, 

2 
se [m,m' lt:M , então temos 

2 [m,ml [A I C CAl I [m' ,m' I. logo (m',m')ea 

Por outro lado, se (a,a'lEa, temo~3 que [a,mllA
2

1CCAJJ(a',m') 

e também: 
., 

[m,al [A' I C CAl I [m,.al 
., 

[m,ml CAL I C CAl I [m,ml 

) 
Cm,miCA.ICCAII[m',m'l 

c 
(m,al (A"ICCAl l (m' ,P(a,rn,m')) 

e assim, (a,ml (A
2

!CtAl )(P(a,m.m' J ,m' l por RS, e por transitividade 

temos que (a' ,m'JCA
2

IClA)) (P[a,m,m'l,m'l 8 por C1 para CA 2 !CCA)), 

temos que a'=P(a,m,m' J, assim (a,a' J=P( [a.al, [m,m:l. [m.m' Jls(Â.M
2

/ 

A 2> ' 2. e a~(A,M • Portanto a=<A.r1 ~>. 

Se (m,m')eM
2

, j~ vimos que mam'. Suponhamos agora que xam, 

digamos (x,m")(A
2

1C(A))(m,m'l temos então que: 

Cm,m'ICA
2

1CCAIICm,m'l 

(m' ,m' l CA 2 1CCA)) (m' ,m' l 

Cm' ,m' I CA
2

1CCAI I [m'' ,m'' I 

[m',m')CA
2

1CCAII[P[m,m',m''l,m''l 

e temos então [x,m'')(A
2

1CCA))(P(m,m',m''l,m''l 8 por RS e C1 para 

CA
2

1CCAJJ resulta que x=P(m,m' ,m" )EM. Logo M é u111a classe de equiva­

l~ncia de (~.M 2 )•ou seja MdA, 
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Como por hipótese, todo elemento de A está na C(AJ~classe 

de algum elemento de M, dados a,a' c.A, existem m em' em M com 

aC!Alm e a'C(Alm', mas M ªuma a-classe de equival~ncia, logo 

aC!Almam'C(A)a' e como A é de Mal'cev, existe m"EM com aC!Al 

mC(Alm' 'aa' ou aC(Alm' 'aa' e (a, a' lcctr•C[A), 2 
logo ttt~C(fi)=A e assim, 

2 2 se Clal .la' I Je> A, então aabC(Ala', ou seja existe tlt: la I de 
' 'a a a a 

modo que bsja' IC(AJ' e assim, Clal ,la'l )o(lbl .la'l lo> 2
C(I\) 

a a a a a 

portanto *2
C!Al=•

2
A

2 
a a 

e como pela Proposição II- 17 (iil rp 2
C[AJ$ 

a 

temos que * 2 A 2 ~C(. 2 A) 
a a 

8 

22- PROPOSIÇAD- Se a e nilpotente e tem não-geradores, 

então ~(A)4A e A/~(AlsZ(TJ. 

8 

OEMONSTRAÇAD- Suponhamos AsNk, então sub-

álgebra maximal de A, então IMic "A , 
k 

peito á propriedade qugjMjC =A. 

seja então n minimal com res-

n 
[Mie =M, além disso, se i<n, 

o 
devemos ter [Mie. "'M. 

l 

Temos que n>O, 

como M~jMic.~A. 
l 

A 
pois como C

0
"'A, 

[Mie <A eM é maximal, 
i 

Temos agora o seguinte, lcJ>c M lrp2 C ~c1>c A, e suponha-
n-1 C n n-1 

n- 1 

mas que lxlc ecj>C A, então 
n-1 n-1 

como jM[C "'A, existe y em M com 
n 

xC y e portanto 
n 

e portanto l>c Ml>2 [C f>c (A), 
n-1 C n n-1 

n- 1 

logo lxlc el;c Ml>2 c 
n-1 n-1 C n 

n-1 
2 

como cJ>c (C~=CCcpC Al, temos 
n-1 n-1 

I!~Jc Mlcc"' • Al=cJ>c A e pela Proposição 21, temas que: 
n-1 ~c n-1 

n-1 

1 
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<c Mdoc A e 
n-1 n-1 

<c A/q,C ME1[T). 
n-1 n-1 

Agora, temos que ~C Mó~C A significa que ~C 

n-1 n-1 n-1 
M e uma 

----- 2 ~2/\ 
classe de equivalência de <(~C A.C~c Ml ), mas 4~c- A=~c- A 1 

n-1 n-1 n-1 h-1 

~ 2> < 2 '' 2 M2). logo' <<c A, loc Ml • •c A,q,c 
n-1 n-1 n-1 n-1 

2 2 2 
l<c MJ ·•c " • 

n-1 n-1 

2 ~ 2 4>c <A,M >de acôrdo com (10),1.4.11. Suponhamos agora que m,m'EM, 
n-1 

t - 2 [ 'I 2 en ao ~C m,m s$c 
A 2 (A.M ), e 

A 
2 

n-1 n-1 
<A,M ); além disso, se dado Xt:A. 

2 
como (m.m' lt:M , tE!mos que 

A 2 
temos [x,mle<A,M >, então 

/A 2 
[ ]xlc .]m;lc i•<c <..A,M) e de 

n-1 n-1 n-1 
ti ramo;s 

I 

lxlc ••c M. ou 
n-1 n-1 

seja 3m 1 ,M:]xlc •]m
1

1c, ,. 
n-1 n-1. 

mas 

(m,m' ls 

QUf:1 
• . 

logo xsM e M ª uma classe de equival~ncia de (;,M
2>, lpgo M4A. 

Temos também o seguinte, por (3),§11. Teorem~ 4. 

' I 
e portanto, 

A/M,Z[TJ. 

Seja agora. CM
1
lisi o conjunto das sub-~lgebras maximais d~ 

A, então pela Proposição 20, <ll(Al=.n
1

M .• Se (x,y)s(~(AJ) 2 , como 
"' l 

~ 2 
(x.y)s.(A.(<I>(AJJ ), além disso se ,asA e xs<I>[AJ • 

• 

A 2 . A 2 
e (x,alE:(A,[~[A)) /,como P(A).SM .• Vie:L (x,a)e:(A,M 1 )logoasM 1 ,\IisiposM 1 ~ 

l IA i 

A, assim ae:f:'rMi"~(A) e 4> é classe 'de equivalência de (A,:W(A) 2), logo 1>(AJ4A 

Consideremos agora, a funç~o B:A/M.+A/t(A) definida por 
l • 

e uma operaçao n--ÉÍria e 

que: 



8(flix 1 1(A' M2), ...• 1x 1/A' M2._]Joe(iflx 1 .... ,x lltA' M2>]" , . n '\. , . / n , , . 
]_ l ]_ 

iflx1 ••.•• xnl I(A, (<HAI 12?ofilx11 (A •. I"(AJ 12;.· .... lxni(A'. c• CAl 12) ]o 

f[S(Ix .. I(AA M2>), ... ,G(Ix I.~A· M2>)l, e portanto, O é um homomor-
1 , • n , , . 

1 1 

fismo. e como 8 e trivialmente sobrsjAtnr, Z(TJ é variedade e 

A/M.E:Z(Tl, temos que /\/(P(AlcZ(TJ. 
1 
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