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INTRODUCAD

Neste trabalho exporemos alguns resultados sobre Centrali-
dade e Caomutadores em Variedades de Mal'cev. As ideias de Centra-
lidade nos permitirao introduzir o importante concelto de Comu-
tador que, no reticulacdo de congruénciss de uma algehra, compor-
ta~-se como um "produto de ideais", no mesmo sentido que dados
um anel A e I,J ideais de A, consideramos o produto £€I,J} caomg
o ideal gerado por 1.J+J.I, ou dados um grupo G e H,K subgrupos
normais de G, cpnsideramos o produto {(H,K] {comutador de H e K)
comg o subgrupo de G gerado pelos elementos da farma hhh_lk_l
onde heH & keK, Esses dois conceitos intimamente relacionados
de centralidade & comutador, nos permitiraoc, a titulo de apli-
cagao dos resultados obtidos, desenvolver uma fteoria de Nilpo-
téncia e Nao-geradores no contexto das Variedades de Mal'’cev.

Este trabalbo foi baseado principalmente nas referencias (4),

(5} e (12).

Ds itens estédo numerados dentro de cada capitulo, e as
citagoés dentro de um mesmoc capitulo serao feitas somente com
o ftem a que se referir (Exemplo: Teorema 10), e itens de ou-

tros capitulos conterdo a citacao completa (Exemplo: Lema II-77.

Fixaremos, nesta introducdo, as nossas notago8s. Serao ci-
tados diversos fatos, cujas demunstragués poderéo ser encontra-

das na referencia (B) da bibliografia para a Teoria dos Conjuntos

e em (3], (8] e (10) para a Algebra Universal.



Se n & um nlmero inteirc ndo negativo, A & um conjunto e
An € o produto cartesiano de n copias de A, definimos as proje-
' - n n ..
A e = i tA+A, definidas
gogs m iAXA, ﬁi[al an) a, e a diagonal &
Fal
por ﬂn(a)=(a,...,aJ. Denotamos usualmente A;A par A. Dadas as

: - n
‘aplicagoes 0:A3A', Gi:ﬂi+ﬂ‘i, definimos 6" A >A par 6“(51,...,

‘a . ) : :
: ﬂ]-(ﬂaq,...,eanJ g (81....,8n]-A1X...XAn+A 1X...XA , por

_{91;«--,9]_])(61...-.Ean=.(e1El1,...,Gna }

OEFINIGAO- Um Tipo de Algebras v & uma of{t}-sequéncia

{no,n .,nY,f..) de inteiros ndo negativos, y< o(t}, onde olr)

g

& um ordinal chamado a ordem de 7.

DEFINICAQ- Uma Linguagem de Algebras do Tipo T € um conjun-

to FT={fY§Y <o(1)} de simbolos funcionais, onde para cada y<olt1),

FY seja um simbolo funcional n -ario.
Y

DEFINICAO- Seja FT uma linguagem de algebras do tipo rt.

Uma Algebra do Tipo Tt & um madeld gualquer para FT, isto &, um

par A=<A,F> onde A @ um conjunto nao vazio e F uma familia de o-

A

peragbés (fAl y

A .n
., tal que, < o T A y>rAL  F
yiy < oft) gue, para cada ¥y oft) ¥ Y

€ dita para cada y<o{t), uma realizagac em A do simbolo funcio-

nal f . 0 conjunto A & dito o universo ou conjunto subjacente

A

,» @s suas operagoés fundamentais.

de A o +

Buas algebras de mesmo tipo sa&o ditas simildres. Uma clas-

se de algebras similares é chamada de uma classe de similaridade

e, em geral, chamamos de classe de 8lgebras, a gualquer subclasse




de uma classe de similaridace. Sempre gue nao acarretar ambiguida-
de, referir-nos-emos a <A,F> como a algebra A. Se A ® B sao &lgebras

de um mesmo tipo T, FT denota tanto uma Dperagéo em A como uUma

pperacac em B.

Se H:A+B e uma aplicagaop onde A e B saoc &lgebras similares,

dizemos que 6 & um haomomorfismo de A em B, se 8[€[a1,...,a 1) =

F[ea1,...,ean] para cade operacac n-aria fefF. Seja A uma algebra

do tipo t e B#BcA, entao B &€ uma sub-algebra de A, se dados Xre s

xneB e feF n-aria, temos Qque f[x1,...,xn}EB. Denotamos tal fato

por B< A.

Dada uma algebra A e ¥ um subconjunto de A, chamaemos de

sub-algebra gerada nor X, e denotamos por <X>, & menor sub-dlge-

bra de A gue contem o conjunto X.

Sejam A uma algebra & a uma relaao de equival&ncia em A
Nos denotamos as classes de equivalénecia de a por |x|a & 0 con-
junto quociente por A/a, isto e, A/a={|x| :xeAl. Se a tambem for
53

- L2 - , - - .
uma sub-algebra de A , entao dizemos gque o & uma congruencia em

A. Uefinimos entao o homomorfismo natural ¢a:ﬂ+ﬁ/a por ¢u(x]:[x¢a

A/c tem uma estrutura natural de algebra colocando-se ¥(|a1ia""

]an|a}=iF(aq,...,an}|. Se 8:A>+B & um homomaorfismo, entaoc Kerés=

n

. 2 P _ _ ~
{{x.vyleA":8x=8y} & uma congruéncia em A, chamada de o nicleo de

(vl

#, e temos entao que A/Kerf=0A.



seja {A.] uma familia de &Algebras similares e formemaos o

i dieT
produto cartesiano ,HIAi. Definimos as operagoes f n-arias noc pro-
1E

duto cartesiano como se segue: 56 xﬂ""’xnsiglﬂi’ entao pomos

 {F{x,,eeue,x JI=fl{m.x ,...,7.x }. Esta algebra assim construida &
i 1 n i1 i n

}

o produte direto da familia de &lgebras (A

i iel’

Definiremos agora, os polinomios (ou termos) de uma lin-

guadgem de algebras. Denotando as variaveis individuais por X0
X aees DU {xn:neN} e assumindo que nenhuma variavel indivi-

dual é identica a um simbolo funcional, temos o seguinte:

DEFINICAO- O conjunto Tﬁ(T] dos termos n-ariocs do tipo T 8

0 menor conjunto satisfazendo as seguintes condigoes:
- (1) XjETn[T]’ O<j%n, 2 se feﬁrﬁ“um simbolo funcional O-ario,
entao FeTn{T].

(ii) Se p1""‘DhETn[T] e fEFT & um simbolo funeional k-ario, en-

tae flp .,pk]aTn[T].

1)--

0 conjunto T(t) dos termos do tipo 1 € definido por:

T[T]=LJTHET}.
n

T{t) & Tn(T] tem estruturas naturais de algebras do ti-

po T, paondo F=FT e sdo chamadas de Algebras livres tendo'{xn:nsN}

e {XD,....xn} respectivamente, como conjunto de geradores. A

hase matematica pars o uso dos térmos e dada por:

TEOREMA (8)- Seja A uma algebra do tipo 1 e eé{xg....,x 1A



uma aplicagao, entdc 6 pode ser estendida a um dnice homomorfismo

0:T {(1)+A (pu um dnico homamorfismo @:T(T)+A).
n

Os termos nos permitirac agora, dar um sentido preciso ao

gue se entende por "identidade”.

DEFINICAD- Uma t-identidade e uma expressac da forma p=g em

que p & g sac termos do tipo t e = e o simbolo de igualdade na lin-

F_.
gusgem F_

Dada uma algehra A do tipo T e D,QETK[T],'GS seguintes afir-
magoes saoc eguivalentes: A satisfaz p=g; p=g vale em A; AEp=g; A 8

um modeloc para p=qg.

DEFINICAO- Chamamos de VYariedade de Algebras ou Classe Equa-

cignal ou ainda Classe Primitiva, & classe de todos os modelos de

um conjunte fixado de identidades.

TEOREMA- Sejam, A uma algebra, p=g uma identidade, ambas do
tipe T e além disso D,QETﬂ[T]. Nestas condigofs, sao equivalentss:
(i) p=g vale em A,

(ii) p=q como elementos de Tn[T].

Seja agora, K uma classe de algebras similares. definiremos
trés opsradores em K, do seguinte modo: H{K}, pare tomar todas as

imagens homomorfas de todos os membros de K. S{K}, para tomar

A



todas as sub-algebras dos membros de K. P(K}, para tomar todos os
produtes diretos de familias de membros de K. Com sssas notagoes,

temos o importante resultado obtido por Birkhoff:

TEOREMA- Seja K uma clacse de algebras similares,entac K 8

uma variedade se, e somente se, H{S(P{K)))=K,

Veremos agora como exemplo, duas variedades gue tem um papel

destacado no presente trabalho.

A primeira & a Variedade dos Grupos, denctada por G, gque &

constituida pelas algebras do tipo =2,1.0> cujas Dperagoés dencta-
1

denotadas rsspectivamente por ., , 1 satisfazem o seguinte con-
Junto de identidadaes:
(i) x.(y.z)=(x.y).z
(ii) x.1=x
cas -1
(iii) x.x - =1
Com respeito & Teoria dos Grupos, nos reportamos as referen-

cias (1) e (11).

A Variedade dos Reticulados, denotada por £, & canstituida

pelas algebras do tipo <<2,?> com operagoés bindrias denotadas por
vV 8 A gQue satisfazem o seguinte conjunto de identidades:

(1)} xVy=yVX B xXAY=YAX

(ii) xViyvzl=(xvy) 'z 8 xAlypnz)=(xayliz

{1i1d) xAlxyyl=x g xvixayl=x



Un reticulado & dito distributive, se satisfizer a identi-

dade adicional:

(D) xviyazl)=(xvylalxvz].

Um reticulado & dito modular, se satisfizer:

(M) (xAyIW (xAZ)=xAl(xAyIV Z).

A classe dos reticulades distributivos e a classe dos reticulados
modulares constituem variedades. Um reticulado tal gue todo sub-
conjunto seu tem supremo e infimo & chamado um reticulado com-

pleto. Um elemento a de um reticulade completo A e chamado de com-

pacto se, sempre gue agys, onde ScA, existir T72S, T finito com

at¥YT. Um reticulado completa A & chamado compactamenté gerado ou

algébrico, se todo elemento de A & supremoc de elementos algebricos.

Un reticulado completo A & dito continuo superiormente, se para todo

acA 8 L[ cadeia em A, vale que aAVC=>£C[an].1Emosent&jms seguin-

tes resultados:

TEOREMA- Todo reticulado compactamente gerado € continue

superiormente.

. TEUREMA- Se a & um elemento de um reticulado A, continuo

superiormente, S<A & S a c¢lasse dos subconjuntos finitos de S, en-

tao:

aavVS= V (aaVvF].
Fel

Para a demonstragdo desses resultados e outras informagoés



sobre' reticulados, ver a referencia (2).

Se A for uma algebra, denoctamos por C(A)., o conjunto das
congruencias em A. Colocaremos em C(A) uma estrutura de reticu-
lado. Dados «,BeC(A), definimos aAB=anB @ avBé{{x,y]eAz: existe
neN e existem to,...;tzneﬂ cam x=tUat13...atzn_1ﬁt2h=y}. Nestas
condigoes. (C{A).v.A)l] & um reticulado completo, compactamente

gerado, chamado o Reticulade des Congruencias de A. (Ver (3],

§101,



CAPITULO I

VARIEDADES DE MAL'CEV

Neste capitulo definiremos Algebras e Variedades de Mal'cev,

e camo resultado principal veremas o Teorema de Mal'cev.

1-DEFINICAO- Sejam o e B congruencias em uma algebra A. Cha-

mamos de produto de o« & B, denotado por oef ao conjunto weB={{x,y]

sﬂz:ateﬂ:xatﬁy}.

2-PROPUSICAD- Seja A uma algebra e o e B congruencias em A,
entaoc oeB € uma congruéncia em A (Logo o produto de um nimero fi-

nito de congrugncias em A é uma congruencia em A).

DEMUNSTRAGAD~ Suponhamos xi,yisﬂ, i=1,....n e xiatiByi. se f
€ uma operagac n-aria em A, entao como o e § sao congruencias, te-
mos gue {[x1....,xn]af[t1,...,th e ?[tq,...,thBf[y1,...,yn],
loga f[xq,...,xn]goﬁf[yq,...,yn} e goB & uma congruencia na

algebra A.

Vamos agora, reformular a definicgdo do supremo de duas con-

gruéncias, tendo em vista a Definigao 1.

3-PROPOSICAC- Sejam @« ¢ 8 congruéncias em uma algebra A.

se definimos BD:u’ 81=GGB, 92=ae8ua,53=aa89a08 s n s e m+@=L4 S, .

entdc ovp=a+tf.
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DEMONSTRACAO- Sejam xia+8yi, i=1,...,n, onde .y, eA 8 F

uma operagdo n-aria, existe entao jeN de modo que xisjyi. B como

s, e 8 i H .y PR A | >
; congruencia temos: F(x xn]5j¥[y1 yn} lego

17

flx1....,xn1a+8f[y1,...,yn} e a+f € uma congruéncia em A. Temos
tambem que a¢4+B e B<La+B, logo avBsca+B. VYamos supor agora que
X,Y€EA sao tais que xa+By, entdo existe jeN cam X8 Y. Se j & im-

par, entao existem t_,...,t. , de moda que x=t

0 o at18...at

0 2n-1Bto =Y

e partantc xavRy. Se j e par, tomamos x=t at18...at

0 B

2n~28t2n-1
1:2n—'1=y e tambem xovBy. Dai resulte que a+fB2avB e portanto

aVB=a+B.

4-CORDLARIO- Sejam a e B cangruéncias em uma adlgebra A.|

se aoB=$°u entdo avB=aoRB.

DEMONSTRAGCAO- Basta observar gue se goB=Bed, COMO Qoed=g €

LJ 5,=gef.

BeB=B, se i>0, entao 5i=aoB e portanto ien 53

E—DEFINIQED— Dizemos que duas congruéncias a e B em uma

dlgebra A comutam ou permutam se ceB=Boa.

B-PROPOSICAD (Birkhoff)- Se todas as congruéncias em uma al=

gebra A comutam, ent3c o seu reticulado de congruéncias & moadular.

DEMONSTRAGCAOD- Observamos inicialmente que, dados slementos

@,B e y de um reticulado qualguer , vale sempre que se oxf., entao
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BelaaylcaalBeyl.

Suponhamaos agora gue a,B e v sejam congruencias em uma &l-
gebra A, com axB. Se (x,yleaalBey), entado x(Beyly e como Bay=
yeB, temos xBeyy 8 existe entao scA com xysBy, mas Bia, e, assim
say & como xay, temos gue sax, logo yBslaAylx & (x,yleBslany) e
ar(Boyl€Belany].

Finalmente temos gue wzf implica que cAa{Beyl=Belaay) & o

reticulado das congruencias de A e modular.

7-DEFINICAO- Seja T uma variedade de algebras tal que cada

par de congruéncias em cada algebra de T comute. Entao dizemos

que T & uma Variedade de Mal'cev. As algebras de T sao chamadas de

Algebras de Mal'cev.

Veremos agora, o Teorema de Mal'ecev gue fornece uma carac-

terizagao geral das variedades definidas scima.

B-TEDREMA(Mal'cev)- Seja T uma variedade de algebras. Entao
T e uma Variedade de Mal’cev se, e somente se, existe uma operagao
terndria P de modo fue P(x,y.y)=x & Plx,x,z}=z séo identildades

em T.

DEMONSTRAGCAO- Suponhamos que existe em T uma operagaoc ter-
naria P nas condigoés do enunciadeo. Seja A uma algebra de T e
®,B congrueéncias em A, suponhamos ainda gue xayfz, onde x,y, zeA,

entao:
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XB X
yBz

ZRZ

logo: Plx,y,z]BP(x,z,2)=x
femos tambem gue:
XX
Xay

ZoZ

loga Z=P(x,x,z)aP(x,y,z).

Assim, temos gue xayBz dimplica gue xBPix,y,zlaz ou seja,

aoBsBoa.iDe modo anadlogo, vemos dque BeusoeB e assim, o e 8 Fomgtam.é
| Reciprocamente, suponhamcé que T & uma Variedade de Eal;cgv.

Sejam A a T-algebre livre em tr2s geradores x,y e Z, ¢ & Menor
cnngruéncia em A tal gue xay 2 B a menor_cpngruéncia em A tal que
ypz. Temos entaoc que XayBz, Como asB=-foa, existe um elemento
P(x,y,z) de modo nue xBP(x,y.zlaz.

Considersmos agora o homomorfismo G:A+A daefinido nos gera-
dores livres por 8(x)=y e 8(y)=8(z)=x, temos entAo que B|<x,y> &
um isomorfismo e partanto,KerBﬂ(x,y>=<£?§>. e assim, como B&Kers,
temos gque B g€ trivial na sub-algebra <x.,y¥> & cema xBP(x,y,y) €
Plx,y,yle<x,y>, devemos ter x=P{x,y,y). Os mode analogo obtemoé
gue z=F{x,x,z)] e assim, x=Pi{x,y.,y) e 2=P(x,x,z} sa identidades

em T.

9-DEFINIGAO- A operagdo ternaria P do teorema anterior é

chamada Operagao de Mal'cev em T.
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0 proximo teorema nos diz como devem ser as congruéencias

das algebras de uma Variedade de Mal'cev.

10-TEOREMA- Seja A uma algebra em uma variedade de Mal'cev T,

» - - - 2
entao as congruencias de A sac exatamente as sub-algebras o de A

A
tais gue ALodA .

DEMONSTRACAD- Como em uma algebra A gualguer, toda congruencia e
- 2 - -
uma sub-algebra reflexiva de A , bastare entao mostrar que se A €

- - 2 - -
de Mal'cev e o« e uma sub-algebra reflexiva de A, entac o e sime-

trica 8 transitiva.

Suponhamos que (x,y),{y,zlea. Para & simetria temos gue:

-~

N X _ pois I
Xay
yay
logo y=P(x,x,y)aP{x,y,yl=x e vale (y,x)ea.

Para a translitividade temos Que
oy
yay

Yoz

logo x=P{x,y,ylaPly,y,2)=¢ e vale [x,zleca.

Diversas variedades de algebras gue ocorrem fregtentemente

em Matematica s&ao Variedades de Mal'cev.
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11-EXEMPLO- Consideremos a Variedade dos Grupos. Tomando
P[x.y,z]=x.y_1.z, temos gue Pix,y,y)=x & Pi{x,x,z)=z, e portanto os
grupos constituem uma Variedade de Mal'cev. Passando a operagao
definida acima para a notacao aditiva, Plx,y,zl=x-y+z, vemos que
tambem sao Variedades de Mal'cev os Anéis, Modulos, etg.

Uma estrutura um pouco menos comum & a de Quase-grupo.
Um quase—grupd Q € uma Algebra do tipo <2,2,27 cam 8s OpPEracgoes
.Imultiplicagdo), /(divisdo a direitas) e \ (divisda & esguerdal,
satisfazendo as identidades:
(x.y)l/y=x
(x/y).y=x
y\{y.x]=x
y.[y\x]=x

Se definirmos P(x,y,z)={x/{y\y)).{y\z) entao temos quse
Plx,ysy)=0(x/{y\y)).(y\y)=x e Plx,x,z)=(x/(x\x)].(x\z)=
(x. (x\x)Z/Ux\x) ). (x\z)=x.(x\z)=z. Portanto as congruencias de um

guase-grupo comutam.



15

CAPITULO II

CENTRALIDABE

Consideraremos neste capitulc o problema de definir Centra-

lidade em Variedades de Mal’'cev, e as principais consequencias

desta definigao.

1-DEFINICAD- Sejam A uma algebra em uma variedade T [(nao
necessariamente de Mal’'cev]),B,y congruéncias em A e [Y|BJ uma con-
gruencia em B; Dizemos entao gque y centraliza B por meioc da
congruéncia centrante (y|{B) se as seguintes condigogs estiverenm
satisfeitas:
CO: (x,y)(y|B)(x',y') implica xyx'.
C1: V[x,y]eﬁ,ﬂo:][x,y][[YIBJ—>]X[Y (onde mg(x',y’}=x") € uma apli-
cagan hijetora.
RR: Yix,yley., (x,x)ly|[B)(y,y).
RS: (x,y)Y(y[B)(x',y') implica (y,x)(y|B)(y’',x").

RT: (x,y)(y|BY(x',y') e (y,z)(y|B)(y',z') entdo [x,z){y[B)(x',z"}.

2-EXEMPLO- No caso da Variedade dos Grupos temos o seguin-
te: dades um grupo G e H,K sub-grupos normais de G, entao H cen-
tralize K {no sentido da Tecoria dos Grupos) se dado heH, h.ks
k.h para tode keK. Verifiguemos gue nesta variedades, esta defi-
nigédo e a Definigao 1 sdo equivalentes.

Sejam 8 e ¥y as congruéncias médulo H e madule K respscti-
vamente, ou seja XBy se, e somente se, yx_1sH B XYy Sse, 8 somente

se, y.x_qu e entado temos que H=|'1|B e K=}1|Y. Supoenhamos entao
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gue K centralizea H no sentido ds Teeria dos Grupos. Definimos
agora, uma relagao (y|B) em B por:

[x,ylfle](x’.y'] se, e somente se, dheH: y.x =y;.x =h e

-1 ,

Jkek: x .x'=k.

Suponhamas gue [xi,yi][le][x'i,y'i] para 1=1,2, digamos

s, ey oxt. Tene e x. ot =k ek, temos int
yi- i ¥ i i ie xi . X i iE s EMOS 0O segulnte
Vo, ¥ X, . X }_1=y.y . X " X _1=y.hox -1=h S S S ¥ _1eH pois H4G
17725172 1272 "7 17271 17T 2T : ‘
: 1 ] ' ' _1: . y 1
alem disso y 1Y 2.Ex 4 X 2] h1.x 1hz.x " e vale que
, - -1, = ) . .
X 4 .x1.h2.><1 X ’ k1 .hz.kq—h pois K centraliza H e portanto,
_1_ ' 1 -1 . . _ '1=
x1.h2.x1 =x 1.hz.x ; e temos finalmente gue: Yo+¥s .[xq.x2]
' ' S ) -1 s -1 ' y - )
y 4y 2.[x 1% 2] . Alem disso, [xq.x21 . (x g% 2}
-1 =1 , y o_ =1 . -1 )
x2 .x1 fx 1.x > x2 .K1.x2EK pois x, .K1.x25K. Disso resulta

que [xq.xz.yq.yz)[y|B][x PRSP AT 2]. Suponhamos agora que

=1

(x,ylef, entao y.x_1sH B x .x=%ek, logo [x,yliy|B][x,y] e temos

A 2 . :
finalmente que B$[7|B}$B e entao, pelo Teorema I-10 vem que
(Y|B] e uma congruencia em B.

Verifiquemos apgora gue [y1B] satisfaz efetivamente as con-

digoes da Definigdo 1.
ca: [x,y][Y[B]fx’,y'] entao x_1.x'eK ou seja xyx'.

N N . ] LI - ] = B = i
£1: ﬂg.|[x,y)|(Y[BJ+[x|Y, Tg(x',y')=x"' & bijegaec. De fa?u, se |

- - i ;
(x,y][Y|8](x,w], entao existe h com y.x 1=wx 1=h e portanto y=w,

. . . i
logo wg & 1Injetora. For outro lado seja ze|x]Y, entao se y'= |

y.x-1.z,-tem05 que y.x_1=y'.st e cameo z=x.k para algum kek, ré-

S
sulta entdo que (x,y)l{y|[R)(z,y') e mglz,y')=z, logo mg & sobre{

. i
RR: Suponhamocs que (x,yley, entao existe keK com x=k.y & trivi@l—

mente temos que (x,x){y|R)(y,y).
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R5: Se [x.y][y]B][x',y'J entao y.x 1=y'x'_1=heH e X

- -1 -1 -1
j=x'.y' 1=h eH e v .y

1.x'EK, logo

Xy =X_j.x’=kaK; logo [y,x][y]ﬁ)[y',x'].

RT: Vamps supor agora que [x,y][y[ﬁ][x’,y’] @ que Ey,z][YIBJ
(y',z’), entdo temos que y.x =y‘.x’_1=hﬂgH, x .x’=K1eK, z.y“1=
.1 -1, - -1 -1 -
z'.y =h2gH e vy .y'=k_eK, temos entao que z.x =z.y.y .x =

Z
1 ) - 1 ? 1 - ‘] — ) r - 1 r '
z'.y YT ax =z’ x eH e portante (x,z){y|B)(x',z'].

Portanto y centraliza g no sentide da Definigao I.
Reciprocamente, suponhamos que B B y sao congrueéncias em
um grupo G, tais que vy centraliza B por meic de [Y|B] g sejam H=
fﬂ[ﬁ e K=|1jy. Tomando heM & keK temos:
(1,0) {y|B)(1,h)
(1,1) 0y | R [k, k) | RR

(1,n" ey lercr, e

(1,1) (y|BI (K, h.k.h '}

1

lnga, pela transitividade de [Y!BJ, temos gque (k,k)(y|BI(K,h.k.h '}

g por C1 temus (ue K=h.h.h-1 e portanto K gcentraliza H no sentido

da Teoria dos Grupos.

No exemplo anterior pode ser cbservada na definigao de cen-
tralizagao na Teoria dos Grupos uma simetrie no sentideo de gue,
se K centraliza H entao H centraliza K. Esta simetria ocorre tam-

bem no caso geral, como vemos Na& propasigac seguinte:

3-PROPOSICA0- Sejam B e y congruencias em uma algebra A.
Se vy centralize B por meio de (v|B) entda existe uma congruancia

[B|y] em ¥ de modo que B centraliza v por meio de [B[YJ.
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DEMONSTRAGAO- Definimos uma relagdo (Bly) em v por (x,x')
[B[Y)(y,y’l se, e somente se, (x,y][ﬁ!y][x',y']. Seja agora f

uma operagac n-aria e vamos supor que para i=1,...,n temos

[xi,x’i]EB|Yl(yi,y’iJ, ou seja [xi,yi][Y[B][x'i,y

i]’ e como [YlBJ

$B? temos que (?[xq,...,xn],F[yq,...,yn]J[Y|B][¥[x'1,... .

f[y’q,..,y'n3] g assim, temos gue (Flx

[B|Y][F(y1....,yn],F(y'

177" 40 n

1,..-,y'n]] e portanto [BlY]éYZ-

Tomando agora (x,x'ley, entao por RR para [YIB] temos gue
(x,x)(y|B)(x',x') e portanto (x,x')(Bly)(x,x') ou seja, (B|y)
g reflexiyau;Se (x,x"V(Bly)(y,y") entdo fx.yliy181[x',y') g por
RS para [y|B) temos que (y,x)(y|[B)(y'.x') ou seja (y.y')(Bly)
[x,xf] e (Rly) 6 simBtrica. Se tivermos (x,x'J(B|y)I(y,y') &
(y,y’)(B|y)(z,2'), entdo (x,y)(y|BYix',y') e (y,z)(y|B)(y’.z")
a por RT para [YlB] temos que [x,z][Y1B](x’,z'] e assim,
(x,x")(B|y){x',2z') e (B]y) é transitiva. Concluimos entas gue
(B|Y) & uma relacdoc de congruéncia em A.

Verificaremos agora gue (B|ly) satisfaz as condigoés da
Definigao 1.;
CD:iée (x,x"J(BlY)(y,y') entac (x,y)(y|B)(x',y') e devemos ter
que xBy pois [Y1B}$82.

£1: Consideremos agora mg:|(x,x']J| onde ngixq,x2]=x

[BIY)+|X|B’ 1

e seja yelxlB, entao, temos que ﬂ0:|[x,y]l +lle € bijecao por

(v |8)
C1 para (y|B8) e portanto como x'elx]Y , existe y' de modo gue
(x,y)(y|BY(x',y') ou seja, (x,x')(B]y)ly,y'), logo
ﬁg=|[x,x']1{B|Y]+|x]B & sobrejetora. Se tivermos (x,x'J(BiY)}(x,y'),

gntéo (x,x)(Y|BY(x'.,y') e como por RR para (vy]|B) temos que



(x,x)(y[B)(y'.,y'), resulta de transitividade que (y',y')(y|B)
(x*,y') & por C1 para [YIB] vem que x'=y', logo woé injetora
g vale C1 para [B|T]-
RR: Suponhamos que (x,x'}eB, entado como (y|B) & reflexiva, temos
que (x,x'}(ylB)(x,x') ou seja, (x,x)(B]y)(x',x") & vale RR.
RS: Se (x,x')(B|y)(y.y'} entdo (x,y)(y|B)(x'.y'T e com (y|p) &
simétrica, temos que (x’',y')(y[Bl(x,y) e assim (x',x)J(R]y)(y’.y)
e vale RS para [8!73.
RT: Se tivermos [(x,x')J(B|y){y,y') & [(x'.x""}J{B|y)ly',y'']} entao
[x,y](Y|B][x’,y'] e [x',y'][le][x",y"] e como (y}B) & transitiva,
temos (x,y)(y|B)I{x'',y'') ou seja [x,x"][Blyl[y,y"i e vale RT
para (B]Y).

Portanto, B caentraliza vy por meio de [B[Y].

Se a variedade T nao & d= Mal'cev, entao v pode centralizar
B por meio de varias congruéncias centrantes como nos mostra o©

proximo exemplo.

4-EXEMPLO- Seja T a Variedade dos Conjuntos, as suas congruén-

cias sap exatamente as relacoes de eguivalencia. Seja G um grupo
- . . 2 ~ . . - , 2; 2
nao abeliano. Definimos em G & relagao de eguivalencia (G [G ]d

cujas classes de eguivalencia sac exatamente as classes laterais

|62Je definida de modo andlogo pelas classes

- A - 2
laterais a esquerda de G. Temos entac gue [(x,y)(G |B ]d[x ,v'] se,

- A
a direita de G & (G

A .
e somente se, {x’,y")elG(x,y), ou JretG wum (x',y")=0tx,ty). Veri-

2 y 2 2
fiquemos gue G centraliza GZ por meie de (G |G ]d'
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2.2 |
CO: Se (x,yl(67|G ]d(x’,y'], trivialmente [x.x']er

C1: Seja mp:l(x,y)] +lx|GZ caom (tx,ty)+tx entdoc, se my(tx,ty)

2.2
(6 \G)d
=Fg(tix.t{y] pela propriedede do cancelamento para grupos, te-
mos que t=t1 B T @ injetora. Se zeG, existe teG com tx=z (basta
tomar t=zx—1} e partanto mpltx,tyl=2z e ED € sobrejetora. Logo vale

L1 para [G2|G23d-

RR: H[x,y]aGZ, Jt: (x,x)=(t.,t}(y,y) e portanto, temos que (x,x])
(G2]G2]d[y,y3.
R3: Se [x,yl[Gzle}d[x',y'J entao (x,yl=(t,t)(x’,y') ou seja,

(y.x)=(t,t)(y’,%x") 2 assim, temas [y,x][GZ|BZJd[y‘,x'].

- RT: Se [},yJ[GZIGZJ (x",y’) e [y,zJ[GZ|G2

1 1 - - t
d ]d[y .2'), entao existem

t, B t2 de G, de modo qgue [(x.yl=(t

1 .tq}[x ,v') e (y,z]=£t2,t I

1 2

(y',z'), entao de y=t{y‘ e y=tyzy' resulta que tq=t logo, (x,z)=
(t1,t1L[x',z'] e assim,[x,z][G2le)d[x';z'].
|

2

6°)  satisfaz as condigoes da Defini-

Vimos entao que [G q

gao 1. De modo analogo, podemes verificar gue 5° centraliza G
por meio de [Gziﬁzl .
B
. 2.2 . ,
Por outro lado, consideremos a situacan [x,y] (5 ]G ]d[x TN
: Z2 -
e [x,y)[Gz|G ]E[x',y’l, teremes entao [x',y')={tx,ty) e por ou-

tro lado, existira um dnico t, com [x',y’}=[x¢1,y¢1] e teremos

1
g -1

entdo t=txx =x!x =t, pois x'=xt, e assim, teriamos tx=xt e ty=

d

. { i = : 2 t -
yt. Logo se tivermos |(x,y][[G2‘G2]d l[x,y]][GZiG ]e para to
da {x,yJer, viria entaoc que tx=xt e ty=yt para todo teG e G

éeria um grupo abeliano. Como G foi suposto nao abeliano, existe
' “, 2.2
pelec mencs um par (x,y) com [[x,y]][62182] # 1 x y]l{G ! )

G
d
2152]

e

e

g assim, [Gzlﬁzld%[G
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Como ficou visto pela proposigaec e pelos exemplos anterio-
res, no nivel de generalidade em que foi feita a definigao de cen-
tralidade, a verificacao de se uma congruéncia centraliza cutra
se torna trabalhosa e nao se tem a garantia da unicidade da con-
gruencia centrante. Quando nos restringimos as Variedades de
Mal'cev, entao reduzimos considerdvelmente os ftens a se testar
para centralidade e temos a importante propriedade da Congruén-

cia centrante ser Unica.

De agora em diante, e até o fim deste trabalho, salvo men-
cio explicita em contrario, todas as algebras em consideragao

estarao sempre em uma Variedsade de Mal'cev.

5-PROPDSICAD- Seiam A uma Algebra e 8,y congruéncias em A.

Suponhamos que y centraliza B por melio de [YIB]q =] [Y|B]2, entao

(y18), =(y[8),.

DEMDNSTRAQAD“ Suponhamos gue xBy B8 xyx', entapc para i=1,2
temas que:
[x,y][y!B]i[x,y]
(x,x][y|8]i[x,x]

[x,xlfy]BJi[x',x'l

{x,y][YlﬁJi[x',P[y,x,x'j]

Temos entao gue se [x,y}[y[B}1[x’,y‘}, por C1 para [Y]B]q’ vale

que y'=P(y,x.x']), e assim temos que (x,y][yiB]?[x',y'J e portanto
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[YIB}15[713]2. Por simetria, temos a inclusao oposta e portanto

SIFPRIIrIPE

Assim, para congruéncias em algebras que estac em Varieda-

degs de Mal'cev, felamos na congrueéncia centrante.

6- PROPOSIGAO- Sejam A uma slgebra, B,y congruéncias em A
2 [YIB] uma congruéncia em B. Entao ¥ centraliza B por meio de
[YlB) se, e somente se, as duas condigoes segulntes forem satis-
feitas:
Co: (x,y]TYIB)[x',y'J implica xYx'.

C3: \xeA, W[X,X]I[YkB]=A[x1y.

DEMONSTRAGAO- Suponhamos inicialmente que y centraliza B
por meio de (ylR) e (y,y ]eﬂ]x|Y, entdo xyy e assim, por RR te-

mos (x,x){y|B)(y,y) ou seja, (y,yle|(x,x)]| a|x|Yg

(YlB]

1[X'X)|[Y|B]' Por outro lado, se (y,z)el| (x,x)| entao (y,z)

(yig)
(y[8)(x,x) e por RR vem que (x,x)(y|g)(y,y} e pela transitividade

de (y|gl), [y.zl(y|g)ly.y), finalmente C1 nos diz que y=z e (y,zle

ﬂlxiY ou sejs I(x,x]lf EAIXIY portanto l[x,x][[Y‘B]=ﬂlle.

v|8)
Reciprocamente, suponhamos gue C0 e C3 estdo satisfeitas

g vamos mostrar que valem as condigoés da Definizao 1.

RR: Da condigao C3, temos que =e xyy, entao [x,x][y]B]Ey,y} e

vale RR.

C1: Sejsa no:[[x,y]][ >{x] onde (x',y’)»>x'. Suponhamos que
Y

y|8)

(x,y)ep e ze|lx| , temos entdao que:
Y
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(x,y!(y[B)(x,y)
(x,x){y[8)(x,x)

(x,x)(y|BY(z,2]

(x,y) (y|Bl(z,P(x,y.,z))

assim, WG(Z,P[x,y,z]]=z 2 My & sobrejetora. Se tivermos que
'!To[z,z,]='ﬂ0[z,zt'1 onde [ZJZ']J{Z,Z"JE’[X’y]][Y[B]J entr‘f'ID:
(z,z"1Cy|B)(z,2"")
(z,z}(y|Bltz,z]

(z',z)(y|B)(z",2)

(z',z'")(y{BI(z",z"")

g assim, por C3 temos que z'=z'' logo wg ¢ injetora. Portanto vale
C1 para [Y|B].
R5: Suponhamos que [x,y][y|8){x',y’}, entao por CO, temos gue xvyx'
g conseqdentemente:

(x,y)}(y|B)(x,y)

(x,x){y]|B) (x,x)

(x,x) Cy]BY (x',x")

(x,y) (y1B)(x',P{y,x,x"])

g portanto temos gue [x',y’)[YIB]fx’,P{y,x,x’}J pela transitivi-
dade de [Y|B]: e agora, como 7y e injetora, vale que y'=Ply,x,x’)].
Temos tambem gue:
Yyy
XY X

1 r

X' yx

Ply,x,x"'"lyy

g assim temos gue yyy' e
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(x,x)(y|B)(x",x")
(x,y)(y|B)(x',y")

[y,yJ[Y[BJ[y',y’}

(y,x)(y[B) Ly ', x").

RT: Suponhamos agora que (x,y)(y|B)(x’,y') e (y,z){y|B)(y'.z2"),
temos entao:

(x,y)[y18][x’)y’]

(y.y) (y|B) Ly, y")

(y,z)(y|B)(y',z")

(x,z) [y|R)(x',2"'].

Portanto, v centraliza B por meio de {Y|B].

7-CORDLARIO- Nas hipoteses da Proposicédo 5 .temos gue ¥y
centraliza B por meio de[y[B]se, e somente se, as duas seguintes
condigoés estiverem satisfeitas:
CO: (x,y)(y]B)(x',y") implica x¥x’.
Ca: ¥xeA: (G x) (iR (x,y) implica x=y.

RR: xyy implica (x,x)(y,8)(y,vy)

DEMONSTRAGAO- Suponhamos gue as condicoés CO, C4 e RR estejam

satisfeitas, temos entdo gue:

xyy implica {x,x)(y,B8)(y,vy]

Assim temos que A|x|y§1[x,x]| Reciprocamente, se (y,zle

(ylBR}"

|[x.x]|[Yl ) entao (x,x)(y]B){y,z) e por CO temos que xyy © assim

B
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[x,x}[Y|BJ[y,y] g por transitividade de (v|B] temos entdo que
[y,y](y]ﬁ][y,z) e entac, C4 nos diz que y=z e portanto (y,zle
) %) le €3,
ﬁ'.|><|Y logo ﬂ[x]y;|[x X r(Y|B] e va
Suponhamos agora gue as condigeés CO e C3 estejam satis-
feitas e gue (x,x)(y|B8)(x,y), entéo [x,y}al[x,x]|(Y|B]=a[x|Y,

logo x=y e vale C4.

8- PROPOSICAO- Sejam B e v congruencias em uma algehra A e
[YIB] uma congruéncia em B tal que ¥y centraliza B por meio de
(y|8}. Se B' € uma congruencia contida em B, entao y centraliza

g' por meio de [YIB‘]=[Y|B]ﬂB'2-

DEMONSTRAGCAD- Verifiguemas que [YEB!3 satisfaz as condi-

goes CO e C4 do Corolario 7. Se [x,yJ[Y[B'E[x’,y'} entaoc (x,y)

[Y|B}(X':Y'] e por CO para (Y|B] temos x¥x' e vale CO para {YlB').
Se Ex.xJ[YIBI}[x,y) entao [x,x][y]ﬁ][x,y] e por C4 para [YIG}

vem que x=y e vale C4 para (Y|B'3 e porltanto vy centraliza 8

por meio de {y|8').

8- DEFINICAO- A centralizagao da Proposigao 8 e chamada de

Centralizagao por Restricao.

10- PROPOSIGCAQ- Seja o uma congrusncia em uma algebra A,

N
entanc ¢ centraliza A.

A
DEMONSTRACAO- Consideremos a congruéncia em A definida por
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I
[x,x)(a|ﬂl[y,y] se, e somente se, xay, entaoc CD decarre da defi-

A ~ Ay
nigao de (a|A) e C4 de (a|A} ser uma congruéncia sm A.

11- PROPDSICAQ- Sejam B,.6, © ¥ congruencias em uma algebra

A. Se v centraliza B, ® 8B entao v centraliza 8105

2 2°

DEMDNSTRAGAO- Definimas [Y1810B2] em g,0B, por [x,y][y|81082]
{x',v') se, e somente se, existem t,1'eA tal gue [x,tJ[Y[B1](x',t']

e [t,y][y[Bz][t’,y’J. Seja ¥ uma operacaoc n-aria e suponhamos que

L3

para i=1,....0N, [xi’yi][Y!Bq°62](x Y iJ’ digamos [xi’ti}[Y|81]

[ x i,t i] e [ti'yi][yls1][t'i‘y i] entae como [Y|B£] g con-

gruéncia, temos gue [(Ff(x .,xn),f[t .,tn}][y|813

1’.. 1;..

(Flx', ,0.e,x® 1, FlE* ,...,t" J) & tambem {(F{t ,...,t_ 1,
1 m 1 n 1 il

f(y1,...,ynﬂ[Y182](fEt' sreaat’ J,f[y'1,.-,,y’ 1} 2 portanto,

1 n
] [ ] ]
[F[x1,...,xn],F[y1,..,yn]][y|81082][?[x goemex! YL E Ly
2 .
. < :
e assim, [Y|B,1082]-~.[E%,| 82] . Seja agara, [x,yleﬁqoBz, digamos
x81t82y, assim por reflexividade temos que [x,t](y181]fx,t] e
. : AN
tt.y](ylszltt,yj e resulta que [x,y}tyl610821[x.y], logo B 0B, <
[Y|B1082]. Portanto, pela Tearema I1-10, [Y|61082} e uma congru-
egncia em 81082.
Verificaremeos agora, as condigoés do Corelario 7.
co: Ex,y][ylﬁqoezl[x’.y'], entéda existem t e t! de modo gue [(x,1%)
[Y]Bﬂ)(x’,t'] e por C0O para Ey1Bd] Lemos gue xyx'.
C4: Suponhamos que [x,xlfy181082]Ex,y1, digamos (x,t}Ey|81][x,u]

e [t,x][y|82][u,y1, entgo C1 para [Y|51] mastra gue t=u e nova-

mente C1 para (Ylﬁ?) nos da gue y=x.
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12-CORCLARIO- Nas condicgnés da proposicaoc anterior, se

81 e B, centralizam v, entao Bq082 centraliza vy.

DEMONSTRACAG- Por simetria de centralizagao, temos gue vy
centraliza 81 e 82 2 entao, pela Proposicao 11, y centaliza 31982
centraliza v.

g novamente por simetria, B,e¢f

172

13- PROPOSICAD- Seja a uma congruéncia em uma algebra A.

Existe uma Unica congruencia maximal centralizando «.

DEMONSTRAGCAD- Seja S o conjunto das cengruencias em A cen-

tralizando o« , consideremos nos elementos de 3 a ordem natural do
reticulado das congruencias de A, entao:
(i) S#8 pois pela Proposigao 10, AeS.
g . . . o U
(i1) Seje [Bi]iEI uma cadeia qualguer em e seja B ieIBi (como

(Bi]iEI e uma cadeia, @ sua reuniac coincide com o seu supremo).
2
’

Temos pelo Teorema I-10 que Résiéﬂ Yiel e asssim, vale que Ré
Bi$A2 e portanto B € uma congruéncia em A. Definimos agora,
[x,yJ(a|BJ(x’,y') se, e somente se, diel de modo que [x,y][u|6i]
(x',y') & tesmos entao:

CO: [x,yJ[uiB][x',y'] implica gue [x,yJEa|Bi][x',y’J e par CO

para [ulBi] temos gue xax'.

C4: (x,x)(a|B)(x,y). entdo [x,x]fa]Bi)[x.y] e por C4 para [alsi)

vem que X=y. Assim pelo Corolarioc 7 temos que B centraliza o

ou sgja, BeS.

(1ii) Os ftens (1) & (ii) ros dizem que S satisfaz as hipoteses
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do Lema de Zorn, e portanto, S tem elementos maximais.

3ejam agora, B' e B'' dois elementos maximais de S, se B'F
B'', entao pelo menos uma delas, digamos B' e tal que B'<B'eR’’,
como pela Proposigao 1&, B'vB'' centraliza a, B' nado pode ser

maximal, o gue nos mostra que existe uma dnica congruséncia maxi-

mal ecentralizandc ao.

benotaremos a drnica congruencia maximal centralizandoc o da

proposigao acima por nlal.

14- EXEMPLO- Sejam G um grupo e H um sub-grupo normal de G.

Chamamos de Centralizador de H em G ao conjunto EG[HJQ{aEG: a.h=

h.a para todo heH}, como H4G, temos que EG(Hlds ({(1)). Com as no-
tagoés do Exemplo 2, seje B a congruéncia modulo H; entac se Y
centraliza B e K={1[Y;h.k=k.h YheH, kek. Consideremns agora a

congruencia n(g) e seja S=|1[ . Dados xe$S, como n(B) centra-

n(g) _
liza B8, temos x.h=h.x VheH e portanto SQCG{H], mas do Exemplo

2 temos que CG(HJ centraliza H no sentido da Tecria dos Grupaos e

portanto se ¢ € a congruéencia modulo CGEH], g4n(B) ou seja,

, C_(HI=|1]

C.(H)$S. Assim, temos que se H=|1] G

G B nigl’

Suponhamos agora que y centraliza B em A. Por simetria de
centralizag&do,f centreliza y e por restrigdo,B e y centralizam
Bay, € assim, pelo Corolario 11, Bey centraliza Bay. Em particu-

lar temos o seguinte:
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15- PROPOSICAO- Seja o uma ceongruencia em uma algehra A,

entan aenlal centraliza apnnlal.

16~ PROPUOSICAD- Sejam B e y copgruencias em uma algebra A
e suponhamos que vy centraliza B em A, vale o seguinte:
(i) Seja ei:B/[Y|B]+ A/y dado por I(xo,x1]|[YIB)+ !Xi|Y para
i=0,1. Seja Ei=Kerei, entgo E1 centraliza ED em B/[Y[B}-
(ii) Para uma congruencia D em B/[Y|B} centralizando ED’ defini-
mos § em A por ydy' se, e somente se, dx,x'eA com |(x,y)1[Y|B)Q
]Fx'ﬂﬁ']Ity|B].AEntéa § @ uma congruéncia em A centralizando 8.
({ii} Se D}E . anéo 6>Y'e ﬁortaﬁto, se Y=n[$), temos q@e E1=n[EOI.

1

DEMONSTRAGAD- (i) Se [[x.y]|[Y[B]ED|[x ’y,]|[Y‘5] entac
temos que ‘x[v=lx"Y ou xyx' e entdo como ﬂG:IEx’.y'J]{Y|B]‘+‘X’]Y
g2 bijetora e tem-se que xe|x|T , existe y"eA de modo gue Ty (x)=
(x,y") e ainda (x,y")(v{B)(x',y'). Assim, [[Ex,y]|{Y[B],
[(X’JY']](7|B]]EED pode ser.escritoc como [][x,yl[[Y[B].

|[x,y ]|[Y|B]]. Definimos entaoc uma relagao (E1IEDJ sanbre EEl

](E,I_IEGJ{I(X'.y*JI[Y|B].

por: {f(x,y][[YlB], [x,z]|w|

B)
[{x',z']l[YlB]] se, e somente se, (y,z)(y|B)(y',z').

Dado [‘(x,yJ[{Y[B]’IEX’ZJI[Ylﬁl]EED' de (y,z)(y|B)(y,z],

l
temos que (|(x,y}|(y}s},l(x,z]| (E1[EU}([(x.y]|

(y|8)) (y|8)

A
]] g assim, temos gue ED$IE1|EO]$E2 g o tearema I-10

[[x,z]| q-

(v|8

nos mostra gque (E1IEDJ € uma congruencia em ED'

Vamos verificar agora as condicoés do Corolarioc 7 para
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(x,z]] [Y|B]][E,]| E )

CCG: Suponhamons gue [[(x,y]{[Y|B],
][x',y'][[YIB],l[x’,z'][(Y!BJJ, entado temas que (y,Z][Y|B][y',z']
g por CO0 parsa (YIB} temas gue vyryy' ou seja, |y] =|y'[ , mas

entaa ][X’yjliY[B)Eﬂ[[xl’y'J![Y]B] e vale CU para [E1|EU}'

C4: Yamos supor agora gue {|{x,y]|[Y|B},[(x,y]|[Y;B}3[E1|EOJ
- i

’[x'y]‘[Y|8]’ [X’Z]|[Y|B}]’ gntao [y,y][?|8][y,z] e por C4 pars
(y!B8) temos gue y=z e assim, vale 04 para [E1[ED}' Resulta entao
gue Eq centraliza EU por meiao de {E1|t0}'

(11) Seja f uma operacac n-aria e para i=%1,...n, yi5y’i, entao

existem xi,x'i em A caom |[Xi’yi]|[Y|BJD|[Xli’y’i]|[Y[BJ e caomo

0 & congruencia temcs gue I[F[X¢‘""Xn}’F[y1""”yn]|[Y[B}D
[‘F[ ! I I I I ) ! N 2! 2t &+ or g ' ! S"I, L L [S

| x' LTy VI |y v sedas flyy V)

f[y'1,..-,y'n] e vals que GéAz. Seja apora, yeEA, entac

|fy,y]l(Y|B]ED‘[y,y]g[Y1B] e pela retflexividade de iD|En],

temos [l[y,y]|(Y|B],![y,yJI[YlﬁJJ[D|EU]

|[y,y]|[Y|8}, [y,y]|[Y|B]) e assim, par Ci para [D|ED] temos

Eay
(v, D , . v , wb ; ‘ &4 g 0
I ¥ y}[[Y[B] ny yJ|LY|8] E portanto yoy ou se’a A
Teorema I[-10 nos garante entao que 6 & uma congruencia em A.
Uefinimns agora {SJBJ em B por {y,x][5|B][y',x'} 3R, © $0-

mentes 58, [|[X'yll[w|BJ'[[X'X}|[Y|B]][D|EH)[[[XT’V']][Y|B]‘

f .
|[x',x'Ji[ Suponhamos agora que pars 1=1,....n, tenhanocs

Y|BJ]'

[yi’xi][élﬁ][y]i’x’fj e gue f & uma oporagan n-aria, temos

entac que [|[f(xq,...,an,F[yq,...,yﬂJJ|[YIB},|[F[K1,...,XH ,
f[yq,---.yn}]|[Y|B]3[D{EU][|[F(X’1 ..... <t VL Flyt ey DT gy
l[F{x’1,-..,x’n],f[>’1,‘--,x'nl}I[YIB}] e portanto temps que
(Fly,oeeeny DoFlxne,y DTEE[RICR Ly eyt DL F 0 e )
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2 -
e assim, temos que [5[8].‘28 . Tamemaos agora (x.yleg, entano

|[X'y][[YfB]ED![x’X}IfY[B3 g pela reflexividade de [D[ED], temos

que ([ 00y [y 100 e gy 7RI T OOV gy [T ]y
~
e assim vale gue (y,xJ(&|g)(y,x) ou seja, Bs(s{p). Concluimos en-

tao, pelo Teorema I- 10 gue {6|B] & uma congruencia em 8.
Verifiquemos agora, gue sac validas as hipoteses do Corola-
rio 7 para (§|8}.

C0: Suponhamos que [y.x][&[B]{y’,x’], entao temos [|[X’y]I{Y|B3’

e por CO para

J{E (] (x" Ly ], x| pay)

e portanto yéy'.

y|8)’
Djlx',y")
[y

I[X.le{Y|B]

[D|ED] temos que 1(X’y]|{Y|B} B

C4: Vamos -supor agora gue [x,x][6|B}[x,y}, entdo temos que

, , , : » 2’ 2’ ]
(] (x x}1(Y]B) | (x, %) | VD[E (] (y XJ|[y|B] | (v yJI[YIBI e

[Y|B]

por C3 para (D|ED] vem gque [|[x,X]\[Y|B]’E[X'X]I[Y|B]][D[ED]=

AL (x,x) | (] y, x| e devemos ter

(v]g) 0" (y|8)°
entao 1[y,x]|[YIB]=|[y,y]|[Y|B} ou [y,x)(y|8)(y.y) e entdo,

(Y’y}|(Y\53][D|EO}

C4 para (v|B) nos diz que x=y. Temos finalmente que & centraliza
B por meio de (§[B).

(1ii) Suponhamos gue {y,y'ley, entao 81(1[x'yj|(Y1B]J=IY1Y=|Y,|Y=
91[|[x Y ]|[Y|83] 2 portanta E1[x,y]|[Y|B].1[x .Y Jl[YIBJJEE1
assim, se (l[x,y]|{Y|B],1[><',yn]1[ﬂBJ]gD—E,1 devemos ter (y,y'le

§-y & finalmente se DYE entao 83v.

,1)
Veremos agora, algumas proprisdades do operador n.

17- PROPOSICAD- Seja w uma congruéncia em uma &lgebra A.

(1) Se B€A, entdo nlaln B nlanBl).
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{ii) Se 86:A+BA & um homomorfisme sobrejetor, entao 8 (nlalinis o).

Z
DEMONSTRACAD- (1) Temos que o centraliza nlal e nlalnB gnla)

R , 2 .
e portanto por restrigao ¢ centraliza nlelnB” por meio de

2

[a!ﬂ[a]nBZJztaln[a]]ﬂ[ﬂ(d]ﬂBQJ Alem disso mﬂBgéa e

-

Z , Z . 2 . 7
assim nlalnB  centraliza anB” por meio de (oanB En,u]ﬁB 1=

[a|n{a]082]ﬂ[un52]2, como unB%;nEaJnBz, temas gue [aﬂlen[a]nBEJ=
2 Z
[u|n[a]]n{n[a]n82]2 g do fato de n[a]ﬂB7 centralizar anB  vem que

n[aﬂBz}gnEa]ﬂBz.

N Z 7
A

A 2 . .
(1i) AsagA” implica gue 8A<E aiB e ascim, pelo Teoremsa

2 - ~ e .

I- 10, & a e uma congruencia em A. Vamos verificar que as hipo-
i 7 - . . 2 .

teses dao Corolario 7 estao satisfeitas para mostrar gue 9 o cen-

\ z
traliza 6 n(a)) por neio de @4[a|n[a)].

CO0: Suponhamos que [X,y]04[&iﬂ[a11[x ,v'), entan existem x,y,x'

' e ¥

g v' Bem A de modo gue x=8x, y=ey, x'=€x' e y'zvy' B temas que

[§,§][a|nfa]][§',§'3 pois & & sobrejetora & assim, por CO para
7

(¢|n{a)) temos X«k' © portanto (x,x'Jed .

C4a: Se [x,x]84[uln(t]][x,y] entdo devemos ter (%,x%)(ainla))

(%X,9) e por €4 para [a|n{a)) vem gue %=%', lago x=x'.

Mostramos assim gue G2u centraliza Gz[n[aJ] por meio de

7
84[u|n[u]] e pela Proposicao 5 temos qie 84[a1n{u11: [Oma]ez[n[u}]}

4

g assim, Bzfn[u11$n(02u].
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CAPTTULD TI1

COMUTADORES

Neste Capftuloc veremos a definicao & as principals proprie-
dades dos Comutadores. Essa definigao e devida a Smith (12) e &
uma generalizagao do conceito de comutadar de dois subgrupos de
um grupo, para Variedades de Mal'cev em geral. Continuamos supaon-
do, salvo mengao em contrario, que todas as Algebras estao em

alguma Variedade de Mal'cev,

1 --DEFINIGAO- Sejam B e y congruéncias em uma algebra A,
. PR 2 2 2 .. ~
seja K{B,y)={Ag84A ¢6[B°6]&n[¢ay]]u Definimos entac o comutador
de B e vy por:
- M
ERIRN TR
2- PROPOSIGAD- Seja B e y congruéncias em uma algebra A,

entao [B:Yjsﬁ.

AN 2
DEMONSTRACAQ- Temos que ¢§B=¢BA§nE¢BY] e portanto, vale que

BeK(B,y), ou seja [B.Y]sﬁ.

3- PROPOSICACD- Sejam 8 e y congruéncias em uma algebra A,

entao [B:YJEK{B,YJ.

DEMONSTRACAQ- Definimas (¢%B Y][81|¢2[B Y][Y]J por [[xl[B 1’

| 2 2
|y|[B,Y]J{¢[B’Y]EB]|¢[B,Y]Ey]JE|z|[BJY],

se, para cada $§eK(g,v), vale que (]x]a,

t|[B,YJ] sg, e somente

Z 2
ylg}[¢5[806]|¢6[Y)][[z|6,
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e,

do Corolario II-7.

J. Vamos verificar que [¢EB ]B|¢EB {]Y] satisfaz as hipoteses
,Y J‘\

2 2 . ,
CO: , -y ) S I o ] dmpli-
ca que para todo §eK{g.y), {fx|5,[y|6][¢6[5o6]|¢gy][§z]6,§t[6] e

por CO para (¢§(B°6][¢§Y} temos que |x|6¢§[806}|2|6 e como

[B,y]sB,_temos entao do fato de [B,YJ=5££?L YJG gue |x|[B Y]

2z
e 1812 ey
_ 2 2
C4: VYamos supor gue [|XI[B;YJ’IX|[B-Y]][¢[B,Y]B|?[B:Y]Y]{|x|[B:Y]'

= 2 2
|y|[B-Y]]’ entao temos gue (IX|5,IX[§][¢6[BQS)|¢§Y][|X|GJ|y[6]

para todo 6eK{B,y) e assim, por C4 para [¢§(Bo§][¢§YJ temos gue
[xg=lylg e portanto ey e
2 2
R lta final t 1
esulta finalmente que ¢[B,Y]B centraliza ¢[5:Y]Y ]

portanto ¢%B Y185n1¢T8 Y|y] 2 assim [B,YJEK[B,y].

4- PROPOSICAD- Sejam B e vy congruencias em uma algebra A.

FaY
[B‘Y]:ﬂ se, e somente se, vy centraliza B.

- -~ . -
DEMDNSTRAQﬁD— Supanhamgs gue [B,Y!=A, entao da progposigan
. Z 2 2 2
anterior, temos que ¢ﬁ35ﬂ(¢ﬁY]J coma ¢ﬁ8:8 e ¢ﬂy=y, temos gue
y centraliza R.

Por outro ladn., se vy centraliza ¢ . entao Penlyl) e ¢xB<

A
2 A X -
nl¢ay), logo AeK(B,y) e portanto (8, +¢]=A.

5- PROPOSICACD Sweiam B « vy congrus’cias emn uma algebra A,

entao [8,yl==[Y,B].
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- 2
DEMONSTRACAD- Suponhamos §eKI{R.y)., entao ¢6[806] centrali-
2 2 2 , L 2 .
za ¢6Y’ ma s ¢683¢6[606], € assim, por restrigao ¢6Y centraliza
2 2. N - 2 _ 2
¢BB’ mas ¢66:¢8A e pela Proposigao II-10, ¢5B centraliza ¢66, logo
- Z p Z z2 -
pela Proposigcao II-11, ¢68 centraliza ¢§yo¢55=¢6[yo6] {pois ¢6 2
homomorfismal, assim, ¢eKly,B8) e K{R,vy)eK(y,B), por simetria te-

mos que K(y,8)sK(B,y) e assim, [B.v]=[v.8].

6- COROLARIO- Nas condicoés da Proposigao 5, temos [8,y]%

BAY .

DEMONSTRACAD- Da Proposicao 2 e da Proposigao 5, temos gue

[2,v]¢8 e [B.v]svy, 1logo [B,y]sBav.

7- LEMA- Sejam A uma algebra e 0:A+8A=B um homomorfismo

sobrejetor e sejam a e 6 congruéncias em A. Definimos entao

2 , -
Ba:A/G+B/6 § por 66|XI5=|BX[826. Nestas condigoes:
(i} 86 @ um homomorfismo sobrejetor

. 22 2 2z
(ii} 05 ¢6u ¢,626[e al .

DEMONSTRACADO- (i) Sejam f uma operagde n-aria e [xq,...,xn]eﬂ.

Temos entdo que 6 F(]x, X ]=86]F[x1,-..,xn]]6

sFUxqlsr ol

=18[F[X J*"an]}lezé

,]

=|F[Gx1.--‘,9xn)|826
1|826....,
=F[85|x1|

=f(]ox 6 x
.

g "

f & um homomorfismo.
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M

Seja agora, Iy|926€B/825’ entdo como §

xeA tal que y=6x e portant0,86[|x|él=|5’1826

gabrejetor, existe

5 € sobrejetor.

e 9
Tomemos u,veB e supanhamos que |u]| 2 [82¢2a]|v[.2 . Coma
' 8 & 8§78 8§
- ' ' 2.7
8 & sobrejetora, Jx,yeA: u=06x e v=8y. Logo [ex|826[86¢6u][8y|826

2z
se, e somente se,lx]6¢6a]y[653, e somente se, Xoay se, & somente se,

Z BQQ

2 ; 2
6x8 xfy se, e somente ae,|ex|e2§¢ 025 |ey|e26

e portanto,

2 2 _ 2 2
8 6¢8a_¢826[8 al.

8- PROPGSICAD- Sejam A uma algebra e 6:A*9.A)=B um homomor-

fismo sobrejetor.,B e y congruéncias em A. Nessas condiguoé@s,

oo, [e%,0%]. S

BEMONSTRAGCAD- Inicialmente pelo Lema 7 e pela'PropDéigéd

2
IT- 17 {1i1) e lembrando gue 86 preserva a ordem, temos que:

2 2.2
b 928[8[806]}~96(¢6

2 2 - 2.2 o2 2
(Bed))sB 6(n[¢6Y3]$n[66¢6Y}=nl¢ e26[6 Y3l,
sempre gue ¢§[Boﬁ)sn[¢§YJ. Assim, 82 S8eK(B.,+vl. GZSEK[82S,G2Y] e
logo, se (x,yle[B,v], entéo ez[x.y}sfezﬁ,ezyj e partanto BZEB,Yjé
2
[678,07v].

Reciprocamente, temos o seguinte: ¢§2[

B
2 2 2 2 2 2

2 (87 ¢ ) - “8) - - s
R T R A LR R Rl P LML R PR L L

2,002 B
ine Beg [B,Y]]
2 Z Z 2 _ 2
e[B,Y]Ln[¢[B,Y]Y}}Qn[8[B'Y](¢[B‘Y]Y11—n[¢82[BJY][6 v]). E portanto
temos gue 62B3Y]EK[G%L82Y]. lLogo 62[B,Y]a[925,ezy]_ Finalmente resul-

ta gue 82[B,Y]= [828,8271.

Lembrando que uma sub-algebra B de uma algebra A & totalmente

invariante se 6{Bl&B para todo homomorfismo ©8:A*A, temos:
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8- COROLARIO- 0 comutador de duas congruencias ftotalmente

invariantes € uma congruencia totalmente invariante.

10- PROPDSICAD- Sejam A uma algebra e Buv, - il congruén-
. - T v ’
cias em A. Temos entao gue [ﬁ, vV Ysd \ [B,Yij.
iel i«
DEMONSTRACAD- Seja GSK[B.VYj) entao temos Qque ¢§(806] Cen-

, 2 . o i 2
traliza ¢8[UYi] e como para cada Jel, Yj*UYi' temosz gue ¢6Yj$
¢§[in] g por restricao, temos gue ¢§[Ba6] centraliza ¢§yj, E por-
tanto SEK(B,YJ] ou seja, K{B:VYi]EK[B:YJ}J para todo jel e portan-

[ s \:‘" L] -
to, ﬂKfB.Yj]n”K[B,VYi] pu seja, [B’Yj]“LB‘UYiJ’ coma o indice j
€ arbitrério, temos gue V[B,yi]sfs,VYi].
Para a reciproca, temos inicialmente que como o reticulado
das congruéncias de A € modular e [B,YJJS[BJVYi}, Viel,
n n
[B,UYi]A['U;B,Yj]]=[8,yqu[[B,injn‘ggﬁ.yj]]

5=
=[B:Y11VEEB.Y2]V[[B,VYi]/}

I =3

(8,
gﬁ Yj]}

=6,y IvCle. v, Ive v feavy Iafe.y 1))
[6.v, Ivtle.y Jv.ovilsy ]0.00)

n
.EEB,Yi]-

Usando o fato gue o reticulado das congruencias de A @

continuo superiormente, vem Que:

[Bovy Javie.y,T= v c{g.vy Ja v [ev, 1= v cv [Boy, ]0= v [gy,]
Sel ked Sel kesS jel

onde 3¢l finito, e temos%qyeLB,in1$V[B,Yi] » & resulta final-

mente [B’VYi]:VEB'Yi]'
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11- LEMA- Sejam 8:A+8A um homomorfismo @ @ uma congruéncia

em A, Temos, entao que (821m182a=aaKere.

_DEMDNSTRAEAD— Temos o seguinte, [62]_182u={[x,y}:(ex,eyle

Gza};:mas (Bx,ey]eezu se existem (u,vlen com x=8u B y=8v, e

temos entao xKer8uavKer8y e como A € ae Mal’cev, 3teA com
xutkerey g (x,vlewoKsero. Por outro lado, se (x,ylecoKere,

digaﬁos -xatKerby, Bntao [ex,et}eezu ou [Bx,ﬁy)aazu g assim,

- . 9 _
Ex,y}efezl 192u. £ temos entaoc que (87} 162u=aoKere.

N
:12- PROPOSIGAD- Sejam a,8 e vy congruéncias em uma-élgegﬁa

' AN .
A, entao [B,Y]sa se, & somente se, [¢§B,¢iyj=ﬂfa. N

: 2 2 . B _
DEMONSTRACAD- Suponhamos gue [¢us,¢dyj=A/a, entédo pela -
- 2 A '
Propnsi;ao 6, temos que ¢a[B’Y]=A/u ou seja, [B,YjéKer¢a=a.
Para a reciproca, consideremos a congrugncia [¢§B|¢§Y3
2 : Z 2 | '
em ¢uY definida por [|xla,1yla]f¢uﬁl¢u71[fx |ale |
2 2
( L oa, 2 syt e ).
se |X![B,Y] y‘[B:Y]]£¢[B=Y]B|¢[B,Y]Y)[]x ][B,Y] Ly ILB:Y]

Verificaremos agora, as hipoteses do Corolario II-7,

} se, & somente
o .

CO: Suponhgmos que (|x|a,|y]a][¢38]¢iyl(|x’[u,iy'|a], entao,

| 2 2 :

! ’ T ’ 1 ! ] .
[le[B,Y] lY|[B‘YJ;(¢[B,YJB|¢[B’Y]YJ[lx |[B:YI |y |[B:Y] Ze por
CC parsa [¢[B:Y]B‘¢[B:Y]Yj'temos que [|x1[BxY]’Iyl[B.Yj]E¢[B,Y16

e assim, vale que [¢%B,Y]}_1[ix1[B,Y]’lx'|[B:Y]]E[¢%BJY]]“1{¢%B,Y]B]
BoKer¢[B T]=Bo[3,y]=ﬁ, pelo Lema 11 e temos entao xBx', ou seja

2 ] 2 ~ 2 )
¢a[x,x ]e¢aB e portanto ]xla¢aB]x la.

2 z
C4: Se (|x|a,[xld][¢u8|¢ayl(|xlu,

Y1a], entdo temos que:



39

RN B L LT P LA T A L R R PO D

C4 para {¢%B,Y]BI¢%B,YJY] temos que \X|[B.Y]=‘y[[B.YJ' mas por

n 2
hipotese [B,Ylsa e assim, 1x[a=|ylc. Temos entao gue ¢GB centra-

2 22 4
1iza ¢ay e pela Proposigao 4, [¢aB,¢ayj=A/a.

Da demonstracao cda proposigao anterior, vemos que se
2 , 2 .- 2
[B,yjsa. ¢a8 centraliza ¢aY e pela Proposicao II- 10, ¢da=ﬂ/u
- - 2 2 2
Yy , 8 entac pelg Corolario II- 12, ¢aaa¢uY:¢aB°u

centraliza ¢

centraliza ¢ vy e temos:

2 N N

13- COROLARIO- Se [B,y]sa entdo aeK(B.y).

Vamos procurar agora, uma caracterizacgao "interne" do comu-

tador de duas congruencias.

14- DEFINIGAO- Sejam A uma algebra e B,y congruéncias em A,
Definimos entao uma congruencia T(R,y) em B por T(B,y)=

{l({x,x). (y,y)ixyyl>.

15~ LEMA- Sejam B e y congruencias em uma dlgebra A, entac:
(i) (a,bl)1(p,vi(c,d} implica ayc e byd.
(ii) ayb implice (a.a)v(R,yJl[(b,b].

(1ii) (a,b)9(R,y)(c,d) dimplica [(b,al}Nl(g,y)l(d,c).

~ 2
DEMONSTRAGAO- (1) Consideremos o relagac y |B em B dada por

[x,x']Y2|B[y,y'I se, e somente se (x,yley e (x',y'Jey. Se (x,x"lef




Lo

entdo como y & reflexiva, temos (x,x),(x',x')ey & assim (x,x"')
2 , o2 ) . -
YlB(x.x ] e BSY[B . Consideremns agora ¥ uma operagao n-aria e

] 2 ] o - ] 1
Exi,x i]Y-lﬁtyi’y iJ para i=1,...n, temos entao [xi,yi],[x i i]

ey e como y & congruéncia, [F[xq,...,xn],¥[y1,...,yn)ley 8

(‘F[X 1JI..----.|X n)J-F[_V 1;---;y n]]E’.'Y ou seja E'F[X,l....,xn],

- ' o2 , . 2 2
Fix grer e X ﬁﬂy |B[F(y1,...,yn],F£y 1,...,y n] e y lBSB ., pela

TEorema_I—:10 temos entaa gue Y2|B g uma congrﬁéncia em B. Obser-
vamos agora que se H & o canjunto de gafadures de T(B,y)., H=
{lix.x),(y,y)): xyy}, temos gue HsY21B 2 portanto, se (a,b)T{R,v]
(c,d) temos [a;b]TZIBEG,d} e entao ayc e byd.

{(ii) Se_ayb, entdo ({a,al),(b,bl)leH, logo (a.,a)¥9(B,y)(b,bl.
: | . .

[iii]iConsideremos g aplicagao €:B->B dada ‘pbr 8(x,yl=C(y,x], Como
. I :

B 8 uma relagao de equivaléncia,8 € uma aplicagao hijeﬁora.'Se
f € uma operagas n-aria e para 1=1,...n, (xi,yi}sﬁ temos entao

f(S[x1,y1).....8[xn,ynll=?[[y1,xﬂ],...,[yn,xn]l=[¥fy1,...,yﬁlf

Flx .,.an)=e[F[x1,...,xn].F(y ,...,yn]?=8[f(Ex1,y1],...;[xn,yn)1¥

17° 1

e 8 & um automorfismo de 8. O conjunto H é invariante sab 8, e
2 | | )
assim € T{(B,vyl=Y%(B,y)} e portanto., se (a,b]ﬂ[B.YJ[p,dJ, gntano

(b,alf(R,y)(d,e].

16- LEMA- Sejam B B y congruencias &m uma algebra A, e
a={{x,y)i(x,x)T(B,y)(x,y)}, entao:
(1) a={(x,y): [(x,>x)0(B, vy} y.,x}}.

(ii) o & uma congruencia esm A.

DEMONSTRACAO- (1) Se (x,x)1[8,v}(x,y] entao pelo Lema 15,
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temos qgue (x,x)V(B.vylly,x] e port§nto o= ((x,yY:9(B,¥)(y,x}}.

(1i) Seje xeA arbitrario. Entao d; reflexividade de ﬁ[B;Y], vem
que (xX,x)JT(R,y)l(x.x) e assim, xax logo Rsa. Seja agora_F ume ope-
ragaoc n-arla e éupoﬂhamus que pare i=1,...,n, tenhamaos X oYy
entao Egi ]ﬂ(S Y)Ex Y4 ] e como f(8,y) € congruencia,

[f[x1,.{.,xn],ffxq,...,Xn]}ﬂ[B,Y]Ef[x1.-..,xn],F[yq,...,yn]} a
portanto [?(x1....,xn},f(y1,...,yn]}eu e u$A2 e o Teocrema I- 10

nos da entdc gue a € uma congruencia em A,

Estamos agora em condigogs de fazer a caracterizagao

*"interna"-de [B;Y].

17- TEOREMA- Sejah_B e v congruéncias em uma algebra A,

entao: [B,Y]é{[x,y]:[x,xJﬂEB.y}[x,yJ}.

DEMONSTRACAD- Seja a=f{({x,y):(x,x)T(B,y)(x,v)}. Definimos

. o 2 2
agora umsa congruencia [¢a8|¢§Y] em ¢§Y par [|x|a, y1a3[¢a8|¢ay]

[|x'[ i

; I
'Vwa] se, ¢ soemente se, (x,x")N(B,y)ly,y"). Mostremos que

¢ B|¢ T] sarisfaz CER hhpcteses do Coraolario II- 7.

o Se [lx[u,lyl T B|¢= y)(1x | lvi ] 0. entdo (x.x" )08, Y)

ly,y'l e gssim, x&x' & temos ]x|¢.B]x [u'

.| ¢ B]¢ Y][tx| ly 1a]. entao (x,x)

C4: Subdnhamos que {|x1a,
'ﬂ(B Y)

§
pela Propaslgao "4, vem que f¢ B, 9 YI A/a e, pela Prnp051gao 12

temos | [B,v]<e.

Por outro lade, seja H={({x,x),(y, y] xyy} o conjunto de

tx y) ou seja, Xay e |X1a=lyLu. A351m s 5 centraliZE ¢ LY :a'




L2

geradores de T(R,y} e consideremos a congrugncia {¢%B YJY]¢?B Y]B]

2 . 2
em ¢fB»YIB' Se xyy, entac |X|[B:Y]¢[BxY]YJy1[B,Y] e por RR

2 2
t [ rl B >
2mos 4|X|EB:YJ X|[BJY]][¢[BxY]Y]¢[BnY:’B][IY|LB:Y:I |y|[B:Y]] ou
seja ¢[B’Y]([x,x],{y.y]]e[¢%5 Y]Y|¢%B Y]BJ g assim, ¢%8,Y][H]E

[¢EB:Y]YI¢%B:Y]B] 0 que finalmente nos mostra gue ¢E3:Y][ﬂ[B’Y]]

2 .
[¢[B:Y]Y1¢[B=Ylﬁ)' Suponhamos agora que xagy, DU seja [[x,xli[y,y]}&
T(B.y}. entao temos ¢%B’YJ[[X'XJ‘[X’YJ}G[¢%B-Y]YI¢?3,Y]B] ou

sela [IXIIB,Y]'|x|[B:Y]][¢?B;Y]Y[¢%B:YJB]['Xl[B:Y]’ y[ES,Y]] ?
entaoc por C4 para [¢%B,Y]Y|¢TB,Y]B} temos gue Ix[[B,YJ:]y[[B:Y]

ou x[B,YJy, assim a&[B,YJ.
Tehns'portantn que o=[8,v].
\ !
A efpresséolpara fé.y} dadajpeln teorema acima € usada
para a definigéa de comutador em Ua;iedades mOéulares em (4), e;
fica assim demonstrada, nc contextdgdas Variedades de Mél!cev,

a equivalencia das definigoés de (4) e (12].

do de Mal'ce ra a, congruencia ada
Usandoc a representagao de Mal'cev pa a, congruenci erad

por um conjunto ((3]), §10) temos o seguinte:

18~ PROPOSIGAD- Sejam B e Yy congruéncias em uma algebra A,
e seja H={{(x,x),ly,y):xyy}. Entéo x[B,Yly se, e somente se, exis-

,z' ),

tem em B elementos (z_,z' J),...,(z :z' ), com (x,x)=(z 0

0 0 n n 0,

i : v ! L
= ! » . > .2 . 1 -
(x,y) [zn,z n] e elementos [[xi xl) [yl leJeH e fungoes algebri-

cas 1~érias pi definidas em B, de modo gue:

bi[xi,xi),pf[yi,yil}={[21_1.%'1_1},[zi,2'il}.
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19- PROPOSICAO- Sejam B e y congruéncias em uma algebra A.

Se y centraliza B, entao {y|8l=9(8,v).

DEMONSTRACAD- Se v centraliza 8, entéo pela Proposicdao 4,
¥
temos que [B.Y]=A g vamos verificar que %(R.y) satisfaz as hipo-
teses do Corolario II- 7.
Cd: Lema 15 (i).
. ~ A

Cé: Se (x,x)JV(B,y)(x,y]), entan x[B,Y]y, mas como [B,y]=A, x=y.
Temos entao que v centraliza B paor meio de T(B.y]). entao pels
Proposigao II- 5, {g,y)l=(y,B].

20- PROPOSICAC- Sejam o« e B congruencias em uma algebra A,

se a¢B, entioc [a.v]¢[B,v].

DEMONSTRACAO- Consideremos os conjuntos Hqé{[[x,xl,[y,y]]:
xay} e Hzé{[[x,xl,(y,yJ]:XBy} entdo como c<¢B . temos que H,cti, e
assim, ﬂ[y,u)=<H1>s<Hz>=ﬁfy,B] e portanto, se x[y,ﬁ]y entdo %
(%, x)9(y,8)(x,y) & logo (x,x)f(y,allx,y] e assim x[y,a]y g final-

mente pela Proposicdo 5, temos Ea,y]$[ﬁjyl-_

0 teorema seguinte, de (5], nos da uma importante caracteri-

zagao para a centralidade.

21- TEDREMA- Sejam B e 7y congruéncias em uma algebra A.
A ;
Entao [B,Y]=A se, e somente se, existe uma congruencia y em B de

modo que‘{[x,x]nxyt} seja uma classe de equivalencia de y.,para teA. i




n

DEMONSTRACAO- Suponhamos que [B,Y]=K, entdo um candidato na-
tural para x e (y|B). De fatn, seja B={{x,x)}:xyt} e seja (x,x)eB
fixado & (x',x'] arbitraric em B. Entao x'ytyx, ou seja xyx' e
entdo por RR para (y|B), temos gue (x.x){y|RJ(x',x') e portanto
(x',x'"dellx,x)]|

logo BE](x,xll[ Suponhamos agora que

(y |8 vig)’

{u,v]£|Ex,x]|( entao (x,x)(y|g){u,v]) e por CO pare (v|8)

y|B)’
temos que xyu, logo por RR temos (x,x)(y|B)J(u,u) e por transiti-
vidade (u,u) (y|B)(u.,v) e agora, por C4 temos u=v, wmas tyxyu,

logo (u,v)eB e B2|(x,x)| Logo B=|(x,x)|

(y{g)" (yig)"
Reciprocamente, suponhampos gue B nao seja classe de egui-
valencia de nenhuma congrueéncia em R, entdoc existem u#v de modo
gue (x,x}T{R.y)(u,v), onde (x.,x)eB. Assim, pelo Lema 15 (1],
temoes xyu e de noveo pelo Lema 1% (ii), temas (x,x)T{R.yJ(u,u]

g portanto {(u,ulf(B.v)(u.v) e pelo Teorema 17, (u,v]e[s,yJ,

A
logo [B,YJ>A.

- A
0 proximo tesorema descreve eguacionalmente [B,Y]=A.

Z22- TEDREMA- Sejam A uma algebra e B,y congruencias em A,

f uma Dperagéo n-aria e P a operacao de Mal'cev. Nesgsas condigoes,
A

LB,Y]=A se, € somente se, para cada familia {xi,yj,zihaﬁ, com

i=1,...50 B xisyiyzi, tenhamos gue: f[P[xq,y1,z1}....,P[xn.yn,znll

P[F[xq,--5,xn].F[yq,-...yn},€[zq,...,zn33.
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DEMONSTRAGCAD- Suponhamos que vale a segunda condigéo do
enunciado. Definimos uma relagao ¥ em B por (x,ylx(u,z) se, e so-
mente se, xByyz & P{x,y,z)=u. Temos entao gue se (x,ylef, yyy e
Plx,y,y)=x, logo (x.ylx(x,y]) & géx. Seja agora g uma operacag m-
aria e suponhamas gue [xi,yi]x[ui,zi3 para i=1,...,m, entao temos .
que xiByiyzi ) P[xi,yi,zi]=ui, como B e y S&c congruencias,

g(x ...xnﬂ Bg[yq, ...,ynwlyg{z1 s e ,Zm] e tambem Plg(x .,xm].g(yq,..,ym).

_.lao ,ln.

glz ,....zmﬂ=g[uﬁ,...,um}'e X$B2- Portanta pelo Teorema I-10,

1
X & uma congruencia em B. Seja H={({x,x),(y,v)):xyy}, entédo
1(8,vy)={HY, e como P{x.x,yl=y, temos (x,x)x{y,y), assim Hzy e
resulta que T(R,ylcy. Vamos supor agora que x[B,YJy,'entéo

A
{x,x)9(B.v)(x,y]l & assim, Plx.x,yl=x, logo x=y e [B,Y]=A.

. A
Reciprocamente, vamos supor gque LB’Y]:A e consideremos
inicialmente a situacao x.y.,ZeA com xByyz, temos: -

(X, y)IT(B,y)(x,y)

(y.vIT(R,v)(y,y)

(y,y)1(g,y)(z,z] {Lema 15)
(x,y)U{R.y)I(PIx,yv.,2},2z]). (+)
Seja agora, f uma opsragao n-aria e para i=1,...,n, Xyr ¥y

zieA cam xiByiyzi, entao por (1) vale qgue [5i,yi]ﬂ(8,y]

[P[xi,y ,Zi],zi] e como V{B,y) & congruencia,

i
(f(x1. ---.xn],-F[yq,. ..,ynj ]ﬂ[B.Y][?(P(x1,y1;21],.,,P[xn,yn,zn]],F[zq,..,zn]]
comoc temos tambem gue f[x1,...,xn;Bnyq,--~,ynlyf(21,---,2nl,

(+) tambem nos diz que:

:..;yn]]ﬂ[B,Y][P['F[X1s --:XDJ,‘F[}",‘: "Jyn]J'F[le} --ZHJ])-F[Z,]J'JZH})'

[f[xﬂ""xn]’ny1

Vamos adotar agdra, a seguinte notagao:




Le

ez ), S=€[P[x1,y1,z J,ea.aPIx ,yn,szJ T=PEF[x1,...,x ),

1 ' n
-,ynj,f[21,---.ZD]], temos entaoc gue:
(8,R)IT(B,v) (T,R)
(RLRIT(B,y)(R,R)

(R,S)T(R,y)(R,S)

(S,5)%(B,vy)(T,8)

Temos entao pelo Lema 16 (ii} gue S[B,y]TJ mas como
LY
[B.YJ=A, temos finalmente que:
F(P(x1,y1,z1},....P[xn,yn.zn]]=

:P[?fxq,...,an,f[yq....,yn],f[z1ﬂ...,zn)].



CAPITHULO TV

NILPOTENCIA

Neste Capitulo. veremos algumas aplicagoes da teorila desen-
volvida anteriormente @ o seu objetivo e mostrar gue certas tecni-
cas bastante frutiferas em Teoria dos Grupos tem suas generaliza-
¢oes naturais para Variedades de Mal'cev. Continuamos supondo, a
menos de mengao em contrario, que todas as algebras estac em

alguma VYariedade de Mal'cev.

1- DEFINIGACQ- Se « € uma congruencia em uma algebra A cen-
tralizada por Az, entdo o & dita central. A Unica congruencia

2 - ~ .
central maximal n(A~) & chamada congruencia centro e denntada por

C(Ad.

2- DEFINIGAD- Uma série central em uma &Glgebra A & uma

t
@
H
'J'
1]
=

=L, £d

2 - 2
a ¢...4%a_=A" de congruencias em A, de modo que ¢a o,

1 n i-q

epn’ L _ .
Escrevendo AO—A , definimos Ai+1 [Ai,ﬂoj e temos entao que

2

- A
A =ADaA >..., pondo tambem CU[A]=A e definindo Ci+ (A) por

1 1
: A

¢§ [Ci+11=C[¢C (A)), temos que A:CD$C1$..., Nestas condigo@s

i i

vale gue:

3- PROPOSICAC- Com as notagoes acima, temos que AK$CD se,

‘<
e somente se, AD\CK.
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DEMONSTRACAD- Suponhamos que AjsCi, como Ci_qsci, temos que

Ajﬂc. &Ci, e portanto ¢§ [AJDC._1]£¢§ [C C[¢C (A)) ou se-

i-1 .
i-7 -1 i-1
ja Ci—ﬂeK[ﬂj'HD] e portantao C, 1,[HJ A ] A3+1 femos tambem que
como AjSCi, lembrando que A [A , ', temos pelo Corolario III-

2 AN 2 2. A
13 que CiEK[Aj_1,A ) ou seia ¢Ci[ﬂj—ﬂoci]$n[¢CiA ]_C[¢C_[A])"

. _ ¢ . < ' -
¢C_Ci+1 , 8 portanto Aj—ﬂ‘ci+1 Suponhamos agora que Ak CO entao

A 5cq,a SC_,...,A fC e de wmodo similar, Agéck implica gue

4- DEFINICAQ- Dizemos que uma dlgebra A é nilpotente se

- A
existir um ndmere natural k de modo gue AK=A ou eguivalentemente

2 -
CK=A . Ao menor k nessas condigoes chamames de classe de nilpo-

téncia de A.

5- DEFINIGAC- HD;Aqa...}AK 2 chamada a série central infe-
rior de A e Coscqé...sck € chameda a serie central superior de A.

6- PROPOSICAD- Sejam [AA]AEL dlgebras nilpotentes de classe
de nilpotencia ¢n. Entao se A= XgLA , A & nilpetente de classe ¢n.

DEMONSTRACAD- VYamos denotar (A ]n por A Mostraremos por

) A,

indugao que YieN, ﬂiﬂ ZA

A,if
2 2 2
Inicialmente, temos gue Wiﬂlnﬂ [A A J [w ,ﬂ A J pela Pro-
- 2.2 72 2 2
i - . = = . Suponh 5
pasigao ITII- 8.,mas nkﬂ RA’ B assim ﬂhﬂ1 [AA’HAJ AA,1 p amo
agora gue WZA *A entdo pela proposicac ITII- 8 temas que

Ak ALK
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2 2 2 2 2?2
ﬂlﬂk+1=WA[AK’A2]=[ﬂ}AK‘ﬂAA21:[Ak,h’ﬁl1zﬂx,k+1e o resultado segue.

Suponhamos agora que os A, sado nilpotentes de classe &n,ou

A
A =A1. Resulta entac o seguinte,

temos entao gue ™ .

ia A=A
SeJE Ay Ty

An5{(x,y]EA2:w

b A

i

x=ﬁhy,VA€L}, ou seja A =A &8 A & nilpotente de clas-

A n

£ Nn.

~

5&

7- LEMA- Seja A uma &algebra, B uma sub-algebra de A, XY
subconjuntos de A caom X&Y e XeB. Seja também B uma congruencia em

A. Nessas condigoes temos que:
d C ey .
(1) Lx>E<XD, <y,

(i1) ﬂ[B,A2]=<ExE>B.

DEMONSTRACAO- (i) Se aE<X>B, entéao por (3),§9 temos gue exis-

tem bq,..},bhex e um polinomio n-drioc p sobre B de modo gue a=

olhb ’bn]” mas como BLA, entap p também & um palinomio sobre

17777

A, logo as<X5A. Para a outra inclusaa, seja aa(X}A, entao a-s

nib ...,bn) como. acima, mas X¢Y. Logo bq,...,hneY € a&(Y)H.

‘1.!
Logo <X>XE<Y>A'

Aoa
(ii) Temos que ﬂ[B,A2}=<{[[x,x],[y,yJ]:xﬂzy}>8=<ﬁxﬂﬁ%.

Bj PROPOSICAO- Sejam A uma algebra nilpotente de classe &n
g B uma sub-algebra de A, nessas condigoes, B & nilpotente de

classe £n.

DEMONSTRACAD- Vamos mostrar por indugadc gue se ieN, Bisﬂi.

Inicialmente tamos que Bq=[b2,5215{(x,yJ:[x,x}ﬂEBZ,BZJ[x,y]} pelo

- . 2 2
Teorema III- 17, e entdo pelo Lema 7 (ii) temos que [B",B7 =
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A A A A
'{[x,y]:[x,x](ExB>B2[x,yJ}, g se [x,x,x,y]g<BxB>BZ, pelo Lema 7 (i),

temos que (x,x,x,y]s<AxA>A2, e asgsim [x,y]a[Az,A 1. logo BqﬁAq.

. 7.
Suponhamos agora que B =A , temos entao Bh+1:[bh’5 ]={[x.y):

K™k

N nooA LA

(x,x)<BxB>, (x,y) , mas {BxB>_ S <{AxA>, , assim se [x,yleB .
B B A K+
K k k
[
{><,y]EP\K+,J 8 Bk+1ﬁﬁk+q.
A . A 3 _
Suponhamos agora que AH=A, entao BneA, mas Bn g uma congruen-
. » 2 A A
cia em B 8 como B e de Mal'cev, devemos ter BsEnéa'ﬂA=B, logo
A

B =B 8 B & nilpotente de classe &n.

n

9- PROPOSICAO- Seja A uma 4dlgebra nilpotente de classe gn

e seja 6:A>8A=B um homomorfismo, entao B e nilpotente de classe ¢n.

. . 2 '
DEMONSTRACAO- Mostremos por indugdo gue B, =8 Ai.vEgN. Para

2 2 n "
i=1, temos A1=[ﬁ , A J e entao pela Proposigaco III- B temos que

2

82H1=[82A2,82A21=[52,82]=B1. Vamas supor agora quUe Bk=8 A entaoc

k,

2 2 . o
temos Bk+1=[ak,5 1=Te Ak,62A2J=82[AK,H2]=82AK+1. Par hipdtese,

A ; . 2 .
temos gue An=f-"\ e entoo, f-\n={[>:,x]:><£-:f°1} logo BH=9 Arl={[6x,8y}:xeA}=

A
B e B & nilpotente de classe &n.

10- COROLARIO- 3e A € uma Algebra nilpotente de classe ¢n,

e & & uma congruencia em A, entdo A/« e nilpotente de classe ¢n.

11- DEFINICAC- Seja T uma Variedade de Mal'cev, chamamos de

NHET] a classe das T-algebras nilpgtentéa de classe ¢£n, Denotamos

N, por Z.

A28+
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Ag Proposicases 6, B e 9 nos dizem entao gue P[NH]ENR, S{Nn}E

Nn g H[Nn]an e entdo o Teorema de Birkhoff nos da o;

12- TEOREMA- Seja 7T uma Variedade de Mal'cev, entéo Nn[T]

e uma Variedade de Algebras ( de Mal'cev).

13- PROPOSICAD- Seja a uma congruéncia em uma &lgehra A.

Se o« & central, entao ¢[A2| (adel.

al

DEMONSTRACAD- Consideremns a aplicacao ei:¢[A2| [a]+¢A2(A]
[+

}

] 2 entag temos que Kerei=[¢[ﬂ2|a}[u]]

2 como Kereq=Kere7, entao pela Proposigaoc II- 16 (i), temas que

—rix

onde ‘[¥U’x1][(A2|a a

2
. . . C -
[¢[A2|a][a]] centraliza a si mesma ou seja. [¢[H2!a][a]]

2 , €7
[¢[A2|a)[u]} g assim, ¢[A2|a](a] .

14- DEFINIGAO- Uma sub-&lgebra B de uma algebra A & dita
normal e denctada por BYA se, B € uma classe de equivalencia de

A -
<A,Bz>, e entao denctamos %E B,2 A por A/B.

>

15- PROPOSICAQ- Uma congruéncia o em uma &lgebra A 6 central

M
se, 8 somente sg, Adg.

DEMONSTRACAD- Observemos inicialmente gue, pensadas como sub-

. 4 M A A A LA NN -
algebras de A , temos pelo Lema 7 que: a€<ﬂxﬂ>a£<ﬂxﬂ>ﬂ2s&ﬂxﬂ,a:EZ—ﬂ

4 R A A AA N roAa A a A
A', como temos também que AxAé(AxA}a, entaua(AxA,a>Rﬁ{AxA>m e

A A A A,
portanto (Hxﬂ,ﬂ>A2=<Hxﬂ>a como sub-3lgebras.




52

Suponhamos agora que o em A € central, entao pela Proposigédo

2 2 PN A A
III- 19 e pelo Lema 7, temos que (A" [a)=9(qg.A ]=<AxA>a=<AxA,a>,

FaY
mas por €3 para (Azfa}, temos gue [[x,x]ltﬂ2]uj=ﬁ|x[ﬂz=ﬂ, g assim

A_ - A A A A
A e uma classe de equivalencila de<d AxA,a> & Ada.

Reciprocamente, se A & uma classe de equivalencia de

, vamos verificar as hipodteses do Corolario IT- 7 para

>
>.

I
X=2

CAx

oo
=
2> 2>

{Ax

*

-~ Eat A - 2
CO: Sejam (x,yl),(x",yv'Jea, se [{x,yI<AxA.a>»{x',y'], entaoc xA"x'.
A . . A
C4: se [x,x)<AxA,o»{x,y), entéao [x,y]e[[x,x][<ﬁxﬁ'a>=ﬁ, lggo x=y.
- 2 ATEEATI
Temos entao gue A" centraliza o por meig de CAxA,ad e a

g central.

16- PROPOSICAO- Seja T uma Variedade de Mal'cev. Uma varie-
dade ¥ de T-dlgebras € uma sub-variedade de Z(T]) se, & somente se,

toda sub-algebra B de toda algebra A em ¥ & narmal em A.

DEMONSTRAGCAO- Suponhamos que toda sub-édlgebra de toda al-
. ' . 2 . -
gebra em Y & normal. Dada uma V¥-algebra A, A~ & uma Y-algebra
. n o2 . L~ 2 . 2
e assim, A4A” e entac pelas Propogsigaoc 15, A centraliza A, logo
Ael(T).
Reciprocamente, consideremos o conjunto o= {l{a,a'leA

2 o 2 \ ~ -
H[D,b’JSB com [a,a']{AZEA Jib,h')}. Seja f uma operagao n-aria

e supaonhamos que parag i=1,...0, [ai,a’ilﬁa, digamos (ai,a'i]

[A2|A2][b.,b’.). entéo temos que (fla_ ....,a ),fla’, ..o a’ ))
i i 1 n 4 ]

[A2|A2][f(b1,..:,bn].F{b'1,...,b'n}], 2 como B$A, temos que
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yee.,b J,F(B' ,....,b" }e8, portanto fla,,....a Jafla',,...,a' )
1 m 1 m 1 n 1 n
2 A 2y 2
e afA”. Se (x.,xleA, tomando yeB, por RR para (A 1A J temos que
2.2 . A .
(x,x){A |A J{y,y} e assim xax, & Ata, entao pelo Teorema I- 10 te-
- - . - z ~
mos que o e uma conpruencia em A. Seja agora, (x,ylebh™, entao

2

pela reflexividade de {HzlA } temos que (x,y}[A2|A23[x,y}, cu sela

{x,v¥lea & B%sa, temos portanto que (;,52>£a.
Suponhamos agora que (b,x]s<£,82}, onde beB entdo existem
b',b''eB  com {b.x]{A2|A2][b',b"] e ftemos:
[b',b"J{AZMZJ(b',b"J
[b',b'][A2|A2][b'.b’]

[b’,b']{F\ZMZJED,D]

(b',b6" "3 (A%[A%) (b, P(b"' ", b, b))

- Z
e temos entao gue (h,x) (A [AZJEb,P[D",D',D]] e por C1 para [AZ[AZJ

temos que x=P(b'',b',bleB8. Assim B € uma classe de equivalencia de

A
(A,52>, ou seja, B4A.

17- DEFINICAD- Um elemento x de uma algebra A e dite um

ndo gerador de A, su {x,S5)=A implica<{S;=A, onde S%A.

Se ndo existirem operagoss O-arias em T, entda{®)=0, mas
se T tiver uma operagdo 0O-aria e, entado = & um nao-gerador, pois
ee(5> para todo S2A, inclusive S=0. Isso mostra gue todo grupo
tem pelo menos um nao-gerador que € a identidade, mas em geral,

isso nao acontece, como mostra o exemplo seguinte.

18-EXEMPLO- Seja T a variedade dos quase-grupos e A= {1,2,3}
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com a seguinte tabua de multiplicagsdo:

1 2 3
11 1 3 2
21 3 2 1
312 1 3

Todo par de elementos de A gera A, mas nenhum deles sozinho
o faz, assim, se x,yeA, <{x,yy=A, mas {xp><A & {yp<A e portanto A

nac tem nac-geradores.

19- DEFINIQEU— 0 conjunto dos ndo-geradores de uma algebra A,

denotado por 9[A) & chamado de Sub-algebra de Frattini de A. 0O .nome
i ' 7 : !

Sub-&lgebra de Frattini vem justificado pela Proposigao 20.

20- PROPOSICAD- Seja A uma algebra.®(A) & uma sub-algebra de
A; alem dissc @(A} @ a intersecgao de todas as sub-dlgebras maxi-

mais de A.

DEMDNSTRAQAD- Seja f uma operagac n-aria, SE€A © XgowweaXy

ed(A}, entao se {?[x1,,..,xnl,8>=ﬁ, como f[xq,..u,xnls<%T...2§¥S;%
. I

temoa-(x1,}..,xn.8>=ﬁ. mas x, & nao gerador, logo devemas ter qus

1

<x23...,xn,5>=A,...,on1

e nao gerador, logg (xn,5>=A e {S)=A,
..Xn]€¢[A] e B(AILA.

portanto Flx, .

! =Shponhamqs ggora que xeA e M &€ uma sub-algebra maximal de A

tali que x#M, entao {x,Mp=A, mas {M)=M<A, assim x naoc & um nao%
gerador. Portanto todo nao-gerador de A esti em toda sub-alggbra

maximal de A, logo. em sua intersecgaa.
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Reciprocamente, se x esta em toda sub-algebra maximal de A,
seja {x,5”=A para S€A e suponhamns que ZSPCA. Temas entdo que x€S
pois <§,§>=A, seja o conjunto W={BSA:Bx<(5) & x£B}.

(i) WA@ pois<SyeW.
(ii) Seje C uma cadeia em W, C=(C ) antan UCAGA e como (S}SE

A el

temos gue <§>5UCA e de xéC\,ngL, temos que xe’UCA e assim,UDlew.

Al

FPelo Lema de Zorn, existem elementos maximais em W, seia
M um dessas tais elementos, entdo <x,M’2¢x,S”=A. Por construgao
de M, toda sub-algebra de A contendo propriamente M deve conter
x e assim, seria todo A, e entdo M seria uma sub-algebra maximal
de A nao contendo x, contra a hipotese. Devemos ter entao (S>=A
e x &8 um nao gerador. .
Finalmente resulta que ¢[(A) e a interseﬁ@éo de todas% as

sub-algebras maximais de A.

No que segue, se A € uma &lgebra,a uma congruencia em A,

e BEA, entao IB[uf{xeﬂ:abeB:xub}.

21- PROPOSIGCAU- Se M & uma sub-algebra de uma T-algebra A
e todo elemento de A esta na C(A)-classe de algum elemento de M,

cu seja !M|C=A, entdo M4A e A/Mel(T).

DEMONSTRACAOD- Por hipotese, se ach, existe meM de modo que
z
{a,m)eC{A). Definimos a%A por (a,a'lea se, B somente se, existem
me m' em M de modo que [a,m](A2|C{ﬁ3}[a',m']. Seja f uma operagao

. z
n-aria e (a.,a',)vae com i=1.....n, digamos (a,.,m,])[A |C[A}][a'_,m
i i i’d i

.}
i




temos entdo que (fla ,....a ),f(n Lm AT [CAI (R Lat et ),

flm' ,....m' seja, P . - . S
(m 1 m n]] ou seja [?[aq an3 f(a ’ a n]]su Além
disso, se acA, ¥meM., temos gue [a,m}EAZEC(A]][a,m] e lago, (a,alea,

- A 2 -
temps entao gque A¢a:A” e pelo Teorema I- 10 vem gue o € uma con-

gruencia em A.

I
, - , 2 N
Ja vimos que Afg; alem disso, se (m,m'leM”, entao temos

A .,
[m,m][A21C[A]][m',m’]. logo (m’,m'Jea e Mzﬂa, assim <A,M%)Sa.
Z
Por outro lado, se (a,a’lea, temas que (a,m)(AT|C(A))(a’.m")
g tambem:

(m,a) (A

CtaY)(m,a)
[m,mJ[AE[C{A]][m,mJ

[m,mJ(HZ]C[A}J[m',m‘]

=
{m,al (AT

CeA))Y(m',Pla,m,m'))

g assim, [a,mJ{HZ|C[A]](P[a,m.m'B,m'] por RS, & por transitividade
temos que [a’,m'](A2|C[AJ][P[a,m,m'],m'] e Jor C1 para (AZIC[A]J.
temos gue a'=P(la,m,m"), assim [a,a']=P[[a,a].[m,m],[m.m')]e<ﬁ,mg>
e aslh, M. Portanto a=<A, N2>, |
Se [m.m']eNZ. j& vimos gue mom' . Suponhamos agora gque xam,
digamos (x,m' ") (AZ[C(A)) (m,m') temos entdo que:
(m,m Y CAZ [ CCALY (m,m" )

(m',m ) (AZ|CCAYY (m' o)

{m‘.m’JEﬂ2|C[A]}(m",m"]

(m’,m']{Ale(H)](P[m.m',m"J.m"]

l
e temos entao [x,m"3[A21C[A]][P(m,m',m"1,m"J e por RS e C1 para

{A2|C{A]] resulta que x=P{m,m',m"''JeM. Logo M & uma classe de equive-

Fal
léncia de (A,M2>'ou seja M4A.
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Como por hipotese, todo elemento de A esta na ClA)}-clacee
de algum elemento de M, dados a.,a'ch, existem m & m' em M com
aC{Alm e a'C(AIm’', mas M & uma a-classe de equivaléncia, 1logo
aC(Almam' C(A)a' e como A & de Mal'cev, existe m''eM cDmIaC[ﬁ]

mC{AIm' 'aa’ ou aCl(Alm'"aa’ e la,a’lca=ClA), logo uﬂC(A}=A2 e assim,

5 ) .
a'| ]e¢iﬂ , entao acbCl{Ala’', ou seja existe be!a!a de

se {|a[a, o

™

moda que balallC[A]’ ¢ assim, [|a|a, a* | ]:[[b!a'

o4

a’!ale¢"C[A] e

2 MR

portanto ¢§CEA]=¢2AZ e como pela Proposigao II- 17 (ii) ¢ ClA}IL

C(¢§A2], temos que ¢§A2=C(¢§A] e ¢iA=A/MsZ[T].

22- PROPUSIGAD- Se s € nilpotente e tem ndo-geradores,

entao ¢(A)DA e A/D(A)eZ(T).

. 2 '
DEMONSTRACAD- Suponhamos AENK’ entao Ck=A . Seja M uma sub-

dlgebra maximal de A, entéo|th=H, seja entao n minimal com res-

A
peito a prapriedade que|M|C =A. Temos gue n>l0, pois como CD:A’
n

[M|C =M, além disso, se i<n, como Ms]ﬂiC.SA, |P’||c “A 2 M e maximal,
0 i i

devemos ter |MiC =M.
i

Temos agora o seguinte, ]¢C M|¢2 c $¢C A, e suponha-
n- C n n-~"

maos que |x|c €¢C A, entaoc como [M[C =A, eBxiste y em M com
n-1 n-" n '

E|¢ N1 2 .
Cn-1 ¢C Cﬁ
n-1

{cJ=Cl4 A), temos
1 A Cn

any e portanto |x]C ¢ [Cﬂly|c ., logo [x|c )
! n-1 Nag n-1

2
g portanto |¢ M] Z =g [Al camea ¢,
Cn—1 e [C# Cn—1 Cn -1

n-1 _,
| ¢ M|, « .= A & pela Proposigao 21, temos que:
Cn__q Clop AY °C__,

n-1
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¢C Md¢c
n

A e ¢
n-1 Cn

n

-1 -1 -1

Agora, temuos gue ¢C Md¢c A significa gue ¢C M & uma
n-1 n-1 n-1
. — 2 ™ A
classe de eqguivelencia de <¢C A,[¢C M17», mas do . _A=¢C_“ A,
n-1 n ' i

2 2 N 2
[¢C M) “¢p M, 10go:‘(¢c A,(¢C M)‘>=<¢C A,¢C
rn=-1 n
¢§ <§,N2> de acordo com (10),1.4.,11. Suponhamos agora gue m,m'egM,

A
entao ¢g [m.m’)e¢§ <A,M2>, g como [m,m']emz, temos gue (m,m"le
Ao n-1 n-1 Ao
<A,M“y; além disso, se dado xeA, temos [(x,mlelA,M>, entao

A 7 : P o i
<A,M D e de ¢C Md¢c A, tiramos - qu%
. n : i :

(xle  olmly  Des
Comt ¢ ¢y -1 n-1 b

-1 -1

]x]cn edp M, ou seja 3m1gM:

x| =im. | . mas (M|, =M,
-1 n-1 Cn 1 Cn

-1 n- -1
B - - A 2 .
logo xeM e M & uma classe de equivaléncia de <A,M"7, logo M4A.

Temos também o seguinte, por (31,511, Teorema 4,

" A o ’ i :
Ln,uPia/dA, %> & portanto, R/(ﬁ.Mg>=f'

) A M= A/¢
Cn-1 Cn~1 Cn—1 Cn—1

A/MeZ(T). . | | | | \

S x
eja agara [Mi]iEI

A, entao pela Proposigac 20, @(A]=JWIM1. Se [X,y]e(@iﬂ]]z, Como
€ ,

o conjunto das sub-algebras maximais de
A A : : ‘
[@[A]]zééﬁ,[Q(A]]2>, [x,y]e{A,[Q(A)J2>, além disso se aeA B xXe®[(A),
|
~ : . A
e [x,ak(A,EQEAJ}2>, comc_@(ﬂ]&ﬂi,VisI. bma]e@hﬁ%) logo adﬁJVidEpG;SPHG
. ﬁ ’. , - : ' IJ‘\. 5 !i i
A, assim aeigIMi=®(A3 e & & classe de eguivalencia de (Ag@[A]‘>, logo @(A)4A.
Consideremos agora, a fungao B:A/Mi+A/QEA]'Uefinida pof
! |
A - o z o -
e(lxIQA,M§7] lxl(A,[@(A])2>’ se ¥ & uma operagac n-aria e

N j= 5 :
lxj!(A,M§>EA/Mi’ j=1,...,n, temos gue
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8 f(|x o x 1)=0 (| flx, v, )| 20 2 )=
1 n

A A
1‘<A,Mi>"' n|<h,mf>

“

S A N TIT e AL DY SO, % ea’ can)y 07

A M - - - L iy _
{[e[]x1|<ﬁ,M§>]""’G[|Xn|<A,Mf>}]’ ¢ portanto, ® e um homamor

fismo, e como 8 @ trivialmente sobrejetor, Z(T) e variedade e

A/MiEZ[T}, temas que A/0(A)ecZ{T).




(2)
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