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IRTRODUCAD

A proposta de estudo deste t;abalho,=é a de analisar HHodelog
KHatemst icos em Ecoiogia. Nesta anélise; o enfogque matemético terd uma
certa prioridade sobre o ecoldgico, pols num estudo de modelos de po-
pulag¥o o nivel da andlise que se atinge, ao considerar-se Lodas as
varidvels para descrever as sltuagles reals pode, multas vezes, ser
‘complexo.

0 que se pode fazer para contornar tal complexidade, ¢ elabo-
rar certas.slmpilflcacﬁes que, em geral, n¥o expressam a realidade com
exatidﬁé, mas com toda certeza, fornecem instrumentos para se com—
preender o gue ocorre na natureza. Desta forma, através das simplifi-
cagBes, cria-se uma imagem deformada da realidade que denominamos mo-
delo., Simultaneamente, um impasse também estd criado, peis gquanto
malor for a gsemelhanca destes modelos com a realidade, malor & a chan-
ce de tornd-los incompreensivels, e guanto malor forem as suas simpli-~
ficagBes, nalor serd a probaﬁilidadé de distorcfo em suas anidlises.

Surge daf; a necessidade de sigtematizar estes modelom, a fim
que se obtenha deles, uma coeréncla entre os seus resultados e a rea-
lidade que se observa. E neslte contexto & que a wmatemdbtlica gsurge, e

com suas "lels” imple uma harmonia entre os seus modeles © 2 natureza




gque esles degerevem; tornando-se portanto, um instrumento dinfmico e
necessério para descrever as slituaglies reals que envolvem a dimensHo
de "tLempo”.

Por outro lado, o fator tempo, por.crdenar os fatog e dar en-—
t¥o a tdéla de que, a todo tnstante existe um tempo que anteceﬁe e ou-
tro que sgcede, torna—-se também um parimetro importante para se enten-—
der o significado dos modelos matemsbticos. Embora uma das téndﬁnclaa
do ger humano geja é de sentir o temp§ como um parimetro coniinuo, em
se tratando da realidade ecoldgica, os modelos mals adequados parecem
ser og mnodelos discretos.

08 modeios de populag3o existem nestas duasg formas: aqueles
que ugam © tenpo como uma varidvel continua, e 0o que ugam © tempo com
mo uma varigvel discreta. Apesar de ambos os tipos terem éuaa vanta-
géns, o compoertamento real de uma popﬁlag%o ecoldglca parece ser en
-tempﬁ discreto, e portanto, o.nosso estudo seré apresentado enfatizan-
.d0~se_aste tempo. E se Supormnos ent@d que as varldvels vartam disé?e-
tam&ﬁte & n¥o continuanente, as equacBes de diferencgas, ao invés das
'equagﬁes diferenciatls, & qué sdo aproepriadasg para expressar ag rela-~
c8eeg entre ag mudangas que ocorrem no tempot'

Dentro deste contexte, o estudo a éeguir concentrar-gse-4 numa
andlise Ledrica dos mecanismos matemdticos envolvidos na dindmica de
node ios popula&ionals em tempo discreto. Tals mecanismos estio rela-
cionados <om o comportamento de uma populagio no £empo e que, quando
algum parfmetro do modelo & variado, o siséema muda de comportamento.

Historicamente, pode~ée dizer que a Ecologia Hatemdtica teve
sua origem em 1798, com & publicagBo de "An Essay on the Principle of

Population ”, escrito por Thomas Robert Malthus, Nesta ocasi¥o, a pro-



dugdo capitalista deslanchava através do trabalho aggalariado e da me-
cenizagdo fabril. Deste avango, gerava-se a pauperlizagdo de grandes
massas que, n¥%o sendo imediatamente incorporadas no proletariade en
formag¥o, apareceram para Malthus como um excedente papulaciogal.
Diante deste quadre, Malthus nﬁo se manteve neuvtro, e cerio
da 1nevitével.pobrexa, defendeu a plena formacio do mercado de traba-
lho coh.base-em suag e¢laboragles teéfﬁcas. A concepgB0 biloldglca da
fecundidade ocupa lugar de destagque em sua teoria. A partir dela, . ele
pbde deduzir a tend&ncia de crescimento geométrico da popuiagio em
"gontra-partida  ao rf{tmo aritmético da prodﬁqﬁo da alimentoé, gerando
desté Formé, a superpopulacdio. A solugd¥o proposta por ﬂaithus, apesanr

de reconhecida por ele como impraticével, era a de controlar a natali-

dade, inclugive referindo-se ao aborto, como uma das formas de se atin-

gir tal controte. D_teor polftico e soclial contido em sua teoria re-
fletluﬂse, ﬁﬁo s na éﬁmca que elas sﬁrgifam através das criticas fei-
 tas pgﬁ Karx e Engels e né teorls de Darwin, como reflete-se tambén
nog dias atuaié. Isto, porque a natureza do ser humano continua a ﬁeSW
ma & a populag¥o continua ainda crescendo em nfvels mals elevados do
que o crescimento da producﬁo.agrfcola.

Assim, 8¢ no séu modelo, Halthus previa uma explogio exponen—
cial da popuiacﬁo, sem 3o menos considerar nele og obsticulos que im-
pedian tal crescimento, Verhulst (184%) por sua vez, alravés de umIES“
tudo a pedido do governo belga, descobre que estes fatores existen e
no seu modelo, mosira que o crescjmepto populacional estd iInevitavel-
mente limitado por eles.

Engquante Malthus e Verhulst conslderaram em seus modelos a

eégpécle dnica com o parimetro tempo variando de forma contf{nua, o tra-




balho de seus sucessores, Alfred Lotka e Vigo Volterra, fol a primeira
tentativa que surgiu para repregentar e analisar as Intera¢les ecolid-
gicas entre duas espécies em Lempo contfnuo. Seus trabalhos enfatizam
ram a import8ncia dos modelos matemdticos, e sefviram para . estimular
novos caminhos para a tepria deterninfstica da dlﬁ&mlca popﬁiaéional.

Hesta teoria, a caracter{stica ¢ que, dado ¢ tamanho populacional enm

qualquer momento e o8 paridmetrog do sistema, & possivel determinar

precigamente o compoftamento subsequente do sistema.

Inlciando ent¥o seu estudo, através dag questBes bloldglcas
com respeito a flutuagBes da popula;§$ dog peixes no Mar Adridtico,
Volterra (1925) desenvolveu ¢ que alnda se constitul a malor parte da
teoria determinfstica da dinBmica de populagBes. Por outro lado,
Lotka (1924), nos EUA, também j& havlia investigado um problema andlo-
_go; embora sob um contexto tedrico diferente, pois tal problema era
pr0p05£o na agricultura. E sem saber de Lotka, Veolterra usa em seu mo-
&eio as mesmes equagdes diferenclals quadrédticas pera o predador e a
presa que Lotka também j& havia considerado, e estende tal btratamento
de interagBes predador-presa para o caso de qualquer nidmerc de espd-

clies.

Assim, surge o primeiro modelo contfnuo onde se constidera as
formas de iteragles entre duas esgpécles.

Ho que diz respeito 2 modelos discretos em Ecologia Mateméti-
ca, o8 quais parecem descrever com malor exatiddo o processo de cres-
cimento ecoldgico pelas equagles de diferengas, Robert May (187562, féz
um estudo através de umé dag fofmas de discretizaclo, do modeio conti~

nuo de Verhulst,




Neste seu modelo, a suposigio bésica é que a repreodugio da
egspéclie € a sazonal e que aa diversas geracfes, que aparecem no tempo,
ndo ae superplem. Achando as solugles de equil (brio do modelio e coﬁduh
zindo sua andlise pelo caminho da Iinearizaqﬁo,lﬁay, através de seus
- estudos, mostré que uma simples equaglo de diferenéas ndo 115935 pode
possuir un extraordinériﬁ comportamento que vat delpontos est%;eis, a
wmna hleragquta de bifurcagles de ciclos estdvels, chegando entéa a um
comportamento que, mesmo sendo determipfstico possui uma infinidade de
Srbitae com diferentes perfodos.

Li. e Yorke (1875), carapteriiaram tal regiso, denominando-a
como uma regldo cadtica. Seguindo o caminho de May, Felgenbaum {(1980)
formaiizeu‘ que para tédos og glstemas repregsentados por equaqglies de
diferengas n¥do lineares onde exlste esta hierarqulia de Dbifurcagles
atraveés da dobra de perfodo, © valor para ¢ gual os perf{odos dobranm
.pela n-ésima vez devem convergir para um certo valor & = 4,869.., Tél
constante & , & universal e denominada como constante de Feligenbaum.

'Asélm, se algumas populaglies de espdcle dnicas nZo crescem
continuamente no tempo, mas Lém cicips sincronizados de reprodugio sa-
zonal, é dt(}l um modelo discreto onde as equaglies diferenclials do caso
continue  s3c transformadas em equagles de dfferenqas. 0 mesmo pode
também ser felto, para se construlr um modelo que descreva a dinfmlica
de interagfes enire duas espécies. |

J. Guckenheimer et afi (G011, (19762, usando o modelo de Les-
lie (1845) para o caso de duas espécles, flzeranm uma.anéllse bastante
elegante com respeito a tais for@as de interacgdo, congiderando em seu

modelo discreto o caso de uma Unica espécie com duas classes etidrias.




Dentro de todo este contexto, e dando maior &nfase nso agpecto
matémética_da que 8o écolégico, 0 estudo que serd feito a seguir ¢ uma
’anélise das propriedades das equagles de diferengas em uma varidvel,
ou una espécie (CAP.I) e em duas varidveis (CAP.}I!? ?aasando por uﬁ
egtégio intermedidrio (CAP.I1}, onde serd felta uma andlise do nmodelo
contfnuo delLatké—Volterra digcretizado de forma andloga 3 que se en~

conira ﬁé literatura. Numa dltima andlise, um estudo critico das dig~

cretizagBes feilas no modelo zontinuc de Verhulst (CAP.IV), mostra que

a forma de discretizacio deste modelo comumente usada na llteratura,

ndc parece ser a mals aproprlada.

Lo




PARTE 1

0 estudo realizado neste capftuld tem como objetivo,além de
analigar a forma continua, tambem an%iisar a forma dis&reta de um mo-—
delo matemdtico da din@mica de populagBes, proposto em 1845 pelo mate-
m&tico belga Verhulst [VE]. Este modelo tem como base a evolug¥o de
uma espécle que , no sistema ecoldgico onde estd inserida, n3o tem
inlmigos naturats, nenhuma cutra espécie a usa como alimento e nen
consegue compet!ir com ela sejé pelas fontes de alimento ou pelo espagn
fisico habitivel. Em outras palavras, a esgpécle que estudaremos estd
”lséiéda” no sistema ecoldglco. |

| Dentro deste contexto, € especialmente significativo se res-
saltar que, dificiimente uma espécle assim caracterizada faz parte dos
sistemas ecoldgliceos realsg ¢, se por um ladé as conslderagfes acima zio
somente para fins de estudo, descrevendo apenas uma slmplificagdo da
realt{dade, um caso "ideal”; por ouiro, elas s¥o o ponto de partida pa-
ra o tipo de estudo que estémos pretendendo realilzar. Hesmo que pwpﬁ«
Iaqﬁeé Como a huména, por exempio, nigo se éncaixem dentro desgta situa-~
¢HEe "ideal”, elasg estﬁd bem pefto de cumprirem tats condig¢gBes;: e neste
sentido, os modelos "tipo Verhuist”, tém tido bastante aplicac¢Bes con-

cretags.



Um outro ponto a ser comentado} ¢ que gabenos que o tipo de
realidade apresentado por toda populaglo é a de ser composta por tndl-
v{duos que percorrem uma trajetdria de comportamento bem determin{sti=
co, inictando com o nascimento, passando por fases diversas de trans-—
formagles biclégicas e culminando com a morte; e que quaiqueé que se&ja
egsa trajetdria, a pobulacﬁo mantém-se¢ por um ﬁrocesso de substituigo
de indivéduas pela sua reprodugio bioiéglca. Entrentanto,paré que tédo
eage processo ocorra, € necessidric que a populac3o salba enfrentar e
preservar-ge dos Inimigos que natufakmente~existem, e que sdo obsticu-
los 3s suaz neceggidades biol@gicas'de sobrevivéncia.

Diante dissoc, embora estejamog considerando nossga espécie co-
no ”isoiada", a comﬁetiq%o de indivfiduos de ocutra espécie com indivi-
duos da egpdcie em estudo, a migracio e todo tipo de Interaglo estio
na realidade acontecendo, o que de certa forma, € Incorporado nas ta-
xag de natalidade , mortalidade e compet!¢do intra-especifica da espé-~
cie em quest¥o. Caso tal fato n¥o ocorresse, nosso estudo n¥o teria

nenhuna épilcagﬁo préatica.



capiTuLn 1

0 ponto de partida do estudo formal sobre a populagZo datas de
1798, ocasiic em gque ge deu a publicag¢do do primeiro ensalo de Thomas
Robert HMalthus [HLI. D princfp£o geral desta teoria, € que enmbora o
crescimeﬁto da popuiaq%o seja limltado pelos meiés de subsigténcla,
ele & dotado de maior dinamismo do que o crescimento de tals meios ou,
cono dizia HKalthus numa frase que se. tornaria famosa: "enquanto os
melos de subsisténcla crescem numa propor¢Bo aritmética, a populag@o
tende a multiplicar—~se numa progress¥o geomdirica”. Isto levaria i du-
plicagdo aa populag¥o em cerca de 285 anos, e 38 impossibllidade de ob-
tencBo, de forma contfnua, de uma produg¥o de alimentos equivalente-
mente ampliada. O corolario disse; consistia na necessidade de se re-
duzir o ritmo de crescimento da populaglo através do controte dalnata~
lidade.

As 1déias gcondmico-demogréf icas de Halthus tiveram, de ime-
diato, uma enorme repercussic, princlpalmente por cauga do teor polf-
tico @ pelo "alarme” quanto a uma suposta e posterior "explos¥o popu-
lacional”. Neste sentido, sua maior contribuigXo ndo residiu tanto ne
conteddo de sua teoria - visto por muitos como pouco original e tecni-

camente discutfvel - mas na imensa pelémica que ela suscitou., Gragas a

e A




esﬂa. polémica, Malthus pode ser conslderado um Qerdadetro divigor de
dguag na histdria dos estudos demogréficog. Infelizmente, ¢ seu grande
erro, fol o de nﬁa incorporar as limitaqaes de recursosg no seu models
e somente conslderémias nas guas. conclusies. Esta saturag¢do populacio-
nal derivada da Iimltaclo dog recursos, fol esiudada pelo matematico
belga Verhulst, em 1845 fop. cit .}, a pedido do governo da Bélgica
que, pr;ocupado com © crescimento popuiaclonal,.scltcltou;lhe uma pre-
vislo &este cresgcimento. Este modelo gerd desenvolvido a seguir, tanto

1

ng gua forma contfnua, como na suz forma d{screta,
1 - Hodelo de Verhuist continuo

No primeiro modelo da dinémica de pépula¢ﬁes proposto por T.
Hﬁlthua;'admlte—ae.qué o cresclmento de uma populagZ3o estd unicamente
relacionade com a sua taxa de nascimento e morté; a varla¢doc populia-
cional depende apenas do nimerc de individuos da populag3o. Dentro
desta“:perspactiva, a squagio que rege o c¢rescimento de uma populagHo

de espécle iunlca em fungo do tempo, segundo Halthus é:

d o . : -
~J. = BCy) - Dey) (1.1}

dt

onde B(y) ¢ a taxa de nascimento, Dy é a taxa de morte, y(t) é o ta-
manho da populag¢3o. Entretanto, Bly? e D{y) dependem da distribui¢3c
de idades dentro da populag¥o, isto €, uma populag¥o com uma alta por-
centagen de ldosos terd uma taxa mator de morialldade e, consequente-
mente uma taxa de natalldade menor do gue uma populagdo de mesmo ita-

manho, com uma baixa porcentagem de ideosces. Assim sendo, € védlido su-
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x
.

s

g

%

i



por-se que, tanto a taxa de nascimento quanto a de morte, s¥o propor-

cionais ao tamanho da populag¥o. Com iste, na express¥o matemidbtcs do

modelo de Malithud, tem-sge:

Biy) = b y , Dy) =dy | | C(1.2)

onde b e d g%c constantes. Subsgtituindo (1.2 em (1.1}, obltemcs é

a seguinte equago:

dy o _ |
e Lnd : 1.1
de :

onde 2 = b - d, € a taxa de cregcimento populacional.
] 0 modelo (1,.1)' tem comoe goluglo:
[
y(L) = y(0) explct) (1.3)
- Graficamente:

y{tl i

ylo}.
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Heste modelo nlo se considera a geragBo esponténea da espé-
cle, aszim se para algum 0}, tivermos y(t{0)) = Q0 (n%o existe in-
dividuos na eSpécie} entdo y(t} = 0,_para todo t }I LM {nunca
extstird indivfiduos na espdcie). | -

A constante "¢" sendo definidé como a taxa de crescimento dé
espécie, n3o pode assumir valores negativos. Se isto ocorresse, ‘entéq
a taxa de morte seria malor que a de nascimeunto, e a populag¥o tende-
ria & extingBo. For outro lade, "¢” n#o pode ser zero, peis isto im~
plicaria numa taxa de unascimento 1gué1 a de morte, e embora esse caso
seja o "ideal” para quaiquer_pépulacﬁo Ja formada, na realidade ele
n3o ocofre. Sendo assim, ¢ interessante se analigar o modelo 1.1

apenas quando a constante "c¢" for posltiva. Entretanto, una pépuiaq%o
n#o pode varlar exponencialmente para sémpre: se 2 sua taxa de cresci-
mento for positiva , a populécﬁd tcrnér—se—la td0c grande que © mnmeto
-émbiente n#%o a supor@aria; U erro de Kalthus fol n%o considerar no seu
nodelo as'iimltacﬁes de recurzos naturats, e devido a este erro, o mo-
delo prev& uma explosic exponencial da populaglo. Esta sobresiwplifi-

cag¥o da realidade fol! corriglida por Verhulst, que incluiu um efeito

intbldor na populaglo evitando dessa forma, a superpopulagfo. A equa~- |

¢H0 do crescimento populacional introduzida por Verhulst, ¢ a seguin-—

te:
dy ' ‘
. = Ay - B g2 )
a y b | ) 1.4
onde ag constantes A , B ER , A , B > 0 significam
A = taxa de crescimento
B = taxa de competic¢¥o inbtra-especifica

12




0 termo -B ya'regula ¢ crescimento populacional, que por gua

vez atinge a saturag¢fo quando y = A/B,'ou seja, A/B & a capacidade de
suporte do melo amblente.

0 modelec (1.4) ten comb solugHo:

A/B

ylL) = —
1~ e-At
-c
{1.5)
¢ = yio)
y{o) —A/B

-que_ tém y =0 e y = A/B como assintotas. Toda populagfo inicial
yi0) tendé a A/B com t crescendo. Quande Lt > 0 , & pequeno, &

y{0) << A/ZB.  a logfética praticamente colncide com a exponencial

TTETRE T

yéQ)exp(gt) . Graflicamente:
yit)

A/B . Wﬂ:::::::::ﬁ%§ﬁﬁﬁﬁﬁmmr_ﬂ

logistica de Verhulst

Q0,5
exponencicl de Mgalthus
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2 - Hodelo de ?erhus!t discreteo

Em geral, nos estudos populacionals a nog3o de tempo & de
grande Importéncia. Os coeficientes utilizados nestes estudos buscan
medir a "velécidade” {gom relagfio ac tempo), dos fendmenos que ocorremn
numa populag3o. A unidade de tempo (ano, més, semana, etc.) considera-
da paraftals fendmenos esti de tal forma reiacionada com a\ acentuada
sazoneabilidade com que egses fendmenos ocorrem, gue ndo € adequado fa-
; zer a andlise de uma populacio onde essa sazonabillidade se faz presen-
te aﬁravés de um modelo continuc. Uma‘equacﬁo de diferengas serd mals
apropriada para tal caso.

Sendo assim, para o estudo que estamos pretendende agora inl-

ciar, serd necessdrio se supor que as dlvergas geragles aparegam emn

intervalos regulares de tempo. Devemos congiderar gue a reprodugfo da

] : : _
espécie em guest¥o, € a sazonal, onde as diversas geragdes praticamen-

te nlo se guperpden no tempo. Em geral, 1$so ocorre com insetos e cer-
tos tipos de viroses. A geragio que deu origen as larvas, morre antes
das "mesmas eclodirem; sendeo gue estas eclodem num iIntervalce de tempo
muit§ pequeno, quase gempre simultaneamente,

Portanto, 3upondo~sé que as geragdies aparegam em intervalos
regulares no tempo, pode-se entHo discretizi-lo, jd que entre um in~
tervalo e o prdxime seguinte, o crescimenio da populagfo fica estdti-
co. Neste sentido, queremos entender c¢omoc o tamanho da populag3o
yi{n+l}), na geraglo (n+l) estd relacionada com o tamanho da populagdo
y{n), na ﬁrecedente geragdo (n). |

A discretizac%o da equago contfnua de Verhulst (1.4) pode

ger felta de uma forma aproximada pela prépria definig%o de derivada;

14 '
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conhecida também na solugdo numérica de equagles diferenctats, como < ﬁ

Hétodo de Euler [CHI:

d y{n+l)—y{n) ' : {1.6)

dt At — Hn+l)—t{n)

Esta equag¢3o pode ser "normalizada” fazendo-se Ot = 1. Isgtc
significa que a unidade de tempo do modelo, & o intervalo que separ:

uma . gerag¢fico da outra, no tempo. Assim, tenm-se que:

1t

y{n+i) - yi(n) A ¢in) - B y2(n)

H

yin+iy (A+1) y(n) - B yv2(m (1.78)

A equacﬁd (1.7A) é uma equuglo de diferengas que relacions s
populagdo no tempo "n" com a populag¢Zo no bempo "n+l"” e pode ger leva-
da a uma "forma padr¥o”, como abaixo desenvolvido:

-

yin) [{A+1) - B yinii

yin+il) =
yin+1d = (A+1) y(n) {1 - B vi{n}] (1.78)
{A+1)
. Fazendo—ge:
®i{n) = B yvin)
{A 41}
Ent¥o




x(n+l) = __B__ yiln+i) S (1.80)
A +1)

ou
“y{n) = (A+1) xin}
' B
(1.8B)
yln+1) = (A+1)  x(n+i)
B
Substituindo (1.88B) em (1.7B} temos:
x(n+ly = (A+1) x(n) {1 - x(n)l
Tomando (A+1) = a ., Obtemos:
®i{n+l) = a x(n) [1 - %)l = F{x{ni) (1.9)

-que & a forma padrdo da équagﬁo discreta de Verhulst [FE, HY, GOIJ.
Note que."y" denota a populag¢gico, e que s é apenas a "populagfo ﬁor—
malizada” por (1.83). Hesmo aggim, e por abuso de linguagem chamare-
mos “x” de populag¥o. |

Assim, @ equag¥o (1.9) & uma equag¢3o que, a partir de uma‘
dada populac¥o inicial nos permite calcular recursivamente as popula-
cBes gque ge sucedem: dado um valor conhecido de x{(0), por recursivi-
dade, calcula-se todos e cada um dos x{n), n > 0. Assim, com Fi{x) =

com um valor inicial x{(0), tem-ge (1Y, »(2),.....,x{n},...onde

ie



®{1) = F(x(O))
®{2Y = Fix(1))
®(3) = F(x(2))
win+l) = ‘Fi{xi{n)}

A  segulncia de ﬁﬁmeros gerados por este processo, deve ser
.ﬁeceésariamente n3o negativa, pols pretende-se usar essge modelo repre-
sentando © crescimento de uma populagido.

Mas, como podemos garantir ent¥o essa nﬁb negatividade dos
x{i)'s ?'

Para respondermos esta questlo, vejamos quals. as restri¢Bes

- que devemos Ilmpor a x{0), para que x{l) geja n¥o negativo.

Sabemos que A = a - 1 € a taxa de crescimento da espécle, e
pbr estar assim definida, deve ser positiva. Por outro lado, impondo-

se x(1)) O, tem-ge de (1.9)

0 £ »l1) = a %x(Q) (1 - x{0)»)
e esga condig¥o sd ¢ satisfeita quando a » O @ ®{0) £ 1. Entre-
tanto,”a” deve ser malor gue unm, para a taxa de crescimento “A" sger

positiva. Logo O &£ w(@) € 1 @ a > 1;

Tem~se, por enquanto, que se O L xig} £ 1, ent¥o x{(1) > O.
De manelra andloga ac que fol feito_?ara »{0}, se tlvermos x(1} > i,
x{2) sers negativo. Logo, & neceésério que O £ ®x{1}) £ 1; Agssim tam-

bém, x{(3) =d sers nio negativo se 0 & =%x(2) £ 1, e por sua vez cada

"

®{n+l} 55 gserd nlo negative se O £ =x(n) 1.
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Neste contexto, a sequéncia de numeros gerédos" ®{i)'g é

n¥o negativa se e gsomente se cada wil? agsgumir valores em £O,1],£
necess#ério portanto, que . F(x} = a x (1 -~ x)  seja uma fung¥o defi-
nida no intervalo 0,11 , assunindo valores em [0,11. E se Fix)

& agsim definida, entBo FM(x) = F(F(...(F(x))...)) serd tambdm uma
fungio cujo §0mfnio e contra-domfnlc s%o o intervalo {¢,11.

Portanto, como Fixy = a %x (1 - %) & uma fungio conti{nua de
Lo, 11 em (0,11 e comoe Fix) & di?erénciével em (0,1, tem-ge -as

segquintes propriedades de F(x):

f ) Devido ao fato que F(0) = F(1) = 0 ent¥o existe
¢ € (0,1) tal gue F'(c) = O . '

‘Hote que c= 1/2, pois sendo:

F()=ac(1-c),
entﬁo, |
. | Fric) = a (1 - 2c)
donde
c o= 1/2

Este ponto poderd ser de minimo ou de méximo. Vejamos enil¥o a
gue ele cﬁrresponde, olhando-se para a derivada segunda de F({x). Cono
F¥{c) = -2a < 0, peigs a > 1, temos que < = »im} = 1/2 € um ponte de

maximo de Fin}).

E desde que em x(m) = 1/2, F(x) : {0,131 -> [0,1] , atinge o
valor midximo de a4 , serd de nosso interesse analisar a equacﬁa

{1.9) pomente s¢ a £ 4.




Por outro lado, se aclf0,11, ent8o A = a - 1L £ 0, & biolo~-
gicamente terfiamos uma exting¥o populacional, pols todas as trajets-
riag-seriam atraldas para x = O. Portanto,.para que essa extingdo se-~

Ja contornada ¢ necesssrio fazer i < ag 4.

it ) A expitcécﬁo éob o ponto de vigta biloldglice, da neces—
sidade de na equagH¥o (1.5) restringir-se os valores da varigvel x{n)
ao intervalo EQ,11 , & dada pelq Fato.de éue cago x{n}) seja major
que um, x{n+l) =zerid negative, todas as fteragles éubsequentés con-

vergirie para ~oo , e a extingdo populacional tambdm serd observads.

111) Como F(0) = F(1) = 0 e x{m) = 1/2 & o unico ponte de

miximo de Fix) = a x (1 ~ %), ent¥o Fix) cresce monotonicamente en

{0,%{m)) e decresce monotonicamente em {(x{m).1).

iv ) Se 1 < ac( 4 , entfo existe x* € (0,12 tal -qu@
Fix®) = x*.

Ve jamos a demonsiragdo desse fato.

Seja

Gix) = F{x) -~ %

Devemos mostrar que G(x) = O, para algum x em (O,1).
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12 :  Fixi{m)) » xt(m)
Como,
F(1) = 0O
FC1/2) » 1/2

15&0,'respecttvamenhe, implica em:

G(1) = -1

D

G(1/2) > O

Temos assim, uma fungBo G(x) contfnua no intervalo fechado ¢
[1/2,13, negativa para x = 1, e positiva ou nula para =x = 1/2.Ent%o,

L G{x) deve admitir o valor zero ac menos uma vez nesse intervalo. Por-

tantosy deve existir um ponto %' € .E1/2,1), com

Gix"?

ol

&}

Fix"} ®'

Bl
")
Fan
X
t
*
I
o

22 ;. Fi(x(m)) < xim) , 1 < a <2

Seija F{({x) definida no Intervalo fechado

préximo de x = 0. Entd3o existe x'{n) (Q,%ﬁn})
dF{x) _ Fix{n}—-F{ON _. Flx{n} > 1
- xin} — 0 x(n}

Cdx fx=x"{n)
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[O,x{n}l, com x{n}

tal que



pots  4Fx}1 = a > 1.

dx  1xz=0
Portanto F(x(n)) > x(n), com x{(n) préximo de x = O,
Cono
Feas2y < 172 =3 G(1/2) < 0O
@
Fix{(n}) > x2i{n) => G&xn)) > 0O
ent¥o deve existir um pontoe X" € (0,1/72) com F(x") = x”,

Conclufmos assim, que existe x € (0,1} tal gue F{x*) = x¥*,

Em outras palavras, F(x) tem pelo menos um ponto fixe x* em (0,1},
que ¢ um dos valores mals interessantes da varlavel x , pols & o pon-
to ann qual a populagBo atinge © eqﬁilfbrio: é o ponto que define um
gstado estaciondrio para o crescimento populacional.

Ds. pontos fixos (ou valores de squilfbrio) do modelo (1.9
podem ser determinados algebricamente ou graficamente. No primeiro ca-
g0 faz-~se:

®in+1l) = x{n) = x*

e resolve-se a equaglo resultante:
x* = Fix*) = ax*{(1 ~ =*) ‘ (1.10)
No segundo cago, acha-se os pontos onde a curva Flx? , dque

ieva ®x{n)} em x{n+l1), Intercepta a funcioc ldentidade. fsto corres-

pondé 2 ldéla de crescimento populacional nulo.
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De uma forma ou de outra, obtém-se que:

i
<

®*(0)

w*(1)

I

1 - 1/a

#¥0 os pontos fixos da eqﬁacﬁo (i.é}.

Se 0 < a1l ,tem-se que F(x)_s X, e somente o ponto fixo
- ®¥(0) = 0 esta no intervalo iO,i],.Jé que x*{(1) < Q, 80 passc que para
1 € a 4, ambos o8 pontos fi%os X¥{0Y = 0 e x*{(1)} = 1 - 1/a estio

neagse tntervalo.

0 gréfico da funglo Fx) para os varioa valores de "a” &

mostrado na FIG.1
J& foi visto que com F(x) e um valor inicial x(0), anali-

ticamente tem-ge a sequéncia de numeros gerados: x{(1) ,x(2) ,x(3),...,

®in)... onde
x(1) = F{xto))'
.xtz) = F{x(1)) = FIF(x(0))}) = F2(x(0))
x€(3) = F(x{2)) = F(F{x(1))) = F(F(F{x(0}))) = F3(x(0) >

Assim, o n-ésimo elemento na sequéncia &:

w{n) = FUFC, .. F((0Y) ... = FREx(Ody,

-

{(ende n & o ndmero de aplicagles de F e n3do a n-égima poléncia de F?
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Seria interessante entlic delterminarmos graficamente essa se-
quéncia.
Vejamos um exemplo, tomando a = 2.

x*¥(1} = 172 ,

It

Se (niclarmog o proceéso tterativo em x{(0)

H

x*(Q3

i

Q, en-—

i

entio x{(1? ®{2) = ...= 1/2. Similarmente, se x{({)}

x(2) =... = 0, e o problema de calcularmos graficamente

L]

t¥o (1)
a n-ésima lteraglo ¢ obviamente trivial.

Agora resta sabermos o que acontece, s¢ x(0} n3o for .ponto
fixo. Analisar o gféfico_de Fi{x) juntamente com 2 funglc identidade,
¢ o caminho mais f&cll. Escolhendo-se um x(0) que n3o & bohto fixo,
E: ordenads de Fx} em x{(0) & %x{1). Para obtermbs ®{(2}, o pro-
cesgso & andlogo, ou seja, uma reflex®o na fungdo ydentidada-é precisa-
mente 2 operag¥o usads. Degta forma, partindo+se de x(0), sucessiva-
mente, devemos: (1) mover verticalmente até o grafico de F{x), ({2}
‘maover horizontalmenie.até o gréfico da fungfio identidade, (3) obter o
‘valor @e A ,1m1,2,3,..;,n,,.. - movendo verticalmente até o etxo_doa
x (43 repetir os passoz (1), (2} e (3).
| A (FI1G.2) descreve o processo para a = 2, a = 3 e as primei-
ras {teragBes de um x(OS eécolhido arbitrariamente.

Para a = 2, e inlclarmos as ltera¢Bes de qualquer x(0) no
intervalo  {0,11, x{m} .converglré para o ponto fixo x*{i) = 1/2.
Assim, para QQalquer x(0) em (0,11 as ilteragBes sempre convergen
para x = x*{i1} = 1/2 e senmpre divergem de x*(0) = 0. Neste contex-
to, o ponto fixoe x*(1) serd denominado "atrater” ou "estével”
e o ponto fixo x*(0) sger4 denomln;do "repulgor” ou  "instdvel”.

Surge ent3o uma quest¥o: o que faz x=¥(0) = O ser Instdvel e

®¥{(1) = 1/2 ser estivel, quandeo a =2 7 De una forma geral, a ques-

t¥%o & sabermos o que faz um ponto fixo ser estdvel ou Instivel.
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A resposta gerd obtida, se olharmos para a derivada da fung¥o

F(x} em torno de seus pontos fixes.

Como F{(x) & uma fungdo definida no {ntervaleo fechado [0,11,
!nfiﬁitameﬂte diferencidvel, com derivadag contfnuas nesse intervalo;
.seJa x* um pento fixo qualquer em [Q,17. Para éualquer ® €& {G,13,

x # x% ) x préximo de x* , a série de Taylor da fungdo F(x), rela-

tivamente a x* , & definida por:
Fix) = 2. aln) (x - x™°

CcOm 1 dn Elx)

dxn x=x"

Assim, numa vizinhanga de x¥* , em primelra aproximagfo, tem-

-8 que

F{x) =~ a(0) + a(l) {x - x*) (L2}

onde

al0) = F{x™ = x¥*

"alty = dF{X)
dx {x=xX

Portanto
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F (x) - x* af{l) {x - x¥

U

Fox) - n?

R

atl) (FG) = %™ 2 all) Latidix - x®™71 = a?(1)(x ~ x%

Flax) = x* 2 aP™1) (x - x*)
Sendo asgim, ge ta¢idyl < 1, a1 faz—-se cada vez menor
@ F"(%x) converge para x* . Caso contrdrio, a"(1) faz~ze cada vez

malor, @ FP(x) afasta-se de x* .Esta andlise & valida apenas numa vi-

zinhanga de x* , ¢ sendo assim o lelter ndo deQe se delixar levar pela

idéia _errada de que quando la(1d! > 1, F™(x) afasta-se ‘”1nfinita~_
mente? de x* . Ha verdade, F“éx} afasta-se o suflclente de x*

alé o© ponto onde a aproximacio lineér (L. nZo seja mais vilida. A

partir déf, o comportamento das iterac¢Bes n3o pede mats ser estudado

"localmente” em x* , jad que F™x) , m€ |N, deixou a vizinhaﬁca de x*
ém que se podia falar da localidade de x%* . Portanto, a fung¥o F G0

para m )ln .. deve ser estudada scb algum ocutro ponto de vigta,

Hote que a(l) = AEx) ‘ ; assim se x* ¢ um ponto

dx X =x*
firo de Fiw), e a derivada de Fix)} em =¥, F'(x%), & em valor ab-
soluto menor que um, ont¥o x* & -um "atrator” ou um "ponto estE-
vel”. Por outro lado, se | F'(x®1 > 1 , entBo x*¥ & um "repulsor” ou

un "ponto instével”.



Clhemos agora para a derivada de F(x) na equacio (1.9):

Nos pontos fixos Hx*{0) = 0 e «*(12 =1 - 1/a :

df {x] — g
d x x=z= x*( 0}
e.
dF{x) —
dx  jx=x¥1) ¢-oa
Analisemos F'(x) para os valores pogsiveis de "2”, Isto &,

1 <ag4 (FIG.1).

g*(O}

f ) Para 1 < a < 3, os dois pontos {fixos da equago

O © (1) = § - 1i/2, estic em (0,11 , e:

<dF{X] < 3

1
d x A= x¥0Y
=]
_1<dFIX) < 1

d x ¥ == x*{ 1}

28
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Aspim, s6 1 < a < 3, o ponto fixo x*(1) = 1 - 1/a & ag-

tével, pois | Fl{x*(1)) | < 1, e o ponto fixo x*{(0) = ¢ & instéve].

ii } Para 3 < a £ 4,

-2 £ dFEl < -1
. dx x= x%¥{1)

Ou seja, para 3 < a £ 4, P Fqx™(1)2 | > 1 e desta foraa

x*(1) & instdvel.

if1> O ponto a = 3 & um ponto que separa o comportamento

estivel de =x* , do seu comportamento instivel.
¢ _ _

Graficamente, a derlvada de F{x) no ponto fixoc x*¥(i)=i-1/a

ser em valor absoluto menor {(maior) que um, signifiﬁa gue o angulo que ?
ela faz com a horizontal ¢ menor (maior) que 45%° FIG.1.1a-(FIG.1.1b)
1 . .:

N\

Lot

a) . ' : . : : _b)

CFI6- 1.1
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CAté aqul, analisando o comportamnento do sistema (1.9) wvimos

que, para:

a) 1 < ag 3, x*i1)=1-1/a & estdvel e x*0) = 0 & ins-

‘tavel.

i

)3 < a £ 4, x*»M 0 & instdvel ¢ x*(1) = 1 - 1/a torna-

ge Lambém lngtivel. : i

Assim, quando a £€(1,3] , as iteragdes convergem'para »®* {1
e divergem de x*(0) . Agora, quandoe a € (3,41, tanto =*¥W0) = O
comp x¥(1)y = 1 - 1/a , s%0 instdveis. Isso significa que as iterages

ndo convergem nem para x&¥(0Q) , nem para x*{1). Resta sabermos entZo,
o. que.acontece con as'jteracﬁes quando ag (3,4} , se os uUnicoes dofs
pontes fixos de F(x) tornaram-se repulsores?

Por outro lado, também Jj48 sabemos gque sé (0¥ € £0,17, en-
%o 'f‘F“(x(O}} € {0,1), n =1,2,... Ainda, cowo ng(m)) & o méximo
valor que F{(x} assume em (0,11, as i{teracles necessafiamente deven
ficar limitadss em [0,F(x(m))1. E desde que est¥o limitadas, sers
que o compértamento deias dentro déste intervalo, & aleatdrio? |

Enfim, a questio & O que acontece com a sequéncla
(F" {(x(023),en se o8 uUnicos dois pontos fixos de F{x) tornaram-se
instdvels , e F™(x(0)) € [0O,F(x(m)>1 ? |

Para respondermos egta questdo , vejamos primeiramente a
FIG.3 e 8 FIG.4 ; onde a = 2- e a = 3, respectivamente. Nog dois
<asos, x*(1) & estavel e graf {camente podemos ver a converg@ncia das

iterag8es para ele.
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|  Quando  a = 2, dado ®(0)€ (0,10 , x(1) = F(x(0)) < x(m) =
= 172 .'Assiﬁ, a gsequéncia (F{x(0¥)3, ¢ |y 2 partir de x¢(1), & wmo-
nstona creécentellim!tada. Como x{m) = x™(1) & o supremo do conjunto
(FP(x{0¥))nen temos que a séqﬁénc;a converge, sendo seu llmlite o pon-
to fixe x¥*(1),

- Fssag consideragdes também sHo validas quando 1 < a< 2, ax-
ceto o caso onde x{(0) € {#*(1),x(n)) , ® F(xini) = x*¥(1). Haste ca-~
ao, a gequéncla (F“{xgo}))ne N € mondtona decrescente limitada, e
sendo  xX*(1) o {nfimo do conjunto; a sequéncia {(FM(x(0))} ¢y con-

verge para w¥{1),

~ Para a = 3, a sequénecia (FM(R(0¥))lzew .2 partir de um
certo n, torna-se uma sequéncia estritamente oscilante e limltads,
contendo uma subsequéncia crescente, 3 esquerda de x*(1}, e outra

s%bsaquéncia decrescente, 2 diretta de x*(1), isto é:
1 ORL < Fn+2 = Fn+l > Fn+3

hgora, se toda sequénciza limitada contdn subsequéncia conver-
gente, entio x*(1}), sendo respectivamente © supremo e o (nfimo das
subsedﬁénclas, necegsgartamente € o limite deias.

Como (FM"(x{(M)lgeg iy & uma sequéncla formada por duas subse-
quéncias que convergen pafa 0 mesno limlte x™(1), temos entdo que
{(FP(x{0)Yipemn tambédm converge para x"{1).

O mesmo acontece gquandoe 2 < a < 3,

Olhenos agora'para a FI6.5, quando a = 3,2,

A primeira vigta, parece haver uma convergéncia para x¥ (1),

pois a sequéncia (F"(xX)ipew € em principio monsétona crescente. Fn-
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tretoanto, x#*{1) & repuléaf e {(F"G)lpemw , 8 part1r da'um certo n |
torna~se uma sequéncia estritamente oscllante @ limitada, contendo uma
subsequéncia decrescente 3 esquerda de x*(1), e outra subsequéncia
¢rescente 2 diretta de x%{(1), cada uma delasg édnvergante.

Agpim, as lteragles comecam a divergir de x*{1) e ficam os~
ciliando om torno dele, para ent3o conyerglrem para outros dois pontos,
®XE¥(2) e x*(é}, onde: |

1/2 € x™(2) < =*(1) ' ;

x*(1) < x¥(3) < Flx(m))

E .sendo espes pontos r93pe¢t1§amente, o (nfimc e o supremno
das-subsgquénciaa, s¥o portanto, o limite delag. Isto quer dizer gue a
sequéncia x(0), x(1), x(2), x(3), x(4),..., aﬁroxtma—sé da segufncia
_x*(?), ®*¥{3), x¥(2), x*(3), x*¥(2), x*(3), ... Esges pontos que ndo s¥Ho
és p&ntos élxos de Pi{x) , formam exétamente um qugdrado invariante,
'da taL Fcrma que o comportamento das lteragBes na Iintervalo -Io,ii, ,
fica bem determ;nado.

Fsgse quadrado invariante d3& crigeﬁ a um ciclo, é por conter
og dols pontos, x*¥(2) e x*(3)} ,é\denéminado ciclo de perfodo dois,.
Na verdade, eles s%o os.pontas fixos de F2x), 1sto &, FXx) = x.

Désté forma, embora o idnlco ponto fixo de Fix)y , =™1), te-~
nha se tornado instévei repeliﬁdo por isso .as iteragles, essas por sua
vez continuam convergindo, e o fazem para os pontos x¥(2) e x*(3),
formando assim um ciclo de perfodo dois,

Portanto, para a € (3,41 ,'n%o ¢ necessidrio olharmos a Funh‘
¢Ho que relaciona a populagHo de uma gerag¥o para a gerago sucéssiva,

mag egim a fung¥o que relacliona a populagfo em intervalos sucersivos de
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duns gera¢fes separadasg, isto &, a funglo que relaciona  x(n+2) LOMm

»in) {
%(n+2). = F(F(x(n))) = F2 (x{n)) | (1.11)

Dlante disso, fagamos ent¥o a partir de agora algumas consl-
derac¢Bes sobre  F2(x).
Primeiramente temos que, se X% é um ponto fixoe de Fix} ,

ent¥o x* também & ponto fixo de F2(x) pols,
F2{x*) = F(F(x™) = F(x*) = x* S € ) 3-2

Portanto, desde que x¥(0) = 0 e x*(1) = i~ 1/a sHo pontos
fixos de F(x), ent%o também sZo pontos fixos de F2(x). Agora, se al--
gum outro ﬁonto k*(?), com .x*(2} # 0. e x*(2) # 1 - 1/a , fcf ponto
fixo de FZ2{(x), eni¥o neceasariamenteldeveré exigtir um =*{3) # xx{(23,
x%(3) # 0 @ x*(3) # 1 - 1/a, também ponto fixo de F2(x) .

Para vermos este fato, suponhamos que exista x*(2), de tal

forma que:

Fe{u®(2)) = m¥*{23
FIx¥*(2)) # x*(2)

pota x¥ {0y = 0 & x¥*(1) = 1- 1/a s¥o os uUnicos pontos fixos ds

Fix},
Seja ent3o

x*(3) = F(x*(2))
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Logo

it
n

FOx*(3)) F{F{x*(2)3) F2ix*®(2)) = »*(2)

Fix*(2)) = x*(3)

1}

FAF{x*(3)1)

]

F2{u*(3)?

Asslm x*(3) também & pontb fixo de F2{x); x*™(3) & diferen-
te de x®(0) = 0 , de =¥(1) = 1 - 1/a e de x™(2). Consequentomente,
oz pontos fixeos de F2¢x) que n3o %0 pontos fixos de Fi(x? ,  devem
existir en pares. Isto quer dizer que, gquando a > 3, on ponto  fixo
ingtdvel x*(1) de F(x), desdobrou-se {(ou bifurcau;se) em dols pon—
tog fikos Inicialmente estéyeis, X*¥(2) e x*(32 , de Fzéx),'Formanw
do assim, 0 ciclo de perfodo-2.

.\A determinagdo desses pontos € andloga ao processo usado na
" determinac¥o dos pﬁnios fixos de F(Q), isto &, determinar og pontos

| fixos de
-

F2(x) = a (ax - ax2) (1 - ax + ax?) ' €1.13>

¢ determinar as solugdes da equagldo (1.12)

Ca (ax* - ax*2 ) (1 - ax* + ax*2 ) = x¥
(a2x*% ~ afx*2 3 (1 - ax* + ax#*? ) - x*x= O
®*¥(a? - adx® + 2ad3x*2 - alxkx - adwxd - 1) = O
Tanto x®¥(Q) = Q COMO X¥{1) = 1 - {/a s¥o éolucﬁes

de {(1,12). Dessa forma, dividindo-se
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az s a3xﬂ' E Y 233};*2 - aaxﬂ' o 333&3 - 1 = 0.
por [x* - (1 - 1/a)], teremos uma equaglo algébrica de 22 grau :
adx*2 ~ (a3 + a2 ) xx + (a2 + a2’} =0

com golugBes:

ti+a)~ Via+li{a-3)
24

Hx{Z)

{1.14)

wE(3) =

(1+a) + VIatdiTio=3]"
2 ua :

0s pontos fixos =x®(2) e x*(3}) gue inicialmente s¥o esta-
Qeié, aparecem somente para a » 3 , de tal forma que, para 1 < a < 3
Cx*(2) @ x*(3) s¥o complexos. NHote que, para a.: 3, x¥(1) = w®(2) =
= ®¥{3) = 2/3. Kegste ponto, F'{x*(1)) = -1, @ x*(1) ainda & astévei,

pols como as iteraqgfes devem convergir para algum ponto, nio podendo
sair do intervalo (0,1}, elag sdé podem converglir para x*(1) = x*{(2) =
= x¥(3) (FIG.4).

E © que podemos dizer da derivada de F2{x) nestes doiz pon-

tos ®*(2) e x=x%(3) 7 Primelro, vejamos o que acontece com a fungio

F(x) nesges ponltos,

38
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Sabemos que, se x*(2) & ponto fixo de F2&(x), entio necessa-~
riamente de existir x*3) # x*(2) , que também ¢ ponto Ffixo de

F2(x} e so

il

Fix*(2)? R SCH)

entioc

#

FUx®(3)) = x*(2)

Mas como

it

CFZ N (x®(2)) = FUIF(x*(2))) F'(x*(2)) = F'(x*(3)) F'(x*(2))

FrOF{x*(323) F (x%(3)) FrAx®{Z2)) F'{x*(3))

F2 Y(x¥*(3))
( *
ton-ge que:

F?2 '(x®(2)) = F2 ' (x*3n) (1.15)

o seja, a derivada de F?({x) é a moesma em ambos oS pontos  x*(Z2) e

®»e{3}.

Un outro ponto a ser abordade, ¢ verif{carmos que CcoOno Fix}

& simébrica com relagdo ac geu maximo (x{m) = 1/72) ., isto &, como

Fix{m} - A x)

il

Fixim) + A& )

ent. o, F (x>

i

F2(x(m) + Ax) = FIF(x(m) + 4 x)) = F(F{xm) - Ax)) = Felxim) -4 3
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tambeém ¢ gimdirica com relacio

Agoba, gerd que x(m?}

de

um maximo de F(x) gerd um mf

¥

de F%x) neste ponto.

Fe(x) 7 A reéposta é n3o. Veremos que o ponto xi{m)

a wim) 172,

m 1 /2 alindea continua sendo um mixime

1/2, que &

nimo de F4(x) analisgando as derivadas

_Sabemos que F2(x(m)) = F(?(x(m)))., @ que pela regra da c¢a-
dela: |
Felqxim)) = F'{F(x{m)}) F'(x{m)) = O,
pols x{m} = 1/2 sendo um:ponto'de néximo de F(#) »  tem—se gue
F'é{wiml) = Q.
’ Assim, x{m) também & um ponto erftico de F&(x). Hostremos

que ¢ um minimo, analisando a d

]

F2¥ {x{m)> Fr{F{xim))?

erivada segunda de F2(x{(m)):

F'iximlY Frixdm) + F'{Fi{xim))) F"{x{m))

FEr(pe(m)) = F"{(F(x{m))) [F (x{m))IZ + F' (Flx{m)>)) F"{x{m))
Ferisim)) = F'(F(x{m)}) F"(x{m?)
Agora, Fix{m)) = F(1/2) = a/4, E sendo F'{x}) = a - 2 a x,

ent3c F'{(a/4)

Por outro lado, sendo

F7 (x(m)) < 0.
Loge, F27(x(m)) > ©

Feixy.

Vejamos agora, onde FZ%(x) assume

do F2(x) = F(F(x)), entio

P2 (x)

a - a2 /2 .E para a > 2,

tem-se que F'(F(x(m)})) < 0,

FP{x{m)) = -Za como a » 1, entilo

+

y Implicando que x{mJ) € um minimo de

maximo. Temos gque gen~

FY(FGY Fr oo G
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donde F'(x) = 0 ou F'{F(x)) =0
Has F'(x} n¥o pode ger igual a zero, pols se i{sto ocorres-

se, o ponto procﬁrada gerla x(m) = 1/2, & egse ponto & um minine dea

F2{x).
Q.

It

Portanto F'{x}) # 0 e F'(Fi{x))

]

 Mas F'UF(x)} = 0 impliea em F(x) »{m), donde x = F7' (x(m))

‘ Como F(x}) & crescente a éﬁquerda de x{m}, decreacente a
dirgita de x(m), slimdétrica com relaclc a x{m) , devem exlgtir’ dois
pontos (1) € x(m) e W(2) > wm) em [0,11 tals que :

¥

FIX(L))Y = F{XC2)) = =(m)

€
2 2 '
dF(X} — dF(K) e ()

d x x=X{1] dx x=X({2)

Determinenos esses ponltos. Temos que:

Fix) = =x{m) = 1/2

donde

x = F-lixtmy) = F-las2n

Como

Fix) = a x (1 - %3

temos a equaClo:

-a X + ax - 1/2 = O

com solucBes:
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y - -8 + ¥ a2 2g

®(1)

~2a
& 1.163

_— -qg — V a2 ~

%(2) =4 VA —2¢
' —-2a

. Esses pontos, X{(1} e ¥X{2) , s%o encontrados graflcaménte
inde verticalmente para'baixo,-ao longo de x{m) = 1/2 até o 'gréfico

daz funcio identidade, e ent¥c horizontalmente até o grafico da funglo
Fi{x}. Desde que F{(x? tem um mdximo © ¢ siméirica com relagdo a esse
méximo, entdo devem existir duas intersecgles horizontals com -gréfico

de Fix): =(1) e ¥ (2).

Hostremos ent¥o que R(1) e X(23 s¥o pontos de méximo de

F2oo. , .
Vamos denotar Va?% -~ 2a = A , A > 0.

Primeiramente vejamos se ®{1) e R(2) gio pontos criticos

£

de F2(x), analisando a derivada dessa fung¥o nesses pontos:

i
o

Frixtmd) F'(x(1))

L
il

F2 “(R(1)) = F(F(R(1))) F (RN

i
H]
<

[

F2 (32} F'UF(R{2)3¥) F{x(2¥)> Friuim)s F'ox(23}
pois x{m) & um ponto c¢ritico de .F(x}, don&e F'ix{m)) = Q0. Assin,

%{1) e %(2) s%0 realmente pontos crftices de FZ(x).

Olhando agora para F?7(x), ainda nesses pontos, teremos:
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F27(501)) = FPOFGRI1))) FPUR(L)) FUAR)D) + FURGRAII)) FresicL))y o=

H]

Friwlm)) [F'(R(1)132 + F'{x{m)) FY(X{1))} =

Frix{m)) [F'(X¢1))12 < ¢

]

F2”§§(2}) F"(xfm)) [F'(%(2))1% < ©
pols F7{x{m})) < O.

Loge, F2(x) tem um mdximo em %(1) e outro méximo em (2.

Dessa fornma, F2 () teﬁ trés pontos cri{ticos em (Q,11:
%{m}, %{1) @ %(2). Em x{m), F2qx) tem um minimo e nom outros
dols, F2{x) tem ﬁm médximo.

Ja vimos o que acontece com o comportamento do sistema para
‘1 <€ a3 e com o comportamento do sistema para 3 < a £ 4 quando
x*{1) , bifurcando-se em x*{2) e x*(3), torna-se instdvel. Entretan~
to, com a variagl¥o cregcente do parimetro "a”, da mesma {orma que
x*{i) iornou—se ingtivel, x¥(23 e xX¥*¥(3) que s¥Ho inicizlmente es-
tdvels, tambeém tornar-ge-Ho instivelis. E 28 nosssa nova quesitio &: o gue
faz %x*(2) e %x*(3) tornarem—se instaveis?

Antes porém, & necessirio detxar clara a impossibilidade de
se fazer para F2(x), a mesma andlise feita para FIx) , j& que Fix)
tem um méximo @ F2(x) tem dois méximos em [0,11. O que podemos di-
zar da anilise feita en ?(x), g que ela & valida para qualquer fungfo
qua tenha um dnico ponto de maximo, onde o dominie e contra-dominio

s80 08 mesgmos.
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Voltando ao nosso problema: x%(1) , ponto fixo de F(x) e de
F2(x), Dbifurcou-se em x*(2) e x*(3), pontos fixos de F2Z2(x), int-~
clalmente estdvels, Has se x*(1) & pento fixo de Fi(x) e de .Fz{x),
entio aiguga relaglo deve existir em consequéncla disso. E de fato,
existe uma relagfo entre a derivada de F(x) e.a derivadé dé F2{x) ,
no ponto x*(1), Vejamos.

Primeiro Ltemos que, se x*(1) & ponto fixo de F(xi o FE(Q),

entdo:

xR

F (x*(1)) =
L4
Fe(x®(1)) = x*(1)
Portanto,
F2equ® (1)) = FUF{x%(133) F {x®(1)) =

FPdx*(13) F'x*(1)) = {1.175

[ F'(x*(1)) 12

it

ou seja, = derivada da fungo F2(x) em x*(1) & o quadrado da deri~

vada de F{x) nesse mesmo ponto.

Asslm, se a derivada de Fix) em x*{(1) , em valor absolu-
to, for menor que 1 , | F'Ux*(1)) | < 1 , ent%o x*(1) & estével,
com as lteragBes convergindo para ele. Pela equagdo (1,17}, BagUe

que O < F&'(x™(1)) < 1. Isto quer dizer que x*(1) & tanto ponto fi-
xo estivel de Fi(x) quanto de F@(x), pois o 8ngulo que a derivada de

F(x) e de F2(x) em x%*(1), faz com a horizontal, ¢ menor que 45°.
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Quandoﬂa derivada de F(x) no ponto  x*¥(1) & fgual a ~1, Le-
mos que F@'(x*{13}) = 1, com x*(1) estével. Isto significa que as
tteractes -ainda éonvergem para x*(1), émbora ocorra uma blfurcagdo
para Fix). Este tlpo'de bifurca¢¥o, que & denominada bifurcagio
Ygarfo”, dobra o peffodo da 6rbita periddica. Asgsim, a Srbita periddl-
ca que até esse ponto tinha perfodo um, devido a exist8ncia de um ¥ni-
co ponto fixo egtivel, x*(1) ; a partir de agora passarid a ter periodo
dois, devide ao desdob;amento de  »x*(13, en x*<2>' e wP{3 . ini-
clalmente estivels. |

0 que acontece nesse casc, € que os pontos fixos de‘ F2 (x)

s%o tals que x*(1) = x*(2) = x*(3), donde F{x*(1)) = Fix* (2)) =

= F{x®(3)).

Assim, quando a derivada de F{(x) no pento x*{(1} & , en
valor absoluto, malor que um ¢ isto &, IF'(x*(1))1 > 1 ) , pela
equagio (1.1?5, FZ2'{x*(1)) > 1 , correspondendo que a derivada e
F2(x) , em x*(1), faz um 3ngulo malor que 45° com a hortzontal. Isto
quer dizer que x*(1) |j& n3do & mals ponto fixo estdvel de Fx} , nem
de F2(x) ; © gse lsso acontece, as lteraglies em Fix) divergem dele,

para ent3o convergirem para x*(2) e x*¥(3), onde

w®®¥(2) = F{x®(3))

#

x*(3) = F(x*(2)),

inictando—se entdo ¢ clclo de perfodo-2.

Como antes, a estabilidade deste ciclo de perfodo dols depen-
de da derivada da curva FZ2(x)} nestes dois pontos, que comno j3 sabe~

- mog,d a mesma em valor absoluto, em ambos os pontos, Isto &:
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P22y

Fr(F(x®(2))) F'{x*(2)) Frdx®(3)) F'e*(2))

F2' (x*(3)) = FUUF(x*(3))) F'{x*(3)) = F' (x*(2)) F' (x*(3))

Olhando para os gréficos venos que, enquanto para alguné va—
lﬁfes do par@metro “a", x*{(2) e x*(3) 8%Fo tals que F'{x*(2)) < 0
e F'(x*(S)} <0, Ilsto é, F{x) & decrescente em x*{(2) e ®*x (3);
para outros valores do parﬁmetro ”g", x*(2) e x*(3) sBo tals que
Frax®2)) >0 e F (x*3)) <0 , ou seja, Fx) é crescente em x*(2)
e decrescente em x%¥*¥(3).

Asgim,
F2 ‘(x*?l)) = L ¢ Prix*@ F‘(x*(a)}-l., 1 = 2,3
E o critério para o ciclo de perfodo~2 ser estivel 4&:
! F?'(x*{:)) b<t 1723 (1.18)

isto é, a érbita periddica { x*(2), x*{(3) )} & estdvel enquanto o pro-~
duto das derivadas de F(x) em x*¥{(2) e .x*(S) tem um valor absolu-
to menor dque um. |

Como ém F(x), com a variacﬁm crescente do valor do parémetro
Far .( a » 3 3, a derivada de F?(x) em x*1) (i = 2,3, pasza do
valor +1 (FI1G.45, quandp ocorre a bifurcagdo garfo para Fix), e
aparece ¢ clclo de perfode-2; para entZo decrescer, passéndo pelo zero
{FIG.6), até o wvalor -1, (FIG.8). 0O gque torna x*(2) e x* (3}

instdvels , & o fato da deflvada de F%(x) ter nesses pontos o valor
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malor que =1 , a partir de uﬁ certo valor do par3metro "a”. Assin,
quando Fer(x*(1)) = -1 , 1 = 2,3, va dols pontos de peéfodo dois, so-
frem =a bifurcaqﬁé garfo, e cada um deles desdobra-se (ou bifurca-gel
em doly outros pontos, tornando-se instavel,

Além desse valor, os gquatro pontos gerados por x* (2) e
w*(3) pela bifurcag¥o garfo, s¥o iniclalmente estéveis-e corbespondem
a um ciclo de perfodo quatro, ou seja, s3%c os pontos flxos.ae FALa) .
Estes pontos, por.sua vez, com © créscimento do pargmetro "a” pela bi~-
furca¢¥o garfo, também tornam-se instévelé; cada um deles d&d origem a
dols pontos, diferentes dos pontos fixos de Fx), elformam um  ciclo
estivel de FEO) . Asgtm por diante, as bifurcagfes continusm mulbi-
plicando-se rapidamente com pequenas varlagfes do parﬁmetrd Ta”, en
ciclos estdvels de periodo 16, 32,“.,’2n
| Embora esse processo produzé uma infinite sequéncia de ciclos
estévels com perfodos 2" (n.—>Cﬂ), a ”janelaé de valores no qual ez~
tes ciclos s%o estéveis diminui prégress%vamente, de tal forma que o
prdcesso ¢ convergente, sendo limltado superlormente por a1gum' valor
do par8metro ~a" . Este valor criftico deo ?ar&metro ¢ um ponto de acu-
mulacfo dos ciclos de perfodo-2" [HY], e para a equaclo (1.9) tem o
valor alc) = 3,5700 (FIG.10a). |

Além desse ponto de acumulaglo (isto &, para a > alc)),
existe um nﬁmefo infinito de pontos fixos com perlodiclidades diferen-
tes, e um infintto nimero de diferentes ciclos periddicos. Existe tam-
bém um fncontdvel nimero de pontos 1ntciéis ®(0QJ , que die trajetd-
riag totalmente aperiddlﬁas,\embora limitadas. Tal gltuacio, onde um
nidmere infinito de drbitas diferentes pode ocorrer, & caracterizada

como  "cadtica” [L-Y1. Mas com o valor ¢rescente do. par8metro ”a”,
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ex£ste up valor (em a = 3,6786 - FIG.10b), no qual o primeiro ciglo
de perfedo fmpar aparece. Em princi{pio, estes ciclos tém perfodos mui-
to longos, mas cémé o valor do parémetro ”aﬁlcontinua a crescer, c¢f-
clos com perfodo cada vez menores vio surgindo;-até que o cliclo de pe~-
riodo Lrés aparece. Isto ocorre quando a.ﬂ 3.8284 (FIG.11). Apds este
valor, ciclos de perfodo 3.2" ,n=1,2,3..., surgem por bifurcag3o gar-
fo, até que se atinja novamente o caog.

Agsim, o que podemos dizer & que no caso de F(x) , a blfur-
cago somente ocorre quando F'(x*) = ~1. Para F"G0, iéto nic & mais
. verdadeiro [EN]l. Podem ocorrer bifurcagles em pontos flxos'de FPo(x
onde FRr(x*) = -1 ou onde F" ' (x*) = +1. Quando F“}(x*> = ~i, as

bifurcacﬁes. s%0 chamadas tipo "garfo” e guande FM'{x¥*) = +1 g¥c as

' b!furcagﬁes "tangenciais”™ que ocorrem. As bifurcagfes tangenciais tén

um perfodo que n%o é poténecia de 2 ,enquanto que. as bifurcagBes tipo
garfo tém perfodo poténéia de dois quando decorrem das bifurcac@es de
um ponto fixo. Ahs vezes, podem ser geradas por poﬁtos de bifurcag%o

tangente de peffodo K, e tem-se perfodos K.2% . As bifurcacgfes tan-

genclals ocorrem somente apda um cacs. Em nossa andlise, aumentou-se

El "

Nar ol g pgnto de n3o se ter'mais_drbftas periddicas; mas como a
cont;nuou a crescer, obteve~se um ponte (a = 3,8284) onde o comporta-~
‘mento do sistema admitiu novamente érbitas periddicas; porém desta vez

comegando conm bérfodo 3 , loge bifurcando-se en 3.27 ,n = 1,2,3,...,

e rr

até o novo caos. Mas o valor do parimeiro "a continuou a aumentar,
até que para um determinadeo valor, o sistema admitlu novamente drbltas
periddicas de perfode 4 , € assim por dlante.

Esse fen&meno de bifurcaéﬁo, que é mostrado na {(FiG.122,

possul um comportamento multo elegante na suas construgdo. Agora, a sl-
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ﬁ.sm-figum, ilustra alguns dos pondos thwos estdvels {—) e instdvais {~~=} de vdrios pericdos que podem
surgir pel processo de bifurcapdo na eé. {1.9]}

A esquerdg, o ponte fixe estavel forna-se instdvel e por biturcacde tipo garte do efriqem'a ciclos
estdvels de periodo 2% Aldm de a* 3.57 nenhum desses ciclos g’ estavel.

A direita, ciclos de perfodo 3 aparecem por biturcapdo tongenie: um ¢ iniclalmente instdvel; ooy
tre & inicialmente estavel e ftorna-se wistgvel dande origem a cic!os_ estdveis de pericdo 32!-.' que
tems wm  ponto mite em o+ 38485 N '

A mudonga de escale no &ixo ¢, foi necessdrin pora - se colocar os deis examplos numa mes
ma figura. ’

Fits. 12

55



tuagBo & bem diferente gquando encdntramés o fenbmenc todo Jj4& farmado,f
Descobrir neétaa situagBes qual o comportamento do sigtena, & uma tawé
rafa diffcii, pogém ndo Impossivel !

A' bifurcagdo que dépende de um par8metro, isto &, quando um;
ponto estivel tornaQSa instédvel, a0 mudar-ge um pérémetro, dando lugar
a,ﬁbis novos pontés_estéveis de ordem superior na hierarﬁuia das ite-
ragBes, denomina-sge dobra.de perfodo. No nosso case, tsto acontece ac
mudar~se o parimetro ”a;¢ Nossa primeira dobra de perfodo aconteceu em
a(i)_-‘= 3, logo para algum a{2) > 3, velo a segunda dobra de perfodo,
e asslm por diante. Como temos a restrigZo de que a € 4, os é(n}
valores do parmetro "a”, para 0s quals os perfodos dobram-ze, ou se~
Ja, os valores de "a” para os quais os pontcs egtdvels egtdo para tor-
nar-se instévels, devem convergir para um certc a_, , onde o processo
-E%rné*se aperiddico. Se al(n) € o valor de ”"a” para o qual os perfo~

dos dobram pela n-édsima vez, Felgenbaum [FEl, obzervou que:

(1.1%

fim alnfll—caln) - 4 sgo2016 .. = O
N~ oo a{n+2§"a(n+l}

Este numero & , a constante de Felg%nbaum, ¢ untversal .Asstm,
todos os sistemas que dependem de um parimetro e que apresentam bifur-
cagles que dcﬁram o perfodo‘da Srbita periddica, cumprém (1.19) .Exisg~
tem ainda, mulitas questBes sem resposta nesta drea, e muitos fendmencs

matemndticos que n¥o s¥o bem explicados.
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0 interesse na apfesentacﬁo destes tipos de modelos, 6 a gua
aplicac¥o em dinfmica de populagles. 0 modelo em uma dimens%o, & mate-
maticamente o© ﬁals simnples, em.dimensﬁes majlores, os fendmenos aio
mals complexcos. Hesmo assim, a caracteristica ﬁarcante destes modelos,
s%c as flutuagles periddicas da populaglo Que & um fendmeno que obsér“
vado na natureza com quase todos os tipos de populagBes. O fato de que
esgas flutuaé&es acontecem no modelo.dlscreto em uma dimensdo, e n3o
acontecem no andlogo continuo, é uma boa Indicaclo de que as equagles
discretas s¥o bem mals apropriadas como modelos poepulacionais. Pordm,
" n¥%0 deixa de ser bastante éstranho que o andlogo discreto dé um modelo
cont{nuo e 0 modelo continuo, tenham comportanentos um-pouco diferen-

tes. Esta aparente "patologia matemdtica” serd considerada mais adtan-

te.
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PARTE 11

A andlise feita no capftulo anterior, teve como pressuposto,

o cregcimento de uma espécie "isolada” no silstema ecoldgico, onde asg

geracles apareclan em intervalos regulares no tempo, ou seja, a repro-
dugfio da espécie era a sazonal. A digcretizacio do modelo coﬁtfnuo de
Verhulst, résultmu nun modele expresso por uma equagio de diferengas,
énde os paranetros bisicos eram a taga de crescimento da espécie e =

taxa de competicdo inter-especi{fica. No entante, diflcilmente a reall-

A ég:%a}:— %ﬂ%a#’%@owmw“ el

dade pode ser reduzida a apenas umaz espécle. UOs Inimigos naturails
exiétem, e a compebtiqlc peia sobrevivéncia entre espécies difersntes &
assim, lnevitdvel.

‘Desta forma, os capftulos que seguem dedicam-se ao estudo das |

formas de lterag¢3o entre espécles. & situagdo agora, € a de duag espd-

ciea distintas compart!lhando um certo sistema ecoldgico que pode |ir,

desde a 1ndepéndéncia total entre elas, que € ¢ caso anteriormente es-
tudado, atd a dependéncia total de uma espécie na outra. | %

Convem entretanto sublinhar-ge qué, para esta andlise conti-~
nuar sendo realizada em tempo aisgreto, 6 necessario se SUpoOr uma cer- N
ta simultanelidade de reprodug¥o enire as duas espéciez. Isto & devido i

a0  fato de que se considerando At e A t', o intervalo de tempo f
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que as duas egpecles E(1) e E(2) reproduzem-se, se n3o existem in-
tetros ny e ny .tals que n; At = npAt’, ent¥o n¥o & possivel
discretizar o tempo. De fato, se At = 1 e, por exemplo, At =N

n¥o existird transgitividade na equagieo de diferengas, Isto &, se

x{n+1) Fii{x{n}>
yin+l) = Fp(yind)

ndo serd possivel a discretizag¥o onde:

il

x(n+2) = Fl{F1(x(n))) e

v(n+2) = Fp (Fp (y(n)))

J& que, sendo %%. ndo racional, nﬁnca exlstird uma sinéronizaqﬁo nag
reproductes,

Uma ocutra forma de interpretacfio de modelow discretos de
duas egpeécies ou duag varldvels ¢ admitir-ge espécies uUnicas. HNeste
seﬁﬁida, necegsariamente, leva-se em conta as mudangag que ocorrem nasg
mesmas, podende uma das variéveis representar a fase " jovem”, e a ou-

tra varisavel, a fase "adulia” da espécle apds a metamorfose,.
. 0 que serélfeito naestes capitulos, pode ser Lraduzido num eg~
tudo'de equacles de diferen¢gas em duas varldveis. Inicialmente, consi-
deraremos duasg espécies compart{lhando o mesmo sistema ecoldgico & as
fo;mas de interagdo entre elag (CAP.II1J. Em segﬁida, conslderaremos um
modelo que & uma varlagHeo do primelro, pois a espdclie em questio &
dnica, con duaé classes etér!aé: o5 jovens e og adultos. Este vitimo,
& uma simplifica¢do do modelo Leslie (CAP.III).
Ha andlise do capftulo-lil conslderaremos que toda populagHo
Jovem de uma determinada geraglo consegue sobreviver até a geraglfio

praecedente, tornando-ge adulta. Entretanto, indiscutivel & inevitavel-

mente, existem fatores que impedem que a total sobrevivéncia da popu-
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lagdc apds uma unidade de tempo, seja uﬁa realidade obgervivel, Apesar
disto, estey fatores nic poderfc fazer parte desta andliise pols certas
simplificagles éﬁo necesgarias, e devem ger feitaw para obtermos um
modelo, qua'anélise matematica esteja de acordo com o=z noS$os_ propd~
sitos. Isto limita a aplicag¥o do mesmo em processos ecoldgicos reals,
existindo portanto nesse estudo a desvantagem sob o ponto d?. vista
ecoiégico; . |

Faz-se¢ necegsgério entretanto sublinharmos que, se por um la-
do existe essa limitagHo, por outro 1ad0,lo comportamento real dos
processos ecoldgicos aparenta ger em tempo discreto. Sem ddavida, isto
indica qﬁe ag equacles dlscretas s%c mals apropriadas como modelos po-
pulacionats, sendo o tempo continuo uma simpliflcacdo menos .fiei da
reélldada; porém historicamente adotadé na analise matemitica de mode-

los ecoldgicos.
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CAPITULO 11

Neste capftule, faremos uma andlise das‘equacaes de diferen-
cas em duas varlavelis, onde cada variévei representard o nimero de in-
dividuos de uma espdécie.

Suponhamos ent¥c que, num certo sistema ecoldgico .existam
duas espécieg E(1) e E(@2) , sendo.respectiﬁamente, x(t}'.e yit) o
nimero de individuos de cada espécie no instante t ; & (03 e y(O)
o :ﬁmero intcial de individucs de cada esﬁécie no instante L =0, A
din&mica. de interag¥c entre as espécies depende somente dos valores
das varldvels x(0) e y(0), gue iniclalmente devem ser n%o nulos,
pols n¥o se considera nesse modelo a gerac3o espont@nea das espécies.
& pafttr disse, © que ocorre no slstema, é consequéncla das duas espé-
c¢ies compartilharem o mesmo sistema ecoldglico. Certamente, as competi-
¢Ges Intra e inter-especiflicas exiétirﬁo, se jam elas benéflcas ou ndo,
desde que ambas as espécies dependam das mesmas fontes de alinento, ou
do mesmo espago f{sico habitdvel no sistema,.

Negste contexto, exigiirfio n;=x{t) nascimentos para a espécie

E(1) e npy{t? nascimentos para a éspécie E(2) , ou seja, n; €& =a

Laxa de reprodugZo de cada espécie E (i} (i 1,2). Por outro lado,

existlrio também myx{t) Iindividuos de E(1) , e myy(t) individuos
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dé E(2) , que n¥o sobreviver¥o devido a competicdo intra ou inter-eg-
pecifica, isto &, mi & a taxa.de morte de cada espécle E€1},
(1 = 1,2). Disto, segue que: 8} = ny - m; e az = np - mp s¥o, res-
pectivamente, as taxas de crescimento de E(li e E(2). A formz mals

simples de se representar este modelo, € através de equagles diferen-

clais:
dx = ;
— =W Gy xR, v)
d1 '
(2.1}
4Y =y Golx,yy
dt
com
Gl-{}{,y) = a, +t bl ¥+ Cy oY
(2.2)
Gp(x,y) = Bz + cp x + by y
fungBes lineares. Esta é a forma gerai do modelo linear de Lotka- _ﬁ

-Volterra [LG,V01: o primeiro modelo onde se anallsou as formas de in-—
teragdo entre duas espécleé em tempo continuo.

G sigﬁxficado ecoldglco dos pardmetros de G3;(x,y? € andlogo
ac de G2(x,y). Assim, a) ¢ a taxa de crescimento da espécle repre-
sentada por x, E(1) ; bi <0 ¢ a taxa de compelic¢¥o intra-espec(fi- ?E
ca; e c; <0 & a taxas de competicHlo Inter-especifica. Agora, se‘:“
|+ >_O, ent¥e bi & a taxa de cooperagfo intra-especi{fica de Edl1),

e se ¢y » 0, entlo c¢; € a taxa de cooperagfio inter—-especifica entre

62




E(1) e E(2). 08 casog particulares, ondé alguns dos par8metros a(
by , ¢f {1 = 1, 2} 830 nulos, devem sger interpretados como acima. Por
exemplo, no mnmodelo cldssico de predador-prega de Volterra, tesze
by =h2=0, ay >0, ag<0, ¢c1 €0 e ¢p >0 . Isto significa
que n3do ex!sie compet i¢do intra-especi{fica, e que a éspécie fepresen~
tﬁga por "y" , é predaaora da espéclie representada por "x”.

'Pademoa notar também que G){X,¥) n¥o &, em geral, uﬁa trang-—
formagic linear J4 que, 631{(0,0) = a; nem sempre & nulo. Altds, nos
casoz mals interessanteas, a; ¢ genpre nIo nulo.

Apesar da aparente simplicidéde das equagles diferencials do
mnodelo (2,1}, devido a linearidade da restricio (2.2}, a=s suas solu-
¢Tes poﬁem ser obti&aa em sltuagBes multo particulares. Mesmo se fa-
zendo a simplificagiio (2.2), o modelo (2.1} nem sempre tem soluglo
expl{cita, isto é, nem sempre & possfvel se obter x{t) e yt) que
varifiquem as equagles diferenclals de (2.1).

Ags wvarfidveis, "r" e "y deste modelo, devem flcar restritas
ao pnimeifa quadrante, jd que, qualquer valor negative que elas possam

~agsumir, certamente ndo terad sentido, pols estamos lldande <¢om cresci-
mento populacional.

0 estudo deste modelo em tempo cont{nuo nio & o objetivo deg-
te trabalho., Queremcos gim, anallisar esses modelos em tempo discrete,
J& que o comportamento real dos sgistemas ecoldgicos aparentemente
acéntece nesta forma. Fazendo-se entdo, a discretizac8o do mnodelo con~

tinuo de Lotka-Voliterrs pelo M¥étodo de Euler, e normalizando o passo

da dlscretizagdo no tempo At = 1, obtdm-se:
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Hi

®{n+1i)d Fi{xin),y(n))

®in) (Gidx(n) ,y(nd) + 13
| (2.3)

i
it

yin+l} = y(n) [Gop(xiny,y(n)) + 11 = Fa(x{(n),yind)

0 significade ecoldgico dos parametros de Gi (xin),y{n)?},
~i=1,2 , & andlogo ac modelo continuc; com ®{1),y(1) Gi=1,2,...,n,...)
denotanéo o tamanho da peopulacdo na geragdo (1) da espécle EC1) &
E{2}, respectivamente.

Sabemos que o objetivo de qualquer pOpﬁlacﬁo ge reflete na
tentativa de atingir um estdgio onde exista um equilfbrio populacional
n¥o nulo, e que, nesta tentaliva, vérios tipos de comportamentos poden
ocorrer. Constderando-ge que_no modelo (2.3), duas espécies comparti-
Iham o megmo sistema ecoldgico, poderizo existir entBo si{tuagBes, onde
spenas  uma espécie sobrevive; outlras situagfes em que ambas as espé-
cies {icam extintas, e a maly interessante deias; quandoc exlste uma
interagBc entre as esgpdcles, levando-as a uma convivéncia estével  no
tempo, sem que haja a extingdoc de nenhuma delas. De uma forma ou de
outr}, a populagio certamente tenderd ao equilfbrio.

Neste contexto, © nosso objetive serd o de analizar o sistenma
(2:3) em torno dos seus pontos de equilfbric. Estes ponkos, s3Ho os
pontoz fixos do modelo (2.3).

Primeiramente ten-se que (x*,y¥) = {0,0) é sempre um ponto
fixo de (2.3). Agora, num ponto fixo qualquer, Pp = (u*,y%*) , deve-
-s¢ ter que:

Gy {xX,y%) = O

(2.4)

il
<

Gaix®, y*)
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J& que os pontos fixog de (2.3) s%o obtidos, fazendo-se:

®{n) = »*

*{n+l?

(2.5

it
it

yin+i) yvin) v

Egtes pontos fixos ou pontos de eguilfbric poderdo sér, Lanto
estdvels, guanto instivels. PortantoJ-o egtudo que faremos estard ba-
seado na andlise da estabilidade ou_instabil!dade do sistema (2.3},
" Para isto, basta analisermog o comportamento local do modelo, através
da sua linearizagdo em Lorno destes pontos.

A fungdo: Fixi{n),yi{nl)) = <Fl€x(n),y(n),Fa(x(n),y(n>):@?2~> RZ
¢ una fungfo diferencidvel com fungBes coordenadas Fi Oednd,vindy,
i. = 1,2, cada uma delas d!ferenciévelﬁ fazendo-se a linearizacic de
_F(x(n},y(n)) em torno dos seué pontos fixos pelo desenvolvimento de

Taylor e, n3o se conglderando og termos de ordem malor ou lgual a

dois, obtém-uea;

Fy (x(n),y(n)) m Fy (x%p%) + 9P o - %)« 2Ry oy
a}( Pp i EN Pp
Fodxi{nd,yind)) = Fpix* y¥*) + 25 {(x - =%} + éﬁ? (y - y*)
X iPg 2y lpe
donde ;
Fy{in),y(n)) 2 x® [G){u* ¢¥) + 11 + dh (x - x*) + iifl[ {y — v%3
dx IPp a}f Pg ;
(2.6) .
Faixind,yindd) = y* [GzI(X* y*) + 11 + -Qj? (x -~ x*) + éﬁk {y v |
: d x Y |pg
URICAMP
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Tomando-se:

ten~-ge
Fp {x{n),y(n}) - x*
Fgﬂx{n},y{n}} -y
De (2.4}

e
Fpi{xind,y(n)) - x*

Fp (x(n),yn)) - y¥

Podemos representar (2.9) na forma matricial;

Fpixin),y(n)}y - x*

Fp {in),y{ni) - y*

onde

md
Fat

g
Pt

tem-se Gilx¥,y*) =

J Ax®E, v

Ay

oy Bl x{n)
_ 551 51
- Bz

- b XIPF o :1'2
¥ IPg
X* Grix*,y*) +0; (xin) - »™)

y* Galx*,y¥) + Q0 (x(n) ~ x¥%}
Gp {n¥,y¥) =
Ql (y(n3

O {(x(n} ~ x¥) +

Op(xtnd = x*3 + Bz (yimd

. 66

{(2.73

+ B1tytmy ~ y®

{2.83

+ Bz (ytny - y®

0, portarto,

_ Y*}
{2.93
- y*}
- w¥*
- y* (2.10)
(2.11)
3




¢ a matrilz jacoblana de F{x(n),y(n)) _né ponto fixe Pg = (x* y*),
Quando a matriz J (x¥ y*)  tem dois autovalores distintos,

A D) # N2 , entdo J (x¥,9vy*} pode ser reduzida a uma 'matrim__

diagonal N\ , isto 6, leva-me a matriz (2.11) a sua base de autove-

tores. Para tal, basta multiplicar a matriz J {x*,y*) pbr uma matrizi?

P , de mudang¢a de basé, n¥c singular, tal que:
N¢R 0
0 “)\<2>.
fzto transforma a matriz J (x¥%,y¥) numa matriz gimilar a

N 0

N - ~ , onde A(1) # A(2)
&
9

O SN

Hegte contexto, tem-se que ¢ gistema (2,10 tenm um comp0r~h

tamento local, dentro de uma vizinhanga de (x¥%,y¥*), andlogo ao_siste“;

i

fmas

: L
F1(x(n),y(n)) - x* PSS! o %in) - x* ¢
] o= (2.42)

Foilxi{(n}),y(nly ~ y*¥ 0 ENE-S vind) — y* .

E consequentemente, a equagBo original (2.3) tem um compor-

tamento local numa vizinhanga de (x*,y%*) anélo@o a:
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win+i} - o a A1) (x(n}lu ®*)
(2.13

yin+l) = y*x o AN(2) (y(n) = y*)

para {x(n),y(n)} suficientemente perto do Pg = (x*,y*}.
Portanto

®(1) - x* = A1) (x(O) - =™

x(2) - x* o A1) (x(1) = x*¥) = N(1) (%0 - x™ '
M .
‘ %
L 9
'Y
n+l
2 N (1) (k0 - %)

x{n+1) - x*

Analogamente,

e

y(i) - y¥* N (2 (yl0) ~ y*)

y(2) - y* = ANH2) (yO) - y®

IF

n+l

&
>

yin+l) - y* (2) (y{0) — y*)

Y-




: nal I
Logo, se tA(1)1 < 1 N7y, n -> o0 |, faz-se cada vez

menor € x{n+l) converge para =¥ . De forma anfdloga, se PR (2 <1

}ﬁ+1 (2) , n => oo , faz-se cada vez menor e yi{n+l) -> ypx
Assim, ge IANCY e IAN(2)! s3do menores que um, a distin-
cla de (x{(n),vin);} ap ponto fixo {x*,y*) & menor gque a disténcla

de (x(0),y(0)) aoc ponto fixo (x¥,y*). De fato, essa distdncla dimi-
nui, =a medida que n <resce, e a cada iteragdo ficamos mais: e ma;s
préoximos do ponto fixo.

Poz;tanto, ge IAWUI , IN(2)I <1, o ponto fixo (x*,y* )
¢ um ponte "estdvel” ou Tatrator”, com as lteracles cénvergindo para
ele. Da mesma forma, pode-se dtscorref para ver que, se €7\{i}i > 1
ou se IN(2)1 > 1 o;pcnto fixo Pp = (x*,y*) & um ponto “instdvel”
ou. "repulsor”, com as lteragles afastando-se dele na componente onde
ol seu correspondente autovalor ¢ maior que um.

Resumindo, tem-se que se os autovalores B8%c &m valores abso~
.iutoé menores que um, entdo o pontc-leo Prp = (x¥*,yv¥) & astivel ou
atraﬁor, e F {xin}),y(n2’ convergé para ele. No caso de, a0 menos um
~ dos autovalores ser malor que +1 ou menor que -1 , o ponto fixo &
instdvel ou repulsor e Fix(n),y(n)) diverge dele.

Para obter-se og autovalores, néte que de (2,103 e de

(2.12) tem-se:
o 1 ®{n) = x* A1) 0 ®(n) - x*

Olp 52 yin} - y* 0 INVITE yin} - y*
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Fate sistema item soluclo n¥o nula somente se o

oy - AL B

iH
<

det

o e N

h— )

f

ou seja, a condi¢%o necegsdria e guficiente para N ser um auvtovalor

de J (x*,y*) & que det [J =N 11 =0

1
i
b
4
i

Agora, se Pr = (¥ y™) & um ponﬁb fixo de (2.3 , sntio a

equagBo caracter{stica da matriz jacoblana de (2.3) 4&:

Gyl a*, y*) + x>0 + 1-A - : * 251
d % ipg , Y 1Pg
=0
det
y* 962 Golx®, y*4 y* 262 4+ 1~
dx IPg | | Y |pe
- - i
Vejamos primelramente a esgtabilidade do ststema no ponto
Pe = (0,0) , onde temos a.aeguinte equagdo caracteristica da matriz
Jacobiana: ‘ ' -

— -

61(0,0) + 1 = N\ o
det ' | = 0
o Gg(0,0) + 1 - A
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Resolvendo—~se ¢ determinante, obbemos:
N = NG (0,00 16, (0,00 +21 HG1(0,0)6,(0,0)46, (0,0)+G, (0, 0)+1 = O

donde

7\15 [G1€0,0) 4 62(0,0) + 2 1 X [G1¢0,0) ~ G2(0,0]
_ 5 .
E oz aubovalores obtidos s¥o:
NI = 1+ Gy (0,00 = 1+ ay
N(2) = 1 + Gp (0,00 = 1 + ap
0 ponto fisxo Pg = (0,0) ¢ estdvel quande os autovalores
ANy e N{(2) s¥0o em valor absolute, menores que um, isto &, quando

. ﬂk(1)1‘< 1 @ IN(2)1 < 1. Nesse'casb, teso acontete somente quando a
taxa de crescimento ay da especie E(L) {repregsentada peor %X} e a
Laxa de crescimento azx de jORSEY (representada por vY egtiverem no
intervalo (-2,0). Biologicamente, is3to significa que as duas espdoies
irdio a extincﬁo; J& que (0,02 & um atrator, ficandeo portanto um caso
desinteressante.’

Velanos entZo as coﬁdicﬁes gerals de estabtllidade num ponto
fixo qualquer P m.(x*,y*).
Como Gr{n®,v%*y = Gz(x*;y*) = 0 , a equagdo caracteristica da

mabriz jacobiana em (X*%,y*) &;

71




x* by + 1 - N ®¥® £y
det = 0
y* cp y* by + 1 - A
J& que
d G = by 261 o
I x lpg ay IPg
_. i
s | :
96| 982] =u, i
4
-

Resolvendo-se ent3do o determinante, obtemos:

kﬂ"“}\{?{*bl + y*bz + 2) + X*y*bl bz + Q‘{*bl + y*bz + 1 - X*y* <1 Ca = O

z.14) ¢

donde E
B = (x*by - y* b)? 4+ 4 x* y* ¢y ¢, (2.15) |

3

72




O primeiro termo de (2.15) & =mempre positivo, e desta formp
temos dols casos a serem analtsados. O primeiro, acontece quando < e
cp té&m o mesmo sinal: e o segundo quando tém sinais contrérios.

Ho caso de c; e ¢ tefem 0 mesmo sinal, poderd existir
uma competiclo ou uma coopera¢o inter—especifica, dependendo de ambag
serem negativas ou ambas positlivas, respechivanente. Esse & o caso on-~
de §$ aétovalores s¥0 reais.

Quando c; @ éz.tém sinais contrdrios, exlste simultanea-
mente uma cooperagio @ uma compelig¥o entre as .espécies EdL) =3
E{2). Um exemplo disso seria ccﬁsiderarmos E(2) como.tcdas as fontegm
de alimento de E(1), que‘é'uma situacHo cldssica do modelo predador-
presa de Lotka-Volterra. Ha auséncila de E(1) , a espécle E(2) creg-
ce sem limite e na asuséneia de E(2) ,a espdcie E(i) morre de fone.
Aéaim, enquanto E(2} colabora com E(1} gervinde de.alimento; E{1)
proda em E{(2), Neéte caso, o= autovalofes peden chegar a ser c&mple»

®%os conjugados,
Facilitemos a notagfo denotando por:

L= = ¢ x*by + y* by )

1

{2.16)

( m* by + y* 32 )

=
H

73

-




12 CASQO: ¢, ¢ 2 O { wesmo sinal)

De (2.15) e (2.16) tem-se que:
A = K% + 4 x*y¥ gy c»

Como ®* >0 , vy¥5> 0, temos . A positivo e o8 autovalores

880 realg.

Ent 3o,

Ay, = 2—(;3:\/’_5; =1 - QI VE) ¢ g (2.47)

Anallsemos agora o que. acontece com A (1) e N2 quandp
Va >0, e VE < £l . Para ambom os casos, {1 pode ser tanto ne-

gativo,quantb positivo. _
12) Quando VA > {1l , tem-se que {1 — VA < 0. Isto

quer dizer que uma dag rafzes de (2.14), & gempre maior que um. Por-
tanto, © ponto fixo & instdvel sempre que VA > [N} |
22) Para o caso onde V4 < (L e {1l <0, tem-se qua:
N-Vd <o & £l + VE <0. Logo as rafzes AN (1) e AN (2) sfo
sempre matores que um e o ponto fixe também & Instével.
32) Quando Vi o< N e 1 > 0., téem-se que {1 ~ VA > 0
e 1 + VL > 0. Assim, A1 €1 e N (2 <1 e dessa forma o ponto
fino & eptdvel., Heste casco, entretanto, N (1) ou }n(Z) podem as~
sumir o valor menor que -1, e o ponto fixo torna-se instivel. Quando,

por éxemplo,l?x(i}l <1 e N2 = -1, ocorre a bifurcagBo éarfo, Agsim,
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..1ﬁ)_\¢2_';<}\(1'1<1 _ (2,173

(D AVE) o, O-VE ) o
2

~-l=1 -
, 2

2.17>, NI + VYD =4,

E a bifurcagdo garfo acontece se, em

Portanto, se N + VA < 4, entio N (2) é sempre major

-1 < N2 < N1y <€ 1 , temos que © ponto fixo,
+ V& < 4. Caso 0 +¥Va > 4,

gue ~-1. E sendo
Pg ., € est dvel senmpre Jque n

o ponto fixo Pp ¢ instavel.

- Resumnindo temos:

1y VB >IN} === Py & instavel

|

i1y Vo < 0 ] < 0 ==—mP & instaval. .
b

LD VET < N, N >o0e O + VB~ > 4 = Pp & instével

o

w3y VEE < 1, L »o0e O+ Va <8 =P ¢ estével.

Fe-
&
o




2% CAS0: ¢y ¢, € 0 (ginais contririos)

De (2.15) e (2.16) tem-se que:
&-‘“Kz-"éx*y*clcg

e peara K% > 4 x*y* c; c; as rafzes de (2.14) sZ%o reails. Caso

contrério, ag rafzes serfo complexas.:

Analisemos og dois aub;éasoa:

2n) Ralfzes raaia

Para isto, & dgve éer.positivo. Eﬁtﬁo deve acontecer:

K% > 4 x*y*cy cp - (2.18)

Este caso é andlogo ao primeiro, com a condic¥o (2.18) in-

clastve.
2b) Rafzes complexas

Heste caso, 4 ¢ negativo e

_ (O 2 VA
Ny = 1~ o

s¥0 rafzes complexas conjugadas,
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0 médulo de hcada- uma dag rafzes, nada mals & do que
N1y N (2) , ou seja, ¢ o termo independente de (2.14). Assim, se o

termo de (2.14) que n¥o tenm ‘}3 ou AN, for BEeNnor que um; ou seja, S&

0('xky*b3b2+x*b]_+y*b2'+1“}t*y*clc2< 1
ou . .

-3 £ x*y¥ (by bp - €1 €2} + x* by + y¥by < 0O

ento o ponto fixo, Pg, & estdvel. Caso contrério, Pe & 1nétéV@1..

Quando este termo vale exatamente um, isto &, gquando
x*y¥ (b; by - ¢; €z) + ¥ Db} + y*¥ by =0

ou guando

b1 : b2
y* x¥*

"blbz”“chEN

acontece a bifurcag¥o Hopf.
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Portanté; pedemos resumir as condi¢Bes de establitdade do

ponto fixo, Pp » da seguinte forma;

Hopf.

Raizen reals:

.Se A& > O, o ponto fixc Pp é estdvel somente se:

2y N >0

by VA < 0N

ey NI+ Va <4

Com
fl = - (x*¥by + y* by)
A e

(x* b + y* ho)  + 4 w®*y*cq ¢
Rafzes coumploxas:
Se A < O, o ponto fixe P, & estivel somente re:
: ‘ |
< (1 + x*¥Dby ) (1 +#y*¥bp) -~ x¥y*c; ¢, < 1 (2.19)

Ho éaso de se ter (2.19) igual a um, Lem-se a bifurcacio de
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CAPITULO 111

t

A propoéta de estudo deste capftulo serd baseada na anélise
de um modelo simplificado do modelo de Lés!ie, que deacre;e o cresci-
mento de uma ynlca espécie dividida em duas falxas etdrias.

Sendo tal espécie assinm definida, consideremos ent3o Ey , a
espécie representada pelos indlviduos ”Joveﬁs", e Ey a espécle que
denota é segunda classe etdria, os "adultog”.

Q modelo qué anal isaremos, serd restritc a equagles de difes-

rengas da segulnte forma:
-

x{nfi} Fixiny,yinid
{3.13

yin+1) = x(nd) Gix(nd,yind?

onde F{x(n);y(n}} & uma fungdo que depende da densidade populacional,
ou seja, o tamanho da populag¥o " jovem™ apds decorrer uma unidade de
tempo, x(n+l), depende do tamanho da populagdo "jovem” existente na
geragdo precedente, x(n), e do ndmero de ” jovens” que nesta geragio éa
tornaram "adultos”, y(n). Por outro lado tem-se que, apenas uma parce-

la de indiv{duos da primeira classe etédria sobrevive ao decorrer uma
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unidade de tempo, tornando-sze ”adﬁlta”. Define-se ent3o, GI{xin),yin))
como  sendo tal parcela de Indlviduos ” jovens” que sobrevivem para a
segunda clagae eiéria, de tal forma que o tamanho da populag¥o “adul-
ta” apds decorrer uma unldade de tempo, y(n+1}, é diretamente propor-
cional ao nuimero de Jjovens existentes na geraclo precedente.

Hegte estudo, Gix{n),y(n)) serd congiderada uma constante:

It
]

Gix(nl,yin})

e Fix(n),y{n)), sendo a fung¢lo cléssica de Leslie ¢ da seguinte forma:

ii

Fix(n),y(n)) = bea xnd+Byn)) expl-atd x(m)+B ynd)11  (3.2)

0 modelo (3.1} ¢ analisade por J.Guckenheimer, OG.0ster e
A.Ipaktchl (GOI] sob certas restrigdes; e, sob estas mesmas restiri-

-

¢8es, o© noeso esgtudo sera desenvelvido, embora satbamos ser nmuito pou-

co prévével enceontrarmos uma sitﬁag%o eccldglica real, goverpada por um
sistema de equa§6es do Lipo (3.1); este modelo & }nteressanie peio
seu comporbamento perto dos pontos fixos.

Az restriqles sob as quals este modéio (3.1} sgerd estudado,

BHO:

iy d = B_ ;aignificando que a taxa de reprodugio da es-
pécie Eyx e a de Ey , 830 iguails.
iy a X = aB = congtante = 0,1 , & a Laxa de compeltl¢¥o in-

ter—especifica, pelos recursos. disponiveis.
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b)) Gx(m),y(nd) = 5 = 1, fmplicando que toda espécie jovenm
congegue sobreviver apds uma  unt-

dade de tempo,tornando-se adulta.

Com {sto, obtemos um modelo simplificado de Lesiie, da forma:

L

®(n+1) = r Ix(n)+y(n)] expl-0,1 [x(m+y(nd1) = F [x(n),y(n)]

(3.3

IH

yin+l) x{n) = Fpixind,y(n)l

‘0 nosgso objetivo serid o de exsminar a natureza das trajetd-
rias geradas por (3.3) quando o parﬁmeﬁro "r” & variado, ou seja,
gquando a taxa de reprodug¥o ¢ vartada. Na verdade, queremos saber
"guando” podemos considerar que um equilfbrio pepulaciconal € atlngido.
Hais ainda, qguals os parﬁmetfos que devem e podem ser controlados, a
fim de evitarmos uma'superpopulacﬁo ou uma exting¥o da espécle; ou pa-
ra ans de controle bioldgico, quais os parimetros que permitiriam ex-
Linguir ou manter a espdédcie em nfvels minimes, Esses par8metros ‘ podem
referir-se, tantce as condiqBes climaticas e aos inimigos naturais que
a eépéc!e enfrenta para conseguir manter a'sua sobrevivéncliaz, quanto
as fontes de recursos naturals disponfveis para sua alimentag3o.

Comeceﬁos enﬁﬁo deterwminando o ponto de equilfbrio (ocu ponte
fixo) do modelo, que € o ponto onde o crescimento populacional ¢ esta-

ciondrio, fazendo-se:

it
x
*

[

®i{n+17 »®{n)

HH
i}

y{n+i) yin? y*
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Como de (3.3) tem-se:
yvin+1) - winl,
No ponto filxo Pg = (x*,y*) deve-se cumprir:

®{n) = %

]

»i{in+1)

1
|

y{n+1} vin) Yy
vin+l) = xin’

E o-ponto)fixo, Pg ,flca caracterizado por: x¥% = y*

Assim, ’
| x¥* = pr(2x%) exp(-0.2.x%)
ou '

Como nos modelos anteriores, aqui tambdém serd feita uma and-

lise a respeito da estabilidade do sistema (3.3) , através da linea- g

riza¢3o em torne do seu ponto fixo .. Consequentemenie, podemos asslnm

g_:.:i
ter uma 1déia do comportamento do sistema numa vizinhanga deste ponto. }i

Para 18to, calculemos ent¥o as dertvadas parclaisg de (3.3).

gﬁ = 1 expl-01{x+y)] =0, ir{x+y)exp[-0,11x+y}]
=7 _ _

8f1 . 3R

Jy dx

SF2 1

dx

afz = ¢

Jdy

B A X
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Fl . aF1

Ko ponto fixo Pp , o valor de 5% ° Ty é:
{(3.%
d Fi BFll | | '
‘ ot - -»»—-[}.ME,I‘I(ZF}] g
g x Pg QY Py 2 D

e a equagHo caracterfistica da matriz jacobtana #:

D - - D
det ) = O
1 ‘ N

Resolvendo-se o determinante, oblemos o seguinte pbiihﬁmio

caracteristico:
PN =AN? -ANp-D=0 (3.6)

As rafzes de (3.6) &%o reals se o geu discriminante for po-
gttivo, isto é,.se D% + 4 ﬁ >» 0. Em outras palavras, se D> 0 ou
D £ 4. . . . .

Agora, se D £ ~4 , entfo um dos au£ovalores préprios € sempre
mencr ou lgual a -2 , signiflcando que o ponto fixo Pgde (3.3) & sem—
pre instdvel. Se D » O, o ponto fixo P é estével para 0 ¢ D < 1/2.
No czso onde D = 1/2, temos AN (1) = #i e N (2) = -1/2, e pode-se
ter uma.bifurcacﬁo tangente. Finalmente, sé D> 1/2 o ponto fixo Pg,
& instavel, pois um dos autovalores ¢ sempre maior.que um .

Dessa forma, o  ponto fixo deverz ser egtével guando

~4 < B < 1/2. Agora, para -4 < D < O, os autovalores s3o complexos e
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guande 0 £ D <. 1/2, os autovalores s%o reals. Desde gque para.

0D /2 ou 1/2 <r £ e/2 os autovalores reals, sdo menores que

um @ portanto ¢ ponto fixo & estdvel, estudemos entBo o caso onde os

” »

autovalores sc complexos, Isto resiringe o parimetro

r noe in-
tervalo /2 < r < 9922.
“Quande D = -1, r = o3/2, as rafres de <(3.6) sﬁa;
7\1.2:"%’ * '\/S"
e neste ponto os autovalores complexos (é&m ﬁéduio igual a um. Portan-
to, o ponto fixo & estdvel somente guande -1 < D < O , ou guando
e/2 < r < e3/2 , pois neste intervalo tem—-se oz autovalores complexos,
eg mddulo, menores que um,
Ho caso em que I = -1 ou r = e3/2 , acontece a bifurcagio

o s
de %pr. Este tipo de bifurcagio 4 diferente das anteriormente menclo~

nadas. Quando os autovalores da fungdo s¥%o conjugados complexos, =
passam de valores menores (malores) que um, para valores malores {me—
nores) que um, ent¥o a bifurcaclo de Hopf ocorre; e cocorre  justamente

no ponto onde estes autovalores complexos tém, em mddulo, o valeor um.

"

Segundo (G013, quando o parametro "r” é aumentado alén de
el /2.£ 10,042768. .., espera~-se enconkrar um cic!o gt dvel de parfodo
trbe.

a ﬁadrﬁo intcial de bifurcagdc que preoduz este.ciclo de pe-
r{odo tré&s, ¢ interessente. Para o valor do par3metro "r” wmenor que

8,95, existe um dnico ponto de equilfbrio (ou ponte fixe) atrator glo-
bal. Ho ponto r = 8.9% , por bifurcag¢io btangente, & gerado um  cl-

clo de perfodo trés, de tal forma que entre r = 8.95% e r = ei/2,

tem-ge o ponto Fixe estdvel,atrator, com uma certa vizinhanga de atra- :
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¢80, um ciclo de perfodo trés £ambém estivel e atrator praticamente
global, e um ciclo de perfodo tré&s instdvel.Os pontos fora da reglo
de atragdo do ponio filke Pfg , sYo todos atrafdos paré o clclo esba-
vel de perfodo trés.

Apés o valc? r = e3/2, o ponto fixo torna-se instével e o
dniceo ayrator & o ciclo de perf{odo trés , que com o valor crescente do
parimetro "r”, sofre uma bifurcagic garfo, tornando-se 1nsté§e} e ée—

rando um Ciclo de perifodo 3.2 = b, inicialmente egtdvel ., Ezse ciclo-b

que aparece quando r = 14,0 por sus vez, sofrendo também a bifurca-
¢%o garfo, torna-se Iingtével , di origem a um ciclo dé perfodo 3.22, e
assim por diante ciclos de perfodos 3.2" ,n=3,4,5,...v%c surgindo por
ifurca¢¥o garfo, atéd que em r = 17,0 os cliclos Lornam-se todos ape-

riocdicos. Tal gituagso j& fol caracterizada como sendo uma situagHo
éadtica.

Os wmotivos de apsarecimento do c¢iclo de perfodo trés em
r = 8.35 Justlfiéamjse pela ocorréncia da bifurcagio tangente; com
N2 <1 e A1) = +1

Asgim, @as bifurcagles que ocorrem no sistema (3.3} podem
ser clasgificadag em trés tipos:

{a) as bifurcagBes garfo, que dobfam o perfodo da drbita pe-
riéﬁica, e acontecem quande um dos autovalores ¢ igual a -1,

{b) as bifurcagBes tangencials que criam novos pontos perid-
dicos. Neste caso um dos autovalores € fgual a +1.

() as bifurcacBes de Hopf, nas @uals os autovalores sHdo com-
plexos conjugados e e@ médulo t&m valor +1,

A sequénclia que essas bifurcagBes ocorrem quando ¢ parénetro

Ppr®? & variado, ¢é mostrade na figura abaixoe: para r = 5,35 a bifurcagio
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(b} ocorre dando origem ao clélo—S estévei e ao ciclo-3 instivel. Para
r > e3/2 o ciclo-3 estédvel , pela bifurcagdo (a) déd origem ao ciclo-6,
2 assim sucessivamente pela bifurcagdo (a) ¢clclos de perfodo 3.2%
n=2,3..., .vio éurgindo, até que ze atinja caos. A safda desse caos,
ccorre através da bifurcaglo (bl ségulda pela bifurcagdo (a) e belo
caos. Assim, para r > e3/2, tem-se régiﬁes caracterizadas p&r ciclos
de perfodo K.2% (K 23,4;5.5.9 n =1,2,3...2, e caos. Hote que a faixa

‘dos K.2" ciclos decresce na medida que K cresce.

AMPLITUDE
250L
10.05 17 238 2645 316 39 - BLY 527

%

200+

1 50

10CF

855

NI

GOI - FiIG-20

FIG.3.1

{GDI1 diz que para r > e3/2, espera-se encontrar um clclo-3
estivel, que por bifurcag¥o garfo, torna-se instdvel gerando .um = S
clo-6 inicialmente estivel. Mas ndo se refere ao.cicio—a instdvel. Ob-
serve que pela FIG.3.1, apds r = e3/Z apénas o ponto fixo € wmostrado
como instdével. -

Fagamos ent3o, a3 partir de agora, uma andlise mais profunda
desses fatos acima menclonados. Para isso, antes de mals nada torna-se

necessirio caracterizarmos o cicleo de perfodo trés.
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Primeiramente podemos notar que a fungBo Filxin),y(ndl & gi-
métrica, isto €, Fiixind,y(nil = F [y(n),x(n)] , & se supormos a

existéncia de um ciclo de perfodo trés, por (3.3, ele sers da forma:

(A,B)nlC,A) —n (B,C) —»(A,B) o (3.75
onde |
Fu {A,B)Y = F1(8,A) = C
FL(C,A) = Fy(A,C) =B - (3.7)"
Fy(B,C) = F1(C,B) = A
Vejamos agora o que ocorre com o ponto (B,A). De - (3.3) e
(3.7)', tem—-se:
(B,A) = {C,B) —=(4,C) —{(B,A> (3.87

~  Portanto, o ponto (B,A) .também gera um ciclo de periodo
trés {ciclo-3). Supondo-se que.o c1c10;3 gerado por (3,R) & ﬂ;tével,
entZo o ciélo—B gerado por (B,A) também o &é. Isto, é devidgjao fato
gque a estabilidade do ciclo~3 gerado por (A,R), & da mes&é‘ natureza
qﬁe a establlildade do ciclo-3 geradeo por (B,A), pois, tante um conmo
outreo, tém.a mesma equagio caracteristica, jéd que Flfx(n};y(n}l & si-
metrica. \
Degea forma, o8 dolg ciclog gHo estdvelr, e existinde pordm,

apenas um uUnico clelo~3 estdvel, ent¥o (3.7) e (3.8) devem colnci-.

dir—-ge. Sendo assim, podemos ter A=B o= A ou C =B,



Escalhendo~sé ¢ o= B, o ciclo deve ser da fornma:
(A,B) —=(B,A) ~=(B,B) — (A,B) : (3.9

Introduzindo-se agora um novo par@metro u = A/B , ou A = uB,

temos que:

i}

Fy (B,RB}

|

w

Fi1{(B,M)

De (3.3) tem=-se que:

Fy (B,A) = r(B+uB) expl~- Q(B+uB)} = B
. 1
F1(B,B) = r(2B) expl-q(2B)] = uB
L] |
r(i+u) expl-C(B(1+udl = 1§ , (3.10)
2r exp(~2 AB) = u : (3.11)

De (3.10) vem que:
FC14+u) = expl GB(1+ud].

e assim

B=_1 _(inr + In (1+u0)) (3.12)

Siu-+1}
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De (3.11)

2r = u expl(2 aAB)

Logo
B= .1 ¢ln2+ Inr ~ In uw : (3.13)
o

De (3.12) e (3.13) temos que:

1

R r—.~~“--—~-*~~—a(ln r o+ In (14u)) = . {In 2 + Inr - In u}
Clu+l) 2
donde:
o= exp {(1+u) Inu + 2 In {1+y) - (i+u) iIn 2}_ (3.14)
| ' lu—11 '

Por outro lado, dividindo-se (3.11) por (3.10) obtemos:

B = in [u (urt) / 2] (3.15)
xio=-1) '
E gomo A = uB
A= ullnu [(u+i) / 23 (3.163
CEluy—1}

Agora, o minimo valor que o parimetro "r” assume para termnos

um ciclo de perfodo trés, é obtido de (3.14) , achando o Qalor de "u”

que zera

dr
du
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df = exp(...) [_1 (lnu+ U+w) + _2 - in 2)] +
du {u-~11 u {u+l) :

+ £ - 1 L(1+v) ln u + 2 1n_(1+u} - (1+y) In 233
fu-1)2 :

dr
- du

0 valor de "u” que zera Sz

= 2,40200108....

=
t

donde

8, 943808775, . .

"3
it

O par@metro "u” blologiczmente € interpretado como'a capaci-
dade de suporte do mele ambiente, ou seja, ele vali na medida do possi~
vel, fazer com que © sistema esteJa-em torno de seu equllifbrio, evi-
taﬁdo degga forma uma 5uper§0pulac§o ou uma exting¥o da espécie.

Os gréficbs de rxu , Bxu s3o mostrados na FIG.3.2

Observe que para cada valor do parsmetro "r” tem—se
dols wvalores do par&metré *u¥ . um uflly » 2,48200108... e um
u(2) < 2.45200108..., cada um deles representandoc um ciclo de perfodo

trés estdvel e instdvel, respectivamente.

| .Aasim também, para cada valor de "r” tem-se dotis valores de
"B*: B > 9.93...,representando o ciclo-3 Instével e B < 9,93;.., re-
presentando o cgclo~3 estdvel, F1G.3.3 | |

Q gréafico rxBxu & mostrado na FIG.3.4

20
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Por [GOI1 , sabemos que no ponto r = 8,3943B08775.,.. um <ci-
clo de perf@do't;és ¢ gerado por bifurcag¥o tangente. Isto slénlfica
'Que quando r > 8,943808775... devemos oihar_para a fungio que rela-
ciona a popula¢¥o em intervalos sucessivog de trés geragles. |

Como de (3.3) , temos que:

®{n+i} = Fy {x(n),y(n)3

yi{n+i) = x{n)
Ent3c,
x(n+2) = Fy (x{n+1),y{n+1)) = Fy (Fy (x(n),y{n2),=xn))
yin+2) = xin+l) = Fp (xn),ynd)d
E asgzim,
.‘p"‘
Cu{nt3) = Fpix(n+t2),y(n+2)) = FpdFp (F3{x(nd),vn?),=xin)),F{xin},y(nid)
y(n+3) =

®{n+2) = Fj (F] (x(n),yn)),x{n)
Apenas por quest¥o de notagHo, faremos:

x(n+2) = K2 (xlnd),y(nd)

il

®{n+3) = K> (xin),y(n))

com 08 fndices superiores de Fy; (x{n},y(n)) significando que a func¢lo
relaciona a populagdo em intervalos sucessivos de 2 ou 3 geragdes,

feapecttvamente.



Agssim,
x{n+l) = Fl(a(n).y(n})

yin+l)y = xin} - e (3.3

®{n+2) = FZ (x(n),yn))

y{n+2) = F; {x(n),yn)d

x{n+3) = F> (x¢(n),y(n)

y(n+3) = F2 (x(n),y(n)) . €3.177

Desta forma, a andlise do ciclo-3 serd feita através do estu-
do de (3.17) . Para lsto, basta linearizar (3.17) en torno do seu
?onto.FixQ, (x*,y*; = {(B,B). E como jd sabemos que e2ste ciclo-3 surge
gquando r = 8.943808775..., por bifurcagio tangénte, entZo um dos au-
- Lovalores dé (3.17) deve ger em mddulo igual a um. VeJam;s tai fato,

= Para facilitar a notag¢¥o, Fagamos antes’ Py (x(n),y{n3)y =
= F (‘K,y) |

Calculenos agora as derivadas parclals de Fpx,yl.

SF = 2Pl orexp o) — o rix +ylexpl--) =
Ix 3y

Fi{iz.y)
X +y

Ho ponto fixo (x% y*) = (B,B) , temos Fy(B,B) = A. Azstim:

2Rl . 2R ::A[i_wa] = K{2)
ox [Pg dy lep 28



Por outro lado, temos que:
FiE{x,y} = ¥y [F‘i(x,y},){] =

= tFlfx,y) + X1 expl{- AIF; (x,y) + %]}

"E asgin:

W)
-
-
1
-
o
¥l
P

o
=
mi
i)
>
0
.+.
-y
0
»
-
t
i
Q
- T~
‘e;
-
sl
—
!._.j
s it
"1
]
.
=y
I

A

- Fl?'{x.y} a F aFfl 2
?xq}+x d x

Mas Fj(B,B) = F; (F,(B,B),B) = F; (A,B) = B

Portanto:
, _
af = [x(2>+1” B ~ o B
g x {{a,®) . LUX*‘B}
Tomando—se K{i} = B - B | [Lemnos
(A + B}
2
JdF = K1) [kt2) + 1]
J X {8R) :
Agora,

37



2
.a_f_:_& = r-g_f_l- exp{...} —Qr {Flix,y}iwc:l exp{...} sh
dy 3y dy

FE (x.y) g\

| Fl
= — o F2i{x,y) 211
Filx,yl+x 07 ! 3y
donde,
_352% — K(2) B - gl = K2} K{1}
3y {{e,B) (A+8) .

Calculemos agora as derivadas parciais de ¥ (x,v).Temos que:

Fy [R%(x,y) Fp (x,y2] =

[

3
ﬁ'(x,y}

L]

rIFF(x,y) + F) (x,y] expl- QIFF Ge,y) + Fy O,y)1)

Portanto,

2 \
aF,;,?’___ GF}Z afr oy 2, AR JFy
= r[—-——ax + expl.. ) —1Q | Ff(yRixy fexp(..)) 55 + 3y |

. | ,
—13f” a F1 F1lx, 3
Blx. )+ Kixy)
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Mas Fo(B,B) = Fy (FZ(B,B),F[(B,B)) = F1(B,A) = B

Logo

it

3 ' _
2 Fy — K(l]i'K(l)‘[K(Z}*{-l] + K(El}
(8,81} ’

2%
Ve jamos agora l%fi _ : :
| Y :

£

3 2 .

L R -—a—ﬁ}.«;-—a#ﬁ expl.. .}~ Ff{x.y)-i* Fpixyl] expt...)
3y y CR S | |
éﬁz af | aFf 3FL) | Fy (xy) 3
R S 1= k- 5 ~— O izl

3)’ BY d ¥ d ¥y Fl {Ks)’)+ F}_{X'Y}

Asgim:

25 = KI{1) [K{Z} K{l}+K(_2)]

dY {i8,8) >

Em resumo, temos

K(1) = B__ _ gB (3.18)
(A +B)
A .

K{2) = — aA ( 3.19)
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g Fi
3 x

i

{8,8)°

2
g Fy
9%

{B,B}

Assim,

ceira geragdo é:

[T
T
et Lad

{8,B}

det

Y
e

8.8

a equagldo caracterfstica

a F1

i = K(2)
d¥ lg,B)

x [wizr 0]

K{11 K(2}

Ktl}{ﬂt1}[xzzy+1] 4«K{2%

k(1) [ Ki2) K1)+ k(21|

100

da matriz Jjacobiana da tLer-

{3.20}

{3.21}

{3.22}

{3.23}

(3.24)

P
y .
T




Resolvendo~se o determinante, obtén-se o seguinte polindniog -

caracteristico:

)E-m)k{_éff +.§ff } +-{.§j% Jiff. — a?f ' aF% } =0
X ilgB  dy [BB dx |88 3y lig,B} ay g&m 3 x wéa
donde
K- N K1) (KGR + x<1>.+ 2K - K2R = 0 (3.25)
Vejamos qual o wvalor de A e o valor de B quando

i

= 8,843B0B775..., u 2,45200108. .. ¢ U = 0,1 , para em segulda

calcularmos os autovalores de (3.17). A partir de agora, denotaremos :

(3*3) por Flix,y) e (3.17) por F3ix,y).

Tenos de (3.15) que:

w
f

9.836021287 . ..

e como A = uB,

o
I

24,36313497. ..

De (3.18) e (3.19) , temos

K(id

3

-0,7039150815. ..

K(2)

]

-1,210312953. ..
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E de (3.25):

A - A (1,589705762) + 0,5997057619 = O

COm
N (1) = +4
e
N (2) = 0,5997057618. ..
Desta forma, em 1 = 8,943808755... , u = Z,45200108...¢ ge~

rado um ciclo de perfodo trés, ¢ desde que A (1) = +1, a Dbifurcacio

que ocorre & a bifurcagfo tangente, Para u -> 1 , tewn-se r = e</2; e
;;ndo A=B=15, K1) = K2) = -1 ent¥o A (1) = A (2) = +1.

| Por dutro lado, tem-se também o ponto fiIxo est;vel para
r = 8,943808755..., pols da equagdo (3.5), D = —0,8420543571..., e de
{(3.6):

~0.9420543571... X i 1,697277531. ..

)\'1.2 - 2
sendoe o mdéddulo dos autovalores igual a 0,94208432571 .. .Ho casoc onde
r = e3/2 ,tem-se D = -1 e os autovalores.complexos:

AN..= L o+ (V3
2

1.2 2

tém mddulo tgual a um.
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Portanto, para §,943808755... < r < e3/2 tem-se:

(a} O ponto fixo x* = y* = In (2r) de ol {x,¥) estivel
' : 0.2 -
gquando -1 < D < -0,9420843582... , pois o mddu}q doz sutovalores com-
plexos & menor que um, ou meja, O,9420643582... < | N(pi < 1,
J=1,2.
(b} Um ciclo triple instdvel quando u < 2,45200108..., pois

um dos auntovalores de F3(x,y) no ponto Fixo {(B,B) &, em valor ' ab-

soluto, sempre malor gue um.

. (e) Um ciclo triple estdvel quando  u > 2,45200108..., pols
o avtovaloresg de F3(x,y) en (B,BY =s%c em valores absolutos, sem-

pre menores que um.

Quando r = e3/2 tem-se. u = i, e o valores prdprios de
F (x,?j em (B,B) , para o ciclo-3 instdvel, s3o ig;ats a um. Entre-
taht0¥ comp para r < e3/2 um dos autovalores de Fsix,y) é sempre
maior que um e continua méior que um quando r > e3/2 |, pode-ze  dizer
ent.de  que nénhum tipo de bifurcagic ocorre em r = e3/2 para o ci-
clo~3 instével. Além disso, para todo r > e3/2 e u < i, o cliclo-3

instdvel existe e n¥o se bifurca em nenhum ponto.

Ha verdade, o que ocorre em r = 3/2 & uma bifurcac¥%o Hopf

para Flix,y) no ponto fixe x*= y*¥ = in (2r),.istoc &, para r = e3/2
' 0'2

(D = —-1) os auvtovalores de Fli{x,y) sHo complexos e em mddulo, tquats

a um. Como pars r > e®/2 oag autovalores de Flix,y’ s8o, em valores
abgelutos, matores que um, o ponto fixo torna-se instédavel e o gistema

tem portante, como atrator dnico, o cliclo-3 estivel de F3(x,y}.
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Além digso, em r = e3/2 (u = 1), hd um “colapso” do ciclo-3
tnstdvel de’ F3{x,y} em um ponto. 0 que ocorre numa vizinhanga deste
ponto ndo estd mduiteo claro. Pode-se §lustrar este fato, fazendo—-se uma
'simulacﬁé numérica com precis¥o dupla, no PDP-10.

Dado qualquer ponto inicial, (x(0},y(0)) |, e tomando-se o5

valores:
wl® =1+ 1.10°% n = 1,2,3,...
w(i+1) = udl) - au, = 0,1,2,3,...
au=1.10" , n=1,2,3,...

observa-ge que:

(a) para Au > 1078 ,» © ciclo~3 de F3(x,yY & - instével,

confirmando os resultados teéricos. {tabela 1}

(b) para Au = 1078 , © ciclo-3 ora & estivel, ora & ins-—

tével. {tabela 2}

(c) para Au < 1078 ”aparentemente" o clclo-3 € esti-

val, (Labela 3}

Por outrg lado, numa outra simuiag¢do numérica, tomando-se ¢o-

mo {(x(0),y(0)) o ponto fixo de Flix,y), Isto é&:

®{0} = (0} = 1In (21}
0.2
¢ [azendo-se
x(0) = %(0) (1 + v(0¥)}

onde
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1,2,3...

K

vi{0) = 1,10, n

com o© par@metro r < e3¥/2 e'préximo de e3/2 , obtém-se como dnico

atrator o ponto fixe =x{0) = y(0) = In (2r) . Isto quer dizer que OF
pontos prdéximos de (x(0),y{(0G))y esé%i gendo atrafdos por ele, e
portanto, o ciclo;3 de FIx,y) & instdvel nessa regldo. {tabelas
4,5,6) | | |

Diante disso, pode—se dizer entBo que, parar < €¥/2 (u < 12
e muito préximo de e3/2 , tem—se uma regi¥o em que'as slmula¢Bes nu-~
méricas fornecem resultados "estranhos”; é ciclo~-3 aparentemente ¢ es-
tével, embora pogsa existir a pogsibilidade de erros campuﬁaclanais
devido éa arredondamento e a operag¢fes com numeros muito pequencs,

Resta perspectiva, para r < e3/2 e muito préximo de e3 /2,
@éveﬁsa congsiderar come resultados conflavels somente aqueles onde
8

) . .
L u > 10 Algém dlgse, como fora desta regide ¢ sistema apresenta-se

dentro do eusperado, independente do A u escolhido, tem—-se entde que:

- (a) para r > e3/2 , o ponto fixe Py , de Flix,y) , pela

bifurca¢do Hopf, torna-se instavel, ) -

{(b) para r » 8,943808755... e 2,45200108... < u < § o ci~
clo-3 de F3({x,y) ¢ estdvel, até que pela bifurcag¢io gar-

fo, torna-se (nstdvel dando origem ao clclio-6.

(¢} para r > 8,943808755... e 0 < u < 2,45200108... o cl-
clo-3 de F3(x,y} & instdvel, n3Hec se bifurcando em ne-

“nhum ponta.
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Graficamente:

- TeQiB0 Onde exniste
a possibilidade do
ciclo-3 ser esidvel

e s v

Fi¢ 3.5 o)

bif. garfo p/ F3H x,y)

i

bif, tangente p/ Fo{x,y)

— ———ciclo~3 instdvel

/ — ciclo-3 estdve!

u= 2,45

r = 8,94 : U= .0‘
1= 140
FIG 3.5 -b}

A forma (3.9) do ciclio-3,

(A,B) —=(B,A) —=(B,B) ——(A,B)
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¢ confirmada fazendo-se uma gimulag3o numérica para o8 valores do pa-

ramentro r > 8.943808755... Por exemplo, para r = 11 e r = 13, ob-

tém—-ge:
ro= 11 '- ro= 13
B o~ 40,4265568733974531 a-.46;87226609?6331694
B ~~ 5,22613682916804696 B . 4,0631735%6044371838
B 5,22619682916804696 B 4,06317356044371838
& ~ 40,4265068B733974631% ‘ B ~ 45 ,B722660876331694
E cémo sabemos, por [GOIl, que este clclo~3 para r = 14, so-

frendo a bifurca¢do garfo torna-se instével e gera um ciclo~b inictal~

. mente estidvel, serd interesgante entc caracterizarmos tal clicio.
+

Se olharmos para a FIG.3.5-b), mais precisamenie no seguinte:

FiG6. 3.5 ¢}

temog a lnpress3o de que o ciclo~6 & da forma:
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(E,H) ~—=(G,E) ~=(G,0) —+(F,0) —aw (H,F) —n (H,H) —(E,H) - (3.26)

Entretanto, de acordo com as sinulages feltas, esve c¢iclo-b

ndo existe.

Por exempleo, para r = 14,6 , tem-se:

E —~ 45.53197863971853495
G ~ 5,11644851234572004
G*'~ 4,30870998513305815
F ~ 53,6181821015685172
H . 2,57928970850107089
H . 2,97470869332182527 .

E -~ 46,5319786971853435

Dessa forma, o ciclo-& que existe &:
(B, H) == (G,E) ~—{(G"*,5) ~=AF,G"' ) — (W ,F)—(H,H ) (E, H) (3.275
com G # G' , H# H' mas 6 =0’ .9 H =~ H'..

Resta portanto, a pergunta: se da FIG.3.5-b) tinha-se a im-
pressfo de que © ¢lclo-~6 era da forma (3.26) ,» © que aconteceu entdo?

A explicagBo desse fato estd iIntimamente relacionada com o
ciclo~3, e com a maneira que ele déd orilgem ao ciclo-b6. Verémos_que o
ciclo-6 ocorre na forma (3.27), devido a unma perturbag%c ou um deglo-
'camento do ponte (B,B) do.cicio~3. |

Graficamente, tal desiocsmento segunde a forma (3.27}), &
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{B,A)

(8.8) (&,B)

Fig 3.6 a)

FIG 3.6 b)

0 ponte (B,B) do ciclo-3, bifurca-se em dois outros pontos ,

dande origem ao ciclo-6.
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Olhando para a F1G.3.5-¢), tinha-se a lmpress3o que do ponto
(B,B) do ciclo~3, surgissem doils novos pontos sobre a dlagonal, pois
o pontos "G" e "H” estio representando duas vezes o mesmo clcleo. Por
{sso, esperéva»se que o ciclo-6 fosse da formz (3.26). Hax, na reali-
dade, n3o & lsso que dcérre. E diante de tal fato, seria Interessante

perguntar-se ent¥%o, como seria um clclo~6 da forma (3.26), ou seja,

da forma:

(B, H) —AlG,E) —e (G, G) e (F,G) —ae {l, F) o {H, H) —m (B, HD

Pela FI6.3.5~-c) pode-se supor que H < G { F < E e grafi-

camente Lteria-=me:

FIG 3.6 ¢c)

Observe gque no ciclo-3 tem-se apenas um pontoe sobre a rets

x =y {(Ver FIG.3.6-a), no ciclo-6 da FIG.3.6-b) n¥o existe nenhun
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ponto sobre a diégonal, e no ¢lclo—-b da FIG.3.6~¢) existem dois pontos
sobre 2 diagonal. Note também, que o ponto (B,B) do ciclo—-3 desloca-
-se e o8 dols pontos que surgem, apesar de estarem muito préximoys da
diagonal, estdo fora dela, e ndc podem dar origem ao ciclo~-6 na . forma
{(3.26). Desta forma, através de pequenas perturbagdes do ponto flixo
(8,82, .Q'triﬁngulo do cliclo-3 desdobra-se em dois de uma forma mnmuito
"suave”, de acorde com o.crescimento do par@netro "r”, dando origem
portanto, ao ciclo-6 na forma (3.27) |

Antes de mostrarwmos gréficamente como esse desdobramento se

conporta, vejanos mais sobre o nossce clclo-3,

Y {8,A)
A b o e i 1
s
B oo e e e e s e 9
;(8.8} {{A,B}
i
} {y;vxy) i ;
 fp = X e T*Em——w*- i | ;
t
| f } ! -
1 t I i
i i . i
| § §
i i |
{ i i |
} i i i
Yip--y3 o “#{xy, ¥, 1 |
;{YH)"E : t i
i | ! i
! | i i
I i
| i 1 } X
¥ Xy B A
FIG. 3.7)

Us elxos 880 x e y. Um ponto gualquer <x(1),y{i}}, nyal”
em  {r{x(D+y(12) expl-x{1)+y(1321, %(1}) , que deve estar sobre a

reta y{(2) = x{1). Particularmente, se © ponto (x{1},y(1)} ‘“reflete-
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~se” na reta y = x , isto é, ge  (xw{1),y{13) "val”™ em ({1, =1},
ent3o pode-se ter o ciclo—-3, jé que (v (1, w{1}) "deve ir"” em
(y 1), y{133.,

isto & gemnpre verdadelro, se for possgi{vel provar que

rEx(I)+y(1)] expl— O (x(1X+y (1333 = y(i) =>
(3.28)

=3 2ry(1? exp (-2 Oyil)l = n{l)
oy :seja,. iste & sempre verdadeiro se for possi{vel provar que
fw(l),v{1)) "volta” para (x(1),y(L)).
A idéla 6 = seguinte: tendo A e B, A#¥B.e A > B, se o
pénto (A,BY pela transformacio:

F(A,B) = (r(A+B) expl~ Q(A+B)} , A )

"vai” no ponto (B,A), isto &,

[H

F(A,B) (B,A)

ent¥o o ponto - (B,A) pela transformagho

H]

F(B, B (r(B+A) expl- (B+AYI , B )

"val” no ponte (B,B}) , isto &,

F(B,A} = (B,B
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(A,B), ou, s€ © anto

Resta

F(B,B) =

‘agora saber,

(B,B),

se o ponto

{B,B}

"yotta”

pela transformagio

(2rB expl-2dB]l , B )

”volta*'para o ponto (A,B), donde

ent¥o

F(B,BY =

(4,B)

]
{B.4).
£ ey
’ “
f)
{ R
i S
LY ‘”-\
S {A,B8)
{8.8) ?
B A

Em outras palavras, é€ preciso nosirar que

Se F(A,B)

F(B,A)

il

i}

r{A+B) expl- T (A+B}]

=>

{r(A+B) expl- X {(A+B)1,

(r(B+A) expli-~X (B+AY1, B)

2rB exp(-2 OB

4
W

B
2o

Al

(r(A+B) expl- X(A+B)1, B)
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Resta agora mosirar que F(B,Bf = {(A,B).

Os reguigadms computacionaig mostram que o ponto (B,B},
"volta” para o ponto {(A,B) formande o c¢iclo=3 para umas sdérle de valo-
res do par@metro "r” dentro de um intervalo determinado pafa -qualquer
gue seja o ponto iniciél (x(é),yio}} tomado. Entretanto, n%ql fol
encontrada uma Justifilcativa =analftica de que qualquer ponto
{x{1),yC12) gue tenha umlﬁomportamento como O descrito na FIG.3.7,
cumpra (3.28), e formne assim, o ciclo—-3.

Agora , da mesma forma que.o ciclo-3 desdobréfse dando origem
ao ciclo-6, este, por gua vez,zdesdobra~se dando origem 2o ciclo~12; ¢
assiﬁ por diante,.ciclos de perfodo 3,20 n = 3,4,5,...% vﬁo'surglnda
até que se atinja o caos.

Para termos a ldéla de como eéte desdobramento acontece, wve-

Lo

Jamog alguns valores do par8metro "r" para os quals temos os ciclos

. 3.2% e um caos, todos com seus respectivos graficos.
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r = 11,0
40, 4265568733374631

5,22619682916804696

5,22612682316804696

40,4265568733974631

Ciclo~3

r = 13,0
46,8?22650976331694
4,0531?356044371838
4,06317356044371838

46,8722660976331694

Ciclo~3 ou Ciclo-b

r = 14,0
49, 3769998103518481
3,68513576704922070
3,68513576704922060
49,3769998103518492
3,68513576704922030
3,68513576704922033

49,3769598103518481

Ciclo-&

r = 14,10

(500.000 1teracBes?
49 ,6096894810037341
3,65185407 189445296
3,65185407189445563
49,6096894810037012
3, 65185407 1894456459
3,65185407183446194

43, 6096894810037341
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r = 14,10 (20.000 iieragﬁes)

49, 6097285083721787
3,65184027300012141

3,651846588610241 14

49, 6096505040173788

3,65186785300408332
3,65186154552410159

49, 6087284073468628

.r = 14,20

48, 1436578510934926
4,24331050946636261
3,94797 580660377857

51,2740244472043712
3,13429217918987061
3,34968937634951707

48,143657851093432¢
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Clclo-6

r = 14,30
47 ,5656258437033614
4,52298393050452878
4,07285758458978123
52,0369439715039439
2,9346549859023961 1
3,22172300380446371

47 ,5656208437039614

r = 14,70
46,2866900145470417
5,27949256076828166
4,36708316129704733
54,0435697 1871126603
2,4%495308831798163
2,91219457427819614
46,2866900145470417
5,27949256076828164
4,36708316129704732
54,043697 1871126604
2,49495308831?é8162
2,91219457427819614

46, 7866900145470417

Cicle—12

1i6

r ='14,eo
46,5319786371853435
5,11644851234572004
4,30870998519305815.
53,6181R21015685172
2,579289?085010?089J
2,97470869932182527

46,5318786971853495

r = 16,0
58,786384749247 9883
1,80071840137383679
2,26587387216877230
43,3252178731546186
7,538428502835182?2
4,989504702354132081
57,1515597938389047
1,98951184860939840
2,555907 1055720516
46,1624514907161074
5,97036936033000295
4,54079154650706821

58,7863842492479883



41,0150730995466553
9,96540253971241573
5,29418214399011587

; 56,399634904743087 4
2,19463414295534461
2,84175930299904027

51,7417106826532986

3,.95348486745497695

3,603856647976386623

60,3513269848153144
1,81374878363612254
2,10960162520784391
45,0523113045835041
7,17504252493665699
4,?é753786904?92?0
61,4813228096800459
1,4918541112549752§
1,97112515530100686

41;63931094375451@9

5, 46372639268901055

5,24226441327017651
57 ,4473682954475768
2,01868452808620643
2,64326154267231094

439 ,7222097575813198

]

17,0

Caog
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4,73467763734697778
3,99456200018662787
61,98%6632092071960
1,52837720867208091
1,88274961382354456
41,2290538957476673
9,é3383858830523992
5,25921445315418946
56,7208923354803121
2,14259163457248689

2,778é85349530%?531

51,1460188172022377



r = {1,0
ciclo— 3

g



ro= 3,0
ciela.—- 3

1S



r = (4,0

ciclo~ 3
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ro= 4,10

ciclo~3 ou cicleo ~ 6

12t



r = 14,20

cicte -8
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rom= 14.3.0
ciclo -6
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F == 14,60
"giclo -8
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r = 16,0
giclo— {2

NN

25



= 17 - CADCS
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Héte que, para r > 14,0 j& n¥o me wmabe mai% gse & 0o cicio-3
ou o ciclo-6 que‘aparecew Entretanto, olhando~se para os regultados
obtidos pela simélacﬁa numérica, vé-se que somente a partir desse pon-
to é que comecamos a encontrar © cicimwe. |

Asgim, até r = 14 o ponto (B,B) do ciclo-3 "veolta®™ pafa o
ponto (A,B) ., mas a partir deste valor, isto jd ni¥c ocofre mals, pols
o ponto (B,B) comega a deslocar—-se. Graficamente, tal des}ocamento &

b

mostrado na figurs abaixo. 0 ponto {B,B},rque atd r = 14 vinha sendo

Hi

repregentado pela linha espessa, ao aproximar-se de r 14,104428. ..,
comeca a klfurcar—-se de Forma "suave”, e para representar esta bifur-

cagdo graficamente , fol necessdria uma razodvel ampliacBo. Assim, com

X
Hag
et/

ficsa féctl ver que o ciclo~6 da forma (3.26), n3o pode ocorrer.

Por outro lado, do polindmio caracterfstico de F3ix,yd:
2 _ 2
N - N R0 LECLIKLRY + KC1) + 2K(231 - K(1IK(2) = O

tenos quelpara o= i4,104428939$33101..,, cg antovalores préprios de
F3(x,y} s¥o:
N 1)
N2y

1t

- 1,0

1t

G,161291680067883%92., ..
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Isto quer dizer gque nést@ ponto ocerre a bifurcagio garfo pa-
ra F3(x,y) , pois para valores de r < 14,104428939639101..., tenmos
o8 valores pﬁéprlés-de F3(x,¥):

ANy > ~1,0
0,15129168606788392... < A(2) € 1,0
a paré”valores de r > 14,104428939639101..., os valores prdéprios de
'F3(x,y) s%o:
N1y < -1,0
0 < '?\<2>_< 0,16129168606788392. ..

Portanto,  o© ciclo=-3 aatéﬁel torna-se instivel apdz
r o= 14,104428939639101.., & quando r = 14,0 o clglo-b coméca a sur-
gir' de forma muito ”suave”; E, devido a esse SEito "guave” que o  ¢l-
cle-3 val se desdobrande, € gue a forma (3.26) do clclo-6 n¥o existe.

- Desta forma, o gréfico da FIG.3.5-b), fica:

bif. garfo p/ Fsix,y}

bif tengente p/ ?3{X,Y]
- \"\.\.
~ ‘"&‘\ bif. hopf p/ Fi{x,y} . S
L %“*~::::: ““““““““““ .
- T ——
-~ u=%f T e . .
- 3 : ~ e CICIO-D instdyvel
c‘-\-~u--~nﬁ___:;:_e 2 ciclo-3 estdvel
U= 2,45
= 8,94 gy = G == 13,593024
Tr o= 14,104428

. Fi6 38)
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F o ¢iclo-6&, que surge do ciclo-3 estdvel de F3(x,y) , por
bifurca¢do garfo, flca assim caracterizado. |
Ve jamos égora como se comporta © nosso ciclo-3 instdvel,
Sabeﬁos que ele existe para todo r »» 63/2 , w1, 2 n¥o se
bifurca em nenhum ponto. Mas serd que, em algum ponto dentro do inter-
vaio e3/2 < r < 14,1044283839633101..., ou Lalvez no ponto de bi?urtaﬁ
¢d%o do ciclo-3 estavel, o ci§10~3 instdvel coincidird com o es£QVQ1?
Em primeiro lugar, tem-se que, para r > 8,843808755..., o
valor de "u” éresce para o ciclo-3 éstévell(u > 2,45200108...) @ de~-
cresce para o ciclo-3 instével (uw < 2,45200108...). J& se sabe tambén
que para- r o= 14,104428939639101... (u = 13,593024166815324.,,) S
clo-3 estavel sofrendo 2 b!furcagﬁd garfo, torna-se instavel. ?or ou-
tro iado, =sabe-se também que para um_ﬁesmo valor do parimetro "r”,
existen dols valores dos pab&meﬁros; "u” @& YB". E como A = u B,
tem-se tembém dois valores de A7, para um wesmo valor de "r",
Com isso, e pelas glimulag®es numéricas, determina-se &in
r o= 14,104428939633101... ,que:
12) Para o ciclo-3 estéivel de F3 (x,y) gquandoe
| u(l) = 13,533024166815324. .. ,tem-se

A{1l) = 49,619928222069647...

B(1) = 3,6503965278S01566. ..

22) Para o ciclo-3 instdvel de F? (x,y) ﬁuando
u(z} = 0,38909%..., tem-se
Ri2) = B,33357394098322251...
B(2) = 21,417838679325679. ..
Com estes resultadog, verifica-=ze que © cicio~3 inativel n3lo

-torta o egstdvel no ponto de bifurcagdo deste dliimo.
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De forma griéfica, isso pode ser i{lustradeo como abalxo:

|- ——— ALY

gia)

.

T a2}

4atl)

= 1 3,5230248 _ _

u=i 4

P v 14,/048428 : _ i‘:;

i ) 5

- ’ é
Agora, sendo A = u B , gsera que existe algum valor de i i '

com r € (e3/2 , 14,104428...) uno gqual os ciclos se colncidemn.? la-
to.quer dizer gue, se o clclo-3 sstivel] astd definido por Ag = ue Bg,
e o cicio~3 instdvel por A= u; B} , ent%o para o8 ciclos coincidi-

rem—se devemos ter:
1y rlup) = riug?

{(3.249)

1

i) A; = A, ou A; =B, ou

B; = A, ou B; = B,

Entretanto, note que no clcleo-3 estdvel o menor valor sempre
é o duplo Be @ no instdvel, apds Hopf, o maior valor & o duplo B ,
e ge existe a Intersecglo des ciclos quando r € (e3/2 , 14,104428...)

devemos ter que:

Be = B ou Bi = A,
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ou seja, se os ciclos se cortam, isto ocorre ou na parte de baixo oL

na parte de clma: porém ndo nas duag {(ver FIG.3.8). Assim, .

Be = Aj =3 Bi # A«

Bj

i
b
o

fl
\¥d

- Be # Ay
Para provarmos este {ato, suponhamos que:
A; = B, =2 A, = B; ,

sende A = u B entifo:

o=
i
o
ke

Assim,
A = Bg = u; Bj => Bi= 1L pe
. i
= 3 - - 1
ﬁe = Wa Be = B = —_— Be = Ae e Re
. Ui i
Donde _
' 1 1
u, B, ® ~— B ay Ug 5 e
e Fe U e 2 u;
Dessa forma a condigd3o (3.29) resume—ze en:
iy rdu;) = riug) )
(3.29)
. A |
i) Ueg ~ U
E iglo acontece se ¢ somente e u; = up = 1.
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Provemos tal fato.
Primeiro tem-sze de (3.14); que:

r = exp {14+u) In u + 2 In {i+u) - (1+u) In 2
{u—-1}

Tomando—-se:

TER

3

In {(r{u¥) x{(i*u} In u‘+ 2 1n (1+u) - (1+u) In 2}
' fu—1})

C(2}

il

In {r¢i/uy) =} {4+1/a) In (1/ud 4+ 2 1In (1+1fu) - (1+1/9) In ng
: (1/u -1} J

it

{; u+t)y In ¢ + 2 v In (u+t)y - 2 v In v - (u+i) In QE
{1—-ul}

Para que se cumpra (1) de (3.29)', é necessirio se f{azer
C{4) = C(2)Y . Obtém—se assim:
(1+u) In- (44u) - (1+w) In 2 - u Inu = 0O
Fazendo~-ege entio:
Flu) = (i+u} In [{(1+w)/2] - u ln u = O

graficamente tem-se:
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Flu)

Portanto, a fung3do Flu) é.tai que:
_F(u} <O ;f se u # 1

F(u) = 0 , e u = 1

Aésxm, F(u) =0 <=> u =1

Conclul-se ent¥o, que o ciclo instévél n3o intercepta o esta-
vel guando r € (ed3/2 , 14,1044:..). Juande u = 1, tem~se A&; = B, .
Isto quer dizer que, se u = 1 {r = 3/2) hd um colapso do <ciclo-3
instavel de F¥(x,y) em um sé ponto.

Por outro lade, o fato acima & parcialmente _¢onfirmada na
prética, analisando-se todos Qs.valores de "A” e de "B obt {dos pela
simulacﬁa numérica; verifica-se que o clclo-3 instdvel n¥o corta o es-

tével em nenhum ponto quando r € (e3/2 , 14,1044...).
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Asgim, na regl3o 8,943808755...< r <14,10442893963910%... ,

tanto o ¢cicio~-3 ingtédvel como ¢ estdvel ficam caracterizados,.
Agora, para r > 14,104428939639101.. surge o <clclo-6 qu=e,

sendo inicialmente estdvel, tambdm por bifurcagdo garfo, tornar-se-g¢

instdvel dando origem ao clclo-12. Este, por sua vez, ird surgir de .

forma “suave”, ou seja, pode-se dizer que a partir de r = 14,70 Ja
n#o se sabe mals se é o ciclo-6 ou © ciclo-12 que ocorre. E esse cl-
clo-12, que iniciaimente € estévgi, t ambénm por bifurcacio garfe, tor-
nafmée*é Instével dando-origem ao clclo-24. E o fendmeno se reapste,
‘ émbéra se note que o {ntervalo onde os cicloe~3.2" tn = ©,1,2,...}
existe, val diminuindo com o crescimento do pardmetre "r” at$ que, pa-
ra r = 17,0 , os ciclos 230 totalmente aperiéd!éos, ) podewse’ dizer

ent¥o, que se tem um caos.

- o - 134



TABELA 1

u{0) = 1,000000001 Au = 0,0000001

Cuti) Ny e N -3
0,99999339901 1,0000000589285518 0, 99989997553486849
¢,999999801 ' 'z,ooooqoazolezyqol' Q,99999995311997944
0,49999858701 1,0000001810500938 o,é9399993019399234_
0,999399601 1,0000002418172224 0,399999307 14700275
0,999999501 | 1,0000003025522045 ‘ 0,99999988404522667
©,999899401 1,0000003632640764 0, 99399986092107675
0,399999301 1,0000004239673247 ~0,99999983778132506
' 0,999999201 | 1,00000048456642061 0,99999981463214255
0,999399101 ' 1,0000005453555097 . 0,99399379147643108
0, 999999001 1,000000606044727 9 | o,9é9999?6831709529
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TABELA 2

u({0) = 1,0000000001 . & u = (,00000001

w{t) AL N2y

0, 9999999301 0,999389997710472722

0,9999999801 1,0000000055411934 ' 0,399999998869955565

0,999%8999701 1,0000000141118330 0,99999998830225477
\"0,9999399&01 ' 1,0000000212658901 0;99999998703764€l0

0,9995599501 ' 1,0000000273607521 0,99999398546549189 J

0;9999999401 ~1,0000000344282395 : 0, 99999998363312840 §

0, 9995338301 | 1,0000000408008147 '0,999999981&4899938

0,999993%201 1,000000047065é215 0,9999999795973446&

0,9399993101 1, 0000000532909760 0,99993997749253170

©,9999899001 . 1,0000000594885550 0,9999999?533903?85
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TABELA 3

w(0) = 1,0000000001 © A u = 0,000000001 ?

| |

| -

aliy INCi) T (i=1,2) f’
0,9999999991 0, 999999707 58692033
0,9999999981 0,9999998622203327 4
0,9993999971 - 0,99999991041629015
0,9999999961- - 0,89999993405496860
0,9399399951 . 0,99999394816728784

0,9999999941 | '0,9999999575937137 1 |

0,9999939931 . 0,99999996437453731 |
0,9999999921 0,99939996957336014
0,9999939911 | ~ 0,99999997370809818
0,9999993301  0,99999997711704770
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TABELA 4

r = 10,0

0.0Q01

Y

w{0}

Pr estdvel
$

clclo~3 instével

14,978661367 7699
14,9786613677699

14,9786613677639

14,9786613677699

14,9786613677699

" TABELA 5

.}
]

10,04

v(0) = 0,0001

Pp estavel

ciclo-3 instaveld

14,9986214741117
14,9986214741117
14,9986214741117
14,9986214741117

14,9986214741117
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TABELA &

v

i

0, 0001

Pg inglivel

ciclo?S estivel

40,4265568733374031
5,226196823916804696

5,22615682910804696

‘ 40,4265568733974631




CPARTE 111

CAPITULD 1V

Na primelro capftuloe, f@z-se uma discretizaglio do modelo con-
Linuo de Verhulst cuja andlise teve com6 pressuposto bé$i¢o o cresgcl-
mento’ de uma Unica espécie lsolada no sistema ecoldglco. Entretanto,
mesmo dentro de todas as consideragfes, os resultados obtldos por esta
anédl ise digcreta através do Metodo de Euler, ndo se assemelham acs re-
sultados egperados baseando-se no modelo‘contfnuo.

Conmeguentemente, a ﬁroposta deste capfiulo & uma andli=ze
crftica dos modelos populacioconais discretos correntemente citados ha
literatura, propondo alternativa de discretizaq%o,.cuja comportamento
tenha uma semelhanga malor ao comportamentio do modelo continug de
Verhulist (Mod.C.V.2.

Antes de 1niciarmas tal discretizacﬁo, conveém lembrar gue o
modelo continuo de Verhulst |

dy

el Ay - B y? =y (A - B y) ' (4.1)

com A, B >» 0 , tem como solugHo,



A/B

yitl) =
1 - AL
C
{0)
C = !
y{Q} -~ A/B
onde A,BER  s%o biologicamente interpretados como: :
A = taxa de crescimento da espdcie é
B = taxa de competig¥o Intra-especifica ;

A/B = capacidade de suporte do melo
# na sua discretizac¥o pelo Método de Euler (Het.E.3 ,. obteve-se:

yin+l) = (A + 1) y(n) [1 - B y(m)) (4.2
(A+1)

Geomeblricamente, o Met. E. & justiflcado da seguinte forma: !

¥}
dy
yin+!l) e e e e

yind bem o el L 4
i {
! 1
1 }
§ 1
1 i
i |
i H
1 t -

tn} t{n+1) t



A discretizacdo pelb Het .E., caracteri{za-se em encontrar ag
soluglies por aproximagfes, através da informagfo iniclal a respeito da
solucHo num dnico ponte, yv = yi{nd), e a partir daf, recurslvamente, ob-

ter a solug¥o no ponto seguinte y = y{n+1).

De uma forma geral, a soluc¥o numérica obtida pelo Helt.E. .é
a seguinte: a equacdo diferencial da a inclinaclo da curva em qqaiqueﬁ-
pontoc como fungdo de y e £. De infclo, chhecemos apenas ¢ ponto
(L(0),vy(M), Calcula~se entdo a Inclinago da curva em (£{0),y(0)) =,
atravéa de um incremento A L, prossegue-gse a0 longe da tangente a
| curva em (£(0),y(0)). No novo pon£o t(ly = £(0y + A t, pela inclina-
¢Ho da tangente, obtida da equacgio diferencial, chegawse a um nova wva-
for de vy = y{1). Continuando, obtém;ge uma seqﬁ@ncia de pequencs =ssg-
mentog de reta que, espera-se, aproxlme—sé com suficiente preclisdo da
eurva, que é a solugdo.
| Supondo-se que a selugfo da gqﬁacﬁo diferéncia! no ponto

t = t{n) seja yinJ, pode-se tragar a reta com inclinagio:

dy = F(t,y)

e ——

dt ft=tin)

que passa através do ponto {(tL(n),yi(n)). Esta reta ¢é representada por

dl *
0 He{l’"E‘! faz:
ylatl) -y {n} Ay dy:
! - = ——— T _ — r N -
t{n+ll=t{n) YAy inclinggdo de dj
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E faz-se ent¥o, y(n+l) ser o ponto onde a reta d, inter-
cepta a ordenada levantada eﬁ t = tin+t) = t(n) + At, 0O HMet.E. usa
a Inclinagdo no.éonto (Lind,yindd para'obter,o valor de yi{n+l},

Uma outra forma de se fazer a discrettizacgdo, pode ser flus-
trada come na figura sbaixo e, que a partir de agora, zerd denominade

Método 2 (Het.2):

yin+ 2}
ylos 1)

yinl

Ctim) ‘tin+2 ] tinsi) {

Supcﬁdo—ﬁe que a solugHo tnicial no ponto L =  t(n) seja
yin), e que o ponto Inlclal y{n+l) seja conheciéo; podemnos entio
tragar uma reta dy ,com a 'inclipacﬁo da " tangente através de
{tiny,vy{n)), & uma outra reta dg , com = inclinacio da tangente atra-
vég de (L{n+l},yin+l}). A média destas inclinagles ou tangentes, .esté

mals perteo da diregio (Lin),yin)) -> &in+ld,yin+ld)) , denotada por
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dg , do que a tangente no ponto (Lin),y(n)), denotada por d; . Nests
sltuaclo, pode-se egperar solugles males precisag do que no Mebl . E.,pois

este ditimo faz ams inclinagles de dp e de d; @erem iguals; e gra-

ficamente pode-se ver que, dg aproxima-se mals de dz do gque de dy
Hegte métodeo, usa—se a média das tnclinag@es das derivadas
nos pontos  (Lin),yin)) e (Lin+l),y{n+1)) para aproximar a diferen-

cga yin+l}l~ yin} , 3 solugio, ou seja: _ ;
tin+l)— t{n} : :

ylantl) ~y(n}) _ tg f ~ dln+ll-din)
t{n4-1} — t{n) 2

— é l}:(;{n-{-l},y{m-l)ﬂ' Fltiﬂ_.}g}'(“}}]

i
';.
i
i
i

- Analogamente ao Het.E., aqui, a normalizagdo & feita toman-
s : :

do~se At = 1. E a dlgcretizag¥%o de (4.1) pelo Met.2 &: )
y{n+1) - yi{n) = WL.{f<x<n>,y<n}> + F(x(n+1),y(n+1)? )
q 2 '
= ,é.{y(n) A - B y(n)} + y(n+i) [A - B yfn+1}{}
5 _ _
= 3 A ytn) ~L B yB(n) +1 A yin+1) -1 B y2(n+1)
2 2 2 ' 2
donde
y2n+l) - (A = 2) yin+ld + y2n) - (A + 2) y(n) = 0 (4.3) {:
B ' B N
£

Agora, se conglderarmos {{1) e g (2) como sendo as rafzes

'dé (4.3 , entio
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ML) + M)

(A - 2) =
B
&
y2(n) - (B + 2) yin} = ({1} M) | 4.4

B

Serd conveniente ressaltar-se aqui que, toda nossa andlise
ainda & realizada dentro de um contexto que envolve o crescimento  po-
pulacional de uma dnica egpdcie "lIsolada” n; sistema ecglégicé. Seando
agsim, yin) . vin+l}) gsdo o tamanho da populagdo na geragio "n” |,
"n+l"”, respectivamente. Além disso,.por tratar-se de um modelo de po-
pulag¥o onde ndo se constdera a geragdo espontinea da espécie, nde po-
demos ter y{(L(0)) = O, pois se i{azto aéontece, a populacio para todo
iﬁstante L' futuro, também serd nula. Nals ainda, os tamanhos popula-
cionais devemn ser nido negativés na geracio considerada.

Agora, as solucBes de (4.3;, H (13, [ (2}, expressando em
prinéfpio o Lamanho da populac@o na geragle "n+l"”, devem ser posiii-

‘vas. Entretanto, sob ¢ ponto de vists bioldgico, n¥o & vidvel o caso
onde M (1) # M(2), ambas positivas. Sé_tal fato ocorresse, ent %o
a nossa espdécle, que é dnlca, teria dois taménhos distintos da sua po-
pulag¥o numa mesma geracdo, @ 0 nosso modelo n¥o seria portanto, de-
terminfstico; Desta forma, © tamanho da popuiacﬁo'numa geragio éonsif
derada, deve ser dnico. Para isto, @& necessério Que o preduto
p{i} p{2) seja, pof sun vez, negativo. Fazendo-se entdo,

p(l} 952) < Q, uma raiz serd negativa, e teremos <¢omo solucl3o dnitca

para as l{teracfes, a raiz positiva.
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Impondo-se .a condicﬁol Ha1y B2 € 0, tem-ge de (4.4)

que s
vin) < (A + 2) . , , (4.5}
=5 .
Vejamos primeirce o que acontece ctom a restrigdo (4.5},
0 digcriminante de (4.3} é:
A= (A - 22 - 4 [y2(n) - (A + 2) yin)l o o4.8)
B2 . B.
“e.como  yiny < (A v 2) , tem-se que:
B
Hiy(n)) = [y2(n) - (A + 2) yv(m)1 < O (4.7
B
Portanto,
A = (A - 2¥ - 4 Hiy(nd) > O
E come O > 0, as rafzeg de (4.3) sio sempre reals, sendo

uma negativa, e a outra positiva,

Resumindo, temos gue, 3e:

Tyiln) < (A + 2) , entBo M1 M2 <O
B .

com ambas as rafzes reais. E sendo estag rafzes, uma positiva e a ou~

tra negativa, pode-se garantir entZo a unicldade e a positividade da

golugdo yin+l) , enquanto seja éumpridc O < win) € (A& + 27, |
Resta agora sabermos se y(n) < (A+Z2) garante S unicidade e

: . _ B
a positividade de Lodos os yint+ti), 1>1, Para isbto, & necessdrio gue:
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0 < yin) < (A + 2y => 0 < yi{n+l) < (A + 2) (4.8}
_ T oo e

PBe (4.3), vem que:

g(n+i) = L {(a - 2) + \[(A - 2I2 - 4 £y2(n) = (A + 2) yin)? L (4.9)
2 B B2 B )

e desde que -

[y2¢n) - (A + 2% y(nd1 < 0O ,
' B

_ten—-se que:

(A - 2) < \[(A S [y2in) - (A + 2) yin}]
B Be ' : B -

¢ portanto y{(n+l} ¢ sempre positivo.

Analtsando:

Gly(n)) = (A - 2%~ 4 [y2(n) - (A + 2) y()1 (4.10)
' B _ B

tem-se que o seu valor mixino esti em:

G'(yind))y = — 2 y(n) + (A + 2) = O
- B

Led s

y(n) = (& + 2)
2B



Agora, © valor que ela assume neste ponto é&:

G O[C(A + 231 = 2(A% + 4) _ ' .
28 B2

Disto, tem—-se epn (4.9 gue:

vin+i) < é-{{A -2y + 1 {2 (A%« qf}

B B
Para garantir que y(n+l) seja menor que (A + 2} , devemos
_ : B ‘
impor:
T haa -2+ 1 Y2 (A% + 438 < (A + 2
2 B 8 ' B
o

(A - 2) + v_2.<A2.+ 4) < (2R + 4}
Asaim ,tem-so:

2 (A% + 4 < A+ 632
Disto,

A% - 12 A - 28<0
Finalmente, a ;ondicﬁo:

A <2 garante yin+i) < (A + 2)
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Analogamente aocs modelog anleriorees, a andlisge do comporta-
nenbo  local do meodelo (4.37 deve ser feltrs através da lineartizagio
deste, en torﬁo dos seus pohtos fixos. Tais'pontosi como \id8 sabemnos,

g%o determinados pPoOT:

vin+id = yin) = y»
Asgim, . |
y*éO) = (3
o .
y¥{1) =

A/B .

s¥c os pontos fixres de (4.3) com CLA<C2 & B>O,

Entretanto, linearirzar e snalisar o modelo £4.3) <a mesna
forma que analisamos © maodelo (4.2), n¥o estd dentro dos propdsitos
destd capftulo. 0O gque podemos mostirar aqut ¢ que, fazendo-se a discre-
tizag®io de (4.3) pelo métedo descrito (Mel.2), n¥o se tem Dbifurca-
¢%o. lgto pode ser viste, anallisando-ge dy{n+ L} nos pontos fixos
_ ' dy {n} '
yx(0), e yx{l):

e (4.3} tem—-se:

 oy(nt+l) = .%_ (A -~ 2) +\\/(A -~ 23~ 4 y2G) w4 A+ 2) yind
52

B B
Asslnm,
. _
Syln+l) L — B yln) + 4 (A + 2)

dyin} - A 5
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E nos pontos 1ixos y*(O} e y*1) tem-se:

dy {n+1) . .. ATZ
dyin) ¥(n)=0 A —2
e

dy(ﬁ-&—l)l =A%

dy(n} iy;n)_:A,B A+2

Portanto:
y®¥0Y) = © ¢ instavel para O < A <2
y¥(1) = A/B ¢ estivel para 0 <A <2

E desde que:

< dy{n+1} 1
dy{n} ytn;sn,s

n¥c existe nenhum tipé de bifurcag3o pars o:modeio de Verhulst discre-
Lo, qﬁando a sua diszcretlzaglo é Feita pelo Het .Z, asglm como tLambém
nic existe nenﬁum tipo de bifurcagfio no modelo de Verhuslt contfnuo.
Por outro, o meodelo assim discretizado apresenta uma semelhanca malof

20 geu andloge continuo, do que gquando esta discretizagdo é feita pelo

Het . E.

!sto & nmastrado a seguir, fazendo-se uma simulacio nundrica

para oz trés modelos: (4.1), (4.2} e (4.37.
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1=) - A= 1,7
B = 0,001
y(0) = 0,2
Kod ..V, : Het .2 ' Hel .E.
=5, 0 622,8739 624,2813 “ 406,5117
£=5,1 . 91,3559 . 892,7471 459,093%
L=5, D 762, 0404 763, 3848 © 516,0626
..ﬁ .
t=5,3 £33,9756 . §35,2481 577,1611
£=5, 4 906, 1421 | 907 , 322 641,967
t=5,5 977 ,5444 . 978,581 709,883
=56 1047 ,074 1048,0473 ' 780,176 ﬁ
)
A discretizacio feita pelo Het.2 pode algumas vezes, levar

© sistema 2 que se estd discretizando, 2 caminhos de complexa resoclu-
- GO,
Como exemplo, conslderemos o modelo contfnuo de Lotka -

—Volterra,
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.g,,,;_‘_ = x G1(x,y) = x (ay + bpx + o y)
(4.9
4y =y Gpix,y) = y lap + cpx + bay)
dt :
onde
aj = taxa de crescimento da espécie
bi = taxa de competicgdo inilra-especiflca (i = 1,23
C; = bLaxa de competlcﬁo‘1nter495p9cffica
Ha dlscretizacfo pelo Het.E., com At = 1 ,obteve-se:
#{n+l) = x{n) L1 + Gp(xin),yi{ny)2

’ | | - . . _ | | (4.10)

1

y{n+l) yin) [1 + Goplxin),y{nd?3
com Lo significado ecoldgico de G, (i=1,2} , mantendo-se andlogo ac
do modelo (4.9},

Na discretizacdo peloc Het.2, normalizando-se, com passo

At = 1 , obtém-se:

®{n+idr ~ xin) =.% Ix{n) Gi(x(n),y(n)} + x{n+1) Gy (x{n+1),y({n+1)2]

(4,11)

L Iy(n) Gpixin),yin)) + yin+l) Gplxln+l),y(n+1dd]

it

yin+il) - yin) 5

E asgin,
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H

®in+1y - wind %_x(n} G (xtn),y(n)) +,%,x(n+i) Gl {x{n+1),y{n+1)?

Hi

vin+id) —"yin ‘%-y(n) G (xi{n),yind) +g% yvin+tl) Galxln+iy,yv{n+i))

donde

zx{n+1) [Z2 - Gy {xi{n+1),y(n+133]1 — x(n) {2 +'Gl(x(n),y{n}33 = 0

(4.123

CyinFt) €2 - Ge(x{ntL),y(n+1))1 ~ yin) [2 + Gaixi{n),y(n¥)] = O

com

i1

Gy (¢, y) ay + by Xt Ccy ¥

B G ‘(x,y) = ap *t Cg X *t by vy

Dada a sua complexidade, a andlise de (4.12), n¥Ho serd de-

cgenvolvida nesta diéserbacéo.

Ls

Apenas podere dizer que, cémo na discretizagic do modeio
conbinuo de Verhust pele Heb.Z oﬁtém—se resuitados cuja semefhanqa- &
msior aocs resultados continuos, zssim também o modelo discreto de
Lotka-Volterra obtido pelo Heb.2, talve=z Forﬁe;a resuitadoz cujo com~

portamento & maig semelhante 2o comportamento de seu andlogo continuo.



EPILOGO

Os modelos digcretos que foram apresentados nesta dissertagiio
sﬁo, gsem divida, interessantes no. que d;z respeitoc & matem&tica neles
envolvida,  Apesar de nBo terem sldo ajustados com sucesso, a dados
reats, existem semelhangas entre eles e os seus protdtipos reaits. Tais
semelhangas devem-se so fato de que estes protdilpos possuem a carac-
£erfst1ca de flutuagles populacionaisg qué s¥o ewpressas, nestes npode-
" los mageméticcs discretos, sob a forma das bl?uréagﬁes que neles ocor-
rem, perto do gue seria o ponto de equilfbrio da populag3o. Pelo fato
destas' bifurcacBes acontecerem nos ﬁodelos dlscre£os ¢ ndo nos geus
énélogos cont fnuos, parece que © comportamentic real das ﬁopuiaqﬁes
ecoldgicas ¢ em Ltempo dlscréto. Dessa forma, € justo dizer entﬁo,i_que
B mate@étlca discreta ¢ bem mais apropriada no estudo da Ecologia e as
equagles de_dif&rencas e¥o portanto, benm malg adequadas como nodelcos

populacionals do que as equagles diferencials.

Por outre lado, n¥o deve ser minimtzada a importincia de se

descrever os sistemas ecoldgicos na linguagen matemética e, muito en-
bora a Ecologia Matemétlica venha sendo "esmagada” pelo iInteresse do
slstema hd quasse duzentoe anocs, deve-sze ressaltar que ela n¥o pode
existir independentemente do contexto social, econdmlico e politice do

qual deriva e que até hoje se encontra.
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Este "esmagamento” & gentido,por exemplo, ns controle biold-
glco de pragas da'i?voura onde o5 defensgivos agrfcoias s%o os escolhi-
dos, por oferecerem resultados que a2té certo ponto e a curte prazo,
sfo eficlientes, mas que no decorrer do tempo té& se mostrado mals per-
niciosos que benéficos. Héste trabalho, este problema fé; encontrado
ao  se tentar, com dados populacionais do bilcudo do algodio [PII, uma
aplicagfo pritica do modelo simplificado de Leslie. Estes dados fica-
ram invalidos, no momento em que havia neles a interferénciz de 1;3e~
tictdas, e o modelo propoeta nﬁﬁ oferecia condigdes de ajustar .ade—
- quadamente seus parémetros.com os dados disponiveis. Além disto, & ne-
ceasér!a dizer que uma daﬁ.supﬁslcﬁes bdsicas do modelo, que & a re-
_ produqﬁo*sazonai da espécie ni3o sendo cumprida no nosso clima Lroplcal
ou sublropical, torna a aplicag¥o deste modelo um tanto duv!dosa;

Apesar disto, & 1nteressante_sub}inhar—sé que, embora a dis-
éretizagﬁo feita pdr L6013 torne-c.gadelo de lLeslte Invidvel a dados
'populagéonais reals submetidos a.uﬁ.ciima comoc ¢ nossoe, a andlise ted-
rica atraveés da discretizacko proposta'no Het.z, Lalvez poszsa ofere-
cer uma alternativa mais coerente com a_realldade' Este método parece
estar mais de acordo com o modelo continuo. lste foi parcialmenﬁe mos-—
trédo, gquando uscou-se no modelo continuo de Verhulet tal discretizagibo
e obteve-se resgltados, cuja semelhanca ¢ malor aos resultadoz contf-
nuos do que os resultados fornecldos pela discretizac¢¥o usada na itte-
ratura corrente. Por outro iadd, comoe fol nogtrado através do madelo
continuo de Lotka-Velierrsa, devé—se levar em co%sideracﬁc que tal mé-

todo pode, asg vezes, conduzir-nos a equagles de diferengas de diffgil

resolugilo.



Dentro désta pergpectiva, como direcdes de futuros trabalhos
aponta-se primeiro,_o estudo dos modelos populacionals cléssicos dis-
cretizados pelo ﬂet;z, e logo seu ajuste a dados reais. Um trabalho
neste sentido ser#, n¥%o somente pela sua compiexidade mas também por
ser um trabalho original onde novos caminhos podem ser tLrilhados, mut-

to mats ambicioso e abrangente'que uma dlssertagio de mestrado.
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