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INTRODUCAO

A parte de Inferéncia Estatistica ndo-paramétrica, por sua
importancia, tem sido muito discutida; embora os problemas en-
volvidos ao fazer o teste de bom ajuste para duas amostras te-

nham sido considerados repetidamente, as dificuldades fundanen-

tais continuam sem soclucgao.

Ao nos referirmos a testes de ajustamento paraduas  amos-—
tras temos necessariamente enuncilar os testes de Student ,
Kolmoqorov-Smirnov, Qui-quadrado, etc. comeo ©0s mais importantes.
Eles fazem parte dos problemas essenciais tratados em testes
nao-paramétricos com seus suposStos e caracteristicas particula-
res: Qui-quadrado, mesmo sendo um dos mais usados, & sensivel
a modificagaes no tamanho amostral, assimétrico e dando maior
peso a cobservagoes de menor probabilidade, dificuldades na de-
terminacao do nimero de classes e de frequéncias por classes ;
Kolmogorov-Smirnov bom para determinar diferengas em fungdes
de distribuicdo acumulada, suple distribui¢bes continuas e o
teste t supOe normalidade das populagoes (este teste & pouco

sensivel a nao-normalidade).

Tentando resolver alguns destes inconvenientes, Matusita
1955 propde uma distdncia, de excelentes caracteristicas, e
baseado nela faz uma proposta para o problema de duas amcstras.

geguindo nesta diregdo procuramos fazer uma contribuigdo na
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solugdao de tal assunto.

No Capltulo I fazemos um levantamento bibliografico dos
testes propostos para o bom ajuste de duas amostras, destacando

particularmente, alguns problemas que cada um deles apresenta.

No Capitulo II tratamos em detalhe o artigo de Kameo Ma-
tusita, publicade no Annals Mathematical Statistics em 1955 on
de apafecem propostas alternativas para o problema de duas amos

tras.

No Capitulo III aparecerao as criticas ao citado  artigo,
ao mesmo tempo em que fazemos nossa proposta de teste  baseado
na distldncia de Matusita e apresentamos conclusoes junto aos nos-

sos exemplos numéricos.



CAPITULO I

'ALGUNS TESTES PARA AJUSTAMENTO E DUAS AMOSTRAS

INTRODUGAO

A comparagdo. de duas amostras aleatdrias & uma gquestao mui
to discutida na area de estatistica nao-paramétrica. A hipltese
nula, geralmente de igualdade de populagbes com distribuigao co
mum, completamente nac especificada, exceto na suposicac de que
ela & uma fungao de distribui¢ao contlnua, faz parte dc proble-

ma geral de teste de hipdtese. Sclucionar o teste[%fFY(x)=]? (¥}

X
onde F(x), F(y) sao fun¢les de distribuicado de duas populacgoes
independentes, motivou estudos para desenvclver processos esta-
tisticos gue dependem do menor numero possivel de suposigOes. As
sim, foram evoluindo métodos hoje conhecidos come nao parametri
cos ou equivalentemente chamados métodos livres de distribuicao,
pois sua aplicagdo independe da distribuicdo da variavel aleatd
ria, da gual as observagOes sao obtidas. Isto devido ao grande
nimero de suposicdes feitos na literatura de testes classicos.
Por exemplo, © teste t dé Student e o teste F supdem norma-
lidade, os guais nem sempre sao sensiveis a violagdes de tais

suposigles.

Congideraremos, rapidamente, alguns testes nao-paramétricos



enfatizando suas caracteristicas e propriedades, tentando apre-

sentar um numero razoavel deles, sem chegarmos a considerar, ob

viamente, todos os existentes.

No final desta segdoc serac incluidos dois testes de ajusta
mento para uma amostra, que nos pareceram relevante considerar,

dado a sua importancia.

l. TESTE DE WALD-WOLFCOWITZ,

Sejam dois conjuntos de variaveis aleatdrias independentes
XireeorX, @ Yy,¥,,...,Y com fungSes de distribuigdc contl-
nuas I, e F2. As m+n =N observagdes das duas amostras
sao cclocadas numa amostra ordenada em ordem crescente. — Cada
observacao da primeira amostra & substituida por 0 e da segun-
da por 1, obtendo assim uma sequéncia de 0's e 1's. Supondo
gque desejamos testar HO : FY(x) = FX{X) para tode X esperamos

gue as variaveis X,Y se misturam completamente na amostra or-

(n+m)!
n'm!~

denada. Como todos os arranjos possiveis de 0's e

1's tém igual probabilidade de acontecer, entdo, a distribui-

cdo baseada em tais sequéncias pode ser determinada. Definindo

um "RUN" comoc cada uma das scquéncias completas de O's ou 1l's,
o nimero de "RUNS" na amostra ordenada & indicativo do grau de

mistura,.

Quando temos que os X's 830 estocasticamente menores ou



maiores que Y's, temos somente dois "RUNS", sendo que, um cri-
tério do teste baseado unicamente no niimero total de RUNS, pode
nao ser distinguivel nesses casos. 0 teste de Wald-Wolfowitz &
apropriado quando as alternativas sao totalmente gerais e bicau

dais como

Hy :FY(x) # Fx{x) para algum x,

sendo consistente contra qualguer diferenga em populagoes {vide
Wald-Wolfowitz, 1940] . Esta generalidade faz com que o teste se
ja bom contra alternativas especificadas. O poder exatc ou as-
sintbdtico pode ser calculado somente com base dJde alternativas

completamente especificadas.

2. TESTE DA MEDIANA.

Duas amostras aleatorias independentes Kyveoar X e
Yl""'Yn serao classificadas segundo sejam menores ou maiores
gque um nimero T arbitrariamente escolhido. Aqui comparamos so-
mente as proporgoes de cada amostra que sao estritamente meno-

res que .

Sendo T,S nlmeros respectivos de observagoes X e Y me

nores que T, entdc, T,S tem distribui¢d@c binomial com para-

metros:



PX = PX(X < ) e P, = PY(Y < ) (1.1)

(DY

logo sua distribuigac conjunta

_ m n t .5 _ m-t _ n-s
fT,S(t'S) = ()0 )Py PLQ2 P 1-»,) (1.2)
com t=0,1,...,.m , S=20,1,2,...,n, [vide Mood, 1950].
- T 5 ~ ~ ‘
como — , — sao estimadores nao—-viciados de P, e P a
m n X Y

, T - .

diferenga o é% e apropriado para testar a hipotese nula

Hy # Py = Py = 0. Podemos determinar a distribuigac exata de
£

0
%} . Quando m,n Crescem a distribuigﬁo desses estimado-

res pode ser feita através da aproximagdo pela normal.

O teste estatistico depende, neste caso, do valor geral
P = Px = PY r Mas o0 teste pode ser feito substituindo P por
seu estimador nao viciado (T+ 8)/(mtn). Uma outra maneira, se-
ria construir um teste, também aproximade, baseado no critério
de diferengas de proporgoes de observagdes menores que 7 . Este
seria essencialmente um teste de sinal modificado, bastando pa-
ra tanto supor que uo & mediana das m+n=N observagées com
r das (xl-—uo),...,(xm-uo), (yl-uo),_..,(yn-uo) negativas e

S positivas com r+§5 < N,

Assim a distribuigdo de r dado r+$S & binomial com pxo

babilidade de sucesso 1 = %? y logo nosso problema agora e



- 1 .
testar a hipotese T = > dado que r sucessos tem ocorrido en

tre r+ S ensaios de Bernoulli.

-

No teste da mediana a hipOotese real @ que m™ & o P-&simo
quantil nas duas populagdes, onde P ndo & especificado, mas
estimado dos dados. O teste € aproximado e frequentemente nao &
apropriado para o problema geral de duas amostras, onde estamos
principalmente interessados na hipStese de igualdade de popula-
cOes. Se as duas populagdes sdo as mesmas, Os pontos  P-ésimos
quantis sao iguais para todo valor de P. Contudo, duas popula
¢oes podem ser inteiramente diferentes mesme tendo alguns guan-
tis iguais. O valor 7 gue & supostamente escolhido sem conheci
mento das observagbes, altera a sensibilidade do critério do tes
te. Se o 7 escolhide @ menor ou maior, 1, S terao tambeémn,
rnenor campo de variagao para serem confiaveis. Concluindo, o}

teste @ sensivel a diferencas de locagOes mas & de pouct inte-

resse.
3. A) TESTE DE WILCOXON,

As duas amostras sao colocadas como no teste de Wald - Wol-

fowitz.

Determina-se os postos da segunda amostra e considera-se
como criterio do teste a soma dos mesmos (vide Wilcoxon, 1945)

Se a hipdtese nula & certa, gualquer selegao de n postes de



1,2,...,m+n terd a mesma probabilidade e entao a distribuigao
da soma de postos pode ser determinada. Considerando~se alter-
nativas unilaterais, grandes valores da estatistica indicard des
vio da hipétese nula. Se forem bilaterais serao considerados va

lores grandes e pequencs na regiac critica.

B) TESTE DE MANN-WHITNEY

As duas amostras sao colocadas como no teste de Wold-Wolfo
witz. Proposto por Mann-Whitney 1947, o critério do teste s30
as posigoes dos Y's na sequéncia misturada e ordenada das
min = N observagbes crescentes em magnitude, tomadas de distri

buigGes continuas.

A estatistica de Mann-Whitney & definida como o ntmero de

vezes que Y precede X no arranjo misturado e ordenado das duas

amostras independentes.

Os dois testes considerados aqui, sao eguivalentes. Para
sua aplicagao, somente necessitamos de independéncia e distri-
buigoes continuvas para testar a hipdtese nula de igualdade de

populagCes contra qualquer tipo de alternativa.

O teste de Mann-Whitney & especialmente sensivel para dife
rengas de locagao e & particularmente bom como teste de médias
ou medianas iguals, por isso & comparavel com o teste tde Sludent

para media.



4. TESTES DE CRAMER, VON-MISES E WATSCON

A hipdOtese de que as duas amostras independentes Xi,.“,xm,

e, Yl,...,Yn vém da mesma populagdo, pode ser testada usando

os criterios W2 de Von—-Mises e U2 de Watson 1961. As es-
tatisticas W° e U> foram consideradas por E.J. Burr 1963

e G.S, Watson 1961, respectivamente, com suas formas originais

segulintes:

IS . S C PN C R - S Z(di-?i_)z (1.3)

m+n)° * (m +n)

onde d, e a diferenga entre as fungbes de distribuigao amos-
tral no i-2simo ponto da amostra tomada, isto &, tem-se m, ele
mentos da primeira amostra e ny da segunda contidos no conjun

to dos primeiros l-elementos tomados de todes os mtn valores

arranjados em ordens de magnitude, entao

oony my
di = n - m ’ i:l,z,...,m'l'n
e
a = I (L.4}
m+ n
5. Neste item serao considerados os testes de Kolmogorov, de

Swirnoy e Smirnov modificado. Para efeltos de notagao, em geral,



concordamos com as definigSes a seguir. Para duas amostras alea

térias de tamanhos m e n de populagdes continuas FX' Fy

suas estatisticas de oxrdem sao

Xy Xy Xm ¢ Yy Yy Y

com suas correspondentes fungbes de distribuigdo empiricas deno

tadas por Sm(x), T (y) definidas comc se segue:

-
0 X < X(l)
Sm(x) = < K/m X(K) <X < X(K+l)
l xix(m) Kzl,..-,m"‘l
s
i 0 Y
X < (1)
Ta@) = B Yy 2% Yk
1 X>Y(n) K=l,...,n"l




se a hipOtese nula Ho : F {x) = F,(x) para todo x & verda-
aeira, as distribuigles populacionais sdo idénticas e terlamos
duas amostras da mesma populagao. Por conseguinte admitindo-se
variacdes amostrais, sob 0, serd razoadvel um ajuste entre as
duas distribuicdes empiricas.

a.- TESTE DE SMIRNOV wz :

Modifilcando a estatistica propcsta por Cramer e Von Mises,

Smirnov 1936, compara FY(X) com Fx(x} atraves de

w2 = n I“m [Sn(x)--Tn(x)]2 dTn(x) (1.5)

onde supomos tamanhos amostrais iguais. Depois de alguma Aalge-

bra, 1.5 pode ser escrita como:

2 1
0 -*-'—-'Hﬁ"'l"

12

2i -1
[P = S (1.6)

bh.—- TESTE Wi :

T.W. Anderson e¢ D.A. Darling 1952 consideram uma genera-

lizagao de 1.5,
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” 2
Wi = n I_m [Sm(x)-Tn(x)]W{Tn(x)]dTn(x) (1.7}

onde Y(t) > 0, para 0 < t < 1, & uma fungao de pesos. Esta es

tatistica pode se escrever como:

n
Wi =2 X
J=1

20=-1
{@2[Tn(XJ)]"—§H— Ql[Tn(xJ)]} + Kn'w {1.8)

onde, @l(t), @2(t) sao funcOes determinadas de maneira fTnica

por Y¥(t). Com ?ft) =1 obtemocs 1.5

c.- TESTE wfl COM  y(£) = — 1 .
t(l ~t)

Como para x pequeno, as fungoes de distribuigao FY(x),
FX(X) sao ambas aproximadas a 0 e agora para X grande ambas

aproximadas a 1, 1.5 ndo determina as discrepancias nas cau-

das da distribuigao.

Para casos, onde tais diferencas sao irportantes, Anderson
e Darling 1952 considéram a fungao peso V¥Y(t) = {t(l-—t)}'l

Uma tabulagac de tal distribuigdo & diflcil.

d.- TESTE DE KOLMOGOROV :

Kolmogorov 1953, considera a estatistica
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Dm;n = _m-?z%:m iSm(X) -~ Tn(x)l (1.9)

onde, a magnitude e nao os sentidos das diferengas sao conside-
radas. Dm,n @ apropriado para uma alternativa geral Hl:Ede 7
Fx(x) para algum x. Wold-Wolfowitz 1939, consideram 1.9 a
classe mais geral de estatisticas nao paramétricas e demonstram

como calcular sua distribuicdo de probabilidade para peguenas

amostras.

Os testes de Kelmogorov-Smirnov sao de facil aplicagao sen
do consistentes contra alternativas gerxais mais também sensivel
a qualquer diferenca entre as fungles de distribuigao acumula-
das. Para amostras pequenas podemos usar as tabelas conhecidas

e para amostras grandes usamos sua distribuicao assintdtica.

A importdncia deste teste em aplicagbes com grandes amos-
tras varla congideravelmente, dependendo  da populagdo amosbra-
da guando se testam locagdo ou parametros de escala [vide
Kolmogorov-Smirnov, Psychological Bull. 9% , 51-~160] O teste de
Kolmogorov € adequado para determinar diferengas verticais en-

tre as fungdes acumuladas de probabilidade [vide Birbaum 1952],

6. TESTE X2

Este critério @ um dos mais usados em aplicagoes. Proposto

por Karl Pearson em 1900, este teste para duas amostras compara
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as distribuicdes empiricas determinadas pelas amostras na base

da estatistica xz.

A distribuigdo limite x* & conhecida e amplamente tabu-
lada.

Muitas pesguisas t@m sido feitas procurando condigoes oti-
mas para um 6timp comportamento do teste X2 , 1stc por causa

da variedade de problemas implicitos na estrutura do mesmo. Al-

guns;desses problemas enunciaremos a segulr:
i
|
i) |E um teste que depende diretamente do tamanho amostral, is

to €, fazendo um aumento no tamanho amostral sempre poderemos

rejeitar a hipdtese H, de igualdade de distribuigdes.

EXEMPLO: Na tabela a seguir, agrupamos em classes os dados obtl

dos numa pesquisa sobre esquistossomose efetuada no municipio

Pedro de Toledo (S.P.).

Para classificar os elementos da amostra em positivos ou

negativos, considera-se conoe critério o exame de fezes {(Kato).

Para nosso objetivo comparamcs a prevaléncla por faixa

etaria das populacgOes feminina e masculina.
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TABELA 1.l.: PREVALENCIA POR FAIXA ETARIA SEGUNDO
SEXO DO EXAME DE PEZES (KATO) .
PEDRO DE TOLEDO (S.P.)
CLASSES 1DADE Freq,  Freqg Pinm dip
(ANOS)
01 0~ 4 12 6 0.022 0.022
02 5 - 9 72 63 0.133 0.235
03 10 - 14 145 63 0.268 0.235
04 15 - 19 116 43 0.214 0.160
05 20 ~ 24 52 25 0.096 0.093
06 25 - 29 27 16 0.050 0.060
07 30 - 34 28 10 0.052 0.037
08 35 - 39 21 7 0.039 0.026
09 40 - 44 23 13 0.043 0.049
10 45 - 49 22 5 0.041 0.019
11 50 - 54 7 8 0.013 0.030
12 55 - 59 9 7 0.017 0.026
13 60 - 7 2 0.013 0.007
TOTAL 541 268 1.00 1.00

FONTE: Pesquisa Departamento de Parasitologia

IB/UNICAMP

e

SUCEN - SP.

X2

2

62.326716
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TABELA 1.2

Tomamos a tabela 1.1 e usando os seus dados originais va-
mos dividir o seu tamanh¢ amostral por 10. Em seguida, multipll
camos esses mesmos dados originais por 10, calculando, para ca-

da caso, a estatIstica X2.

CIASSES 1IDADE freql/lo freql/lo P%/lo q%/lo freqlO freqlo Plo 10

M F v ' M Py g
oL 0-4 1 1 0.018 0.0 120 60  0.022 0.022
02 59 7 6 0.130 0.210 720 630  0.133 0.235
03 10-14 15 6 0.240 0.210 1450 630  0.268 0.235
04 15419 12 4 0.220 0.140 1160 430  0.214 0.160
05  20-24 5 3 0.091 0.100 520 250  0.096 0.093
06  25-29 3 2 0.054 0.069 270 160  0.050 0.060
07  30-%4 3 1 0.054 0.034 280 100  0.052 0.037
08  35-39 2 1 0.036 0.034 210 70 0.039 0.026
09  40-44 2 1 0.036 0.034 230 130  0.043 0.049
10 45-49 2 1 0.036 0.034 220 50  0.041 0.019
11 50-54 1 1 0.018 0.03¢ 70 80  0.0L3 0.030
12 555 1 1 0.018 0.034 90 70 0.017 0.026
13 60- 1 1 0.018 0.034 70 20 0.013 0.007
Totais 55 29 1.00  1.00 5410 2680  1.00 1.00

1/10,2 10

= 7.764891 X% = 623.2671
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Em geral, se n* = Kn temos:

2 2 2 2
(Kn, - Knp,) K"{n, - np.) (n. -~np.)
x* - 5 1 i = T i i = K T et i
1 Knpi i I{npi npy
=I(X2

il) Por causa de sua assimetria, sempre gue sdoc trocados valor
amostrado e valor esperado, teremos diferentes valores para a
estatistica.
EXEMPLO: Sobre os dados da tabela 1.1 foi calculado X° =62.326
usando Sua expressao
2
9 (ni 541qi)

X" = 3 .
i 541_qi

Agora, se fazemos aqueles calculos usando:

2

{m, — 268p.}

X2 = 7 i i
i

obteremoas X 38.722

26

8 Py

o que de fato €& uma diferenga consideravel.

iii) DA maior peso ds observagOes de probabilidade pequena, is

to &, observagbes com bailxa probabilidade dac maior contribui -

¢ao ao valor calculade forcando a rcjeicag da hipbotese Ho
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iv) O fato dos dados amostrais terem de ser agrupados em cate-
gorias, faz com que percamos informagao, suspeitando-se que se
ja maior guando se trata de distribuigoes continuas. Além dis-
so, 0 teste X° nao e Unico por causa da liberdade gue existe

na escolha do numero de intervalos.

-+ . 2 - »
) A estatistica X esta baseada no gquadrado de desvios de

frequéncias observadas, sendo portanto insensivel ac modelo de

sinais.

Em vista dos problemas anteriores, muitas sugestoes e pes-
gquisas teém sido feitas para eliminar tais dificuldades, princi-
palmente guando fazemos aplicacgoes em tabelas de contingéncia ,

onde foram desenvolvidos importantes trabalhos praticos.

Como anota Dadakis 1977 em relagdo a@ aproximacgao de X2
por X2, esta aproximagao nfo & boa se as frequéncilas esperadas
nas celas, determinadas pela distribuicdo hipotetica, sdo peque
nas. Neste caso, a estatistica X2 tem vicioc positivo, isto &,
tende @ ser maior gue o valor tedrico Xz. Assim, tendemos a re
jeitar a distribuigao hipotética com probabilidade maior do que

o nivel de significancia selecionado.

Naturalmente, desejamos saber gquando as freguéncias sao su
ficientemente grandes para evitar tal situagac no teste qui-

quadrado.

Muitos autores tém apresentado trabalhos dando sugestoes
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para escolher tamanhos amostrais e determinar nimeros de catego

rias para agrupar os dados. Entre c¢s nais citados estao: Cochran

1952, 1954, Manns e Wold 1942 e Cramer 1946.

Acontece que © cumprimento das regras de Cochran 1952 com
um tamanho amostral suficientemente grande & antieconSmico e

pouco pratico, dai a manipulacac dos dados no sentido de se oh-

ter o menor numero de categorias.

Seja como for, o problema ainda continua sem solugao. Nas
tentativas de solucionar cada problema foram aparecendo di-
ferentes testes, cada um deles padecende de algum defeito. al-
guns deles bons para testar diferenga em fun¢des de distribui
gao acumulada, outros bons para testar parametros de escala cu
locagao, outros beons para testar hipdoteses gerais, etc, mas
com eles vém problemas adicionais, tais como dificil computacao,
pouco econdmicos, muitas suposigoes, aplicagoes extremamente
particulares entre outros. Tudc iss0 leva a uma complicada ana-
lise sobre qual teste usar, que seja mais adequado para a hipd-
tese a testar, em termos de ser de maicr poder e de menor com-
plexidade, pois & claro que se nosso desejo @ determinar, por
exemplo, diferengas em nogsas distribuigﬁes empliricas, escolhe-
riamos a X2 e nao o teste de Kolmogorov-Smirnov. Isto inclusi
ve como resultado de uma anadlise mais profunda do que nds quere

mos na base daguela distancia que fundamenta o teste a usar.

Concluindo, terlamos wmais algumas coisas a dizer:
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: . 2
a.— Comparando o teste de Xolmorogov-Smirnov D , com X ,
¥

como mais conhecideos e usados, vemos gue para o ajuste de uma

distribuigdo continua, D & mais sensivel precisandc assin-
I

toticamente de tamanhos amostrais de ordem n4/5 comparado com

2 - . . - .
n para o teste X sendo entao mais eficiente. Alem dissc ,

Dm n & mais poderoso particularmente quando a amostra e as fre
, =

quéncias esperadas nas celas sao pequenas. Por outro lado, Dm n
t
& um teste exato e para pequenas amostras sera preferencialmen-

te usado {(vide Massey 1951}.

b.- Alguns testes de ajustamento para uma amostra sao de impor

tancia, como:
i.) RAZAO DE VEROSSIMILHANCA

Suponha que temos duas distribuig¢des de probabilidade mul

tionomial com pardmetros (pl,...,pk) e {gy,....rq) com uma

observagao (nl,...,nk). A estatiIstica razdo de verossimilhanga
P n r n
R=(——) b ... (%) K (1.10)
q]_ q](

& exatamente a razao das probabilidades do evento observade sob

as suas distribuigoes.
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Em termos pratilcos, geralmente sc conhece a  distribuigao

de (pl,...,pk) e 0s pardametros da distribuicao allernativa
(ql,...,qk), desconhecidos, sao substituidos por seus estima-
dores M.L.
~ n,
a, = L, 1 =1,...,k (1.11)
N

A estatistica de ajuste da razdo de verossimilhangca I & o lo-

garitmo de l/R2

L = -28n R :—2§Ini(ﬁlnNP —Enni) (1.12)

i

I, & assintoticamente distribuido qui-quadrado com k-1 graus
de liberdade, mas muito pouco & conhecido do comportamento de

L para n pequeno.

ii.) ESPAGCOS DE VALORES AMOSTRAIS

Sejam Xl < X2 < L.. < Xn elementos de uma amostra ordena

da, de uma varidvel aleatdria com fun¢ac distribuigdo H(x) co-
nhecida. A esperanga de H(xi+1) - H(xi) & 1/(n+l), i=0,1,..., n

com as notacoes H(KO] =0 , H(X = 1,

n+l)

Para testar:
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HO : xl,...,xn pertencem a H(x)

Hy & XpreeerX, pertencem a @&, onde ¢ & uma clas

se de distribuigoes diferentes de H(x), Kimball 1947 considg-

ra a estatistica:

n+i 1 2
izl [H(Xi) - H(Xi—-l) v ] {(1.13)
Moram 1947 usa a estatistica:
n+l 5
5 [H(Xi} - H(Xi“l)] (1.14)
i=1

e demonstra que sua distribuigao e assintoticamente normal, Sher
mann 1950 considera
n+l

L |HX
i=1

B b

i H(Xi_l)l (1.15)

e demcnstra que & assintoticamente normal.

c.~ Muitos testes ficaram fora de comentario. & bom dizer que
existem outros de menor interesse que nao foram discutidos aqui:
Fisher-Yate coﬁéideram como teste a soma de postos da segunda
amostra. Van der Warden usa como critério E¢“l(si/(m+n+l))0nde

¢ & distribuicdo acumulada da variadvel normal padrdo. Mood 1954
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7y

propés W = I

{Xi -~ %(n+l)}2 . Capdn 1961 da um equivalen-
i

1
te dquele de Van der Warden. Além destes, hi testes  propostos

por Lehmann 1951, Klotz 1962, Siegel e Tukey 1960, Kruskall

e Wallis 1952, Puri 1964, etc.

No proxime Capitulo discutiremos a disté@ncia de Matusita,
bem comc o teste de bom ajuste  proposto por Kirmain em 1971
além de outros topicos, como medida de associagdo e teste de In
dependéncia em tabelas de Contingéncia fundamentados na refe-

rida distancia.



CAPITULO II

'0S RESULTADOS DE MATUSITA E ALGUMAS APLICACOLS

INTRODUCEO

Kameo Matusita, em 1955, publicou um artigo, no qual ele
apresentou uma solugao alternativa para o problema do bom ajus-
te. Consideraremos aqui, partes dessa publicacao, ampliando suas
demonstragdes e dando maior énfase as partes de nosso particu-
lar interesse e nas quals baseia-se a melhor estrutura dos tes-

tes derivados desta distdancia.

No final do Capitulo faremos um resumo destacando OS princim‘
pais fatos de algumas pesquisas desenvolvidas baseadas na dis-
tancia de Matusita. Vale ressaltar que tais citacCes sao impor-—
tantes por serem aplicacgOes em analise discriminante, Testes de

Independénecia, Testes de Ajuste ¢ Medida de Associagao.

DEFINICOES E PROFRIEDADES

Sejam FloeF, fungbes de distribuicac simultaneamente discre

tas ou continuas. A distancia d entre F, e F, & dada por

r
12 . | (BT - /B, T )24 (2.1)

2
AT B Fy) = 1Py~ T, { n

onde m & uma medida adeguada, P](x), Pz(x) suas densidades e R @ espa
co total.
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d & distancia pois satisfaz as seguintes propriedades:

1 - a) 4d(p,G6) > 0 d(F,F) = 0

i

b) d4{(F,G} d{G,F) (2.2)

¢) d(F,G} + d(G,H) > d(F,H)

para toda distribuigae F,G,H onde d(F,G) denota a distancia

entre F e G.

2 - Dado um nimero positivo n pode-se achar uma seguéncia de

numeros {B_} , talque,

P {d(F,Sn)> nt < Bl (2.3)

para algum F na classe de fungdes de distribuicao em conside-
ragdo, onde §, denota a funcao de distribuicdao empirica, ba-
seada em n observagoes de uma variavel aleatdria com distri-

buigcao F e tal que B, >0, se n =+ .

3 - A distancia representa bem a diferenca entre distribui-
goes em todo ponto ou, para o problema de ajuste, ela represen-
ta a diferenca nos pontos com probabilidade maior (densidade)me

lhor cue naqueles pontos com probabilidade menor.

DEMONSTRAGOES ¢

2.2.b - dzwum,: JRu®ﬂxr—‘@2mF)2¢n
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] _ 2. _ 42
= Rt /BGY - /P N A = at(c,p)
2.2.c - d(F,G) = (JR(/PltxY - VB fa )12

l

d(G,H) = (JR(/pz(xf /P3(xf)2dm)l/2

d(F,G) + d(G,H) = (JR(/Pl(x) /B, ) e )2 s (JRsz(x)' -

——, 2 1/2
= /P3(x)) a.)

pela desigunaldade de Minkowsky:

a(F,e) + d(G,H) > (IR((/Pl(x)' - /Pztx)' + (VP (%) -/93(x)'>2dm)1/2=

B} e e PR

= (JR(/Pl{X) - /Pa(x)) d) = d(F,H).

2 - p {lF - 8 ﬂz >nlNn>0 basta tomar n = k-l t_ e fazendo
r n z n n

uso da desigualdade de Markov obtemos o seguinte:

P_ {lF - 8 “2 > K1 t) < 1/t (Markov)
rF n - n -
2 1 . -
- < =
P.(IF - 8 1% >n} < —¢ B isto &,

n

P {IlF - snn >yn" b < B

Da definicdo de Tn' vé-se gque lim B_ = 0
- oo
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A afinidade entre Fl a F2 e

o = JRJle)' VRS TRT A (2.4)

Algumas das propriedades da distancia il | e afinidade p
5301

a) 0 < p <l

2 f—t -
by IFy - F ™ = 2(1 Q(Fler)) < 2 {2.5)
c) P, - F “2 < J .P (x}) - P (X)!d S210F, - F
1 2 =~ /R 71 2 m - 1 2

DEMONSTRACOES :

2.5.a - p = JR /Pl(x)'/Pz(x)'dm como P

entao p > 0.

Agora:

jR/Pl(xr VB R A < (JR(/Pl(XY/Pz(xY)2dm)1/2 =

1/2 J J 1/2 _
(JRPl(x)Pz(x} d_) < UgPp ) JpP, () d) = 1

cbtido a partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz.
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2 _ J , 12
2.5.b - lr, = F 17 = | ¢/P G0 -/o, () —JRPl(X)dm+JRP2(x) a. -

- ZJR/Pl(XYJPz(xT d. = 2(L - p{F/Fy)), como 0 < p ¢ 1 ,

entdo 2(1 - D(Fl'FZ}) < 2. Destas propriedades segue~se que:
[Fl(E) - F,(E)}[¢ 2IF, - F,l pois para qualquer conjunto
mensuravel E, |Fl{E) - Fz(E)|= ]JEPI(X)dm - JEPZ(K) dm| <
< JE[Pl(x) - Pz(x)1dm 5_[R[Pl(x) - Pz(X}]dm‘i 2NF1-F£I .

Considerando fun¢les de distribuigao discreta, enunciare-

mos
TEOREMAS FUNDAMENTAIS:

Seja F fungao de distribuigao discreta com probabilida-—

des Pl’Pz""'Pk para o0s A]Jk,,..ﬁk eventos respectivamente,Se
2
ja n, o nimero de ocorréncias do evento 1 em n observacgoes,

denctamos

a distribuicao empirica, logo por definicgaoc,



k n..' - A T,
2 i 2 : i ol
T - 1“ = /q - = - /
I F s iy;l( - A)i) 2 {1 iil w YP;) 2.8
WA
Assim D = L P, (2.7
i=} 0 *

TEOREMA l: Quando a varidvel aleatdria tem distribuigdo F ern-

tao:
2 k-1 1

P_ g - Sn“ <==tl> 1 £ para todo t>0 (2.8

PROVA: Pl,..., Pk' > 0 Pk'+l = ,..= Pk = 0 k' < k logode 2.6
X /f '
B2 =0r -5 1°= 1 (/% -/p)? nas
______ . . -

n, J/hi //;; J/

— —p, = (/= +/P /= -/p,) (2.9)

n 1 n 1 n 1

n

—

. P,
n, n i
donde /nl —/;. = (2.10)

e (2.1
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P 2
k' {5 - P K ny
= 'El n, n,p, * Mﬁ.+1 n (2.12
= .4 pe2v 22 =
1
k! n, k n
< 5 2 E_op?s % X (2.13)
41 Pi n i n
* 1=k '+l
k! n, k'
E(8) ¢ I s EGE -2 =8 —F— B -n, )7 (2.14)
i=1 "4 n ' i=1 n“p, i
k! l—Pi
= I {2.15
i=1 ¢
k'-1 k-1
= n < o (2.16
onde E representa a esperanga cm rclagao a F,
Usando a desigualdade de Markov
2 p(p? .y - 1 ,
p.{a"«EBOTIE T L - ¢ 2.1

Para tode t >0, portanto:

t} > 1 - % , £ > 0 (2.18
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2
g (my 7 D) )
Sabemos x2 = 7 5 = ~ X e além disso
i=1 P, k-1
1
de 2.12: .
n,- n_.
i P
: i 2
2 ko n = )
A® = 2 -
i=1 Y.+ ¥ n
i P,
i, 2
( )
/n’
2
X n(n:'npi)
= ¥ 5 (2.19)
i=l n (/ﬁ}+{ﬁﬂ )
Py
.,k (n,; ~ng, Y7/np
- 1 E 1 1
n . w—
i=1 (l+/“i )2 (2.20)
npi

entao temos:

TEOREMA 2: Quando a variavel aleatdria tem distribuicao discre

ta F, com Pi >0 1=1,...,k e n & grande obtemos:
2 2, . 2 2
Pr{llF S I7<6™ b= P.ix_q < 4n 8"} (2.21)
para todoc § > 0, onde xz & a distribuicdc qui-~quadrado com

=1
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k-1 graus de liberdade.

PROVA:

i= Op

k I n, 2
p IF-51% < 8%1=p {2 5 |(n -n_)%/m. ||1+/—L] <§%} (2.22)
r n Y n 1 i Pi Pi
1

2 2
= P_{X_; < 4ns") (2.23)

1

Depois da aplicacao do teorema de Slutsky e do fato que

2
(ki —nPi)

z

i=1 nP,

i

. _ 2

se distribue como uma Xkﬂl

NMosso objetivo & determinar uma regra tal que, para toda

distribuigao discreta F, ‘dado &_ ~ 0, possamos decidir B

uma variavel aleatdria tem distribuicao F, ou uma distribuicgdo
F comlIlFr -1 1 > & .

o} o]
Antes de enunciar ¢ tecorema seguinte faremos as seguintes

consideragdes: Quando X tem distribuigdo F_, temos por 2.8

p {IF - g 1% ¢ X1
hey Q n

o t} > 1 = T (2.24)

e quando tem distribuigac F com IF - FON > 8

lFp - s 4 >y - Ph - IF - g |
o n 0 n
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] _
> 50 by Snll (2.25)

entao,

k-1

1
Pr {HFO Sl'l“>60 '—n— t} > 1l - ‘E (2.26}
e alem disso guando n > 4(k—l)5;2 t (2.27)
temos 6 -/ %L ¢ > /R (2.28)
o n - n

TEOREMA 3: Para todo t > 0 e n > 4{k—l}582 t temos:
a) Quando X tem distribuicao F_:

“2 k-1

n

<

1
p UF -5 £t} >1-%¢ (2.29)

b) Quande X tem distribuicdo F com HF - FOH> Go’

2 k-1 1

p{lF -5 li">==1t}>1-¢ (2.30)
PROVA:
a) Segue-se do teorema 1.

- sl :
h) IF sn S ao

- - pil- - - Iy - I .
“FO _snn zHFO rl-Igp an > 60 by Sn (2.31)

de 2.26 e 2.28 entao concluimos.
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-
k-1

P {Irp - s | =2t} > [l -5 I
r Q n n Ir n

[

ey
k-1 1
RGN - tr>1 - ¢ (2.32)
Portanto:
2 k-1 1
Pr {"FO S| > Tt} > 1 - T {2.33)

TEQOREMA 4: As distribuigoes F e F, com IF - FOH > 8§, es-
—~ . . N a— 2

tao numa classe (Cn) de distribuicoes tal que X Dbaseada em n

observactes da varidvel aleatdria tem assintoticamente uma

Xi-l' Seja n todo nimero positivo mencr gue § .

0
a) Quando X tem distribuigao FO temos:
| 2 2. . 2 .2
Pr {HFO - Snﬂ < n°} = Pr{ X1 < 4mn© 3 (2.34)
b} Quando X tem distribuicac F temos
: 2 2. . 2 2
Pr{HFO =8 1" > 2 PLdxy_y < 4n (85 -n) 7} (2.35)

PROVA:

a) Segue-se do teorema 2.

b) I - FO1| > §,, de 2.25 temos que

P.o{IP_, - Sl >n}> P {6-1F - S I>n) (2.36)
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Pr{HF— 5.1 < 5 = N} (2.37)

2

2
PAIF-s1%¢ (5, -n) ) (2.38)

Segue~se o0 resultado do teorema 2.
PROBLEMA DE DUAS AMOSTRAS

Sejam X,y, nao necessarlamente independentes, variaveis
aleatObrias as guais tém distribuigtes (marginais) discretas:
o

o] o]
Fz(_Pl,p,...,Pk) e G

i

1 1 1
(qquzf ---qu)

sobre os mesmos eventos 1,2,...,k. Sejam nl,....,nk com

In; =n e My,...,m Ccom Im;, =m observagces em X e Y.
n n m

: . _ M k C oo k
Sejam tambem Sn = (H_""’ H—#} e Sm = (“ﬁ_""'TE_) as
distribuicoes empiricas. Entao temos:
TEOREMA 5: Seija n todo niimero positivo menor que 8
a) Quando IF - gl = 0 temos

Pr {HSn - Sﬁ1l< ni> 1 - k ”21{ L + i )2 (2.39)
n /' ym’

b) Quando I F - Gl >5O temos
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k-1 1 1,2
P_{Is_ - S'l>n} >1- ( + ) (2.40)
R P Y
Ademais,se X,y sao independentes com IF - Gl = 0 temos
) e (s - sl <y s 1 - Ao (L1 16 (k1) ? (2.41)
¢ X n m nt oz 2 nm 4 "
n N’ nm

Quando X,y sdo independentes com IF - Gl > 60 temos

2
a P il s - sl >qy oy -2l (Dl 10 (ked) D (2.42)
(§_-n) (6 _-n) nm
e 0
PROVA:
a) 1ls -8t <lg - rl+lig -s'l Se P ~-Ggl=0 entao
n m - n m

[ - sl < > | - Fli+lag - sl <
p.ils - sp nt ze . {is ~-F G - S5 n}

Por 2.17:
1 iy 2 (2.43)
> 1-= £ (Is - Fl+ lec - sy
n
I ¥
> 1 - L/ Bllr-s 1P+ feiicsl )2 (2.44)
"
1, /1, k-1 ,2
'il‘;‘é“(f“a' +f“za'"> (2.45)
S S SR S (2.46)

- 2 S vm'



_ 1 > - - - — - 1] = Lo - - - '
b) 0, = S} 1 2IF = GI-IF - s 1-1g - §'1> § -Ar- 5 1-lg - 5!

logo:

(s, - siloni>p (6 -lr-sl-lg - s'l>n)

c) Pr{li s - SI;II < n}

= Pr{HF - Sn“+ﬂG - s$ﬂ< 8 -n}

1
( 60"'11;

> 1 - '“‘“l;*_i (géth—SAl2)+/éGIG—S$H2)}2

(6O"n)

Ly 2
1 —— E (g - snﬂ+ﬂ G—smn)

1 2(/@;;? +/§;12

> L~
(Go—n)
k-1 1 1,2
> 1 - { + —==)
(GO—H)z Jm /m

> Pr{“F_SAt<

> PéHF—SnH <

to|

[N

1
—c'e=
n.c-g8 H<2 n}

. 1
nH}{HG—SmH< 5 N}

(2

(2.

(2.

{2.

(2.

(2

(2.
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.47)

.48)

49)

50)

51)

.53)

54)



ay | 5, sr;llliﬂF—Gll—ilG—SI;lll-—IIF—snll > 8

Pr{'ﬂSn - Sr‘n"z ni

>

i

i

>

>

E_ml___
ﬁo—n 9
1
l______
§..n
[ (O

l._?_hi___ (Akliqz ,
@ _n)Z n
O

2
JAGeD 1,1y 16(k))

n2 n m n4nm

<

Pr{ao -ig - sr‘nll-lIF - Sn“i n}

Pr{H F—-Snﬂ + liG—S]fnik §, - n}

§ -1 § ~n

o) , 0
NG-8? I =1}

Pr{“ F—srﬂ<

§ -n § -1

o 1.
5 }Pr{“G—SI‘n< 5 }

p {lr-g I
r n

2
E(ilF—SnH) } .

(

5~

s 2
E(lisusng) ]

— — 1 — — -
e smtl_ I 8l Logo:

36

(2.56)

(2.57}

{2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

{2.62)
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Ak=1) 1 1.  16(x-1)°

=1 - ===+t + =5 (2.63)
_ n o m e
(6 5= (6 ) “rm
TECREMA 6: Sejam X,y independentes e F,G pertencentes a
classe (C_ ). Sejan todo numerc positivo menor gue 6O£ht&JqWﬂﬁD

n
lp - gl = 0 temos:

1,2 1.2 2
. - ! — + =
a) P {ls =-s'l <n} e lgox | 5%, <0 (2.64)
> 1 -5 d e (2.65)
2n
p) Pils - s'lent s p {x2 < nnz}P {x1%.< mn} (2.66)
r n m = "y k-1 r “k-1
nuando ilr - Gllz 60 temos:
: 1.2 1, )
c) P Als - sl >mn} 5Pl Xy | +omx2g <6 M7 (2.67)
> 1 - X @ e (2.68)
2(6_=n)

, : 2 2 ‘2 .2
d) p_{ls ~s 1 >n} 2 e {x_; <n(S_-n"1P {x2; < m6 )"} (2.69)

onde 'Xi—l’ r X sao variévels aleatdrias independentes,ca

k-1

da uma delas com distribuigao qui-quadrado com k-1 graus de
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liberdade.

OUTRAS PESQUISAS

A distancia e coeficiente de afinidade de Matusita tém si
do muito usados em problemas de aplicagao. Entre outras, foram
usados por W. Hoeffing 1965, Allan W. Stoner 1979,G.J.Xobyluiski
1979, Ibrahim A, Ahmad 1980, Ned Glick 1974, alem de ter sido
usado por A.ER. Khan e S.M. Ali 1973 para sugerir um novo coefi-
ciente de associaqéojpor S.N.U.A. Kirmani 1974 para propor um
teste de bom ajuste, por Mathew Goldstein e outros 1976 para de
senvolver um teste de independéncia e por Dillon e Goldstein

1978 para fazer analise discriminante no caso multinomial.

A seguir faremos um resumo das quatro Giltimas referéncias

citadas.

1 - COEFICIENTE DE ASSCCIACAO:

Sejam {(x,A), {¢y,B) espagos mensuraveis tal que(xxiy,AxR)
e seu espaco produto. Seja tX,Y) varidvel aleatOria com distri-
bulgao de probabilldade A nagucle cspago produto onde os cspa
gos de variacao de X,Y estdao em x,y respectivamente. Definin-
do as distribuicdes marglnals de X,Y por u,v respectivamen-
te, definimos sua medida produto como A* =4 x v em Xxy, Ax B},

Agora, se m & uma medida em (X x y,A xB) que faz A e X* abso-

lutamente continuas, entao, X e A* tém suas respectivas fun-
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¢Oes de densidade f(x,v),f*(x,y) com relagao a m.

Sobre estas definigdes A.H.Khan e S.M.Ali em 1973 propoem

a seguinte medida de associagao:

w?(x,y)= 2 Jxxy VE - /E % = 21 = axl? (2.70)
=1 - J VEEF dm= 1 - p(X,A%) (2.71)

XY

onde M(X,y) expressa uma medida de associacgao entre as varia—

velis X,y.

Se X,y sdo variaveis aleatbrias discretas, tal que sua

fungao de probabilidade conjunta possa ser arranjada numa tabe-

la r *xS8 com:

Moy = P(X = x,y=y;) &=1,2,...,5 J=1,2...,8 (2.72)

entao, um coeficiente de agsociagao & da forma:

r s
I T RS M R R (2.73)
i=1  g=1 Y L
S r
onde z n,. = T.. e z M, =1
g=1 7 1 i=) J

Se X,y sdo variaveis aleatdrias continuas, admitindo den

sidades com relagao a medida de Lebesgue, entao o coeficiente é:
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2 iy 2 . 2
']é’ Jy]x (/f(XrY) - /fl(}{) fz(Y)) dxdy='§ul‘l"‘f‘2 ! (2,74)

ondea fl(x), fz(y] sao densidades marginais de x,y e F,,F

1772

suas fungoes de distribuigao.

Em vista das exigéncias de Renyi 1952, o coeficiente de

assoclagao M(X,y) satisfaz algumas propricdades importantes:

a) 0 < M(X,y) <1

b) M(X,vy) = 0 se somente se X,y sao estocasticamente inde-
pendentes.

c) M{X,y) = 1 se somente se },)\* sao mutuamenle  gingulares
d) £ simétrico

e) B invariante sch transformagoes um a um,

£} se X,y tém distribuig¢ao Normal Bilvariada com coeficlente

de correlagao r, entao, M(X,y) & funcao crescente de |r|.

X. _
gy BSe X =(xé)' & uma particdo de X ~ Nn(a,z l) onde X

T

1

(D

p-vetor, X, & g-vetor, p+ g =n, ¢ >p entao M(XI’X2}

uma fungao monotdnica-crescente de cada correlagao candnica.

Estas propriedades fazem o coeficiente M(X,y) uma razoa

vel alternatiya para o teste qui-quadrado.

2 - TESTE DE AJUSTAMENTO:

S.N.U.A.Kirmani 1974 sugere o seguinte critério para tes

tar Ho 1 P = EO V.8. Hl : T O# r, com F fungao distribui
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¢ao continua em (-e«o) completamente especificada e F(x) con

tinua em (-%®) e absolutamente continua com relacdo a FO.

Tomando uma amostra aleatoria Xl,...,xn de F(X) deter-
minam~se suas estatisticas de ordem, assumindo al&m disso que

Xoy =77 ¢ que X y=® - Sela Vo= Fo (X )“FO(X

(1) (i-1)°

para i=1,2,..., n+l, logo W =(V;,V,,...,V ) & uma distri-

n+l
bui¢ao multinomial.

Também sabemos que para todo i:

_ 1
Ey (V) = o (2.75)
o
tal que 1, = (EHé(vl),EHO(vz}, -,EHO(Vn+l))
:{_ih. E mi_)

& outra distribuigac multinomial tendo (n+l) categorias. Logo a

medida de distancia de Matusita entre n, e, é:

2 n+l o 0 2 2
m (xl,...,xn) = iil(/vi R AVAGTIN Iy - 11, 1 (2.76)
nt+l
= 2(1 - —2— 1§ ST =2(l-plngen,))  (2.77)
/nFT 1=l

rejeitando H_ se M(Xl’XQ""’Xn) & grande.
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0 teste proposto baseado em espagos amostrais Vi,podeser
usado para detectar diferengas entre fungoes de densidade. Con-
sidera, ademais a significancia de toda observagao nas cau-
das, nao requer agraupamento de dados e & significativo sem re-

feréncia a gualquer conjunto especifico de alternativas.

A hipbGtese H, poderia ser rejeitada no nivel de signifi

n+1

cancia o se Yy < K(a) onde vy = I ﬁ%? e K(n) €& escolhido tal
i=1

gque P(Y < K(a)/HO) = ¢. Kirmani usando ©g resultados de Dar-

ling 1953 e LeCam 1958 prova a normalidade assintdtica de v.Com
parandc o poder do teste com outros baseados em espagos anos-

trais como Zvi de Greenwood, K* de Yale, K e J onde

1
K = T Zlog((n+1)vi) {2.78)
K*¥ = 2V, log( ﬂ-lw——w} (2.79)
* (n+1)V,
1
J = K*¥ + K (2.80)

o teste baseado em Y & superior aos anteriores. Mesmo assim cs

testes de Greenwood e K* saoc assintoticamente mais poderosos.

3 - TESTE DE INDEPENDENCIA EM TABELAS DI CONTIGENCIA

Mathew Goldstein e outros 1976 baseados na distancia de

Matusita propoem um teste de independéncia para tabelas de con-
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géncia multinomias.

Supondo ¥,y,z variaveis aleatérias com distribuigao con

junta dada por:

P(X = X, Y = Y2 = zk} = 041k (2.81)
i=1,2,..., ry J = l,2,...,r2 k = 1,2,...,r3 e
0 = ¥ § 0 &) = ¥ IO o = ¥ T 0O,
i.. I K iJk d. i x iJk . .K i3 iJdk
A afinidade entre @iJk'e’ @i,., e.J" 9..k sera dada
por:

Pror VO T 05 0TF -
1J K
olojgx, 04, ©@.5., 0.k = (2.82)

@ a distancia entre

OiJK r € g Oi. ¢ O'J.ro R por
lo -9 0 0 NZ= vy o Vel BTTTETTR 2
iJX i.. “.J. . .K { UYL TJR T, YT K1 o=
J K
= 2(1 -p) {2.83)

Geralmente p & desconhecido devendoc portanto ser egti-
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mado. Grandes valores de 5, isto &, proximo de 1, nos leva

a
concluir gue a hipdtese de independéncia e consistente.
Usando estimadores M.L. de eiJK'@i.,O.J.’O..K digamos
PiJK'Pi..’P.J'P..K' cbtemos .
' r
5 = El Ez 23 /Jp._P. P _P _ (2.84)
p‘— . . "
i=1 J=1 K=1 iJK i.. .J.7..K
para o caso de uma tabela de contigéncia rlx r, X ra. Usando
o argumento de Khan e Ali 1973 prova-se também que assintotica-
mente.
p = 1 - 1 XZ (2.85)
n (rlrzr3 - rl—r2-r3+2)
que também pode ser expressado como:
o= = % I /O, o (2.86)
n o TiJK ELJK
i J K
onde OiJK & freguencia observada na cela iJK contanto que

E; 1% & a frequéncia esperada sob independéncia.

BEntdc a regiao critica para rejeitar a hipbtese de inde-
pendéncia no nivel o estd definida por:
I |
} 2

. B D S -y
iJKT1JK A NI NY r342 (2.87)
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-~

2 - . . .
onde pode-se ver que p € ¥ s8ao assintoticamente equivalentes

com excegao de constantes.

A estatistica M pode facilmente generalizar-se para or-
dens superiores. Em um estudo de Monte Carlo feitoc para tama-
nhos amostrais 100,150,200 em tabelas 2x 3 e 2% 2 X%X2 ge nota
pouca diferenga entre os valores calculados para LR {razao de
verossimilhanca), X2 e M. [Vide Goldsteim e Outros, 1976) .

Concluindo: A estatistica x2(Pearson] difere de LR
por termos da ordem n1/2 enquanto que M difere de x2 por

termos dependendo da ordem de (P, _-D. P _ P )/(Pi P

) Sk D P CE.g.B K.

4 - ANALISE DISCRIMINANTE NO CASO MULTINOMIAL

William Dillon e Mathew Goldstein 1978 comparam diferentes
métodos de Analise Discriminante para classificacac Multinomial,
discutem o modelo de Martin-Bradley, a representagao de Bahadur
a fungao discriminante linear, além do método proposto, baseado
na disténcia.de Matusita. Mesmo seu desempenho sendo bom, em es
tudos de Monte Cario, ncs limitaremos apenas a apresentar sua

forma.

2 S -2
IF - cl* = 5 /P, ~vVq.)
i i
i=1
€ a distancia de Matusita definida para duas distribuigdes amos
trais F,G com probabilidades P_,qi para i = 1,2,...,5 res-
EN

pectivamente.
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Suponhamos que as amostrasaleatdrias independentes de ta-
manho n e m sao obtidas de duas populagoes Hl e I, respec
tivamente e que além disso Sn e Sm representam suas distri-

buigces empiricas.

Seja X = x um vetor observacac gerado de Hl ou ﬂ2 .Con~

sideramos a regra:

. e _ lo . 1
Classifica X em My se “Sn+l Sm“> 1Sn 841

(2.88)

L f3 I - I<ls - i
Clasgifica X em H2 se Sn+1 Sm Sn Sm+l

Se as duas distancias sac iguais a observagao, classifica-
se aleatoriamente. Por cutro lado a regra classifica X nague-

la populagao com maior distancia distribucional, baseada na

amostra.

Escrevendo de novo a regra obtemos:

Classifica X en Hl sei

s s ,
L {(_n;‘/(n+l))l/ 2_ (mi/m)l/z}%z {(ni/n)l-/ 2—(mil=/(m1)1” 2 (2.89)
i=1 - i=]

- * = * o= i ] * = . +l K = " l
A . e m? m, ara 1 e n? n, m m
onde ny n ¥ i P #9 ¥ ey

para 1 =3 se X = x & uma observagao pertencente ao estado

Suponhamos gue X pertenga realmente ao estado J, logo

depois de alguma algebra, nossa inequacao fica:
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1/2 12 . w1yt /2 1/2 .
[(nﬁi)/(nﬂj mhym) qiiJ [nl/(nf ! (ml/m)
1/2 1/2 2.9
< (nJ/h)l/z [(nhﬁl]/(m+l)}l/2 + iz.(ni/n) / WH/U“+1)I / ( Q)
2T
Agora, se m = n obtemos:
Clasgifica X em Hl se ng > m- (2.91)

Note-se que a Ultima desigualdade & exatamente aquela pro
duzida pela regra Bayes quando & substituida por sua  analoga
baseada na amostra usando estimadores nao-paramétricos das den-

sidades fl’fZ ou estimadores M.L. dos parémetros multinomiais

desconhecidos.

A equivaléncia & baseada na equiprobabilidade a priori.Se
os tamanhos amostrais nac sao iguais, entao a regra nao e equi-
valente ao método da razao de verossimilhanca baseada na amos-

tra. Em geral, pode-se escrever como

[mJ(nJ+1)ll/2 + % (nm y1/2 ( m(n+1) 132

<l (2.92)
1/2 . 1/2 i

[n_o{m.+1)] + % (n,m,)
I ipd i
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Um problema que aparece quando fazemos classificagao mul
tinomial, @ que, se temos 0 no estado J de Hl, isto pode re-
presentar uma maior frequéncia tedrica inteiramente  diferente
de 0 no estade J de My especialmente se o tamanho amos-

tral de My & muito menor comparado com o tamanho de I, - Sob

o suposto de igualdade de probabilidades a priori a regra usual

multinomial, X pertence ao estado J classificandoe X em

1
.Il,. Hh

se —El— > __ﬁm;', baseada na amostra, @& insensivel neste pro-

blema. Assim, se J & zero em Hl e nac & zeroc em Hz, X se-

ra classificado em H2.

A regra 2.92 & sensivel neste caso. Suponhamos n < m, tal

que m{n+l)/n(m+l) > 1 e nJ=O mas  my > 0, entdo a regra clas-—

fica X em ”1 somente se:

SE <3 (nimi)l/z({m{n+l)/n(m+l)}1/2-1) (2.93)

i#J



CAPITULO TTII

CRITICA A0S RESULTADOS DE MATUSITA E SIMULACOES

TINTRODUGAQ

Apregsentamos nos capltulos anteriores, as caracterlsticas
gerais das estatlsticas propostas para o ajuste de duds amos-—
tras, particularmente consideramos em detalhe a publicagac de
Matusita feita no Annals Mathematical Statistics no ano de 19565,
A seguir faremos algumas criticas ao citado artigo mostrando o
mau comportamento das desigualdades propostas ao mesmo tempo gue
exploramos as boas caracterlisticas da disté@ncia de Kameo Matu-

sita para formular a nossa proposta de teste.

EXEMPLOS E CRITICAS

A partir da tabela 1.1 obtemos:
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TABELA 3.1

1/2 1/2

CIASSES  IDALE ﬁqu freq, P, qjT (Pi} m%)
rl al
01 c-4 12 6 0.022 0.022 .148 0.148
02 5-9 72 63 0.133 0.235 L3RR 0.485
03  10-14 145 63 0.2¢8 0.235 .518 0.485
04 15-19 116 116 0.214 0.160 462 0.400
05 20-24 52 25 0.096 0.093 .310 0.305
06 25-29 27 16 0.050 0.060 .223 0.245
07 30-34 28 10 0.052 0.037 .228 0.192
08 3539 21 7 §.039 0.026 197 0.161
09 40-44 23 13 0.043 0.049 .207 0.221
10 45-49 22 5 0.041 0.019 .202 0.139
11 50-54 7 8 0.013 0.030 .114 0.173
12 55-59 9 7 0.017 0.026 .130 0.161
13 60— 7 2 0.013 0.007 .114 0.083
TOTAL 541 268 ~v1.00 ~1.00
Seja
v% = s - 9“22y(ﬁr-/_32 {3.1)
n m ! i 44 !
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Dos resultados obtidos na tabela 3.1, temcs que

Vv = 0.178889

Consideramos agora, O teorema 5 do capitulo II com os da-
dos apresentados na tabela 3.1, isto &, n = 541 , m = 268 ,

k=13, n =0.179 e tomemos 50 = 0.199.

a) Prils_-sil<ni>l-Sp iy )2 (3.2)
n n /n /m
= P _{IS_,; - S)al < 0.179} > -3.06209 (3.3)
\ _ k-1 1. 1,2
b) p iis -8l >n} > 1 5 (= + —) (3.4)

- g -
= Pr{“854l 8268“ > 0.179} > -323.94643 (3.5}

supondo independéncia entre as duas amostras, terlamos:

2
C) p [ls -g't <n}->1_££.]$£)_(.];+}.)+l_§_[ji—_l_l_ {3.0)
T . nm

—_ 1 [ ]
“—> Pr{HSSQl 8268" < 0.179}) > 8.123 absurdo!!? (3.7}
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. N
a) p {ls_ -8'l'>n>1- 4-1) (L-fld—k 16 (k=1) (3.8)
T n m — (8 ‘ﬂ)2 n (s _n}é nm
o o)
¢ﬂ>Pr{HSS4l _8268” > 0.179}_i98649.906 (3.9)

absurdeo!!?

Em caso nenhum O teorema produz boa informacdc. Nos dois
casos a) e b) mesmo sendo satisfeita a desigualdade nao diz
quanto se afasta da verdadeira probabilidade, e nos casos ¢} e

d) supondo independéncia nos leva a um resultado absurdo.

Tambem em 3.2 e 3.6 wvamos supor n =mn = 1 dai obtemos:
- ! =
P {llsn Smﬂ < nl 1 (3.10)

portanto, se testamos HO : P = G contra Hl : F £ G onde

F e G sao duas fungdes qualquer, certamente sempre aceitaria

mos Ho’ independente do valor de n.

Ao analisar o teorema 6, em 2.66 supondo m=n obtenos:

2.2 2
- 1 >~ y
Pr{“Sn Smﬁ < n} Pr(kk—l < nn’) {3.11)

usando 3.11 calculamos as probabilidades acumuladas da Xi—l

e da dilstancia de Matugita obtidas por simulaqéo* para k=10,

* Os detalhes da simulagao serao apresentados mais adiante.
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tamanhos amostrais NP = 25,100 e 400 e diferentes valores

*k
n [vide tabela 3.2]. As fiquras 3,1 e 3.2 comparam os resul-

tados cbtidos.

Da tabela 3.2 e das figuras 3.1 e 3.2 concluimos gue apro-
ximagdo proposta por 3.11 nao & boa, isto &, a probabilidade

acumulada da distincia de Matusita mesmo satisfazendo a desi-
2
k-1’
sendo portanto em termos de uso pratico, de escassa validade.

gualdade do tecrema,fica muito longe da vrobabilidads acumulada da X

* % - XZ
n e definido por n =y —— .



TABELA 3.2

Tabela comparativa das probabilidades acumuladas da distri

o~ 2 f 2
buicao X e da distancia de Matusita segundo simulagao

feita para tamanhos amostrais 25, 100 e 400, e k = 10.

2.2 . 2
N5 Mg Nagp  F g M) POg<m) Paq <n) P(Myo, <n)
0713 0.06 0.03 3 0 0

-
0.15 0.08 0.04 0 0.003 0.007 0.002
0.18 0.09 0.04 0 0.007 0.017 0.002
0.20 0.10 0.05 0 0.015 0.041 0.022
0.22 0.11 0:05 0 0.045 0.08L 0.022
0.24 0.12 0.06 0 0.088 0,141 0.094
0.25 0.13 0.06 0 0.113 0.225 0.094
0.27 0.13 0.07 0 0.161 0.225 0.229
0.28 0.14 0.07 0 0.199 0.328 0.229
0.31 0.15 0.08 0 0.327 0.434 0.447
0.33 0.17 0.08 0.001 0.396 0.652 0.447
0.36 0.18 0.09 0.002 0.526 0.738 0.671
0.38 0.19 0.09 0.004 0.589 0.810 0.671
0.40 0.20 0.10 0.008 0.661 0.874 0.835
0.42 0.21 0.10 0.014 0.728 0.926 0.835
0.44 0.22 0.11 0.022 0.805 0.953 0.937
0.46 0.23 0.11 0.034 0.85% 0.974 0.937
0.47 0.24 Q.12 0.049 0.889 0.981 0.979
0.49 0.24 0.12 0.068 0.922 0.981 0.979
0.51 0.25 0.13 0.090 0.947 0.986 0.995
0.52 0.26 0.13 0.117 0.961 0.993 0.995
0.54 0.27 0.13 0.147 0.967 0.998 0.995
0.55 0.28 0.14 0.181 0.974 0.998 0.999
0.57 0.28 C.l4 0.217 0.987 0.998 0.999
0.58 0.29 0.14 0.256 0.993 0.999 0.999
0.59 0.30 @.15 0.296 0.996 0.999 0.999
0.61 0.30 0.15 0.338 0.998 0.999 0.999
0.62 0.31 0.15 0.380 0.998 1.000 0,999
0.63 0.16 0.401 1.000 1.000
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As causas de tais resultados & a mesma forma dos teore-
mas, isto &, cada proposigac er: cada teorema & a forma final de
uma desigualdade tomada sobre uma cadeia de desigualdades a]

que faz em cada passo irem-sc afastando do valor exato.

Porem, os teoremas podem-se melhorar fazendo algumas supo-

sigbes. Consideremos 3.2, assim:
P{IS_~8'l <nl>1- Ll Ly 1,2
n /m /m
ou

P {18 =-8'l > 1} < == (— + =) {3.12)
r n m - -

Assim em 3.12 desejamos que

k=1 ", L 1.2 .
0 < == (== )" 1 __ (3.13)
n Yn vm -

dai: se n=m obtemos, usande a desigualdade do lado direito:

4 (k-1)

5 1 (3.14)
nn

ou

n > kL) (3.15)



Para nosso caso com 1 = 0.179 e k =13 precisariamos um

n > 1499 o gque seria uma amostra bem grande. De maneira geral

n .
, n > 1 faz wvariar n na

cada variagdc do n na ordem de 10

ordem de 102n , n>1. Se ﬁo = 0.0179 e k = 13, entao

n > 149809.

Considerando 3.6 chegamos nas mesmas conclusces:

2
Carg . _4(k-1),1 .1, ,16(k-1)
Pr{ﬂSn Sm[[ < r]]' _>_ 1 —_-—-2 {n + fﬁ) +_._.H‘i__m
n N nm
4(x-1) 1 1, 16(k~1)2 .
= pr{l§_~-§'l > n) < =5 (o4 o) w22l (3.16)
3 n nm
supondo n = m, desejamos ter:
4(k-1) 2.  16{k-1)°2
0 < —STad gy L 2RRTS) < (3.17)
T2 n A B
n N n
== 0 5_8(k*l)n2r1—16(k—1)2 < n411 (3.18)
=16 (k-1)% < [8(k-1)n° - n*In < 16(k-1)" (3.19)

portanto
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_16(k-1)°
8(k-1}n2*'ﬂ

v (3.20)

Nestas condigOoes temos gque concluir dizendo que mesmo com
estas suposicles, claramente o problema continua, pois trabalha
mos com desigualdades que exigem para sua validade amostras mui

to grandes que sao antiecondmicas e pouco praticas.

0 Unico caminho que fica, & explorar as boas caracteristi-

cas da distancia de Matusita, a saber:

i} A distancia Vz em 3.1 1independe do tamanhc amostral

isto 8, se n* = k,n e m* = komr ko ky > entdo

2 2 2

Vi = 18 _, - S AT=n(/r - Jar) (3.21)

o fem

174 271 2

= LA - ) (3.22)

kln k2m
= FU@ﬁ“@w)z (3.23)

; i i *
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L . , - . 2 - . - . .
ii} A distancia V & simétrica, ou seja, conserva seu

valor quando fazemos a mudanga entre valor esperado e valor ob-
servado.

1ii) Nao precisamos agrupar os dados, nem determinar limi-
tes no numero de frequéncias por classe; somente precisamos ter

o mesmo nimero de classes para cada amostra tomada.

iv) A facilidade do calculo de 3.1 a faz perferivel para

efeitos conmputacionais.

Por esta razao, nossa proposta & usar

vi2 =% B (/B - /G )° (3.24)
isto e:

1 _ L s 2,172
Vo= (3L - Va0 ) (3.25)

para gerar por simulagao tabelas que permitam efetuar o teste
de ajustamento H, + T =G V.8. Hy : F # G. Isto devido ao fa

1
to de nao conhecer-se a distribuigac exata de 3.1.

SIMULAGOES

Para gerar as tabelas definitivas, foi primeiramente mos-
trado por simulagao, que o efeito de assimetria, mudava em mul-

to pouco o comportamento de 3.1 como aparece nas tabelas 3.2

3.3 e 3.4 geradas para K= 10,15,20 e tamanhos amostrais np =
25,50,100,200,400 segundo o programa N¢ 1, modificado.
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Vil Y 53 o veTOR QUM LS LIMiTLS SURPLRIORED ony INTEGYALYS
LiD () 3 wfTElz CuM A% FRLOUBUCLAS nOS INITEUVALYS
L) ¢ VETOR ity as DISTANCINS
() ¢ VETUR Cu™ aS FRLUGUENECIAS nAS DTLTANCTAS
s TaMaNHd pR RHNSTRA
Ld & wuMikEQ De AMySTRAES
POoEUMERD BE GRYPOS D TIFTERVALDS
DIMENSTUR XLF(28, 2, VE(21) ,LF(24,2),0%01500), LDMCL0W)
f=G,117
Ld=1n
CALL nbpoad
C LL1ITULE DI HUOMERD DF GHUPUS DE INTERVALULS
HLADCZ22, tod LM
16 Funmat(lz)
DU Y71 1l=1,L7
Li.ifURS DE LOS LTUITES SUPERTONES NnS INTLRVALDS
DU 1 K=10,24, _
READL22,2)(VF (1), 1=1,K)
2 FusMaT{24F5,.3)
C IMPRESHSRG DOS TdTyRVALQOS
WRITe(23,18)(yFl1),1=1,K)
| 18 FUKMATC3(/), 20X, "INTERVALUS UTTLIZADOSI?,40/,43K,0F7,3),30/))
C GERACAU LaS paMOGTRAS
Jiasq
EP= 30
12 DY 3 1=1,1509
O 20 L=,
DO 2D JIs1,K
P¢] LE(,LY=n
by 4 L=i1,2
L a4 Jsi,u?
YSHAN(Y
1J=1
b Iy OGT  VECLIYXC0 Ty 5
LECTI,LI=LF{TJ,1.)+1
GJd Ty 4
5 IJ=zgu¢d
GO 10 B
4 CunTinlo
JF(L nbE 143)6G0 Ty 50
ARLITE(23,40)7
W FOMPATC23A, PHULYTHOMT AL GERADAY,3K,14,7)
pb 372 I.J=1'2
WP]TE‘.23¢31]('[.-F‘E-];L)vdzlll()

Lop 2 B B B T e B ]
Y

3

3 FURMAT(Z2V14)

3 CiT T U

C CALCULD wa ULATANCIE fE HuiTUSLTA
Sy SFy 0

DU w L=l,Kk
ALE(L, 2YSFLUBT(LF(L,2))
KUF (L, 13SFLUATCLF (L, 1))
SE3+(HULET(ALF (L 2I)=SuRTCALF Ls 1))y uu,
8 Cyunrinne
DECLYSSURTISZ(2.0%50p))
C VERIFLICHCAD DU INTERVALD U0 QUERL ESTA A DISTANCIA
L,
lu=1
2O 1IE(DM(T) GT 23060 Vv 9



T y=3u(Tu) e
G T g
Y olzoat 0}
=1L+
U T 1
3 CunwT il
C 1psESSr0 DA FREGURENCIAS DAS GISTANCIAS
WELTe (23, 19)4p, (IDN(T),d=1,100)
19 FUe¥AT( 204, 'TaMANHD RKOSTRALS',1X,13,/,20%, 'FREQUENCIAS: *
¥S (/0 13%,20159),3(/)) !
Dy 14 L=1,1Jﬂ
oML )=y
14 CunTialy
FFQIL, G  LJYGO TO 1
LE(NP LTL50)60 Y0 33
IF(NP LT, 400)C0 TU 34
IR (NP LT 259360 TU 45
WP NP+ 100

0 TO 4]

33 PN S

GO 10 A%

E ¥ NP=hP41 I

GO 10 4}

3 NPBNP &S
41 JL=JL4e1
G Tu 12

1 CUNTENUE
17 COnTINUE
STOR

END



TABELA 3.3: Conparacan do efeito de asgimetria para K = 10 e diferentes tamanhos amostrais, nas frequéncias da
distdncia de Matusita obtida por simulagao, em seus correspondentes pontos percentuais. '

ASSIMETRTA A ESQUERDA

SIMETRIA ASSIMPTRIA A DIREITA

0.100 0.200 0.300 0.400 0©.500 0.100 0.250 0.45¢ 0.600 0.020 0.060 0.130 0.210 T

0.600 0.700 0.800 0.900 1.000 0.700 0.780 0.850 0.910 0.300 0.400 0.550 0.750

0.%60 1.000 0.900 1.600
K=10 K =10 K =10

25 50 100 200 400 25 50 100 200 400 25 50 100 200 400
-1 5 81 466 937 7 78 439 940 2 5 75 438 918
.2 27 381 845 534 63 24 336 823 560 60 37 332 809 562 82
.31 300 513 74 230 536 gs 1 260 551 115
.4 | 365 21 462 lie 441 105 1
.5 | 255 5 237 5 214 7
.6 51 46 43
.7 2 1 3
.8
.9




Camparacao do efeito de assimetria para K = 15 e diferentes tamanhos amostrais, nas frequéncias da

TABETA 3.4:
distancia de Matusita cbtida por simulagdc, em seus correspordentes pontos percentuais.
SIMETRIA ASSIMETRIA A DIREITA ASSIMEIRIA A ESQUERDA
0.066 0.132 0.198 0.204 0.330 0.024 0.057 0.142 0.319 0.4561 0.007 0.021 0.043 0.071 0.113
0.396 0.462 0.528 0.59%94 0.660 0.574 0.674 0.759 0.830 0.887 0.170 0.241 0.326 0.426 0.539
0.726 0.792 0.858 (.924 1.000 0.929 0.957 0.979 0.993 1.000 0.681 0.858 0.943 0.978 1.000
K =15 K =15 K=15
25 50 100 200 400 25 50 100 200 400 25 50 100 200 400
.1 2 a8 673 1 83 637 3 74 638
2 } 1 64 622 895 327 2 31 465 903 363 1 34 470 911 362
.3 18 495 368 7 37 493 524 14 52 448 514 15
.4 151 377 8 285 425 10 310 462 13
.5 425 64 459 44 452 54
.6 340 193 1 le1l 2
.7 61 24 22
.8 4 2
.9




[v3e)

TABEIA 3.5: Comparagao do efeito de assimetria para K = 20 e diferentes temarhos amostrais, nas frequéencias da
distancia de Matusita cbtida por similacao, em seus correspondentes pontos percentuais.
SIMETRIA ASSIMETRIA A DIREITA ASSIMETRIA A ESQUERDA
0.050 0.100 0.150 0.200 0,250 0.006. 0.023 0.075 0.178 0.366 0.001 0.003 0.00> 0.010 0.018
0.300 0,350 0.400 0.450 0,500 0.521 0.650 0,761 0.834 0.879 0.028 0.042 0.061 0.087 0.121
0.550 0.600 0.650 0.700 0.750 0.913 0.93% 0.957 0,971 0.982 0.166 0.239 0.350 0.479 0.633
0.800 0.850¢ (.90 0.950 1.000 0.8%0 0.995 0.897 0.999 1,000 0.822 0.925 0.977 0.9%4 1.000
K =20 K = 20 XK =20
25 20 100 200 400 25 50 100 200 400 25 50 100 200 400
.1 7 335 6 229 | 9 211
.2 5 239 236 665 3 11 186 885 771 : 3 19 201 882 789
-3 163 705 57 28 320 764 109 E 51 316 751 109
.4 23 526 56 287 599 50 302 571 48
.5 195 284 485 69 454 94
.0 476 22 171 1 167
.7 274 16 23
.8 32
.9
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Por simulagﬁo em computador, conforme Programa N® 1, foram
geradas as tabelas 3.6 a 3.14 para K = 8, 10, 12, 14, 16, 18,
20, 22, 24 e tamanhos amostrais NP = 30, 35, 40, 45, 50, 60,
70, 80, %0, 100, 150, 200, 250, 350, 450 e 550 para seren
usadas ao se efetuar o teste de ajustamenro para duas amos

tras HO : F=G, H, :F #G.

1

As tabelas 3.6 a 3.14 s3o o valor critico da distancia

n entre duas amostras, de forma geral:

Pr{ils -~ 8'l < n) = «u (3.26)
n m —

Por exemplo, na tabela 3.6

Pr(ﬂs45 - SASH < 0.259) = 0.85 (3.27)

Assim, com tamanhos amostrais iguais rejeltaremos HO Sem-—
pre gue o valor calculado da distancia de Matusita Vl cm
3.25 fosse maior do gue o valor tabelado. Para tamanhos amos-

trais diferentes decidiremos pelo menor tamanho amostral.
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Para gerar as tabelas fol levado em conta o procedimento a
sequir: o intervale (0,1) foi subdividido segundo K e para
cada tamanho amostral NP foram geradas aleatoriamente 1500
pares de amostras multinomiais, sendo due para cada par delas
foi calculada a distincia Vl sequndo 3.25. Logo depois, Q
intervalo (0,1) foi subdivididc em caselas com comprimento
0.01 cada uma, nelas foram classificadas segundo o valor obti-
do as 1500 distdncias Vl . O.procedimento o executamos para

os diferentes valores de K e NP.

As tabelas sao apresentadas a seguir:
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TABFLA 3.6
K =8
n-\ji\ 0.01 .05 .10 | 0.15 .85 .90 0.95 .99
30 | 0.106 .141 160 } 0.173 .335 361 | 0.394 477
35 1 0.094 .130 147 |} 0.163 .309 .336 | 0.375 434
a0 | 0.086 .119 .139 1 0.152 277 .292 | 0.318 .369
45 | 0.086 .109 2126 | 0.139 1 0.259 .276 | 0.304 .357
5¢ | 0.078 .105 122 | 0.132 | 0.249 .264 | 0.289 .340
60 | 0.073 .096 J110 | 0.121 | 0.217 .226 | 0.253 .301
70 1} 0.071 .092 105 | 0.115 { 0.200 214 | 0,232 .267
80 | 0.061 .081 .094 | 0.104 .187 .199 | 0,217 .244
90 | 0.059 .078 091 [ 0.100 | 0.180 .189 | 0.205 .236
100 | 0.058 .075 .080 | 0.093 | 0.168 178 | 0.191 .220
150 | 0.046 .061 .069 | 0.075 .135 .142 1 0.154 .179
200 0.040 .053 .060 0.065 .120 127 0.137 .1573
250 | 0.035 046 .052 | 0,056 .105 112 | 0.120 .137
350 | 0.031 .040 045 | 0.049 .088 094 | 0.102 117
450 | 0.026 .034 .040 | 0.043 .078 .083 | 0,001 .105
550 | 0,021 .031 .035 | 0.039 .066 .074 | 0.079 .088
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TABELA 3.7
X = 10

n X1 .01 0.05 L1000 | 0.15 .85 0.90 0.95 0.99
B 30 134 | 0.181 203 | 0.221 .394 1 0.420 0:446 0.508
35 131 | 0.166 187 | 0.203 .360 | 0.381 | 0.414 | 0.482
40 2120 | 0.151 .167 | 0.181 .326 | 0.346 | 0.374 | 0.440
45 .111 | 0,142 .160 | 0.172 2301 | 0.321 | 0.348 | 0.404
50 .102 | 0.131 .150 0.161 .282 | 0.298 | 0.320 | 0.373
60 .095 | 0.119 .135 | 0.146 .247 | 0.263 | 0.280 | 0.336
70 .088 | 0.120 J125 | 0.136 .227 ] 0.239 ] 0,257 | 0.302
80 .085 | 0.104 .113 { 0.131 212 | 0.224 |o0.238 | 0.275
90 .076 | 0.097 .110 { 0.119 J198  { 0.207 | 0.223 | 0.253
100 .074 | 0.092 102 | 0.111 J86 100195 [ 0.211 [ 0,239
150 .059 | 0.075 .084 | 0.090 J151 1 0.160 [ 0.173 | 0.198
200 .053 ] 0.066 .073 | 0.078 J133 10,140 | 0,149 | 0.169
250 .044 | 0.056 .063 | 0.067 2117 | 0.124 }0.132 1§ 0.148
350 .036  } 0.047 .054 | 0.060 .100 1 0.106 § 0,112 1§ 0.128
450 .031 | 0.042 .048 | 0.052 .078 | 0.093 | 0.099 | o0.112
550 .031 1 0.040 .043 | 0.047 077 }0.08 | 0.087 | 0.098
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TABELA 3,8
K = 12
S 0.01 0.05% 0.10 | 0.15 .85 0.90 0.95 0.99
30 1 0.179 | 0.221 | 0.245 | 0.266 444 | 0.470 ] 0.590 | 0.557 |
35 | 0.163 | 0.199 | 0.221 | 0.234 .400 | 0.420 { 0,448 | 0.501
40 ] 0.143 | 0.179 | 0.207 | 0.216 367 | 0.386 | 0.412 | 0.468
45 | 0.140 | 0.161 | 0.184 | 0.198 337 ] 0.359 | 0.389 | 0.444
50 | 0.124 [.0.154 [ 0.174 { 0.186 311 | 0.327 ] 0.358 | 0.420
60 |} 0.111 | 0.141 | 0.155 | 0.168 278 | 0.293 | 0.316 | 0.371
70 1 0.110 | 0.133 | 0.146 | 0.156 .250 | 0.265 | 0.284 | 0.325
80 | 0.101 | 0.126 | 0.138 | 0.147 .234 | 0.245 | 0.264 | 0.299
90 | 0.094 | 0.118 | 0.131 | 0.139 216 | 0.228 | 0.244 | 0.277
100 ) 0.091 | 0.108 | 0.120 | 0.128 206 | 0.215 | 0.229 | 0.264
150 { 0.07% | 0.085 | 0.095 | 0.103 165 | 0.173 | 0.184 | 0.205
200 | 0.064 | 0.077 | o0.084 | 0.089 141 1 0.148 { 0.159 | 0.178
250 | 0.054 } 0.068 | 0.075 | 0.081 127 | 0.133 | 0.141 | 0.158
350 1 0.047 ] o0.056 | o0.062 | 0.066 | 0.106 | 0.110 | 0.119 | 0.133
450 | 0.041 | 0.050 | 0.054 | 0.059 094 §0.098 | 0.105 ! 0.119
550 | 0,038 | 0,045 | 0.051 | 0.054 087 |0.089 | 0.097 {0.108
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TABEIA 3.9
K = 14
%?;fox .01 0.05 10 1 0.15 .85 .90 .95 .99

30 222 | 0,270 " { 0.298 | 0.315 .486 .509 542 .593
35 .10 | 0.229 .260 | 0.277 .446 .464 .49 .563
40 173 | 0.212 .239 | 0.254 .403 425 451 .503
45 164 | 0.198 .218 | 0.231 .370 .388 .419 .460
50 .150 | 0.183 .199 § 0.214 .352 .367 .389 .439
60 138 | 0.164 .181 | 0.192 .310 .325 .345 .402
70 L1251 0.151 164 | 1,174 .276 .292 312 .353
80 114} 0.139 153 | 0.162 .253 .266 .284 .324
90 .109 [ 0.132 .144 | 0.151 .239 .252 .269 .298
100 .105 | 0.124 J137 | 0.146 221 .230 246 .276
150 .081 | 0.098 .109 | 0.116 .178 .186 .198 .221
200 071 | 0.086 .094 | 0.100 .156 .163 174 192
250 .061 | 0.076 .084 | 0.089 .137 .142 .149 .167
350 .051 | 0.063 .071 | 0.074 .116 119 .128 .145
450 .047 { 0.057 .063 | 0.067 .102 .100 113 127
[_§50 .042 | 0.051 .057 | 0.060 .090 .095 .099 112
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TABELA 3.10
XK =16
n 0.01 0.05 0.10 0.15 0.85 0.90 0.95 r_6.99'
30 0.259 0.306 0.335 [ 0.353 0.523 0.545 0.568 0.629
35 0.231 0.277 0.302 | 0.318 0.484 0.504 0.527 0.579
40 0,199 0.247 0.273 | 0,287 0.436 0.455 0.483 0.530
45 0.1%1 0.231 0.252 .0.266 0.409 0.425 0.449 0.493
50 0.170 0.213 0.230 | 0.244 0.379 0.395 0.419 0.470
60 0.157 0.185 0.201 | 0.213 0.335 0.348 8.371 0.415
70 0.142 0.167 0.182 | 0.193 0.299 0.314 0.333 0.383
80 0.134 0.158 0.171 | 0.179 0.274 0.288 0.307 0.345
90 0.130 0.147 0.161 | 0.168 0.254 0.266 0.283 0.319
100 0.120 0.141 0.153 | 0.161 0.239 0.248 0.265 0.303
150 0.0% 0.112 0.122 | 6.128 0.189 0.197 $.209 0,233
200 0.085 0.098 0.105 { 0,112 0.163 0,172 0.184 0.206
250 0.074 0.085 0.092 | 0.097 0.145 0.150 0.159 0.178
350 $.060 0.071 0.078 | 0,082 0.121 0.126 0.134 0.149
450 0,053 0.063 0.070 ; 0.073 0.108 0.112 0.118 0.129
550 0.049 0.057 0.062 | 0.066 0.098 0.102 0.108 0.119
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TABELA 3.11
K =18
. X o.01 0.05 0.10 | 0.15 .85 0.90 0.95 .99
30 .295 | 0.346 | 0.373 | 0.391 558 | 0.577 | 0.606 656
35 | 0.254 | 0.308 | 0.334 | 0.353 508 | 0.526 | 0.552 .598
40 .244 | 0.285 | 0.307 | 0.323 477 | 0,496 | 0.522 .563
45 213 | 0.258 | 0.282 | 0.298 441 | 0.463 | 0.481 524
50 197 | 0.233 | 0.256 | 0.271 405 | 0.423 | 0.445 .494
60 181 | 0,207 | 0.224 | 0,235 352 1 0.383 ) 0.402 .445
70 .160 | 0.189 | 0.204 { 0.214 3200 1 0.334 | 0.357 . 400
80 .147 | 0.172 | 0.186 | 0.196 297 | 0.308 | 0.327 .366
90 134 [ o.161 | 0.172 1 0.182 270 { 0.282 | 0.303 .328
100 127 1 0.152 | 0.165 | 0.174 256 | 0.268 | 0.288 .315
150 107 | 0.123 | 0.132 | 0.138 202 | 0.211 | 0.224 .242
200 .090 | 0.104 | 0.112 | 0.117 71 | 0.177 1} 0.187 .208
250 .080 | 0.092 | 0.100 | 0.105 155 | 0.160 | 0.169 .188
350 .065 0.077 0.084 | 0,089 L1300 0.136 | 0.143 .159
450 059 ] 0.070 | 0.075 | 0.079 115 | 0.118 | 0.126 .138
550 .053 1 0.063 | 0,069 | 0,072 104 | 0,107 | 0.113 _124
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TABELA 3,12
K = 20
Xt oot 0.05 0.10 | 0.15 0.85 0.90 0.95 0.99
30 ]0.330 | 0.381 |0.409 {0.428 {0.591 | 0.610 | 0.635 | 0.683
35 10.296 | 0.345 |} 0.371 | 0.389 |0.546 | 0.563 | 0.585 | 0.645
40 | 0.277 | ©.314 | 0.338 [ 0.353 {0.496 | 0.516 | 0.545 | 0.591
45 10.238 | 0.288 }0.308 | 0.322 | 0.467 | o0.485 | 0.512 | 0.550
50 | 0.218 | 0.256 |0.278 {0.296 | 0.435 | 0.444 | 0.475 | 0.518
60 [ 0,200 | 0.224 ]0.246 | 0.259 |0.383 | o0.400 | 0.422 | 0.468
70 | 0.180 | o0.206 {0.225 {0.237 0.344 | 0.358 | 0.379 | 0.413
80 | 0.172 | 0.194 ] 0.207 |0.216 | 0.313 | 0.327 | 0.328 | 0.394
90 | 0.154 ! 0.177 {0.191 [ 0.200 {0.291 {0.305 | 0.328 | 0.366
106 ] 0,141 | 0.165 | 0.181 }0.189 |0.273 | o0.286 | 0.303 | 0.33¢
150 | 0.113 | 0.137 ] 0.142 | 0.149 { 0.216 | 0.228 | 0.235 | 0.269
200 | 0,100 | 0.114 | 0.123 Jo0.128 | 0.18 | 0.197 |0.203 ! 0.224
250 | 0.086 | 0.100 |0.108 { 0.113 { 0.163 | 0.169 { 0.177 | 0.197
350 | 0,072 | 0.084 |0.091 |0.095 | 0.138 |0.147 | 0.149 1| 0.169
450 | 0.064 | 0.074 {0.081 | 0.084 | 0.110 | 0.126 | 0.133 | 0.145
550 | 0.060 | 0.068 | 0.073 | 0.076 |o0.108 |o0.131 | o0.117 {o0.128




TABELA 3,13

K= 22

i n 0.01 .05 .10 0.15 0.85 .90 .95 0.99
30 0.366 .408 .438 ; 0.458 0.615 .631 .659 0.702
35 0.324 378 LA06 { 0.428 0.564 -582 .b02 0.658
40 0.301 .339 365 | 0,382 0.529 .547 .569 0.614
45 0.267 311 .333 [ 0.351 0.490 .506 531 0.571
50 0.243 .287 .312 | 0.327 (.460 .476 .501 0.550
60 0.217 .251 .269 1 0.281 0.409 .424 .446 0.485
70 0.192 .218 .237 | 0.251 0.367 .383 .404 0.444
80 0.176 206 .219 7 0.230 0.335 .348 . 368 0.399
90 0.166 .192 205 | 0,215 0.309 .321 .341 0.376
100 0.153: 177 .189 1 0.198 0.287 . 301 . 319 0.348
150 0.122 .422 152 | 0,161 0.225 .234 245 0.268
200 0.107 .122 L1331 | 0.136 0.191 . 197 .207 0.226
250 0.096 .111 L1183 0,123 0.170 177 .188 0.205
350 0.081 .092 .097 | 0,101 0.143 .147 .155 0.167
450 0.071 .081 .085 | 0,090 0.127 .131 137 0.149

l 550 | 0.052 062 .068 4 0,072 0.105 .108 .114 0.126
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TABELA 3.14
K = 24
n X1 o0.01 0.05 .10 [ 0.15 .85 0.90 0.95 0,99
30 ] 0.382 | 0.441 468 | 0.485 634 | 0.652 | 0.676 | 0.724
35 | 0.364 | 0.406 422 | 0.448 595 | 0.613 | 0.639 | 0.689
40 | 0.330 | 0.375 .397 | 0.414 553 | 0.566 | 0.592 | 0.639
45 | 0.288 | 0.336 360 | 0.381 512 1 0.523 | 0.551 | 0.591
50 | 0,269 | 0.311 2332 ] 0,350 484 | 0.501 | 0.524 | 0.575
60 | 0.234 | 0.270 .292 | 0.308 .435 | 0.449 | 0.468 | 0.507
70 | 0.211 | 0.238 L256 | 0.272 .389 | 0.405 | 0.429 | 0.483
80 | 0.191 | 0.221 .238 | 0.249 .355 | 0.368 | 0.387 | 0.428
90 | 0.183 | 0.203 ,218 | 0.229 330 ] 0.342 §0.362 | 0.39
100 | o0.167 | o0.191 .203 | 0.213 305 | 0.316 | 0.33¢ | 0.370
150 | 0.132 | 0.152 .162 | 0.169 233 ] 0.241 | 0.254 | 0.280
200 | 0.114 | o0.131 .140 | 0.145 201 | 0.208 | 0.219 | 0.239
250 | 0.101 ] 0.115 .123 | 0.129 177 1 0.184 | 0.194 | o0.214
350 | 0.086 | 0.097 .103 | 0,108 149 10.154 | 0.150 | 0.175
450 | 0.075 | 0.085 091 | 0.095 130 | 0.135 1 0.142 {0.152
550 | 0.067 | 0.076 .082 | 0.085 118 | 0.123 | 0.128 | 0.138
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