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Resumo

Objetivamos com o presente trabalho estudar a curva de crescimento em peso de
diversos espécimes animais, a fim de estabelecer padroes de metabolismo por classe
animal. Ajustamos os parametros do modelo nao-linear de von Bertalanffy generali-
zado aplicado as curvas de crescimento para identificar quais parametros descrevem
melhor o crescimento do animal nas faixas de idade-peso fornecidas. Utilizamos no
estudo dados de idade e peso de 19 espécimes, entre mamiferos, aves, anfibios, peixes,
crustaceos, vermes e insetos. Os ajustes, feitos através de experimentos computa-
cionais, utilizam como ferramenta de apoio o programa MATLAB. Uma vez que a
principal caracteristica de sistemas deterministicos é a precisao obtida pela solucao
e ao lidar com modelos de crescimento animal, naturalmente informacoes impreci-
sas fazem parte da modelagem, comprometendo esta precisao, optamos por concluir
os resultados com o apoio da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, que permite trabalhar
com este tipo de incerteza de maneira razoavel. A conjectura inicial de que haveria
um padrao de metabolismo por classe animal nao se verificou, ocorrendo, inclusive,
distingao entre machos e fémeas de uma mesma espécie, como é o caso do peru. Hi-

poteticamente, a perda de energia estd relacionada com os habitos de cada animal.
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Abstract

The objective of this work is to study the curve of growth in weight of several
animals specimens, to establish standards of metabolism for animal class. The pa-
rameters of the non-linear generalized form of the von Bertalanffy model applied to
weight growth curves were adjusted to identify with ones describe better the growth
of the animal on the areas of age-weight provides. We utilized on the study data of
age and weight of 19 specimens, mammals, birds, amphibians, fishes, crustaceous,
vermin’s and insects. These adjusts were made through computational experiments,
using as tool of support the program MATLAB. Once that the principal characteris-
tic of the deterministic systems is the precision obtain by the solution and in dealing
with models of animal growth, naturally imprecision information’s make part of the
modeling, compromising this precision, we opt by conclude the results with the sup-
port of Fuzzy Sets Theory, with allow work with this kind of uncertainness in a
reasonable way. The initial conjecture that should be one standard of metabolism
for animal class was not verify, occurring, including, distinction between males and
females of the same species, like the case of the turkey. Hypothetically, the lost of

energy is related with the habits of each animal.
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Introducao

A utilizacao de modelos mateméaticos para o estudo de niveis de crescimento em
animais é uma pratica que pode auxiliar na escolha do melhor método de exploracao
de determinada espécie zootécnica. As curvas de crescimento relacionam o peso de
um animal com sua idade, sendo importante para pesquisas e recomendagoes sobre

eficiéncia de produgao, contribuindo, assim, para aumentar o lucro do produtor [1].

Geralmente, estudam-se curvas de crescimento por meio do ajuste de funcoes
nao-lineares, que possibilitam sintetizar informacgoes de todo o periodo de vida dos
animais, ou seja, um conjunto de informagoes em série de peso por idade, em um
pequeno conjunto de parametros interpretaveis biologicamente, facilitando, assim o
entendimento do fenomeno e ressaltando caracteristicas relevantes do crescimento

14, 10).

Dentre as equacoes nao-lineares mais utilizadas para descrever a curva de cres-
cimento em animais de producao, estao os modelos de Richards, Gompertz, von
Bertalanffy e Logistico [3, 1]. Alguns requisitos devem ser seguidos para que uma
funcao de crescimento seja descritiva de uma relacao peso-idade, dentre os quais a
interpretagao bioldgica dos parametros (confiabilidade), um ajuste com pequenos
desvios (precisao) e o grau de dificuldade do ajuste (operacionabilidade). O modelo
de von Bertalanfly foi aplicado em estudos com curvas de crescimento para ras [10, 3],
frangos [3, 7], suinos [3, 6], caprinos [3], camarao [3, 12], coelho [3], ovinos [3, 1],
bovinos [3], perus [5], tilapias [4], ratos [15] e humanos [15], apresentando qualidade

elevada de ajuste e estimativas condizentes com a realidade quando comparado a



outros modelos em todos os trabalhos.

Temos por objetivo ajustar os parametros do modelo nao-linear de von Berta-
lanffy generalizado aplicado as curvas de crescimento em peso de diversos espécimes
animais, a fim de identificar quais parametros descrevem melhor o crescimento de
cada animal nas faixas de idade-peso fornecidas, procurando estabelecer padroes de

metabolismo por classe animal.

Utilizamos dados de idade e peso de 19 espécimes, entre os quais mamiferos, aves,
anfibios, peixes, crustaceos, vermes e insetos obtidos de institui¢oes de pesquisa e

da literatura, conforme segue:

1. Mamiferos : Suinos Machos e fémeas, Bovinos, Caprinos, Coelhos, Ovinos,

Ratos e Humanos;

2. Aves: Perus machos e femeas e Frangos machos e fémeas;

3. Anfibios: Ra-touro;

4. Peixes: Tilapia e Arraia;

5. Crustaceos: Camarao;

6. Vermes: Minhoca;

7. Insetos: Larva de mosca varejeira.

Os ajustes, feitos através de experimentos computacionais, utilizam como ferra-

menta de apoio o programa MATLAB versao 7.

Uma vez que a principal caracteristica de sistemas deterministicos é a precisao
obtida pela solucao e ao lidar com modelos de crescimento animal, naturalmente
informagoes imprecisas fazem parte da modelagem, comprometendo esta precisao,
optamos por concluir os resultados com o apoio da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, que

permite trabalhar com este tipo de incerteza de maneira razoavel.



Este trabalho estd estruturado em quatro capitulos como segue.

No primeiro capitulo, vamos rever alguns dos principais modelos de crescimento,
em ordem cronolégica, apresentando as respectivas solugoes. Algumas propriedades
sobre o comportamento da solucao de equacoes diferenciais e de diferencas também
serao apresentados para auxiliar na andlise matemética dos modelos aqui apresen-

tados.

O capitulo 2 sera dedicado a apresentacao o modelo de von Bertalanffy generali-
zado, bem como sua solucao detalhada. Ainda, obteremos expressoes para o calculo
dos parametros presentes no modelo e apresentaremos o método de For-Walford,

utilizado, em geral, para o cédlculo da capacidade suporte.

O Principio da Alometria serd apresetando no capitulo 3, justificando a presenca
do parametro alométrico v = 2/3 presente no modelo de von Bertalanffy e a hip6tese
de que cada espécime possue um valor proprio para este parametro, uma vez que
é relacionado a area corporal. Além disso, apresentaremos as opgoes do algoritmo
desenvolvido para a estimativa dos parametros «, (3, 7 € p. Na se¢ao 3.2, daremos
inicio as simulacoes realizadas invidualmente para cada animal, agrupadas segundo

o grupo animal a que pertencem.

No capitulo 4 serao apresentados alguns conceitos e definicoes da Teoria dos
Conjuntos Fuzzy. Na secao 4.3 apresentamos a solucao fuzzy do Modelo de von
Bertalanffy generalizado, bem como a comparagao entre a solucao classica obtida

no capitulo 3 e a solucao fuzzy do problema.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Introducao

Uma variedade de curvas de crescimento tém sido desenvolvidas a fim de modelar
a dinamica populacional de espécies, tanto isoladas quanto em interagao, e mais ge-
ralmente o crescimento de sistemas bioldgicos. A maioria dos modelos preditivos sao
representacoes baseadas em variagoes da equacao cldssica de crescimento logistico

de Verhulst.

A fim de auxiliar a andlise dos modelos apresentados serao exibidas algumas
propriedades sobre o comportamento de solucao de equacgoes diferenciais e de dife-

rengas.

Sao tres os fatores que ocasionam mudancas quantitativas na populacao de qual-
quer espécie: a natalidade, a mortalidade e a migragao. Sendo assim, a variacao de
uma populagao p = p(t) em relagdo ao tempo ¢, é dada por

dp(t
% = natalidade - mortalidade + migracao. (1.1)

Quando a populagao é tratada isoladamente, como no nosso caso, 0 processo

migratorio nao é considerado. Se a natalidade e a mortalidade sao dadas em funcao

da populagao p, entao a equagao (1.1) pode ser escrita como uma equagao auténoma

—— = [(p) (1.2)



onde f(p) satisfaz f(0) = 0, ou seja, se a populagao é nula assim permanecerd, pois
neste caso nao havera natalidade ou mortalidade. FEssa condicao é indispensavel,

pois coibe o aparecimento espontaneo de individuos.

Se a fungao f(p) é suficientemente suave para que possamos expressi-la como

uma série de Taylor, teremos

o0

fp) =) aw'. (1.3)

i=0
Porém, como f(0) = 0, entao o primeiro termo da série acima é nulo, ag = 0, o
que nos permite reescrever a equagao (1.2) como

dp(t
%) = p(ay + azp* + azp® +...) = pA(p). (1.4)

A fungao A(p) é denominada indice de crescimento relativo uma vez que,

_ ldp(t)
Cop odt

A(p)

Considerando que no instante inicial, ¢ = 0, o nimero de individuos é p(0) = py > 0,

entdo temos um problema de valor inicial para a expressao (1.4)

d];—s? = pA(p) L5
p(0) = po

Como, em geral, queremos determinar o comportamento da dinamica populacio-
nal em um periodo de tempo, é importante obtermos o maior nimero de informagoes

do modelo que descreve a situagdo como, por exemplo, os estados de equilibrios [9].

Definicao 1.1 - Dizemos que o ponto p* é um estado de equilibrio para a equagao

(1.2) quando p'(t) = f(p*) = 0.

Se considerarmos a dinamica de uma determinada populac¢ao modelada conforme

(1.2) entao, pela férmula de Taylor, temos que, suficientemente proximo de p* vale

dp _

= = f) = f")+ f(")(p—p")



logo, como f(p*) = 0, separando as varidveis obtemos

que por integragao no intervalo [0, ¢] nos fornece

Ip(t) —p*|

n =
lpo — p*|

Fp)t <= |p(t) — p*| = |po — p*| el ®"

Assim, dependendo do sinal de f'(p*), a solugdo converge para o estado de
equilibrio p* ou diverge de p*. Dizemos entao que o estado de equilibrio é local-

mente:

1. assintoticamente estavel quando f'(p*) < 0;
2. instével quando f'(p*) > 0;

3. se f'(p*) = 0 entao p(t) = pp = p* para todo t, = py = p* é estavel.

Os modelos com crescimento inibido sao os mais utilizados em biomatematica.
Sao caracterizados por possuirem um ponto de equilibrio assintoticamente estavel,
isto é, a populacao tende a se estabilizar. Matematicamente, isto significa que existe
k # 0 tal que A(k) = 0. Este valor é denominado capacidade suporte. Esses modelos

possuem algumas caracteristicas basicas:

(i) O crescimento relativo A(p) é decrescente com relagao a p e A(p) — 0

quando p tende a capacidade suporte k;
(ii) A variagao absoluta é crescente no inicio e depois decresce tendendo a zero;
(iii) A variacao é negativa se p(t) > k.

Nas secoes seguintes, faremos uma revisita, em ordem cronolégica, a varios mode-
los importantes de crescimento presentes na literatura, apresentando sua formulagao
em termos de equacoes diferenciais e as respectivas solucoes analiticas, examinando

algumas de suas propriedades.



1.2 Modelo de Malthus

Em 1798, o economista inglés Thomas Robert Malthus publicou um artigo sobre
o estudo do crescimento populacional humano que atualmente é conhecido como a
primeira proposta de utilizagao da matematica na tentativa de avaliar a dinamica
populacional [19]. Segundo Malthus, sob certas condigdes, a variagdo populacional

ocorre a razao geométrica [9].

Embora Malthus nao tenha formulado matematicamente, o atualmente conhe-

cido como modelo de Malthus, em termos de equagoes diferenciais, é dado por

— = = p(t) (1.6)

onde \ é constante e p(t) representa o valor da populagao p ao longo do tempo t.

A equacao diferencial (1.6) é um caso particular da equagao geral (1.4) estabe-
lecida na secao precedente como modelo de dinamica populacional sem migracao,

onde o indice de crescimento relativo A permanece constante ao longo do tempo.

Portanto, considerando p(0) = py > 0 e a equacao (1.6),temos um problema de

valor inicial cuja solucao
p(t) = poe™ (1.7)

é facilmente determinada por separacao de varidveis e integragao no intervalo [0, ¢].

Biologicamente, as condicoes pressupostas neste modelo sao ideais, o que nao
condiz com a realidade. No entanto, o modelo Malthusiano funciona bem quando a
populagao ainda estd na fase de crescimento exponencial, e num espaco de tempo
pequeno, servindo como aproximacao para problemas mais elaborados em intervalos

de tempo relativamente curtos.

A Figura 1.1 descreve algumas curvas de crescimento do problema de valor inicial
determinado pela equagao do Modelo de Malthus (1.6), com os seguintes parametros:

A =0.5,p = 1.



Modelo de Malthus
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Figura 1.1: Curva de crescimento do Modelo de Malthus, p(t) versus ¢, para os seguintes
parametros: A = 0.5,pg = 1.

1.3 Modelo de Verhulst ou Logistico

Em 1837, o matematico belga Pierre F. Verhulst propos um modelo de dinamica
populacional para uma espécie que atende a variacao da taxa de crescimento. O
modelo de Verhulst supoe que uma populacao, vivendo em determinado meio, devera
crescer até um limite maximo sustentével (capacidade suporte), isto é, tende a se
estabilizar. A equacgao incorpora a queda de crescimento da populacao que deve

estar sujeita a um fator inibidor de proporcionalidade.

O modelo de Verhulst é, essencialmente, o modelo de Malthus modificado, con-
siderando a taxa de crescimento como sendo proporcional a populagao em cada

instante [4]. Assim

dp _

o B(p)p (1.8)

com f(p) = « <Tp> ,a > 0 e k sendo a capacidade suporte da populacao. Desta

forma ((p) tende a zero quando p — k.



Explicitando (p) na equagao (1.8), e supondo que p(0) = po seja dado, temos o

modelo clédssico de Verhulst ou modelo logistico:

(i

p(0) = po,a > 0.

(1.9)

Observamos que p(t) = 0 e p(t) = k s@o as solugdes de equilibrio da equagao
diferencial dada em (1.9).

A solugao analitica de (1.9) é obtida através de separagao de varidveis e inte-

gragao no intervalo [0, ¢], obtendo assim a expressao

In L —In p—k ' = adt,
Po po—k
o que implica em
In ]M’ = at,
po(p — k)

ou ainda,

Po(p — k) ’ _at [Pkl o — K] o
p(po — k) Ip| [Pol
Isolando p(t) obtemos

Pok
t) = .
) po+ (k —po)e=ot

Como o termo exponencial no denominador tende a zero quanto t — oo entao,

independente da condicao inicial, p(t) — k quando ¢ — o0, ou seja, p* = k é

assintoticamente estavel, e p = 0 é instavel.

Observemos que neste modelo o ponto de inflexao é sempre metade do valor p*.
De fato,

d*p dp 2« dp E p

A Figura 1.2 descreve algumas curvas para o modelo logistico (1.9) com os se-
guintes parametros: (i) «a=0.5,pp = 1,k =50; (ii) « = 0.8,py = 10, k = 25; (iii)
a=1.0,pp=1k=140; iv) a=0.1,po=10,k=10; (v) «a=0.05,py =25,

k = 35.

10



Modelo de Verhulst
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Figura 1.2: Curva de crescimento logistica p(t) versus ¢ para os seguintes parametros: (i)
a=05p=1,k=50; (ii) « = 08,pp = 10,k = 25; (ili) « = 1.0,pg = 1,k = 40; (iv)
a=0.1,p0 =10,k = 10; (v) a« = 0.05,po = 5,k = 35.

1.4 Modelo de von Bertalanfty

O bidlogo australiano von Bertalanffy, no ano de 1938 [15], formulou um modelo
matematico para analisar o aumento em peso de peixes. Seu modelo pode ser consi-
derado uma alteracao da curva de crescimento logistico de Verhulst com a finalidade
de acomodar caracteristicas metabdlicas baseados em argumentacao fisiologica:

— =aps — fp
dt (1.10)

p(0) = po,
onde p = p(t) é a massa do peixe em fungao do tempo ¢, py é a massa inicial, a é
a constante de anabolismo (representando a taxa de sintese de massa por unidade
de superficie do animal) e 3 é a constante de catabolismo (que representa a taxa de
diminuicdo da massa por unidade de massa). O termo p§ é proveniente da relacao
alométrica do peso com a drea corporal do peixe [4]. Esta relago serd retomada no

capitulo 3.

A equagao (1.10) é nao linear, trata-se de uma Equagao diferencial do tipo Ber-

11



noulli e com uma simples substituicao de varidveis nos conduz a uma equacao linear.

omando z = p3, segue que — = —p 3 —
b, segue que gp =3P S

Substituindo em (1.10), temos

dz 1
a3

wirn
Q
=
|
=
S
N—
|
|
)
|
=
&

cuja solugao ¢ dada por

a 8
z=—+ Ke 3"
g

Agora, usando a condicdo incial p(0) = py e z = p'/3, otemos

plt) = (%) (1-#) s p0)=0 (a)

ou

3
Quando ¢ cresce, p tende a po, = <%)

Consideremos p(0) = 0. Tomando K = g e substituindo em (1.11), temos a

soluc@o de (1.10) dada por:
p(t) = poo(1 — e 52, (1.12)
onde ps é o valor maximo do peso do peixe.

Neste modelo o ponto de inflexao é obtido por:

d*p 2 | .dp dp 2 303
CE S Zap B 3 = Cap BB =0 p =201
gz 3P Ty Ty 3P b b 20

2\? /a\? 2\
=1=(3) (5) =(5) p==020m-

A Figura 1.3 descreve a curva tipica de crescimento em peso para o Modelo de

von Bertalanffy(1.10) com os seguintes parametros: py = 1, poo = 30, = 0.5.
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Modelo de Von Bertalanffy
30 ‘ ‘

201 1

= 451 ]

10t 1

Figura 1.3: Curva de crescimento em peso de von Bertalanffy p(t) versus ¢ com os seguintes
parametros: pg = 1, pso = 30, = 0.5.

1.5 Modelo de Montroll [9]

Em 1971, Montroll propés um modelo geral para traduzir o crescimento as-
sintético de uma variavel, levando em conta que o posicionamento da variagao
maxima pode ser qualquer valor entre pg e k. Neste modelo, a equacao de cres-
cimento relativo é decrescente com relagdo a p(t), porém nao necessariamente de
forma linear como no modelo de Verhulst. O modelo de Montroll é dado pela

equacao diferencial nao linear

IO 9

onde k£ > 0 é a capacidade e suporte, a e 3 constantes reais positivas.

A principal diferenca entre os modelos de Montroll e Verhulst estd no ponto
de inflexao da curva. Enquanto no modelo de Montroll a variacao maxima ocorre

quando

na equagao logistica a variagao maxima é atingida quando p(t;) = k/2.

13



Dessa forma o ponto de inflexdo p(t) pode ser alterado de acordo com a neces-

sidade do problema, apenas modificando o valor de 3. Para # = 1 temos o modelo

de Verhulst.

O estado de equilibrio nao nulo no modelo de Montroll é p* = k. Considerando
f(p) como a expressao a direita do sinal de igualdade na equagao (1.10), entao temos

que

df

= — < 0.
dp of
p*

Logo, o estado de equilibrio p* = k é assintoticamente estavel. Logo, podemos
concluir que, independentemente da condic¢do inicial, p(t) — k quando t cresce

indefinidamente.

A solugao do modelo de Montroll é dada por:

p(t) = Dok (1.14)

T
Py + (k7 = p)eort| "

A Figura 1.4 descreve algumas curvas de crescimento do Modelo de Montroll(1.13)
com os seguintes parametros: (i) a = 0.5, = 0.5, po = 1, k = 35; (ii) a = 1.5,
B=2p=1,k=100; (iii)a =2, B = 0.1, py = 10, k = 50; (iv) a = 0.1, 5 = 10,
po =05, k=45, (v) a=5,5=0.01,py=3, k=25

1.6 Modelo de Gompertz [4]

O modelo de Gompertz, proposto em 1825, utiliza a taxa de inibi¢ao proporcional
ao logaritmo desta variavel. Ou seja, a taxa de crescimento é grande no inicio do
processo, mudando rapidamente para um crescimento mais lento. E um modelo
bastante adequado para traduzir crescimentos celulares, sendo que, no inicio todas
as células sao meristematicas, perdendo esta propriedade num intervalo de tempo

relativamente pequeno.
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Modelo de Montroll
120 .

100

801

£ eof

401

20

Figura 1.4: Curvas de crescimento do Modelo de Montroll p(t) versus ¢ para os seguintes
pardmetros: (i)a = 0.5, = 0.5,pp = 1,k = 35; (i)a = 1.5,8 = 2,po = 1,k = 100; (iii) o = 2,
B=0.1, po = 10,k = 50; (iv)a = 0.1, 8 = 10, po = 5,k = 45; (v) a = 5, 8 = 0.01,po = 3,k = 25.

O modelo de Gompertz é dado por:

dx
dt

=azr —bxrlnz =x(a—Inx)
(1.15)
xz(0) =29 coma>0eb>0.

A taxa de crescimento relativo r(z) = a —blnz > 0, decresce com z e o valor de

estabilidade de = é obtido considerando-se r(x) = 0, isto é,

d a
d—sz(z)(a—blnx)zO(z)xoo:eﬂ, com z > 0.

Observemos que quando x é muito pequeno, r(x) é muito grande pois

lim r(z) = 400
x—07F

Agora, como 0 = a — blnz,,, podemos tomar a = blnx, na equagao (1.12) e
reescreve-la como

b
Z—f:bxlnxw—blnx:bxln <xﬁ) =zln <Iﬁ) (1.16)

Too\?
e neste caso, r(z) = In <—) :
x

15



A solugao de (1.12) é obtida considerando-se a mudanca de varidvel z = In x:

dz  ldr b
dt ~wat "
Integrando,
dz 1
= [dt<= ——Inja—bz| =t +c.
a—bz b
Para t = 0, obtemos ¢ = —¢ In|a — blnx|.

Portanto, In|a — bz| = —bt + In|a — bln x|,

M= 2(t) = ! [a—(a—blnag)e™™].

a—bz = (a— blnxy)e” 2

Voltando a variavel x = e*, obtemos
a a —bt
x(t) = eb.exp [— <5 — lnw()) e ] . (1.17)
A curva x(t) tem um ponto de inflexdo quando

t:tmzéln (%—lnw()) (1.18)

1.7 Modelo de Smith [11]

Smith, em 1963, relatou que a equacao logistica do crescimento de Verhulst nao
acolhia satisfatoriamente os dados experimentais devido aos problemas associados
com as retardacoes de tempo. As retardacoes de tempo nos efeitos da densidade
sobre a natalidade e mortalidade distorcem a forma da curva do crescimento da
populagao. De acordo com Smith, o principal problema em aplicar a curva logistica
aos dados concerne num retrato apurado da porgao dos fatores limitantes ainda

N
inutilizados, isto é, (1 e [11]. Discutiu entdo que para uma popula¢do com

. . N : o
limite de alimento o termo [ 1 — 17 deveria ser substituida por um termo que
representa a proporcao da taxa da fonte de alimento atualmente inutilizada pela

populagao. Se F' for a taxa em que uma populacao do tamanho N usa o alimento e

16



o T for a taxa correspondente ao nivel de saturacao, entao
1 dN 1 F
—_— =7 PR
N dt T)’

F N N . , : .
onde T > 173 desde que uma populagao em crescimento usara o alimento mais

rapidamente do que uma populacao saturada. F' deve depender de N e de T ea

relacao mais simples serd linear
dN
F:aN+b%,a>O,b>0.

dN
Na saturacao F' =T, N = K, pr 0, consequentemente 7" = aK, e como

resultado da equacao de crescimento modificado temos

LN
AN e
=N K (1.19)
di 1 +cﬁ
K

onde ¢ = 2. A equacdo diferencial (1.19) ¢ o crescimento logfstico de Verhulst

“1
escalado pelo fator de ”atraso” (1 + c—) e nao admite uma solucao analitica

K
para N em funcao de t, mas ao contrario
1. [(K=N)"™ 1 N
t=—-In|—FF—+— -In|———|. 1.20

O valor de inflexao para a equacao de Smith é

K

Nipg = .
T i/T+e

(1.21)

Para ¢ = 0 a forma de Smith reduz-se a forma de crescimento logistico de Verhulst
K K K
com N5 = 2 enquanto que para ¢ > 0, N, < > e para ¢ < 0, Ny, 5 > oh Para

¢ = —1, o crescimento é exponencial, v rN, e nao ha nenhum ponto de inflexao.

A taxa de crescimento méaximo, quando ¢ # —1, é dada por

17



. . 1 dN S
A taxa relativa de crescimento, — ——, decresce nao-linearmente com aumento

N dt
N para ¢ < —1, com taxa de decrescimento sendo regulada pelo parametro c.

A Figura 1.5 descreve algumas curvas de crescimento para o Modelo de Smith
com os seguintes parametros: (i) r = 0.44, Ny = 1.875, K = 15; (ii) r = 0.44, Ny = 10,
K =30; (iii) r = 0.44, Ny = 1, K = 50; (iv) r = 0.4, Ny = 6, K = 75.

Modelo de Smith

80

Figura 1.5: Curvas de crescimento do Modelo de Smith para os seguintes parametros: (i) r = 0.44,
No = 1.875, K = 15; (ii) » = 0.44, No = 10, K = 30; (iii)r = 0.44, No = 1, K = 50; (iv)r = 0.4,
Ny =6, K =75.

1.8 Modelo de Blumberg [11]

Em 1968, Blumberg introduziu outra equacao de crescimento baseado na modi-
ficacao da equagao de crescimento logistico de Verhulst para modelar dinamica po-
pulacional ou evolucao do tamanho de um o6rgao. Blumberg observou que a maior
limitacao da curva logistica era a inflexibilidade do ponto de inflexao. Além disso,
ele observou que tentativas de modificar o termo intrinseco constante da taxa de
crescimento, r, tratando-o como um polinomio tempo-dependente para superar esta

limitagao, conduzem frequentemente a uma estimacao inferior dos valores futuros.
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Por conseguinte, Blumberg introduziu o que se chamou de funcao hiperlogistica,

dN N\
AN A B 1.2
a < K) (123)

A equagao (1.23) pode ser reformulada como uma equagao integral

N(t)/K
/ 271 — ) Vdr = rK* 't
No/K

Esta reformulagao nem sempre permite uma forma fechada de solucao analitica.
Por essa razao, Blumberg catalogou expressoes analiticas (quando uma integragao
explicita puder ser realizada) da fungao de crescimento N(t) para varios valores dos

parametros a e .
A populacao no ponto de inflexao, N;,r, ¢ dada por

I}
o+

Nipj = K. (1.24)

A mesma expressao de N, s (1.24) é obtida para a equagdo logistica de Verhulst
quando o = 7. Para a < 7, Nj,s aproxima-se de 0 e a inflexao ocorre somente se

No < Nmf.

A taxa de crescimento maximo é dada por:

dN a®y?
— =rK*—— 1.25
( dt )max (a+)™7 1:29)
A taxa de crescimento relativo atinge seu maximo valor em
1 dN —1 \*! v
e | (A 7 (1.26)
N dt ), . a—14+7v a—147
em
a—1
N'=—K (1.27)
a—1+47

contanto que @ > 1 e Nx > N,, caso contrario declina nao linearmente com o

aumento de N.
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A forma de crescimento do tipo de Blumberg é a forma hiperbdlica para cresci-
mento regenerativo. E representada pela curva sigmoidal

K(t+a)

N =57 (t+a)"

(1.28)

onde N(t) é o peso ou quantidade, K é o valor final, e a, b, n sdo parametros

positivos na equagao. A equagao (1.28) tem forma diferencial

N\ H/m
AN 1-(1/n) (1-—)

— =7rN K ,
dt

onde 7 = n(K/b)!/™

O valor de inflexao é identificado por

(n—1)
2n

quando n > 1, e o tempo de inflexao por
n—1 1/n NO 1/n
n+1 K — Ny ’

A taxa de crescimento relativo decresce nao-linearmente com o aumento de N

tinf - bl/n

onde Ny = Ka"/(b+ a™).

desde que N* = —n < 0 ¢ indefinido.

A Figura 1.6 descreve algumas curvas de crescimento para o Modelo de Blumberg
com os seguintes parametros: (i)r =1, Ng =10, K =40, a = 0.5, § =1, 7 = 2.5;
(ii)) r=5,Ny=0.5,K =20, =15 6=1,v=3.5(iii) r = 0.5, Ny = 15, K = 50,
a=05 =1,v=08; (iv) r=1, Ng=5, K =30, a=15, =1, 7v=1.5; (v)
r=0.1 Ng=5 K=25 a=05 6=1,v=0.5.

1.9 Modelo de Schnute [11]

Schnute, em seu paper de 1981 sugeriu o uso da taxa de crescimento relativo da

taxa de crescimento relativa como quantidade de interesse. Se Z = (1/N)(dN/dt)
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é a taxa de crescimento relativo, (1/2)(dZ/dt) é a taxa de crescimento relativo da

taxa de crescimento relativo.

Modelo de Blumberg
50 T T

45} 1
sl (iii) |
35F 1

30

> 251

20

15

10

Figura 1.6: Curva de crescimento do Modelo de Blumberg com os seguintes parametros:(i) r = 1,
No=10, K =40, a=0.5,8=1,v=2.5; (ii) r=5, Ng=0.5, K =20, a=1.5,8=1, v= 3.5
(ili) r=0.5, No=15, K =50, «a =05, =1, v=0.8; (iv) r=1, No=5, K =30, o = 1.5,
B=1,v=15;(v)r=01, No=5 K =25 a=05=1,v=0.5.

A suposigao de Schnute assume que (1/7)(dZ/dt) é uma funcao linear de Z:

1dZ
—— = — bz 1.2

onde a, b sao positivos, negativos, ou constantes zero, e o sinal de menos do lado di-
reito indica que a taxa de crescimento diminui tipicamente. Para valores apropriados

de a, b alguns modelos de crescimento podem ser derivados de (1.29).

1.10 Modelo de Ayala, Ehrenfeld,Gilpin [4]

Elaborado em 1973, o modelo proposto por Ayala, Ehrenfeld e Gilpin é dado

por:

% =P(A—aP+be "), (1.30)

ondea>0,b>0e\>0.

21



1.11 Modelo logistico generalizado [11]

Tsoularis e Wallace propuseram, em 2002, a chamada equagcao logistica genera-
lizada. Além de sugerir o modelo e apresentar suas propriedades, os autores provam
que cada um dos modelos de crescimento descritos em secoes anteriores podem ser
derivados deste e os considera como casos especiais. A equacao logistica generalizada

¢é dada por:
gl

% — rN® [1 - (%)ﬁ] : (1.31)
onde «, e v sao numeros reais positivos. Consideram somente valores positivos
para estes parametros, uma vez que expoentes negativos nem sempre fornecem um
modelo plausivel do ponto de vista biolégico. Observe que se a = = = 1 temos

o modelo logistico classico.
As trés principais caracteristicas do crescimento logistico generalizado sao:

(i) lim N(t) = K, ou seja, a populagao converge para sua capacidade suporte.

t—o0

1 dN
(ii)a taxa de crescimento relativo, (N) (E), atinge seu valor maximo em:

Tl

N*:(1+ % ) K (1.32)

a—1
desde que N* é real e superior a Ny, caso contrario ele ndo decresce linearmente
9

atingindo seu valor zero minimo em N = K. A taxa maxima de crescimento relativo

¢é dada por:
1 dN —1 \7 g
e R ] e _ P (1.33)
Ndt), . a—14 By a—14 By
Importantes valores limite de N*:
lirr%) N*=0

. 0
lim N* = eT==
B—0

lim N* = K

\ 7—0
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(iii) A populagdo no ponto de inflexdo (onde a taxa de crescimento é méxima), é

dada por:

@l

Ning = <1 + @) K > N* (1.34)
«

Claramente, se N;,r < Np, nao é possivel inflexao uma vez que a populacao tera
iniciado com o valor Ny e com uma taxa de crescimento positivo por habitante,
assegurando assim que N;, s nao serd alcangado. A taxa de crescimento relativo em
Nins € novamente dada por (1.33) com a substituigdo de o por a@ — 1 (somente na

expressao entre parénteses). A taxa de crescimento maxima é dada por:

dN _ ﬂ o o o 8y .
(E)max a ( dt )Nmf =k (Oé -+ ﬂ*y) (Oé + 57) (135)

Importantes valores limite de [V;,¢:

Y0

lim IV; — Ke @
g0

B—00 a—00 ~v—0

O mesmo valor de inflexao é obtido para uma infinidade de formas logisticas ge-
. ~ . . -
neralizadas quando « e v sao deixados variando, fornecendo a razao — e (3 permanece
Q@

constante.

N B
Introduzindo a variavel auxiliar x = <E) podemos transformar a equacgao

diferencial auténoma (1.31) em:

e apos separacao de variaveis e subsequente integracao de 0 a t, temos:

(5e)”
/ e 7 (1 —x) Vde = BrKe' (1.36)
()"

O valor da integral em (1.36) pode ser calculado, no caso em que os parametros

gerais «, # e 7 podem tomar quaisquer valores numéricos, pela expansao binomial
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de (1 —z)™" e subsequente integracao da série resultante termo a termo. Quando

l—«o

p:T>O,q:1—’y>O,aintegral

1
/ 2P (1 —2)" da,

zo
_(vo\ MV 4. a . :
onde r; = <T) , Lo = (?) , ¢ a diferenca de duas fungoes beta incompletas
B

20 (P, q). A funcdo beta incompleta é definida por:

1
By, (p.q) =/ (1 — )" da
0

Dali,

x1
By, (p,q) — Bay(p,q) = / 2PNl —2)" e = BrKe (1.37)

Zo

Das restrigoes p > 0, ¢ > 0 duas possiveis variacoes dos valores «, (3 sao aceitos:

a<l,f>0,v<1

a>1,8<0,vy<1

A integral em (1.37) pode ser expressa como diferenga de duas expansoes de

séries desde 0 < zg < la <z < 1:

T p _ q
/ 2P N1 — 2) e = i RV (1—z)

o p

=B 1 1
1+Z (p+1ln+ )an]_

“—~ B(p+qgn+1) !

= BrK* 't (1.38)

P (1 — 14)? “. B 1 1
xO( xO) 1 _,_Z (p+ ,TL+ )ngrl
p B(p+qn+1)

n=0

A equagao (1.38) contém uma série infinita em termos da fungao beta, que por
sua vez pode ser expressa em termos da fun¢do gama. A forma logistica (1.31) em
geral nao admite solugao analitica N(¢) mas ¢ como fun¢ao de N. O integrando em
(1.36) pode ser expandido binomialmente para fornecer, no caso geral, a expressao

para o momento de inflexao, ¢;,,¢:

a—1— —1-2

Lo [T T e+ s) T
nf el -« T l—a+p 2! l—a+206

+ ... =

1 Néfoz . Néfoz+ﬁ . ’Y('Y"‘ 1) Néfoz+25
rl1—a '"KFQ—a+p) o K2 (1—a+20)

+...|, a#1 (1.39)
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1 |aasy Tt G, v+ 2
tz‘nf—@l (%)ﬂ +§|:’7(1+67> +§T(1+67> +...:|—
Ny g ly(v+1) (No 20 o
_E Y (?) + éT (?) +...0|, a=1 (140)

A Figura 1.12 mostra a evolucao de uma populacao de tamanho N pelo tempo
t para o crescimento logistico generalizado (1.31), com os seguintes parametros:
(1) r=01,No=1,K=100,a=1,0=3,7v=2;
(75) r=05,Ny=5K =65,a=1,0=0.6,7=1.8;
(i) r =1,Ng = 0.5, K =50, = 0.5, =15,7=1;
() r=1,Ny=0.5,K =40, =3,8=0.5,7=3;
(v) r=0.001, Ny =10, K =100, =2,8=—1,7 = 2;
(

vi) 1 =0.3,Ng=0.1,K =30, = 1.5, = 1.5,y = 2.5.

Modelo logistico generalizado
100 T ‘

Figura 1.7: Evolugdo de uma populagao de tamanho N ao longo do tempo t para o modelo
logistico generalizado com os seguintes parametros:(i) r =0.1, No =1, K =100, a = 14, 8 = 3,
v=2;(ii) r=05,Ng=5K=65,a=1,=0.6,v=1.8;(iii) r =1, Ng = 0.5, K =50, « = 0.5,
=15 v=1; (iv)r=1, Ng=0.5, K=40, « =3, =05, v=3; (v)r=0.001, Ny = 10,
K=100,a=2,8=-1,vy=2; (vi)r=0.3, No=0.1, K =30, a =15, =15, v=2.5.
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O capitulo seguinte sera dedicado a apresentacao e solugao do Modelo de von Ber-
talanffy generalizado. Ainda, serao obtidas expressoes para o calculo dos parametros
presentes no modelo e apresentado o método de Ford-Walford, utilizado para o

calculo da capacidade suporte.
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Capitulo 2

Modelo de von Bertalanfty
generalizado

2.1 Introducao

Em 2002, Bassanezi em seu livro sobre modelagem matemaética [4], apresenta a
generaliza¢ao para o modelo de von Bertalanffy (1.10) com o intuito de estudar o

crescimento em peso de perus:

dr = aP? — pBP
dt (2.1)
P(O) — P(],

onde agora P = P(t) é a massa da ave em fungao do tempo ¢, Py é a massa inicial,
a e 3 sao as constantes de anabolismo e catabolismo respectivamente e v é um

parametro alométrico a ser estimado, 0 < v < 1.

Esta generalizacao do Modelo de von Bertalanffy também foi aplicada no estudo
de crescimento em peso de frangos por Leite em 2003 [7] e em peso de suinos por

Oliveira em 2007 [6].

Nosso objetivo neste trabalho é aplicar o modelo de von Bertalanffy generalizado
ao estudo do crescimento em peso de diversos animais, considerando a taxa de
catabolismo varidvel com o tempo, a fim de obter a expressao 3 = (3(t) para cada um
deles, a partir de dados experimentais. Além disso, faremos uma comparacao entre

os resultados procurando encontrar padroes de catabolismo por classe de animal.
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2.2 Resolucao do Modelo

A equacao nao linear (2.1) é do tipo Bernoulli e pode ser facilmente resolvida

com uma simples substituicao de variavel, o que nos conduzird a uma equacao linear.

Tomando Z = P'™7 e substituindo em (2.1) temos:

A dP
= = (1=~ P
dt (L= P75

Z(0) = P

P
Como Oil—t = aP? — 8P, entao:

Y (1) P (P~ P

Substituindo novamente Z = P'~7 obtemos:

dz

— = (1= (a=pP"7) = (1=7)(a=p2)

4z
T80 =7Z=a(l-9)

Temos, portanto, uma EDO linear de 1* ordem nao homogénea em Z:

dz

%Jrﬂ(l—v)Z:Oé(l—v), (2.2)

cuja solucao é alcancada através dos passos abaixo.
Fator integrante: pu(t) = e/” 7 dt = 1=t
Multiplicando a EDO por p(t), obtemos:

4z
42 s

~ =t B(1— ) ZePUE = o (1 — ) P07 —

— Z/j“(t> =« (]_ — f}/) 6/3(1_7)75
Integrando em ambos os lados, temos por resultado:
Zu(t) = /a (1 —7) Pt —
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— Z(t) = % § OBt

voltando para P(t), encontramos a equagao do peso do animal em funcao do tempo:

P(t) = (%) o <1 + Cgeﬁ“w) o (2.3)

Observa-se, através de dados obtidos experimentalmente em variadas classes de
animal, que o parametro v varia entre 0 e 1. Entao, vamos supor que 0 < v < 1, o

que implica em: (1 —v)>0e -3 (1 —7) < 0.

Sabemos que P, = tlim P(t), e portanto,
— 00

Py, = lim [(9) o <1 + Oée—ﬁ(l—v)t) ”]
t—o0 ﬂ «

Logo, a capacidade suporte P, é dada por:

P = (%) = (2.4)

Dadas a condigao inicial P(0) = Py e a equagao (2.4), temos:

P(0) = (%)1 (1+O§)H — P (1+O§)H:>

Vale observar que a condigao inicial P(0) = P, difere para as variadas classes de
animais. Para aqueles de maior peso, como suinos, bovinos, etc. Py # 0, enquanto

que para animais de pequeno porte como peixes, camarao, etc, Py =~ 0.

Substituindo a constante C' na expressao de P(t):

o= (&) (e [((B) 7))
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Entao, o modelo generalizado para crescimento em peso de um animal qualquer

é dado por:

1

() ) e

onde P(0) = Py é o peso inicial e Py, é 0 peso méximo.

P(t) = Py {1+

Analogamente, no caso particular em que Py ~ 0:

P(t) = Py (1 — e P07 ™ (2.6)

O ponto de inflexao P,, onde a variacao da curva é méaxima, ¢ obtido através do
2

calculo = 0 em (2.1).
2P AP dP dP
e ap gt A pr-1-s
az Y P Ol )
2P AP
_ = - P"/—l _ —
w =0 = g g) =0

dP ) . .
Como a taxa de aumento de peso ’r é considerada sempre positiva (considera-
mos que os animais estdo sendo alimentados corretamente). Portanto, no ponto de
inflexao P,, temos que:

pL

Pl —B=0 = ayPI'=p <<= PI'=
ary

() )
! ot

Logo, o ponto de inflexao é dado por:

P, = (1) - P (2.7)

Y

—

Observemos que a condicao inicial Py ~ 0 ou Py # 0 nao influi no calculo do

ponto de inflexao P,, nem na capacidade suporte Py
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A partir das expressoes (2.5) e (2.7) podemos calcular o tempo de inflexao t.

aonde ocorre a variacao maxima do peso.

1\ 71 P\ ™
P, = (_) P, =P, {1 + ((—0) - 1) eﬁ“%] }
Y Ps

1

i 1=y ] —
'Yﬁ = {1 + ( ) —1 eﬁ(lﬂ{)t*} -

B
P
1=y
y—1= (?) — 1| e P —

I

- v —1 v—1
e B="ts _ T — —f(1—-79)t,=In PN
0 0
(p—) -1 (P_) .

Portanto, o ponto de inflexao t, é dado pela expressao:

v—1
In T
B 7
()
t, = — = (2.8)
B(l=19)
Da mesma maneira, para o caso particular em que Py ~ 0, temos:
. In(1-—7)
T B(l—7)

Num modelo mais realista, devemos considerar a taxa de catabolismo [ variavel
com o tempo, uma vez que quando o animal envelhece, hipoteticamente, a sua perda
de energia depende de seus habitos, como por exemplo se ele foi criado solto ou em

regime de confinamento.

Da equagao (2.5), podemos explicitar § em fungao de ¢:

1

1—’)/ 11—~
() _1] eﬂwt} —

P\
() -

P(t):Poo{lJr




(m)

) -1

In Poo = =—03(1 -9t
L I
(7:)

Logo,

p=- <Pi:°) o (2.9)

Assim, o modelo generalizado, considerando a taxa de metabolismo varidvel, é

1
1—v T—
(?) — 1] eﬁ“)(l”t} (2.10)

Observemos que a solugao (2.10) foi obtida diretamente da generalizacao da

dado por:

P(t):Poo{lJr

equagao(2.5), ou seja, resolvemos a equagao tomando (3 constante e consideramos a

solugao final em funcao de ¢.

Podemos, contudo, obter um modelo na forma de equacao diferencial cuja solugao

seja a expressao (2.10).

Derivando a expressao (2.5), obtemos

1—y ﬁ_l

dt 1—7
y {_ (1) d(B(t)t) (?) o 1] eﬁ(t)(l'y)t}

dt




Logo,

P P d(B(t)t)
e

() )=

dP _ d(B(1)Y)

pYpl=
dt dt o0

Finalmente, obtemos a equacao

AP d(B)) [y p1s
T (P"PSY—P). (2.11)

2
Notemos que, se 3(t) = 3 constante e v = 30 modelo (2.8) se reduz ao modelo

3
cldssico de von Bertalanffy (1.10), com oo = BPL7 = BPY? = P = (%) .

Ao estudar estas equacoes de crescimento, pode ser conveniente explicitar os
parametros de metabolismo para serem utilizadas na implementagao computacional,

o que tornara a simulagao de dados mais rigorosa do posto de vista matematico.

Estimacao dos parametros

1. Constante de anabolismo «

Da equagao (2.4), podemos explicitar uma relagao para o célculo da constante de

anabolismo «:
1

pooz(g)ﬁ — polo—vz

@
B B

Entao,
a=pBPL (2.12)
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2. Parametro de alometria vy

A equagao (2.7) nos fornece uma expressao que calcula, implicitamente, o parametro

de alometria v desde que P, seja conhecido:

1\ 71 P, 1\ 71 . P,
re(3) e = (1)-0G) = ()
Y Py ¥ P

Logo,

: P.
=T = 2.1

Vale observar a sutileza da relagao (2.13) quando o parametro v — 1.

Calculando o limite

1
hm1 1=

’y—)
Facamos agora, as seguintes substituicao de variaveis:

1 1 1
T = —— e 1_»)/:_:}7:1__
s s

Entao,
) 1 . 1\*
lim vy = lim (1 — —)
y—1 r—>00 xT

Substituindo agora x por —y, temos:

14—
y

1\ 7 1 1
lim (1 + —) = lm |5—=5|=-
y——00 Y y——00 ( 1) e

. 1 <, . .
Portanto, quando a razao P ¢ maior que — = 0.3679 nao é possivel ajustar os
Poo e

dados utilizando este modelo!.

No capitulo seguinte, vamos aplicar o modelo de von Bertalanffy generalizado

ao estudo do crescimento em peso de diversos animais a fim de obter a curva para

1 ? 1 1 3
LObservemos que lim <1 — —2) = 1 — lim [(1 — _> . (1 + _>} —
zZ—00 z Z—>00 z z

1\* 1\” 1\* 1
lim (1 — —) . lim (1 + —) =1=— lim (1 — —) =—.
zZ—00 z zZ—00 z Zz—00 z e




a taxa de catabolismo 5 = [(¢) dependente do tempo para cada espécie, a partir
dos dados experimentais. Além disso, vamos estimar os parametros da capacidade

suporte po, € o coeficiente de alometria v para cada um deles.

Para o calculo da capacidade suporte P, utilizaremos o método de Ford-Walford
[16]. A aplicagao do método consiste em encontrar uma relacao entre p(t) e p(t+1),
uma vez que para grandes valores de t o peso tende a se estabilizar e temos p(t) =
p(t+1).

Se a relacao for linear,

p(t +1) = ap(t) +0,

e denotarmos por ps, 0 peso maximo do animal, fazendo ¢ — oo obtemos:

lim p(t) = tlim pt+1) = poo =

t—o00

poo:apoo+b:>poo:
1—a

Para o céalculo de p,, basta obter os coeficientes a e b. Para tanto, é necessario
fazer um ajuste linear nos pontos p(t) e p(t + 1) e calcular a interseccao desta reta
com a reta p(t) = p(t + 1). Esse ponto de intersecgao serd p,,, uma vez que se o
peso em dois instantes consecutivos é o mesmo, ¢é sinal de que nao houve variagao

de peso, o que s6 ocorre quando o mesmo esta estabilizado.

Considerando que no célculo de p,, sua estimativa melhor é efetuada quando
utilizamos em nossos calculos apenas os dados experimentais finais de peso, toma-
remos os dados a partir do ponto de inflexdo p, (onde variagdo entre os dados é
méxima), o que variard conforme o animal. As simulagoes serao feitas com o auxilio

do programa MATLAB versao 7.
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Capitulo 3

Simulacoes numeéricas

3.1 Introducao

O crescimento dos seres vivos é um fenomeno bastante complexo e pode ser
considerado como um incremento na massa do corpo, em funcao do tempo e das
alteracoes na forma e na composicao, resultante de diferentes taxas de crescimento

das partes componentes [7].

Segundo o Principio da Alometria, num mesmo individuo, ’a razdo entre os

crescimentos especificos (relativos) de seus drgaos € constante’ [4].

Consideremos z(t) e y(t) os "tamanhos”dos érgaos ou partes distintas do corpo
de um mesmo individuo, num instante t. Entao, o modelo matematico que traduz
o principio da alometria é dado por:

lde  1dy

= as 1
x dt ay dt (3.1)

com x(t), y(t) > 0 para todo t > 0, onde « é a taxa de de proporcionalidade do

crescimento relativo (coeficiente de alometria).

Aplicando a regra da cadeia na equacao (3.1) podemos reescrevé-la como uma

equacao autonoma onde o tempo t nao aparece explicitamente, ou seja,

dx T
— =
dy Yy
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Separando as variaveis e integrando, obtemos

dx x dx dy
dy y z Y
1 1
/—dx:oz/—dy — Inrx=alny+c,
T Y

onde ¢ é a constante de integracdo e pode ser escrita na forma ¢ = lna (a > 0).

Substituindo, temos
Inzr=h((ay*) = z=ay®, (3.2)

que nos fornece a relacao alométrica entre as variaveis x e y.

O peso p(t) de cada espécie de peixe, dado pelo modelo de von Bertalanffy esta-
belece que ‘o crescimento do peso do peize € proporcional a drea de sua superficie
externa (anabolismo) e o decaimento € proporcional a energia consumida (catabo-
lismo)’ [4].

dp
— =aA - .
7 « Gp (3.3)

onde, « representa a taxa de sintese de massa por unidade de drea do peixe (cons-
tante de anabolismo); [ representa a diminui¢do da massa por unidade de massa
(constante de catabolismo) e A representa a area da superficie externa, que é pro-
porcional a pg.

De fato, pelo Principio da Alometria, temos que:
(i) o peso é proporcional ao volume: p = kyv;
(i) o volume é proporcional ao cubo do comprimento: v = kyl?;
(iii) a drea é proporcional ao quadrado do comprimento: A = k3.

Portanto,

wirn

A=kp

justificando o termo y = 2/3 presente no Modelo de von Bertalanffy para crescimento

(em peso) de peixes dado em (1.10).
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O parametro alométrico v = 2/3, obtido por von Bertalanffy para peixes [5], foi
estimado como sendo igual a 7 = 3/4 no caso de mamiferos por West [8] e utilizado
por Oliveira no seu trabalho com suinos de corte [6]. Os demais estudos com curvas
de crescimento em peso animal encontrados na literatura e referenciados no presente

trabalho consideram o parametro alométrico v = 2/3.

Por ser um parametro relacionado a area corporal, acreditamos ser mais coerente
que cada animal, ou mesmo a classe a que pertence, possua um valor préprio para

este parametro, ndo necessariamente igual a 2/3 ou 3/4.

Portanto, levaremos em conta todas estas possibilidades em nossos calculos e
simulacoes, com o intuito de encontrar os parametros que melhor se adequam ao

modelo e a classe animal correspondente.

Inicialmente, calcularemos o peso maximo p., utilizando o método de Ford-
Walford descrito anteriormente, tomando os valores finais de peso, a partir do ponto

de inflexao p,.

Ajustaremos a curva solugdo do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1)
aos dados de idade-peso através de implementacao computacional do modelo, pro-

curando estimar experimentalmente os parametros «, 3, v e consequentemente p...

Como estamos trabalhando com muitos parametros, o programa oferece algumas
opcoes, visando melhorar os ajustes ou ainda auxiliar na escolha daquele com os
parametros mais adequados a cada situagao. Dados os valores de idade-peso, as

opgoes sao as seguintes:

e Ajuste "livre”: dados valores quaisquer para os parametros de partida «, (3 e
v, 0 programa retorna uma aproximacao para estes parametros. Substituindo

os valores encontrados na expressao (2.4), obtemos p,, correspondente;

e Ajuste com capacidade suporte fixa: dadas a capacidade suporte p.,, calcu-

lada previamente por Ford-Walford, e valores quaisquer para os parametros de
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partida «, 8 e 7, o programa retorna a aproximacao para (3 e . Substituindo

os valores obtidos na expressao (2.12), obtemos o valor de a correspondente;

e Ajuste com capacidade suporte e coeficiente alométrico fixos: dadas a capa-
cidade suporte po, calculada previamente por Ford-Walford, o parametro de
alometria vy (nos casos em que este valor é conhecido) e valores quaisquer para
os parametros de partida «, 3 e 7, o programa retorna a aproximacao para o

parametro 3. Substituindo em (2.12) obtemos o valor de « correspondente.

A escolha das simulagoes que mais se ajustaram aos dados de idade-peso forne-
cidos foi feita segundo dois critérios: a interpretacao biolégica dos parametros e o
calculo do erro através do Método dos Minimos Quadrados. Este método é comu-
mente usado em ajuste de curvas, sendo uma técnica de optimizacao matematica
que procura encontrar o melhor ajustamento para um conjunto de dados tentando
minimizar a soma dos quadrados das diferencas entre a curva ajustada e os dados

(também chamadados de residuos), ou seja:

n

Z (ydados - yajuste)2

i=1

Agruparemos os animais segundo a classe a que pertencem, visando facilitar a
analise dos resultados. A disposi¢ao encontra-se da seguinte maneira: na se¢ao 3.2
estao as simulacoes referentes a mamiferos, na secao 3.3 as simulagoes referentes a
aves, na secao 3.4 as simulagoes referentes a anfibios, na secao 3.5 as simulacoes
referentes a peixes, na secao 3.6 as simulagoes referentes a crustaceos, na secao 3.7
as simulacoes referentes a vermes e na secao 3.8 as simulacoes referentes a insetos.

Uma conclusao sobre as simulacoes numéricas é apresentada na secao 3.9.
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3.2 Mamiferos
3.2.1 Suinos

Para a obtencao dos parametros referentes a suinos utilizamos os dados experi-
mentais de crescimento em peso do Agroceres PIC de Ponte Nova(MG) referentes ao
desempenho da progénie Camborough 22 e AGPIC 412 TG, em boas condigoes de
manejo e nutricao, separada por sexo e destinada a produgao de cevados com peso
elevado [6]. A Tabela 3.1 apresenta os pares de idade-peso e o grafico de dispersao

(curva de tendéncia) dos dados pode ser observado nas Figuras 3.1 (a) e 3.1 (b).

Tabela 3.1: Dados de crescimento em peso de suinos

Idade (em dias) ‘ Peso do macho (em Kg) ‘ Peso da fémea (em Kg)

0 1.5 1.5

7 2.8 2.80

14 4.23 4.23

21 6.18 6.18

28 8.37 8.37

35 10.94 10.94
42 13.92 13.89
49 17.36 17.26
o6 21.28 21.07
63 25.70 25.33
70 30.42 29.83
7 35.52 34.67
84 41.05 39.89
91 46.98 45.47
98 26.29 51.40
105 59.94 57.65
112 66.87 64.16
119 73.96 70.81
126 81.18 77.59
133 88.48 84.42
140 95.81 91.29
147 103.16 98.17
154 110.47 105.00
161 117.65 111.71
168 124.59 118.18
175 131.15 124.29
182 137.22 129.92

41



Peso (kg)
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Idade (em dias) ‘ Peso do macho (em Kg) ‘ Peso da fémea (em Kg)

189 142.68 134.97
196 147.48 139.38
203 151.54 143.07
210 154.83 146.02

Fonte: Agroceres PIC de Ponte Nova (MG).

Gréfico de dispersao, Peso de suino macho
T
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Gréfico de dispersao, Peso Suino Féma
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Figura 3.1: Grafico de dispersao (curva de tendéncia) dos dados de peso p versus tempo ¢ para
Suino Macho (a) e Suino Fémea (b)

Suino Macho

O valor do peso méaximo estimado para Suino Macho p.,, tomando os ultimos
11 dados da coluna correspondente na Tabela 3.1 (ponto de inflexdo p, = 88.480
kg) foi de po, = 220.402 Kg. Oliveira, utilizando o mesmo método para o célculo
da capacidade suporte obteve p,, = 192.125 Kg considerando os tltimos 9 pontos
da tabela. Realizando testes, chegamos a p,, = 192.126 kg utilizando os ultimos 8

pontos para o calculo.

Seguem abaixo as simulacoes do ajuste da solucao do modelo de von Bertalanffy
generalizado aos dados de crescimento em peso de Suino Macho. As respectivas
curvas podem ser observadas na Figura 3.2.

Simulagao 1:
Parametros iniciais: po, = 192.126 kg, o = 0.1276, 8 = 0.0306, v = 3/4. Parametros ap6s

ajuste: =1,y =0.9861. Substituindo em (2.12), obtemos « = 1.0758.
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Simulagao 2:

Pardmetros de partida: ps, = 192.126 kg, a = 0.1276, § = 0.0306, v = 3/4(fixo).
Parametro apés ajuste: § = 0.0433. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.1612.
Simulagao 3:

Pardmetros de partida: o« = 0.1276, 8 = 0.0306, v = 3/4. Parametros apds ajuste:
a =0.1522, 8 = 0.0689, v = 0.8569. Substituindo em (2.4), obtemos p,, = 254.261 kg.
Simulagao 4:

Parametros iniciais: po, = 220.402 kg, a = 0.1276, = 0.0306, v = 3/4. Parametros apds
ajuste: = 0.6096, v = 0.9794. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.6813.
Simulagao 5:

Parametros de partida: p. = 220.402 kg, a = 0.1276, § = 0.0306, v = 3/4(fixo).

Pardmetro ap6s ajuste: 5 = 0.0387. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.1491.

Simulagdes — Suino Macho

250 T T T T T T T
200
150
g
o
(9]
(0]
[oX
100
simulacéo 1
simulagéo 2
50 simulacdo 3 A
simulacao 4
simulacao 5
dados
O = 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400

tempo (dias)

Figura 3.2: Ajuste da funcio p(t), solucio do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de Suino Macho (Tabela 3.1)
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Observando os parametros obtidos nas simulagoes, notamos que o coeficiente de
alometria 7 tende a ser maior que o valor 3/4 utilizado por Oliveira quando nao é
mantido fixo. Os ajustes referentes as simulagoes 3 e 4 ofereceram menor diferenca
entre os dados fornecidos e a curva ajustada, sendo este ultimo o que apresentou
melhor aproximagao. Porém, considerando a interpretacao bioldgica dos resultados,
notamos que o ajuste referente a Simulacao 3 é mais coerente com a realidade, uma
vez que (3 geralmente nao assume valores altos, por se tratar do gasto energético do

animal.

Utilizando a expressao do parametro de metabolismo [ (2.9) e os valores de po,
e 7 estimados pelas simulagoes 3 e 4, calculamos uma tabela para os 3(t) de Suino
Macho correspondentes (veja Tabela 3.2). As curvas de tendéncia podem ser vistas

na Figura 3.3.

Tabela 3.2: Tabela para a func¢ao f(t) - Suino Macho

Tempo (dias) ‘ (B - Curva 1 ‘ [ - Curva2

0 0.0899 0.8828
1 0.0796 0.7711
2 0.0772 0.7382
3 0.0742 0.7021
4 0.0721 0.6763
5 0.0707 0.6574
6 0.0698 0.6438
7 0.0692 0.6339
8 0.0689 0.6269
9 0.0685 0.6196
10 0.0682 0.6137
11 0.0680 0.6094
12 0.0680 0.6065
13 0.0680 0.6046
14 0.0682 0.6037
15 0.0683 0.6036
16 0.0685 0.6036
17 0.0687 0.6041
18 0.0689 0.6049
19 0.0691 0.6060
20 0.0693 0.6076
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Tempo (dias) ‘ (- Curva 1 ‘ 0 - Curva2

21 0.0695 0.6095
22 0.0697 0.6116
23 0.0698 0.6137
24 0.0699 0.6151
25 0.0698 0.6156
26 0.0695 0.6148
27 0.0691 0.6124
28 0.0684 0.6079
29 0.0675 0.6013

Fonte: Simulacao dos dados.

Curva 1 - Beta / Suino Macho Curva 2 - Beta / Suino Macho

0.09

091
0.0851 9 *

0.851

0.081
* 081

beta
beta
*

*
0.751

0.075 4
* *

* 0.7 *
0.07F * *****%***

*x *
*x SA KK * 0.65 *
*x* * *

*

. . . . F s ok xR I E

50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
tempo tempo

(a) (b)

Figura 3.3: Curva de tendéncia para § (t) de Suino Macho: (a) Curva 1: po, = 254.2606 kg;
~v = 0.8569 (dados referentes & Simulagdo 3); (b) Curva 2: p = 220.4016, v = 0.9794 (dados
referentes & Simulagao 4).

0.065
0

Suino Fémea

O valor do peso maximo estimado para Suino Fémea p,, tomando os tltimos 10
dados da coluna correspondente na Tabela 3.1 foi de po, = 193.6746 Kg (p. = 91.29

kg) e poo = 203.6277 kg para os tltimos 11 dados de peso.

Seguem abaixo os parametros utilizados nas simulagoes de ajuste da solucao do
modelo de von Bertalanffy generalizado aos dados de crescimento em peso de Suino
Fémea. As respectivas curvas podem ser observadas na Figura 3.4.

Simulagao 1:
Pardmetros iniciais: ps = 193.6746 kg, o = 0.1275, § = 0.0313, v = 3/4. Parametros

apdés ajuste: # =1, v = 0.9867. Substituindo em (2.12), obtemos o = 1.0726.
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Simulagao 2:

Parametros de partida: p. = 193.6746 kg, o = 0.1275, = 0.0313, v = 3/4(fixo).
Parametro ap6s ajuste: = 0.0411. Substituindo em (2.12), obtemos « = 0.1530.
Simulacgao 3:

Parametros de partida: a = 0.1275, § = 0.0313, v = 3/4. Parametros apds ajuste:
a =0.1525, 8 = 0.0696, v = 0.8565. Substituindo em (2.4), obtemos p,, = 236.5601 kg.
Simulacgao 4:

Parametros iniciais: po, = 203.6277 kg, o = 0.1275, 8 = 0.0313, v = 3/4. Parametros
apds ajuste: 8 = 0.7770, v = 0.9835. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.8482.
Simulagao 5:

Parametros de partida: p. = 203.6277 kg, a = 0.1275, = 0.0313, v = 3/4(fixo).

Parametro apés ajuste: 5 = 0.0394. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.1488.

Simulagdes — Suino Fémea

250 T T T T T T T
200 g
__150r
2
o
0
(0]
o
100
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/ dados
O = 1 1 1 1 1 1 1
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Figura 3.4: Ajuste da funcao p(t), solucio do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de Suino Fémea (Tabela 3.1)
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Analogamente ao observado nas simulagdes para suino macho, o coeficiente de
alometria 7 tende a ser maior que 3/4 quando nao é mantido fixo. Novamente, os
ajustes referentes as simulacoes 3 e 4 ofereceram menor diferenca entre os dados
fornecidos e a curva ajustada, porém, neste caso, o primeiro apresentou melhor

aproximacao, bem como interpretacao biolégica mais coerente com a realidade.

Utilizando a expressao do parametro de metabolismo [ (2.9) e os valores de py,
e 7 estimados pelas simulacoes 3 e 4, calculamos uma tabela para os ((t) de Suino
Fémea correspondentes (veja Tabela 3.3). A curva de tendéncia pode ser vista na

Figura 3.5.

Tabela 3.3: Tabela para a func¢ao ((t) - Suino Fémea

Idade (em dias) ‘ (3 - Curva 1 ‘ B - Curva 2

0 0.0915 1.1329
1 0.0811 0.9900
2 0.0787 0.9483
3 0.0757 0.9023
4 0.0736 0.8698
) 0.0721 0.8449
6 0.0711 0.8264
7 0.0704 0.8125
8 0.0700 0.8022
9 0.0694 0.7916
10 0.0690 0.7828
11 0.0687 0.7763
12 0.0686 0.7716
13 0.0686 0.7686
14 0.0687 0.7671
15 0.0688 0.7666
16 0.0690 0.7666
17 0.0692 0.7672
18 0.0693 0.7682
19 0.0695 0.7698
20 0.0697 0.7720
21 0.0700 0.7748
22 0.0702 0.7778
23 0.0703 0.7808
24 0.0704 0.7831
25 0.0703 0.7842
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Idade (em dias) ‘ B - Curva 1 ‘ [ - Curva 2

26 0.0700 0.7834
27 0.0695 0.7806
28 0.0688 0.7749
29 0.0678 0.7662

Fonte: Simulagao dos dados.

0005 Curva 1 - Beta / Suino Fémea Curva 2 - Beta / Suino Fémea
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Figura 3.5: Curva de tendéncia para 8 (t) de Suino Macho: (a) Curva 1: po = 236.5601 kg;
v = 0.8565 (dados referentes a Simulagao 3); (b) Curva 2: po, = 203.6277, v = 0.9835 (dados
referentes & Simulacéo 4).

Ao estudar curvas de crescimento animal pode surgir a necessidade ou a curio-
sidade em comparar aspectos referentes ao crescimento de machos e féemeas de uma

mesma espécie.

Para efeito de ilustracao, utilizando os parametros da Simulagao 3 para ambos,
a Figura 3.6 mostra a comparacgao entre as curvas de crescimento de suino macho
e suino fémea. Podemos notar que para o caso dos suinos ha pouca diferenca entre
o crescimento de machos e féemeas: o ponto de inflexao ocorre aproximandamente
na mesma faixa de peso (p, = 88.48 kg para machos e p, = 91.59 kg para fémas),
apresentando pouca diferenga entre a capacidade suporte atingida (ps = 254.2606

kg para machos e p,, = 236.5601 kg para fémeas).
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Comparagéo entre as curvas de crescimento de

Suino Macho e Suino Fémea
200 ‘ ; ;
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Figura 3.6: Comparagao entre a curva de crescimento de suino macho e sufno fémea, utilizando
os parametros obtidos através da Simulacdo 3 para ambos.
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3.2.2 Bovinos

Para a obtencao dos parametros desta classe de mamiferos, utilizamos os dados
experimentais de crescimento em peso de Bovinos machos da raca Canchim, pesados
do nascimento até 40 meses de idade na Emprapa Pecuaria Sudeste, em Sao Carlos,
SP. De posse dos registros de crescimento em peso de 10 animais, fornecidos por
Freitas [3], foi feita a média aritmética entre os valores, obtendo a Tabela 3.4. A

dispersao dos dados pode ser observada na Figura 3.6.

Tabela 3.4: Dados de crescimento em peso de bovinos

Idade (em meses) ‘ Peso (em Kg)

0 40
1 o8
2 71
3 92
4 115
3 140
6 173
7 185
8 202
9 206
10 225
11 229
12 237
13 242
14 261
15 273
16 293
17 310
18 333
19 356
20 360
21 375
22 388
23 391
24 403
25 418
26 435
27 451
28 472
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Idade (em meses) ‘ Peso (em Kg)

29 207
30 236
31 553
32 256
33 256
34 260
35 258
36 563
37 572
38 291
39 600
40 600

Fonte: Embrapa, Sao Carlos, SP.

Grafico de dispersao, Peso Bovino
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Figura 3.7: Gréfico de dispersiao dos dados de peso p versus tempo t para bovinos

O valor do peso maximo p., estimado para bovino, utilizando o método de Ford-
Walford com os 1ltimos 6 dados de peso da Tabela 3.4, foi de p,, = 859.5556 Kg. A
inflexao ocorre, aproximadamente, em p, = 536.00 kg, porém, utilizando os tltimos
12 valores a capacidade suporte ficou muito baixa P,, = 601.208 kg. Freitas, em seu
trabalho sobre estimativas de curvas de crescimento na produgao animal [3], obteve

Poo = 872.9 Kg, valor bem préximo ao que encontramos utilizando os tultimos 6
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dados de peso. Ao utilizar o modelo, o autor considera o parametro de alometria
v =2/3.

Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo. As constantes de ana-
bolismo e catabolismo obtidos por Freitas foram aproximadamente o = 1.18 e
6 = 0.1239, respectivamente. As curvas de ajuste podem ser vistas na Figura
3.7.

Simulagao 1:

Parametros iniciais: p. = 859.56 kg, a = 0.9, § = 0.1775, v = 3/4. Parametros ap6s
ajuste: = 0.0554, v = 0.3508. Substituindo em (2.12), obtemos a = 4.4508.
Simulagao 2:

Parametros de partida: po, = 859.56 kg, « = 0.9, 5 = 0.1775, v = 3/4(fixo). Parametro
apds ajuste: = 0.1985. Substituindo em (2.12), obtemos o = 1.0748.

Simulacgao 3:

Parametros de partida: o = 0.9, 5 = 0.1775, v = 3/4. Parametros apds ajuste: o = 2,
B =0.1079, v = 0.5625. Substituindo em (2.4), obtemos po, = 791.2346 kg.

Simulacgao 4:

Curva solugao do modelo de von Bertalanffy plotada sem ajustes, como os parametros

estimados por Freitas.

Podemos notar pela Figura 3.8, que a curva plotada com os parametros estimados
por Freitas sequer passa pelos dados de idade-peso. As simulagoes 1 e 3 apresentaram
menor diferenca entre os dados fornecidos e a curva ajustada, respectivamente nesta
ordem. Observamos, mais uma vez, que o valor de v difere significativamente de

3/4 quando deixado para ajuste, desta vez tendendo a um valor mais baixo.

Considerando a expressao do parametro de metabolismo 3 (2.9) e os valores de
Poo € 7y Obtidos nas Simulagoes 1 e 3, calculamos uma tabela para os 3(t) de Bovino
correspondentes (veja Tabela 3.5). As curvas de tendéncia de 5(t) podem ser vistas

na Figura 3.8.
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Simulagdes — Bovino
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Figura 3.8: Ajuste da fungio p(t), solucdao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de Bovino (Tabela 3.4)

Tabela 3.5: Tabela para a fun¢ao f(t) - Bovino
Idade (em dias) ‘ B - Curva 1 ‘ B - Curva 2

0 0.0679 0.1551
1 0.0570 0.1281
2 0.0618 0.1359
3 0.0652 0.1407
4 0.0681 0.1447
5 0.0742 0.1546
6 0.0690 0.1430
7 0.0671 0.1380
8 0.0611 0.1254
9 0.0610 0.1244
10 0.0566 0.1153
11 0.0541 0.1097
12 0.0511 0.1036
13 0.0519 0.1045
14 0.0511 0.1024
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Idade (em dias) ‘ 0 - Curva 1 ‘ [ - Curva 2

15 0.0521 0.1038
16 0.0524 0.1040
17 0.0539 0.1065
18 0.0554 0.1089
19 0.0534 0.1048
20 0.0535 0.1047
21 0.0533 0.1040
22 0.0515 0.1004
23 0.0513 0.0998
24 0.0516 0.1002
25 0.0523 0.1013
26 0.0528 0.1022
27 0.0542 0.1047
28 0.0579 0.1116
29 0.0608 0.1172
30 0.0618 0.1190
31 0.0604 0.1163
32 0.0585 0.1128
33 0.0575 0.1108
34 0.0555 0.1070
35 0.0547 0.1055
36 0.0547 0.1054
37 0.0562 0.1086
38 0.0562 0.1087
39 0.0548 0.1060

Curva 1 - Beta / Bovino

Fonte: Simulacao dos dados.

beta

Curva 2 - Beta / Bovino

Figura 3.9: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de Bovinos: (a)Curva
1: poo = 859.56 kg; v = 0.3508 (dados referentes & simulagao 1); (b)Curva 2: p., = 791.2346 kg;
~v = 0.5625 (dados referentes & simulacao 3).
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3.2.3 Caprinos

Os parametros de Caprinos foram obtidos a partir de observacao dos dados ex-
perimentais de crescimento em peso de caprinos da raga Moxotd, pesados a cada
trimestre, do nascimento ao trés anos de idade, na Embrapa Meio-Norte, em Te-
resina, PI. Os valores, presentes na Tabela 3.6, foram cedidos por Freitas [3]. A

dispersao dos dados pode ser observada na Figura 3.9.

O valor do peso maximo p., estimado para caprinos, utilizando o método de
Ford-Walford com os ultimos 7 dados de peso da Tabela 3.6 (P, = 29.00 kg), foi
de poo = 46.2995 Kg, enquanto ao utilizarmos os ultimos 8 dados de peso o valor
obtido foi de p,, = 49.8559 Kg. Este ultimo valor esta mais proximo da capacidade
suporte estimada por Freitas, que encontrou p,, = 51.9850 utilizando o modelo de

von Bertalanffy.

Tabela 3.6: Dados de crescimento em peso de caprinos

Idade (em meses) ‘ Peso (em Kg)
0 5
3 15
6 19
9 24
12 27
15 29
18 35
21 37
24 40
27 43
30 44
33 45
36 45

Fonte:Embrapa Meio-Norte, Teresina, PI.
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Gréfico de dispersao, Peso Caprino
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Figura 3.10: Gréfico de dispersao dos dados de peso p versus tempo ¢ para caprinos

Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo. Freitas, utilizando
v = 2/3, obteve para as constantes de anabolismo e catabolismo o = 0.9213 e
0 = 0.2469, respectivamente. As curvas de ajuste podem ser observadas na Figura
3.10.
Simulacao 1:
Parametros iniciais: po, = 49.8559 kg, a = 0.9, f = 0.3791, v = 3/4. Parametros apos
ajuste: = 0.0668, v = 0.0545. Substituindo em (2.12), obtemos a = 2.6913.
Simulacao 2:
Parametros de partida: po, = 49.8559 kg, o = 0.9, 5 = 0.3791, v = 3/4(fixo). Parametro
apos ajuste: = 0.3663. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.9733.
Simulacao 3:
Parametros de partida: o = 0.95, 3 = 0.3791, v = 3/4. Parametros apds ajuste:a = 2.8625,
B = 0.0543, v = 4x10~?. Substituindo em (2.4), obtemos p,, = 52.7164 kg.
Simulagao 4:
Parametros iniciais: po, = 46.2995 kg, o = 0.9, 5 = 0.3791, v = 3/4. Parametros ap6s

ajuste: = 0.1320, v = 0.3450. Substituindo em (2.12), obtemos a = 1.5166.
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Simulagao 5:

Parametros de partida: po, = 46.2995 kg, o = 0.9, 5 = 0.3791, v = 3/4(fixo). Parametro
apds ajuste: 3 = 0.4223. Substituindo em (2.12), obtemos o = 1.1016.

Simulagao 6:

Curva solugdo do modelo de von Bertalanffy plotada sem ajustes, como os parametros

estimados por Freitas.

Simulagées — Caprino
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Figura 3.11: Ajuste da funcio p(t), solugao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de Caprino (Tabela 3.6)

As simulacoes 3 e 1 apresentam maior proximidade entre os dados fornecidos e
as curvas ajustadas, porém a interpretacao bioldgica dos parametros indica que os
ajustes nao estao bons, uma vez que apresentam valores muito pequenos para . Em

sequéncia, as simulacoes 4 e 5 foram as que apresentaram ajustes mais coerentes,
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respectivamente nesta ordem. Notamos, mais uma vez, que a tendéncia de v, quando
nao é mantido fixo, é ser menor que 3/4. A simulagao 2 foi que a apresentou maior
distancia entre os dados fornecidos e o ajuste. A simulacao 6, com as referéncias de

Freitas, também nao apresentou boa aproximacao dos dados.

Considerando a expressdao do parametro de metabolismo (5 (2.9) e os valores de

Poo € 7y Obtidos das simulagoes 3 e 4, calculamos uma tabela para os §(t) de Caprino

correspondentes (veja Tabela 3.7).

Tabela 3.7: Tabela para a funcao 5(t) - Caprino

Idade (em dias) ‘ G - Curva 1 ‘ f - Curva 2

1 0.0185 0.1873
2 0.0244 0.1929
3 0.0266 0.1818
4 0.0301 0.1852
3 0.0342 0.1937
6 0.0337 0.1782
7 0.0374 0.1858
8 0.0401 0.1887
9 0.0430 0.1926
10 0.0485 0.2068
11 0.0548 0.2232
12 0.0639 0.2487

Curva 1 - Beta / Caprino

Fonte: Simulagao dos dados.

15 20 25 30 35
tempo
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Figura 3.12: Diagrama de dispersiao de 3 (t) para o crescimento em peso de Caprinos utili-
zando os parametros: (a)Curva 1:p., = 46.2995 kg, v=0.3450 (dados referentes & Simulagao 4);
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(b)Curva2:ps, = 46.2995 kg, v=0.75 (dados referentes & Simulagao 5).
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3.2.4 Coelho

Para obtencao dos parametros de Coelhos utilizamos medidas de crescimento
em peso de coelhos machos da raca Nova Zelandia Branco, pesados semanalmente
no nascimento aos 70 dias de idade, provenientes do setor de cunicultura do De-
partamento de Zootecnia da Faculdade de Ciéncias Agréarias e Veterinarias na Uni-
versidade Estadual Paulista, Campus de Jaboticabal, SP. Os valores presentes na
Tabela 3.8, foram obtidos a partir de média aritmética sobre medidas de peso de
17 animais, cedidas por Freitas [3]. A dispersao dos dados pode ser observada na

Figura 3.13.

Nao foi possivel estimar o valor do peso méaximo p,, utilizando Ford-Walford,
independente do niimero de pontos tomados. Uma das razoes pode ser atribuida
ao fato de que as medidas de peso terem sido feitas somente até os 70 dias de
idade, enquanto os coelhos ainda estao em fase de crescimento, conforme se observa
pelo comportamento exponencial do grafico de dispersao peso p versus tempo ¢ na
Figura 3.13. Entao, utilizamos para as simulacoes a capacidade suporte estimada
por Freitas ao utilizar o modelo de von Bertalanffy com o parametro v = 2/3,

Doo = 2.6223 kg.

Tabela 3.8: Dados de crescimento em peso de coelhos

Idade (em dias) ‘ Peso (em gramas)

1 56.48

7 88.48

15 192.77
21 315.30
30 580.29
45 1022.12
70 1622.41

Fonte:UNESP, Campus de Jaboticabal, SP.
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Grafico de dispersao, Peso Coelho
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Figura 3.13: Grafico de dispersdao dos dados de peso p versus tempo ¢ para coelhos

Utilizamos como valor de chute inicial para as simulagoes os parametros estima-
dos por Freitas: o = 0.06125, 5 = 0.0741 e v = 2/3. O peso foi dividido por 1000
para trabalhar na unidade kg ao invés de grama, facilitando a comparagao entre
curvas de crescimento de animais de grande e pequeno porte [3]. As respectivas
curvas podem ser observadas na Figura 3.13.

Simulagao 1:

Parametros iniciais: po, = 2.6263 kg, a = 0.06125, § = 0.0741, v = 3/4. Parametros apos
ajuste: 5 = 0.8873, v = 0.9670. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.9160.
Simulacao 2:

Parametros de partida: po = 2.6263 kg, a = 0.06125, § = 0.0741, v = 3/4(fixo).
Parametro ap6s ajuste: 5 = 0.0938. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.1194.
Simulacao 3:

Parametros de partida: o = 0.06125, 8 = 0.0741, v = 2/3. Parametros apds ajuste:
a =0.1082, 8 = 0.0806, v = 0.7567. Substituindo em (2.4), obtemos po, = 3.35474 kg.
Simulacao 4:

Parametros iniciais: po, = 2.6263 kg, a = 0.06125, § = 0.0741, v = 2/3. Parametros apos
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ajuste: = 0.8718, v = 0.9665. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.9005.
Simulacgao 5:

Parametros de partida: ps = 2.6263 kg, a = 0.06125, § = 0.0741, v = 2/3(fixo).
Pardmetro ap6s ajuste: § = 0.0644. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.0888.
Simulacgao 6:

Curva solugdo do modelo de von Bertalanffy plotada sem ajustes, como os parametros
estimados por Freitas.

Simulagdes — Coelho
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Figura 3.14: Ajuste da funcio p(t), solucao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de coelho (Tabela 3.8)

As simulagoes 1 e 4 apresentam a melhor aproximagao entre os dados fornecidos
e 0s ajustes, porém os parametros obtidos nao estao condizentes com a realidade,
uma vez que 3 deve assumir um valor pequeno. Notemos que as respectivas curvas
estao sobrepostas, devido a minima variacdo entre os resultados. A simulacao 3,
onde todos parametros foram ajustados pelo programa, além de apresentar boa

aproximacao entre os dados fornecidos e a curva de ajuste, apresenta dados coerentes
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com a interpretagao biolégica e indica capacidade suporte bem maior que a estimada
por Freitas. Em sequéncia de aproximacao estao as simulacoes 2 e 5, respectivamente

nesta ordem, ressaltando que o parametro v estimado pela simulacao 3 aproxima-se

de 3/4.

Considerando a expressdao do parametro de metabolismo (5 (2.9) e os valores de
Poo € 7y obtidos segundo as simulagoes 2, 3 e 5, calculamos uma tabela para os (3(t)
de coelho correspondentes (veja Tabela 3.9). A curva de tendéncia de ((t) pode ser

vista na Figura 3.15

Tabela 3.9: Tabela para a funcao f(t) - Coelho

Idade (em dias) ‘ G - Curva 1 ‘ f - Curva 2

1 0.0437 0.0412
2 0.0673 0.0627
3 0.0772 0.0713
4 0.0899 0.0815
3 0.0957 0.0840
6 0.0968 0.0797

Fonte: Simulagao dos dados.
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Figura 3.15: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de Coelhos. (a)Curva
1ipse = 2.6263 kg, v = 0.75 (dados referentes a simulagao 2); (b)Curva:p,, = 3.3547 kg,
~v = 0.7567 (dados referentes a simulagao 3).
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3.2.5 Ovinos

Ovinos de ragas exdticas e mestigas

Para a obtengao dos parametros, foram utilizados 15 pares de dados (idade e
peso), avaliados por animal, do nascimento a um ano de idade, de ovinos de ragas
exéticas e mesticas, na Embrapa Meio-Norte, em Teresina, PI. Os valores foram
cedidos por Freitas [3]. Neste caso, ao invés da média entre os valores, utilizei o
acompanhamento de implementacao de peso ao longo do tempo de um tinico animal,
escolhido aleatoriamente entre os 15. A Tabela 3.10 apresenta os pares de (idade e
peso) considerados e o respectivo grafico de dispersao pode ser observado na Figura

3.16.

O valor do peso méaximo p., estimado para ovinos, utilizando o método de Ford-
Walford com os tltimos 9 dados de peso da Tabela 3.10 (p. = 10.00 kg), foi de
Poo = 32.7236 Kg. Freitas [3], obteve como resultado em seu trabalho p,, = 34.0172

Kg, utilizando o parametro v = 2/3.

Tabela 3.10: Dados de crescimento em peso de ovinos

Idade (em dias) | Peso (em kg)
1 2.00
16 5.50
28 7.50
44 8.10
72 10.00

100 10.00
128 14.00
156 18.00
184 21.00
212 24.00
240 26.00
268 26.00
296 26.00
324 30.00
352 30.00

Fonte: Embrapa Meio-Norte, Teresina, PI.
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Grafico de Dispersao, Peso Ovinos
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Figura 3.16: Gréfico de dispersao dos dados de peso p versus tempo ¢ para ovinos.

Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo. As respectivas curvas
podem ser observadas na Figura 3.17.
Simulagao 1:
Parametros iniciais: po, = 32.7236 kg, a = 0.0787, = 0.0327, v = 3/4. Parametros apos
ajuste: 5 = 0.0248, v = 0.6754. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.0769.
Simulagao 2:
Parametros de partida: po, = 32.7236 kg, a = 0.0787, § = 0.0327, v = 3/4(fixo).
Parametro ap6s ajuste: 5 = 0.0338. Substituindo em (2.12), obtemos « = 0.0808.
Simulacao 3:
Parametros de partida: « = 0.0787, 8 = 0.0327, v = 3/4. Parametros apés ajuste:
a =0.1207, 8 = 0.0032, v = 0.0553. Substituindo em (2.4), obtemos p,, = 46.6492 kg.
Simulacao 4:
Parametros iniciais: po, = 34.0172 kg, o = 0.0787, = 0.0327, v = 3/4. Parametros apos
ajuste: = 0.0160, v = 0.5588. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.0758.
Simulacao 5:

Parametros de partida: po = 34.0172 kg, a = 0.0787, § = 0.0327, v = 3/4(fixo).
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Pardmetro ap6s ajuste: § = 0.0320. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.7728.
Simulacgao 6:

Curva solugdo do modelo de von Bertalanffy plotada sem ajustes, como os parametros
estimados por Freitas: po, = 34.0172 kg, o = 0.0739, 5 = 0.0228, v = 2/3.

Simulagdes — Ovino
40 T T T T

301

peso (kg)
N
o

—_
(6)]
T

— Simulagéao 1
Simulagéo 2

10 Simulagao 3
— Simulagéao 4
5 Simulagéo 5 |
Simulagao 6
dados
00 100 200 300 400 500

tempo (dias)

Figura 3.17: Ajuste da funcio p(t), solugao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de ovinos (Tabela 3.10)

Neste caso, as curvas de ajuste encontram-se muito préximas umas das outras,
porém analisando com cuidado, chegamos a algumas conclusoes: a simulacao 3 foi a
que mostrou mais proximidade entre os dados fornecidos e a curva ajustada, porém
fazendo a interpretacao bioldgica dos dados, notamos que o ajuste nao é bom, uma
vez que o valor de v nao condiz com a realidade. Na sequéncia de proximidade estao
as simulacoes 4, 1 e 5, respectivamente nesta ordem, e apresentam bom ajuste,
com parametros coerentes do ponto de vista biolégico. Observemos que quando o
parametro v nao é mantido fixo tende a ser uma valor menor que 3/4. A simulagao

2 ¢ a que apresenta maior distancia entre os dados fornecidos e o ajuste. Notemos
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que a curva plotada sem ajustes, com os parametros estimados por Freitas, quase

sobrepoe o ajuste da simulacao 5, devido a proximidade entre os dados.

Considerando a expressdao do parametro de metabolismo (5 (2.9) e os valores de

Poo € 7y estimados pelas simulagoes 1, 4 e 5, calculamos uma tabela para os ((t) de

ovino correspondentes (veja Tabela 3.11). As curvas de tendéncia para (3(t) podem

ser vistas na Figura 3.18.

beta

0.06

0.055

0.05-

0.045

0.0351

0.03F

0.025

0.021

0.015

Tabela 3.11: Tabela para a funcao 3(t) - Ovino

Idade (em dias) ‘ B - Curva 1 ‘ [ - Curva 2

— =
PE 0o ok w

—_ =
W N

14

0.0588
0.0496
0.0345
0.0267
0.0192
0.0218
0.0241
0.0250
0.0266
0.0271
0.0243
0.0220
0.0291
0.0268

0.0837
0.0700
0.0486
0.0374
0.0269
0.0302
0.0330
0.0341
0.0360
0.0366
0.0328
0.0297
0.0389
0.0358

Fonte: Simulagao dos dados.

Curva 1 - Beta / Ovino

200 250 300 350
tempo

(a)

50 100 150

400

beta

0.09

0.081
0.071
0.06
0.05F
0.041
0.03F

0.02
0

Curva 2 - Beta / Ovino

50 100

150 200 250 300 350
tempo

(b)

400

Figura 3.18: Diagrama de dispersdao de 3 (t) para o crescimento em peso de ovinos utilizando os
parametros:(a)Curva 1:ps = 32.7236 kg, v = 0.6754 (dados referentes & simulacao 1); (b)Curva
2:poo = 34.0172 kg, v = 0.5588 (dados referentes a simulagao 4).
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Cordeiro da raga Bergamacia

Os dados utilizados para obtencao de parametros sao oriundos de experimentos
desenvolvidos no setor de Ovinocultura, Departamento de Zootecnia da Universi-
dade Federal de Lavras. Foram utilizados 20 cordeiros da raca Bergamé&cia, nascidos
no ano de 1997. Os animais foram desmamados com aproximadamente 40 dias de
idade, vermifugados e mantidos sob regime de confinamento em gaiolas individuais
de estrutura metalica de 1,3 m x 1,0 m, equipadas com cochos e bebedouro, locali-
zadas em galpao de alvenaria. As pesagens foram feitas ao nascimento e a cada duas
semanas até os 6 meses de idade, quando os animais foram abatidos [1]. Os valores
médios dos pesos observados e idade podem ser vistos na Tabela 3.12. A dispersao

dos dados pode ser observada na Figura 3.19.

Tabela 3.12: Dados de crescimento em peso de cordeiros

Idade (em dias) ‘ Peso (em kg)

0 3.75
14 6.84
28 12.75
42 16.26
o4 18.46
68 21.6
82 24.26
96 27.92
110 33.06
124 37.46

Fonte: Setor de ovinocultura, UFLA.

O valor do peso maximo p., estimado para cordeiros, utilizando o método de
Ford-Walford com os tltimos 2 dados de peso da Tabela 3.12, foi de p,, = 63.6222
Kg. Observa-se que ha dois momentos de maior variacao nos dados. O primeiro
acontece entre os pesos correspondentes aos tempos 14 e 28 dias e o segundo entre
o0s pesos correspondentes aos tempos 96 e 110 dias. Consideramos a segunda variagao

como referéncia para o ponto de inflexao, p, = 27.92 kg, uma vez que na primeira
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o animal estd no inicio do crescimento. Guedes, estimou esse valor como sendo

Poo = 64.07 Kg, porém utiliza em seus célculos o parametro v = 2/3.

Grafico de dispersdo, Peso Cordeiro

40
35
30t
25t «

20

Peso (kg)

0 20 40 60 80 100 120 140
Idade (dias)

Figura 3.19: Gréfico de dispersao dos dados de peso p versus tempo ¢ para cordeiros da raga
Bergamicia

Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo. As respectivas curvas
podem ser observadas na Figura 3.20.
Simulacao 1:
Parametros iniciais: po, = 63.6222 kg, o = 0.1434, = 0.0531, v = 3/4. Parametros apos
ajuste: = 0.0140, v = 0.0140. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.1645.
Simulacao 2:
Parametros de partida: p, = 63.6222 kg, o = 0.1434, § = 0.0531, v = 3/4(fixo).
Parametro ap6s ajuste: 5 = 0.0452. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.1272.
Simulacao 3:
Parametros de partida: a = 0.1434, § = 0.0531, v = 3/4. Parametros apds ajuste:
a = 0.2708, 3 = 0.0003, v = 2x10~8. Substituindo em (2.4), obtemos ps, = 902.6667 kg.
Simulacgao 4:
Parametros iniciais: ps = 64.07 kg, o = 0.1434, 8 = 0.0531, v = 3/4. Parametros apés

ajuste: § = 0.0137, v = 0.4013. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.1653.
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Simulagao 5:

Parametros de partida: ps, = 64.07 kg, o = 0.1434, 3 = 0.0531, v = 3/4(fixo). Parametro

apds ajuste: [ = 0.0443. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.1253.

Simulagao 6:

Curva solugdo do modelo de von Bertalanffy plotada sem ajustes, como os parametros

estimados por Guedes.

Simulag¢des — Cordeiro

100 T T T T T T
NOF .
80| .
70 1
60|
o)
<
o 50r
(7]
(0]
o
40
— Simulagéao 1
30 — Simulacéo 2 1
Simulagéo 3
20 — Simulagao 4 A
Simulagédo 5
10 — Simulacéo 6 -
dados
0 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350

tempo (dias)

Figura 3.20: Ajuste da funcio p(t), solugao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de cordeiros da raca Bergamacia (Tabela 3.12)

Como podemos observar na Figura 3.20, a simulacao 3 nao forneceu bom ajuste

para os parametros, explodindo a capacidade de suporte e subestimando 3 e 7.

As simulacoes 1 e 4 apresentaram boa aproximacao entre os dados fornecidos e

a curva de ajuste, bem como parametros coerentes do ponto de vista bioldgico.

As respectivas curvas estao praticamente sobrepostas, devido a proximidade dos
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parametros resultantes. Notemos que quando o parametro v nao é mantido fixo
tende a ser menor que 3/4. As simulagbes 2 e 3, praticamente sobrepostas no
grafico, foram feitas mantendo o parametro v = 3/4 fixo. Apesar de graficamente
indicarem bom ajuste dos dados com relacao a curva, apresentam maior distancia
dos dados fornecidos com relagao ao ajuste, bem como valores maiores para 5. A
curva plotada com os parametros estimados por Guedes foi a que passou por menos

nimero de pontos idade-peso fornecidos.

Considerando a expressao do parametro de metabolismo (5 (2.9) e os valores de
Poo € 7y obtidos através das simulagoes 1, 2 e 4, calculamos uma tabela para os () de
cordeiro correspondentes (veja Tabela 3.13). As curvas de tendéncia de 3(t) podem

ser observadas na Figura 3.21.

Tabela 3.13: Tabela para a fungao ((t) - Cordeiro

Idade (em dias) ‘ (B - Curva 1 ‘ B - Curva 2 ‘ B - Curva 3

1 0.0490 0.0124 0.0122
2 0.0610 0.0169 0.0165
3 0.0536 0.0154 0.0150
4 0.0478 0.0140 0.0137
) 0.0448 0.0134 0.0131
6 0.0421 0.0128 0.0126
7 0.0418 0.0131 0.0128
8 0.0441 0.0142 0.0139
9 0.0454 0.0150 0.0147
Fonte: Simulagao dos dados.

20 40 60 80 100 120 140 0.012

tempo tempo
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Curva 3 - Beta / Cordeiro
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Figura 3.21: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de cordeiros da raga
Bergamédcia utilizando os parametros: (a)Curvalip,, = 63.6222 kg, 8 = 0.75 (dados referen-
tes & simulagao 2); (b)Curva2:p,, = 63.6222 kg, 8 = 0.4067 (dados referentes & simulacao 1);
(¢)Curva3:ps = 64.07 kg, 8 = 0.4013 (dados referentes & simulagao 4).

0.012
0

3.2.6 Ratos

Para a obtencao dos parametros para rato, foram utilizados dados de rato branco
macho extraidos do trabalho de von Bertalanffy [15]. A Tabela 3.14 apresenta os
pares de (idade e peso) considerados e o respectivo grafico de dispersao pode ser

observado na Figura 3.22.

O valor do peso méaximo p,, estimado para ratos, utilizando o método de Ford-
Walford com os ultimos 26 dados de peso da Tabela 3.14 (p. = 6.80g), foi de
Do = 24.1141g.

Tabela 3.14: Dados de crescimento em peso de ratos

Idade (em semanas) ‘ Peso (em gramas)

1.75
3.00
4.33
5.10
6.80
7.83
8.92
10.20

N OOtk W N~ O
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Figura 3.22

25

201

: Gréfico de dispersao dos dados de peso p versus tempo t para ratos.

Idade (em semanas) ‘ Peso (em gramas)

8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

11.10
12.50
13.30
14.30
14.90
15.60
16.30
17.00
17.70
18.20
18.70
19.20
19.60
20.00
20.50
21.00
21.20
21.50
21.70
22.00
21.50
21.80
21.60

Fonte: von Bertalanffy [15].

Gréfico de dispersdo, Peso em Ratos
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Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo. As respectivas curvas
podem ser observadas na Figura 3.23.
Simulacgao 1:
Parametros iniciais: a = 0.1, § = 0.1, v = 0.1. Parametros apds ajuste: a = 1.0650,
B =0.1864, v = 0.4491. Substituindo em (2.4), obtemos p,, = 23.6559 g.
Simulacgao 2:
Parametros de partida: o = 1.0650, § = 0.1864, v = 3/4 (fixo). Parametros apds ajuste:
a = 1.1589, 8 = 0.5312. Substituindo em (2.4), obtemos po, = 22.6543 g.
Simulacgao 3:
Parametros de partida: p. = 23.6559 g, a = 1.0650, 8 = 0.1864, v = 3/4(fixo).
Pardmetro ap6s ajuste: 5 = 0.4906. Substituindo em (2.12), obtemos o = 1.0820.
Simulacgao 4:
Parametros iniciais: poo = 23.6559 g, a = 1.0650, 5 = 0.1864, v = 3/4. Parametros apds

ajuste: = 0.1880, v = 0.4526. Substituindo em (2.12), obtemos o = 1.0623.

Simulacdes — Rato

25 T T T T T T T
20
PR
IS
g
2
o
3
Q 10r
Simulagéao 1
5 Simulagéo 2 A
Simulagao 3
— — — Simulagao 4
dados
0 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Idade (semanas)

Figura 3.23: Ajuste da funcio p(t), solucao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de ratos (Tabela 3.14)
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Analisando a proximidade entre os dados fornecidos e a curva ajustada as simu-
lagoes 1, 4 e 2 foram as que apresentaram menor diferenca, respectivamente nesta
ordem. Observemos que nas simulagoes em que o parametro v nao é mantido fixo,

tende a ser um valor menor que 3/4, em torno de 0.45

Considerando a expressdao do parametro de metabolismo (5 (2.9) e os valores de
P € 77 estimados pelas simulagoes 1 e 4, calculamos uma tabela para os 3(t) de
rato correspondentes (veja Tabela 3.15). As curvas de tendéncia para ((t) podem

ser vistas na Figura 3.24.

Tabela 3.15: Tabela para a func¢do 5(t) - Rato

Idade (em semanas) ‘ f - Curva 1 ‘ [ - Curva 2

1 0.2077 0.2100
2 0.2053 0.2075
3 0.1749 0.1767
4 0.1940 0.1959
3 0.1862 0.1880
6 0.1833 0.1850
7 0.1866 0.1884
8 0.1825 0.1841
9 0.1904 0.1922
10 0.1870 0.1887
11 0.1891 0.1908
12 0.1846 0.1862
13 0.1833 0.1849
14 0.1832 0.1847
15 0.1841 0.1856
16 0.1861 0.1877
17 0.1852 0.1867
18 0.1851 0.1866
19 0.1861 0.1876
20 0.1857 0.1872
21 0.1862 0.1877
22 0.1903 0.1918
23 0.1961 0.1976
24 0.1940 0.1955
25 0.1959 0.1974
26 0.1953 0.1968
27 0.1995 0.2010
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Idade (em semanas) ‘ (3 - Curva 1 ‘ B - Curva 2

28 0.1749 0.1763
29 0.1785 0.1798
30 0.1662 0.1675
Fonte: Simulacao dos dados.
0.215 T Curvat - ?ela Rato . 022 Curva2 - ?eta / Rato
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Figura 3.24: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de ratos utilizando os
parametros:(a)Curva 1:py = 23.6559 g, v = 0.4491 (dados referentes a simulagao 1); (b)Curva 2:
Doo = 23.6559 g, v = 0.4526 (dados referentes a simulagio 4).

3.2.7 Humanos

Para estimar os parametros referentes a humanos utilizamos dados de tempo e
peso provenientes das tabelas de crescimento desenvolvidas em 1977 pelo National
Center for Health Statistics (NCHS) e aprovadas pela Organizagao Mundial da Saide
para uso internacional. As tabelas de crescimento pedidtrico consistem em uma
série de curvas percentuais que ilustram a distribuicao das medi¢oes do corpo de
uma crianca (idade x peso, idade x altura, idade x circunferéncia da cabega, peso
x altura, indice de massa corporal x altura), sdo separadas por sexo e divididas em
duas partes: do nascimento aos trés anos de idade e a partir de dois aos vinte anos
de idade. Foram desenvolvidas como uma ferramenta clinica para profissionais de

saude com o intuito de verificar a normalidade do crescimento de uma crianca e

tém sido usado por pediatras, enfermeiras e pais para acompanhar o crescimento de
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bebés, criancas e adolescentes desde sua criagao.

A Figura 3.25 mosta o crescimento percentual em peso x idade para criancas do

sexo masculino, do nascimento aos trés anos de idade.
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Figura 3.25: Crescimento pedidtrico: peso x idade, criancas do sexo masculino, do nascimento
aos 36 meses de idade.

A partir dos valores médios de peso e idade presentes na Figura 3.25, construimos
a Tabela 3.16 , que representa o aumento médio de peso para criancas sexo mas-
culino, do nascimento aos 36 meses de idade. A dispersao dos dados ao longo do

tempo pode ser vista na Figura 3.26.
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Tabela 3.16: Dados de crescimento em peso de Criangas (sexo masculino)

Idade (em meses) ‘

Peso (em quilos)

0 3.5
3 6.0
6 7.9
9 9.3
12 10.3
15 11.1
18 11.7
21 12.3
24 12.7
27 13.1
30 13.5
33 13.9
36 14.6

Fonte: Crescimento pedidtrico (Figura 3.25).

Gréfico de Dispersdo, Peso Humano Macho

10 15 20 25 30
Idade (meses)

35

Figura 3.26: Gréfico de dispersao dos dados de peso p versus tempo t para criancas do sexo
masculino, do nascimento aos 36 meses.

O valor do peso maximo p, estimado para criangas do sexo masculino, do nasci-
mento aos 36 meses de idade, utilizando o método de Ford-Walford com os tltimos

10 dados de peso da Tabela 3.16 foi de p,, = 16.1647kg.

Os parametros utilizados nas simulacoes seguem abaixo. As respectivas curvas

podem ser observadas na Figura 3.27.
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Simulagao 1:

Parametros iniciais: o = 0.1, § = 0.1, v = 0.1. Parametros apds ajuste: a = 1.1252,
B =0.0763, v = 2x10~%. Substituindo em (2.4), obtemos po, = 14.7470 kg.

Simulagao 2:

Parametros de partida: p, = 16.1647 kg, a = 0.1, 8 = 0.1, v = 0.1. Parametros apés
ajuste: 3 = 0.0586, v = 2x10~14. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.9472.
Simulacgao 3:

Parametros de partida: a = 1.1252, § = 0.0763, v = 3/4(fixo). Parametros apés ajuste:
a = 0.8804, 8 = 0.4544. Substituindo em (2.4), obtemos p, = 14.0918 kg.

Simulacgao 4:

Parametros iniciais: po, = 16.1647 kg, o = 1.1252, = 0.0763, v = 3/4 (fixo). Parametro

apds ajuste: = 0.3156. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.6328.

Simulagdes — Humano Macho, do nascimento aos 36 meses
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Figura 3.27: Ajuste da funcio p(t), soluciao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de criangas do sexo masculino (Tabela 3.16)

Analisando a proximidade entre os dados fornecidos e a curva ajustada (erro)
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as simulagoes 1, 3 e 2 foram as que apresentaram menor diferenca, respectivamente
nesta ordem. No entanto, a simulagao 3 é a que apresenta interpretacao biologica
mais coerente com a realidade. Observemos que nas simulagoes em que o parametro

~ nao é mantido fixo, tende a ser um valor bem menor que 3/4.

Considerando a expressao do parametro de metabolismo [ (2.9) e os valores
de po € 7 estimados pelas simulagoes 1 e 3, calculamos uma tabela para os (3(t)

de criangas do sexo masculino correspondentes (veja Tabela 3.17). As curvas de

tendéncia para ((t) podem ser vistas na Figura 3.28.

Tabela 3.17: Tabela para a func¢do §(t) - Criangas do sexo masculino

Idade (em meses) ‘ 0 - Curva 1 ‘ [ - Curva 2

3 0.0838 0.5668
6 0.0827 0.5204
9 0.0806 0.4853
12 0.0773 0.4538
15 0.0751 0.4333
18 0.0725 0.4150
21 0.0726 0.4142
24 0.0710 0.4065
27 0.0711 0.4132
30 0.0733 0.4422
33 0.0784 0.5399
36 0.1205 0.3887
(a) (b)

Figura 3.28: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de humanos do sexo
masculino utilizando os parametros:(a)Curva 1:p., = 14.7470 kg, v = 2x10~8 (dados referentes a

simulacao 1); (b)Curva 2: po, = 14.0918 kg, v = 3/4 (dados referentes & simulagao 3).
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Apesar da grande diferenca apresentada em relacdo ao parametro 7 nas si-
mulacoes 1 e 3, devido ao fato de na primeira ter sido deixado livre para ajuste
e na segunda mantido o valor fixo de 3/4, podemos observar que o comportamento

da curva 3 é analogo, decaindo até chegar aos 25 meses, quando comega a aumentar.

Vale ressaltar que realizamos testes unindo as tabelas de crescimento referentes
a peso x idade das duas faixas etarias consideradas (nascimento aos 36 meses e 2 aos
20 anos), porém o modelo nao ajustou os dados dispostos desta maneira. O motivo
talvez deva-se ao fato de que a curva completa possui dois pontos de estabilidade.
Pos este motivo preferimos trabalhar com as tabelas separadamente, seguindo a
divisao proposta e utilizada pelos especialistas em crescimento humano. Conforme
podemos observar nesta subsecao, o modelo é adequado para o ajuste dos dados
na primeira faixa etdria (nascimento aos 36 meses). O mesmo nao ocorreu quando
consideramos a segunda faixa etdria (2 aos 20 anos). Para esta tltima, verificamos
que o modelo logistico generalizado é adequado para o ajuste, porém optamos por
nao incluir o estudo neste trabalho, uma vez que nosso principal objetivo é o modelo
de von Bertalanfty generalizado e o tema do crescimento humano merece ser tratado

com maior atencao e cuidado do que seria permitido no momento.
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3.3 Aves

3.3.1 Peru

Utilizamos os dados de crescimento em peso de peru citados por Bassanezi em

seus estudos sobre modelagem matematica de fendmenos biolégicos [4]. Os valores

podem ser observados na Tabela 3.18 e os respectivos graficos de dispersao na Figura

3.29.

Tabela 3.18: Dados de crescimento em peso de perus

Idade Peso do Macho | Peso da Fémea
(em semanas) (em gramas) (em gramas)

0 122 107
1 154 222
2 474 423
3 751 665
4 1148 971
5 1760 1466
6 2509 2079
7 3454 2745
8 4231 3495
9 5160 4194
10 6083 4870
11 6998 5519
12 7906 6141
13 8805 6732
14 9695 7290
15 10754 7813
16 11444 8299
17 12303 8744
18 13148

19 13982

Fonte: Bassanezi [4].
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Gréfico de dispersao, Peso Peru Macho Gréfico de dispersao, Peso Peru Fémea
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Figura 3.29: Grafico de dispersao dos dados de peso p versus tempo ¢ para Peru Macho (a) e
Peru Fémea (b).

Peru Macho

O valor do peso maximo p., estimado para peru macho, utilizando o método
de Ford-Walford com os tltimos 4 dados de peso da Tabela 3.18 (considerando até
o resultado da medida de peso corresponde ao tempo 17)(p, = 8.805 kg), foi de
Poo = 25.1741 Kg e po = 32.8534 Kg tomando os ultimos 5 dados de peso da
Tabela 3.18 (considerando até o resultado da medida de peso corresponde ao tempo
19)(p« = 9.695 kg). No caso de peru macho, nenhum parametro foi estimado por

Bassanezi [4].

Os parametros utilizados nas simulacoes seguem abaixo. Com o intuito de faci-
litar a comparacao com animais de grande porte, o peso foi dividido por 1000 para
trabalhar com a unidade quilo nos ajustes. Como nao encontramos referéncia na li-
teratura sobre possiveis valores para v para peru macho, mantivemos este parametro
sempre livre para ser ajustado pelo programa. As respectivas curvas podem ser ob-
servadas na Figura 3.30.

Simulagao 1:
Parametros iniciais: ps = 25.1741 kg, a = 0.8246, 8 = 0.1716, v = 0.6345. Parametros

apds ajuste: f = 0.3622, v = 0.7530. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.8035.
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Simulacgao 2:

Parametros de partida: o = 0.8246, 8§ = 0.1716, v = 0.6345. Parametros apds ajuste:
a =0.9044, 8 = 0.4612, v = 0.7855. Substituindo em (2.4), obtemos po, = 23.0942 kg.
Simulacgao 3:

Parametros iniciais: pso = 32.8534 kg, a = 0.8246, 8 = 0.1716, v = 0.6345. Parametros

apés ajuste: # = 0.1716, v = 0.6345. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.6249.

As trés simulacoes resultaram em ajustes coerentes, tanto graficamente quanto
do ponto de vista biolégico. Porém, daremos preferéncia as duas primeiras, pois
foram feitas utilizando dados até a pesagem 17 e ha interesse na comparagao entre

macho e fémea da mesma espécie.

Simulag¢des — Peru Macho

35 T T T T
301 b
251 =
S 201 N
<
o
Q
o 151 N
10 b
— Simulagéo 1
5+ Simulagéo 2 -
Simulagao 3
dados
0 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

tempo (semanas)
Figura 3.30: Ajuste da funcio p(t), solucao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos

dados de crescimento em peso de peru macho (Tabela 3.18)

Considerando a expressdao do parametro de metabolismo 3 (2.9) e os valores de

Poo € 7y Obtidos a partir das simulagoes 1 e 2, calculamos uma tabela para os (3(t)
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de peru macho correspondentes (veja Tabela 3.19). Os diagramas de dispersao para

B(t) podem ser observados na Figura 3.31.

Curva 1 - Beta / Peru Macho Curva 2 - Beta / Peru Macho

0.4

Kok XXk ok ok ok oy oy ok ox 5 L EE T e

* 1 *

* oy * [ * 5 *
03}

0.251

beta

beta
)
@

0.2

0.15F

5 10 15 20 ‘o 5 10 15 20
tempo tempo

(a) (b)

Figura 3.31: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de peru macho utilizando
os parametros seguintes: (a)Curval:po, = 25.1741 kg, v = 0.7530 (dados referentes & simulagao 1);
(b)Curva 2:ps, = 23.0942 kg, v = 0.7855 (dados referentes a simulagao 2).

Tabela 3.19: Tabela para a func¢ao f(t) - Peru Macho
Idade (em dias) ‘ B - Curva 1 ‘ B - Curva 2

1 0.0838 0.1163
2 0.3192 0.4134
3 0.3139 0.4047
4 0.3199 0.4107
5 0.3388 0.4332
6 0.3523 0.4491
7 0.3674 0.4674
8 0.3643 0.4629
9 0.3667 0.4655
10 0.3667 0.4654
11 0.3655 0.4640
12 0.3640 0.4623
13 0.3625 0.4607
14 0.3611 0.4595
15 0.3647 0.4651
16 0.3593 0.4589
17 0.3590 0.4596
18 0.3592 0.4611
19 0.3599 0.4637

Fonte: Simulagao dos dados.

84



Peru Fémea

O valor do peso maximo p., estimado para peru fémea, utilizando o método de
Ford-Walford com os tltimos 4 dados de peso da Tabela 3.18 foi de p,, = 14.5363

Kg (p. = 6.732 kg), ao passo que Bassanezi [4] obteve po, = 14.541 Kg.

Para estimar os parametros de peru fémea partimos dos valores obtidos por Bas-
sanezi: o = 0.6665; # = 0.10912; v = 0.32399 [4]. Analogamente ao procedimento
adotado para peru macho, o peso foi dividido por 1000 para trabalhar com a uni-
dade quilo nos ajustes. Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo e as
respectivas curvas de ajuste podem ser observadas na Figura 3.32.

Simulacgao 1:

Parametros iniciais: po, = 14.5363 kg, a = 0.6665, 8 = 0.1092, v = 0.32399. Parametros
apés ajuste: 3 = 0.4776, v = 0.7714. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.8806.
Simulacgao 2:

Parametros de partida: a = 0.6665, § = 0.1092, v = 0.32399. Parametros apds ajuste:
o =1.0900, B = 0.6822, v = 0.8188. Substituindo em (2.4), obtemos po = 13.2785 kg.
Simulagao 3:

Parametros de partida: a = 0.1, § = 0.1, v = 0.1. Parametros apds ajuste: a = 1.0978,
B = 0.6901, v = 0.8204. Substituindo em (2.4), obtemos po, = 13.2604 kg.

Simulagao 4:

Curva plotada sem ajustes, com os parametros obtidos por Bassanezi: o = 0.6665;

3 = 0.10912; v = 0.32399.

Podemos notar, observando a Figura 3.32, que os ajustes provenientes das si-
mulagoes 1 a 3 apresentam boa aproximacao entre os dados fornecidos e a curva
de ajuste, diferindo apenas pela capacidade suporte, maior na primeira simulagao.
Houve sobreposicao das curvas provenientes das simulagoes 2 e 3, devido a proximi-
dade dos valores resultantes. Analisando a interpretagao biolégica dos parametros,

notamos que o menor valor de § o corre na simulacao 1. Ainda, a simulacao 4, onde
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a curva foi plotada sem ajustes, com os parametros estimados por Bassanezi, nao

apresentou boa aproximacao.

Simulagdes — Peru Fémea

15 T T T T
10 .
=)
<
o
(7]
(0]
[oX
5 - .
/ — Simulacao 1
y — Simulagao 2
/ Simulagéao 3
* —— Simulagéo 4
dados
0 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Idade (semanas)

Figura 3.32: Ajuste da funcio p(t), solucio do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de peru fémea (Tabela 3.18)

Considerando a expressao do parametro de metabolismo 3 (2.9) e os valores de
Poo € ¥ Obtidos a partir das simulagoes 1 e 2, calculamos uma tabela para os (3(t)
de peru fémea correspondentes (veja Tabela 3.20). Os diagramas de dispersao para

B(t) podem ser observados na Figura 3.33.
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Tabela 3.20: Tabela para a funcao G(t) - Peru Fémea

Idade (em dias) ‘ B - Curva 1 ‘ [ - Curva 2

O 1O Ot i Wi+

©

10
11
12
13
14
15
16
17

0.4009
0.4289
0.4195
0.4157
0.4397
0.4601
0.4723
0.4846
0.4877
0.4878
0.4863
0.4841
0.4814
0.4783
0.4751
0.4715
0.4674

0.5896
0.6250
0.6074
0.5987
0.6299
0.6564
0.6718
0.6831
0.6920
0.6922
0.6906
0.6883
0.6858
0.6832
0.6805
0.6778
0.6747

Curva 1 - Beta / Peru Fémea

Fonte: Simulacao dos dados.
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Figura 3.33: Diagrama de dispersdo de /3 (t) para o crescimento em peso de peru fémea utilizando
os parametros seguintes:(a)Curval:p., = 14.5363 kg, v = 0.7714 (dados referentes & simulagédo 1);
(b)Curva 2:ps, = 13.2785 kg, v = 0.8188 (dados referentes & simulagao 2)

A Figura 3.34 mostra a comparagao entre a curva de crescimento de peru macho

e peru féemea. Podemos observar que o ponto de inflexao referente ao peru macho

(p« = 8.805 kg) é maior que o da fémea (p, =

~

6.732 kg), além da grande diferenca

em relagao a capacidade suporte estimada para ambos, o que ja era esperado pela
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singularidade das caracteristicas entre macho e fémea desta espécie.

Comparacao entre as curvas de crescimento

de Peru Fémea e Peru Macho
30 T T T T

25

201

10 E
5r i
macho
fémea
O 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

tempo

Figura 3.34: Comparacio entre as curvas de crescimento de peru macho e peru fémea utilizando
os parametros provenientes da Simulagao 1 para ambos.

3.3.2 Frango

Para estimar os parametros correspondentes ao frango, utilizamos o dados expe-
rimentais de crescimento em peso da Embrapa - CNPSA, Concérdia, SC. As ragoes
ministradas eram isoproteicas e forneciam na fase de crescimento (1 a 28 dias) 2.97
kcal/kg de energia metabolizavel (EM) e 22,8% de proteina bruta (PB) e 3.050
kecal/kg de EM e 19,8 % de PB na terminagao. A alimentagao e dgua eram forne-
cidas a vontade [7]. Os pares de idade-peso podem ser observados na Tabela 3.21 e

os respectivos graficos de dispersao na Figura 3.35.
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Tabela 3.21: Dados de crescimento em peso de frangos

Idade (em dias) ‘ Peso do Macho (em gramas) ‘ Peso da Fémea (em gramas)

1 45.8 42.6

2 45.8 42.6

2 53.5 49.9

3 62.1 58.2

4 71.9 67.3

5 82.7 77.6

6 94.8 88.9

7 108.1 101.4
8 122.7 115.0
9 138.8 130.0
10 156.3 146.2
11 175.3 163.7
12 195.9 182.6
13 218.1 202.8
14 242.0 224.5
15 267.6 247.5
16 294.8 271.9
17 323.9 297.8
18 354.7 325.0
19 387.2 353.6
20 421.5 383.5
21 457.6 414.7
22 495.4 4477.2
23 534.9 480.9
24 576.0 515.8
25 618.9 951.9
26 663.4 989.0
27 709.4 627.1
28 756.9 666.2
29 805.9 706.1
30 856.3 746.9
31 908.0 788.4
32 960.9 830.6
33 1015.1 873.4
34 1070.3 916.8
35 1126.6 960.6
36 1183.9 1004.8
37 1242.0 1049.3
38 1300.9 1094.3
39 1360.5 1139.0
40 1420.7 1184.0
41 1481.4 1229.2
42 1542.7 1274.2
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Idade (em dias) ‘ Peso do Macho (em gramas) ‘ Peso da Fémea (em gramas)

43 1604.3 1319.3
44 1666.2 1364.2
45 1728.3 1408.9
46 1790.6 1453.4
47 1852.9 1497.6
48 1915.3 1541.4
49 1977.6 1584.9
20 2039.7 1628.0
51 2101.7 1670.6
52 2163.4 1712.8
53 2224.7 1754.4
54 2285.7 1795.4
95 2346.3 1835.9
56 2406.4 1875.8
o7 2465.9 1915.0
o8 2529.9 1953.6
99 2583.3 1991.6
60 2641.0 2028.8
61 2698.1 2065.4
62 2754.4 2101.2
63 2810.0 2136.4
64 2864.8 2170.8
65 2918.9 2204.5
66 2972.1 2237.5
67 3024.4 2269.7
68 3075.9 2301.3

3500

Fonte: EMBRAPA - CNPSA, Concérdia, SC [7].

Gréfico de dispersao, Peso Frango Macho

Gréfico de dispersao, Peso Frango Fémea
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Figura 3.35: Gréfico de dispersdao dos dados de peso p versus tempo t para Frango Macho (a) e
Frango Fémea (b)
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Frango Macho

O valor do peso maximo p,, estimado para frango macho, utilizando o método
de Ford-Walford com os tltimos 10 dados de peso da Tabela 3.19 (p. = 2529.9 g),

foi de po = 8.8872 Kg, bem préximo a p,, = 8.926,97 Kg estimado por Leite [7].

Os parametros utilizados nas simulacoes seguem abaixo. O parametro 7, fixo
na Simulagao 2, foi obtido por Leite [7]. O valor do peso foi dividido por 1000
para trabalharmos com a unidade kg nos ajustes. As respectivas curvas podem ser
observadas na Figura 3.36.

Simulagao 1:

Parametros iniciais: p, = 8.8872 kg, o = 0.6338, § = 0.2778, v = 0.9054. Parametros
apds ajuste: 8 = 0.0750, v = 0.7661. Substituindo em (2.12), obtemos « = 0.1250.
Simulagao 2:

Pardmetros iniciais: p, = 8.8872 kg, a = 0.6338, # = 0.2778, v = 0.59046 (fixo).
Parametros apds ajuste: § = 0.0324. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.0793.
Simulagao 3:

Parametros de partida: a = 0.6338, 8 = 0.2778, v = 0.9054. Parametros apds ajuste:
a = 0.4939, B = 0.4415, v = 0.9362. Substituindo em (2.4), obtemos p,, = 5.8003 kg.
Simulagao 4:

Parametros de partida: o = 0.6338, 8 = 0.2778, v = 0.93046. Parametros apds ajuste:

a = 04123, 8 = 0.3601, v = 0.9239. Substituindo em (2.4), obtemos p,, = 5.9230 kg.

A simulacgao 2 nao resultou em bom ajuste, como podemos observar graficamente
pela Figura 3.36. As simulacoes 3, 4 e 1 apresentaram boa aproximacao entre os
dados fornecidos e o ajuste, respectivamente nesta ordem. Notemos que a capaci-
dade suporte, quando nao é mantida fixa, tende a ser menor que o valor estimado
anteriormente por Ford-Walford. Do ponto de vista biolégica os parametros obtidos
a partir da simulagao 1 sao mais coerentes, devido ao valor de (3, bem mais baixo

que os obtidos nas simulacoes 3 e 4. Outra observagao relevante é o fato de que o
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valor do parametro v tende a ser maior quando a capacidade suporte nao é fixada.

Simulagdes - Frango Macho
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Figura 3.36: Ajuste da funcio p(t), soluciao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de frango macho (Tabela 3.19)

Considerando a expressdao do parametro de metabolismo [ (2.9) e os valores de
Poo € 7y Obtidos a partir das simulagdes 1 e 4, calculamos uma tabela para os 3(t) de
frango macho correspondentes (veja Tabela 3.20). Os diagramas de dispersao para

B(t) podem ser observados na Figura 3.37.
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Tabela 3.22: Tabela para a funcao 3(t) - Frango Macho

Idade (em dias) ‘ B - Curva 1 ‘ [ - Curva 2

1 0.0328 0.1769
2 0.0440 0.2355
3 0.0501 0.2667
4 0.0538 0.2849
) 0.0566 0.2978
6 0.0587 0.3069
7 0.0603 0.3138
3 0.0618 0.3196
9 0.0630 0.3243
10 0.0640 0.3281
11 0.0650 0.3315
12 0.0658 0.3344
13 0.0666 0.3370
14 0.0674 0.3393
15 0.0680 0.3412
16 0.0686 0.3431
17 0.0692 0.3448
18 0.0698 0.3463
19 0.0703 0.3477
20 0.0708 0.3490
21 0.0712 0.3502
22 0.0717 0.3513
23 0.0720 0.3523
24 0.0724 0.3533
25 0.0728 0.3542
26 0.0731 0.3550
27 0.0734 0.3558
28 0.0737 0.3565
29 0.0740 0.3571
30 0.0742 0.3577
31 0.0745 0.3583
32 0.0747 0.3588
33 0.0749 0.3593
34 0.0751 0.3597
35 0.0752 0.3601
36 0.0754 0.3605
37 0.0755 0.3608
38 0.0756 0.3611
39 0.0757 0.3614
40 0.0758 0.3616
41 0.0759 0.3618
42 0.0760 0.3619
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Idade (em dias) ‘ B - Curva 1 ‘ [ - Curva 2

43 0.0760 0.3621
44 0.0760 0.3622
45 0.0761 0.3623
46 0.0761 0.3623
47 0.0760 0.3623
48 0.0760 0.3623
49 0.0760 0.3623
20 0.0760 0.3622
o1 0.0759 0.3622
92 0.0758 0.3620
23 0.0757 0.3619
o4 0.0757 0.3618
25 0.0756 0.3616
26 0.0754 0.3613
57 0.0754 0.3616
o8 0.0752 0.3609
29 0.0750 0.3606
60 0.0749 0.3603
61 0.0747 0.3599
62 0.0746 0.3596
63 0.0744 0.3592
64 0.0742 0.3588
65 0.0740 0.3584
66 0.0738 0.3579
67 0.0736 0.3575

Fonte: Simulagao dos dados.

Curva 1 - Beta / Frango Macho

10 20 30 40 50 60 70
tempo

(a)

beta

0.4

Curva 2 — Beta / Frango Macho

0.35F

0.3

0.251

0.2

0

10 20 30 40 50
tempo

(b)

60

70

Figura 3.37: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de frango macho
utilizando os pardmetros seguintes:(a)Curval:p,, = 8.8872 kg, v = 0.7661 (dados referentes &
simulacao 1); (b)Curva 2:po, = 5.8003 kg, v = 0.9239 (dados referentes & simulagao 4).
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Frango Fémea

O valor do peso maximo p, estimado para frango fémea, utilizando o método
de Ford-Walford com os ltimos 8 dados de peso da Tabela 3.19 (p. = 2.0288 kg),

foi de po = 3.7855 kg, bem préximo ao valor estimado por Leite, po, = 3.776 kg [7].

Seguem abaixo os parametros utilizados nas simulacoes. Tomamos, nas si-
mulagoes 2 e 3, como valor de partida para «, (3 os valores obtidos por Leite:
a = 0.8465; f = 0.0975; v = 0.7376 [7]. As respectivas curvas podem ser ob-
servadas na Figura 3.38.

Simulagao 1:

Parametros iniciais: p, = 3.7855 kg, o = 0.6916, § = 0.3225, v = 0.9075. Parametros
apds ajuste: 3 = 0.4308, v = 0.9287. Substituindo em (2.12), obtemos « = 0.4737.
Simulagao 2:

Parametros iniciais: ps, = 3.7855 kg, a = 0.8465, B = 0.0975, v = 0.73766. Parametros
apds ajuste: 8 = 0.4308, v = 0.9287. Substituindo em (2.12), obtemos « = 0.4737.
Simulagao 3:

Parametros de partida: o = 0.8465, 8 = 0.0975, v = 0.7376. Parametros apds ajuste:
a =0.4899, 8 = 0.4471, v = 0.9304. Substituindo em (2.4), obtemos po, = 3.7191 kg.
Simulagao 4:

Parametros de partida: po, = 3.7855 kg, o = 0.6916, 5 = 0.3225, v = 0.7376 (fixo).

Parametro apds ajuste: S = 0.0941. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.1335.

A Simulagao 4 nao resultou em bom ajuste, como podemos observar graficamente
pela Figura 3.38. As simulacoes 1, 2 e 3 apresentaram boa aproximacao entre os
dados fornecidos e o ajuste, havendo sobreposicao entre as curvas das duas primeiras
devido a proximidade dos parametros ajustados. Notemos que a capacidade suporte
estimada através dos parametros da simulacao 3 ficou bem préxima da obtida an-
teriormente por Ford-Walford. Outra observacao relevante é o fato de que o valor

do parametro v tende a ser maior que o valor estimado por Leite. Quando mantido
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fixo (simulagao 4) resultou na pior aproximagao entre os dados fornecidos e a curva

de ajuste, porém o valor estimado para (3 € significativamente menor que nos outros

Ccasos.
Simulacdes - Frango Fémea
4 T T T T T T
3.5r 4
3 - .
251 8
2
o 2r .
(%}
(O]
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1.5 8
1r — Simulagéo 1 A
— Simulagéo 2
05k Simulagao 3 |
' — Simulacéo 4
dados
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0 50 100 150 200 250 300 350

Idade (dias)

Figura 3.38: Ajuste da funcio p(t), solucio do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de frango fémea (Tabela 3.19)

Considerando a expressao do parametro de metabolismo [ (2.9) e os valores de
Poo € 7y Obtidos a partir das simulagdes 2 e 3, calculamos uma Tabela para os (3(t) de
frango fémea correspondentes (veja Tabela 3.21). Os diagramas de dispersao para

B(t) podem ser observados na Figura 3.39.
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Tabela 3.23: Tabela para a fungao (t) - Frango Fémea

Idade (em dias) ‘ B - Curva 1 ‘ [ - Curva 2

1 0.2142 0.2213
2 0.2876 0.2972
3 0.3226 0.3334
4 0.3454 0.3570
) 0.3603 0.3723
6 0.3713 0.3837
7 0.3794 0.3921
3 0.3864 0.3993
9 0.3918 0.4049
10 0.3964 0.4096
11 0.4003 0.4137
12 0.4036 0.4172
13 0.4067 0.4204
14 0.4093 0.4231
15 0.4116 0.4255
16 0.4138 0.4278
17 0.4158 0.4298
18 0.4175 0.4316
19 0.4191 0.4333
20 0.4205 0.4348
21 0.4219 0.4362
22 0.4231 0.4375
23 0.4242 0.4387
24 0.4253 0.4399
25 0.4263 0.4409
26 0.4272 0.4419
27 0.4280 0.4428
28 0.4287 0.4436
29 0.4294 0.4443
30 0.4300 0.4450
31 0.4306 0.4457
32 0.4311 0.4463
33 0.4316 0.4468
34 0.4320 0.4473
35 0.4324 0.4478
36 0.4328 0.4482
37 0.4331 0.4486
38 0.4333 0.4488
39 0.4335 0.4491
40 0.4337 0.4493
41 0.4338 0.4495
42 0.4339 0.4497
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Idade (em dias) ‘ B - Curva 1 ‘ [ - Curva 2

43 0.4339 0.4498
44 0.4339 0.4499
45 0.4339 0.4500
46 0.4338 0.4500
47 0.4337 0.4499
48 0.4336 0.4499
49 0.4334 0.4498
20 0.4332 0.4497
o1 0.4330 0.4496
o2 0.4328 0.4494
23 0.4325 0.4492
o4 0.4321 0.4489
25 0.4318 0.4486
26 0.4314 0.4483
57 0.4310 0.4480
o8 0.4305 0.4476
29 0.4300 0.4472
60 0.4295 0.4468
61 0.4290 0.4463
62 0.4284 0.4458
63 0.4278 0.4453
64 0.4272 0.4448
65 0.4265 0.4442
66 0.4258 0.4436
67 0.4251 0.4429

Fonte: Simulagao dos dados.

Curva 1 - Beta / Frango Fémea Curva 2 - Beta / Frango Fémea
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Figura 3.39: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de frango fémea

utilizando os parametros seguintes: (a) Curval:p., = 3.7855 kg, v = 0.9287 (dados referentes a
simulacao 2); (b) Curva 2:p = 3.7191 kg, v = 0.9304 (dados referentes & simulagao 3).
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A Figura 3.40 mostra a comparacao entre as curvas de crescimento referentes
a frango macho e frango féemea. Claramente podemos notar que o frango macho
cresce muito mais que a fémea, atingindo quase o dobro da capacidade suporte
(poo = 8.8872 kg para machos, ao passo que p,, = 3.7855 kg para fémeas). Ja o
ponto de inflexao nao difere tanto, sendo p, = 2.529 kg para machos e p, = 2.088

kg para fémeas.

Comparacao entre as curvas de crescimento
de Frango Macho e Frango Fémea

Peso (kg)
w

macho
fémea

0 50 100 150 200 250 300 350
Idade (dias)

Figura 3.40: Comparagio entre as curvas de crescimento de Frango Macho e Frango Fémea
utilizando os parametros referentes a Simulacao 4 para Frango Macho e Simulagao 2 para Frango
Fémea.
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3.4 Anfibios
3.4.1 Ra

Os parametros para ra foram obtidos a partir de dados experimentais de idade-
peso de Ra-Touro na fase de recria (Tabela 3.22). Foram utilizadas 300 ras-touro
(Rana catesbeiana) com peso médio de 10.05 £ 1.6 g com oito dias apds a meta-
morfose, distribuidas em 20 mini-baias. Os animais foram alimentados com quatro
ragoes experimentais peletizadas contendo dois niveis de energia metabolizavel (2850
e 3050 kcal/kg) e duas relagoes energia: proteina (60 e 70 kcal/100 g PB). Durante
294 dias foram feitas pesagens das ras em intervalos de 14 dias [10]. A dispersao dos

dados ao longo do tempo pode ser observada na Figura 3.41.

O valor do peso maximo p., estimado para ras, utilizando o método de Ford-
Walford com os tltimos 17 dados de peso da Tabela 3.22 (p, = 83.22 g), foi de
Poo = 429.7393 g, enquanto que para os ultimos 18 dados obtivemos p., = 436.3470

g, valor mais préximo de p,, = 444.66 g estimado por Rodrigues [10].

Tabela 3.24: Dados de crescimento em peso de ras

Idade (em dias) ‘ Peso (em gramas)

0 10.6

14 17.82
28 33.64
42 56.04
o6 83.22
70 114.13
84 142.69
98 170.26
112 191.66
126 213.05
140 224.08
154 230.81
168 237.54
182 246.45
196 255.84
210 269.67
224 277.43
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Idade (em dias) ‘ Peso (em gramas)

238 291.19
252 300.02
286 318.11
280 326.99
294 348.39

Fonte: Rodrigues [10].

Gréfico de dispersdo, Peso Ra
350 : : .

300 *

250 F % ¥

150 200 250
Idade (dias)

0 50 100 300

Figura 3.41: Gréfico de dispersao dos dados de peso p versus tempo ¢ para ras.

Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo. Em alguns casos, uti-
lizamos como valor de partida os parametros obtidos por Rodrigues: a = 0.0122;
B =0.0016 e v = 2/3 [10]. As respectivas curvas podem ser vistas na Figura 3.42.
Simulacgao 1:

Parametros iniciais: poo = 429.7393 g, a = 0.2264, B = 0.0764, v = 0.8063. Parametros
apds ajuste: # = 0.0073, v = 0.2249. Substituindo em (2.12), obtemos a = 0.8023.
Simulagao 2:

Parametros iniciais: po, = 436.3470 g, o = 0.0122, 5 = 0.0016, v = 2/3. Parametros ap6s
ajuste: = 0.0068, v = 0.2060. Substituindo em (2.12), obtemos « = 0.8463.
Simulagao 3:

Pardmetros de partida: o« = 0.0122, 8 = 0.0016, v = 2/3. Parametros apés ajuste:

o = 0.3524, 3 = 0.0177, v = 0.4933. Substituindo em (2.4), obtemos poo = 366.2442 g.
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Simulagao 4:
Parametros de partida: ps, = 444.66 g, « = 0.0122, § = 0.0016, v = 2/3 (fixo). Parametro

apds ajuste: = 0.0235. Substituindo em (2.12), obtemos o = 0.1793.

Observando as simulagoes, notamos que o parametro de alometria v tende a ser
menor que o valor 2/3 utilizado por Rodrigues. Na simulagao 4, onde mantive-
mos este valor fixo e utilizamos a capacidade suporte estimada por Rodrigues, os
parametros « e 3 encontrados pelo ajuste superaram os do autor. As curvas 1 e 2
estao praticamente sobrepostas, devido a proximidade entre o valor dos parametros

ajustados.

Vale ressaltar que a capacidade suporte obtida a partir da simulacao 3 é a que

mais se aproxima do peso maximo real observado em ras-touro, poo = 348.39 g [10].

Simulagdes — Ra

450 T T T T
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350
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[
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100 —— Simulagéo 2
Simulagéo 3
50 — Simulagéao 4
dados
O 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500

tempo (dias)

Figura 3.42: Ajuste da funcio p(t), solucio do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de ras-touro (Tabela 3.22).

Considerando a expressao do parametro de metabolismo (5 (2.9) e os valores de

Poo € 7y Obtidos conforme a partir das simulagoes 1 e 3, calculamos uma tabela para
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os 3(t) correspondentes (veja Tabela 3.23). A curva de tendéncia para ((t) pode ser

observada na Figura 3.43.

Tabela 3.25: Tabela para a func¢ao §(t) - Ra

Idade (em dias) ‘ (B - Curva 1 ‘ B - Curva 2

0 3 O O W N

0.0028
0.0042
0.0053
0.0062
0.0071
0.0076
0.0080
0.0081
0.0083
0.0080
0.0076
0.0072
0.0070
0.0069
0.0070
0.0068
0.0070
0.0069
0.0068
0.0074
0.0081

0.0087
0.0122
0.0144
0.0161
0.0176
0.0185
0.0192
0.0192
0.0195
0.0188
0.0178
0.0170
0.0165
0.0162
0.0165
0.0163
0.0168
0.0169
0.0172
0.0191
0.0235

%107 Curva 1 - Beta/ Ra

Fonte: Simulacao dos dados.

beta
)

0 50 100 150 200
tempo

(a)

Figura 3.43: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de ras, utilizando os
pardmetros seguintes: (a) Curva 1: po = 429.7393 g, v = 0.2249 (dados referentes & simulagao 1);
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300

0.024

0.022
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0.018
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© 0.016
o
0.0141
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0.01F

0.008

Curva 2 - Beta/ Ra
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(b) Curva 2: po, = 366.2442 g, v = 0.4933 (dados referentes & simulagao 3).
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3.5 Peixes

3.5.1 Tilapia

A 7"tilapia do Nilo”é um peixe originario da Costa do Marfim e foi introduzido

no Brasil em 1971, no Nordeste pelo DNOGS.

Os machos crescem muito mais rapidamente que as fémeas. A Tabela 3.26 fornece
os dados experimentais obtidos com machos albinos de tilapia do Nilo pelo Centro
de Pesquisas Ictioldgicas de Pentecostes (CE) [5]. A dispersao dos dados ao longo

do tempo pode ser observada na Figura 3.44.

O valor do peso maximo p., estimado para tilapias, utilizando o método de Ford-
Walford com os tltimos 4 dados de peso da Tabela 3.26 (a inflexdo ocorre entre a
idade de 4 e 5 meses, p, = 239.5 g), foi de po, = 513.89 g, enquanto que para os

ultimos 5 dados obtivemos p,, = 639.95 g.

Tabela 3.26: Dados de crescimento em peso de tilapias

Idade Peso
(em meses) (em gramas)

0 26
1 59.5
2 105.4
3 200
4 239.5
5} 364.3
6 421.7
7 476
8 488.2

Fonte: Bassanezi e Ferreira [5].
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Grafico de dispersao, Peso Tilapia
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Figura 3.44: Gréfico de dispersao dos dados de peso p versus tempo ¢ para tildpias.

Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo. Utilizamos v = 2/3,
parametro de alometria estimado por von Bertalanffy. O ajuste com v livre e sem
fixar po, resultou numa curva exponencial, superestimando a capacidade suporte e
nao esta incluida nas simulacoes abaixo. As respectivas curvas podem ser observadas
na Figura 3.45.

Simulacgao 1:

Parametros iniciais: ps = 513.89 g, o = 0.1909, 8 = 0.1731, v = 2/3. Parametros apds
ajuste: =1, v = 0.6730. Substituindo em (2.12), obtemos o = 7.6994.

Simulagao 2:

Parametros iniciais: p, = 513.89 g, « = 0.1909, 5 = 0.99, v = 2/3 (fixo). Parametro
ap6ds ajuste: [ = 0.9847. Substituindo em (2.12), obtemos o = 7.8856.

Simulacgao 3:

Parametros de partida: p,, = 513.89 g, a = 0.1909, 8 = 0.99, v = 2/3. Parametros apds
ajuste: =1, v = 0.6730. Substituindo em (2.12), obtemos a = 7.6994.

Simulagao 4:

Parametros de partida: ps = 639.95 g, a = 0.1909, 8 = 0.99, v = 2/3 (fixo). Parametro

ap6ds ajuste: § = 0.7585. Substituindo em (2.12), obtemos o = 6.5350.
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Simulagao 5:
Parametros de partida: po, = 639.95 g, a = 0.1909, 8 = 0.99, v = 2/3. Parametros ap6s

ajuste: 5 = 0.7585, v=0.7339. Substituindo em (2.12), obtemos «a = 8.6157.

Simulagdes - Tilapia
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Figura 3.45: Ajuste da funcgdo p(t), solugao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de tildpias (Tabela 3.24).

Notemos que nas simulagoes onde nao foi fixado o valor de v = 2/3, o programa
estimou valores equivalentes para este parametro. Por sua vez, o valor parametro
« apresentou um valor alto. As simulagoes 4 e 5 que utilizam p,, = 639.95 g
apresentaram menor diferenca entre os dados fornecidos e a curva ajustada. Ana-
lisando os parametros obtidos nestas duas ultimas simulagoes notamos que quando
o parametro 7 foi mantido fixo (Simulagado 4), os demais parametros apresentam

valores mais condizentes do ponto de vista biolégico.

Considerando a expressao do parametro de metabolismo 3 (2.9) e os valores de
Poo € 7y Obtidos a partir das simulagoes 2, 4 e 5, calculamos uma tabela para os ((t)

correspondentes (veja Tabela 3.27). A curva de tendéncia para ((t) pode ser vista
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na Figura 3.46.

Tabela 3.27: Tabela para a fungao G(t) - Tilapia

Idade (em dias) ‘ B - Curva 1 ‘ [ - Curva 2 ‘ B - Curva 3

1 0.6193 0.7605 0.5463
2 0.6437 0.7679 0.5597
3 0.8479 0.9618 0.7139
4 0.7734 0.8580 0.6405
5 1.0564 1.0641 0.8061
6 1.1453 1.0632 0.8103
7 1.3795 1.0870 0.8330
8 1.3559 0.9915 0.7609

Fonte: Simulacao dos dados.

beta

Curva 1 - Beta / Tilapia

Curva 2 - Beta / Tilapia

0.55%

0.5

Curva 3 - Beta / Tilapia

Figura 3.46: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de tildpias, utilizando
os parametros seguintes: (a) Curva 1: po = 513.89 g, v = 2/3 (dados referentes a simulagao 2); (b)
Curva 2: ps = 639.95 g, v = 0.7339 (dados referentes & simulacao 5); (¢) Curva 3: ps = 639.95
g, v = 2/3 (dados referentes a simulacao 4).
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3.5.2 Arraia

A Arraia, denominagao vulgar do grupo de animais Elasmobranquios (FElas-
mobranchii), também conhecida por raia, apresentam corpo achatado, nadadeiras
peitorais bastante expandidas, cauda alongada e fendas branquiais situadas ventral-
mente. Sao animais aquaticos, pertencentes a Classe dos Condrictios e em que o

esqueleto é composto por cartilagem e nao por ossos como os peixes teleostes.

Para obtencao dos parametros relativos a arraias utilizados dados fornecidos
pela pesquisadora Maria Lucia Goes de Araijo, da espécie Potamotrygon motoro da
familia Potamotrygonidae do Rio Negro-Amazonas, coletadas na regiao de Barcelos,

municipio do Amazonas.

O valor do peso méximo p., estimado para arrais, utilizando o método de Ford-
Walford com os tltimos 3 dados de peso da Tabela 3.28 foi de p,, = 37 kg. A
inflexao ocorre, aproximadamente, entre o peso correspondente as idades de 84 e 96

meses. A dispersao dos dados ao longo do tempo pode ser vista na Figura 3.47.

Tabela 3.28: Dados de crescimento em peso de arraias

Idade Peso
(em anos) (em kg)
0 0.063
12 1.720
24 3.800
36 5.780
48 7.730
60 9.580
72 11.00
84 12.00
96 14.00
108 15.00
120 17.00

Fonte: Maria Licia Gées Araijo.
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Gréfico de dispersdo, Peso Arraia
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Figura 3.47: Gréfico de dispersao dos dados de peso p versus tempo ¢ para arraia.

Os parametros utilizados nas simulacoes seguem abaixo. Utilizamos, em algumas
simulagoes, v = 2/3, parametro de alometria estimado por von Bertalanffy para
peixes. As respectivas curvas podem ser observadas na Figura 3.48.

Simulagao 1:

Parametros iniciais: a = 0.1, § = 0.1, v = 0.1. Parametros apds ajuste: a = 1.9745,
B = 0.0686, v = 0.0722. Substituindo em (2.4), obtemos p,, = 37.3836 kg.

Simulagao 2:

Pardmetros iniciais: a = 1.9745, 8 = 0.0686, v = 2/3 (fixo). Parametros apds ajuste:
a = 2.3886, 3 = 0.9125. Substituindo em (2.4), obtemos po, = 17.9414 kg

Simulacgao 3:

Parametros de partida: po, = 37 kg, a = 1.9734, § = 0.0699, v = 0.0749. Parametros
apds ajuste: 8 = 0.0699, v = 0.0749. Substituindo em (2.12), obtemos o = 1.9734.
Simulacgao 4:

Parametros de partida: p., = 37 kg, a = 1.9745, 5 = 0.0686, v = 2/3 (fixo). Parametro

ap6s ajuste: [ = 0.4460. Substituindo em (2.12), obtemos o = 1.4862.

As simulacoes 1 e 3 foram as que melhor aproximaram os dados fornecidos e a
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curva ajustada. Podemos observar que quando o parametro v nao é mantido fixo,

tende a ser bem menor que o valor v = 2/3 estimado para peixes.
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Figura 3.48: Ajuste da funcao p(t), soluciao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de arraia (Tabela 3.28).

Considerando a expressdao do parametro de metabolismo (5 (2.9) e os valores de
Poo € 7 obtidos a partir das simulagoes 1 e 3, calculamos uma tabela para os ((t)
correspondentes (veja Tabela 3.29). A curva de tendéncia para (t) pode ser vista

na Figura 3.49.

Tabela 3.29: Tabela para a fungao 3(t) - Arraia

Tempo ‘ (- Curva 1 ‘ [ - Curva 2

1 0.0609 0.0622
2 0.0674 0.0687
3 0.0690 0.0703
4 0.0703 0.0716
3 0.0711 0.0724
6 0.0692 0.0705
7 0.0655 0.0668
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Tempo ‘ (B - Curva 1 ‘ [ - Curva 2
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Fonte: Simulacao dos dados.

Curva 1 - Beta / Arraia
0.072 T T T T

*
*

0.068
S
© 0.066
a

0.064

0.062

0.06

Figura 3.49: Diagrama de dispersiao de 3 (t) para o crescimento em peso de arraias, utilizando
os parametros seguintes: (a) Curva 1: po, = 37.3836 kg, v = 0.0722 (dados referentes & simulagao
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1); (b) Curva 2: ps = 37 kg, v = 0.0749 (dados referentes & simulagao 3).
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3.6 Crustaceos

3.6.1 Camarao

Para obtencao dos parametros para camarao, utilizamos medidas experimen-
tais de crescimento em peso de camarao branco (Pennaeus vannamei Boone) da
regiao Sul do Golfo da Califérnia, extraidos do trabalho de Chavéz sobre a taxa de

crescimento deste crustdceo [12].

Os pares de idade-peso podem ser observados na Tabela 3.30 e o respectivo

grafico de dispersao na Figura 3.50.

Tabela 3.30: Dados de crescimento em peso de camarao

Idade Peso
(em semanas) | (em gramas)
1 0.6
2 2.4
3 5.0
4 8.1
5 11.2
6 14.0
7 16.5
8 18.6
9 20.3
10 21.6
11 22.7
12 23.6

Fonte: Chavéz [12].

112



Gréfico de dispersdo, Camaréo branco
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Figura 3.50: Gréfico de dispersao dos dados de peso p versus tempo ¢ para o camarao branco.

O ponto de inflexao ocorre em dois momentos neste caso: entre o peso correspon-
dente aos tempos de 3-4 (p, = 5.0 g). Entao, verificaremos as duas possibilidades.
O valor do peso méaximo p,, estimado para camarao, utilizando o método de Ford-
Walford com os ultimos 9 dados de peso Tabela 3.30 foi de p,, = 30.7260 , enquanto

que para os ultimos 7 dados obtivemos p,, = 28.1541 g.

Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo. As respectivas curvas
podem ser observadas na Figura 3.51.
Simulacgao 1:
Parametros iniciais: o = 0.1, § = 0.1, v = 0.1. Parametros apds ajuste: a = 2.2903,
B =1, ~v=0.7499. Substituindo em (2.4), obtemos po, = 27.4786 g.
Simulagao 2:
Parametros iniciais: po, = 28.1541 g, o = 2.2903, 6 = 1, v = 0.7499. Parametro apés
ajuste: = 0.9509, v = 0.7451. Substituindo em (2.12), obtemos o = 2.2265.
Simulagao 3:
Parametros de partida: po, = 30.7260 g, o = 2.2903, 8 = 1, v = 0.7499. Parametros apés

ajuste: = 0.5259, v = 0.6290. Substituindo em (2.12), obtemos o = 1.8739.
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Simulagao 4:
Parametros de partida: po, = 27.4786 g, o = 2.2903, 8 = 0.01, v = 0.75 (fixo). Parametro

apés ajuste: § = 0.01. Substituindo em (2.12), obtemos o = 2.2895.

Simulacées — Camaréao

30 . . .
25
20
M
©
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©
> 151
o
(7]
(0]
o
101
Simulacao 1
Simulacéo 2
5r Simulagéo 3 |
"""" Simulacao 4
® dados
0‘ 1 1 |
0 5 10 15 20

idade (semanas)

Figura 3.51: Ajuste da funcgao p(t), solugao do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de camardo branco (Tabela 3.30).

As simulagoes 1, 2 e 4 apresentam boa aproximacao entre os dados fornecidos e a
curva ajustada pelo programa. Observemos que ocorre sobreposicao da curva resul-
tante da simulacao 4 sobre a curva resultante da simulacao 1 devido a proximidade
entre os parametros ajustados por cada uma. A simulacao 3, apesar de graficamente
apresentar bom ajuste para os primeiros dados, distancia-se nos tultimos pontos, o

que indica que a capacidade suporte deve ser um valor em torno de p,, = 27.4786 g.

Considerando a expressao do parametro de metabolismo (3 (2.9) e os valores
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de po, e v obtidos a partir das simulagoes 1 e 2, calculamos uma tabela para os

B(t) correspondentes (veja Tabela 3.31).

observados na Figura 3.52.

Figura 3.52: Diagrama de dispersio de 3 (t) para o crescimento em peso de camario, utilizando
os parametros seguintes: (a) Curval: po, = 28.1541 g, v = 0.7451 (dados referentes a simulagao

Tabela 3.31: Tabela para a fun¢ao f(t) - Camarao

Idade (em dias) ‘ [ (Curva 1) ‘ (B (Curva 2)

0 ~J O O W N

Ne}

10
11
12

0.5364
0.8436
0.9138
0.9499
0.9653
0.9677
0.9683
0.9644
0.9558
0.9397
0.9261
0.9124

0.5586
0.8775
0.9506
0.9890
1.0068
1.0115
1.0150
1.0146
1.0098
0.9975
0.9886
0.9804

Curva 1 - Beta / Camarao

Fonte: Simulacao dos dados.
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Curva 2 - Beta / Camarao

Os diagramas de dispersao podem ser

*

*

*
* * * *

*

*

2); (b) Curva 2: po, = 27.4786 g, v = 0.7499 (dados referentes a simulagao 1).
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3.7 Vermes
3.7.1 Minhoca

Para obtencao dos parametros de minhoca, utilizamos dados de uma experiéncia
realizada em uma escola do Ensino Médio em Barra do Bugres, MT. Os pares de
idade-peso podem ser observados na Tabela 3.32 e o respectivo grafico de dispersao

na Figura 3.53.

Tabela 3.32: Dados de crescimento em peso de minhoca

Idade Peso

(em semanas) | (em miligramas)

26
99.5
105.4
200.2
239.5
361.2
419.8
475.4
488.2

Fonte: Barra do Bugres, MT.

e

0 1 O U= W N~

Gréafico de dispersao, Peso Minhoca
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Figura 3.53: Gréfico de dispersao dos dados de peso p versus tempo ¢ para minhoca.
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O valor do peso maximo p., estimado para minhoca, utilizando o método de
Ford-Walford com os ultimos 4 dados de peso da Tabela 3.32 (p, = 239.5 mg), foi
de ps = 517.5259 mg, enquanto que para os ultimos 5 obtivemos p,, = 652.0673

mg.

Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo. Com a intencao de
melhorar os ajustes, o peso foi dividido por 1000 para trabalhar com os pesos na
unidade grama. As respectivas curvas podem ser observadas na Figura 3.54.
Simulacgao 1:

Parametros iniciais: a = 0.1, § = 0.1, v = 0.1. Parametros apds ajuste: a = 0.1500,
B =0.1191, v = 0.3251. Substituindo em (2.4), obtemos po, = 1407.5 mg.

Simulacgao 2:

Parametros iniciais: po, = 517.5259 mg, a = 0.1500, 8 = 0.1191, v = 0.3251. Parametro
apés ajuste: # =1, v = 0.6762. Substituindo em (2.12), obtemos « = 7.5643.
Simulacgao 3:

Parametros de partida: p,, = 652.0673 mg, o = 0.1500, 8 = 0.1191, v = 0.3251.
Parametros apds ajuste: § =1, v = 0.7389. Substituindo em (2.12), obtemos a = 5.4301.
Simulacgao 4:

Pardmetros de partida: a = 0.1500, 8 = 0.1191, v = 0.3251 (fixo). Parametros apés
ajuste: a = 0.2223, f = 0.2139, po, = 1080.1 mg. Substituindo em (2.4), obtemos

Poo = 1080.1 mg.

Enquanto as Simulagoes 1 e 4 superestimaram a capacidade suporte, mas obti-
veram como resposta valores baixos de 7, as Simulagoes 2 e 3, com a capacidade
suporte fixa, obtiveram como resposta valores mais altos para § e v. A simulacao

que melhor aproximou os dados fornecidos da curva de ajuste foi a Simulacao 3.
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Simulag¢des — Minhoca
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Figura 3.54: Ajuste da funcio p(t), solucio do modelo de von Bertalanffy generalizado (2.1), aos
dados de crescimento em peso de minhoca (Tabela 3.30).

Considerando a expressao do parametro de metabolismo 3 (2.9) e os valores
de po, e 7 obtidos a partir das Simulagoes 2 e 3, calculamos uma tabela para os
B(t) correspondentes (veja Tabela 3.33). Os diagramas de dispersdo podem ser

observados na Figura 3.55.

Tabela 3.33: Tabela para a fungao (t) - Minhoca

Idade (em semanas) ‘ 0B (Curva 1) ‘ B (Curva 2)

1 0.6438 0.7736
2 0.6674 0.7795
3 0.8766 0.9737
4 0.7976 0.8665
5 1.0689 1.0580
6 1.1570 1.0569
7 1.3810 1.0788
8 1.3516 0.9844

Fonte: Simulagao dos dados.

118



Curva 1 - Beta / Minhoca Curva 2 - Beta / Minhoca

1.2t E 105t

2]
© 0951
a

beta

091 9 091

0.8r * 9 0.851

071 9 081

Figura 3.55: Diagrama de dispersao de 3 (t) para o crescimento em peso de minhoca, utilizando
os parametros seguintes: (a) Curval: po, = 517.5259 mg, v = 0.6762 (dados referentes & simulagao
2); (b) Curva 2: po = 652.0673 mg, v = 0.7389 (dados referentes & simulagao 3).

Sera que é possivel utilizar a equagao de von Bertalanffy generalizada para es-
tudar o crescimento em peso de qualquer espécie animal? Apesar da variedade de

animais estudados neste trabalho, certamente a resposta a pergunta anterior é nao.

A proxima secao ilustra uma situacao em que nao foi possivel utilizar a equagao

de von Bertalanfty, servindo de contra-exemplo para a aplicacao da mesma.
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3.8 Insetos
3.8.1 Larva de mosca varejeira

Para tentar aproximar os parametros referentes a larva de mosca, utilizamos
dados experimentais de idade-peso fornecidos pela Universidade Estadual Paulista,
Campus de Rio Claro, SP. A Tabela 3.34 apresenta pesos larvais médios em mili-
gramas obtidos em pesagens coletivas de 30 individuos de C. megacephala a cada
intervalo de 8 horas (densidade 300/60 g - média entre os frascos I e II). A dispersao

dos dados pode ser vista na Figura 3.56.

O ponto de inflexdo ocorre aproximadamente em p, = 25.77 mg (média en-
tre os pesos 18.25 mg e 33.3 mg). O peso maximo p,, estimado para larvas,
utilizando o método de Ford-Walford com os ultimos 6 dados de peso da Tabela
3.34, foi de p, = 55.6216 mg, enquanto que para os ultimos 7 dados obtivemos

Poo = 59.0516 mg.

Tabela 3.34: Dados de crescimento em peso de larvas

Idade Peso
(em horas) (em miligramas)

0 0.1

8 0.2

16 0.5
24 0.95
32 1.55
40 2.8
48 6.65
56 9.75
64 18.25
72 33.3
80 45.65
88 52.8
96 56.99
104 57.15
112 50.7

Fonte: UNESP, Rio Claro, SP.
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Vale observar que a diminui¢ao nos ultimos dados de peso da larva, acontece
devido o fato deste inseto interromper a alimentacao a partir de certo periodo da

vida, finalizando com o propio enterramento.

Grafico de dispersao, Peso larva
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Figura 3.56: Gréfico de dispersdao dos dados de peso p versus tempo ¢ para larvas.

Os parametros utilizados nas simulagoes seguem abaixo. As respectivas curvas
podem ser observadas na Figura 3.57.
Simulacgao 1:
Condigao inicial: p,, = 59.0516 mg; o = 0.4719; 8 = 0.3331; v = 0.9146. Apds
ajuste, os novos parametros foram: o = 1.1394; 3 = 1; v = 0.9680;
Simulagao 2:
Condigao inicial: p,, = 55.6216 mg; o = 0.4719; B = 0.3331; v = 0.9146. Apds
ajuste, os novos parametros foram: o = 1.1427; 3 = 1; v = 0.9668;
Simulacgao 3:
Condigao inicial: sem fixar p.; o = 0.4719; g = 0.3331; v = 0.9146. Apds ajuste,
os novos parametros foram: o = 0.5564, 3 = 0.4384; v = 0.9480; po, = 97.8821 mg.

Apesar das simulagoes fornecerem valores pertinentes para vy, superestimaram /3

nas Simulacoes 1 e 2. A simulacao 3 resultou em capacidade suporte superestimada.
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Conforme se observa na Figura 3.57, o modelo nao ajustou os dados de idade-peso
para larvas, provavelmente devido ao fato do crescimento ocorrer muito rapido ou o
1
ponto de inflexao ser superior a — P (veja Figura 3.56).
e

Simulagbes — Larva
100 :

701

60

501

peso

401

. Simulagéo 1
— Simulagéo 2

— Simulagéo 3 A

dados

10

0 50 100 150 200
tempo

Figura 3.57: Ajuste da fungdo p(t), solugao do modelo de Von Bertalanffy generalizado (2.1),
aos dados de crescimento em peso de larva (Tabela 3.34).

Retomemos as curvas de tendéncia de (3(t) obtidas para cada espécime:

Comportamento de ((t)

Mamiferos
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0.085 007

0075

. . *

* * * "
* by, * *

*s ok * 007 *x AREFRY 0,055 *x

Frpparrtt *y Frppannrr " *

o, 0.065 005
0 50 100 150 200 250 (] 50 100 150 200 250 (] 5 10 15 20 25 30 3 40
tempo tempo tempo

Suino Macho Suino Fémea Bovino
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3.9 Conclusao - simulagoes numéricas

A conjectura inicial de que haveria um padrao de metabolismo por classe animal
nao se verificou, ocorrendo, inclusive, distin¢gao entre machos e fémeas de uma mesma
espécie, como é o caso do peru. Hipoteticamente, a perda de energia esta relacionada

com os habitos de cada animal.

Analisando os diversos graficos de dispersao de § ao longo do tempo, notamos a

ocorréncia de tendéncias no comportamento da curva [3(¢):

(£ diminui com ¢

(£ aumenta com t, depois diminui

[ estabiliza com t

([ aumenta com t

Geralmente, em animais confinados para engorda a tendéncia de 3 é diminuir
com o passar do tempo, o que podemos notar no caso de suinos e ovinos. Ainda
neste caso, ocorre semelhanca entre as curvas de tendéncia de (3 referentes a bovinos,
cordeiros e ratos, onde os picos de crescimento sao seguidos de grande diminuicao e
a curva referente a humanos (lembrando que foi analisado o periodo de vida a partir

do nascimento até 36 meses).

Outra suposicao baseia-se no comportamento de animais semi-confinados, como
por exemplo as aves, onde a tendéncia de [ é estabilizar com o passar do tempo,
conforme pode ser observado nas curvas referentes a frango macho, frango fémea e

peru macho. Comportamento andlogo a este foi observado em coelhos e camarao.

A tendéncia de metabolismo observada para ras e arraia apresenta aumento ao

longo do tempo, diminuindo no fim da vida.

Por 1ltimo, a tendéncia de [ aumentar com ¢ pode estar relacionada com o

comportamento referente a animais soltos. Os espécimes que apresentaram este
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tipo de comportamento foram o caprino, tildpia, peru fémea, e curiosamente a mi-
nhoca. Apesar dos ”picos”de crescimento e decrescimento ao longo da curvas destes

individuos a tendéncia geral de 3 é aumentar ao longo do tempo.

Apesar das tendéncias de comportamento para (3 obervadas anteriormente, nao
possuimos informacao exata sobre o confinamento ou nao de cada espécime estudada.
Sera que s6 a questao do animal estar solto ou confinado que influencia a perda de
energia? No caso dos perus, a perda de energia da fémea diminui ao invés de

estabilizar como a do macho e os dois foram definidos como semi-confinados.

Ao trabalhar com ajuste de curvas em crescimento animal é importante observar
a interpretagao biolégica dos resultados obtidos com o modelo, do contrario esta-
remos pura e simplesmente fazendo um ajuste de curvas. Devemos procurar obter
parametros com respaldo biolégico, como por exemplo o ponto de inflexao, que no
caso, indica o momento a partir do qual o peso comeca a estabilizar e a partir de

onde procuramos calcular a capacidade suporte.

Nota-se, que pequenas alteracoes na capacidade suporte causam mudancas sig-
nificativas nos parametros, uma vez que sao muito sensiveis a modificacoes. Os
ajustes, em sua maioria, tém melhor resultado quando é fornecido previamente o

valor limite p,, que o peso pode atingir.

Quando trabalhamos com dados experimentais de crescimento animal nos vemos
em situacoes onde necessitamos estimar o comportamento da curva ao longo da
vida de um determinado espécime. Fatalmente, o caminho entre a medida realizada
no individuo, seja ela em seu peso, comprimento, idade, etc., até a solucao obtida
com o experimento/simulacao a partir dos dados, estd repleto de imprecisoes, por
mais cuidado que tenhamos no tratamento destas informacgoes. Como os parametros
sao obtidos através de observagoes e experimentos seria interessante que pudessem
admitir uma "faixa de valores”que considerasse as incertezas presentes no processo

de obtencao desta solugao.

126



Para tentar solucionar este problema e tornar plausivel a solucao obtida através
das simulagoes realizadas, utilizaremos, no capitulo seguinte, como ferramenta de
apoio para trabalhar com as incertezas inerentes a modelagem a Teoria dos Conjun-
tos Fuzzy, que nos permite trabalhar com este tipo de problema de uma maneira

razoavel.
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Capitulo 4

Dinamica Fuzzy
4.1 Introducao

Mizukoshi [18], propoe a utilizagao da teoria dos conjuntos fuzzy para modela-
gem de dinamica populacional como alternativa para a modelagem deterministica.

Considerando um sistema autonomo
'(t) = f(z(t))

onde a condigao inicial é imprecisa, ou seja, ¥qg € E", aborda o sistema de duas
maneiras distintas. A primeira delas consiste em aplicar o principio da extensao de
Zadeh ao campo deterministico determinado por f, obtendo assim um campo fuzzy a
partir do qual sao usados conceitos como a derivada de Hukuhara. A segunda, con-
siste em determinar primeiramente a solu¢ao deterministica ¢, (o) e entao, aplicar o
principio da extensao de Zadeh, obtendo uma solugao fuzzy @(t)(zp). Informalmente,
na primeira abordagem fuzzificamos o problema e, entao, encontramos a solucao,
enquanto no segundo método determinamos inicialmente a solugao classica, e, entao,
fuzzificamos esta solugao [9]. Em particular, optaremos pelo segundo modo, fuzzifi-
cando a solucao obtida através da resolucao classica do modelo de von Bertalanffy

generalizado.
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4.2 Conceitos e definicoes

Ferramentas que incorporam informacoes imprecisas sao fundamentais para a
modelagem. Em particular, a teoria dos conjuntos fuzzy, introduzida pela ma-
temdtico Lofti Asker Zadeh em 1965 [17], é uma ferramenta que pode ser usada
para modelagem de fenomenos envolvendo imprecisoes e subjetividade. Quando
esta subjetividade esta na condicao inicial do problema, denominamos fuzziness de-

mogrdfica, se a incerteza estd nos parametros chamamos de fuzziness ambiental [2].

Nesta secao, vamos definir os conceitos de conjuntos fuzzy e nimeros fuzzy, bem
como alguns resultados necessarios na resolucao de sistemas de equagoes diferenciais

onde os parametros acomodam incertezas.

Definicao 4.1 Um subconjunto fuzzy F em X € caracterizado por uma funcgao
HE - X — [07 1]7
chamada fun¢ao de pertinéncia do conjunto F, onde pp(x) =1 e up = 0 indicam,

respectivamente, a pertinéncia e nao pertinéncia do elemento x em F'.

De acordo com a definicao acima, cada subconjunto classico X é um subconjunto

fuzzy em X, onde a funcao de pertinéncia é a funcao caracteristica do subconjunto.

Um subconjunto fuzzy F' é composto de elementos x de um conjunto classico X,
providos de um valor de pertinéncia a F', dado por ug(x). Podemos dizer que um

subconjunto fuzzy F' de X é dado por um conjunto (classico) de pares ordenados:

F = (z,pp(z)), com z e X.

O subconjunto classico de U definido por
suppF =z € X : pup(z) >0

¢é denominado suporte de F' e tem papel fundamental da inter-relacao entre as teorias

de conjuntos cléssica e fuzzy.
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Usamos a notagao F(R™) para denotar a familia de subconjuntos fuzzy de R™,
onde os a -niveis de um subconjunto fuzzy A de R™ sao dados pelo subconjunto

classico de R" definido por
[A]*={z € R" : psa(z) > a} paratodo «a€l0,1] e

[A]° = suppA.

sdo compactos e nao vazios. Denotaremos por E™, os elementos de F(R)" cujos

a-niveis sdo convexos para todo « € [0, 1].

Definicao 4.2 Seja X = R. Dizemos que um subconjunto fuzzy A em R é um

numero fuzzy quando:
1. existe xg tal que p(xo) = 1;
2. o suporte {x : pa(zx) > 0} = suppA € limitado;

3. o0s a-niveis de A sao intervalos fechados.

Definicao 4.3 O conjunto fuzzy definido pela funcdo de pertinéncia

0 se z<a

r—a
se a<zxz<b
b—a
pa(z) =
c—x
se b<z<e
c—>b

0 se z>c

\

¢ denominado numero fuzzy triangular e satisfaz as propriedades de um niumero

fuzzy.

O gréfico da funcao de pertinéncia de um ntmero fuzzy triangular tem a forma
de triangulo (Figura 4.1). Usaremos a notagao A = (a/b/c) para representar um

nimero fuzzy triangular em que pa(a) = pa(c) =0 e pa(b) = 1.
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Grau de pertinéncia

b
Intervalo real

Figura 4.1: Exemplo de niimero fuzzy triangular (a/b/c).

Observemos que o dominio de pa : [a,c] — [0,1] é multiplicado por uma
constante A, entao obtemos um numero fuzzy triangular AA = (Aa/Ab/Ac) onde

taa(Ax) = pa(x) para todo z € [a, ] [9].

O lema a seguir caracteriza um elemento em FE através dos seus a-niveis.

Lema 4.1 Seja [af,a3], 0 < a <1 uma familia de intervalos ndo vazios. Se
(i) [a$, a3] D [a?, al] para todo 0 < a < 3

e
(i3) lim [a$*, lim a$*] = [a', a$]
1 2 | = 41,0
k—o0 k—o0
onde oy, € uma sequéncia ndo decrescente convergindo para o € (0, 1], entdo a familia
[a$,a5],0 < a < 1, representa os a-niveis de um elemento em E. Por outro lado, se

[af,a8],0 < a < 1 representa os a-niveis de um elemento em E, entao sao vdlidas

as condigoes (i) e (ii).

Definicao 4.4 A extensdao de Zadeh de uma funcao f : R — R € a funcao f tal

que,
sup pa(z) se fH(z) #£ 2
z€f~1(2)
qu(A)(Z) =
0 se f7Hz2)=0

onde A € um subconjunto fuzzy com suporte em R.
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No caso em que f ¢ bijetora temos {x : f(z) = 2} = {f~1(2)}.

Teorema 4.1 Se f : R" — R" ¢ continua, entao a extensio de Zadeh f :

F(R)" — F(R)™ estd bem definida e,

~

LF(]* = f([]*)

para todo o € [0, 1].

Demonstragao: Consultar [2].

~

Aplicando o teorema 4.5 a funcao f(U) = A(U), encontramos []?(U)]O‘ = [MA]* =
A[A]* de modo que multiplicar um nimero fuzzy A pelo escalar A, é equivalente
a multiplicar todos os a-niveis de A por A. Portanto, temos que: x € [A]* se, e

somente se Az € [AA]*, ou equivalentemente p4(z) = pra(Ax).
Extensao do fluxo deterministico

Consideremos o sistema de equagoes autonomas

#(t) = [flx(t))

z(0) = x

(4.1)

Vamos supor que [ : R" — R", satisfaca algum critério que garanta existéncia
e unicidade de solugao. Neste caso, a solugao z(t) do sistema (4.1) é unicamente
determinada pela condicao inicial e o tempo t. Para enfatizar esta relacao, vamos

representar tal solugao por
oi(xg) : Ry x R" — R”

ou seja, wo(ro) = o € ¢y(xo) = f(pi(zo)); a solugao yi(zg) é denominada fluzo

gerado pelo campo vetorial f.

Admitindo que a condigao inicial seja incerta, ou seja, x(0) = zy € E™, entdo

temos um sistema fuzzy associado

(4.2)



Neste caso, a solucao depende de uma condicao inicial fuzzy. A solugao para o
sistema associado (4.2) é definida como sendo a fungao obtida pela aplicagdo do

principio da extensao de Zadeh ao fluxo deterministico (), obtendo assim

©i(Zo) : Ry x F(R") — F(R™).

Pela continuidade de ¢;(zg) com relagdo a condigao inicial z, a igualdade

[20(70)]* = u([70]) (4.3)

¢ satisfeita para todo a € [0,1]. Portanto, a trajetéria determinada por (7o)
consiste de uma familia de trajetérias deterministicas dadas por ¢,. Para cada
T € R", o grau de pertinéncia da trajetéria ¢,(T) em @;(Tg) é igual ao grau de

pertinéncia de T em Iy pois, pelo principio da extensao de Zadeh

1z @0) (21(T)) = sup g, (7) © @u(7) = (T).

A igualdade ¢y(7) = ¢4(T) vale, em particular para t = 0, ou seja, 7 = Z. Logo, o

supremo ¢ tomado em um conjunto unitario, portanto

115,@0) (1(T)) = iz (T).

Para o caso em que T, ¢ um subconjunto fuzzy de E™, entdo temos os a-niveis
de Ty convexos e compactos e, como consequéncia, ¢;([To]*) também é convexo e
compacto para todo « € [0, 1]. Sendo assim, $;(Zy) é um subconjunto fuzzy de E™

para todo t € R.

Se considerarmos o caso em que a subjetividade aparece nos parametros da
funcao f, entao precisamos aplicar a extensao de Zadeh ao fluxo do sistema deter-
ministico

d(t) = [fla(t),b)

z(0) = zo

(4.4)

134



onde o € R" e b € R™ é um vetor de parametros para f. Portanto, adicionando ao

sistema acima as equacoes

B, = 0
by =0 (4.5)
B, = 0

temos um novo sistema de dimensao n +m
() = f(z(t))
b)) = 0 (4.6)

z(0) = (z0,0)
onde o vetor de parametros b aparece agora na condicao inicial. Dessa forma, vol-

tamos ao caso descrito acima onde somente a condicao inicial é fuzzy.

A Figura 4.2 ilustra a solucao fuzzy e a solugao classica para um modelo qual-
quer. Podemos notar que para cada instante t, a solucao fuzzy 7,(X(,,)) pode ser
interpretada como a funcao de pertinéncia a um subconjunto fuzzy, variando no

intervalo [0,1], conforme a proximidade com a solugao classica @;(xg).

k.

Figura 4.2: Comparagao entre a solugio cléssica e a solugio fuzzy.
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4.3 Solucao fuzzy do modelo de von Bertalanfty
generalizado

Consideremos o modelo de von Bertalanfty generalizado apresentado no 2° capitulo

dp

- — Yo

0 ap Bp
p(0) = po

e sua solucao deterministica

((%) . 1) e—ﬁ“—ﬂt] } . (4.7)

Considerando que a capacidade suporte p,, seja incerta, entao os a-niveis da

(([AZ:]“) o 1) e—ﬁﬂ—”t] }117 . (4.8)

Para o caso em que o parametro de alometria v é fuzzy, os a-niveis da solugao

pt(pOaﬂ/‘)/?poo) = Poo {1 +

solucao fuzzy sao dados por

[P1(Poo)]” = [Poo]” {1 +

fuzzy sao dados por

13l =l
(&) 1\ esa-me _ (4.9)
Pec

Retomando a expressao deterministica para po, apresentada no decorrer da solucao

[PV = Poo {1 +

do modelo de von Bertalanffy,

P, B,7) = (%) o

podemos observar que considerar qualquer um dos parametros «, 3 ou ~ fuzzy
é equivalente a tomar p., desta forma, uma vez que sao interdependentes. Por
exemplo, ao tomar o parametro de alometria v fuzzy os a-niveis da capacidade

suporte sao dados por

Pl = (5) o
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Nas solucoes fuzzy apresentadas a seguir optamos por fuzzificar o parametro
de alometria, devido ao fato, ja comentado, de acreditarmos que por este ser um
parametro relacionado a area corporal, talvez seja mais coerente que cada espécime

possua um valor préprio.

Pelo principio da extensdao de Zadeh (Definicao 4.5), para obtermos a solugao
fuzzy do modelo basta fuzzificarmos a solu¢ao deterministica encontrada através da

resolucao classica.

Desta forma, a solucao fuzzy do modelo de von Bertalanffy generalizado aplicado
a camaroes é obtida pela extensao de Zadeh de (4.7), considerando os parametros
referentes a este crustaceo. A Figura 4.3 apresenta a solucao fuzzy do modelo,
considerando o parametro alométrico fuzzy 7 = (0.7400/0.7499/0.7581). Na Figura
4.4 podemos observar a comparacgao entre as solugoes obtidas através das simulagoes

do modelo cléassico e da solucao fuzzy do modelo de von Bertalanfty generalizado.

A escolha da ”curva ideal”, que forneceu os parametros «, 3 e v para o modelo
fuzzy, foi feita a partir da menor diferenca entre os dados de idade-peso fornecidos e
a curva-solucao do modelo deterministico ajustada pelo programa, no caso a curva
referente a simulacao 1. Observada a diferenca entre a capacidade suporte "ideal”e o
maior valor observado nas simulagoes, foi tomado o intervalo p..:(”ideal” — diferenca;
”ideal” + diferenca), considerando que este valor pode conter erros, provenientes do
processo de modelagem e ajuste, calculamos o parametro ~ corresponde a estes

valores a partir de substituicao na expressao

__ log(a/P)

log (pOO) ’

obtida a partir de manipulagao algébrica na expressao da capacidade suporte (2.4).

No caso do camarao, temos: p..(24.2312¢; 30.7260g), resultando no nimero fuzzy

~ = (0.7400/0.7499/0.7581), onde o valor intermedidrio provém da ”curva ideal”.

A solugao fuzzy obtida pela extensdo de Zadeh de (4.7) aplicada a suinos, utili-

zando 7 = (0.9787/0.9794/0.9799), pode ser vista na Figura 4.5.
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Solugdo Fuzzy — Camaréo

10 15 20
Idade (semanas)

Figura 4.3: Solugdo fuzzy do modelo de von Bertalanffy generalizado, considerando os
parametros referentes a simulacao 1 feita para o camarao, com o parametro alométrico fuzzy:

3 = (0.7400/0.7499/0.7581).

Peso (gramas)

30

25

20

15

10

Comparagao entre as simulagdes e o modelo fuzzy

Camarao

10 15 20

Idade (semanas)

Figura 4.4: Comparagao entre as solugoes obtidas através das simulagoes do modelo cléssico e
do modelo fuzzy da solu¢ao do modelo de von Bertalanffy generalizado.

A Figura 4.6 apresenta a comparagao entre as solugoes obtidas através das si-

mulagoes do modelo cléssico e da solugao fuzzy do modelo de von Bertalanffy gene-

ralizado.
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Solugdo Fuzzy — Suino Macho
250 ‘ ‘ ‘ : ‘

200

150
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Idade (dias)

Figura 4.5: Solugao fuzzy do modelo de von Bertalanffy generalizado, considerando os parametros

referentes & simulagdo 4 feita para suino macho, com o parametro alométrico fuzzy: 7 =
(0.9787/0.9794/0.9799).

Comparagao entre as simulagdes e o modelo fuzzy

Suino Macho
250 : : ‘
200 F
__ 150}
2
o
w
[0}
o
100 F
50}
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350 400

Idade (dias)

Figura 4.6: Comparagio entre as solugdes obtidas através das simulagdes do modelo cléssico e
do modelo fuzzy da solugao do modelo de von Bertalanffy generalizado.

No caso das criancas do sexo masculino, a solucao fuzzy obtida pela extensao de
Zadeh de (4.7), utilizando 7 = (0.7340/0.75/0.7623), pode ser vista na Figura 4.7. A
Figura 4.8 representa a comparacao entre as solugoes obtidas através das simulagoes

do modelo cléassico e da solucao fuzzy do modelo de von Bertalanffy generalizado.
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Solugéo fuzzy — Criangas do sexo masculino
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Figura 4.7: Solugao fuzzy do modelo de von Bertalanffy generalizado, considerando os parametros

referentes a simulagao 3 feita para criangas do sexo masculino, com o pardmetro alométrico fuzzy:
7 =(0.7340/0.75/0.7623).

Comparagéo entre as simulagdes e o modelo fuzzy
Criancas do sexo masculino
16 T

Peso (kg)

2 . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Idade (meses)

Figura 4.8: Comparagao entre as solugoes obtidas através das simulagoes do modelo cléssico e
do modelo fuzzy da solu¢ao do modelo de von Bertalanffy generalizado.

Conforme podemos observar nestes exemplos, o modelo fuzzy estima com graus
de pertinéncia em relagao a curva do modelo deterministico, inserindo as variagoes

que de fato ocorrem nos dados reais.
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Se desejarmos um tunico valor real para representar o parametro de alometria
ou a capacidade suporte de cada individuo devemos adotar algum procedimento de

defuzzificacao.

Este é um estudo que faremos com mais detalhes no futuro, podendo trazer
resultados importantes para melhorar e enriquecer nosso trabalho, como a obtencao
de um valor proprio do coeficiente alométrico pertinente a cada espécime. Podemos,
por exemplo, estimar seu nimero "médio”em cada instante t, por meio do wvalor

esperado fuzzy.

A esperanca fuzzy EF do conjunto fuzzy P(T',t) é dada por

EF[P(T',t)] = sup minfa, u{P(7y,t) > a}],

0<a<1
onde p {7y : P(v,t) > a} é uma medida fuzzy do conjunto cléssico a-nivel de P(v,t) =

[P, )]

Assim, segundo Barros [13], para cada t, a fungao H(«), cujo ponto fixo é o valor
EF[P(T,t)], é dada por:
H(a) = p{y: P(y,t) 2 a} = p(V)dP =1—p{y: P(y,t) <a}.

[P(v,t)]>

Observemos que H(0) =1e H(1) = 0.
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Conclusao

Neste trabalho apresentamos aplicagoes do Modelo de von Bertalanffy gene-
ralizado a diversos espécimes animais. Conforme esperado, o modelo mostrou-se
adequado para relacionar peso e idade, principalmente por possuir parametros com

interpretacao bioldgica.

A interpretacao bioldgica dos parametros tém fundamental importancia para
ressaltar caracteristicas relevantes do crescimento, como por exemplo o parametro
de catabolismo (3, que mede o gasto energético do animal. A conjectura inicial
de que haveria um padrao metabdlico por classe animal nao se verificou, porém
ao considerarmos (3 variavel em relacao ao tempo ¢ no decorrer desta verificacao,
foi possivel estimar o comportamento metabdlico individual de cada espécime, bem

como notar a ocorréncia de tendéncias em comum para animais de classe distintas.

Vale observar a importancia da particularidade apresentada por cada indviduo
em relagao ao parametro alométrico v. Em um trabalho futuro deve-se estimar a
varicao deste parametro para cada espécime, conforme realizado com o apoio da

teoria dos conjuntos fuzzy na segao 4.3 para camarao e suino macho.

Uma possibilidade interessante, nao tratada neste estudo, que o modelo de von
Bertalanffy, juntamente com a relacao alométrica inerente a cada animal, permite é

estimar a idade do individuo a partir de pares de dados de comprimento e peso.

Conforme visto no tltimo capitulo a solucao fuzzy do modelo estima com graus
de pertinéncia em relagao a curva do modelo deterministico, inserindo assim, as va-

riagoes que de fato ocorrem nos dados reais e no decorrer do processo de modelagem,
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imprimindo maior confiabilidade a solucao obtida.

Uma vez que a qualidade do ajuste de um modelo a uma espécie animal é, entre
outros fatores, dependente do niimero de pares de peso e idade avaliados, do sexo,
da raca, do manejo e da idade do animal em que os ultimos pesos sao obtidos,
a expectativa é de que as estimativas de parametros obtidas neste trabalho sejam
usadas como valores iniciais em situacoes especificas daqueles que a utilizarem, bem

como em trabalhos futuros.
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