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Resumo

Neste trabalho apresentamos resultados de existéncia de solugdes de cer-
tos modelos matemdti-cos de problemas de solidifica¢do de materiais puros.
Estes modelos utilizam o chamado método da entalpia (isto é, a fungéo en-
talpia € indicador de fases do processo) e levam em conta tanto a condugio de
calor no material quanto a possibilidade de processos convectivos nas regides
nao sélidas.

Eles sao constituidos por um sistema de equacdes (inclusGes) diferenciais
parciais ndo lineares, uma das quais descreve o balango da energia térmica
em todo o material (envolvendo pois a conducio de calor e a liberacéo ou
absorcao de calor latente em mudancas de fases) e estd acoplada a equagdes
que descrevem o fluxo do material e que séo validas apenas na regides nao
solidas e, portanto, a priori regides desconhecidas. Estas tltimas equagOes
sao do tipo de Navier-Stokes, modificadas adequadamente por um termo do
tipo Boussinesq que leva em conta os efeitos termoconvectivos e um outro
termo do tipo Carman-Koseny que controla o fluxo do material nas chamadas
zonas mushy.

Para obtermos soluces generalizadas de tais sistemas, tanto no caso de
evolugdo quanto no caso estaciondrio, procedemos da seguinte forma: con-
sideramos inicialmente uma sequéncia de problemas aproximados, fazendo
uma regularizagio adequada do problema original; a idéia central é a de mo-
dificar de tal modo que nos problemas aproximados as equagdes do tipo de
Navier-Stokes passam a ser vdlidas em toda a regifio do material. Analisamos
cada um destes problemas aproximados aplicando argumentos de ponto fixo,
e também um método semi-Galerkin no caso de evolugio, e obtemos uma
sequéncia de solugbes aproximadas. A seguir, usando argumentos de com-
pacidade, passando ao limite nas equacdes aproximadas, obtemos solucoes
generalizadas dos problemas originais.




Abstract

In this work we present results of existence of solutions for some mathematical
models of solidification problems of pure materials. These models use the so
called Method of enthalpy{that is, the enthalpy function is an index of the
process phase) and these take into account both the heat conduction on the
material and the possibility of convective process on the nonsolid regions.

These models are formed by a system of nonlinear partial differential
equations (or inclusions). One of them describes the balance of the termal
energy on the whole material (involving the heat conduction and the expel
or absorption of latent heat in phase changes) and it is coupled to equations
which describe the flux of material. These equations are only true in nonsolid
regions, thus apriori unknown regions. This kind of equations are of Navier-
Stokes type but precisely modified with a Boussinesg-type term, which car-
ries the thermoconvective effects, and another term of type Carman-Koseny,
which controls the material flux on the so called mushy zones.

To obtain generalized solutions for such systems, in the evolution case
and the steady state case, we work in the following way: we initially consider
a sequence of approximated problems doing an appropriate regularization
of the original problem. The main idea is to modify the problem in such
a way that the approximations to the Navier-Stokes-type equations will be
true on the whole region of the material. We study each one of these approx-
imated problems applying fixed-point arguments, and also a semi-Galerkin
method for the evolution case. Thus, we obtain a sequence of approximated
solutions. Next, by using compactness arguments, we can take limit to the
approximated equations and we can obtain generalized solutions of the orig-
inal problems.
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Introducao

A compreensdo dos processos de mudanca de fase de materiais, em parti-
cular aqueles correspondentes a processos de solidificagdo/fusao que sao os
de interesse neste trabalho, sempre foi crucial para o desenvolvimento tec-
nolégico da humanidade e, por isso, desde a antiguidade eles tém sido cuida-
dosamente estudados. Contudo, a complexidade dos fendmenos envolvidos
e o grau de dificuldades da realizacio de experimentos tém sido de tal or-
dem que a modelizagdo matematica adequada de tais processos tornou-se um
passo fundamental para que progressos futuros possam ser feitos. Entretanto,
esta mesma complexidade foi a responsdvel que somente no final do século
XIX fosse possivel iniciar o estudo matematico de tais problemas quando J.
Stefan, formulou pela primeira vez o problema de encontrar a distribuicao
de temperatura e a evolucdo da frente de resfriamento em um processo de
solidifica¢do/fusdo unidimensional.

Atualmente a metodologia de Stefan é empregada no estudo de fenémenos
bastante complexos, tais como mudancas de fase em ligas, e outros, gerando
problemas matemadticos que recebem o nome de Problemas de Stefan. A
suposigao basica de tal metologia é a de que as regides de transicio entre as
fases sdo muito finas, de tal modo que possam ser consideradas como superfi-
cies (regulares) separando os estados do material. Estas regides de transi¢éo
sao chamadas de interfaces e a suas localiza¢tes fazem parte das incognitas
do problema. Nestes modelos as equacbes que governam as variaveis ter-
modindmicas, tais como temperatura e/ou concentragao, sao baseadas nos
principios de conservacao e formuladas de maneira independente em cada
fase, isto é, elas sdo obtidas de forma independente em cada lado da in-
terface. Além disso, é imposta uma condi¢do na interface, que expresa a
conservagao da energia e que é chamada de Condi¢do de Stefan. Problemas
de Stefan podem ser modificados, contemplando outros efeitos efeitos fisicos
tals como os convectivos e os causados pela tensdo superficial; estes Ultimos
sao tratados através de uma condicao chamada de Gibbs-Thomson (veja, por
exemplo, Caginalp e Xie [11]). Mais detalhes sobre os problemas de Stefan
podem ser encontrados, por exemplo, em Alexiades [3] e Rubinstein [39].

Embora ainda hoje a metodologia de Stefan seja extremamente impor-
tante, sendo muitas vezes a primeira a ser empregada no estudo da incor-
poracao de novos aspectos fisicos ao problema, e também para comparagao
com outras metodologias e identificacdo de alguns de seus pardmetros, ela
tem algumas limitagdes: em muitas situages a hipétese fundamental de que



as regioes de transi¢do sejam finas ndo é verdadeira, aparecendo no corpo
do material regides chamadas mushy. Além disso, em tais regides podem
ocorrer, e serem importantes, processos fisicos distintos daqueles do resto do
material. Também, do ponto de vista pritico, quando se realizam simulagdes
numéricas em problemas multidimensionals, a complexidade das interfaces
pode se tornar tais que mesmo técnicas especializadas de localizacdo numeérica
de interfaces, como front-tracking e outras podem nao ser exequiveis.

Para tentar suplantar tais deficiéncias, outras metodologias de obtencao
de modelos permitindo interfaces complexas, com espessura (e eventualmente
uma estrutura interna), foram desenvolvidas: o método do campo de fase
(phase-field) e o método da entalpia. Ambos, identificam interfaces como
superficies de nivel de certas funcoes auxiliares.

Os modelos baseados no método do campo de fase postulam a existéncia
de um parametro de ordem, isto é uma funcao incognita extra chamada
campo de fase, a qual, pelo valor em um certo ponto, indica a fase do material
naqguele ponto; geralmente —1 e 1 sdo usados para indicar respectivamente os
estados solidos e liquidos. As "interfaces” entre as fases sdo as regides onde
os valores do campo de fase estdo entre —1 e 1. As equag0es para o campo
de fases podem ser obtidas como equacdes de Euler-Lagrange associadas a
um funcional de energia para campo de fase (funcional de Landau-Ginzburg).
Uma das vantagens desta metodologia é a possibilidade de representar efeitos
dificeis de modelar com a metodologia de Stefan, tais como superresfriamento
e superaquecimento. O primeiro modelo de campo de fase para mudanca de
fase sélido-liquido de um material puro foi proposto por Langer [30]. Um dos
principais investigadores desta metodologia é Caginalp (veja, por exemplo,
), [9], [10], 1))

Qutra metodologia existente para estudar os problemas de mudanca de
fase é conhecida como o método da entalpia, a qual pode ser interpretada
basicamente como uma formulacdo fraca do Problema tipo Stefan que in-
corpora a condicdo da interface, com a utilizagdo dos valores da variavel
termodinamica entalpia para determinar as fases do material. Nesta for-
mulagio fraca nao existe nenhuma suposi¢io relativa i natureza da interface
solido-liquido, a qual pode ser uma superficie regular ou uma zona mushy
qualquer. A “interface” pode ser cousiderada, por exemplo, simplesmente
como 0 conjunto de pontos onde a entalpia toma valores entre 0 e L, onde
L é o calor latente do material. Como foi dito anteriormente, uma vantagem
deste método é que ndo é necessirio supor regularidade da interface, o que
faz que ele seja também Gtil na implementagao de solucdes numeéricas de
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problemas de mudanca de fase (veja, por exemplo, Voller [46], [48], e White
[56]. Uma desvantagem deste método é a dificuldade de incorporar condigdes
especiais na interface, tais como os efeitos de superresfriamento.

Qutro aspecto importante deste tipo de problema é que para simplificar
a analise a maioria dos estudos considera que os materiais envolvidos nao se
movimentam durante o processo, independentemente da metodologia ado-
tada para descrever as fases. Entretanto, em muitos casos importantes,
ocorre tal movimentacdo devido a efeitos térmicos, principalmente nas regioes
nao sélidas, o que pode afetar consideravelmente a propagacio das interfaces.
A andlise matematica destes casos € consideravelmente mais dificil, mas a
importancia da questao tem atraido vérios pesquisadores para o estudo dos
efeitos convectivos em problemas com mudanga de fases nos ltimos anos.

Exemplos destes estudos sdo os trabalhios de Cannon e outros [12], [13],
Collis [17] e Mullis [35], utilizando a metodologia de Stefan. Com a metodolo-
gia do campo de fases, podemos citar por exemplo os trabalhos de Kobayshi
[25], Vaz [44], Wheeler e outros [53], [54]e [55]. Utilizando o método da en-
talpia, os trabalhos de DiBenedetto and O’Leary [20], O'Leary [36], Blanc e
outros [53] e Voller e outros [50, [31] consideram diversos aspectos particu-
lares de efeitos convectivos. Em [20], é considerado um modelo de condugao-
convecgao o qual é constituido por uma equacao do balanco térmico acoplada
as equagdes de Stokes (isto é, supde-se que o termo ndo linear convectivo é
desprezivel}; [36] estuda o comportamento da entalpia na zona mushy em
uma situacio em que a velocidade de fluxo do material é suposta conhecida;
5] estuda o caso de solidificagio de ligas bindrias com convec¢do no caso
estaciondrio, utilizando uma equagéo do tipo Navier-Stokes modificada para
tratar os efeitos convectivos.

Neste trabalho estaremos interessados em um modelo matematico, tanto
no caso estacionario quanto no de evolugdo, para um problema de mudanca
de fases solido/liquido de um material puro, admitindo a possibilidade de
fluxo de material na fase nao sélida.

Tal modelo adota uma metodologia do tipo entalpia para descrever a mu-
danga de fases compartilhando aspectos dos trabalhos mencionados anterior-
mente € que usam a mesma metodologia. Ele é constituido por uma equacao
diferencial parcial ndo linear que descreve ¢ balanco de energia térmica em
todo o material como no trabalho de O'Leary [36]. e que leva em conta tanto
a conducdo do calor quanto a absorcdo ou liberagio do calor latente, acoplada
a equacOes do tipo Navier-Stokes que governam o movimento do material na
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fase n&o sélida, com termos adicionais; um deles leva em conta a termocon-
veccao {assumindo uma aproximacao do tipo Boussinesq), e outro, que con-
trola o fluxo nas zonas mushy, é do tipo Carman-Koseny, como nas propostas
de Blanc e outros [5] e Voller e outros [50], [51]. O termo de Carman-Koseny
depende da fracdo sdlida do material, f;, a qual assumiremos ser fungao
conhecida dependendo unicamente da entalpia, isto é, f; = f,{w).

Passemos a uma descricdo matemdtica mais precisa dos problemas a
serem estudados.

Sendo € um dominio limitado em RY, N = 2,3, onde ocorrem 0s pro-
cessos fisicos nos quais temos interesse, procuramos funcoes v, 8, w e p,
representando respectivamente a velocidade, a temperatura, a entalpia e a
pressdo no material, que sejam solucbes do seguinte sistema de equacdes
(inclusoes} diferenciais parciais ndo lineares:

%—AK(Q)—?—@-V& = 0 em Qx(0,7),
w € B(8) em Qx(0,7),
6 = 0 sobre 90 x (0,7},
w(z,0) = wy(z) em Q,
3 ; ©
{5~ Avt (o Vo +Vp—F(6) © ~J(A(30))v em Qe
dive = 0 em ém[;
v = 0 sobre X,
v(z,0) = vz} em Quy (0),
| v = 0 em .

Aqui 0 < T < oc é o tempo méximo de interesse no problema. Além disso, as
zonas solida, liquida e mushy sao definidas em termos da entalpia w respec-
tivamente como os conjuntos: Qs = {{z,7) € @ x [0,7]; w(x,t) <0}, @ =
{{z,t) € Ox[0,T]; w(z,t) > L}, Qm = {(z.t) € Ox[0,T); 0 < w(z,t) < L}.
A regido nao-sélida, em cujo interior pode ocorrer movimentacgao do material
e onde vale o segundo conjunto de equacdes acima, é a regido definida por

Qi =R UQ ={{z,t) e A x [0,T}; 0 < w(z, t)}.
No sistema acima, L.y denota a fronteira lateral de Qny e Solmz (0) = {z €

Q; 0 < welz)}.

Os termos que aparecem no sistema tém os seguintes significados fisicos:
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K{(s) é uma func¢do conhecida que descreve o quociente entre a condu-
tividade térmica e o calor especifico do material; 5(s} é uma multifuncio
também conhecida que descreve a relagio entre a temperatura e a entalpia
(ela é um grdfico mondtono crescente com um salto que depende do calor
latente do material L na origem e serd melhor descrita posteriormente); 85 é
uma dada distribui¢io de temperatura na fronteira da regiao

O termo F{#) é aquele que leva em conta os efeitos termoconvectivos na
regiao nao sélida. Uma aproximacdo do tipo Boussinesq comumente usada
nestes casos é F(f) = Cp(d — 6,)g, com C uma constante, p a densidade
média do fluido, 8, uma temperatura referéncia e § a forga da gravidade. Em
nosso trabalho consideramos um caso mais geral para F(#}, assumimos que
F é Lipschitz de R em RY e sem perda de generalidade que F(0) = 0.

O termo correspondente ao termo do tipe Carman-Koseny é J(f,)v. Ob-
servamos que ele afeta as equacdes do momento linear na zona mushy.

A analise da existéncia de solucées generalizadas do problema de evolucao
acima sera o tema do Capitulo 2 do presente trabalho. Devido as dificuldades
técnicas inerentes ao problema, seremos capazes apenas de provar a existéncia
de solugdes em um sentido bem fraco a ser detalhado no Capitulo 2. Isto
levard a uma discussdo sobre a prépria validade do modelo considerado e ao
levantamento de algumas conjecturas de carater fisico, e ainda de carater
precario, que poderiam explicar a questao.

Por razdes técnicas que serdo oportunamente explicadas, a existéncia de
solugbes para o problema estacionario correspondente ao problema anterior
nao pdde ser estabelecida com as técnicas utilizadas na Capitulo 2.

Entretanto, pudemos estabelecer a existéncia de solugbes estaciondrias
generalizadas de um outro modelo que pode ser interpretado matematica-
mente como uma regularizagdo do anterior. Em termos mais precisos e
utilizando as mesmas notacdes anteriores, no Capitulo 3 estudaremos as
equacdes estaciondrias correspondentes ao sistema de equagdes (inclusdes)
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diferenciais abaixo:

p Hw
«»é?»t‘i—azswwa;{(e)w-ve = 0 em Ox(0,T),
w C B() em Qx(0,T},
f = 85 sobre 9Q x (0,7,
w(z,0) = wylz) em £,
Ov °
$ S A (o Ve Vp - FO) C ~JUA(BE) em Q.
divv = 0 em éml:
v = 0 sobre X,
v(z,0) = uvo(z) em Qm (0),
L v = 0 em @,

onde o > 0 é uma constante e o termo aAw corresponde & regularizagao
matematica aludida anteriormente. Observamos que a primeira equacao pode
ser interpretada fisicamente como aquela que € obtida assumindo que o fluxo
de calor é —aVw — VK(6), isto é, ha um termo proporcional ao gradiente
da entalpia, ao invez de apenas um termo dependente da temperatura, como
¢ mais usual.

Assim, o problema estaciondrio que efetivamente estudaremos serd o de
achar funcdes v, 8, w e p, representando como antes respectivamente a ve-
locidade, a temperatura, a entalpia e a pressio do material e tais que:

,

—aAw — AK{#}+v- V8 = 0 em
f = 65 sobre 9Q,
w S B(0)
! ~Av+ (v Vvt Vp—F(8) C ~J(f(360)) em O,
dive = 0 em 57;,11,
v = 0 sobre 9m,
v = 0, em {ozs.

h

Neste problema as regides sélida, liquida e mushy sdo definidas como
Qo={zecQ:wk) <0}, Y ={reQ:wz)>L},Qn={zel:0<
w{z) < L}.

A regido ndo-sélida no interior da qual pode ocorrer o movimento con-
vectivo € agora:

D =0 U ={z€Q:0 < wz)}

Vi



As andlises dos problemas anteriores seguem um padréo comum:

Para provar a existéncia de solucbes, o primeiro passo é a utilizacao de
uma técnica similar & introduzida no trabalbo de Blanc e outros [3], para
definir uma sequéncia de problemas aproximados usando um parametro que
tendera a zero para recuperar o problema original. Chamaremos tais proble-
mas de problemas regularizados. Estes problema aproximados sdo definidos
de modo a podermos considerar as equacdes do tipo Navier-Stokes vélidas
em todo o dominio e ndo sémente na regidao nao-solida, que ¢ a priori desco-
nhecida, como no problema original.

A seguir, utilizaremos técnicas de ponto fixo (Leray-Schauder) de opera-
dores adequados para obter solucbes de tais problemas aproximados. Neste
ponto da argumentacdo, no caso do problema de evolucdo, utilizaremos um
método semi-Galerkin e utilizaremos fortemente os resultados de O'Leary
[36]. No caso do problema estaciondrio, seguiremos uma argumentacao seme-
lhante & de Blanc e outros [5], utilizando, entretanto, espacos funcionais
diferentes.

Finalmente, utilizamos argumentos de compacidade (passagem ao limite)
para obter solucdes do problema original como limites de subsequéncias das
solugdes aproximadas obtidas no passo anterior.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 1, des-
creveremos as notagdes e os espagos funcionais que serdo usados no deco-
rrer do trabalho; para facilidade de referéncia enunciaremos também algu-
mas proposicoes e teoremas que serdo utilizados em varios argumentos dos
capitulos posteriores. No Capitulo 2 provaremos a existéncia de solu¢do gene-
ralizada do primeiro probiema de evolucio descrito anteriormente, enguanto
que o Capitulo 3 serd dedicado & provar a existéncia de solugdo para o pro-
blema estacionario.

Ressaltamos que, para facilitar a leitura do trabalho, procuramos escreve-
lo de tal forma que os Capitulos 2 e 3 possam ser lidos de forma basicamente
independentes.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo descreveremos as notagdes e os espagos funcionais que serdo
usados neste trabalho.

1.1 Notacgoes e Espacos funcionais

Ao longo deste trabalho usaremos as seguintes notagoes:

Q) denotard um aberto limitado do R com medida de Lebesgue |Q] e
fronteira 0f2.

@ representara o cilindro @ x [0, T

¥ = 90 x (0,T) denotara a superficie lateral do cilindro Q.

g \" .
V= ( 3 ) denotara o operador gradiente.
i =1

N
& .
D= Z 2 denotard o operador laplaciano.
i=1

T

div = V- é o operador divergente, assim, para uma funcdo vetorial

N
- - Lo Oy
T = {uy, .., uy) tem-se div @ = V.4 = E 3

8$i

izl




[

T : Y/ ou?
o] = E :Cf e |Vu| = ( (8 ) ) sao as normas euclideanas
=] =1

de z € RV e do vetor gradiente.

N
(d- V) é o campo vetorial com i-ésima componente E Uj

aui
al'j )

j=1
Precisaremos também dos seguintes espagos funcionais:

C™{£1} é o espago das fungbes com todas as derivadas de ordem < m
continuas em Q (m inteiro ou m = o).

C§(€1) é o espaco vetorial das funcbes em C{2) com suporte compacto
em (1.

D'(Q) é o espago dual de C°(Q).

Uma funcio f é chamada de uniformemente Holder continua com expo-
nente « em ) se a quantidade

[.ﬂa,ﬁ = sup 'f(ﬂ?) - f(y)|1

0<a<l,
sye 2y T = Y[®

é finita, e f serd chamada de localmente Holder continua com exponente « em
(2, se f & uniformemente Holder continua com exponente « sobre subconjun-
tos compactos de €. No caso o = 1, a fungdo é chamada de uniformemente
Lipschitz continua.

Se k ¢ um inteiro ndo negativo, os espacos de Holder C*<(Q)(C*<(Q)) sao
definidos como os subespacos de C*(Q}(C*(Q)), das funcdes cujas derivadas
parciais até de ordem k& sio uniformemente Holder continuas
(localmente Holder continuas) com exponente o em 2.

Por simnplicidade escrevemos

CD’Q(Q) = C%(0), C’O?"‘(ﬁ) = C“"(ﬁ),
e também denotamos

CHQ) = CHQ), CH@) = CHQ).
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Denotamos Cp*(R), o espago das funcdes de CF(S2) que tem suporte
compacto em 2
Sejam

[Fleon = [D" flon = sup Si{lzp |IDAfl, k=1,2,..
|Bl=k

{ﬁk,a;ﬂ = [Dkf]a;ﬂ = !SBUBC{DBJC]&;Q

Com estas seminormas. definem-se as normas

k k
Flosay = D _flsoa=>_ 1D flon
7=0 =0

]f‘ckla(ﬁ) = U]Ck(ﬁ) -+ [f}k,a;ﬂ = !fEC‘f(ﬁ} + [Dkf]a;ﬂ

sobre os espagos C*(Q) e C*(0]) respectivamente. Com estas normas os

espacos CF{(Q) e C*2(1)) sdo espacos de Banach.

L¥{Q) é o espaco de Banach das (classes de) fung¢des u(z) de 0 em R
mensuraveis {no sentido de Lebesgue} e ¢g—integraveis (¢ > 1) cuja norma é
dada por

z

g = (/ Iu(z”%)a (1<g<o0)
[uloo, = €55 Sup Ju(z)| (g = 0).

O espago L*(Q2) é um espaco de Hilbert com o produto interno dado por:

(u, U}Q:/Qu(:z:)v(x)dx.

L} .(§2) é 0 espago das funcdes u € L9(€Y'), para todo dominio limitado €'
tal que 0 cQ

L3 (S2) é o espago das fungdes u € LI(Y), para todo dominio limitado
&Y c Q. E claro que para  limitado tem-se LE (Q) = LYD).

W4(2) é o espago de Banach {com | inteiro) das fungdes u(z) em LI(£2)
com derivadas generalizadas (no sentido usual} de ordem < que pertencem



a L)) e cuja norma ¢é dada por

ulwiain) = Z

{
Ik ‘
iD U a0

F=0 k=j

No caso particular ¢ = 2 denotamos WH(Q) = HY{Q)

W,’é:G(Q) denotard o fecho de Cg°(Q) em WH(Q). Como caso especial para
g = 2 denotamos Wé’g(Q) = H(Q).

W 1—é=9(ag) ¢ 0 espago de tracos com a norma

hgwl‘“éﬂ(m; = mf {[ulwl,q(g); U=y sobre BQ}

Da mesma }forma, quando 0f2 é suficientemente regular, podemos definir
o espaco W*9(90). No caso ¢ = 2, denotamos W*~32(80) = HF3(99)
( Para mais detalhes ver Adams [1]).

No caso dos espacos das fungdes vetoriais com N componentes n0s espacos
emunciados acima , usaremos a notagao C°(Q)Y, LI(Q)Y, WPI()Y e supo-
mos que eles sio equipados com a norma do produto usual (exeto C{)V
que nao é um espago normado).

Para os resultados associados as equagdes de Navier-Stokes, necessitare-
mos lembrar as defini¢des dos seguintes espagos:

V{Q) denotard o espago das fungdes u(z) em C°(Q)Y com divergente
nulo.

H () representa o fecho de V(1) em L2(Q)7.
V(Q) representa o fecho de V() em H}(Q).

Quando 9Q é Lipschitz-continua, os espacos H(Q2) e V() podem ser
caracterizados por:

HQ) = {fuc Q)Y divu=0, em O wv=0, sobre 90}
V) = {ue HA(DY; divu=0, em Q},

onde v é a normal unitdria externa de J€1.



O espago V(Q) é equipado com o produto interno {, Jyq) € norma |- fvn,
dados por:

(’U‘} U)V(Q) = / Vu-Vu
Y]

lulv (o= ]V’USJQQ

O espaco L2(Q)" pode ser decomposto segundo a descoposicao de Helmholtz
CoOmo:

L2y =HQ e H,
onde K )
H* = {ue LM, u=Vq, ¢ I*(Q)}.

Para funcoes vetoriais u, v, w adequadas, define-se

e valem as seguintes propriedades:

Blu,v,v) = 0, Vue V(Q), ve Hi( )N nI¥ ()Y
B(u,v,w) = —Blu,w,v), Yu € V(Q), v€ H{M " n LYY

Se u é funcao vetorial, v e ¥ sdo funcdes escalares, entdo pode-se definir

@) 2/ 6333 z)y(z)de

e vale 0 seguinte
blu. 0, ¢) = 0. Yu € V(Q), ¢ € Hy(Q)n L¥(Q).

As informacdes anteriores, e muitas outras, podem ser encontradas por
exemplo em Temam [43] e Ladyzenskaja [27].

Sejam agora B um espaco de Banach e 1 < ¢ < oc.

L7(0,.T; B) é um espaco (de classes de funcoes iguais q.t.p.) de funcoes
mensurdveis {no sentido de Lebesgue} f definidas em {0, T) com valores em
B e tal que | f(t)|z € L7(0,T).

[WhE



O espago L9(0,7: B) com a norma,

: :
|fleeprsy = (‘/0 §f(t)§%dt>

\fleorBy = ess sup [f(t)]p,
0<i<T
é um espaco de Banach.
C([0,T7}; B) é o espago das fungbes continuas de [0,T] em B equipado com
norma

|flcqoriey = sup [f(t)] 5
(0.7]
O espaco C([0,T]; B) é denso em L4(0,T; B) para 1 < ¢ < cc.
Como casos especiais temos os espacos LY(0,T; L*({2)} que denotamos
também LPP(Q) que é o espago de Banach das (classes de) fungdes f(z,t) de
() em R mensurdveis (no sentido de Lebesgue) cuja norma é dada por

1

T AN
1flm<0,»p;m<m=|f%q,m:( f ( / rf(:c,t)r%:c) dt) C epz ).

No caso p = ¢ usamos a notacdo L9(0, T, L)) = L9(Q).

1.2 Resultados Auxiliares

Nesta secdo enunciamos alguns lemas que usaremos no decorrer deste tra-
balho.

O resultado seguinte é o teorema de Arzela-Ascoli e pode ser encontrado
em Royden [38], p. 169 (veja também Friedman [22], Teorema 3.6.4, p. 112).

Lema 1.1 Seja F uma familio equiconiinua de funcées de um espago topoldgico
separdvel X para um espago métrico Y. Seja {fn} uma sequéncia em F tal
que para cade © em X o fecho do conjunto {f.{z) : 0 < n < oo} seja com-
pacto. Entdo existe uma subsequéncia {f,, } que converge pontualmente para
uma funcdo continua [ e a convergéneia € uniforme sobre cada subcongunto
compacto de X.

O proximo resultado pode ser encontrado em Ladyzenskaja( [29], p.201,
caso particular do Teorema 14.1}



Lema 1.2 Sejo

N N

d
Lu = Z a—xi(aijuzj + au) + Z by, +cu = f +
f==l

1,7=1

N
o,
qaml 63:1-’
onde L é um operador uniformemente eliptico. Sejam a, b, f € L),
ce LIQ) para g > N, e 6 reqular. Se u € H'(Q)) € solucdo generalizada
da equacdo acima , esssup lu(z)] < M < oo e u/sn € CH(0Q), entdo
Q

u € C%(Q), para algumn o € (0,1] e
lulca(ﬁj <C,
onde C' € uma constante que depende de g, |uly o, [ulcsan) € £,

Enunciamos agora o teorema de ponto fixo de Leray-Schauder (casc espe-
cial), que pode ser encontrado em Gilbarg-Trudinger [23], p. 280, Teorema
11.3.

Lema 1.3 Seja B um espaco de Banach e seja T : B — B uma funcdo
continua e compacta (a imagem de conjuntos imitados tem fecho compacto).
Suponhamos que existe uma constante M tal gue

lzjp < M

pare todo x € B satisfazendo © = ATz, com A € [0,1]. Entdo T tem um
ponto fizo.

O resultado seguinte pode ser encontrado em O'Leary [36], p. 3, Proposicéo
2, onde o enunciado ¢ dado de maneira ligeiramente diferente. Aqui acres-
centamos ao enunciado algumas das estimativas que O’Leary obteve durante
a demonstracao da Proposicio 2, pois elas serfio importantes para os nossos
argumentos.

Lema 1.4 Seja & C RY, com N > 2 um dominio limitado com fron-
teira 9§ regular, sejam 3 um grdfico estritamente crescente com um passivel
salto na origem tal que 5(0) = [0,1], 0 < Bo < 8's) < 5y, ses £ 0
e K(s) uma funcdo mondtona continua, diferencidvel fore da origem, tal
gue K{0) =0, 0 < Ky < K'(s}) < Ky, se s # 0, e sejaT > 0. Seja
ve L0, HH{Q))NL>(0,T; L*(Q)), com divergente nulo no sentido fraco,

f



seja g € L*(0,T; W'%’Q(SZ)) N L®(Q) e suponhamos que wy € C*(Q) e uy =
S Hwy). Entdo existem fungées w € L®(Q) N L*(0,T; HY{(Q)) e w C B(u)
tais que

wy, — AK(uj+v-Vu = 0, fraco em Qx (0,T)

u = g, sobre ¥
'UJ(‘O) = 1wy, em Qt
‘ 1
|ul=(o) < E“(m(m;{lwﬁlfﬂo(mvJSIIQILOC(Q} +L}) (1.1)
Do
lul 20, < C, (1.2)

onde C € uma constante que que depende apenas de |wolre(qy, 19lrog) €
|v] oo 0,25(0))-

Observagao 1.5 Faremos a seguir um resumo da prova do Lema 1.4, con-
forme O’Leary [36], p. 8, Proposicio 2, considerando aqueles aspectos que
serdo dteis para o desenvolvimento do nosso trabalho.

Resumo da prova do Lema 1.4:
Sejam € > 0 e 3., K., aproximacdes suaves de 5 e K respectivamente,
tals que

B(0)=0,  0<h<H6)<T, (13
K.(0) =0, 0< Ko < K!(s) < K. (1.4)

Supomos também que [3,(s){ < 5;, para [s| > ¢ e que [B(s)] < Bils|+ L
para cada s. As convergéncia das fungbes J. e K, sdo no seguinte sentido

B¢ — 3, uniformemente em R\ {0},

K. — K, uniformemente em R.

Seja ve aproximacao solenoidal suave de v, por exemplo v, = f. % v,

felr) =€V f(%), com

ﬂnx{eTﬁ:%wwn

0, se || > 1.

8



Seja g. € uma aproximacio suave de g tais que
ge —> g, em L*(0,7; HYQ)).
. - T . .
Seja h = o n & N, e consideremos a familia de problemas

! —wi™h) = AK (W) + 0l Vul =0, i=12.,n-1 (L5
(i-+13h

vi(z) =+ [37 " velz, 5)ds (1.6)

ul/an = fz(zﬁl)h ge(z, 8)ds (1.7)

':5E(u€), i=1,2,...,n—1 (1.8)

w? = w C Blug) (1.9)

Para € e i fixos, (1.5) ¢ uma equacio eliptica quase linear para w! = 5.{u?).

Pela monotonia de K, e Fe e o principio do méximo (veja [29], capltulo 381}
temos

sup [we] < maz{ sup |Bc(ge)].sup jwit} (1.10)
) BQx{0.T) a

Para 1 <7 < n —1. Por [23] (Teorema 15.11, Teorema 6.19) tem-se a exis-
téncia de solugdo classica w! € C*(Q) para cada € e i, logo, as mitacdes dos
dados iniciais e de fronteira implicam, por {1.10) que {w!|r=qy € lullz=(n)
sdo limitadas uniformemente com respeito a € e 1.

T
Para cada h = — e i =1,...,n — 1, definem-se as funcdes:

n

ucp{z,t) = ul(z), se ih<t<(i+1)h (1.11)
wep{z, t) = wi(z), se th<t<(i+1)h (1.12)
ver(m,t) = vi(z), se ih <t < {(i+1)h. (1.13)

Como (1.5) vale no sentido cldssico, multiplicando por hu!, integrando sobre
(1 e somando, obtém-se

T
/h /ﬂ!v’“e,hlzdﬁﬁdt < C, (1.14)

onde €' é uma constante que depende de [v|zw(o a1, [Wolrem). |9]L=(0) €

mw(o'rwz« (g s € independente de € e h.

Para obter as estimativas para |u|ie(g) e [ulr20 7m0y na forma como
elas estao apresentadas no enunciado do lema anterior, e as convergéncias que

9



vamos precisar no nosso trabalho, é necessiria uma adaptacio (trivial} da
demonstracio da Proposicdo 2 de O’Leary [36]: basta tomar as aproximagoes
construidas em (1.11) e (1.12), acrescentando que

e p (7, 1) = ug{z), se 0 <t <h (1.15)

Wen(,t) = wolz), se 0 <t <h, (1.16)

e é como vamos considera-las daqul pra frente. Destacamos também que
com estas extensdes, obtemos uma melhoria na condicio inicial (ja ndo em
sentido fraco). O’Leary (veja [36]) ndo faz estas extensbes, pois o interesse
dele no artigo é descrever o comportamento da entalpia na regido mushy e
nao obter estimativas para a temperatura e entalpia.

Agora, de (1.10) obtemos:

[Uenlr=(o) £ Ca (1.17)
lwenlre@) < Cs, {1.18)
onde Cy ¢ a constante dada em (1.1) e C3 é uma constante que depende de

|wolpee(q) € |gli=(g) mas é independente de € e de h. De (1.11}, (1.14) e de
(1.15), temos

L2(0,T;H(52)) < C (119)

onde C é uma constante que depende de |[vij<o 1m0, [Wolre), [9li=(@; ©
mas ¢é independente de € e A.

]ue,k

191320 raw 320
Vamos verificar agora que a familia {w, j,} é pre-compacta em L'(Q), para
isto prova-se primeiro a pre-compacidade da familia {w,»}, considerando

Wep: 10,T) = LYB,),

sendo B, uma bola aberta de raio r contida em Q. Esta pre-compacidade a
provaremos via Teorema de Arsela-Ascoli (veja Lema 1.1}
1) Verificamos que o fecho do conjunto {w. ()} é compacto em L'(B,},
vt €10,7). De fato, seja ' CC Q e seja ¢ € CFF(Q) tal que ((z) =1 em Q.
Seja p > 0; define-se

17 _ a wz-zk _— a & [
$10) = =g | ST = el
€,

10



onde k= 1,.., N,

Multiplicando {1.5) por h¢?, integrando em {2, somando para i = 1,...,m
para um dado m arbitrario tal que 1 < m < n - 1, fazendo estimativas que
levam em conta a desigualdade {1.4) e fazendo p — 0 obtém-se

/ IWwplz, t)de < ¢, (1.20)
Ql

onde ¢ é uma constante que depende de jwo: g, 121, 1g1(q), {g]LQ(OjT;W%IQ(QD,

VLo o500y € 10|20y, mas é independente de € e A.

De {1.18), (1.20) e tendo em conta (1.16}, obtemos que {wen(t)} é limi-
tado em W(B,} uniformemente com respeito a € e A, ¥t € [0,T), logo,
como a inclusdo WH(B,) C L'(B,) é compacta, conclui-se que {w,(t)} é
pre-compacto em L'{B,).

it) Para verificar a equicontinuidade da familia{w, ;}, usaremos o seguinte
lema, que corresponde ao Lema 3 de O’Leary -[36] e cuja demostracio pode
ser encontrada em Kruzkov -[26].

Lema 1.6 Seja By, C RY, a bola aberta e T > 0, com 0 < 2p < 1,
suponhamos que

w &€ LBy, x [0,T}) (1.21}
€
€ss sup / \Vuwl{z, t)|de < M. (1.22)
0<t<T J B,

Se eriste uma constante v tal que para cada ¥ € C3(B,) e para todo 0 <t <
t+7<T

1
/ {wlz,t+7)— w(:c,t)}w(:z:)dw’ < yrsup{|¥le s, + |Vl s, + 1DY|25, }
B, B.

(1.23)

Entdo, para todo 0 <t <t+7<T

-
; — Wiz, < i / — 2
N fw(z,t +7) —wix, t)|de < Cergl):\lgnp{A + M+ )\2} (1.24}

onde C € uma constante que depende de |w|r=(p,y, M, v, r, e N.

E claro que a conclusio do Lema 1.6 fornece a equicontinuidade da familia
{w, 4}, entdo devemos verificar que as hipéteses do Lema 1.6 sdo satisfeitas.

11



De fato, da desigualdade (1.20) obtemos que satisfaz-se (1.22). Para
verificar {1.23), tomemos 0 < ¢t < t+ 7 < T, my, my tal que w™(z) =
weplx, ), wl(z) = wealz,t + 7), com 0 < my < my < n— 1. Fazemos
notar que ac considera § < my estamos estendendo a estimativa obtida em
O’Leary-[36], até o t=0, o que permitird melhorar a condigio inicial que sera
obtida.

Seja v € CZ(Q), multiplicamos (1.3) por ¥, integramos em {} e somamos
de m; até me e obtemos

[(w —w' N epdr = h Z /K HAydr + h Z f vV ydz,

_ml‘*“i '—ml-;-i “‘m]_"rl

Portanto, vale o seguinte:

H t+7
/{we,n(l‘, t+7) — wen(z, ﬁ)}bdl‘i dr < / / [ K (e p ) O + ue pren Viridzds
0 t 0
< Crsupl|Avho+ [Vola},  (1.25)
Q .
onde C é uma constante que depende de K, [Q], lucplreerg) € [¥|peerormm)
mas ¢é independente de € e h, desta forma verifica-se (1.23), logo, pelo Lema
1.6 conclui-se que vale (1.24) e assim temos que a familia {w, s} é equicon-

tinua e entao satisfaz as hipdteses do Teorema de Arsela-Ascoli (Lema 1.1).
Existe entdo subsequéncia, que denotamos da mesma maneira tal que

we p(t) — w(t), em L'(B,), vtel0,7T), (1.26)
quando, €, A — 0T, temos entdo
wep(z,t) — wlz, ), ¢tp. em B, Yiel0,T), {1.27)

quando €, h — 07.

Observamos que de (1.16), tem-se wps(z,0) = wy, e entdo por {1.27)
obtemos que w(z, 0) = wy.

Consideramos agora

Existe subsequéncia tal que

wl , (t) — w'(t), em LYB.), vte[0,T),

(‘:ksh‘c

12
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e, portanto, obtemos subsequéncia de {w/ , }, que denotamos por {w? , },
tal que

w; () — wi(t), em LY(B,)., vtel0,T).
Por um processo indutivo, obtém-se {mgkhk} subsequéncia de {’u,jk_;;k}
tal que _ |
'wﬁk,hk{t) — w’{t), em LI(B,J.), vt e [0,7),

- j P 1.?_1
comw’ /g =wlT

Pelo conhecido processo diagonal, obtemos uma sequéncia {wf , } tal
que

wh (8 — wl(t), em L (Q), eqtp. em Q V:€[0,T).  (1.28)

Da definicdo wesn = SBc(uen}, obtemos que up(t) — w{t), g.t.p em £,
vt € [0,7), entao de (1.17) obtém-se a estimativa {1.1). Da estimativa
(1.19), obtemos que

Uy~ u, fraco em L*(0.7; HY(Q)),

¢ assim a estimativa (1.2) é vilida.
Argumentos padroes permitem concluir que w e u satisfazem

wy~ AK(uf+v-Vu = 0, fracoem Qx (0,7)
w T Blu), em Qx(0,7)
u = ¢, sobre ¥
w(z, 0} = wy, em .

Os detalhes da prova do Lema 1.4, encomtram-se em ('Leary- [36](prova da
Proposi¢io 2).

Destacamos a seguir alguns aspectos importantes que sdo obtidos da prova
do Lema 1.4, que foi apresentada de forma resumida na Observacdo 1.5.

Observagao 1.7 Como as estimativas (1.18), (1.20) e (1.25) sdo indepen-
dentes de € e h, podemos fazer h — () e obter que

Weplz,t) — wlz,t), ¢tp. em Q, ¥Viel0,T), {1.29)
como por (1.16) tem-se w ;,(x,0) = w¥ = wy, em O, temos entdo que

we(z,0) = wl = wg, em Q. (1.30)
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Além disso, eriste funcdo u, e satisfaz-se

we — AR (ue) +ve-Vu, = 0, fraco em Q x (0,T)
we = Felue) em Qx(0,T)

U = ge, Sobre ¥
we(z,0) = wy, em {1
De (1.17) e {1.18) tem-se
el oo (@) < Coy  |Welp=igy < Cs, (1.31)

onde Cy e Cy s@o as mesmas constantes de (1.17) e (1.18) respectivamente,

as quais dependem de lwo|po(oy € |gli=(g) mas sdo independentes de €. De
(1.19) temos

el L2000y < C, (1.32)
onde C € a mesma constante de (1.19), a qual depende de [v|peo i)
[wolzes(ay, 1)Lt € [g{LE(Q!T;W%,Q(Q)) mas ndo depende de €.
Agora, de (1.28) temos que

welz, t) — wiz,t), ¢tp. em Q, Vt&[0,T), (1.33)
quando € — 0, e entdo por [1.30) temos que
w(r,0) =wy, em €. (1.34)

O lema seguinte também pode ser encontrado em O'Leary ([36];p. 10,
Proposicao 4).

Lema 1.8 Seja Q C RY para N > 2, dominio com fronteira regular e seja

T > 0. Suponha que vy, vy € L*(Q), tem divergente nulo no sentido fraco.

Se w; C Blu;) eu; € L¥(Q) N LA0, T, H () satisfazem, para i = 1,2,
awi
ot

—~ ANK(u) +v-Vu;, = 0, em Qx(0,T)
u, = g, sobre X
Wife=0 = Woj,
Entao,

ess Sup. fwa (-, t) — w1+, 8)50 < Clwsz — woalia + Clva — vz
Q<<

onde C' € uma constante que depende de ju|pe<(0y, ¢ |Vuilr2(0)-
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Finalmente, queremos ressaltar que no decorrer deste trabalho teremos
que recorrer muitas vezes a subconjuntos {e os seus interiores) definidos por
desigualdades com fungdes ndo regulares (funcgoe em espagos L?). Para nao
haver ambiguidade em tais situagdes, insistimos que durante todo o nosso
desenvolvimento estaremos sempre tomando tais desigualdades utilizando
o (Gnico) representante de Lebesgue associado & classe de equivaléncia da
funcdo. Por exemplo, em uma desigualdade do tipo {x € Q : w(z) <0}, a
funcdo w é aquela definida para cada z €  por

1
w(z) = lim inf ——mf w(z)dz,
r—=0% !B(IT)E Blz,r) (

onde B(z,r) denota a bola de centro z e ralo r em Q; |B(z,7)| denota a
medida de Lebesgue da bola e W é qualquer representante da classe {veja
por exemplo Shilov e Gurevich [40], p.220, Theorem 5). Valem definigdes
analogas para funcoes definidas em .



Capitulo 2

Um Problema de Evolucao

Introducao

Apresentaremos neste capitulo um resultado de existéncia de solucoes gene-
ralizadas de um modelo matemdtico para a evolucio do processo de solidi-
ficagao/liquefacdo para certas classes de materiais puros. Tal modelo leva em
conta os processos de conducac de energia térmica, bem como a sua geracdo
ou absorcao devido a mudancas de fases, e também os processos convectivos
que se realizam nas fases ndo sélidas, e é constituido de equagbes que des-
crevem o balango de energia térmica acopladas a equacgbes que governam o
movimento do material na regido nao sélida (liguida-mushy). Estas dltimas
equacdes sao do tipo Navier-Stokes com termos adicionais do tipo Boussi-
nesq para levar em conta os efeitos termoconvectivos e um termo do tipo
Carman-Koseny que modela a dindmica do fluido na zona mushy.

O modelo estd baseado nos trabalhos de DiBenedetto e O’'Leary [20] e o de
(’Leary [36], quanto aos aspectos de balanco de energia térmica e mudanca
de fases, e Blanc e outros [5] quanto aos aspectos convectivos,

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: na Secdo 2.1, descre-
veremos com algum detalhe o modelo, bem como as regiGes nas quais as
suas equagoes fazem sentido. Na Secdo 2.2, introduziremos as hipéteses
matematicas que serao assumidas verdadeiras em todo o capitulo; também
explicitaremos a definicdo de solugio generalizada que estaremos considerando
e enunciaremos um resultado de existéncia para tais solugbes (Teorema 2.5).
Na Secdo 2.3 introduzimos um problema regularizado associado ac problema
original, dependente de um pardmetro auxiliar, para o qual provaremos exis-
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téncia de solugdes utilizando o método semi-Galerkin e téenicas de ponto
fixo. Finalmente, na Secio 2.4 provaremos o Teorema 2.5 tomando o limite
da sequéncia de solugoes regularizadas, obtidas dos problemas regularizados
quando o parametro auxiliar vai a zero.

2.1 Descricao do modelo

Consideramos um processo fisico no qual pode ocorrer mudanca de fases
de um certo material puro e esteja evoluindo em uma regido Q@ C RY,
(N = 2, 3), que consideraremos como um dominio limitado com fronteira
9 regular. Do ponto de vista matemadtico, tal processo ocorre no cilindro
do espago-tempo
Q=0 xi{0,T]

e nele aparecem trés regides distintas, que denotamos @, @; e G, que
dependem de como se realiza o processo de mudanca de fase e correspondem
as diversas fases em que pode se encontrar o material. ¢} e @; serdo res-
pectivamente as regioes nas quais o material estd em fase solida e liquida,
respectivamente; {J,, corresponderd a regifio conhecida como regido mushy.

Como estamos adotando um modelo do tipo entalpia, a fase do material
em um ponto {(z,t) €  dependerd do valor da entalpia w(z,t) do material
naquele ponto; esta, por sua vez, depende da temperatura é(z,t) de uma
forma altamente nao linear que descreveremos posteriormente. E importante
destacar que ao longo deste trabalho suporemos, por simplicidade, que a
temperatura de mudanca de fase € igual a zero. Desta forma a regido
onde 6(z,t) < 0 estard necessariamente contida na regido sélida, a qual é
aquela na qual w(z,t) < 0. A regido onde #(z,¢) > 0 estard na regifo
liquida, a qual é caracterizada por w(z,t} > L; a regido mushy é aquela onde
0 < w(z,t) < L, com L uma constante que depende do material e é chamada
de calor latente; esta regido estd contida na regido onde 8{x,t) = 0 (Para
mais detalhes ver [3}}.

Por outro lado, como estamos levando em conta os efeitos convectivos,
o termo de Carman-Koseny nas equacdes de movimento do material, o qual
depende da fracdo sélida f;, requer que haja a seguinte relacao de compati-
bilidade: o valor da fracdo solida deve ser f; = 1 na regifo sélida, f; = 0 na
regido liquida e 0 < f; < 1 na regido mushy. Assim, f, deve ser uma fungao
da entalpia w, isto é, f; = fi(w) onde f, é uma funcio real tal que f{w) =1
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quando w € (—o0,0], fi(w) = 0 quando w € [L,+oc) ¢ 0 < folw) < 1
quando w € (0, L).

De forma mais precisa, sendo L > 0 o calor latente do material, definimos
as regides (s, Q) e @, como:

Qs = {(&t)eQ wiz,t) 0} ={{z.t) € & filw(z,?)) =1}
Q = {(z1) e wlwt) 2L} = {1 € filw(z,t)) =0},
Qn = {(zt) €@ 0<w(z,t) <L} ={{(z,t) €Q; 0 < fi(w(z,t)) <1}

Define-se também a regido nao sélida como

Necessitaremos também dos seguintes conjuntos definidos para cada t €
[0, 7] como:
(1) = {z € & wlz,t) <0},

() ={z e Q; wlz,t) > L},
Qn(t) ={z e O 0 < w(z,t) < L},
Qo (t) = () UQ{t) = {2z € & O < w(z, 1)}

Além disso, denotaremos a fronteira lateral da regidao nao sélida por
Emt = Uocter Omi(t) x {t}.

(O nosso problema serd achar fungdes v, ¢, w e p, representando respec-
iivamente a velocidade, a temperatura, a entalpia e a pressdo do material,
satisfazendo em um sentido generalizado a ser precisado na proxima segao o
seguinte sistema de equagdes (inclusdes) diferenciais parciais (Pp):
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Ow

é—;~AK{9)~+~v-V9 = 0 em Qx(0,7) (2.1)

w C 5(6) em Qx(0,T} (2.2)

# = 65 sobre 0Q x (0,T) (2.3)

wiz,0) = welz) em O (2.4)

% —Av+ (v Vip+Vp—-F(@) C —J{f(8(8)))vem éml {2.5)
divv = 0 em émi (2.6)

v = 0 em és (2.7)

v = 0 sobre I, (2.8)

v{z,0) = wvy(z) em Qo (0) (2.9)

Na préoxima secdo, daremos as hipdteses matematicas precisas sobre os
véarios termos do sistema. Aqui, descreveremos apenas os seus significados
fisicos

A funcdo K(s) é suposta conhecida e descreve o quociente entre a con-
dutividade térmica e o calor especifico do material.

B(s) é uma multiaplicacdo que descreve a relacdo entre a temperatura e
a entalpia.

O termo F(8) simula os efeitos termoconvectivos que atuam na regido nao
sélida. A aproximacao de Boussinesq mais comumente usada toma a forma

F{#) = Cp(6 - 0,)7.

onde C uma constante; p é a densidade média do material ndo sélido; #, uma
temperatura referéncia (que pode ser assumida sem perda de generalidade
como zero) e g a forca da gravidade. Em nosso trabalho consideramos uma
situacdo mais geral para F'(8).

O termo J(f;)v da primeira equacio atua na zona mushy, modificando
as equacoes do momento linear. Uma expressdo bastante usada na literatura
é aquela de Carman-Koseny, na qual J(f) é da forma:

Cy?

£

J(fs) = AR
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onde C é uma constante positiva. Observamos que J{f;) — +oc guando
fs — 1— (isto é, quando nos aproximamos da regifo sélida a partir da regido
nao-solida.

Uma derivagdo desta expressio, usando argumentos fisicos e a hipdtese de
que a zona mushy se comporta como um meio poroso, pode ser encontrada
por exemplo em Voller e Prakash [51]. Neste trabalho, procederemos como
em Blanc e outros [5], e consideraremos uma funcdo mais geral para J(fs),
conforme serd descrito na secdo seguinte.

Observacao 2.1 Ressaltamos que o modelo o ser estudado pode ser consi-
derado um problema de fronteira livre pois as regies Qs, Q1 € Q. 500 des-
conhecidas a priori.

2.2 Hipodteses e formulacao fraca do problema
Em todo este capitulo estaremos supondo validas as seguintes hipdteses,

(H) { QCRY,N =20u3, éum dominic limitado de classe C%

B(s) é uma multiaplicacio de R em R,estritamente monétona
(H2) crescente e tal que para s # 0 ela é uma fun¢do satisfazendo
2

0< By < B'(s) < 51 além disso ela tem um salto na origem, isto é,
B(0)=1[0,L], com L > 0.

(H) K(s) é uma funcio monétona continua e diferenciavel fora da
3 origeme tal que K(0) =0 ¢ 0 < Ky < K'(s) < K; se s #0.

(Hy) { F:R —RY ¢ uniformemente Lipschitz continua e F(0) = 0.

J € Cl(~oc,1) é ndo decrescente, J =0 sobre R™ e
5 l'mll J{z) = +oc.
xt )

I fs € C2(R), tal que f, = 1 em {~oc,0], f; = 0 em [L, +0o0)
(Hs) e 0< fy<lem (0,L).

() 85 € L2(0,T; WE2(Q)) N L®(Q)
wo € C2(Q), vo € H(Q) e supp v C O (0).
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Passaremos agora a explicar em que sentido entenderemos uma solugao
generalizada do problema (P;). A definicdo que adotaremos tem um aspecto
complexo (no seu item (iii}) que tem a ver com o tipo de escoamento na parte
nao solida e que explicaremos em seguida, baseados em algumas conjecturas
fisicas.

Definigao 2.2 Sob as hipdteses (H,) — (H7), a tripla (8, w,v} € solugdo
generalizada do problema (Py) se valerem as sequintes condigdes:

(i) 6 € L=(Q) N I*(0,T; HY(Q), w € L®(Q) n C([0, Tk H-(Q)) e
ve L0, T; V()N L>=(0,T; H(Q)),

(ii) Para toda ¢ € C3{0,T; H(82)) tem-se que

/wnpﬂ:cdt—-/VK(@)Vgsdmdt«i—/9v~V<,od:cdt:(}, (2.10)
Q Q@ Q

wC B qgtp. em Q,
8~ 85 € L*(0,T; H (), (2.11)
w(-,0) =wy em 0,
(iit) Sendo Q, = {(z.,t) € Q; w(z,t) < 0}, Q@ = {(z,t) € Q; 0 <
w(z, 1)} e Qi (0) = {2 € Q; 0 < wolx)}, valem as seguintes propriedades:
Devemos ter que:
v="0 em (2.12)

Além disso, deve existir um subconjunto F de medida total em @y, de forma
F=UZ fr:il

onde {p;}52, € uma sequéncia de nimeros positivos tendendo a zero, com
1Qma \ Q1 < pi € tal que para o subconjunto

& P
ntg(F) = U2y Oy
o Py
onde Q,,, denota o interior de Q7 relativamente ao conjunto 1x[0,T), e que
chamnaremos de interior fluido de F, existe uma funcdo h € L (int;(F))
satisfazendo h C J{(f(3(8))) e, além disso, para todo £ € CH{[0,T); HY(Q))
tal que supp Elx.t) C intp(F) e div £(,t) = 0, Vvt € [0,T), a seguinte
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tgualdade € satisfeita:

—f v€dzdt = —/ Vvad:r:dt—f (v V)védzdt
int s (F) int ; (F) int s (F)
w/ hvfd:cdi+/ F{#)¢dxdt
int;(F) dint s (F}
+f viz, )&z, 0)dz. (2.13)
Qmi({])

Observacao 2.3 Como é usual nas formulacées fracas das equacdes de Navier-
Stokes que ulslizam espacos de fungies com divergente nulo, tais como H ()

e V(2), a definicdo de solugdo generalizada do problema (Py) dada pela
Definicdo 2.2 também elimina a incégnita p de (2.5), bem como a equagdo
div v = 0 do problema original. A pressdo p correspondente a esta for-
mulacdo fraca pode ser recuperada utilizando-se a Proposicdo 1.1, p. 14, em
Ternam [43].

Observagao 2.4 Para entender o significade da definicdo acima, observa-
mos que o item (1) requer que a velocidade seja nula no interior da parte
sélida , veja (2.12), enquanto que (2.13) diz que o escoamento é controlado
pela equagdo do tipo Navier-Stokes na regido chamada interior fluido.

Se tivermos |Qny \ int;(F)| = 0 entdo praticamente toda a regido nio-
solida serd constituide de interior fluido, restando um conjunto de medida
zero no qual o escoamento ndo se realiza. Neste caso teremos uma solucdo
fraca em um sentido prorimo do intuitivo.

Entretanto, se |Qum \ int;(F)| > 0, haverd umae regido de medida estrite-
mente positive, eratamente a regido Qu \ int;{(F), que do ponto de vista do
escoamento ndo teremos nenhuma informacdo, isto € a nossa solugdo ndo se
aplica a esta regido.

Conjecturamos que esta situacdo ndo € apenas devide a posstveis técnica
matemdticas deficientes, mas sim wm aspecto inerente ¢ modelagem fisica
intcial do problema. De fato, o modelo pressupée que na regigo ndo-sélida
o escoamento seja controlado por uma equecdo do tipe de Navier-Stokes.
Entretanto, para que isto ocorra em modelos macroscopicos como € o do
nosso caso, é necessdrio gque haja suficiente “espaco” parae tal escoamente.
Quando isto ndo ocerre, como € o caso usual de meios poroses, a equacdo
macroscdpica gue controla o escoamento nao € mais do tipe de Navier-Stokes,
mas sim uma outra, chamade equacie dos meios poroses, que € obtida da
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chameada lei de Darcy {que relaciona a velocidade do fluide e o gradiente de
pressio) ou por mecanismos de homogeneizacao.

Em outras palavras, conjecturamos que o regido Qm \ int;(F) seja uma
regido onde a zona mushy se tornou tdo intercalada de fragmentos sélidos

(e isto € aparente da construgdo do conjunto int;F através da unido dos
o Pi

conjuntos (,,,) que ela se deve comportar de forma semelhante a um meio
poroso, e, portanto, o equacdo macroscdpica que nela controla o escoamento
nao pode mais ser do tipo Navier-Stokes. Talvez outra equacdo, semelhante
aquela dos metos porosos, mas que infelizmente ainda ndo temos condigbes
de prever, deva controlar o escoamento neste regido.

Enunciamos a seguir, o nosso resultado de existéncia de solugoes genera-
lizadas.

Teorema 2.5 Sob as hipdteses (Hy) — (H-), existe solucdo generalizada do
problema (Py) no sentido da Definicdo 2.2.

O Teorema 2.5 serd provado na secdo 2.4. A seguir, descrevemos apenas
as idéias gerais da prova.

Iniciaremos introduzindo um problema (P, ) que depende de um parametro
auxiliar € > 0 e corresponde a uma regularizacao adequada do problema ori-
ginal no sentido de que as equagdes que governam o movimento sdo validas
para toda a regifo e nfo apenas na parte nao sélida (fluida) como em (Py).
Entéao, para cada € > 0 fixo, usando técnicas de Galerkin na equacgao de movi-
mento da parte fluida e mantendo a equagdo do balango térmico na forma
continua (método semi-Galerkin), construimos uma sequéncia de problemas
que constituem aproximagdes do problema (P.). Deduzimos a existéncia
de solucches para tais problemas aproximados, considerando um desacopla-
mento do sistema e usando técnicas de ponto fixo. Usando entdo argumentos
de compacidade, passamos ao limite nas equacgdes aproximadas e obtemos
soludes do problema regularizado. A seguir, usando outra vez argumentos
de compacidade modificados, passamos ao limite quando € vai a zero nas
equagoes regularizadas e mostramos que o limite corresponde a uma solugao
do problema original (P}



2.3 O problema regularizado

Nesta secao introduzimos uma sequeéncia de problemas regularizados, asso-
ciados ao problema {P;), nos quais nos serd permitido considerar a equagio
do tipo Navier-Stokes em todo ). Além disso, para tornar esses proble-
mas aproximados mais tratdveis, tomaremos regularizacoes adequadas das
fun¢des (e multifun¢do) envolvidas.

Dessa forma, sejam f¢, 5. e K, aproximagoes suaves de f,, 5 e K respec-
tivamente tais que

K A0) =0, 0< Ko< K({(s) <K, (2.14)

B.0) =0, 0< B < BUs) < (2.15)

|

ademais

18e(5)] < Buls| + L, Vs, B(s) 2 min{fs,0} Vs,
|8.(s)] < By se |s] > ¢ eVs # 0, Jeg, (2.16)
tal que B.(s) = B(s), se € < €.

Podemos tomar as convergéncias das funcdes J, e K, no seguinte sentido:

B — 3, uniformemente em R\ {0},

K, — K, unpiformemente em R

Vale entdo o seguinte resultado de existéncia de solugdes.

Teorema 2.6 Sob as hipdteses (Hy) — (Hr), para cada € € {(0,1] existem,
v, € LA, T3V N L={0,T; H(Q)), 6. € L®(Q) N L*0,T; HY(Y)) e
w, € L=®(Q) N C{[0,T]; H YY), onde w, = 5.(0.), as quais satisfazem o
problema (Pe):



—/’veftd:cdt = —/ V’Uevfdﬂidfwf(vf-V)vcﬁdIdt
Q @ aQ

_ f J(f4(w,) — eo.cdzdt + f F(9,)¢dndt
@ Q
-+ /ve(:c, 0)&(z, 0)dx (2.17)
o
vE € CH{0, T V() tal que £(T) = 0.

ve(z,0) = vo (), gtp. em Q (2.18}

onde vy € aprorimacdo suave de vy tal que

lim [voe — Vol = 0 (2.19)

/ wepdzdt — / VK.(8.)Viodzdt + / b0, Viodadt = 0 (2.20)
Q Q @

Vi € C3([0. 7T H5 (),

w(-,0)=wy em £ (2.21)

Além disso, as funcées v., ., w. € we sio uniformemente limitadas
com respetto ao pardametro € em L0, T:V{(Q)) N L=(0,T; H{Q)), L={@Q) N
L0, T; HYQ)), L=(Q) e L*(0,T; H~YQ)}), respectivamente.

A prova do Teorema 2.6, sera feita no final desta secao. As idéias bésicas
da prova sio:

Utilizando o método de Galerkin na equacdo do tipo Navier-Stokes, cons-
truimos uma sequéncia de problemas que aproximam (P,). Provamos a exis-
téncia de solucbes para tais problemas usando técnicas de ponto fixo, depois
passamos ao limite nas equagdes aproximadas, usando argumentos de com-
pacidade e estimativas a priori e mostramos que o limite desta sequéncia ¢
solugio do problema regularizado.



2.3.1 Aproximacoes do problema regularizado

Nesta subsecao, apresentaremos uma sequéncia de problemas que constituen
aproximacdes do problema regularizado e provaremos um resultado de exis-
téncia para estes problemas aproximados, 0s que serdo construidos da seguinte
forma.

Consideramos a base {¢/}32, de V(Q), dada pela solugio do problema
espectral

(u,b‘)v(Q) = A(u, I/)H(Q) Yv € ‘V(Q), A > 0.

Seja W™(Q2} o espacgo gerado por ul, ..., u™,

Definimos o problema (P}, com 1 < m, da seguinte maneira: Encontrar
fungoes v™ € L2(0,T; V(QN)NL=(0,T; H(Q)), 0™ € L>(Q)NL2(0,T; HY{()),
w™ & L®(Q) com wl* = 3.(67"), as quais satisfazem:

€7

(v, u)a + (V' Varla = —((o" Vo, uf)a = (J(f5(w]) — v, ub)a
+ (F(85),4")a (2.22)

vt € [0,T], Vk, tal que 1 <k < m.

5 (0) = img (2.23)
onde
m {vmg — voelen = 0, (2.24)
W00

sendo vge aproximacdo suave de vy € H(2) e

m

Umo = Z(U()ea Uj)ﬂ = Pm(vik)

j=1

onde P, : H(Q2) — W™(Q) é a projecdo ortogonal.

f wppdadt — / VK0 Vpdzdt + / 0 y™ Vodzdt =0 (2.25)
Q Q Q

Vi € Cy([0, T Hy ().



o™ — 05 € L*(0,T; Hi(£2)), onde 65 é uma aproximagao snave de f; tal
que

11_1;% 105 — 05|20 mimiryy = 0. (2.27)

A existéncia de solugdo para (P} é dada pelo seguinte teorema

Teorema 2.7 Sob as hipdteses (Hy}) — (H7), para cada m = 1,2, ..., exis-
tem fungdes v, 07 e w, as quais satisfazem o problema (P™). Além
disso, as limitagdes de: v em L2(0,T;V(Q)) N L=(0,T; H(S)), 6™ em
L=(Q)NL2(0,T; HY(Q)), w™ em L>=(Q), wT em L*(0,T : HH{(Q)), e v em
L0, T;V'(Q)) se N =2 eem LY0,T; V'(Q)) se N = 3, sio todas uniformes
com relagdo a m.

A prova deste teorema serd feita no final da subsecdo e serd consequéncia
dos lemas que apresentaremos a seguir.

A idéia geral da prova é a seguinte. Construiremos um certo operador
G : L*(Q) — L*(Q) e mostraremos que ele tem um ponto fixo, usando o Lema
1.3 {Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder). Para isto, mostraremos que
(7 é continuo, compacto e que o conjunto das solucoes da equacao

6= AG(8), \el0,1]

é uniformemente limitado em L*(Q), com relagao a A.

O operador G é definido através do seguinte processo. Seja § € L*(@),
entdo resolvemos para a Unica funcio v € L*(0,7; V{(Q))Y N L>=(0,T; H(N)) a
qual satisfaz (2.22) e (2.23). Logo, dada v € L2{0, T: V())NL*®(0,T; H(2)),
resolvemos para a tnica funcio 8 a qual satisfaz (2.25) e (2.26), com 8 = 65,
em X, e 0 = Fc(0). Entdo, define-se

G(§) = 6. (2.28)

Ao fazermos com detalhes os passos que definem &, observaremos clara-

mente que resolver o problema (P} é equivalente a determinar pontos fixos
de G.

() primeiro passo na definicdo de G, é dado no seguinte lema, em cujo
enunciado e demonstracao omitiremos o indice e das varidveis v*, 87 e w"
para facilitar a leitura.



Lema 2.8 Sob as hipdteses (H,) — (Hg), dada 6™ € L*(Q), existe uma
dnica fungdo v™ € L2(0,T; V() N L¥(0,T; H(Y)) que satisfaz (2.22) e
(2.23), com w™ = SB.(6™). Além disso, v™ € limitada em L*(0,T;V{(Q)) N
L0, T; H{Q)) e v em LA20, T3 V() se N = 2 e em LY0,T;V'(Q)) se
N = 3, com limitagies gue dependem de [9™ 120y ¢ |Umolr2(a)-

Prova: Para cada m € N, consideramos as aproximacdes de Galerkin

= Z ¢ (e (z). (2.29)

Introduzindo em (2.22) a expressio para v™ dada por (2.29}, obtemos

Z(uf,uk)ﬂc;(t) - MZ(Vuj,Vuk)gcj(t)—ZB(uj,ui;uk)ci(t)cj(t)
Z — e)u, 4" )agy (1)

(F(em)_,u")g (2.30)

&(0) = (v u)a- (2.31)

Como 8™ € L*(@), F é uniformemente Lipschitz e J é Lipschitz para
¢ fixo, as equagdes acima constituem um sistema de equacdes diferencials
ordinarias para ¢ qual vale o teorema de existéncia local de solucdes. Assim,
para cada m € N, existe T,,, > 0 tal que v™(¢) ¢ a unica solucao do sistema
(2.30}) - (2.31) no intervalo [0,7,,]. As estimativas a priori a serem provadas
a seguir, mostraram que podemos tomar T, = 7.

Multiplicando (2.30) por ¢ e somando com respeito a k e notando que
B{v™ v™, v™) = 0, obtemos

1d

s e + " e + (T W™) = o™, 0™)a = (F(67),07)a

em [0,7,,]. Aplicando desigualdade de Hdlder e Young, e por ser
(J(fe(w™) — e)u™, v™)g > 0, tem-se

Sl (OB g+ " < 1FE™) oy
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Apéds integrar no tempo em (0.t), obtemos

3

O+ |

t
e < f ™)) + [tmolia (2.32)
0

Por ser F' Lipschitz, [#™:0, < M e por (2.24), temos que o lado direito de
(2.32) é limitado com respeito t, deduz-se entdo que

iUm]%m(e,T;H(ﬂ)) + gb’m%%ﬁ(o,rgvm)) < [F(Qm)@ﬁ(a,mvr{ﬂ)) + I?J‘moig,n (2.33)

De {2.33) obtemos que {¢™}2_, ¢ limitadaem L*(0, T; V(Q))NL>(0, T; H{))
de forma continua com respeito a t € [0, T}, entdo podemos tomar T, = 7.
Obtemos também de (2.33), que a limitacdo de v™ em L?(0,T;V(Q)) N
LOC(OP T H(Q)), depende de wmle(Q} e |Um0lL'2{Q)-

A seguir provaremos uma estimativa para a sequéncia {v]*}2°_,. Consi-
deramos os seguintes operadores definidos por:

<A(@m)?§> = ((Lmag))ﬂ
(D™),6) = BE™v™¢)
(E(v™).&) = (J{f;(w™) —e)v™ Ea.

£Ee V().

Se consideramos a proje¢do ortogonal P, 1 H{2) — W™{(Q) como um
operador em L{V(Q}, V() (ver [32];p. 76), o qual pela escolha da base tem
norma HPmHL(V{Q),VW}) < 1, obtemos de (2.22)

vt = P (AW™) = PL(D™) — PL(BE@™)) + PL(F(E™))  (2.34)
em V’(Q), onde F, é o operador adjunto de P,,, o qual satisfaz

HP;“L(V’{Q),V’(Q)) < 1.

Da definigao dos operadores A(v™), D(v™) e E(v™) tem-se que

HAQ™) v < [0 v, (2.35)
. ™., N=3
D™ oy < vy < . 2.36
ID6™viey < { gt e~ (2.36)
e
EW™) vy < Cle)v™ |z a- (2.37)
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(2.37), concluimos que {v["}5°_, é uma sequéncia Iimiéada em L0, T: V'(Q))
se N = 2 eem L0, T;V'(Q) se N = 3, com limitacio que depende de
0™ L2ty € [Umolrza)-

O seguinte lema fornece a dependéncia continua de v com relagio a 6™.

Finalmente, como F(6™) € L0, T:V'(Q)), de (2.33), (2.34), (2.35), (2.36) e

Lema 2.9 Se 0™ ¢ L*(Q), i=1,2, entdo

Wy — v e=orae) < C05 — 07 2o (2.38)

onde v* € a unica solugdo de (2.22)-(2.23), correspondente a 87 ¢ C € uma
constante que depende dee, m e T,

Prova: Pela linearidade, temos que {2.22) vale ¥{ € W™{{2), entdo, tem-se
(Vs Oa+ (Vo V(o + B[ v ¢) = ~(J(f(w)) — v, Oa
+(F(67): Oa- (2.39)
Subtraindo estas igualdades para ¢ = 1,2 e fazendo { = S, = v*{t) — v]*(¢)
em (2.39), obtemos
1d 2 L 2 mooo €f, T
53%'3771(75)[&(9)“’ T lSmiV(Q) = —B(Sn, vy, Sm) - (J(fs (W) = €}Sm, Smlo

({5 (w) — &) = J(fi () ~ ', Sma
+(F(02") = F(67°). Sm)a-

Como (J(fi(wT)) — €)Sm. Sm)a = 0, aplicando a desigualdade de Holder
nesta ultima igualdade, obtemos
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id
=—15m(t) 2 i - |Smi2 < / S| VU Syl
57 L2(9) viey Ql [Vus'l]
+eale) [ 105 = oISl
Q

v [ 13— 07115
0o

2 T}
]Sm[ﬁm)f\’|”02 Vi
+cp(€)165" — O o |vd ey | Smlag)¥
+e |85 = 072 0| Smlr2 ey

A

(A

Czlsmle(nﬂv?lvm)lSmiLfé{Q)N
+es(€)65 — 07 l2.0lv7 vy [ Smlviey
+eglty' — 07 20| Smlviay-

Aplicando a desigualdade de Young e tendo em conta que em W™(2)
todas as normas sao equivalentes (com constantes gue podem depender de
m), tem-se

d

Elsm(t)ﬁﬁ(m” < os(m)|Smlpey 25" (22

+eo(e, m)|05 — 673 ol Fayn + crl0" ~ 0750
integrando agora em (0,7) obtemos
5 f
¥ 2
!Sm(t)ff,zm):\' = cs(m)/ JSml?zz(Q}ﬂ’1'“5“'&%9)%’
0
{ 4
+ cleom) [ 167 = OB ol By +or [ 167 =67 B
0 0
ot
< Cs(m)iU?'%w(e,T;H(Q))/() lsmgsiz(mﬂ'

I3 3
2 2
+ ¢l m)|”§n|zm(o,3~;f1(m)/{; 0y — o gq + C?/G 63" — g?iz,m

e como [v5 oo mn)y < C, Vm, obtemos

4
1St Zey = cS(m)/ S ()20 + cole, M5 — 67720
{
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Pelo Lema de Gronwall tem-se que

‘}

1S (t) By < colesm)IBF — 07 [3u(gy (1 + s (m)te™),

¢ finalmente

[Smleeorm@y < cle,m THIT — 67 12(0)

Continuando com a construgdo do operador G, para v™ conhecida, de-
terminaremos a Unica funcio ™, e entdo W™ = (9"“) tal que gm — g5 e

L*(0,T; Hy(2)) e satisfaz-se (2.25) e (2.26). Mostraremos também a de-

pendéncia continua de #™ com respeito a v™. Iste é obtido dos seguintes
lemas

Lema 2.10 Para ¢ > 0 e para

= ch(t)uj

como em (2.29), tal que vI* € L*(0,T; V() 1 L(0,T; H(Q)), ewiste uma
tnica fungdo 07 € LC’C(Q) N L0, T, Hl(”)); e entdo também eziste uma
inica T = 3, (Qm), tal que 6™ — g5 € L2(0,T; HY(Q)) e satisfaz-se (2.25) e
(2.26). Além disso valem as seguintes estimatives:

e 1
[85 !Loo(Q} S C == B (max{iwgle 51|901LW(Q -+ L}) (240)
0

!5’2“ L2y <6 (2.41)

ondeT € uma constante que depende de [wo|i0), |85 L=(0); !85§L2{0 Ty’
€ EU?[LDQ(G’T;H(Q)}, obte_m-se também

[0y |20y < 6 (2.42)

onde & ¢ uma constante que depende das constantes ¢ e ¢, dadas em (2.40) e
(2.41) e também de J’U;niLg({],T;V(Q})-

Antes de provar o Lema 2.10, enunciaremos e provaremos o seguinte lema,
o qual fornece a dependéncia continua de 6 com respeito a v

32



Lema 2.11 Para i = 1,2, sejam ég” e w’ = ,Be(ém satisfazendo (2.25) e

5:(67)
(2.26), geradas por vl como no Lema 2.10, com 67 € L>(Q)NL*(0, T H (1))
e 0 — 05 € L0, T; H} (). Entéo
165 ~ 8713 20y < T — v p2go i) (2.43)
onde T € uma constante que depende de |07 %N(Q)_, JV@{”[LQ(Q), T e f.
Prova: Pelo Lema 1.8, tomando 8 = &, obtemos
g — @?IEW(O,T;LQ(Q)) < eyt - U?]LE(O,T;H(Q)); (2.44)

onde ¢ é uma constante que depende somente de |0| ;=g € |VO™|120)-
Como 57! é Lipschitz com constante £ que depende de 8y, obtemos

165°(2) — 07130 < Pl (2) — wi' ()i,
e, portanto,
Am e 2 R ~
63" ~ Q?LILN(Q,T;L?(Q)) < Egéwﬁzn - w?{nliw(omm{m)-

Desta forma, da ultima desigualdade e de (2.44) conclui-se (2.43).

Provaremos a seguir o Lema 2.10.
Prova: Como a fungdo ¢ tem a forma

m
v = Z ¢t
=i

com w dado por (v, v)yiy = Aw!,v)gy, Vv € V(Q), A > 0, ela tem a
regularidade necessaria ( a regularidade de v é dada pelas funcdes u’) para
proceder como na prova do Lema 1.4 (veja Observacio 1.5 no Capitulo 1} e
obter, pela Observaciio 1.7, que existem fungées 9;” e w*, as quais satisfazem
(2.25), (2.26) e 7 = @5 sobre & com ©™ = B.(f™). Obtem-se também

167 1o(0) < G, [0 ey < €1y (2.45)

onde ¢ é dada como em (2.40) e ¢; é uma constante que depende de jwg| s
e |85|10(0). Também obtemos pela Observagdo 1.7 que

A
187 2 ommiy < €2,
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com cp uma constante que depende de [v]*|zooo (0> [Wolree(a), [Gslr=(0) €
585[1,2({} w2y Desta forma sdo provadas as estimativas (2.40) e (2.41).

Provamos agora a estimativa (2.42). Seja ¢ € H}(£2), de (2.25) obtemos
(07, d)a| = lfv&(égn)-vm/é?vr-w
o o

K [ 1varivel+ [ ririvel
0 Q

< AU mr gy + Col0 Loy 0 ey Holmagoy -

A

Entao temos

BT -1y < Ll ey + Calf™ e iy [V v

Usando a desigualdade de Young, obtemos
10 100y < (Cs + Cal0™ oo (160 oy + 107 [vie),

com Cy e U4 constantes que sao independentes de e e m.
Desta ultima desiguaidade obtemos

T

/(; E@'?;lgﬁ—i{m < {¢s +é4%9?l:zL"G{Q)){!9:11%2({],?";1‘11(52))1 -+ ‘U?E?L?(O,T;V(Q)))'
(2.46)

Assim, de (2.41), (2.45) e (2.46) obtem-se a estimativa (2.42).

Finalmente, a unicidade da funcdo 6™ é obtida diretamente do Lema
2.11.

Voltamos agora a considerar o operador G e notamos que na sua cons-
trucao, outra vez para nao carregar a notacio, omitiremos os indices € e m
das fungoes temperatura e entalpia.

Do Lema 2.8 e do Lema 2.10 tem-se que G : L*(Q} —» L*(Q) estd bem
definida por (2.28).

Pelo Lema 2.9 e Lema 2.11, obtemos que G é continuo.

Além disso, denotando por

1 - Ll
R= (g(maf{[‘wo|LW(n)= Bilbsli=(q) + L) + L)T=|Q1%,
=t
obtém-se de (2.40}
\G(6)ir20) < R (2.47)
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Mostraremos agora que G é compacto. Seja § C L%(Q) limitado, vamos
verificar que o conjunto G(S) é relativamente compacto em L*{Q).

Sabemos por (2.33). {2.41) e (2.47) que o conjunto G(Z) = {G(h); 6 €
31 é limitado em L?(Q) N L2(0,T; HY{)), uniformemente com relacio a
4. Entdo, por (2.42) e (2.33), obtemos que o conjunto ¥ = {w; w =
B.(G(8)), 6 € I} é limitado em L?(0, T; H~*{Q2)) uniformemente com relagdo
a wy, logo, tem-se

i
2

Th
|7 G(8) — G(O) |20 r-msm-1)y = /G \G(O)(t +h) — G(@(ﬂf%{-i(ﬂ))

< 4 (/.T_h jwit -+ h) - w(t)l;;f—l(m) :

[
T—h t+h . %
£ (/ i/ ws(s)dsﬁ{mi(g))
G t
s Tk 3
< M ([ hdt)
0

= (MhI(T —h)3,

onde M é uma constante independente da escolha de 8 e desta forma, inde-
pendente de w e w.
Obtemos entio

|G (0) — G0} 20,711y — 0,

uniformemente com respeito a #, quando h — 0.

Como H*Q) < L*(Q) ¢ H™Y(Q), com inclucdes compactas, conclui-
se que G(S) é relativamente compacto em L?(0,T; L*(£2)}, (Ver [41];p. 84,
Teorema 5) o que implica que G é um operador compacto.

Consideremos agora as solugdes da equacgao

el (2.48)

para 0 < A < 1. Claramente § = 0 para A = 0. Desta forma podemos
restringir nossa andlise ao caso 0 < A < 1. Sustituindo A7'6 = G(8) em
(2.47), obtemos

A7Hblizg) < R. (2.49)
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Entdo, toda solugio possivel de (2.48) é limitada em L*(Q)) por uma cons-
tante independente de A
Pelo Lema 1.3, conclui-se que G tem um ponto fixo.

Podemos fazer agora a prova do Teorema 2.7.

Prova: A existéncia de solucdo é consequéncia direta do Lema 1.3
aplicado a G, isto é, a equacdo

0 = G(87)

tem solucdo para cada m = 1,2,3, ..., o qual, pela construcao do operador
G, ¢ equivalente a provar a existéncia de solugao para o problema (P]").

Da estimativa (2.40) dada no Lema 2.10 obtemos que 67* é limitada em
L>(@) uniformemente com respeito a m, logo pela estimativa (2.33), dada
no Lema 2.8, obtém-se que v™ é limitadaem L*(0,T; V{(Q))NL={0,T; H(£2))
com lmitacdo que nao depende de m.

Agora, de (2.41) obtemos que 6™ é limitada também em L*(0,T; H*(Q2))
uniformemente com relacio a m e por (2.42) o mesmo acontecendo com a
limitagio de w7 em L*(0, T; V'(Q)).

Finalmente, como a limitacdo de 67 em L°°{(Q)) nio depende de m, obte-
mos pelo Lema 2.8 que a limitagdo de v} em L*{0,T;V'(2)) se N =2 e em
LY0,T;V'(22)) se N = 3 é independente de m. Concluimos desta forma a
prova do Teorema 2.7.

Observacao 2.12 Se v™ ¢ limitada em L2{0,T;V(Q}) N L*=(0,T; H(Y)),
uniformemente com respeito a € e m, o qual corresponde a0 nosso caso, entao
para a familia {w™} valem as hipdteses do Lema 1.6, pois do Observagdo 1.5
obtem-se que as estimativas requeridas dependem de dos dados de fronteira ,
condicbes iniciais e as limitacdes de v™ em L2(0, T; V()N L*=(0, T H(£2)).
Logo, da mesma maneira que na Observacdo 1.7 ( veja (1.19)jobtém-se que
sem — oo

wMz.t) — welz,t}, ¢ip. em Q, ¥t€[0.T) (2.50)
e tem-se também (veja (1.33) na Observacdo 1.7), que
we(z, t) — w(z,t), qtp em Q, vtel0,T7, (2.51)
quando € — 0, logo temos que
we(z,0) = w(z,0) = welx), em (L (2.52)
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2.3.2 Existéncia para o problema regularizado

Provaremos agora ¢ Teorema 2.6

Prova: Por simplicidade na notacio, neste capitulo, toda subsequéncia
serd denotada da mesma forma que a sequéncia original.

Do Teorema 2.7 obtemos que as sequéncias {v™},,, {07 }m € {w}n, s80
uniformemente limitadas com relacio a m em: L2{(0,T; V(Q2)NL>(0,7; H(S)),
L=(Q) n L0, T; HY(Q)) e L*=(Q) respectivamente. Desta forma, temos
que existem fungdes v, € L0, T V() N L>(0,T; H(Q)), 6. € L®(@Q) N
L0, 75 HY()), we € L>®(Q) e subequéncias, tais que

v — g, fraco em L*(0,T;V(Q)), {2.53)
vt =y, fraco * em L=(0,T; H(Q))}, (2.54)
g™ — 8,, fraco em L*(0,T: H'(Q)), (2.55)
6" — b, fraco * em L=(Q), (2.56)
wlt = w,, fraco * em L(Q). (2.57)
De (2.50) (veja Observacdo 2.11}, temos que
wi*{z, t) — w(x,t), q.t.p. em , Vi€ [0,T). {2.58)

Do Teorema 2.7, também temos que {v7} é limitadaem L?(0,7; V() se
N=2eem L'0,T;V'(Q)) se N = 3, entdo do anterior e de (2.53) obtemos
que a sequéncia {v"},, é relativamente compacta em L*(0,7;H(Q)) (veja
[41], Corolario 4, pp. 83 ), logo, existe uma subsequéncia {v]"},, tal que

pl" e v, em L2(0,T; H{Q)). (2.59)

Também pelo Teorema 2.7, tem-se que a sequéncia {w]}, € limitada de

maneira uniforme com respeito a m em L*(0,7; H™'(Q)), desta maneira
temos que existe subsequéncia tal que

wi — wg, fraco em L*(0,T; H1{Q)), (2.60)

Podemos obter também que a sequéncia {67} é relativamente compacta

em L2(0,7; L*(€2)). De fato, sabemos que {#™} é limitada em L?(0,T; H*(£2))
uniformemente com respeito a m, também tem-se
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T—h b
TR(07) — 07 2o ren-ynyy = ([ @t +hn) - 9?{1&)%_1@)
0

[ A
o
N N
h
7
>
2
™3
-
+
=
|
=
™
=~
Em
J,
E
e’
bafh

Tk :
< o ( / hdt)
o

= (MREI(T ~ h)2, (2.61)

onde M é uma constante independente da escolha de 67 e desta forma,
independente de m ¢ ¢, £ é a constante de Lipschitz de 57!, Obtemos entao

|7 (0) — 67

€

1207 —h -1y — 0,

uniformemente com respeito a 67, quando h — 0.

Como HY{()) ¢ L*(Q) ¢ HY(Q), com inclucdes compactas, conclui-se
que {6™},, é relativamente compacto em L*(0,T; L2(?)), (Ver [41j;p. 84,
Teorema 5) o que implica que existe subsequéncia tal que

0™ — 6, em L*(Q). (2.62)
Provaremos agora que as funcoes 8., v, e w,, satisfazem o problema (P).

Tomamos uma funcdo ¢ € CH{[0,T]) tal que ¢(T'} = 0. Multiplicando
(2.22) por ¢(t) e integrando por partes, obtemos

T T T
——/ [U?ukgb'dssdt = —/ va:“Vukéd:cdt—[ /(fuz”-V)vf“ukq‘dedt
o Jo o Ja o Jo

T
—f /J(ff(w:”) — e uFpdrdt
o Jo

T
+J[ /F(Q?)ukédzdtw‘%/vmguké(ﬁ))dx.
0 Ja o
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Tomando limite quando m — oc, obtemos as convergéncias:
Por (2.59) temos

T T
/ / M ub ' drdt — / / veu® ¢ dzdt.
0 Jao o Ja

Por (2.53), vale que

T T
/ /V’U?VU%dxdi—)/ f‘?veVuk@dzdt.
o Ja ¢ Jo

Pelo fato de F ser Lipschitz e por (2.62), tem-se

f / F(6™)uf gdodt ~ f f yutpdrdt.

A convergéncia do termo néo linear

T T
f /(U?"'V)v';'”ukgbdzdt ——->/ /(Ug-V)vguk@'d:vdt
o Jo o Jo

obtém-se de (2.53) e (2.59) (Veja [43];p. 284, Lema 3.2).
Para o outro termo néo linear, de (2.58), (2.59) e o fato de que J e f{+),
sao Lipschitz (para € fixo no caso de J). obtemos

T
[ /J(f;(w:”)— kd)d:cdtmw}f / “(we) ~ e)vufodrde.
0 Jo

Finalmente, por (2.24) temos

/Umoukgﬁ(())dmw/vgeu"’@(e)d:c.
0 Q

Conclui-se, que v, e #,, satisfazem a identidade integral

T T T
/ fvéukcé’d:cdt = ~/ vaEVukqbdxdtm/ /(@c-V)veukéda:dt
0o Jo o Ja 0 Ja
T o
—/ ] J{fé(w) — )veuf pdzdt
/ J[ Jufodrdt + /vgeuk{ja(())d:c.
Q
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Vi =1,2....Y¢ € C'{10,T]) tal que ¢(T) =

Por outro lade, como vy € L*(0,T; V’( )) se N = 2 e pertence a
LY0,T; V() se N = 3, temos que v, € C{[0,T];V'(Q2)), podemos veri-
ficar entao que v, satisfaz

T T p T
[ /v(_ukqﬁ'da:di = —f /VUEVukqid:cdtw/ /(UE-V)vEukqbdﬂrdt
¢ Ja ¢ Ja

f / — €)UeU Fodadt

‘ ko ! uF Tl
+ ]O /Q F(8.)u* odzdt + [Y ve(x, 0)u"9(0)dz (2.63)

Yk =1,2..., V¢ € C1{[0,7]) tal que ¢(T) = 0, entio tem-se
/ ve(z, 0)uF o (0)dx = / Vo d(0)dx,
Q 0

como ¢ € arbitraria, tomamos ¢ tal que ¢(0) # 0 e obtemos que
ve(x,0) = voelx), qt.p. em (O, isto &, satisfaz-se (2.18).
Por linearidade, temos que (2.63) é valida para somas finitas da forma

-

Zukiﬂf’z‘j

t==]
com ¢; € CH[0,T)) tal que ¢(T) = 0 e u* um elemento da base escolhida
para V().
Por outro lado, o conjunto de todas as possivel somas finitas

A= {Zu 6, neN, ¢, € CH0,T]), tal que ¢(T) = 0}

é denso no conjunto das classes de fungdes £ € CH[0,7T}; V() tal que
supp € C 2x[0,T). Entao, por linearidade e continuidade, de (2.63) obtemos
finalmente, que vale a identidade integral

—fvegtdxdt = - / Vvevgda:dt—f(ve-V)vefdxdt
Q JQ Q

- / J(F<(we) — €)vEdzdt
Q
*!M/F(Be)idazdt—l—fve(:m{))f(:c?(})dx
) o
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Entdo, como § é arbitrariamente pequeno. concluimos de (2.64) que,
quando m — oo, vale

| fQ V(K.(6%) - K.(0)V¢| — 0.
Finalmente, de (2.59} e (2.62}, obtemos
/ 67" Vipdedt ~—>/ Ocve Vipdzdt,
Q Q

quando m ~» o0,
Vale, portanto, a identidade (2.20).
Temos também, por (2.26) e (2.38), que

welz,0) = welx), em €,

e assim também (2.21) é viélida.
Verificamos agora, que w, = £.(f.), q.t.p. em Q. De fato, temos que
wi = B.(07), e de {2.58), quando m —» oo, temos que

w?(:ﬁ: t) — we(xrt)a G.t.p. em Q:
Ainda, por {2.62), vale que
gz, t) — 6.(z,1), qt.p. em Q,

quando m -~ o0, logo, como 5, é Lipschitz para € fixo, conclui-se gue
we = B:(8), qt.p. em Q.

Provaremos agora que 6, — 85 € L*(0,T; H{Q)). Pelo Teorema 2.7, temos
que 7 — 85 € L2{0,T; HHO)) e além disso {7 — 65}°_;, é uma sequéncia
limitada em L*(0,T; Hy(£2)).

Assim, existe uma subsequéncia tal que

67 — 65 — g, fracoem L*(0,T; HL(Q)),
quando m — oc. Disto, obtemos

67" — G5 + g, fraco em L*(0,T; H*(S)),
quando m — oo, e, por {2.55), temos, quando m — o

6™ — 48, fracoem L2*(0,T;H'(Q)).
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Concluimos entio que 6, — 85 = g € L2(0,T; H}{(Q)).

Verificaremos agora as estimativas para ve, 6., w, € we.

De {2.40) e (2.56) obtemos que §, é limitada em L*{Q), de maneira
uniforme com relagdo a ¢, logo por (2.16} e o fato de termos que w, = G.(8.).
obtemos também para w, uma limitacio uniforme com relacdo a e em L*(Q).

Por (2.33), (2.53) e (2.54), tem-se que v, € limitada em L2{(0, 7V (£2)) N
L>=(0,T; H(Q)), uniformemente com relacdo a e. Pela limitagao de v, de
(2.41) e (2.35), conclui-se que 6, ¢ limitada em L*(0,7"; H*{€2}), uniforme-
mente com relacio a e.

Finalmente, por (2.42) e (2.60}, temos que w ¢ limitadaem L? (0,7, H~}{(Q)),
de maneira uniforme com respeito a ¢. Desta forma finalizamos a prova do
Teorema 2.6.

2.4 FExisténcia de solugoes

Faremos nesta secao a prova do Teorema 2.5.

Prova: Pelo Teorema 2.6, temos que as sequéncias {v}, {6} e {w.} s@o
uniformemente Himitadas com respeito a e em: L*(0,7; V(Q))NL>(0, T H(Q)),
Le(@Q)NL2(0,T; HYQ)) e L>={Q) respectivamente, assim, temos que existem
funcdes v € L*(0, T V() N L=(0,T; H(Q)), 9 € L=(Q) " L*(0,T; HY{Q)),
w € L*{Q) e subsequéncias tais que

ve — v, fracoem L*(0,T;V(Q)) (2.65)
e — wu, fraco® em L*(0,7; H(Q)) (2.66)
6. — @, fraco em L*(0,T; HY{Q)) (2.67)
g, — 0, fraco® em L™(Q) (2.68)
we — w, fraco® em L™(Q). (2.69)
quando € — (. Pela Observagdo 1.7 (veja (1.33}), temos que
welz, t) — wlz, ), qt.p. em Q vi€0,7), (2.70)

quando € — 0.
Também temos, pelo Teorema 2.6, que a sequéncia {w} ¢ limitada em
L2(0,T; H~H{Q)), uniformemente com respeito a ¢, desta forma obtemos que
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existe subsequéncia tal que

Wer — wy, fraco em L2(0, T HYHQ)), (2.71)

quando € — 0.

Agora, da mesma maneira que na prova do Teorema 2.7 (veja desigual-
dade (2.61)), pelo fato de ser {6, } uma sequéncia limitadaem L2(0,T; HY{)))
uniformemente com respeito a € e {wq} em L2(0,T; H™1(Q)) e também de
maneira uniformemente com relagio a e, obtemos que {f.} é relativamente
compacta em L2(0,7; L*(Q)) (veja [41], Teorema 5, p. 84). Tem-se entdo,
que existe uma subsequéncia tal que

8. — 4, em L*(Q). (2.72)

quando € - 0.

Por outro lado, de (2.69), {2.71) e o fato de que a inclusdo L™{())} C
H-1(}), é compacta, obtemos que a sequéncia {w.} é relativamente com-
pacta em C([0,T); H™1()) {Ver [41], Corolario 4, p. 85), ento existe uma
subsequéncia, tal que :

we ~ w, em C([0,T); HHQ)). (2.73)
quando ¢ — 0.
Provaremos a seguir, que as fungoes v, # e w, satisfazem o problema (Py).

Mostraremos em primeiro lugar, que v = 0 em ¢,. Seja K C@,, com-
pacto. Tomando £ = v, em {2.17), integrando por partes e usando a de-
sigualdade de Young, obtemos

[ s - ez < v
Q

onde M é uma constante que nac depende de ¢.
Portanto,

/ J(fe(w.) — ev? < M. (2.74)
K

Por (2.70), temos que w, — w, q.t.p. em K e pelo Teorema de Egoroff, tem-
se que dado 6 > 0, IKs C K tal que |[K\ K3l < § e we — w, uniformemente
em K, entao, Jeg > 0 tal que fHw (z, 1)} =1, V (z,1) € Ksse 0 <€ < €,
logo, de (2.74) temos que

T(1 = e)lvelfoge,y < M,
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se b < € < €.

Logo, fazendo € — 0, temos que J(1 — €) = +0c e entdo |uc|72,) — 0.

Por outro lado, de (2.66) temos que v. — v fraco em L?(Kj), entéo,
conclui-se que v = 0, ¢.t.p. em K. Por termos que |[K\ K| < & para d > 0
arbitrario, podemos provar que v = 0, q.t.p. em K. De fato , seja {J;}; com
d; > 0, uma sequéncia tal que ¢; — 0, quando j —» oc , entdo para cada J;,
obtemos subconjuntos Ky, C K, tal que v = 0 q.t.p. em Ky,

Por outro lado, podemos escrever

]C = (U?S:Eicéj) U K:

e temos que v = ( q.t.p. em UK, pois € uma unido enumeravel de
conjuntos onde v = 0 q.t.p. Temos também que para todo j vale
AU = KN (UL Ky,)¢)
= UCQ(Q?S:I gj)j
= | M52, K5
= |1, (K Ky,
< éy
Assim, como §; -+ 0 quando j — oo, temos que
KA (U324 K5,)] =0,
e concluimos que v = 0 q.t.p. em K .

Por outro lado, como K e um subconjunto compacto, também arbitrario,
tel

Lol

de @,, concluimos finalmente que v = 0, q.t.p. em @, .
Mostraremos agora que as fungoes v, 6 e w satisfazem (2.10).
Seja v € C3([0,T]; H; (2)); de (2.20) temos a identidade

/ wepdrdt — / VK6 Vypdrdt —f—/ B.v . Vodedt = 0.
Q aQ Q
Por (2.70) obtemos a convergéncia
/ weopdrdt — f wippdrdt.
4@ Q
Por (2.65) e (2.72), temos

/BGUEVgod:cdtﬁ/GUVgcd:Edt.
JQ Q
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Antes de provar a convergéncia do termo
[ VK (0.)V pdzdt,
Q@

provaremos que a funcao X, com as hipdteses dadas em {Hj), é Lipschitz,
ainda numa vizinhanca da origem. De fato, sejam sy, 82, 53, §4 nUMeros reais
tais que 81 < 53 < 0 e s9 > 54 > 0, entdo obtém-se

(K (s2) — K(s1)] < [K(s2) = K(sa}| + |K(s4) = K(s3)} + [K(s3) ~ K(s1}]
g LK]SQ — 34{ -+ IK(.S:;) - K(Sg)] =+ LKESg — .5’1'
= Ly (Jsg = s1] —lsg — s3]} + | K (52) — K(s3)].  (2.75)
Se 53 — 07, s4 — 07, entdo |ss — s3] — 0, pela continuidade de K e por
termos K(0) = 0, obtém-se |K(s4) — K(s3)] — 0, desta forma de (2.75}

obtemos | K (s2) — K{(s1)| < Lg|sa — 811, ou seja K é Lipschitz em todo R.
Consideramos primeiro uma fungio teste ¢ € C3([0,T7; CZ(Q2)) e obtemos

| f K(6)Vel < f K6, — K.(6)|A¢]

fQ K.(8) - KO)]|Agl.  (2.76)

Por (2.14) temos que K. € Lipschitz e assim, obtemos

fiK O)180] < K, /;eewelwt-

Por (2.72), obtemos quando € — 0 que
B.(x,t) —0{z,t)] = 0.
Logo, obtemos

f K0 - KO0 =0, (2.77)

quando € -~ 0.
Temos também

K(0) - K(6)] < IK.(8) - K.(0)] + [K(6) — K(0)]
2K,18),

[/
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e como |0|[Ap| € L' (Q), pelo teorema da convergéncia dominada, obtemos
[ 150 - K@)l 12010 (2.78)
a
quando € -» 0. Desta forma de (2.76), (2.77) e (2.78), conlui-se que

f VE.(0)V — / VE(6)Ve, (2.79)
Q Q

quando € — 0.
Agora, pela densidade de C3([0,T]; CE(Q)) em Cy{[0,T7; H}(Q)}, dado
5 > ( arbitrariamente pequeno, e g./ e C3{[0.T7; H}(Q)), existe uma funcdo
o e CH10, T C2(8Y)) tal que ¢ < 8.
Entao, vale

| / V(K.(6) - KO)Ve| < | / _ K(6)V)
o | [ VUKL - KOV - 211250
Q

20.T5HE()

como ¢ € C3([0, T} CE()), temos de (2.79) que

| / K(0))vg| — 0,

quando € — 0.
Para o outro termo, temos

| / V(EL8) - KO- ) < [ V000 - KOIT - o)
@ Q

< Clldrzoraaple — Slreermie)

+C0eizormanle = Plizorrio)
M,

1A

como § > 0 é arbitrariamente pequeno e M é uma constante, de (2.80)
concluimos que

| / V(K.(6.) - K(6))Ve| — 0,
Q

quando € — 0. Temos entdo que satisfaz-se {2.10)
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Temos também, por (2.21) e (2.70), que
w(z,0) = wy(z), em Q.

Provaremos agora a inclusio w C 5(8}, q.t.p. em .

Consideramos as regioes (J.., Q. e (Jg, definidas pela temperatura, da
seguinte maneira

Qe ={(z,t) € @; 8(x.t) >0},
Q- ={(z.,t) € @; 9(z,t) <0},
Qo = {(z,t) € Q; Oz, t) =0}

E claro que Q = QL UQ_UQq. Seja (z,t) € O, isto &, (. t) < 0, entio
por (2.72), para quase todo (z,t) € @Q_, existe ¢, > 0 tal que f.(z, 1) < 0,
Ve < €. Por (2.16), temos que w, = F.(6.(x,t)) = 5{0(z, 1)), entdo temos

lim jwe(, 1) = 60z, )] = lim [5(8{z,1)) - 5(6(z,1))|
= 0.
Desta forma, por {2.70}, temos que w = 3(#), q.t.p. em Q_. De maneira
analoga, obtemos que w = 3(4), q.t.p. em Q..

Provaremos agora que a inclusio w C 8{#) é validaem (. Como 6(z,t) =

0 em (g, temos que 5{f(z,t)) = [0, L] em )y, desta forma devemos provar

que 0 < wiz,t) < L, gt.p. em Q.
Seja o conjunto

Ny ={(z.1) € Qo; w(z,t) > L},

e suponhamos que tem medida |N;| > 0. Tomando a funcio caracteristica
de N1, xn,. obtemos por (2.70)

lim WeX N, = / w
e—=0 Qo M
> LIV (2.81)
Por outro lade, de (2.16}, {(2.72) e o teorema da convergéncia dominada,

obtemos
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;‘EE% weXNL = llm ."6)€(96)X;V}
0 Jo, =0 Qo

< limfy [ |8+ LIN]
e—+0 N

= lim@] 18] + LN
e+ Ny

= Li;’.\;}E,

o qual contradiz (2.81) ao supor que |N;| > 0, conclui-se entdo que |V;| = 0,
e logo w < L, q.t.p. em (Jq.
Denotamos agora por Ny o conjunto

Ny = {(l‘.t) S Q{); ?.U(i',t) < 0},

e supomos que tem medida [No| > 0. Tomando a fungdo caracteristica de
Ny, que denotamos yy,, de (2.70) obtemos

lm [ wexn, = / w
=~0Jq, Ny

< 0. (2.82)

Por (2.16), temos que 3.{f8.) > min{é’lﬁe,()} = g{f.). Observamos que se
f.(x,t) — Oentdo g(f(z,1)) — 0, ecomo lg(f.(x,t))] < M, usando o teorema
da convergéncia dominada, obtemos

£ Qo XNz e—+0 ;,\;2' e( E)

> lim [ g4,

€30 Ny

= {,

o que contradiz (2.82} ao supor que |Na| > 0, entdo [Ny = 0 e temos que
w > 0, gt.p. em (g, logo, 0 €< w < L, qt.p. em @y, com o gual prova-se
que w C 5(6), q.t.p. em Q.

Para provar que 8 —; € L*(0,T; H}{2)), procedemos de maneira similar
que na prova do Teorema 2.6.
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Do Teorema 2.6 temos que a sequéncia {6, 65} é limitada em L2(0,T; H (),
entdo, existe uma subsequéncia tal que

b, — 85— 5, fracoem L*(0,T; Hi{Q)),
quando € ~— 0. Por (2.27), temos que
G+ 85 — §+0s fracoem L*(0,T; HY{Q)),

quando € — 0.
Entao
b, — g+ 85, fracoem L*(0,T: H'(Q)),

quando € — 0.
Como por (2.67) temos que

8. — 6, fracoem L*(0,T; H'(Q)),

concluimos que # — 8; = § € L?(0,T; H:(Q)). Prova-se desta forma (2.11).
Para provar (2.13), consideremos inicialmente um p > 0 arbitrariamente
pequeno e provemos a existéncia de um conjunto @, C G, tal que [Qmy \
o.l < p, que satisfaca as condicGes dadas na definicac 2.2 parte (iii). A
existéncia deste conjunto esta estreitamente relacionada com a convergéncia
das funcdes w,, como veremos a seguir.
Por (2.69}, temos que a sequéncia {w,} é limitada em L™((}), de maneira
uniforme com relagio a €, e por (2.70) tem-se que

welz, t) — w(z, t), qt.p. em Q. (2.83)

quando ¢ — 0. Além disso, satisfaz-se w.{z,0} = w(zx,0) = wo(zx), em {2,
entao temos

we(-,0) — w(-,0), uniformemente em Q. (2.84)

quando € — 0.
Agora, pelo teorema de Egoroff, tem-se que dado p > 0, arbitrario, existe
um conjunto QF, € Quy tal que {Quu \ Q4,1 < p, e

-

we — w, uniformemente em @, (2.85)



Fazemos notar que, por (9 ) e (2.85), podemos considerar que £2,,;(0) %
{0} ¢ @7,. Destacamos que le denotara o interior do conjunto Q7 i rela—
tivo ao conjunto £ x [0, T). Observamos que tem-se Ot (0) x {0} CQmi

Sendo

le(t) = {-T = Q (x,t) S Qmi}:

denotamos
Qp = {z € Quit); {z,t) ¢ anz}'

Notamos também que Q denotara o interior do conjunto QF,, relativo

ao conjunto £.
Consideremos agora. o seguinte: Se;a U, = {1, tzﬂ_l) x U(t;), com U{t;}

aberto tal que Uy, = [t;,t,01] x U(t,) CQmI e U(t;) CQm; Seja € V{U(%)),
de (2.17) temos para quase todo t € [t;, 4]

(et Muey = ~(Vue, Ve — ((ve Vive Do
~(J{felwe) — €)ve, Moy + (FU0), Muey,  (2.86)

i

entao, temos

(et Mueyl < UV Vluaa] + [((ve Vive, v
T (fiwe) — €ve Mvey + [(F@) . sl (2.87)

Podemos obter as seguintes estimativas para os termos do lado direito de
(2.87):

+

V’U€ VT])(J t}1 < C ?,EEHI Uit (288)
C’,z,elH1 ]77| vy, se N =3
s Clve| L2 lb |y Invie
\vi ) e LU ¢ el HY(U{t: ) V(U (8:)) .
{((ver Wer 11) Uit e N = 2 (2.89)
Moy € Cllel ey Mvioe))- (2.90)

Para o outro termo de (2 7), temos

(J(filwe) = e v S/ I (fi(we) — e)l|velnldadt. (2.91)

Uit;)



. . o P
Lembrando que Uy, = [, t01] x U(ty) CQuC G e Qi = {{z,t) €
Q; wix,t) > 0}, temos que

infw(z,t} =a > 0.
T,

Dessa forma, pela hipdteses (Hg), temos que

sup fu(w(z, £)) < 1-4
e,

para um certo d > 0.
Por outro lado, como ff — f; uniformemente em R e como por (2.84) e
(2.85), tem-se que w, — w, uniformemente em U, , obtemos que existe g > 0

tal que

g
€ 1__""_‘
fs(wé) < 2

em U;, se 0 < € < g, logo, por ser J ndo decrescente, tem-se

Jfilw) =) < JA-5-¢)
< J1-3)
< C, (2.92)

Y (z,t) € Uy, se 0 < ¢ < €, onde ¢ é uma constante independente de e.
Desta forma, de (2.91) e {2.92), obtemos

i(J(fsE(we) - G)Uee W)U(n)l < /Uft | (s (we) = 6)?‘@'€§n%dl‘dt

< Clvelpzwens Mo we
< Cludpweynlvivey- (2.93)

Agora, por (2.65) e (2.66), temos que v, ¢ limitadaem L?(¢;, t;.0; HH (U (8N
L™t tiy1; L2(U(4;)), uniformemente com respeito a €.
Por outro lado, de (2.87), (2.88}, (2.89), (2.90) e (2.93), temos que v,

é limitada em L*(t;, tipp; V/(U(t)), se N = 2 e em L'(t;, ¢ V(U (1)), se
N = 3, uniformemente com relacio a e. Entdo, obtemos que a sequéncia {v,}
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é relativamente compacta em L2 (¢;, ¢;.1; L*(U(t:)) (veja Simon [41], Corolario
4, p. 83), logo, temos que existe uma subsequéncia tal que
vy — U, em LQ(tj, (PR LQ(U'(tl))‘ (294)
quando € — Q.
o F
Agora, dado K CQ),,,;, 0 podemos cubrir com uma unido finita de cilindros
_ G P
da forma U, = (t;,t0) x U(t;) tal que Uy, CQ,,; e U(t;) aberto contido

of
em ;. Lembramos que no caso de ter ¢, = 0 o cilindro tem a forma
[0, tis1) x U(0).

Por (2.94). obtemos que

ve — v, em L*(K),

quando € — 0, e, portanto, temos

o/
v, — v, forteem L7 _(Q, ), (2.95)

loc

quando € — (.
Por outro lado, usando a estimativa para J(ff(w,) — €}, obtida em (2.92),
obtemos

R

([ W -0t < J0- i

i

< M, (2.96)

onde M, é uma constante independente de e. De (2.96) obtemos que a
sequéncia {J(ff(w.) — €)} € limitada em L*(U,), de maneira uniforme com
relacdo a €, logo, obtemos que existe uma subsequéncia tal que

J(fE(we) — €} — hy, fraco em L*(U,), (2.97}

quando € — {.
Consideramos agora o fato de que

o P
o= Uimy (i tir) X Ully) = U2, Uy,

Por (2.96), temos que existe subsequéncia de {J{fé(w,) —¢)}, que deno-
tamos por {J(f (w,,) — €)1}. tal que

J(F9 (we,) ~ €51 — hy, fraco em L*(U7,),
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quando ¢; — 0.
Tomamos agora uma subsequeéncia de {J{fs’ (w,,) — €;)1} e obtemos

J(fo (we,) = €)2 = ha, fraco em L*(U,,),

quando ¢ — 0.
Por um processo indutivo, obtemos uma subsequéncia {J(f5 (w, =€)k}
de {J(£ (we) - )1} tal que

(3 (we) = &) = hi, fraco em LX(U,),

quando €; — 0, e hy/ Ui, = hi—1. Pelo conhecido processo diagonal, obte-
mos sequéncia {J(f (w,,) — ¢;);} tal que

o pf

J(fsej (wfj) - Ej)j - hﬂ’ fraco em Lfoc(@md)’

quando €; — 0, onde a fungao h, é tal que hp/U:j = h;. Esta sequéncia
diagonal a denotaremos simplesmente por J(ff{w.) — ¢), temos entdo

o f

J(fg(wé) - 6) - h.ﬂv fraco em L?oc(@ml)? (298)

quando € — 0.

Verificamos agora, que satisfaz-se a inclusdo h, C J(f.(3(F))). Seja
o P

U CQ),,; conjunto compacto e sejam

U, = {{z,t) e U; 6{z,1) >0}
Uy = {{z,t)elU; 8{(x,t) =0}

Consideremos em primeiro lugar o conjunto U,.. Como U pode ser coverto

por uma quantidade finita de cilindros da forma {t;,t;.q) x Ult;) = Uy, com
o f

U, CQ,,, o mesmo acontezendo com U,. Logo, como w(z,t} > L em U,
podermos proceder de maneira similar a como foi obtida a estimativa (2.92)
para a funcio J(ff{w.) — €), e obter que

J(filw) — ) < M.

se 0 < € < €g, onde M é uma constante independente de ¢. Desta forma , pela
hipéteses (Hs), temos que J é Lipschitz em A = f(w (Uy)) U F(B(0(US))),
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logo, dada ¢ € L*(U,), tem-se

| b (J(fs(we) — &) = J(£(BO) Y] < /L J(fi(Belbe)) — €) = J(f (BN

4

A

¢ [ \fs(660) - 1.5

Uy
+Ce /L + ). (2.99)

Por outro lado, por termos que #(z,t) > 0 em U, por {2.16) obtemos para
0 < € < €, B:{0.) = 8(8,), logo, pela hipdteses (H,), pelo fato de f& — f;
uniformemente e por (2.72), temos

lim | ££(8.(60.(x. 1)) = (80w, )] = Lim|f:(B8(6.(x, 1)) = £(B0(z, 1))
frmwes 8_‘

g-t.p. em U.. Além disso, |f5(5(6.)) — f:(B(0))il¥] € LH{U) e é uni-
formemente limitada em L'(U.) com relacdo a ¢, logo, pelo teorema da con-
vergéncia dominada, obtemos que

| ifsea6) - £g@) el = o

quando € — (0. Entdo por (2.99), conclui-se que
J(filwe) =€) = J(f;(8(8))). fraco em L*(Us),
quando € — 0. Logo, de (2.98), concluimos que
he = J(£(B(8), atp. em U. (2.100)

Em U, temos que 8{x, t} = 0 e, portanto, 3(6(z, 1)) = [0, L] em Us. Logo,
{88z, 1)) = [0,1] e entdo J(fs(B(8(x,t)))) = [0,4+0oc) em Uy. Assim,
basta verificarmos que b, > 0 q.t.p. em Us.

Para isto, consideramos o conjunto

N ={(z,t) € Uy; hylz,t) <0}

e suponhamos por contradicdo que ele tem medida [N| > 0. Sendo ywn a
funcdo caracteristica de N, obtemos que

Hm /U J{filwe) —e)xn = [\ h, < 0. (2.101)

e+
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Por outro lado, como J{ff(w.) — ¢} > 0, obtemos que

lir% J(filwe) —exn =0,
[Tars L“e}

o que contradiz {2.101), entdo, |[N| = 0, assim, h, > 0 q.t.p. em U.
Portanto, temos

hy © J(£(B(8)) atp. em Ui, (2.102)
Conclui-se entdo de {2.100) e de (2.102) que

hy C JUA(B(8)) atp. em U

o P

Agora, como @, pode ser coberto com uma quantidade enumerdvel de
_ o f
conjuntos abertos limitados U tal que U CQ,,,, concluimos que

o P

hy C J(f:(8(0))), atp. em Q.

Em particular, temos

o g

hov C© J(f(B(8)))v qtp.em @, .

Até este momento trabalhamos com um p > 0 arbitrariamente pequeno.
Passemos agora a constru¢do do conjunto F.

Para isto, consideremos uma sequéncia {p;}, de nlimeros positivos de-
crescentes tais que p; — 0+ quando i — +oc. Entido, indutivamente, para
cada 7, tomemos o conjunto {7, obtido no argumento anterior e a fun¢éo Ay,
correspondente, mas de tal forma que ao passarmos de { para ¢ + 1, tomamos

subsequéncias das sequéncias anteriores que definem os A,,.

o P
O processo diagonal outra vez define uma fungdo hem int s (F) = (U2, @pu

tal que hlépi = h, e que facilmente se vé que h € L2 (intf(F)), onde

I
F =z, Q. Também por construgdo se tem que

h C J(f(8(8))) at.p. em int;(F).

Provaremos a seguir que vale (2.13). Para isto, seja £ ¢ CH{[0,T]; H*(£2))
tal que supp & C int;(F) e div (-, 1) =0, Vt € [0.7).

a6



Denotando U = supp £ e lembrando que ele é compacto, e portanto I/
o Py

estd contido numa unido finita de conjuntos Q,,;, podemos tomar ¢ tendendo
a zero tal que as convergéncias a seguir se realizam em U.
Inicialmente observemos que de (2.17} vale a igualdade integral

——/vsé}da:dt = —/V'Uerdocdt——/‘ (ver Vv Edzdt
U v U
—/ J(filwe) — ejuldxdt (2.103)

+/ F(Be)fdxdt+/ ve(z,0)&{x,0)dz.
U 0, (0)

Fazendo € — 0+, obtemos as seguintes convergéncias:
De (2.95}, obtemos a convergéncia

f v &dadt — / v&ydzdt.
U U

Agora, de {2.65), obtemos
/ Vo Védzdt — | VuVEdzdi.
U U

Pelo fato de termos F Lipschitz e de (2.72), temos

/ J&dxdt — / g1¢dxdt.

Por (2.65) e {2.95), obtemos
V/U(vf_- V)vdzdt — U(v- V)védzdt.
Agora, de (2.95) e (2.98) obtemos que
/U J(f{w,) — eyvEdxdt — /I;hvfd:edt.
Finalmente, por (2.18) e {2.19), vale a convergéncia

/. ve(z, 0}¢(x, 0)dz — / ve{z)&{x, 0)dz
(D) £70(0)
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Dos anteriores e do fato que U = supp £ C int;(F), concluimos que vale
a identidade integral

~/ v dadt = w/ V'chfdxdt—/ (v-V)vEd:cdt-—/ hvédxdi
ints (F) int (F) int(F) int; (F)
; f Fl6)¢dudt + / vo(@)E(z, 0)dz,
ints (F) s 0)

com o que esta provado o Teorema 2.5.

Observagao 2.13 FPor termos, S — f; uniformemente em R e we — w,
uniformemente sobre compactos K tal que KX C int(F), podemos concluir
que J(f(we) ~ €) converge a J(fi(w)) em CY°K) e entdo podemos tomar
h = J(fs(w)}) na definicdo 2.2 de solugcdo generalizada.



Capitulo 3

Um Problema Estacionario

Introducao

Apresentaremos neste capitulo resultados de existéncia de solugdes esta-
ciondrias de um modelo matematico para a solidificacio de materiais puros,
levando em conta os processos de condugao de energia térmica, bem como a
sua geragao ou absorcao devido a mudancas de fases, e também os processos
convectivos que se realizam nas fases nfdo sdlidas. O modelo a ser estu-
dado é constituido de equagfes que descrevem o balanco de energia térmica
acopladas a equagbes que governam o movimento do material na regido ndo
sélida (liquida-mushy). Estas dltimas equactes sio do tipo Navier-Stokes
com termos adicionais do tipo Boussinesq para levar em conta os efeitos ter-
moconvectivos e um termo do tipo Carman-Koseny que modela a dindmica
do fluido na zona mushy.

Como no capitulo anterior, o nosso modelo estd baseado nos trabalhos
de DiBenedetto e O’Leary [20] e o de O'Leary [36], quanto aos aspectos de
balanco de energia térmica e mudanga de fases, e Blanc e outros [5] quanto aos
aspectos convectivos. Porém, por razoes técnicas que serdao oportunamente
explicadas, o problema estaciondrio aqui analisado sera aquele corresponden-
te a um modelo matematicamente regularizado daquele estudado no capitulo
anterior. Mais precisamente, estaremos estudando as equagtes estacionarias



correspondentes ao seguinte sistema de equagdes (inclusdes) diferenciais:

¢ S
8—t—ailw——AK(9)+v-V9 = 0 em Qx(0,7T),
w C B(8) em Qx{0,7),
w = ws sobre X,
w{z,0) = we{z) em O,
a' o
X Mé%—a.w(@--wva«-ﬂe) C —J(f(B0)v em Q
dive = 0 em émf,
v = 0 sobre X,
v(z,0) = wol{z}) em Qm (0),
L v = 0 em @,.

Aqui utilizamos as mesmas notagdes do capitulo anterior; « é uma constante
estritamente positiva e o termo aAw corresponde a regulariza¢ao matematica
aludida acima. Fisicamente, a primeira equagio pode ser obtida assumindo
que o fluxo de calor é —aVw — VK (8), isto é, hd um termo proporcional
ao gradiente da entalpia, ao invés de apenas um termo dependente da tem-
peratura, como € mais usual. Outra observacio € que no problema acima a
condicao de fronteira é dada sobre w. Entretanto, isto e a condigao w € 3(6)
determinam a temperatura sobre a fronteira por 65 = £ *{ws), conforme
veremos brevemente.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na Secdo 3.1 faremos
uma descricao datalthada do modelo. Na Secdo 3.2 introduzimos as hipdteses,
precisamos a formulacgao fraca do problema e enunciamos o nosso resultado
sobre existéncia de solucdes estacionarias (Teorema 3.4). Na Secdo 3.3 in-
troduzimos um problema aproximado que corresponde a uma regularizacao
do problema original e provamos um resultado de existéncia de solugtes de
tal problema regularizado, via argumentos de compacidade e ponto fixo. Na
Secao 3.4 provaremos o Teorema 3.4.
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3.1 Descricao do modelo

Consideramos o fendmeno de mudanca de fase de um material puro oco-
rrendo no dominio limitado 2 C RY, (N = 2,3), com fronteira 692 regular.
Neste processo aparecem trés regioes diferentes em Q que denotamos: £, €
e {1,,,, as quais dependem de como se realiza o processo de mudanca de fase e
que corresponderdo as diversas fases em que se encontra o material. Assim,
), e O serao as regides nas quais o material estd em fase sélida e liquida,
respectivamente; (2, corresponderd a regiac mushy.

A fase do material em um ponto x € () depende da entalpia w(z) do
material, a qual por sua vez depende da temperatura #{(z) de uma forma
bastante nio linear que logo descreveremos. E importante destacar que ao
longo deste trabalho suporemos, por simplicidade, que a temperatura de
mudanca de fase é igual a zero. Desta forma a regiao onde #(z) < 0 estard
necessariamente contida na regido sélida, a qual é aquela na qual w{z} < 0.
A regifo onde 6{z} > 0 estard na regido liquida, a qual é caracterizada por
w(z) > L; aregido mushy é aquela onde 0 < w(z) < L, com L uma constante
que depende do material e é chamada de calor latente; esta regido esté contida
na regido onde #(z) = 0 (Para mais detalhes ver [3}).

Por outro lado, como estamos levando em conta os efeitos convectivos,
o termo de Carman-Koseny nas equagdes de movimento do material, o qual
depende da fragao sélida f,, requer que haja a seguinte relacdo de compati-
bilidade: o valor da fracdo sélida deve ser f; = 1 na regido sdlida, f, = 0 na
regido liquida e 0 < f; < 1 na regido mushy. Assim, f; deve ser uma fungao
da entalpia w,isto é, f; = f,(w) onde f, é uma funcao real tal que f;(w) =1
quando w € (—o0,0], fs(w) = 0 quando w € [L,+oc) e 0 < fi(w) <1
quando w € (0, L).

De forma mais precisa, sendo L > 0 o calor latente do material, definimos
as regides Q,, ; e €, como:

Q= {reQwl) <0},
o = {zeQuwlx) =L}
Qn = {zeQ0<w(z) <L}

Define-se também a regiao nao sélida como

Lt = QU ={x e 0 < wiz)}
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O nosso problema serd achar fungdes v, €, w e p. representando respecti-
vamente a velocidade, a temperatura, a entalpia e a pressio do material, tais
que, sendo 2, e Q, como acima, elas satisfazem em um sentido generalizado
a ser precisado na proxima secdo o seguinte sistema () :

—aAw — AK(@)+v- V8 = 0 em Q, (3.1}

w S B(0). (3.2)

w = ws, sobre 902, (3.3)

A+ (0 Vo +Vp— F(f) C —J((B0) em Qi (3.4)
dive = 0 em Solmg, {3.5)

v = 0 sobre 9, {(3.6)

v o= 0, em 0, (3.7)

o
onde fzml e () denotam respectivamente os interiores de €, e €, definidos
anteriormente respectivamente em termos da funcao incégnita w.

Na préxima secdo, daremos as hipdteses matemdticas precisas sobre os
varios termos do sistema. Aqui, apenas recordamos brevemente os seus sig-
nificados.

Como dissemos anteriormente, na primeira equagio do sistema anterior,
no termo correspondente a regularizacao matemadatica, assumimos que « > 0
é uma constante.

A funcdo K(s) é suposta ser conhecida e descreve o quociente entre a
condutividade térmica e o calor especifico do material.

B{s} é uma multiaplicacio que descreve a relacio entre a entalpia e a
temperatura.

O termo F(f) simula os efeitos termoconvectivos que atuam na regibo
nao sélida. A aproximacdes de Boussinesq mais comumente usada toma

onde €' uma constante; p é a densidade média do material nao sélido; #, uma
temperatura referéncia (que pode ser assumida sem perda de generalidade
como zero) e § a aceleracdo da gravidade. Em nosso trabalho consideramos
uma situacdo mais geral para F {6}

O termo J(fs)v da primeira equacio atua na zona mushy, modificando as
equacdes do momento linear. A expressdo mais usada na literatura é aquela
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de Carman-Koseny:
FTAEp—E

’ (1 ““ f 5)3’
onde C' é uma constante positiva. Uma derivacdo desta expressdo, usando
argumentos fisicos e a hipitese de que a zona mushy se comporta ¢omo um
meio poroso, pode ser encontrada por exemplo em Voller e Prakash [51].
Neste trabalho, procederemos como em Blanc e outros [3], e consideraremos
uma fungao mais geral para J{f;) (veja a se¢ic seguinte).

Observacao 3.1 Ressaltamos que o modelo a ser estudado pode ser consi-

derado um problema de fronteira livre pois as regides €, € e Q,, sdo des-
conhecidas a priori.

3.2 Hipéteses e formulacao fraca do
problema

Supomos as seguintes hipdteses,

(Hy) { QCRY,N =23, dominio limitado de classe CZ.

B(s) é uma multiaplica¢do de R em R, estritamente monétona
(Hy) crescente e tal que para 53 0 ela é uma funcio satisfazendo
2

0< .Bo < F(s) < {3’1; além disso ela tem um salto na origem:
8(0) =1[0,L], com L>0.

Hs) K(s) € uma fungdo mondtona continua e diferencidvel fora da
(Hs origem e tal que K(0) =0, 0 < Ky < K'(s) < Ky, se s# 0.

(Hs) { F:R - RY ¢ uniformemente Lipschitz continua e F(0) = 0.

Izlgi J(x) = +oc.

J € Cl(~2c,1) é nao decrescente, J =10 sobre R™ e
(H5)
Hy) fs € CP(R), tal que f, = 1 em (—00,0], fs =0 em [L, +o0)
(He e 0< fy<lem(0,L).
(H7) { ws € H3(80) N C7(3Q), para algum ~ € (0,1).
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Observe que a hipétese (Hy) implica que §7' existe e é uma funcdo de
Lipschitz, com constante de Lipschitz menor que 37!, Assim, de (Hy), a
condicdo de contorno que 8 deve satisfazer é

Bl = 65 = 37 (ws) € H?(82) N C"(6Q), (3.8)

com o mesmo v de (H;). Por simplicidade de notacgéo, denotaremos também
por 45 a funcio em H'(Q) cujo traco sobre 9Q ¢ 6;.

Definicao 3.2 Sob as hipdteses (Hy) — (Hz) e {3.8), o tripla de funcdes
(0,w,v) € solucao generalizada do problema {Fy) se

(iYfde HIYNCD), 0 —0s € HIQ), we H{YNCYQ), w—w; €
HHO), v € V(Q)

(ii) Vale que w C B(4) e para todo ¢ € HL(S)) temos

Q(Vw; v‘p)ﬂ + (VK(B) VQ-’/")Q + (U ) V@, {1'-’7)9 = Oa (39)

(iii) Sendo definidos os seguintes conjuntos

Q, ={z € Q:wz) <0}, (3.10)
Q= {z € Q:wix) > 0}, (3.11)

temos que
v=0 em Q. {3.12)

Além disso, existe h & Lfac(fzmg) satisfazendo hv C J(f(8(9)))v e tal que,
para todo &€ € V(L) com supp & (’iiolmz,- tem-se

(Vo, V& +{(v-Vv,8): —(F(),8: = —(hv,g)ém. (3.13)

folmz Qi C i

Observacao 3.3 Como € usual nas formulacées fracas das equacées de Navier-
Stokes que utilizam espagos de fungées com divergente nulo, tais como H(Q)

e V{(Q), a Definicio 3.2 da solugdo generalizada do problema (Py) também
elimina do problema original a incdgnita p de (5.4) e a equacdo div v = 0.
A pressdo p correspondente a esta formulacdo fraca pode ser recuperada
utilizando-se a Proposi¢do 1.1, p. 14, em Temam [{3].

A geguir enunciamos o nosso resultado de existéncia de solugdes para o
problema estaciondrio.
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Teorema 3.4 Sob as hipdteses (H,) — (H7) e (3.8), existe solugdo generali-
zada do problema (Py) no sentido da Definicio 3.2.

Este resultado serd provado na Secdo 3.4. Aqui, apenas delineamos os
argumentos a serem utilizados: consideraremos problemas aproximados ade-
quados (problemas regularizados) que dependem de um certo pardmetro que
tendera a zero; a seguir, provaremos a existéncia de solucoes destes problemas
regularizados mediante técnicas de ponto fixo; posteriormente, mediante ar-
gumentos de compacidade, tomaremos o limite nas equacdes regularizadas ao
longo de subsequéncias adequadas das soluctes aproximadas e mostraremos
que este limite € solugao do problema original.

3.3 O problema regularizado

Nesta secao introduzimos uma sequéncia de problemas aproximados associ-
ados ao problema (Fp), nos quais nos sera permitido considerar a equagao
do tipo Navier-Stokes como vélida em todo ) e nao apenas no subconjunto

desconhecido a priori émg. Além disso, para tornar esses problemas apro-
ximados mais facilmente tratdveis, tomaremos regularizagoes adequadas das
fungdes (e multifuncdo) envolvidas.

Neste sentido, sejam f¢, f. e K., aproximacdes suaves de f;, 8 e K
respectivamente tais que

K.(0)=0, 0<Ky< K.\(s) < Ky, (3.14)

fa—

66(0) = Gv 0< 3[} S 3;(5) ..<_ ) (315)

™

ademais X )
18.(5)] < Bils| + L, B.(s) > min{fs,0} ¥s,
Bl(s)] < By se isl > € e Vs £ 0, 3eq, (3.16)
tal que B.(s) = 5(s), se € < e

Podemos tomar as convergéncias das fungdes 3, e K., no seguinte sentido:
B¢~ B3, uniformemente em R {0},

K, — K, uniformemente em R



Agora, usando (Hz) e as condicdes acima, vemos facilmente que as fungoes
definidas por:

b = 87 w;) € HE(HQ) N C7{69). (3.17)
satisfazem
Oesi 1oy < Clws| oy (3.18)
com constante ' > ( independente de e.

Nesta condicoes, vale o seguinte resultado de existéncia.

Teorema 3.5 Sob as condicdes anteriores, sendo 8.5 definido por (3.17),
para cada € € {0, 1] existe uma tripla de fungées (6., we, v.) satisfazendo:

(i) 6. € HY ), 6, — 65 € HIQ), w, € H(Q), we — ws € HHQ),
v, € V(Q).

(ii) we = B:(6.) e para todo ¢ € H;(Q) temos que

o Vwe, Vo) + (VEL8). Vio)a + (v - Ve, p)o = 0. (3.19)
(iii) Pare todo & € V(QQ), temos
(Ve, VE)a + ((ve Vv, §)a = —(J(f{{we) — e)ve. o + (F(0e), e- (3.20)

Além disso, (6., we, v,) € limitada em (H'(Q))? x V() por wna constante
que nio depende de ¢.

A prova do Teorema 3.5 seréd feita no final desta secio, e serd consequéncia
de alguns lemas que apresentaremos aqui.

Para isto, observemos primeiramente que (3.19) pode ser reescrito apenas
em termos de w, € v, ¢omo

a(vwe: VQO) + (VKe(ﬁzl(u’s))a vw)ﬂ + (Ue : ,Bgi(we)vwfa S’Q)Q =0,

para todo ¢ € H(£)); e, portanto, é natural buscar inicialmente as funcoes
(we, ve) e depois obter 4.
Para simplificar a notacdo, denotando

K (2) = az + K(87'(2)), (3.21)
teremos a equagao:

(VR (we), Vela + (v - 87 w) Ve, ©)q = 0. (3.22)
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De (3.14), (3.15) e (3.21), obtemos que
O<a< f(é < @y, {(3.23)
onde a; € uma constante independente de €.

Seguindo esta observagdo, introduzimos abaixo alguns operadores, que
serdo necessarios na obtencio de {w,, v.); posteriormente provaremos que eles
sao bem definidos e satisfazem certas propriedades tais como continuidade e
compacidade.

O primeiro operador que consideraremos é o seguinte:
Gy LHOOY x L) — HHOY,
definido para cada £ € H} ()" por
Gilo.w)§) = [ (= [ Jiw) - Oue + [ PO e (629
2 Q )
Também necessitaremos do operador
Gy LAY x LY — H YY)
definido para cada ¢ € H} () por:
(Galv,w), @y = f B HwivVe. (3.25)
o
Finalmente, fixado € consideraremos o operador
G : LYY x L} Q) — L)Y x LHQ),
tal que para cada (v,w) € L*(Q)}" x L*(Q) tem-se que
Glv,w) = (U, ),

onde (¢,) é a 1nica solucdo do problema

(V8,VEe = (Gilv,w), 8 (3.26)
(VE.(2),Vela = (Galv,w).¢)a (327)

para todos £ € V(Q), ¢ € H} (), com w —w;s € H}D).

E claro que {ve, we) correspondera a uma solucao do problema se e somente
se ¢ um ponto fixo de . A prova da existéncia de tal ponto fixo serd feita
usando o Teorema de Leray-Schauder (Lema 1.3) e, portanto, necessitaremos
dos lemas que enunciaremos a seguir.
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Lema 3.6 Os operadores G e (G estdo bem definidos e sdo continuos.

Prova: Claramente, temos da definicdo, que G, e G sdo lineares de H ()Y
em R e H} () em R respectivamente. Por outro lado,

Gi(v, wllg-1e) < Sup {(015’5‘]%4{9)1\*+C'2(€)\UEL4{Q)N§?U14,Q

E&Hé(g}h’il
+eg{e)|vipay + C4lw[4,ﬂ)§€lHé(Q}-’V}
< (31!’0‘%4(51}_-\; + Cg(é)lUiLé{Q)N |w§4,g + Cg(G)EUILaI(Q)N -+ 0457.014’9.
Obtemos entdo que G (v,w) é continua de H; ()" em R para ¢ fixo, con-
cluimos entdo, que G;(v,w) € H Y)Y, logo, G; estd bem definido.
De maneira andloga, obtemos para Ga(v, w)
1Galv, w)|g-10) € cjv]psan w]ga,

desta forma, obtemos que G5 estd bem definido.
Provaremos agora, a continuidade de G; e G3. Sejam {v.} e {wy}
sequéncias tais que

v, — v, em L)Y (3.28)
w, — w, em L*(Q), (3.29)
Por outro lado,
Galonwe) = Ga(v )l = sup | [ (= 0} Do+ [ (0 Oelon =0
?EIHEI)(Q).’\"S.l 2 2

- /r;(J(fﬁ(wn) =€) = J(fi(w) — €))vad
_;./Q,J(f:(w) —€){v — )€
+ /Q (F(8 M wy)) = F(37 ()€

ng?}n o EEL‘;(Q}N iyniL“(Q)N ~+ C}?U|L4(Q);\r Ib‘n - ’UiLé(Q}N
+eal€)iwn — wlyalvnlrimy + cale)iwlanlvn — vlpagyw
+eale)|vn — ’U§L4(Q}N + eslwn — Wlsa.

De (3.28), (3.29) e da desigualdade acima, obtemos

[\

[Gl(vﬂﬁ wn) - Gl(v;w)[H_1(g}N e 07
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quando n — oc, conclui-se que (7; € continuo.
Também temos

(G (Vs wa) = Galv,w) i) =  sup | / B () om- Vip — f 8= (w)e- V|
(PjH (Q)<1
< ol — wl»i,nl%'nim(mr\’ + colwlaalvn — UEL“(Q}-’\"
Por (3.28), (3.29) e a desigualdade anterior obtemos a continuidade de Gj.

Lema 3.7 O operador G estd bemn definido, € continuo e compacto.

Prova: Dado o par (v,w) € LYQ)Y x LY(Q), pela regularidade do
problema de Stokes, a equacio

(Vﬁ? vé)ﬂ = (GI(U7 w) g)ﬂa
£ € V(Q), tem tnica solugho 0 € V{(Q) tal que

9]y < ¢/Gilv, w) g~y (3.30)
Como V() C L ()Y, obtém-se que © € LA ().
Consideremos agora o problema

(I) { (VKﬁ(’LZJ),V(p)Q

Ui

(GE('Uv w)a (P)Q
wg, sobre 9L

t

Ve € Hy ().
Seja v, = K (W), entdo o problema (I} escreve-se

(I (Vu, Vgla = (?2(7« wl, ¢)a
ue = K {ws), sobre 92,

Vo € HHQ). Veja que K. (ws) € H3(8Q) pois K é limitado.

Como Gafv,w) € H™1(), obtemos que existe unica u. € H(Q) que é
solugio de {I"), tal que

el < ¢ (1Ga(v, w)ln-ay + Kelws) e ) -
Por outro lado, @ = K (u), entdo, V| = (K1 (ue)|Vue < KplVu, ja
que K[! ¢é Lipschitz, com constante Ky que por (3.23), nao depende de e.
Logo, w € H'(Q) e

i) < E(IGa(v, w)lg-ra) + 1K e(ws) o)), (3.31)
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entdo W € L*(Q) e G estd bem definido.

Provaremos agora que G é continuo. Sejam {v,} e {w,} sequéncias tais
que v, ~—— v, em L)Y e w, — w, em L*(2), denotamos G{v,w} = (&, D)
e Gy, Wn) = {n, r), entdo tem-se

{(Vﬁmvé)ﬂ = (GI(Umwn)vé)Q
(V'&Vf)g = (G;(U,w),f)g,

vE e V().
Subtraindo as duas igualdades acima, obtemos

(V{tn — 0), VE)a = (Gi(vn, wa) ~ Gi{v,w), E)n
Portanto, obtemos

[y, =~ Dl gy < elGi{tn, wn) — G1{v, w)| -1y~ -
Como HY(Q) ¢ L)) temos que

O — D] ey < G (g, wn) — Grlv, w)|g-1ayw . (3.32)
Por outro lado, tem-se

(v-?(f(lbn): v@)ﬂ - (GZ(vn:wn)=¢)Q
(VKe(w)a V(,O)Q = (G‘Z(Ua w): 3‘7)9
Wy, =W = ws, sobre 982,

Yy € Hy(§2). Subtraindo as desigualdades acima e fazendo u, = K.(iy) e
u = K () obtemos

(v(u'ﬁ - 'U.), vp)ﬂ = (GZ(Un: wn) - GQ(Ua w); {ro)Q
u, —u = 0, sobre 0%

Deste problema conclui-se que
[tn — ulminy € €11G2(tn, wn) — Galv, w)|g-1(0),

desta ltima desigualdade e pelo fato de K ~! ser Lipschitz, tem-se

[y = Blan = K (ua) = K7 (u)lag
< Kylu, — ulao
< E|Galvn, wy) — Galv, w) | g-10y.- (3.33)
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De (3.32). {3.33) e do Lema 3.6 obtemos a continuidade de G.

Por  outro lado, de  (3.30) e (3.31) temos  que
G LYY x LYQ) — V(Q) x HY(Q) é limitado. Como as inclusdes
HY Q) € L) e V() € LY ()Y sdo compactas para N < 4, obtemos que
G é compacto em L*(Q)Y x L{(D).

Para usar o Lema 1.3 {Teorema do ponto fixo de Leary-Schauder), temos
que provar que o conjunto das z que satisfazem a equagio

= AG(z)

¢ uniformemente limitado com respeito a A. O seguinte lema fornecerd uma
estimativa a priori que permitird obter limitacao uniforme com respeito a A,
dos pontos fixos de A\G.

Lema 3.8 Seja (vy, wy) € LHQ)Y x LHQ) um ponto fizo de MG, X € (0,1].
Entdo o estimativae seguinte vale ¢.t.p. em (L.

Belessinf 672 Ows)) < wy < Belesssup 571 Q). (3:34)
a8

Prova: Se (v, w,) é ponto fixo de AG entdo tem-se (vy, wy) = A(Ty, W)

C(Viy, Vo = (Gilea,wa), Ea
{a} ¢ (VE (1)), Vela = (Galon,wn), @)
wy = s sobre J€),
VE € VI(Q), ¢ € Hi ).

Pela regularidade aliptica e do problema de Stokes, obtém-se que vy €
V{Q) e wy € HY Q). Por outro lado, temos também que, 0, = %w‘, Wy =
i
}‘U)}‘.

Agora, se fy = 87 (w,), entdo temos 8, = 57 (Awy), sobre 962

Por ocutro lado, temos que w0y = ;1\*,86(9 ), logo, sustituindo em (a) e tendo
em conta a definicio de K, dada em (3.21}, obtemos

(Vus, VEla = AGi{va.wa). Ea
(@) § (@BUBIVOLVela = —((Kco 87 (5860)) 50V, Vigja + MGa(va, wa), 9)e
8y = B ws) sobre 9.

Como wy, € HYQ) , temos que 8, € H(Q).
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Seja u = esssup 5. {\ws), como fy = 371 (Aw;) sobre 90, temos que
a0

0=6\— 8w 5) > @ ~ u, sobre 9L, entéo [f) — u|, = 0 sobre 90, desta
forma [9,\ — 1 0.

J+ € H,
Tomando ¢ = [6?)\ ~ ul,. na segunda equagio em (o') obtemos

(aB(8\) VO, V[oh ~uli)a = —(Kco 5:1)'(%@(9;\))52(%)'{7@; Vit — uli)a

—Aun Vil — ul, [0y — uls)a,

de onde temos que

i — ! 1
(aBU0)VI —ul, V[ —uli ) = —(Kc08) (wﬁe(e,\))ﬁ;(é‘;‘)V[ﬂA — uly, Vit — ul4)e
—/\(U)\' V[Q,\ — ’Uf}_}. [9)‘ - U] )Q
O segundo termo da direita e igual a Ab(vy, [0y —uly, (61— uli)q, 0 qual é

igual a zero, e por (3.14) e (3.15), obtemos que o primeiro termo da esquerda
¢ ndo positivo, entao, obtemos do anterior que

afo(Vis = uls, VI8 — uly)a <0,

como afp > 0, obtém-se que Vi — ule = 0, qt.p. em , desta forma
[0, — u]+ é constante, q.t.p em 2, e como [, — uly = 0 em 92, conclui-se
que 8y — uly = 0 qt.p. em §, entdo 0y — u < 0, q.t.p. em e assim,
6, < u = esssup 5 (dws), q.t.p. em Q.

80

Podemos provar que ess igg 87 Aws) < 6y, qtp. em Q, de maneira
andloga, tomando ¢ = [#, — <.ffssian§%C B (Aws)]- na segunda equagdo em (a').

Agora, como wy = S.(f,), por (3.15) temos que 5, é mondtona crescente,
entao obtemos finalmente

Bulessinf 57 (Aws)) < wy < felesssup 57 (M),
gt 14,9/

Observamos que, pela monotonfa de 3, e de 37! e pelo fato de termos
A € (0,1}, desta dltima desigualdade temos

|wilLe(y < C, (3.35)

onde € é uma constante que nio depende de A.
Podemos provar agora que ¢ tem um ponto fixo.
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Lema 3.9 O operador G tem um ponto fizo.

Prova: Vamos provar que todo ponto fixo {(vy, wy) de AG é uniformemente
limitado em L*{Q2)" x L*(Q) com respeito a A.
Seja {va, wy) = AG(vy, wy), claramente temos que se A = 0, entdo vy = 0
e wy = 0, logo, consideramos somente A € (0, 1.
Fazendo G (v, wy) = (03, 10,), obtemos que 0y = tvy e Wy = w), entéo,
da mesma forma que no Lema 3.8, obtemos

(Vor, VEa = (Gilva, wa),€)a
(B) § (VK (@), Vela = AGafvy,wi), ¢)a
Wy = wg, sobre 9%,

52

vE e VI(Q), ¢ € HH Q).
Substituindo 95 = {vs e Wy = jw; em (1), obtemos

3 (Vur. V€ = AMGi(ur, ws),8)a
() § HiGwa)Vun, Vola = AGa(vr,wa), ¥)a
wy = Aws, sobre 081,

Fazendo £ = v, na primeira equacdo de (b'), e lembrando que
B(vy, va, va) = 0 (veja Capitulo 1), obtemos

iy + AT (fE(wa) = v mda = MF(S7Hwa)), va)a

Como J(-) é ndo negativa , F' é uniformemente Lipschitz e 0 < A < 1,
obtém-se

lUAI%'(Q) < cwalralvalzaoy,

e pela desigualdade de Poincaré, obtém-se

lUalvioy < élwalan-

Agora, desta iltima desigualdade e de (3.35), obtemos finalmente

[oalpamy < do, (3.36)

onde ¢ é uma constante independente de M.
Também de (3.35) tem-se que

lwilio <6, (3.37)
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onde ¢ é uma constante que nao depende de A. Desta forma, de (3.36) e (3.37},
concluimos que os pontos fixos de AG, sio limitados em L)Y x L) de
maneira uniforme com respeito a A.

Como ja foi provado que G é continuo e compacto, pelo Lema 1.3, con-
cluimos que o operador G tem um ponto fixo (v, w.) € LMY x L*}(Q).
Pela regularidade eliptica e do problema de Stokes, obtemos que (v, w,) €
VI(Q) x HYQ).

Observacgdo 3.10 Se (v, w.) € L* Q)Y x LYQ) ¢ um ponto fizo de G,

tomando ¢ = [0, —ul, em (3.27), com u = esssup 5. Hws), O = B (w.), €
a0

logo tomando ¢ = (8, — 2|_, com z = essiglg B ws), da mesma forma que

no Lema 8.8, obtemos

Belessinf 87 ws)) < we < Be(esssup 87 (wy)), (3.38}
a0 an

e pela monotonia de B, e de 8%, de (3.15), (5.16) e de (3.38), obtém-se
|wWe| oo ey £ C, (3.39)
onde C € uma constante que ndo depende de €.

Prova do Teorema 3.4.

Pelo Lema 3.9 obtemos a existéncia de solucdo (0., w., ve) € (H{Q))* x
V{Q) de (P.), com 6, = 87 (w,) € {(ve, w,) sendo um ponto fixo de G.

Provaremos agora que (€., w,, v.) ¢ uniformemente limitado com relacéo
acem (H{Q)? x V(Q).

Como (ve,w,) é ponto fixo de G, temos que satisfazem

) (Vue, Vf)g = (G:(ve,we), &) (3.40)
(VKe(we):v(P}Q = (GQ(UﬂwE);/‘p)Q (341)
w, = 1ws sobre O,

vEe VIR, ¢ e HHQ).
Tomando £ = v, em (3.40), e lembrando que B{v,, v, v) = 0 (Ver
Capitulo 1), obtemos

WEE%/(Q) + (](fse(we) - E)Uév Ue)ﬂ = (F(ﬁzl(me))@e)ﬂ
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Como J(-) é néo negativa , F é uniformemente Lipschitz, obtém-se
elbay € cwdaglvd o,
e, pela desigualdade de Poincaré, temos
Welviny < Elwel2.a-
Agora, desta ultima desigualdade e de (3.39), obtemos finalmente
Vel Lay < o, (3.42)

onde & € uma constante independente de e.
Tomamos agora y = w, — ws em {3.41) e obtemos

[R@ovel = [ Kw)VoTu- [ o@ e Ve,
0 0 2
+ / w7 () Vs, (3.43)
19

Podemos mostrar que

f@(é’;l)'(wf)VwewE = 0.
Q

De fato, seja

Ul

Biwd = [ (67 (s)sds.

a
Entdo temos V B.(w.) = Bl(w:)Vw, = (7Y (w.) Vwaw,, entdo temos

/UE(,Bf)'(wﬁ)Vwewe = /vé‘VBe
0 0

= —/(div ve) Be
o
= 0.

Entdo, de (3.15), (3.23) e(3.43) tem-se

| o
a-/ Ve ? < 051/ |Vw€[|vzifgg+7/ el Vs,
0 It G /o
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de onde obtemos

aiVuels o < Crlws|gioy + Colvelpaayv [wslan- (3.44)
Entdo, de (3.39), (3.42} e (3.44), conclui-se que

[wel gy £ C, (3.45)

onde C é uma constante independente de e.
Finalmente, como 6, = 37" (w,), de (3.15) e (3.45), obtemos

10l < C, (3.46)

com C uma constante independente de e. Prova-se desta forma o Teorema
3.5.

3.4 Existéncia de solucgoes

Nesta secao provaremos o principal resultado de existéncia deste capitulo.
Prova do Teorema 3.4
Pelo Teorema 3.5, toda solucio (6., w,, v.) de (P.}, com € € (0,1], é uni-
formemente limitada com relacio a e em (H'(2))? x V(£2). Além disso, por
(3.39) 6. e w, sdo uniformemente limitadas com respeito a ¢ em L®(1).
Agora, pelas inclusdes compactas de V() em L2(Q)Y e de HY{(Q) em
L*(2), obtém-se a existéncia de fungbes v € V(Q), 8 € HY(Q), w € HY(D) e
sequéncias {v.}, {6} e {w.}, tais que

ve — v forteem (L*(Q))¥ (3.47)
Vi, — Vo fracoem (L3(Q)" (3.48)
B — 8 forteem L*Q) (3.49)
. — 8 fracoem H'(Q) (3.50)
B, — 8, fraco* em L>(Q) (3.51)
w, - w, forteem L*) {3.52)
we — w, fracoem H'(Q) (3.53)
we — w, fraco® em L*(Q). (3.54)

Pelo Lema 1.2, tem-se que {we} C C™(Q) e [weloom < M, p€ (0,1] e

M uma constante independente de ¢. Pelo Lema 1.1, temos que existe uma
subsequéncia tal que

w, — w, em CY(Q). (3.55)
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Por termos 6 = 57 (we) e (871)" < 4, obtemos que {f.} C C**(2) e
Welcogn < Mi, p € (0,1] e M uma constante independente de ¢, entdo pelo
Lema 1.1, temos que existe uma subsequéncia tal que

6, — 6, em CY(Q). (3.56)

A seguir, verificamos que (8, w,v) satisfaz o problema (F;).
Em primeiro lugar, mostramos que w C 3(#), q.t.p. em (L
Consideremos as seguintes regioes:

. = {zeQ; 8(z) <0}
{z€Q; 0(z) > 0}
{x € O(z) =0},

temos entao £ = 0_ U0, U Q.
Consideremos z € 1., entdo #(z) > 0 e por (3.56), Jeg > 0 tal que
f.(x) > 0,560 <e< e

Agora, por (3.16) temos que 3.(6.) = 5(0,), desta forma obtemos
lim () — 5(0(2))] = lim |5.(6.(x)) ~ B(O(z))
= lim |5(0.(x)) — B(8(z))]
< A limb(z) ~ ()]
e—0
= 0,
entdo por (3.55), conclui-se que w = 4{(f), q.t.p. em 2. Da mesma forma,
obtemos que w = 3(4), q.t.p. em _.
Agora verificamos que w C G(f) q.t.p. em . Seja x € {, entao
f(z) = 0, como 5(8(x)) = 5(0) = [0, L] , devemos provar que 0 < w(z) < L,
q.t.p. em £,

Seja N = {z € Q; w(z) > L}, o qual é um conjunto mensurdvel, e
supomos que tem medida |N| > 0. Por (3.53) temos

ll_ﬂ%/ We = /u, > LN (3.57)

Por outro lado, de {3.16) e (3.56), obtém-se

|
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lim [ w, = lim | 5.(6.)

[ a P Q!
< lim g, /E&HL’N
= 5 [ 6]+ LIN|
_ N

o qual contradiz (3.57), ao supor |[N| > 0, entdo |NV| = 0 e desta forma
obtém-se w(z} < L, q.t.p. em Q.

Seja Ny = {z € Qy; w(z) < 0}, conjunto que é mensuravel. Suponhamnios
que tem medida |V;! > 0. Por (3.55) e o teorema da convergéncia dominada,
obtemos

im | w. -——f w < 0. (3.58)
-0 Q N

Por outro lado, de (3.16), temos que S.(6) > mz’n{ﬁ’lﬁﬁ, 0} = g{6.) e tem-se
que, se f.(x) — 0 entdo g(f.(z)) — 0, quando ¢ — 0,desta forma, por {3.56)
e o teorema da convergéncia dominada, obtemos

lim | w, = lm 5.6.)
e—( 0 €0 N
¥

> Hm g(6)
e—+4) Ny
= 0,

o que contradiz (3.58} ao supor que |N7| > 0, conclui-se entéo que [Ny =0e
logo, w{z) = 0, q.t.p. em Qy, desta forma obtemos w C 8(8), q.t.p. em {.
Finalmente conclui-se que w C £(6), q.t.p. em .

Obsevernos o seguinte: Se § = 57 }w) e 8 = 57 (ws), por termos
(87H(s) < —B:—l— para s # 0, L, temos que 0 — 05 € HX(Q) se w—w;s € H{(Q).

~0

Provaremos agora que w — w; € H}(Q). Temos, pelo Teorema 3.5, que
{w, — ws}. é uma sequéncia uniformemente limitada, com respeito a € em
H}{$Y). Logo, temos que existe uma subsequéncia tal que quando ¢ — 0
tem-se

we — ws = §, fraco em Hy(Q),
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Portanto, quando ¢ — 0, temos
we ~* ws + §, fraco em H{().

De {3.53), obtemos que w — ws = g € HL(Q).

Provaremos agora que (8, w,v) satisfaz (3.9).
Seja ¢ € Hi{2); entdo, de (3.19) obtém-se que vale a identidade
af VwVedz +f VK. (8.)Vedr + / v VO8N pdx = 0.

Q Q 0

Fazendo ¢ — 0, obtemos as seguintes convergéncias:
Por {3.53)} temos

a/ VwEV¢dx—>af VuVedr.
9] )
Por (3.47) e (3.50), tem-se

/ve-V@EVapdxﬁ/v-Vt?Vg)dx
Q 0

Antes de provar a convergéncia do termo

/ VK (8.)Vede,
o

notamos que da mesma maneira como se fez no Capitulo 2, podemos provar
que a fun¢do K é Lipschitz em todo R.
Cosideremos primeiro uma funco p € CF{(€2). Temos entdo

| Vo) -k < | 1K) - K060
/[K OllAgl.  (3.59)

Por (3.14), temos que K, é Lipschitz e, portanto, temos

J R TR [ tt.=sliagl
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e por (3.49), obtemos / |8 — 8||Lg| — 0, quando ¢ — 0.
0

Assim,
/ K.(6,) - K.(8)l|Ag] — 0, (3.60)
quando € ~+ 0. Temos também |

[K(6) — K(0)] |K(6) — K (0)| + |[K(6) — K{0)]

<

< 2K4|6).

Como |8||Ap| € LHQ), pelo teorema da convergéncia dominada tem-se
/ K () ~ K{(#)|Ap! = 0, (3.61}

quando € — 0, entdo, de (3.539), (3.60) e (3.61} conclui-se que

/ VE.(0.)Vo — / VE®)Ve, (3.62)
0 o
quando ¢ - 0, ¥ € C3(Q).

Agora, pela densidade de C3(Q) em Hj (), dado ¢ > 0, arbitrariamente

pequeno e y € HG{(2), existe ¢ € C3(Q) tal que v — @lgz o) < 4, temos
entao

| f VK0, - K(0)Ve| < | / V(K.(8,) - K(6)V¢
194 O
1 / VKL(8) — K(0))V (o — 5)(3.63)
Q

Como ¢ € C3(), de (3.62) temos que quando ¢ — 0 obtemos

| / V(K.(6.) — K(6))V] = 0,

Para o outro termo, temos que

LthK 6) - KO-l < [ [VU(0) - K6V - 2)
Q
< Cllfdmny + 19m@)le — Slaye
< Mé.
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Como M é uma constante independente de € e § é arbitrariamente pe-
queno, de (3.63) concluimos que quando ¢ — 0,

fVKs(Hé)V'@dxﬁfVK(f?)chdI
0 o

e, portanto, vale (3.9).

Provaremos agora que v = 0 em SDES. Seja K Qés, compacto. Tomamos
£ = v, em (3.20) e usando a desigualdade de Young, obtemos

f J(fe(we) ~ eyv? < M,
Q

onde M, € uma constante que nao depende de .
Entdo, como J(-) > 0, temos

[ st - e < (3.64)
K

Lembrando que fi(w(z}) = 1 em K, por (3.55) e o fato de que ff — f;,
uniformemente em R, obtemos que existe ¢5 > 0 tal que

filw) =1, em K, se 0 <e < e.
Entéo, de (3.64) obtemos
J(1 - E)E”s!iz{;c):\’ < M,

se 0 < € < ¢. Logo, fazendo ¢ — 0, temos que J(1 — ¢) — +oc e entdo,
concluimos que [v|pz2cv — 0, quando € — 0.

Por outro lado, de (3.47) temos que v, — v em L*{K}V, entdo tem-se
que v = 0, q.t.p. em K. Como K foi escolhido arbitrariamente, obtemos que

v =0, q.t.p. em Q.. Desta forma, prova-se (3.12).

Provaremos agora a existéncia de uma fungao h € Lf"ac(émg), tal que
ho C J(f(8(8)))v e que as funcdes (v, f) satisfazem (3.13).

Seja U Ty, conjunto compacto. Entéo temos que

r:%mu(:c) =5 >

max Folw(z)) <1 -4,
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para um certo & > 0. Por outro lado, como ff — f,, uniformemente em
R, obtemos que existe ¢y > 0 tal que

] 4
filwey <1 - 3

em U, se 0 < ¢ < ¢.
Logo, como J é nao decrescente, tem-se

I~ € J0-3 -9
¢

= C, (3.65)

Vo e U, se < ¢ < ¢, onde C é uma constante que nao depende de €. Desta
forma, de (3.65) temos

[

TAN

clu|z

= M, (3.66)

(/U T(fe(we) = )]

onde M é uma constante independente de ¢
Consideremos agora o fato de que podemos escrever

Q= U U
=1

com U; aberto tal que U; C ULy, U; Cf?zmz-, Yi.

De (3.66) obtemos que a sequéncia {J{(f{w,) —¢)} é limitada em L*{U};),
de maneira uniforme com relacdo a €, logo, obtemos que existe uma sub-
sequéncia de {J(f&{w.) —¢}}, que denotamos por {J(f&’ (w,,) —€;)1}, tal que
quando €; — 0

J(f&(we,) — €)1 = ha, fracoem L*(U7).
Tomamos agora uma subsequéncia de {J(f5’ (we,)—¢;)1} e obtemos quando

e; — 0 que
J(f& (we,) — €;)2 = ha, fraco em L*(L7).

82



Por um processo indutivo, obtemos uma subsequéncia {J( fo{we,) —€)x}
de {J(f¢’ (we,) — €;)k—1} tal que
J(f7{we,) — €5l — hy, fraco em LAHUL,
quando €5 — O, ¢ h/k/{jk_l = hkwl-

Pelo processo diagonal, obtemos que existe uma sequéncia {J(f5' (w,,) —
¢;);} tal que quando €; — 0, obtemos

J{f (we,) — €;); = h, fraco em LE (),
onde a funcao h ¢ tal que h/y, = h;.
Denotaremos esta sequéncia diagonal simplesmente por J(ff(w.) — €),
temos entao que existe uma subsequéncia tal que
J(fe(we) — €) — h, fraco em L2, (Qmi), (3.67)
guando € — 0.
Verificamos agora, que satisfaz-se a inclusdo h C J(f.(8(9))). SejaU CQpu
conjunto compacto e sejam
Uy = {zel; 6(z)>0}
Uy = {zelU; 6(z}=0}
Em primeiro lugar, consideramos o conjunto U,. Como U pode ser

coverto por uma quantidade finita de abertos U, com U; CQuu, 0 mesmo
acontezendo com U.. Logo, como w(z} > L em U, podemos obter, da
mesma forma a como foi obtida a estimativa (3.66), que

J(fEGws) =€) < M,

se 0 < € < €5, onde M é uma constante independente de .
Temos também, pela hipéteses (Hs), que J é Lipschitz em

A= filwlU) U f(8(8(U1))),

e, portanto, para v € L¥(U.), temos que

|| W) 0 JsE < / T(F(BA0) — &) — TS (BENIY]

+

< ¢ [ 1600 - £BONIY

+C / el (3.68)

Us
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Por outro lado, como 6(x) > 0 em U., por (3.16) tem-se que 5.(6.) = 5(6.),
se 0 < € < €y,logo, pela hipéteses (Hs), pelo fato de f{ — f; uniformemente
em R e por (3.56), obtemos

lim | f5 (B0 () = fs(B0())] = lm{fi(8(6())) ~ fs(5(8(x)))]
b= @7

Vo € U.. Além disso, |fS(5:(6:)) — f:(8(6))]1v] € LY{U,) e é uniformemente
limitada em L!'(U,) com relagao a ¢, logo, pelo teorema da convergéncia
dominada, obtemos que quando € — () vale

fU FE(Be(6)) ~ £.(8(8))]] — .

Ent&o, de (3.68)}, quando € — 0, concluimos que
J{FS(Be(0e)) — €) — J(f:(8(6))), fraco em L*(U,).
Portanto, de (3.67) obtemos
h=J(fs(8(6))), qt.p. em U.. (3.69)

Em Up temos que {6(z)) = 5(0) = [0, L], entdo, f{8(8(z))) = [0.1] e
logo J{(fs(B(8(z,t)))) = [0,+00) em U, desta forma, somente verificamos
que A > 0 q.t.p. em Uy. Para isto, consideremos o conjunto

N ={(z,t) e lUy; hi{z) <0}

e suponhamos por contradicdo que ele tem medida |[N] > 0. Sendo yy a
funcio caracteristica de N, obtemos

lim [ (<) - ) = ﬁ h<o. (3.70)

-0 Us

Por outro lado, como J(ft{w.) — €) > 0, obtemos que

lim [ J(FEwd) - ey 2 0,

e~+0 s
o que contradiz (3.70). Portanto, |[N| = 0 e, assim, h > 0 g.t.p. em Uy.
Entao,

hC I(,(5(6) atp. em Uy, (3.71)
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Conclui-se entéo de {3.69) e de (3.71) que
h S J(f(8(9)) atp. em U

=]
Agora, como ),y pode ser coberto com uma quantidade enumerdvel de
?

conjuntos abertos limitados U tal que U C@Q,,;, concluimos que

hCI(£(B(0), atp. em Qum

e, portanto, que

ho C J(F(80)))v q.t.p. em S -

Provaremos a seguir que vale (3.13). Seja & C V() tal que
supp £ =U Cﬁolmz. De (3.20) temos que vale a igualdade integral

/vagd:c = - [ (e Vpueda - fUJ(f;(we)-e)vefdx
+ / F(6,)édz. (3.72)
U

Fazemos ¢ ~ 0 e obtemos as seguintes convergéncias:
De (3.48), obtém-se

/VUEV{:d:E — [ VuVdz.
U U
Por {(3.47) e (3.48), obtemos

/(vev Vv dr — /(v V)védz.

U U
Agora, de (3.47) e de (3.67) obtemos que
/ J(fi(we) — e)vldr — f hvédz.

U 7

Finalmente, pelo fato de termos F' Lipschitz e de (3.49), temos

/?@ﬁﬂﬂﬁf@&n

U
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Dos anteriores e do fato que U = supp £ Cémg, concluimos que vale a
identidade integral

ﬂ Vfuvgd:c—i-/; (’U‘V)Uﬁdﬂ?m/; F(f)édx = — o hvédze,
(rnl

Dt Qmi Qmyi

com ¢ que esta provado o Teorema 3.4.

Observacao 3.11 Se supomos que ws > 0 sobre 9, pela desigualdade
(3.38), obtemos que w > 0 em ) e entdo 6 > 0 em (L.

Observagio 3.12 Do mesmo modo que no capitulo 2, por termos que J( fS{w.)—

€) converge a J(fs(w)) em C*(K)} com K conjunto compacto tal que K CSOZm,g,
podemos tomar b = J{fs(w)) nae definigdo 3.2.
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Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos resultados de existéncia para alguns mode-
los matematicos de conducao-conveccido que tratam problemas de solidi-

ficacdo/liquefagao de materiais puros.

Com respeito a possiveis generalizacoes, uma extensao natural deste tra-

balho seria o de estudar o caso de materiais impuros (ligas).

Neste contexto, para o caso de ligas bindrias terlamos um sistema com-
posto de dois materiais 4; e As, chamados solvente e soluto respectivamente.
Denotando por ¢ a concentragdo do material A, na mistura e usando as
mesmas notacgoes utilizada neste trabalho, um modelo desta situacao seria

composto pelo seguinte sistema de equagdes (inclusdes) diferenciais:

ow
i AK(9) +v-VH
u!

dv

5 Lv 4 (0-V)vo+Vp— F(8,¢)
div v
7!
% —- ADc+vAe
ﬁf,.
on

QOutras extensdes seriam aquelas nas quais se considera a influéncia da
variagao da densidade de massa do material durante a mudanga de fase ou
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aquelas em que o calor latente, ao invés de ser constante, depende de cer-
tas varidvels termodindmicas (tais como temperatura e/ou concentragio).
Outra possibilidade seria aquela na qual a fungio que fornece a fracio solida
dependa também da concentracao f, = f.(w,c).

Estaremos analisando estas questdes no futuro.

Com relacdo aos resultados que obtivemos, é importante notar que um
trabalho de investigacio muito interessante seria o de analisar o que acontece
na regiao (ny \int (F), que surgiu no nosso problema de evolugao, no sentido
de verificar se a funcdo limite das solugoes aproximadas satisfaz nesta regiéo,
quando ela tem medida positiva, alguma equacio do tipo da equacio dos
meios porosos.

Um outro assunto importante a ser comentado é o fato de que, por razoes
técnicas, nao apresentamos a analise do problema estacionério

-AK{#)+v- V8 = 0, em Q
w C B(f), em £
8 = fs, sobre, %1
D+ (VY Vp— F8) C —J(f,(80))v, em Qi
divv = 0, em Q
v = 0, em 5025.

que € o caso estacionario associado ao problema de evolugio estudado no
Capitulo 2.

Queremos explicar aqui qual ¢ a dificuldade técnica que aparece na anélise,
nos modelos que utilizamos.

Lembramos que, segundo a definicao de solugdo generalizada, para o caso
estacionario, dada pela Definicio 3.2, para estabelecer a existéncia de solugao
para o sistema anterior, € necessario provar a existéncia de uma funcio h tal
que h C J(f:(5(0))).

Seguindo a técnica que utilizamos (regularizacio, técnica de ponto fixo e
argumentos de compacidade), terfamos que considerar o seguinte problema
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regularizado associado ao sistema acima:

4

—~AK () +v, V=0, em
We = Be(ge): em {2

{ 6. =40 sobre 0Q

— 2T A+ (v Vv + Ve + J(FE(we) — eve = F(8.), em QO

\ div ve = 0, em
Euntretanto, o candidato para a funcio h satisfazendo as condi¢bes acima
seria obtido como o limite fraco de uma subsequéncia de J(f¢(w,)—¢), quando
e ~ (. Esta convergéncia seria obtida se tivéssemos que w, — w uniforme-
mente em subconjuntos adequados.
No caso do sistema acima, isto ndo é possivel de se obter, pois, seguindo o

mesmo tipo de argumentacdo que antes, ao escrevermos a primeira equacao
em termos da entalpia, teriamos

“A(Ke o Bg——l)(we) + Ut ,Bg_l(u!a)v’we = Q:

e entao que
Ce < (Keo ,Be_l)r(we):

onde C, — 0, quando ¢ — (.

Desta forma, néo poderfamos usar o Lema 1.2 (Capitulo 1), como se fez
com o problema regularizado do caso estacionario estudado no Capitulo 3,
para concluir que |we|cvqy < M, com v € (0,1] e M uma constante que nao
depende de ¢ e assim obter a convergéncia w, — w em C°(Q).

Como tampouco é possivel concluir que w, — w, q.t.p., ndo podemos
obter solucdo em sentido andlogo da Definicdo 2.2( ver caso de evolugao no
Capitulo 2).

Problemas andlogos a estes surgem se tentarmos fazer o pardmetro a do
caso estaciondrio do Capitulo 3 tender a zero para obter uma solugdo do
problema estacionario acima.
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