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Resumo 

Neste trabalho apresentamos resultados de existência de soluções de cer­
tos modelos matemáti-cos de problemas de solidificação de materiais puros. 
Estes modelos utilizam o chamado método da entalpia (isto é, a função en­
talpia é indicador de fases do processo) e levam em conta tanto a condução de 
calor no material quanto a possibilidade de processos convectivos nas regiões 
não sólidas. 

Eles são constituídos por um sistema de equações (inclusões) diferenciais 
parciais não lineares, uma das quais descreve o balanço da energia térmica 
em todo o material (envolvendo pois a condução de calor e a liberação ou 
absorção de calor latente em mudanças de fases) e está acoplada a equações 
que descrevem o fluxo do material e que são válidas apenas na regiões não 
sólidas e, portanto, a priori regiões desconhecidas. Estas últimas equações 
são do tipo de Navier-Stokes, modificadas adequadamente por um termo do 
tipo Boussinesq que leva em conta os efeitos termoconvectivos e um outro 
termo do tipo Carman-Koseny que controla o fluxo do material nas chamadas 
zonas mushy. 

Para obtermos soluções generalizadas de tais sistemas, tanto no caso de 
evolução quanto no caso estacionário, procedemos da seguinte forma: con­
sideramos inicialmente uma sequência de problemas aproximados, fazendo 
uma regularização adequada do problema original; a idéia central é a de mo­
dificar de tal modo que nos problemas aproximados as equações do tipo de 
Navier-Stokes passam a ser válidas em toda a região do material. Analisamos 
cada um destes problemas aproximados aplicando argumentos de ponto fixo, 
e também um método semi-Galerkin no caso de evolução, e obtemos uma 
sequência de soluções aproximadas. A seguir, usando argumentos de com­
pacidade, passando ao limite nas equações aproximadas, obtemos soluções 
generalizadas dos problemas originais. 
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Abstract 

In this work we present results of existence of solutions for some mathematical 
models of solidification problems of pure materiais. These models use the so 
called Method of enthalpy(that is, the enthalpy function is an index of the 
process phase) and these take in to account both the heat conduction on the 
material and the possibility of convective process on the nonsolid regions. 

These models are formed by a system of nonlinear partia! differential 
equations (o r inclusions). One o f them describes the balance o f the termal 
energy on the whole material (involving the heat conduction and the expel 
or absorption of latent heat in phase changes) and it is coupled to equations 
which describe the flux of material. These equations are only true in nonsolid 
regions, thus apriori unknown regions. This kind o f equations are o f I\ avier­
Stokes type but precisely modified with a Boussinesq-type term, which car­
ries the thermoconvective effects, and another term of type Carman-Koseny, 
which controls the material flux on the so called mushy zones. 

To obtain generalized solutions for such systems, in the evolution case 
and the steady state case, we work in the following way: we initially consider 
a sequence of approximated problems doing an appropriate regularization 
of the original problem. The main idea is to modify the problem in such 
a way that the approximations to the Navier-Stokes-type equations will be 
true on the whole region of the material. We study each one of these approx­
imated problems applying fixed-point arguments, and also a semi-Galerkin 
method for the evolution case. Thus, we obtain a sequence of approximated 
solutions. Next, by using compactness arguments, we can take limit to the 
approximated equations and we can obtain generalized solutions of the orig­
inal problems. 
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Introdução 

A compreensão dos processos de mudança de fase de materiais, em parti­
cular aqueles correspondentes a processos de solidificação/fusão que são os 
de interesse neste trabalho, sempre foi crucial para o desenvolvimento tec­
nológico da humanidade e, por isso, desde a antiguidade eles têm sido cuida­
dosamente estudados. Contudo, a complexidade dos fenômenos envolvidos 
e o grau de dificuldades da realização de experimentos têm sido de tal or­
dem que a modelização matemática adequada de tais processos tornou-se um 
passo fundamental para que progressos futuros possam ser feitos. Entretanto, 
esta mesma complexidade foi a responsável que somente no final do século 
XIX fosse possível iniciar o estudo matemático de tais problemas quando J. 
Stefan, formulou pela primeira vez o problema de encontrar a distribuição 
de temperatura e a evolução da frente de resfriamento em um processo de 
solidificação /fusão unidimensional. 

Atualmente a metodologia de Stefan é empregada no estudo de fenômenos 
bastante complexos, tais como mudanças de fase em ligas, e outros, gerando 
problemas matemáticos que recebem o nome de Problemas de Stefan. A 
suposição básica de tal metologia é a de que as regiões de transição entre as 
fases são muito finas, de tal modo que possam ser consideradas como superfi­
cies (regulares) separando os estados do material. Estas regiões de transição 
são chamadas de interfaces e a suas localizações fazem parte das incógnitas 
do problema. Nestes modelos as equações que governam as variaveis ter­
modinâmicas, tais como temperatura e/ou concentração, são baseadas nos 
princípios de conservação e formuladas de maneira independente em cada 
fase, isto é, elas são obtidas de forma independente em cada lado da in­
terface. Além disso, é imposta uma condição na interface, que expresa a 
conservação da energia e que é chamada de Condição de Stefan. Problemas 
de Stefan podem ser modificados, contemplando outros efeitos efeitos físicos 
tais como os convectivos e os causados pela tensão superficial; estes últimos 
são tratados através de uma condição chamada de Gibbs-Thomson (veja, por 
exemplo, Caginalp e Xie [11]). Mais detalhes sobre os problemas de Stefan 
podem ser encontrados, por exemplo, em Alexiades [3] e Rubinstein [39]. 

Embora ainda hoje a metodologia de Stefan seja extremamente impor­
tante, sendo muitas vezes a primeira a ser empregada no estudo da incor­
poração de novos aspectos físicos ao problema, e também para comparação 
com outras metodologias e identificação de alguns de seus parâmetros, ela 
tem algumas limitações: em muitas situações a hipótese fundamental de que 



as regiões de transição sejam finas não é verdadeira, aparecendo no corpo 
do material regiões chamadas mushy. Além disso, em tais regiões podem 
ocorrer, e serem importantes, processos físicos distintos daqueles do resto do 
material. Também, do ponto de vista prático, quando se realizam simulações 
numéricas em problemas multidimensionais, a complexidade das interfaces 
pode se tornar tais que mesmo técnicas especializadas de localização numérica 
de interfaces, como front-tracking e outras podem não ser exequíveis. 

Para tentar suplantar tais deficiências, outras metodologias de obtenção 
de modelos permitindo interfaces complexas, com espessura (e eventualmente 
uma estrutura interna), foram desenvolvidas: o método do campo de fase 
(phase-field) e o método da entalpia. Ambos, identificam interfaces como 
superficies de nível de certas funções auxiliares. 

Os modelos baseados no método do campo de fase postulam a existência 
de um parâmetro de ordem, isto é uma função incógnita extra chamada 
campo de fase, a qual, pelo valor em um certo ponto, indica a fase do material 
naquele ponto; geralmente -1 e 1 são usados para indicar respectivamente os 
estados sólidos e líquidos. As "interfaces" entre as fases são as regiões onde 
os valores do campo de fase estão entre -1 e 1. As equações para o campo 
de fases podem ser obtidas como equações de Euler-Lagrange associadas a 
um funcional de energia para campo de fase (funcional de Landau-Ginzburg). 
Uma das vantagens desta metodologia é a possibilidade de representar efeitos 
difíceis de modelar com a metodologia de Stefan, tais como superresfriamento 
e superaquecimento. O primeiro modelo de campo de fase para mudança de 
fase sólido-líquido de um material puro foi proposto por Langer [30]. Um dos 
principais investigadores desta metodologia é Caginalp (veja, por exemplo, 
[8], [9], [10], [ll]). 

Outra metodologia existente para estudar os problemas de mudança de 
fase é conhecida como o método da entalpia, a qual pode ser interpretada 
básicamente como uma formulação fraca do Problema tipo Stefan que in­
corpora a condição da interface, com a utilização dos valores da variável 
termodinâmica entalpia para determinar as fases do material. Nesta for­
mulação fraca não existe nenhuma suposição relativa à natureza da interface 
sólido-líquido, a qual pode ser uma superficie regular ou uma zona mushy 
qualquer. A "interface" pode ser considerada, por exemplo, simplesmente 
como o conjunto de pontos onde a entalpia toma valores entre O e L, onde 
L é o calor latente do material. Como foi dito anteriormente, uma vantagem 
deste método é que não é necessário supor regularidade da interface, o que 
faz que ele seja também útil na implementação de soluções numéricas de 
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problemas de mudança de fase (veja, por exemplo, Voller [46], [48], e White 
[.56]. Uma desvantagem deste método é a dificuldade de incorporar condições 
especiais na interface, tais como os efeitos de superresfriamento. 

Outro aspecto importante deste tipo de problema é que para simplificar 
a análise a maioria dos estudos considera que os materiais envolvidos não se 
movimentam durante o processo, independentemente da metodologia ado­
tada para descrever as fases. Entretanto, em muitos casos importantes, 
ocorre tal movimentação devido a efeitos térmicos, principalmente nas regiões 
não sólidas, o que pode afetar consideravelmente a propagação das interfaces. 
A análise matemática destes casos é consideravelmente mais difícil, mas a 
importância da questão tem atraído vários pesquisadores para o estudo dos 
efeitos convectivos em problemas com mudança de fases nos últimos anos. 

Exemplos destes estudos são os trabalhos de Cannon e outros [12], [13], 
Collis [17] e Mullis [35], utilizando a metodologia de Stefan. Com a metodolo­
gia do campo de fases, podemos citar por exemplo os trabalhos de Kobayshi 
[25], Vaz [44], Wheeler e outros [53], [54]e [55]. Utilizando o método da en­
talpia, os trabalhos de DiBenedetto and O'Leary [20], O'Leary [36], Blanc e 
outros [5] e Voller e outros [50], [51] consideram diversos aspectos particu­
lares de efeitos convectivos. Em [20], é considerado um modelo de condução­
convecção o qual é constituído por uma equação do balanço térmico acoplada 
às equações de Stokes (isto é, supõe-se que o termo não linear convectivo é 
desprezível); [36] estuda o comportamento da entalpia na zona mushy em 
uma situação em que a velocidade de fluxo do material é suposta conhecida; 
[5] estuda o caso de solidificação de ligas binárias com convecção no caso 
estacionário, utilizando uma equação do tipo Navier-Stokes modificada para 
tratar os efeitos convectivos. 

Neste trabalho estaremos interessados em um modelo matemático, tanto 
no caso estacionário quanto no de evolução, para um problema de mudança 
de fases sólido/líquido de um material puro, admitindo a possibilidade de 
fluxo de material na fase não sólida. 

Tal modelo adota uma metodologia do tipo entalpia para descrever a mu­
dança de fases compartilhando aspectos dos trabalhos mencionados anterior­
mente e que usam a mesma metodologia. Ele é constituído por uma equação 
diferencial parcial não linear que descreve o balanço de energia térmica em 
todo o material como no trabalho de O'Leary [36], e que leva em conta tanto 
a condução do calor quanto a absorção ou liberação do calor latente, acoplada 
a equações do tipo Navier-Stokes que governam o movimento do material na 
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fase não sólida, com termos adicionais; um deles leva em conta a termocon­
vecção (assumindo uma aproximação do tipo Boussinesq), e outro, que con­
trola o fluxo nas zonas mushy, é do tipo Carman-Koseny, como nas propostas 
de Blanc e outros [5] e Voller e outros [50], [51]. O termo de Carman-Koseny 
depende da fração sólida do material, f" a qual assumiremos ser função 
conhecida dependendo unicamente da entalpia, isto é, f,= J,(w). 

Passemos a uma descrição matemática mais precisa dos problemas a 
serem estudados. 

Sendo O um domínio limitado em RN, N = 2, 3, onde ocorrem os pro­
cessos físicos nos quais temos interesse, procuramos funções v, e, w e p, 
representando respectivamente a velocidade, a temperatura, a entalpia e a 
pressão no material, que sejam soluções do seguinte sistema de equações 
(inclusões) diferenciais parciais não lineares: 

éJw Bt- 6.K(e) +v· \10 O em O x (0, T), 

w c p(IJ) em O x (0, T), 
e = e. sobre éJO X (0, T), 

w(x, O) wo(x) em S1, 
éJv o 

éJt 
!::.v+ (v· v)v + \lp- F( e) c -J(J,(B(e)))v em Qmz, 

o 

div v = O em Qmb 
v - O sobre l::mz, 

o 

v(x, O) v0 (x) em Omt (O), 
o 

v - O em Q,. 

Aqui O < T < oo é o tempo máximo de interesse no problema. Além disso, as 
zonas sólida, líquida e mushy são definidas em termos da entalpia w respec­
tivamente como os conjuntos: Q, = { (x, t) E O x [O, T]; w(x, t) S: 0}, Q1 = 
{(x, t) E Ox[O, T]; w(x, t) ~L}, Qm = {(x, t) E Ox[O, T]; O< w(x, t) <L}. 
A região não-sólida, em cujo interior pode ocorrer movimentação do material 
e onde vale o segundo conjunto de equações acima, é a região definida por 

Qmz = Qm U Ql = {(x, t) E O X [0, T]; O< w(x, t)}. 

o 

No sistema acima, Lmt denota a fronteira lateral de Qm1 e Omt (O) = { x E 
íl; O< wo(x)}. 

Os termos que aparecem no sistema têm os seguintes significados físicos: 
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K(s) é uma função conhecida que descreve o quociente entre a condu­
tividade térmica e o calor específico do material; p(s) é uma multifunção 
também conhecida que descreve a relação entre a temperatura e a entalpia 
(ela é um gráfico monótono crescente com um salto que depende do calor 
latente do material L na origem e será melhor descrita posteriormente); Os é 
uma dada distribuição de temperatura na fronteira da região n 

O termo F( O) é aquele que leva em conta os efeitos termoconvectivos na 
região não sólida. Uma aproximação do tipo Boussinesq comumente usada 
nestes casos é F(O) = C p(O - O r )g, com C uma constante, p a densidade 
média do fluido, O r uma temperatura referência e g a força da gravidade. Em 
nosso trabalho consideramos um caso mais geral para F( O), assumimos que 
F é Lipschitz de lR'. em JR>.N e sem perda de generalidade que F(O) =O. 

O termo correspondente ao termo do tipo Carman-Koseny é J(fs)v. Ob­
servamos que ele afeta as equações do momento linear na zona mushy. 

A análise da existência de soluções generalizadas do problema de evolução 
acima será o tema do Capítulo 2 do presente trabalho. Devido às dificuldades 
técnicas inerentes ao problema, seremos capazes apenas de provar a existência 
de soluções em um sentido bem fraco a ser detalhado no Capítulo 2. Isto 
levará a uma discussão sobre a própria validade do modelo considerado e ao 
levantamento de algumas conjecturas de carater físico, e ainda de carater 
precário, que poderiam explicar a questão. 

Por razões técnicas que serão oportunamente explicadas, a existência de 
soluções para o problema estacionário correspondente ao problema anterior 
não põde ser estabelecida com as técnicas utilizadas na Capítulo 2. 

Entretanto, pudemos estabelecer a existência de soluções estacionárias 
generalizadas de um outro modelo que pode ser interpretado matematica­
mente como uma regularização do anterior. Em termos mais precisos e 
utilizando as mesmas notações anteriores, no Capítulo 3 estudaremos as 
equações estacionárias correspondentes ao sistema de equações (inclusões) 

v 



diferenciais abaixo: 

àw 8t - a6w- M\(8) +v· \le = O em íl x (0, T), 

w C 8(8) em íl x (0, T), 
e 

w(x, O) 
à v 

= e, sobre àíl X (0, T), 
w0 (x) em íl, 

o 

àt - 6v +(v· \l)v + \lp- F( e) C -J(f,((J(e)))v em Qml• 
o 

div v - O em Qml• 
v O sobre Lml, 

o 

v(x, O) - v0(x) em ílml (O), 
o 

v = O em Q,, 

onde a > O é uma constante e o termo a6w corresponde à regularização 
matemática aludida anteriormente. Observamos que a primeira equação pode 
ser interpretada fisicamente como aquela que é obtida assumindo que o fluxo 
de calor é -a\lw- \1 K(B), isto é, há um termo proporcional ao gradiente 
da entalpia, ao invez de apenas um termo dependente da temperatura, como 
é mais usual. 

Assim, o problema estacionário que efetivamente estudaremos será o de 
achar funções v, e, w e p, representando como antes respectivamente a ve­
locidade, a temperatura, a entalpia e a pressão do material e tais que: 

-a6w- 6K(B) +v· \le - o em n, 
e e,, sobre 30, 
w c (3(e) 

o 

-6v +(v· \l)v + \lp F(e) c -J(f,((J(e)))v em ílml• 
o 

div v o em Dml• 
v O sobre àílmz, 

o 

v o, em [2, . 

Neste problema as regiões sólida, líquida e mushy são definidas como 
íl, = {x E [2: w(x) :<:; 0}, í/1 = {x E [2: w(x) 2': L}, Dm = {x E íl: O< 
w(x) <L}. 

A região não-sólida no interior da qual pode ocorrer o movimento con­
vectivo é agora: 

Dml = ílm U fl1 = {x E O: O< w(x)}. 
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As análises dos problemas anteriores seguem um padrão comum: 
Para provar a existência de soluções, o primeiro passo é a utilização de 

uma técnica similar à introduzida no trabalho de Blanc e outros [5], para 
definir uma sequência de problemas aproximados usando um parãmetro que 
tenderá a zero para recuperar o problema original. Chamaremos tais proble­
mas de problemas regularizados. Estes problema aproximados são definidos 
de modo a podermos considerar as equações do tipo Navier-Stokes válidas 
em todo o domínio e não sómente na região não-sólida, que é a priori desco­
nhecida, como no problema original. 

A seguir, utilizaremos técnicas de ponto fixo (Leray-Schauder) de opera­
dores adequados para obter soluções de tais problemas aproximados. Neste 
ponto da argumentação, no caso do problema de evolução, utilizaremos um 
método semi-Galerkin e utilizaremos fortemente os resultados de O'Leary 
[36]. No caso do problema estacionário, seguiremos uma argumentação seme­
lhante à de Blanc e outros [5], utilizando, entretanto, espaços funcionais 
diferentes. 

Finalmente, utilizamos argumentos de compacidade (passagem ao limite) 
para obter soluções do problema original como limites de subsequências das 
soluções aproximadas obtidas no passo anterior. 

Este trabalho está organizado da seguinte maneira: no Capítulo 1, des­
creveremos as notações e os espaços funcionais que serão usados no deco­
rrer do trabalho; para facilidade de referência enunciaremos também algu­
mas proposições e teoremas que serão utilizados em vários argumentos dos 
capítulos posteriores. No Capítulo 2 provaremos a existência de solução gene­
ralizada do primeiro problema de evolução descrito anteriormente, enquanto 
que o Capítulo 3 será dedicado à provar a existência de solução para o pro­
blema estacionário. 

Ressaltamos que, para facilitar a leitura do trabalho, procuramos escreve­
lo de tal forma que os Capítulos 2 e 3 possam ser lidos de forma basicamente 
independentes. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

]\;este capítulo descreveremos as notações e os espaços funcionais que serão 
usados neste trabalho. 

1.1 Notações e Espaços funcionais 

Ao longo deste trabalho usaremos as seguintes notações: 

SI denotará um aberto limitado do JRN com medida de Lebesgue ISII e 
fronteira âSI. 

Q representará o cilindro SI x [0, T]. 

I: = âSI x (0, T) denotará a superficie lateral do cilindro Q. 

( 
f) ) N v = -:::;---- denotará o operador gradiente. 

ux~ i=l 

N f)2 

6 = L âx2 denotará o operador laplaciano. 
i=l t 

di v = v· é o operador divergente, assim, para uma função vetorial 
N 

~ ( ) d' ~ ""'~ "'âui u = u1, ... , uN tem-se zv u = v'· u =L., âx . 
i::;;l z 
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lxl = (tx~)} e I'Vul = (t (::) 2

)} são as normas euclideanas 
t=l 1=1 z 

de x E JRN e do vetor gradiente. 

N 

( ~ n) ~ · . I . . . "\' àui u· v u e o campo vetona com 1-es1ma componente L... Uj àx . . 
j=l J 

Precisaremos também dos seguintes espaços funcionais: 

cm(íl) é o espaço das funções com todas as derivadas de ordem < m 
contínuas em !1 (m inteiro ou m =co). 

C0 (!1) é o espaço vetorial das funções em C00 (!1) com suporte compacto 
em !1. 

D'(íl) é o espaço dual de C0 (!1). 

Uma função f é chamada de uniformemente Hõlder contínua com expo­
nente a em !1 se a quantidade 

[f]a,rl = sup 
x, yED, x:fy 

lf(x)- f(y)l 
!x- Yl" 

o< Q:::; 1, 

é finita, e f será chamada de localmente Hõlder contínua com exponente a em 
!1, se f é uniformemente Hõlder contínua com exponente a sobre subconjun­
tos compactos de !1. No caso a= 1, a função é chamada de uniformemente 
Lipschitz contínua. 

Se k é um inteiro não negativo, os espaços de Hiilder Ck·"(íi)(Ck·"(íl)) são 
definidos como os subespaços de Ck(íi)(Ck(íl)), das funções cujas derivadas 
parCJaJs até de ordem k são uniformemente Hõlder contínuas 
(localmente Hõlder contínuas) com exponente a em !1. 

Por simplicidade escrevemos 

e também denotamos 
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Denotamos C~·"(íl), o espaço das funções de Ck·"(íl) que tem suporte 
compacto em n 

Sejam 

[f]k,o,o = [Dkflo,o = sup sup ID" fi, k = 1, 2, ... 
iBi=k O 

• ' [ k l {3 lfJk,a;O = D f a;O = sup [D f]a;O 
LBI=k 

Com estas seminormas, definem-se as normas 

k k 

lfbml = 2::[Jli,oo = 2:: ID1 /lo,o 
j=O ;=O 

lflck,o(lJ) = lfbcTI) + [f]k.a;O = lfbcTIJ + [Dk f]a;O 

sobre os espaços Ck(Q) e Ck·"(íl) respectivamente. Com estas normas os 
espaços Ck(Q) e Ck·"(íl) são espaços de Banach. 

Lq(íl) é o espaço de Banach das (classes de) funções u(x) de 0. em ~ 
mensuráveis (no sentido de Lebesgue) e q-integráveis (q 2 1) cuja norma é 
dada por 

1 

[u[q,O = (.llu(xWdx) Ci (1:S;q<oo) 

[u[oc,o = ess sup [u(x)l (q = oo). 
o 

O espaço L2 (0.) é um espaço de Hilbert com o produto interno dado por: 

(u, v)o = 1 u(x)v(x)dx. 

Lioc(íl) é o espaço das funções u E Lq(íl'), para todo domínio limitado 0.' _, 
tal que 0. c 0.. 

Lioc(íl) é o espaço das funções u E Lq(íl'), para todo domínio limitado 
0.' c 0.. É claro que para0. limitado tem-se Lioc(íl) = U(íl). 

W 1·q ( n) é o espaço de Banach (com l inteiro) das funções u (X) em L q ( n) 
com derivadas generalizadas (no sentido usual) de ordem s; l que pertencem 
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a Lq (fJ) e cuja norma é dada por 

l 

lulw'·'(n) = LL IDkulq,n, 
j=O k=j 

No caso particular q = 2 denotamos W1
•2 (fJ) = H 1(fJ) 

W~'q(Q) denotará o fecho de Cõ"'(fJ) em l.t'1,q(fJ). Como caso especial para 
q = 2 denotamos WJ·2 (fJ) = HÕ(fJ). 

Vl11-t•q ( ofJ) é o espaço de traços com a norma 

lrlw'-~''(iirl) =in f {i'ulw'·'(rl); u = 1 sobre 8[2} 

Da mesma forma, quando ofJ é suficientemente regular, podemos definir 
o espaço wk-~,q(ofJ). No caso q = 2, denotamos wk-~· 2 (8fJ) = Hk-~(ofJ) 
( Para mais detalhes ver Adams [1]), 

No caso dos espaços das funções vetoriais com N componentes nos espaços 
enunciados acima, usaremos a notação Có"'(fJ)N, Lq(Q)N, WP·q(Q)N e supo­
mos que eles são equipados com a norma do produto usual (exeto Cõ"'(fJ)N 
que não é um espaço normado). 

Para os resultados associados às equações de Navier-Stokes, necessitare­
mos lembrar as definições dos seguintes espaços: 

V(fJ) denotará o espaço das funções u(x) em Cõ"'(fJ)N com divergente 
nulo. 

H(fJ) representa o fecho de V(fJ) em L2 (fJ)N 

V(fJ) representa o fecho de V(fJ) em HJ(rJ)N. 

Quando ofJ é Lipschitz-contínua, os espaços H(fJ) e V(fJ) podem ser 
caracterizados por: 

H(fJ) = { u E L2 (fJ)"': di v u =O, em fJ: U· v= o, sobre ofJ} 

V(fJ) {uEHJ(r2)N; divu=O, em fJ}, 

onde v é a normal unitária externa de ofJ. 
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O espaço V(D) é equipado com o produto interno (, )v(n) e norma J·lv(n) 
dados por: 

(u, v)v(n) =i \lu· \i' v 

O espaço U(rt)N pode ser decomposto segundo a descoposição de Helmholtz 
como: 

onde 
HJ. = {u E L2 (il)N; u = \i'q, q E L2 (il)}. 

Para funções vetoriais u, v, w adequadas, define-se 

N "'"" r av B(u,v,w) =L. J~ Uj(x) ax' (x)wi(x)dx 
i,j=l D J 

e valem as seguintes propriedades: 

B(u,v,v) 

B(u,v,w) 

O, Vu E V(D), v E HJ(il)N n Vv (rt)N 

-B(u,w,v), VuEV(D), vEHJ(D)NnLN(D)N 

Se u é função vetorial, cp e 1j; são funções escalares, então pode-se definir 

N r 0" 
b(u, cp, 1/;) =L J~ Uj(x) a: (x)w(x)dx 

j=l íl J 

e vale o seguinte 

b(u, cp, cp) =O, Vu E V(il), cp E HJ(il) n LN(rt). 

As informações anteriores, e muitas outras, podem ser encontradas por 
exemplo em Temam [43] e Ladyzenskaja [27]. 

Sejam agora B um espaço de Banach e 1 ::; q ::; oo. 
U(O,T;B) é um espaço (de classes de funções iguais q.t.p.) de funções 

mensuráveis (no sentido de Lebesgue) f definidas em (0, T) com valores em 
B e tal que \f(t)ls E U(O,T). 
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O espaço Lq(O, T; B) com a norma 

T l 

lfiLq(O,T;B) - (foif(t)j~dt) q 

lf]Loo(o,T;B) = ess sup Jf(t)Js, 
D<t<T 

é um espaço de Banach, 
C([O, T]; B) é o espaço das funções contínuas de [O,T] em B equipado com 

norma 
lflc([o,T];B) = sup Jf(t) ]s, 

[O,T] 

O espaço C([O, T]; B) é denso em Lq(O, T; B) para l ::; q < oo, 
Como casos especiais temos os espaços U(O, T; LP(fl)) que denotamos 

também U'P(Q) que é o espaço de Banach das (classes de) funções f(x, t) de 
Q em IR mensuráveis (no sentido de Lebesgue) cuja norma é dada por 

1 

lfiL•(O,T;LP(fl) = lflq,p,Q = (lT (fnif(x, tWdx) ~ dt)-;; (q,p::::: l), 

No caso p = q usamos a notação Lq(O, T, L"(fl)) = Lq(Q), 

1.2 Resultados Auxiliares 

Nesta seção enunciamos alguns lemas que usaremos no decorrer deste tra­
balho, 

O resultado seguinte é o teorema de Arzela-Ascoli e pode ser encontrado 
em Royden [38], p, 169 (veja também Friedman [22], Teorema 3,6,4, p, 112), 

Lema 1.1 Seja :F uma famüia equicontínua de funções de um espaço topológico 
separável X para um espaço métrico Y, Seja Un} uma sequência em :F tal 
que para cada x em X o fecho do conjunto Un(x): O::; n < oo} seja com­
pacto, Então existe uma subsequência Un,} que converge pontualmente para 
uma função contínua f e a convergência é uniforme sobre cada subconjunto 
compacto de X, 

O próximo resultado pode ser encontrado em Ladyzenskaja( [29], p,201, 
caso particular do Teorema 14,1) 
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Lema 1.2 Seja 

onde L é um operador uniformemente elíptico. Sejam a, b, f E Lq(fl), 
c E L% (0.) para q > N, e élfl regular. Se u E H 1 (0.) é solução generalizada 
da equação acima , esssup ju(x)l < Jvf < oo e u/afl E C0·il(éJ0.), então 

Q 

u E C0•"'(0.), para algum a E (0, 1] e 

onde C é uma constante que depende de q, lui 1,Q, lulcs(&fl) e /3. 

Enunciamos agora o teorema de ponto fixo de Leray-Schauder (caso espe­
cial), que pode ser encontrado em Gilbarg-Trudinger [23], p. 280, Teorema 
11.3. 

Lema 1.3 Seja B um espaço de Banach e seja T : B -+ B uma função 
contínua e compacta (a imagem de conjuntos limitados tem fecho compacto). 
Suponhamos que existe uma constante 1vf tal que 

!xis S: M 

para todo x E B satisfazendo x = ÀTx, com À E [0, 1]. Então T tem um 
ponto fixo. 

O resultado seguinte pode ser encontrado em O'Leary [36], p. 3, Proposição 
2, onde o enunciado é dado de maneira ligeiramente diferente. Aqui acres­
centamos ao enunciado algumas das estimativas que O'Leary obteve durante 
a demonstração da Proposição 2, pois elas serão importantes para os nossos 
argumentos. 

Lema 1.4 Seja 0. C JRN, com N :2: 2 um domínio limitado com fron­
teira 30. regular, sejam /3 um gráfico estritamente crescente com um possível 
salto na origem tal que 8(0) = [O, L], O < ~o S: B'(s) S: /J1 , se s # O 
e f{ ( s) uma função monótona contínua, diferenciável fora da origem, tal 
que K(O) = O, O < K 0 S: K'(s) S: K 1, se s # O, e seja T > O. Seja 
v E U(O, T; H 1(0.)) nL00 (0, T; L2 (0.)), com divergente nulo no sentido fraco, 
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seja g E U(O,T; vVi·2 (S1)) n L00 (Q) e suponhamos que Wo E C2 (S1) e Uo = 
p-1(wo). Então existem funções u E Loc(Q) n U(O, T; H 1(Sl)) e w Ç p(u) 
tais que 

e 

Wt -l::.K(u) +v· \lu = O, fraco em S1 x (0, T) 

u = g, sobre I: 

w(-, O) = w0 , em Sl, 

1 ' 
[u[L=(Q) :S /Jo (max{[wo[L=(rl),;3J[g[L=(Q) +L}) (1.1) 

[uluco,T;H'(rl)J :S C, (1.2) 

onde C é uma constante que que depende apenas de [wo[L=(rl)• [g[L=(Q) e 
[viL=(O,T;H(rl))· 

Observação 1.5 Faremos a seguir um resumo da prova do Lema 1.4, con­
forme O'Leary {36}, p. 3, Proposição 2, considerando aqueles aspectos que 
serão úteis para o desenvolvimento do nosso trabalho. 

Resumo da prova do Lema 1.4: 
Sejam E > O e p" K, aproximações suaves de p e K respectivamente, 

tais que 

p,(O) =O, 

K,(O) =O, 

' 1 
O< Po :S !5;(s) :S -, 

E 

O< Ko :S K;(s) :S K1. 

(1.3) 

(1.4) 

Supomos também que [p;(s)i :S ;31, para [si 2: E e que jp,(s)l < P1lsl +L 
para cada s. As convergência das funções p, e K, são no seguinte sentido 

p,--+ p, uniformemente em IR\ {0}, 

K, --+ K, uniformemente em R 

Seja v, aproximação solenoidal suave de v, por exemplo v, - f, * v, 
f,(r) = cN f(;_), com 

f(r) = 
{ 

1 e-,_,,, se lrl < 1, 

O, se lrl 2: 1. 
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Seja g, é uma aproximação suave de g tais que 

.T 
Seja h = -, n E N, e consideremos a família de problemas 

n 

i= 1,2 ... ,n-1 (1.5) 

i( ) 1 f(i+l)h ( )d v E x = h Jih v€ x, s s 
i/ 1 f(i+l)h ( )d ut ao. = h Jih gE x, s s 

w;=;J,(u;), i=1,2, ... ,n-1 

w~ = wo Ç !3(uo) 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 
(1.9) 

Para E e i fixos, (1.5) é uma equação elíptica quase linear para w; = {3,(u;). 
Pela monotonia de Kc e /3E e o princípio do máximo (veja [29], capítulo 3 §1) 
temos 

sup fw!f :S max{ sup f/3,(g,)l,sup fw!- 11} (1.10) 
IT àllx(O,T) IT 

Para 1 :S i :S n- 1. Por [23] (Teorema 15.11, Teorema 6.19) tem-se a exis­
tência de solução clássica w; E C3 (S1) para cada E e i, logo, as limitações dos 
dados iniciais e de fronteira implicam, por (1.10) que fw;IL=(n) e fu:fL=(n) 
são limitadas uniformemente com respeito a E e i. 

T 
Para cada h = - e i = 1, ... , n - 1, definem-se as funções: 

n 

u,,h(x, t) u!(x), se ih :S t <(i+ 1)h 

w,,h(x, t) = w;(x), se ih :S t <(i+ 1)h 

v,,h(x,t) v;(x), se ih :S t <(i+ 1)h. 

(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

Como (1.5) vale no sentido clássico, multiplicando por hu;, integrando sobre 
S1 e somando, obtém-se 

1T fn1V'u,,hf 2dxdt :S C, (1.14) 

onde C é uma constante que depende de fviL=(o,T;H(ll))• fwofL=(n), fgfL=(Q) e 
lg l 2 ''( 

1
• mas é independente de E e h. 

'L (O,T;W1· ll) · 
Para obter as estimativas para fufL=(Q) e fufu(o.T;H'(ll)) na forma como 

elas estão apresentadas no enunciado do lema anterior, e as convergências que 
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vamos precisar no nosso trabalho, é necessária uma adaptação (trivial) da 
demonstração da Proposição 2 de O'Leary [36]: basta tomar as aproximações 
construídas em (1.11) e (1.12), acrescentando que 

u,,h(x, t) = u0(x), se O::; t <h (1.15) 

e 
w,,h(x, t) = w0 (x), se O::; t <h, (1.16) 

e é como vamos considera-las daquí pra frente, Destacamos também que 
com estas extensões, obtemos uma melhoria na condição inicial (ja não em 
sentido fraco), O'Leary (veja [36]) não faz estas extensões, pois o interesse 
dele no artigo é descrever o comportamento da entalpia na região mushy e 
não obter estimativas para a temperatura e entalpia, 

Agora, de (LlO) obtemos: 

lu,,hiL=(Q) < C2, 

lw,,hiL=(Q) < C3, 

(1.17) 

(1.18) 

onde C'2 é a constante dada em (Ll) e C3 é uma constante que depende de 
lwoiL=(Q) e lgiL=(Q) mas é independente de f e de h, De (Lll), (1.14) e de 
(1.15), temos 

(1.19) 

onde C é uma constante que depende de lviL=(o,T;H(n)), lwoiL=(n), lgiL=(Q) e 
lgiL'(O,T;W~''(n)) mas é independente de f e h, 

Vamos verificar agora que a família { w,,h} é pre-compacta em L1 (Q), para 
isto prova-se primeiro a pre-compacidade da família { w,,h}, considerando 

sendo Br uma bola aberta de raio r contida em \1, Esta pre-compacidade a 
provaremos via Teorema de Arsela-Ascoli (veja Lema Ll), 

i) Verificamos que o fecho do conjunto {w,,h(t)} é compacto em L1(Br), 
Vt E [O, T), De fato, seja \1' CC \1 e seja (E C0 (\l) tal que ((x) = 1 em \1', 

Seja p > O; define-se 
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onde k = 1, ... ,N. 
Multiplicando (1.5) por hrpi, integrando em D, somando para i= 1, ... , m 

para um dado m arbitraria tal que 1 ::; m ::; n- 1, fazendo estimativas que 
levam em conta a desigualdade (1.4) e fazendo p--+ O obtém-se 

r j\Jw,,h(x, t)idx::; c, Jn, (1.20) 

onde c é uma constante que depende de lwobcn), I DI. JgiL=(Ql• Jgj U(o,r,w~·'(n))' 

JviL=(O,T;H(fl)) e lviL'(O.T;V(fl))• mas é independente de E e h. 
De (1.18), (1.20) e tendo em conta (1.16), obtemos que { w,,h(t)} é limi­

tado em W1.l(Br) uniformemente com respeito a E e h, l;ft E [O, T), logo, 
como a inclusão W1

•
1(Br) C L1 (Br) é compacta, concluí-se que {w,,h(t)} é 

pre-compacto em V(Br)· 
ii) Para verificar a equicontinuidade da família{ w,,k}, usaremos o seguinte 

lema, que corresponde ao Lema 3 de O'Leary -[36] e cuja demostração pode 
ser encontrada em Kruzkov -[26]. 

Lema 1.6 Seja Br+p C JR:N, a bola aberta e T > O, com O < 2p ::; r, 
suponhamos que 

e 

W E L 00 (Br+p X [O,TJ) 

ess sup r j\Jw(x, t) jdx ::; AI. 
o:;t<T J Br 

(1.21) 

(1.22) 

Se existe uma constante 1 tal que para cada 1j; E Cõ(Br) e para todo O::; t < 
t+T < T 

I 
r {w(x, t +r)- w(x, t)}w(x)dx

1

1::; /TSup{Jwi2,B, + I\71/Jks. + 1Lo.1/:b.s.}. h & 
(1.23) 

Então, para todo O ::; t < t + T < T 

(1.24) 

onde C é uma constante que depende de iwiL=(B,)• J'VI, /, r, e N. 

É claro que a conclusão do Lema 1.6 fornece a equicontinuidade da família 
{ w,,h}, então devemos verificar que as hipóteses do Lema 1.6 são satisfeitas. 
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De fato, da desigualdade (1.20) obtemos que satisfaz-se (1.22). Para 
verificar (1.23), tomemos O ::; t < t + r < T, m 1 , m 2 tal que w;"1 (x) = 

w,.h(x, t), w;"'(x) = w,.h(x, t +r), com O ::; m1 < m 2 ::; n- 1. Fazemos 
notar que ao considera O ::; m 1 estamos estendendo a estimativa obtida em 
O'Leary-[36], até o t=O, o que permitirá melhorar a condição inicial que será 
obtida. 

Seja 7jJ E C5(í!), multiplicamos (1.3) por 1/J, integramos em n e somamos 
de m 1 até m 2 e obtemos 

Portanto, vale o seguinte: 

li {w,,h(x, t +r)- w,,h(x, t)},Pdxl dx < [+T l1K,(u,.h).61j; + u,.hv,.h \l,Pidxds 

< Crsup{I.6,PI2,n + l\l,Pb,n}, (1.25) 
Q 

onde C é uma constante que depende de K 1 , líll, iu,,hiL=(Q) e lviL=(o,T;H(n) 
mas é independente de E e h, desta forma verifica-se (1.23), logo, pelo Lema 
1.6 conclui-se que vale (1.24) e assim temos que a família { w,,h} é equicon­
tinua e então satisfaz as hipóteses do Teorema de Arsela-Ascoli (Lema 1.1). 
Existe então subsequência, que denotamos da mesma maneira tal que 

(1.26) 

quando, E, h -+ o+, temos então 

w,.h(x, t) ---+ w(x, t), q.t.p. em B, Vt E [O, T), (1.27) 

quando E, h-+ o+ 
Observamos que de (1.16), tem-se w,,h(x, O) - w0 , e então por (1.27) 

obtemos que w(x, O) = w0 • 

Consideramos agora 
00 

Existe subsequência tal que 

12 



e, portanto, obtemos subsequência de { w;.,hJ, que denotamos por { w;.,hJ, 
tal que 

w;.,hk(t)-+ w 2 (t), em L1 (Br2 ), Vt E [0, T). 

Por um processo indutivo, obtém-se { w;.,hJ, subsequência de { w;:;J 
tal que 

w;.,h.(t)-+ wJ(t), em L1 (Brj), Vt E [0, T), 

comwJ/B =wJ-I. 
';-1 

Pelo conhecido processo diagonal, obtemos uma sequência { w;.,hk} tal 
que 

w;.,hk (t) -+ w(t), em Ltoc(íl), e q.t.p. em íl, Vt E [O, T). (1.28) 

Da definição w,,h = p,(u,,h), obtemos que u,,h(t) ---+ u(t), q.t.p em n, 
'c!t E [O, T), então de (1.17) obtém-se a estimativa (1.1). Da estimativa 
(1.19), obtemos que 

u,,h-'- u, fraco em L2 (0, T; H 1(Q)), 

e assim a estimativa (1.2) é válida. 
Argumentos padrões permitem concluir que w e u satisfazem 

w 1 -lc,K(u)+v·'Vu O, fracoemílx(O,T) 

w C p(u), em O x (O,T) 

u = g, sobre 2..: 

w(x, O) = Wo, em n. 

Os detalhes da prova do Lema 1.4, encomtram-se em O'Leary- [36](prova da 
Proposição 2). 

Destacamos a seguir alguns aspectos importantes que são obtidos da prova 
do Lema 1.4, que foi apresentada de forma resumida na Observação 1.5. 

Observação 1.7 Como as estimativas (1.18}, (1.20) e (1.25) são indepen­
dentes de e e h, podemos fazer h ---+ O e obter que 

w,,h(x, t) -+ w,(x, t), q.t.p. em O, Vt E [O, T), (1.29) 

como por (1.16) tem-se w,,h(x, O)= w~ = w0, em O, temos então que 

w,(x, O) = w~ = Wo, em n. (1.30) 
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Além disso, existe função u, e satisfaz-se 

w,- l!.K,(u,) +v,· \lu, O, fraco em S1 x (O, T) 

De (1.17) e (1.18} tem-se 

w, = p,( u,) em S1 x (0, T) 

u, = g, sobre I: 

w,(x, O) Wo, em fl. 

ju,JL=(Q) :'::: C2, jw,]L=(Q) :'::: C3, (1.31) 

onde C2 e C3 são as mesmas constantes de (1.17) e (1.18) respectivamente, 
as quais dependem de lwo!L=u:J) e jg]r=(Q) mas são independentes de E. De 
{1.19) temos 

ju,]L'(o,T;H'(rl)) ::; C, (1.32) 

onde C é a mesma constante de (1.1g}, a qual depende de Jvlr=(o,T;H(Il))• 

lwoiL=(n), jg]L=(Q) e JgjL'(O,T;wi·'(ll)) mas não depende de E. 

Agora, de (1.28} temos que 

w,(x, t)-+ w(x, t), q.t.p. em S1, 1ft E [O, T), (1.33) 

quando E-+ O, e então por (1.30) temos que 

w(x, O) = w0 , em S1. (1.34) 

O lema seguinte também pode ser encontrado em O'Leary ([36];p. 10, 
Proposição 4). 

Lema 1.8 Seja S1 C JE.N para N :2: 2, domínio com fronteira regular e seja 
T > O. Suponha que v1 , v2 E L 2 (Q), tem divergente nulo no sentido fraco. 
Se wi Ç p(ui) e Ui E L00 (Q) nL2 (0,T;H1(S1)) satisfazem, para i= 1,2, 

fJw 
fJt' - 6K(ui) +Vi· \lu, O, em íl x (0, T) 

ui = g, sobre I: 

wilt=O wo,i, 

Então, 

ess sup lw2(·, t)- w1(·, t)j~ 11 ::; Clwo.2- wo.d1.r1 + Cjv2- vliL'(Q)' 
O<t<T ' 

onde C é uma constante que depende de juilr=(Q)• e j'VudL'(Q)· 
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Finalmente, queremos ressaltar que no decorrer deste trabalho teremos 
que recorrer muitas vezes a subconjuntos (e os seus interiores) definidos por 
desigualdades com funções não regulares ( funçõe em espaços LP). Para não 
haver ambiguidade em tais situações, insistimos que durante todo o nosso 
desenvolvimento estaremos sempre tomando tais desigualdades utilizando 
o (único) representante de Lebesgue associado à classe de equivalência da 
função. Por exemplo, em uma desigualdade do tipo {x E r2: w(x)::; O}, a 
função w é aquela definida para cada x E r2 por 

w(x) = lim iJlf IB( 
1 

. )I r w(z)dz, 
r-+0 X, r } B(x,r) 

onde B(x, r) denota a bola de centro x e raio r em ri; IB(x, r)l denota a 
medida de Lebesgue da bola e w é qualquer representante da classe (veja 
por exemplo Shilov e Gurevich [40], p.220, Theorem 5). Valem definições 
análogas para funções definidas em Q. 
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Capítulo 2 

Um Problema de Evolução 

Introdução 

Apresentaremos neste capítulo um resultado de existência de soluções gene­
ralizadas de um modelo matemático para a evolução do processo de solidi­
ficação /liquefação para certas classes de materiais puros. Tal modelo leva em 
conta os processos de condução de energia térmica, bem como a sua geração 
ou absorção devido a mudanças de fases, e também os processos convectivos 
que se realizam nas fases não sólidas, e é constituído de equações que des­
crevem o balanço de energia térmica acopladas a equações que governam o 
movimento do material na região não sólida (líquida-mushy). Estas últimas 
equações são do tipo Navier-Stokes com termos adicionais do tipo Boussi­
nesq para levar em conta os efeitos termoconvectivos e um termo do tipo 
Carman-Koseny que modela a dinâmica do fluído na zona mushy. 

O modelo está baseado nos trabalhos de DiBenedetto e O'Leary [20] e o de 
O'Leary [36], quanto aos aspectos de balanço de energia térmica e mudança 
de fases, e Blanc e outros [5] quanto aos aspectos convectivos. 

Este capítulo está organizado da seguinte forma: na Seção 2.1, descre­
veremos com algum detalhe o modelo, bem como as regiões nas quais as 
suas equações fazem sentido. Na Seção 2.2, introduziremos as hipóteses 
matemáticas que serão assumidas verdadeiras em todo o capítulo; também 
explicitaremos a definição de solução generalizada que estaremos considerando 
e enunciaremos um resultado de existência para tais soluções (Teorema 2.5). 
Na Seção 2.3 introduzimos um problema regularizado associado ao problema 
original, dependente de um parâmetro auxiliar, para o qual provaremos exis-
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tência de soluções utilizando o método semi-Galerkin e técnicas de ponto 
fixo. Finalmente, na Seção 2.4 provaremos o Teorema 2.5 tomando o limite 
da sequência de soluções regularizadas, obtidas dos problemas regularizados 
quando o parâmetro auxiliar vai a zero. 

2.1 Descrição do modelo 

Consideramos um processo físico no qual pode ocorrer mudança de fases 
de um certo material puro e esteja evoluindo em uma região l1 c JftN, 

(N = 2, 3), que consideraremos como um dominio limitado com fronteira 
80 regular. Do ponto de vista matemático, tal processo ocorre no cilindro 
do espaço-tempo 

Q = í2 X [O,T] 

e nele aparecem três regwes distintas, que denotamos Q, Q1 e Qm, que 
dependem de como se realiza o processo de mudança de fase e correspondem 
às diversas fases em que pode se encontrar o material. Q, e Ql serão res­
pectivamente as regiões nas quais o material está em fase sólida e líquida, 
respectivamente; Qm corresponderá à região conhecida como região mushy. 

Como estamos adotando um modelo do tipo entalpia, a fase do material 
em um ponto (x, t) E Q dependerá do valor da entalpia w(x, t) do material 
naquele ponto; esta, por sua vez, depende da temperatura li(x, t) de uma 
forma altamente não linear que descreveremos posteriormente. É importante 
destacar que ao longo deste trabalho suporemos, por simplicidade, que a 
temperatura de mudança de fase é igual a zero. Desta forma a região 
onde O(x, t) < O estará necessariamente contida na região sólida, a qual é 
aquela na qual w(x, t) :S O. A região onde O(x, t) > O estará na região 
líquida, a qual é caracterizada por w(x, t) 2': L; a região mushy é aquela onde 
O < w(x, t) < L, com L urna constante que depende do material e é chamada 
de calor latente; esta região está contida na região onde O(x, t) = O (Para 
mais detalhes ver [3]). 

Por outro lado, como estamos levando em conta os efeitos convectivos, 
o termo de Carman-Koseny nas equações de movimento do material, o qual 
depende da fração sólida j,, requer que haja a seguinte relação de compati­
bilidade: o valor da fração sólida deve ser j, = 1 na região sólida, j, = O na 
região líquida e O < fs < 1 na região mushy. Assim, f, deve ser uma função 
da entalpia w, isto é, j, = j,(w) onde j, é uma função real tal que j,(w) = 1 
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quando w E (-oc,O], j,(w) =O quando w E [L,+oc) e O < j,(w) < 1 
quando w E (0, L). 

De forma mais precisa, sendo L > O o calor latente do material, definimos 
as regiões Q,, Ql e Qm como: 

Q, {(x,t) E Q; w(x,t):::; O}= {(x,t) E Q; j,(w(x,t)) = 1}, 

Q1 - {(x, t) E Q; w(x, t) 2: L}= {(x, t) E Q; j,(w(x, t)) = 0}, 

Qm {(x, t) E Q; O< w(x, t) <L}= {(x, t) E Q; O< j,(w(x, t)) < 1}. 

Define-se também a região não sólida como 

Qml = Qm U Ql = { (x, t) E Q; O< w(x, t)} 

Necessitaremos também dos seguintes conjuntos definidos para cada t E 
[O, T] como: 

!l,(t) = {x E l"l: w(x, t) :::; 0}, 

!lt(t) = {x E l"l; w(x, t) 2: L}, 

!lm(t) = {x E l"l; O< w(x, t) <L}, 

l"lmt(t) = !lm(t) U !lt(t) = {x E !l: O< w(x, t)}. 

Além disso, denotaremos a fronteira lateral da região não sólida por 

O nosso problema será achar funções v, e, w e p, representando respec­
tivamente a velocidade, a temperatura, a entalpia e a pressão do material, 
satisfazendo em um sentido generalizado a ser precisado na proxima seção o 
seguinte sistema de equações (inclusões) diferenciais parciais (P0 ): 

18 



ow 
(2.1) -- !:::.K(IJ) +V· \1() O em Sl x (O,T) at 

w c B(IJ) em Sl x (O,T) (2.2) 
() e, sobre [)fl X (0, T) (2.3) 

w(x, O) - w0 (x) em Sl (2.4) 
o v o 

--!::.v+ (v· \l)v + \lp- F(IJ) c -J(f5 ((3(1J)))v em Qml (2.5) at 
o 

div v o em Qml (2.6) 
o 

v = o em Q, (2.7) 
v o sobre 2::ml (2.8) 

o 

v(x,O) vo(x) em Slml (O) (2.9) 

Na próxima seção, daremos as hipóteses matemáticas precisas sobre os 
vários termos do sistema. Aqui, descreveremos apenas os seus significados 
físicos 

A função K ( s) é suposta conhecida e descreve o quociente entre a con­
dutividade térmica e o calor específico do material. 

(3(s) é uma multiaplicação que descreve a relação entre a temperatura e 
a entalpia. 

O termo F(IJ) simula os efeitos termoconvectivos que atuam na região não 
sólida. A aproximação de Boussinesq mais comumente usada toma a forma 

F(IJ) =C p(IJ- Br )§, 

onde C uma constante; p é a densidade média do material não sólido; e r uma 
temperatura referência (que pode ser assumida sem perda de generalidade 
como zero) e g a força da gravidade. Em nosso trabalho consideramos uma 
situação mais geral para F(IJ). 

O termo J(f,)v da primeira equação atua na zona mushy, modificando 
as equações do momento linear. Uma expressão bastante usada na literatura 
é aquela de Carman-Koseny, na qual J(f,) é da forma: 

C f} 
J(fs) = (1 fs)3' 
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onde C é uma constante positiva. Observamos que J(J,) --+ +oo quando 
f, --+ 1- (isto é, quando nos aproximamos da região sólida a partir da região 
não-sólida. 

Uma derivação desta expressão, usando argumentos físicos e a hipótese de 
que a zona mushy se comporta como um meio poroso, pode ser encontrada 
por exemplo em Voller e Prakash [51]. Neste trabalho, procederemos como 
em Blanc e outros [5], e consideraremos uma função mais geral para J(f,), 
conforme será descrito na seção seguinte. 

Observação 2.1 Ressaltamos que o modelo a ser estudado pode ser consi­
derado um problema de fronteira livre pois as regiões Q., Q1 e Qm são des­
conhecidas a priori. 

2.2 Hipóteses e formulação fraca do problema 

Em todo este capítulo estaremos supondo válidas as seguintes hipóteses, 

(H1) { Q C JRN, N = 2 ou 3, é um domínio limitado de classe C 2 

(Hs) 

{ 

;3(s) é uma multiaplicação de lR em JR, estritamente monótona 
crescente e tal que para s # O ela é uma função satisfazendo 
O < {30 ::; ;3' ( s) ::; /h; além disso ela tem um salto na origem, isto é, 
;3(0) = [0, Lj, com L > O. 

{ 
K ( s) é uma função monótona contínua e diferenciável fora da 
origem e tal que K(O) =O e O< K0 ::; K'(s)::; K 1 se s #O. 

(H4 ) { F: lR --+ R"' é uniformemente Lipschitz contínua e F(O) = O. 

(Hs) { 

J E C 1 
( -oo, 1) é não decrescente, 

lim J(x) = +oo. 
xtl 

J = O sobre JR- e 

{ f, E Cg(JR), tal que f,= 1 em ( -oo, O], f,= O em [L, +oo) 
e 0<f,<1em(O,L). 

{ 
eó E L 2 (0,T; wJ·2 (S1)) n P"(Q) 

wo E C2 (S1), VoE H(Q) e supp Vo dlmt (0). 
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Passaremos agora a explicar em que sentido entenderemos uma solução 
generalizada do problema (P0 ). A definição que adotaremos tem um aspecto 
complexo (no seu ítem (iii)) que tem a ver com o tipo de escoamento na parte 
não sólida e que explicaremos em seguida, baseados em algumas conjecturas 
físicas. 

Definição 2.2 Sob as hipóteses (H!)- (H7), a tripla (e, w, v) é solução 
generalizada do problema (P0 ) se valerem as seguintes condições: 

(i) e E L 00 (Q) n L 2 (0, T; H 1(0)), w E L 00 (Q) n C([O, T]; H-1(0)) e 
v E U(O, T; V( O)) n L00 (0,T; H(O)), 

(ii) Para toda cp E CJ(O, T; HJ(O)) tem-se que 

i wcp,dxdt- i \lK(e)\lcpdxdt+ iev·\lcpdxdt=O, 

{ 

w Ç ,B(e) q.t.p. em Q, 
e e6 E L2(0, T; HJ(D)), 
w(· ,0) = w0 em O, 

(2.10) 

(2.11) 

(iii) Sendo Qs = { (x, t) E Q; w(x, t) :S 0}, Qml = { (x, t) E Q; O < 
w(x, t)} e ílmt(O) = {x E O; O< w0 (x)}, valem as seguintes propriedades: 

Devemos ter que: 
o 

v= O em Qs; (2.12) 

Além disso, deve existir um subconjunto F de medida total em Qm1, de forma 

onde {p;} ~ 1 é uma sequência de números positivos tendendo a zero, com 
IQml \ Q;;:11 < Pi e tal que para o subconjunto 

o Pi 

intt(F) = U~ 1 Qmu 

o Pi 

onde Qml denota o interior de Q;;:1 relativamente ao conjunto O x [O, T), e que 
chamaremos de interior fluido de F, existe uma função h E Lfoc(int1(F)) 
satisfazendo h Ç J(fs(B(e))) e, além disso, para todo E. E C1([0,T];H1(0)) 
tal que supp E.(x, t) C int1(F) e div E.(·, t) = O, Vt E [0, T), a seguinte 
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igualdade é satisfeita: 

- r vÇ,dxdt 
Jint1 (:F) 

- - r \lv\lf,dxdt- r (v· \l)vf,dxdt 
Jint1 (:F) Jintf(:F) 

lntf(:F) hvf,dxdt + .Ltf(:F) F(B)E,dxdt 

+ r v(x, O)Ç(x, O)dx. (2.13) 
Jnm,(O) 

Observação 2.3 Como é usual nas formulações fracas das equações de Navier­
Stokes que utilizam espaços de funções com divergente nulo, tais como H(íl) 
e V(íl), a definição de solução generalizada do problema (P0 ) dada pela 
Definição 2.2 também elimina a incógnita p de {2.5), bem como a equação 
div v = O do problema original. A pressão p correspondente a esta for­
mulação fraca pode ser recuperada utilizando-se a Proposição 1.1, p. 14, em 
Temam [43}. 

Observação 2.4 Para entender o significado da definição acima, observa­
mos que o ítem (iii) requer que a velocidade seja nula no interior da parte 
sólida, veja {2.12), enquanto que (2.13) diz que o escoamento é controlado 
pela equação do tipo Navier-Stokes na região chamada interior fluido. 

Se tivermos IQmz \ int f (.F) I = O então praticamente toda a região não­
sólida será constituída de interior fluido, restando um conjunto de medida 
zero no qual o escoamento não se realiza. Neste caso teremos uma solução 
fraca em um sentido próximo do intuitivo. 

Entretanto, se IQmz \ int1(F)I >O, haverá uma região de medida estrita­
mente positiva, exatamente a região Qmz \ int1(:F), que do ponto de vista do 
escoamento não teremos nenhuma informação, isto é a nossa solução não se 
aplica a esta região. 

Conjecturamos que esta situação não é apenas devido a possíveis técnica 
matemáticas deficientes, mas sim um aspecto inerente à modelagem física 
inicial do problema. De fato, o modelo pressupõe que na região não-sólida 
o escoamento seja controlado por uma equação do tipo de Navier-Stokes. 
Entretanto, para que isto ocorra em modelos macroscópicos como é o do 
nosso caso, é necessário que haja suficiente "espaço" para tal escoamente. 
Quando isto não ocorre, como é o caso usual de meios porosos, a equação 
macroscópica que controla o escoamento não é mais do tipo de Navier-Stokes, 
mas sim uma outra, chamada equação dos meios porosos, que é obtida da 
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chamada lei de Darcy (que relaciona a velocidade do fluido e o gradiente de 
pressão) ou por mecanismos de homogeneização. 

Em outras palavras, conjecturamos que a região Qmt \ int f (F) seja uma 
região onde a zona mushy se tomou tão intercalada de fragmentos sólidos 
(e isto é aparente da construção do conjunto int t:F através da união dos 

o Pi 

conjuntos Qm1J que ela se deve comportar de forma semelhante a um meio 
poroso, e, portanto, a equação macroscópica que nela controla o escoamento 
não pode mais ser do tipo Navier-Stokes. Talvez outra equação, semelhante 
àquela dos meios porosos, mas que infelizmente ainda não temos condições 
de prever, deva controlar o escoamento nesta região. 

Enunciamos a seguir, o nosso resultado de existência de soluções genera­
lizadas. 

Teorema 2.5 Sob as hipóteses (Hl)- (H7 ), existe solução generalizada do 
problema (P0 ) no sentido da Definição 2.2. 

O Teorema 2.5 será provado na seção 2.4. A seguir, descrevemos apenas 
as idéias gerais da prova. 

Iniciaremos introduzindo um problema (P,) que depende de um parâmetro 
auxiliar e > O e corresponde a uma regularização adequada do problema ori­
ginal no sentido de que as equações que governam o movimento são válidas 
para toda a região e não apenas na parte não sólida (fluida) como em (Po). 
Então, para cada e > O fixo, usando técnicas de Galerkin na equação de movi­
mento da parte fluida e mantendo a equação do balanço térmico na forma 
contínua (método semi-Galerkin), construímos uma sequência de problemas 
que constituem aproximações do problema (P,). Deduzimos a existência 
de soluccões para tais problemas aproximados, considerando um desacopla­
mento do sistema e usando técnicas de ponto fixo. Usando então argumentos 
de compacidade, passamos ao limite nas equações aproximadas e obtemos 
soluões do problema regularizado. A seguir, usando outra vez argumentos 
de compacidade modificados, passamos ao limite quando e vai a zero nas 
equações regularizadas e mostramos que o limite corresponde a uma solução 
do problema original (P0). 
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2.3 O problema regularizado 

Nesta seção introduzimos uma sequência de problemas regularizados, asso­
ciados ao problema (P0 ), nos quais nos será permitido considerar a equação 
do tipo l\avier-Stokes em todo Q. Além disso, para tornar esses proble­
mas aproximados mais tratáveis, tomaremos regularizações adequadas das 
funções (e multifunção) envolvidas. 

Dessa forma, sejam J;, .8, e K, aproximações suaves de f" (3 e K respec­
tivamente tais que 

ademais 

K,(O) =O, O< K 0 ::; K;(s)::; K1, 

- 1 8,(0) =O, O< ,80 ::; 8;(s) ::; -, 
E 

{ 

j(3,(s)j::; $dsl +L, 'ds, (3,(s) 2: min{$,s,O} 
lf3;(s)j::; ê, se lsl 2: E e 'ds f O, :lEo, 
tal que B,(s) = (3(s), se E< E0 . 

(2.14) 

(2.15) 

'ds, 
(2.16) 

Podemos tomar as convergências das funções .B, e K, no seguinte sentido: 

8, -+ (3, uniformemente em IR:. \ {O}, 

K, -+ K, uniformemente em IR:.. 

Vale então o seguinte resultado de existência de soluções. 

Teorema 2.6 Sob as hipóteses (H1)- (H7), para cada E E (0, 1] existem, 
v, E L2 (0,T;V(S1)) n L00 (0,T;H(S1)), e, E L""(Q) n U(O,T;H1 (S1)) e 
w, E L00 (Q) n C([O, T]; H-1(S1)), onde w, = 8,(8,), as quais satisfazem o 
problema (P,): 
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-h vJ,,dxdt = -h \iv,'YE,dxdt- h (v,· \i)v,E,dxdt 

h J(f;(w,)- E)v,E,dxdt +h F(fJ,)E,dxdt 

+ 1 v,(x, O)E,(x, O)dx (2.17) 

\:/E, E C1 ([0, T]; V(r2)) tal que E,(T) =O. 

v,(x,O) = Vo,(x), q.i.p. em n 

onde v0, é aproximação suave de v0 tal que 

lim Ivo,- voiH(Il) =O 
€-'>Ü 

h w,cp,dxdt- h 'YK,(fJ,)\icpdxdt+ hfJ,v,·'Ycpdxdt=O 

\:lcp E CJ([O, T];HJ(r2)), 

w,(· 'O)= Wo em n 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

Além disso, as funções v, fJ, w, e w,, são uniformemente limitadas 
com respeito ao parãmetro E em U(O, T; V(r2)) n Lx(o, T: H(r2)), L00 (Q) n 
L2 (0, T; H 1(r2)), L00 (Q) e L2 (0, T; H-1(r2)), respectivamente. 

A prova do Teorema 2.6, será feita no final desta seção. As idéias básicas 
da prova são: 

Utilizando o método de Galerkin na equação do tipo Navier-Stokes, cons­
truímos uma sequência de problemas que aproximam (P,). Provamos a exis­
tência de soluções para tais problemas usando técnicas de ponto fixo, depois 
passamos ao limite nas equações aproximadas, usando argumentos de com­
pacidade e estimativas a priori e mostramos que o limite desta sequência é 
solução do problema regularizado. 
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2.3.1 Aproximações do problema regularizado 

Nesta subseção, apresentaremos uma sequência de problemas que constituen 
aproximações do problema regularizado e provaremos um resultado de exis­
tência para estes problemas aproximados, os que serão construidos da seguinte 
forma. 

Consideramos a base { ui}~ 1 de V(í!), dada pela solução do problema 
espectral 

(u, v)v(11) = À(u, v)H(f1), Vv E V(í!), À> O. 

Seja wm(í!) o espaço gerado por u\ ... ,um. 
Definimos o problema (P;'), com 1 :S m, da seguinte maneira: Encontrar 

funções v;" E L2 (0, T; V(D))nL00 (0, T; H(D)), e;n E L00 (Q)nL2 (0, T; H 1 (í!)), 
w;" E L00 (Q) com w;n = B,(B;"), as quais satisfazem: 

(v~, uk)n +(V' v;", V'uk)n -((v;"· V') v;", uk)l1- (J(f;(w';')- <)v;", uk)n 

+ (F(B';),uk)n (2.22) 

Vt E [O, T], Vk, tal que 1 :<; k :<; m. 

v;"(O) = Vmo 

onde 

sendo v0, aproximação suave de v0 E H(D) e 

m 

Vmo = 2:)vo,ui)n = Pm(vo,) 
j=l 

onde Pm: H(D)-+ wm(D) é a projeção ortogonal. 

k w';<p,dxdt- k V'K,(B';)V'<pdxdt + k B';v';· \i'<pdxdt =O 

V<p E CJ([O, T]; HJ(í!)). 

w';(·,O)=w0 , em D 
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er;- e:; E U(O, T; HJ(r:l)), onde e:; é uma aproximação suave de IJ0 tal 
que 

!i_r;õ IIJ:l- eoiL'(O,T;HJ(n)) =O. (2.27) 

A existência de solução para (P';') é dada pelo seguinte teorema 

Teorema 2.7 Sob as hipóteses (HI)- (H7 ), para cada m = 1,2,,., exzs­
tem junções v';', IJ';' e w';', as quais satisfazem o problema (P';'). Além 
disso, as limitações de: v';' em L2 (0, T; V(r:l)) n L00 (0, T; H(r:l)), IJ';' em 
L00 (Q)nL2 (0, T; H 1(fl)), w';' em L00 (Q), w';! em L2 (0, T: H-1 (0.)), e v';! em 
L2 (0, T; V'(r:l)) se N = 2 e em L1(0, T; V'(fl)) se N = 3, são todas uniformes 
com relação a m, 

A prova deste teorema será feita no final da subseção e será consequência 
dos lemas que apresentaremos a seguir. 

A idéia geral da prova é a seguinte. Construiremos um certo operador 
G: U(Q) -t L 2 (Q) e mostraremos que ele tem um ponto fixo, usando o Lema 
L3 (Teorema de ponto fixo de Leray-Schauder), Para isto, mostraremos que 
G é contínuo, compacto e que o conjunto das soluções da equação 

e= ÀG(IJ), À E [O, 1] 

é uniformemente limitado em L 2 (Q), com relação a À. 

O operador G é definido através do seguinte processo, Seja IJ E U(Q), 
então resolvemos para a única função v E L2 (0, T: V(fl)) n L00 (0, T; H(r:l)) a 
qual satisfaz (2.22) e (2.23). Logo, dada v E L2 (0. T; V(fl))nL00 (0, T; H(r:l)), 
resolvemos para a única função ê a qual satisfaz (2.25) e (2.26), comê= e:;, 
em 2:, e w = j3,(ê). Então, define-se 

G(IJ) = ê. (2.28) 

Ao fazermos com detalhes os passos que definem G, observaremos clara­
mente que resolver o problema (P;") é equivalente a determinar pontos fixos 
de G. 

O primeiro passo na definição de G, é dado no seguinte lema, em cujo 
enunciado e demonstração omitiremos o índice E das variáveis v';', IJ';' e w';' 
para facilitar a leitura. 
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Lema 2.8 Sob as hipóteses (H1 ) - (H6 ), dada em E L2 (Q), existe uma 
única função vm E L2 (0, T; V(S1)) n L""(O, T; H(S1)) que satisfaz (2.22) e 
(2.23), com wm = {3,(em). Além disso, vm é limitada em L2 (0, T; V(S1)) n 
L00 (0, T; H(S1)) e v;" em L2 (0, T; V'(S1)) se N = 2 e em Ll(O, T; V'(S1)) se 
N = 3, com limitações que dependem de 1em1P(Q) e lvmoiL'(fl)· 

Prova: Para cada m E N, consideramos as aproximações de Galerkin 

m 

vm(t) =L c1 (t)uj(x). (2.29) 
j=l 

Introduzindo em (2.22) a expressão para vm dada por (2.29), obtemos 

m m m 

L(ul, uk)ncj(t) -
j=l ;=1 

i,j=l 

+(F( em), uk)n 

ck(O) = (vo"uk)n. 

i,j=l 

(2.30) 

(2.31) 

Como em E U(Q), F é uniformemente Lipschitz e J é Lipschitz para 
E fixo, as equações acima constituem um sistema de equações diferenciais 
ordinarias para o qual vale o teorema de existência local de soluções. Assim, 
para cada m E N, existe Tm > O tal que vm(t) é a única solução do sistema 
(2.30)- (2.31) no intervalo [O, Tm]· As estimativas a priori a serem provadas 
a seguir, mostrarám que podemos tomar Tm = T. 

Multiplicando (2.:30) por ck e somando com respeito a k e notando que 
B(vm, vm, vm) =O, obtemos 

em [0, T;.,]. 
(J(JJ,(wm) 

Aplicando desigualdade de Hõlder e Young, e por ser 
E)vm, vm)n 2: O, tem-se 

d 1 ,m(t)12 , I m12 < IF(I)m)l2 
Jt'~ 2.fl T V iV(fl) - V'(fl)· 
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Após integrar no tempo em (O,t), obtemos 

(2.32) 

Por ser F Lipschítz, lllmlu(Q) ::; 111 e por (2.24), temos que o lado direito de 
(2.32) é limitado com respeito t, deduz-se então que 

lvmii=(o,T;H(!l)) + lvmll'(O,T;V(n)) :S IF(IIm)liz(o,T;V'(l1)) + lvmol~.n· (2.33) 

De (2.33) obtemos que { vm};;';= 1 é limitada em L2 (0, T; V(íl) )nL00 (0, T; H(íl)) 
de forma contínua com respeito atE [O, TmJ, então podemos tomar Tm = T. 
Obtemos também de (2.33), que a limitação de vm em L2 (0, T; V(íl)) n 
L00 (0, T; H(íl)), depende de I!Jmlu(Q) e lvmoiL'(!l)· 

A seguir provaremos uma estimativa para a sequência {v;"} ;;';=1. Consi­
deramos os seguintes operadores definidos por: 

Ç E V(íl). 

(A.(vm),Ç) - ((vm,Ç))n 

(D(vm),Ç) - B(vm,vm,Ç) 

(E(vm),Ç) - (J(f:(wm)- E)vm,Ç)n. 

Se consideramos a projeção ortogonal Pm : H(íl) -+ wm(íl) como um 
operador em L(V(íl), V(íl)) (ver [32];p. 76), o qual pela escolha da base tem 
norma IIPmiiL(V(n).V(fl)) ::; 1, obtemos de (2.22) 

em V'(íl), onde P:r, é o operador adjunto de Pm, o qual satisfaz 

IIP::.IIL(V'(fl),V'(fl)) ::; 1. 

Da definição dos operadores A.(vm), D(vm) e E(vm) tem-se que 

IIA(vm)llv•(fl) :S lvmlv(n), (2.35) 

11 ( m)l' v V(0.)• 1V = { 
Cl ,ml2 " 3 

D V .iV'(fl) :S; Cl m! I m<_ "- 2 v 12,!'1 v IV(n), " -
(2.36) 

e 
(2.37) 
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Finalmente, como F(Bm) E L2 (0, T; V'(D)), de (2.33), (2.34), (2.35), (2.36) e 
(2.37), concluímos que { v;"};;';=1 é uma sequência limitada em L2 (0, T: V' (D)) 
se N = 2 e em L1 (0, T; V' (D)) se N = 3, com limitação que depende de 
jBmiP(Q) e lvmoiP(íl)· 

O seguinte lema fornece a dependência contínua de vm com relação a em. 

Lema 2.9 Se Bi E L 2 (Q), i= 1, 2 , então 

(2.38) 

onde vi é à única solução de (2.22)-(2.23), correspondente a Oi e C é uma 
constante que depende de e, m e T. 

Prova: Pela linearidade, temos que (2.22) vale \f( E wm(D), então, tem-se 

(v;;', ()n +(V' v;", V'()n + B(v;", v;",() = -(J(J;(wf'))- e)v;", ()n 

+(F( O;"), ()n. (2.39) 

Subtraindo estas igualdades para i= 1, 2 e fazendo ( = Sm = v2(t)- v](t) 
em (2.39), obtemos 

1 d I ( ) 12 ' I 12 2 dt Sm t L'(íl)" T 1Sm V(íl) - -B(Sm, v:{', Sm)- (J(f;(w'('))- e)Sm, Sm)n 

-((J(f;(w;;'))- e)- J(J;(w'{'))- e))v:{', Sm)n 

+(F( O;;')- F( O'{'), Sm)n. 

Corno (J(f;(w;")) e)Sm, Sm)n 2: O, aplicando a desigualdade de Holder 
nesta última igualdade, obtemos 

30 



hiSmllvvriiSml 

+co(E) 11or -O;"IIvri\Sml 

+c1 ( \Or -0;"\\Sm\ Jn 
< \Sm\l'(Q)N lvr\v(Q) 

+co(E)\Or 0;"\z,dvriL'(n)v \Sm\L'(n)N 
+c110r -0;"\z,n\Sm\L'(Q)N 

< Cz\Smh'(H)\vr\v(n)\SmiL'(Q)N 
+c3(E)\Or -0;"\z,n\vr\v(n)\Sm\v(Q) 
+c410r- 0;"\z,n\Sm\V(H)' 

Aplicando a desigualdade de Young e tendo em conta que em wm(O) 
todas as normas são equivalentes (com constantes que podem depender de 
m), tem-se 

:t \Sm(t) llz(n)N < c5(m)\Smllz(n)N lvrll'(rl)" 

+c;;(E, m)\Or- O;"l~,nlvr\lz(n)v + c1\0r- O;"ILn 

integrando agora em (0, t) obtemos 

\Sm(t)\l'(H)' - c5(m) [ISm\lz(n)N lvrli'(rl)' 

+ c5(E,m) [1er- 0;"\~,nlvrllz<nlv + c~[1er- 0;"\~,n 

< c5(m)\vrll=(O,T;H(r!)) [ISm\lz(n)" 

+ C5(E, m)lvrll=(O,T;H(H)) [10r- 0;"\~,Q + C7l\0r -0;"\~,n, 
e como \v;"IL=(O,T;H(H)) :':: C, Vm, obtemos 

\Sm(t)\lz(n)v :':: Cs(m) [ISm(t)\lz(n)N + Cg(E, m)\0;"- 0;"\l'(Q)' 
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Pelo Lema de Gronwall tem-se que 

ISm(t)fiz(n)N :S Cg(e,m)fB~- B;"fi'(Q)(l +cs(m)te'81
), 

e finalmente 

Continuando com a construção do operador G, para vm conhecida, de­
terminaremos a única função iJm, e então wm = ,B,(fJffl) tal que iJm B6 E 
L2 (0, T; HJ(Il)) e satisf<J.z-se (2.25) e (2.26). Mostraremos também a de­
pendência contínua de em com respeito a vm. Isto é obtido dos seguintes 
lemas 

Lema 2.10 Para e > O e para 

m 

v~= 2>1(t)ui, 
j=l 

como em (2.29), tal que v;n E L2 (0, T; V(ll)) n L00 (0, T; H(ll)), existe uma 
única função iJ;n E L00 (Q) n L2 (ü,T;H1 (1l)), e então também existe uma 
única w;n = (3,(Ô;"), tal que iJ;n B6 E U(ü, T; HJ(Il)) e satisfaz-se (2.25) e 
(2.26). Além disso valem as seguintes estimativas: 

(2.40) 

(2.41) 

onde c é uma constante que depende de fwofLoo(n), IBsiL00 (Q)• IBsiL'(O,T;Wii''(n))' 

e fv:"fLoo(o,T;H(n))• obtem-se também 

fw;';fP(o,T;Hl(D)) :'Ô ê, (2.42) 

onde ê é uma constante que depende das constantes c e c, dadas em {2.40) e 
{2.41) e também de fv:"fL'(O,T;V(n))· 

Antes de provar o Lema 2.10, enunciare111os e provaremos o seguinte lema, 
o qual fornece a dependência contínua de e;n com respeito a v;n. 
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Lema 2.11 Para i = 1, 2, sejam êi e wi = ,B,(íJi) satisfazendo (2.25) e 
(2.26}, geradas por vi como no Lema 2.10, com êj E L"'(Q)nL2 (0, T; H 1(íl)) 
e íJi- B§ E L2 (0, T; HJ(íl)). Então 

onde c é uma constante que depende de lêilioo(Q)• I'Vêilu(Q)• T e ~o· 

Prova: Pelo Lema 1.8, tomando f3 = {3, obtemos 

I ·m ·m12 'I m ml W2 - W1 L=(O,T;L'(Q)) s; C V2 - V1 L'(O,T;H(0.))• 

(2.43) 

(2.44) 

onde ê é uma constante que depende somente de lêiiLoo(Ql e I'VêiiL'(Ql· 
Como ,8;1 é Lipschitz com constante f que depende de ,ê0 , obtemos 

lê;"(t)- ê;nl~,fl s; f 2 lw;"(t)- w;"(t)l~.fl• 

e, portanto, 

1ê2- iJ;"Ii=(ü,T;L'(0.)) s; f 2 lw2 w;"ll=(O,T;L2(0.))· 

Desta forma, da última desigualdade e de (2.44) conclui-se (2.43). 

Provaremos a seguir o Lema 2.10. 
Prova: Como a função v;:' tem a forma 

m 

v;,"= L c1 (t)u1, 
j=1 

com u1 dado por (u1,v)v(O.) = >.(u1,v)H(0.)• 'iv E V(íl), À> O, ela tem a 
regularidade necessária ( a regularidade de v;," é dada pelas funções u1) para 
proceder como na prova do Lema 1.4 (veja Observação 1.5 no Capítulo 1) e 
obter, pela Observação 1.7, que existem funções ê;," e w;,", as quais satisfazem 
(2.25), (2.26) e ê;," = B§ sobre L; com w;," = B,(ÊI;,"). Obtem-se também 

(2.45) 

onde c é dada corno em (2.40) e c1 é urna constante que depende de lwoiL=(O.) 
e IBôiL=(Q)· Também obtemos pela Observação 1.7 que 
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com c2 uma constante que depende de lv:"IL=(O,T;H(Il)), lwoiL=(\l), llioiL=(Q) e 
llioiL'(o,r;wi''(l1))' Desta forma são provadas as estimativas (2.40) e (2.41). 

Provamos agora a estimativa (2.42). Seja cjJ E HJ(fl), de (2.25) obtemos 

l(w~, c/J)nl ifn \lK,(ê';')· \lc/J + l ê';'v';'· 'Vc/JI 

< K1 Ji'Vê';'II'Yc/JI + Jiê';'llv';'II'Yc/JI 
11 11 

< {C dê';' IH 1 (1l) + C2!ê';' IL=(11) I v';' I H(l1)} lc/JIHJ(11) · 

Então temos 

lw~IH-'(111 S CJ!ê';'IH'(11JI + C2iê';')L=(11Jiv';'lv(Q)· 

Usando a desigualdade de Young, obtemos 

lw~l~-'(ll) S (Cs + C4lê';'IL=(I1J)(Iê:"IH'(11JI + lv';'lv(I1J), 

com c3 e c4 constantes que são independentes de f e m. 
Desta última desigualdade obtemos 

1T lw~~~-'(11) S (ê3 + ê4lê:"li=(Q))(Iê';'ll'(O,T;H'(11))1 + lv';'li'(O,T;l/(11))). 

(2.46) 
Assim, de (2.41), (2.45) e (2.46) obtem-se a estimativa (2.42). 
Finalmente, a unicidade da função ê;n é obtida diretamente do Lema 

2.11. 

Voltamos agora a considerar o operador G e notamos que na sua cons­
trução, outra vez para não carregar a notação, omitiremos os índices E e m 
das funções temperatura e entalpia. 

Do Lema 2.8 e do Lema 2.10 tem-se que G : L2 (Q) --+ L2 (Q) está bem 
definida por (2.28). 

Pelo Lema 2.9 e Lema 2.11, obtemos que G é contínuo. 
Além disso, denotando por 

1 A 1 1 

R= (~ 0 (max{lwoiL=(11), BIIIioiL=(Ql +L})+ L)T'ijfll', 

obtém-se de (2.40) 
IG(B)IPIQI SR. 

34 

(2.4 7) 



Mostraremos agora que G é compacto. Seja 'S C U(Q) limitado, vamos 
verificar que o conjunto G('S) é relativamente compacto em L2 (Q). 

Sabemos por (2.33), (2.41) e (2.47) que o conjunto G('S) = {G(B); B E 

'S} é limitado em U(Q) n L2 (0, T; H 1(0)), uniformemente com relação a 
B. Então, por (2.42) e (2.33), obtemos que o conjunto Y = { w,; w = 
8,(G(B)), B E 'S} é limitado em L2 (0, T; H-1 (0)) uniformemente com relação 
a w,, logo, tem-se 

1 

hG(B)- G(B)IL'(O.T-h;H-1(D)) - (1T-h IG(B)(t +h)- G(B)(t)lt--1(n)) 
2 

1 

(1T-h 1;3;1 (w(t +h))- ;3; 1 (w(t)Jit--'(n)) 
2 

1 

< t (1T-h !w(t +h)- w(t)lt--'(D)) 
2 

- f (1T-h 1[+h w,(s)dslt--1(n)) ~ 
T-h b 

< nvi (1 hdt) 
A 1 l 

tAfhz(T- h)z, 

onde iÍf é uma constante independente da escolha de B e desta forma, inde­
pendente de w e w,. 

Obtemos então 

!rhG(B)- G(B)IL2(ü,T-h;H-'(n))-+ O, 

uniformemente com respeito a B, quando h-+ O. 
Como H 1 (rl) c L2 (r1) c H-1 (0), com induções compactas, conclui­

se que G('S) é relativamente compacto em L2 (0, T; L2(rl)), (Ver [4l];p. 84, 
Teorema 5) o que implica que G é um operador compacto. 

Consideremos agora as soluções da equação 

B = ÀG(B) (2.48) 

para O :::; À :::; 1. Claramente B = O para À O. Desta forma podemos 
restringir nossa análise ao caso O < À :::; 1. Sustituindo À-10 = G(B) em 
(2.47), obtemos 

(2.49) 
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Então, toda solução possível de (2.48) é limitada em L2 (Q) por uma cons­
tante independente de À. 

Pelo Lema 1.3, conclui-se que G tem um ponto fixo. 

Podemos fazer agora a prova do Teorema 2. 7. 
Prova: A existência de solução é consequência direta do Lema 1.3 

aplicado a G, isto é, a equação 

tem solução para cada m = 1, 2, 3, ... , o qual, pela construção do operador 
G, é equivalente a provar a existência de solução para o problema (P';"). 

Da estimativa (2.40) dada no Lema 2.10 obtemos que ()':_' é limitada em 
L 00 (Q) uniformemente com respeito a m, logo pela estimativa (2.33), dada 
no Lema 2.8, obtém-se que v';' é limitada em U (0, T; V(O)) nLoo (0, T; H(O)) 
com limitação que não depende de m. 

Agora, de (2.41) obtemos que()':_' é limitada também em L2 (0, T; H 1 (0)) 
uniformemente com relação a m e por (2.42) o mesmo acontecendo com a 
limitação de w';; em L2 (0, T; V'(O)). 

Finalmente, como a limitação de()':_' em Lx(Q) não depende de m, obte­
mos pelo Lema 2.8 que a limitação de v';; em L2 (0, T; V'(O)) se N = 2 e em 
V(O,T;V'(O)) se N 3 é independente de m. Concluimos desta forma a 
prova do Teorema 2.7. 

Observação 2.12 Se v';' é limitada em L2(0, T; V(O)) n L00 (0, T; H(rl)), 
uniformemente com respeito a f e m, o qual corr-esponde ao nosso caso, então 
para a familia { w';'} valem as hipóteses do Lema 1. 6, pois da Observação 1. 5 
obtem-se que as estimativas requeTidas dependem de dos dados de fronteira , 
condições iniciais e as limitações de v';' em L2 (0, T;V(O)) n L00 (0, T; H(O)). 
Logo, da mesma maneira que na Observação 1. 7 (veja (1.19}}obtém-se que 
sem---+ oo 

w;'(x, t) --t w,(x, t), q.t.p. em fi, Vt E [0, T) 

e tem-se também (veja (1.33) na Observação 1. 7), que 

w,(x, t) --t w(x, t), q.t.p. em rl, Vt E [0, T), 

quando f ---+ O, logo temos que 

w,(x, O)= w(x, O)= w0 (x), em O. 
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2.3.2 Existência para o problema regularizado 

Provaremos agora o Teorema 2.6 
Prova: Por simplicidade na notação, neste capítulo, toda subsequência 

será denotada da mesma forma que a sequência original. 
Do Teorema 2.7 obtemos que as sequências {v;"}m, {e;n}m e {w;"}m, são 

uniformemente limitadas com relação amem: L2 (0, T; V(íl))nL00 (0, T; H(íl)), 
ux(Q) n L 2 (0, T; H 1(0)) e L00 (Q) respectivamente. Desta forma, temos 
que existem funções v, E L2 (0, T; V(íl)) n L00 (0, T; H(íl)), e, E L00 (Q) n 
U(O, T; H 1 (íl)), w, E L00 (Q) e subequências, tais que 

vm ~ v" fraco em L2 (0, T; V(O)), E 

vm ~ v" fraco* em L00 (0, T; H(íl)), 
' em ~ e, fraco em L2 (0, T; H 1(íl)), 
' em ~ e, fraco* em L00 (Q), E 

wm ~ w, fraco* em L00 (Q). 
' 

De (2.50) (veja Observação 2.11), temos que 

w;"(x, t) -+ w,(x, t), q.t.p. em íl, Vt E [O, T). 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

Do Teorema 2.7, também temos que {v;;'} é limitada em L2 (0, T; V'(íl)) se 
N = 2 e em V(O, T; V'(O)) se N = 3, então do anterior e de (2.53) obtemos 
que a sequência {v:"}m é relativamente compacta em L2 (0,T;H(O)) (veja 
[41], Corolario 4, pp. 85 ), logo, existe uma subsequência {v;"}m tal que 

(2.59) 

Também pelo Teorema 2.7, tem-se que a sequência {w;;'}m é limitada de 
maneira uniforme com respeito a m em L 2 (0, T; H- 1 (0)), desta maneira 
temos que existe subsequência tal que 

(2.60) 

Podemos obter também que a sequência { e;n} é relativamente compacta 
em U(O, T; L2 (íl)). De fato, sabemos que {e;n} é limitada em L2 (0, T; H 1(íl)) 
uniformemente com respeito a m, também tem-se 
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1 

(1T-h IO';'(t +h)- 11';'(tJ11-1(11)) 
2 

([-h l!3;'(w';'(t +h))- B;'(w';'(t)JI1-'(11)) ~ 
T-h ~ 

< e (1 lw';'(t +h)- w';'(t)11-1(11)) 

e (1T-h I [+h w;';(s)dsl1-1(11)) t 

T-h ~ 

< ei.ii (1 hdt)-

- 1 1 

- fMh2(T h)', (2.61) 

onde JW é uma constante independente da escolha de 11;" e desta forma, 
independente de m e E, t é a constante de Lipschitz de /3;1

. Obtemos então 

uniformemente com respeito a 11;", quando h-+ O. 
Como H 1 (0.) C L2 (0.) C H-1 (0.), com induções compactas, conclui-se 

que {11;"}m é relativamente compacto em U(O, T; L2(íl)), (Ver [4l];p. 84, 
Teorema 5) o que implica que existe subsequência tal que 

(2.62) 

Provaremos agora que as funções (;i" v, e w" satisfazem o problema (P,). 
Tomamos uma função ó E C 1 ([0, T]) tal que q;(T) = O. Multiplicando 

(2.22) por ó(t) e integrando por partes, obtemos 

-1T l v;nukqo'dxdt = -1T l Vv';'\lukqodxdt -1T l (v';'· \l)v';'ukqodxdt 

-1T l J(f;(w';')- E)v';'ukqodxdt 

+ 1T l F(11';')ukqodxdt + l Vmoukqo(O)dx. 
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Tornando limite quando m ---+ oo, obtemos as convergências: 
Por (2.59) ternos 

Por (2.53), vale que 

1T 1 \lv';'\luk,Pdxdt---+ 1T 1 \!v, \luk,Pdxdt. 
o n o n 

Pelo fato de F ser Lipschitz e por (2.62), tem-se 

1r 1 F(e';')uk,Pdxdt---+ 1r 1 F(e,)uk,Pdxdt. 
o n o n 

A convergência do termo não linear 

obtém-se de (2.53) e (2.59) (Veja [43];p. 284, Lema 3.2). 
Para o outro termo não linear, de (2.58), (2.59) e o fato de que J e J;(- ), 

são Lipschitz (para E fixo no caso de J), obtemos 

Finalmente, por (2.24) temos 

Conclui-se, que v, e e, satisfazem a identidade integral 
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Vk = 1, 2 ... , Vc/J E C1 ([0,T]) tal que rp(T) =O. 
Por outro lado, como v,1 E L2 (0, T; V'(íl)) se N = 2 e pertence a 

L 1 (0, T; V'(O)) se N = 3, temos que v, E C([O, T]; V'(íl)), podemos veri­
ficar então que v, satisfaz 

1T In v,ukc/J'dxdt = -1T l \lv,\lukrpdxdt -1T l (v,· \l)v,ukrpdxdt 

-1T r J(f;(w,)- E)v,uk</Jdxdt 
o ln 

+ 1T 1 F(IJ,)uk,Pdxdt + r v,(x, O)uk,P(O)dx.(2.63) 
o n ln 

Vk = 1, 2 ... , Vc/J E C1 ([0, T]) tal que ,P(T) =O, então tem-se 

1 v,(x, O)ukrp(O)dx = r Vo,uk,P(O)dx, 
n ln 

como c/J é arbitraria, tomamos <P tal que rjJ(O) # O e obtemos que 
v,(x, O) = vo,(x), q.t.p. em íl, isto é, satisfaz-se (2.18). 

Por linearidade, temos que (2.63) é valida para somas finitas da forma 

i=l 

com </J; E C1 ([0, T]) tal que <P(T) = O e uk' um elemento da base escolhida 
para V(O). 

Por outro lado, o conjunto de todas as possível somas finitas 
n 

A= fi:: uk'r/J;, n E N, </J; E C 1([0, T]), tal que ,P(T) =O} 
i=l 

é denso no conjunto das classes de funções Ç E C 1([0, T]; V(íl)) tal que 
supp Ç C íl x [O, T). Então, por linearidade e continuidade, de (2.63) obtemos 
finalmente, que vale a identidade integral 

- ~ v,Ç1dxdt = - -~ \lv,\JÇdxdt- i (v,· \l)v,Çdxdt 

-i J(J;(w,)- E)v,Çdxdt 

+ 1 F(O,)Çdxdt + 1 v,(x, O)Ç(x, O)dx, 
Q n 
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Então, como 6 é arbitrariamente pequeno, concluímos de (2.64) que, 
quando m -+ oc, vale 

i i 'V(K,(fJ';')- K,(e,))'V'Pi---+ O, 

Finalmente, de (2.59) e (2.62), obtemos 

k er;v';'· \l<.pdxdt---+ k e, v,· 'Vydxdt, 

quando m -+ oc. 
Vale, portanto, a identidade (2.20). 
Temos também, por (2.26) e (2.58), que 

w,(x, O)= w0 (x), em íl, 

e assim também (2.21) é válida. 
Verificamos agora, que w, = (3,(1:J,), q.t.p. em Q. De fato, temos que 

w';' = (3,(er;), e de (2.58), quando m-+ oc, temos que 

w';'(x, t) --+ w,(x, t), q.t.p. em Q, 

Ainda, por ( 2. 62), vale que 

er;(x, t) --+ e,(x, t), q.t.p. em Q, 

quando m -+ oc, logo, como (3, é Lipschitz para E fixo, conclui-se que 
w, = ,e,(e,), q.t.p. em Q. 

Provaremos agora que e, -fJâ E L2 (0, T; HJ(íl)). Pelo Teorema 2.7, temos 
que er;- fJ;j E L2 (0, T; HJ(íl)) e além disso {e;n- e5};;;'=1, é uma sequência 
limitada em L2 (0, T; HJ(íl)). 

Assim, existe uma subsequência tal que 

er; -e§-"- g, fraco em L2 (0,T;HJ(íl)), 

quando m -+ oc. Disto, obtemos 

e;n-"- i:Jó + g, fraco em L2 (0, T; H 1(íl)), 

quando m-+ oc, e, por (2.55), temos, quando m-+ oc 

I:J';' -"-I:J, fraco em L2 (0, T; H 1(íl)). 

42 



Concluimos então que e,- eJ = g E L2 (0,T;HJ(r!)). 
Verificaremos agora as estimativas para v, e" w, e w,,. 
De (2.40) e (2.56) obtemos que e, é limitada em L 00 (Q), de maneira 

uniforme com relação a E, logo por (2.16) e o fato de termos que w, = (3,((},), 
obtemos também para w, uma limitação uniforme com relação a E em L 00 (Q). 

Por (2.33), (2.53) e (2.54), tem-se que v, é limitada em L2 (0, T; V(rl)) n 
L00 (0, T; H(rl)), uniformemente com relação a E. Pela limitação de v, de 
(2.41) e (2.55), conclui-se que e, é limitada em L2 (0, T; H 1 (rJ)), uniforme­
mente com relação a E. 

Finalmente, por (2.42) e (2.60), temos que w, é limitada em L2 (0, T; H-1 (rJ) ), 
de maneira uniforme com respeito a E. Desta forma finalizamos a prova do 
Teorema 2.6. 

2.4 Existência de soluções 

Faremos nesta seção a prova do Teorema 2.5. 
Prova: Pelo Teorema 2.6, temos que as sequências {v,}, {e,} e {w,} são 

uniformemente limitadas com respeito a E em: L2 (0, T; V(rl) )nLoo (0, T; H(rJ) ), 
L00 (Q)nL2 (0, T; H 1 (rl)) e L""(Q) respectivamente, assim, temos que existem 
funções v E L2 (0, T; V(rJ)) n L00 (0, T; H(rl)), (}E L00 (Q) n U(O, T; H 1(rl)), 
w E L 00 (Q) e subsequências tais que 

v é -'" v, fraco em L2 (0, T: V(rJ)) 

v -'" v, fraco* em L00 (0, T; H(rJ)) ' e, -'" (}, fraco em L2 (0, T; H 1(rl)) 

e, -'" e, fraco* em Loo(Q) 

'lL\; -'" w, fraco* em Loo(Q), 

quando E-+ O. Pela Observação 1.7 (veja (1.33)), temos que 

w,(x, t) ----+ w(x, t), q.t.p. em ri, Vt E [0, T), 

quando E -+ O. 

(2.65) 

(2.66) 

(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 

(2. 70) 

Também temos, pelo Teorema 2.6, que a sequência { w,} é limitada em 
L2 (0, T; H- 1(rl)), uniformemente com respeito a E, desta forma obtemos que 
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existe subsequência tal que 

(2.71) 

quando E ---+ O. 
Agora, da mesma maneira que na prova do Teorema 2.7 (veja desigual­

dade (2.61) ), pelo fato de ser {e,} uma sequência limitada em L2 (0, T; H 1(íl)) 
uniformemente com respeito a E e {w,t} em L2 (0,T;H-1(íl)) e também de 
maneira uniformemente com relação a E, obtemos que {e,} é relativamente 
compacta em L2 (0, T; L2 (íl)) (veja [41], Teorema 5, p. 84). Tem-se então, 
que existe uma subsequência tal que 

(2. 72) 

quando E ---+ O. 
Por outro lado, de (2.69), (2.71) e o fato de que a inclusão L00 (íl) C 

H-1 (íl), é compacta, obtemos que a sequência { w,} é relativamente com­
pacta em C([O, T]; H- 1(!:2)) (Ver [41], Corolario 4, p. 85), então existe uma 
su bsequência, tal que 

w,---+ w, em C([O, T]; H- 1 (!:2)). (2. 73) 

quando E ---+ O. 
Provaremos a seguir, que as funções v, e e w, satisfazem o problema (P0 ). 

o o 

Mostraremos em primeiro lugar, que v = O em Q,. Seja K cQ, com-
pacto. Tomando Ç = v, em (2.17), integrando por partes e usando a de­
sigualdade de Young, obtemos 

j~ J(f;(w,)- E)v;::; M, 

onde M é uma constante que não depende de E. 

Portanto, 

(2.74) 

Por (2.70), temos que w,---+ w, q.t.p. em K e pelo Teorema de Egoroff, tem­
se que dado o > O, 3K0 c K tal que IK \ K 5 1 < o e w, ---+ w, uniformemente 
em K 0, então, 3Eo >O tal que J;(w,(x, t)) = 1, 'i (x, t) E K 0 se O< E< Eo, 
logo, de (2.74) temos que 
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se O< E< Eo. 
Logo, fazendo E-+ O, temos que J(l- E) -+ +cc e então lv,li'(K,) -+O. 

Por outro lado, de (2.66) temos que v, -' v fraco em U(K.J), então, 
conclui-se que v =O, q.t.p. em K.0 . Por termos que IK. \ K.sl < 5 para 5 >O 
arbitrario, podemos provar que v= O, q.t.p. em K.. De fato, seja {51}1 com 
bJ > O, uma sequência tal que OJ -+O, quando j -+ cc , então para cada 61, 

obtemos subconjuntos K.0, C K., tal que v= O q.t.p. em K.6J. 

Por outro lado, podemos escrever 

K. = (u~ 1 K. 6 ;) u k, 

e temos que v = O q.t.p. em U~ 1 K. 6 J, pois é uma união enumeravel de 
conjuntos onde v= O q.t.p. Temos também que para todo j vale 

IK. \ (u~lK.,;)I IK. n (u~lK.,;)"I 
- IK. n (n~ 1 K.&)I 

I n~l Ktl 
I n~l ( K. \ K.oj) I 

< oJ, 

Assim, como OJ -+ O quando j -+ cc, temos que 

IK. \ (u~l K."j) I = o, 
e concluímos que v= O q.t.p. em K. . 
Por outro lado, como K. e um subconjunto compacto, também arbitrario, 
o c 

de Q, concluímos finalmente que v= O, q.t.p. em Q5 • 

Mostraremos agora que as funções v, e e w satisfazem (2.10). 
Seja 'P E CJ([O, T]; HJ(SI)); de (2.20) temos a identidade 

h w,cptdxdt- h \1K,(8,)\1cpdxdt + k e,v,'Vcpdxdt =O. 

Por (2.70) obtemos a convergência 

r W,cptdXdt -+ r W'ftdXdt . 
.JQ .JQ 

Por (2.65) e (2.72), temos 

r e,v, \lcpdxdt-+ r Bv\lcpdxdt . 
.JQ .JQ 
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Antes de provar a convergência do termo 

k \1K,(IJ,)\1cpdxdt, 

provaremos que a função K, com as hipóteses dadas em (H3 ), é Lipschitz, 
ainda numa vizinhança da origem. De fato, sejam s1 , 82 , 83,84 números reais 
tais que s1 < s3 < O e Sz > s4 > O, então obtém-se 

IK(sz)- K(si)I < IK(8z)- K(s4)j + jK(s4) K(s3)j + IK(s3)- K(s1)l 

::; LKisz- s4j + jK(s4)- K(s3)j + LKjs3 sd 

= h (lsz- s11-184- s3j) + IK(s4)- K(83)j. (2.75) 

Se s3 -+ o-, s4 -+ o+, então js4 - 83 1 -+ O, pela continuidade de K e por 
termos K(O) = O, obtém-se IK(s4)- K(s3)1 ~ O, desta forma de (2.75) 
obtemos jK(sz)- K(5I)j ::; LKj82 - s1j, ou seja K é Lipschitz em todo R 

Consideramos primeiro uma função teste 'P E CJ([O, T]; Cj5(r2)) e obtemos 

i k v(K(IJ,)- K(IJ))vcpj ::; k jK,(IJ,)- K,(IJ)jj6cpj 

+ k IK(IJ)- K(II)II6'PI· (2.76) 

Por (2.14) temos que K, é Lipschitz e assim, obtemos 

Por (2.72), obtemos quando E-+ O que 

jiJ,(x, t) -IJ(x, t)l-+ O. 

Logo, obtemos k IK(II,)- K,(II)II6'PI-+ o, 

quando E -+ O. 
Temos também 

jK,(IJ)- K(IJ)I < IK,(IJ)- K,(O)I + IK(IJ)- K(ü)l 
< 2K1 j1Jj, 
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e como IOII6c,ol E U(Q), pelo teorema da convergência dominada, obtemos 

h IK,(O)- K(l'l)ll6c,o!---+ O, (2. 78) 

quando E-+ O. Desta forma de (2.76), (2.77) e (2.78), conlui-se que 

h 'VK,(I'I,)'Vcp---+ h 'VK(O)'Vcp, (2.79) 

quando E -+ O. 
Agora, pela densidade de CJ([O, T]; C,5($.l)) em CJ([O, T]; HJ(rl)), dado 

o > O arbitrariamente pequeno, e cp E CJ([O, T]; HJ(rl)), existe uma função 
cp E CJ([O, T]; CJ(rl)) tal que lc,o <Piu(o,T;HJ(n)) < 8. 

Então, vale 

I h 'V(K,(O,)- K(O))'Vc,ol < I h 'V(K,(O,)- K(O))'V01 

+ I h 'V(K,(O,)- K(O))'V(cp- 0)1,(2.80) 

como 0 E CJ([O, T]; CJ(rl)), temos de (2.79) que 

quando E ---+ O. 

1 r 'V(K,(e,)- K(e))'V<PI--+ o, 
.JQ 

Para o outro termo, temos 

I h 'V(K,(O,) K(O))'V(cp 0)1 < h I'V(K,(II,)- K(I'I))II'V(cp- 0)1 

< CIII,IL2 (0,T;Hl(S1)) lc,o- 0IL'(O,T;HJ(S1)) 
+CIII,!u(o,T;H1 (S1)) I'P- tPIL'(ü,T;HJ(S1)) 

< Mii, 

como o > O é arbitrariamente pequeno e M é uma constante, de (2.80) 
concluímos que 

I h 'V(K,(II,) K(II))'Vc,ol--+ o, 

quando E---+ O. Temos então que satisfaz-se (2.10) 
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Temos também, por (2.21) e (2.70), que 

w(x,O) = w0 (x), em O. 

Provaremos agora a inclusão w Ç (3(0), q.t.p. em Q. 
Consideramos as regiões Q+, Q_ e Q0 , definidas pela temperatura, da 

seguinte maneira 
Q+ = {(x, t) E Q; O(x. t) > 0}, 

Q_ = {(x, t) E Q; O(x, t) < 0}, 

Qo = {(x, t) E Q; O(x, t) = 0}. 

É claro que Q = Q+ U Q_ UQ0. Seja (x, t) E Q_, isto é, O(x, t) <O, então 
por (2.72), para quase todo (x, t) E Q_, existe Eo > o tal que O,(x, t) < O, 
VE < E0 . Por (2.16), temos que w, = (3,(0,(x, t)) = (3(0,(x, t)), então temos 

l~ jw,(x, t)- 6(0(x, t))l = lim
0 

lf3(0,(x, t))- 6(0(x, t))l 
E-7 

< /h lim
0 

jO,(x, t)- O(x, t)j 
E-+ 

O. 

Desta forma, por (2.70), temos que w = (3(0), q.t.p. em Q_. De maneira 
análoga, obtemos que w = (3(0), q.t.p. em Q+. 

Provaremos agora que a inclusão w Ç (3(0) é valida em Q0 . Como O(x, t) = 
O em Q0 , temos que ,6(0(x, t)) = [O, L] em Q0 , desta forma devemos provar 
que O ::; w(x, t) ::; L, q.t.p. em Q0 • 

Seja o conjunto 

N1 = {(x, t) E Q0 ; w(x, t) >L}, 

e suponhamos qne tem medida jN1 j > O. Tomando a função característica 
de N 1, XN1 • obtemos por (2.70) 

(2.81) 

Por outro lado, de (2.16), (2.72) e o teorema da convergência dominada, 
obtemos 
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lim / w,xN, = 
t---)-0} Qo 

o qual contradiz (2.81) ao supor que IN1 1 >O, conclui-se então que IN1 1 =O, 
e logo w ::; L, q.t.p. em Qo. 

Denotamos agora por N2 o conjunto 

Nz = {(x, t) E Q0 ; w(x, t) < 0}, 

e supomos que tem medida IN2 1 > O. Tomando a função característica de 
N 2 , que denotamos XN, de (2.70) obtemos 

lim 1 w,xN, = 1w 
t--+0 Qo N2 

< o. (2.82) 

Por (2.16), temos que 3,(0,) 2: min{~ 1 0,0} = g(O,). Observamos que se 
O,(x, t) ---+O então g(O,(x, t))---+ O, e como lg(O,(x, t))l::; M, usando o teorema 
da convergência dominada, obtemos 

lim / w,xN, 
t:-+0 j Qo 

!~L 3,(0,) 

> !~L g(o,) 

O, 

o que contradiz (2.82) ao supor que IN2 1 > O, então IN2 1 = O e temos que 
w 2: O, q.t.p. em Q0 , logo, O ::; w ::; L, q.t.p. em Q0 , com o qual prova-se 
que w Ç 3(0), q.t.p. em Q. 

Para provar que O- 80 E L2 (0, T; HJ(íl)), procedemos de maneira similar 
que na prova do Teorema 2.6. 
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Do Teorema 2.6 temos que a sequência {e,-!18} é limitada em L2 (0, T; HJ(fl)), 
então, existe uma subsequência tal que 

quando E -+O. Por (2.27), temos que 

quando E -+ O. 
Então 

quando E -+ O. 
Como por (2.67) temos que 

e,~ e, fraco em L2 (0, T; H 1(fl)), 

concluimos que !I- e,= f; E L2 (0, T; HJ(fl)). Prova-se desta forma (2.11). 
Para provar (2.13), consideremos inicialmente um p > O arbitrariamente 

pequeno e provemos a existência de um conjunto Q~ 1 C Qml, tal que IQml \ 
Q~tl < p, que satisfaça as condições dadas na definicao 2.2 parte (iii). A 
existência deste conjunto esta estreitamente relacionada com a convergência 
das funções w, como veremos a seguir. 

Por (2.69), temos que a sequência {w,} é limitada em L00 (Q), de maneira 
uniforme com relação a E, e por (2. 70) tem-se que 

w,(x, t) --+ w(x, t), q.t.p. em Qml· (2.83) 

quando E -+ O. Além disso, satisfaz-se w,(x, O) = w(x, O) = w0 (x), em fl, 
então temos 

w,(·, O)--+ w(·, 0), uniformemente em fl. (2.84) 

quando E -+ O. 
Agora, pelo teorema de Egoroff, tem-se que dado p > O, arbitraria, existe 

um conjunto Qr:,1 C Qml tal que IQml \ Q~ 1 1 < p, e 

w, --+ w, uniformemente em Qr:,1, (2.85) 
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Fazemos notar que, por (2.84) e (2.85), podemos considerar que nmi(O) X 
oP 

{O} C Q':r,1. Destacamos que Q ml denotará o interior do conjunto Q':r,1, reJa-
o oP 

tivo ao conjunto n X [O, T). Observamos que tem-se ílml (O) X {O} cQml· 
Sendo 

ílml(t) = {x E íl; (x, t) E Qmt}, 

denotamos 

oP 
J\'otamos também que nml denotará o interior do conjunto n;,,, relativo 

ao conjunto n. 
Consideremos agora o seguinte: Seja U,, = (ti, tt+I) x U(ti), com U(ti) 

_ _ oP _ oP 

aberto tal que U,, =[ti, tt+d x U(ti) cQm1 e U(t;) Cílmt· Seja ry E V(U(tt)), 
de (2.17) temos para quase todo tE [ti, tt+I] 

(v,,,ry)u(t,) = ('ilv" 'ilry)u(ti)- ((v,· 'il)v,ry)u(t,) 

-(J(J;(w,)- E)v0 ry)u(t,) + (F(B,), ry)u(t,)• (2.86) 

então, temos 

l(v,, Tl)u(ti)l < l(vv" 'ilry)u(ti)l +!((v,· 'il)v, ry)u(t) 

+ I(.J(J;(w,)- E)v" ry)u(t,JI + I(F(B,), ry)u(t,Ji· (2.87) 

Podemos obter as seguintes estimativas para os termos do lado direito de 
(2.87): 

l(vv" vry)u(t,JI :S Clv,IH'(U(t;JJI171v(u(till• 

'l((v. v)v ry) ,
1

. 1 < Clv,I_L'(U(ti)llv,IH'(U(t,))ITiivcuct,)), 
{ 

Clv,lit-'(U(t,JJITIIvcu(till• se N = 3 

€ fl c \t~) - se J.V = 2: 

I(F(B,), ry)u(tiJI :S CIB,IP(U(t;JJIT/Iv(U(ti))· 

Para o outro termo de (2.87), temos 

(2.88) 

(2.89) 

(2.90) 

I(J(f;(w,)- E)v"ry)u(t,Ji :S { IJ(f;(w,)- E)llv,lryldxdt. (2.91) 
lu(t,J 
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o p 

Lembrando que u,, = [t,. t,+I] X G'(t,) cQmlc Qml e Qml = {(x, t) E 
Q; w(x, t) > 0}, temos que 

i!Jf w(x, t) =a> O. 
Uti 

Dessa forma, pela hipóteses (H6), temos que 

sup J,(w(x, t)) < 1- 5, 
Uti 

para um certo 5 > O. 
Por outro lado, como J; --+ f, uniformemente em R e como por (2.84) e 

(2.85), tem-se que w,--+ w, uniformemente em U,,, obtemos que existe Eo >O 
tal que 

J;(w,) < 1- ~, 

em U,, se O < E < Eo, logo, por ser J não decrescente, tem-se 

J(f;(w,)- E) 
5 

< J(1---E) 
2 
o 

< J(1- -) 
2 

< ê, (2.92) 

V (x, t) E U,, se O < E < Eo, onde ê é uma constante independente de E. 

Desta forma, de (2.91) e (2.92), obtemos 

j(J(f;(w,) E)V,1J)U(ti)l < r jJ(f;(w,) E)jjv,jryjdxdt 
.fu(t,) 

< Ôjv,ju(u(tdJI77iL2 (U(till 

< Cjv,ju(U(tdJI77Iv(U(ti))· (2.93) 

Agora, por (2.65) e (2.66), temos que v, é limitada em L2 (ti, ti+!; H 1 (U(ti) )n 
L00 (ti, t;+l; L2 (U(ti)), uniformemente com respeito a E. 

Por outro lado, de (2.87), (2.88), (2.89), (2.90) e (2.93), temos que v,t, 
é limitada em L2 (ti, ti+!; V'(U(ti)), se N = 2 e em V(t;, ti+!; V'(U(ti)), se 
N = 3, uniformemente com relação a E. Então, obtemos que a sequência {v,} 
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é relativamente compacta em U(t;, t;+l; L2 (U(t;)) (veja Simon [41], Corolario 
4, p. 85), logo, temos que existe uma subsequência tal que 

(2.94) 

quando E --+ O. 
oP 

Agora, dado K cQmz, o podemos cubrir com uma união finita de cilindros 
oP 

da forma U,, = ( t;, ti+!) x U ( t;) tal que U 1, C Q ml e U ( t;) aberto contido 
oP 

em í?.ml· Lembramos que no caso de ter t; = O o cilindro tem a forma 
[0, ti+r) X U(O). 

Por (2.94), obtemos que 

v, --+v, em L 2 (K), 

quando E --+ O, e, portanto, temos 

oP 

v,--+ v, forte em Lz0 ,(Qm1), (2.95) 

quando E --+ O. 
Por outro lado, usando a estimativa para J(f;(w,) E), obtida em (2.92), 

obtemos 

(L IJ(f;(w,) EW)~ < J(l- ~)jU,,I 
' 

< JVI, (2.96) 

onde .M, é uma constante independente de c De (2.96) obtemos que a 
sequência {J(f;(w,)- E)} é limitada em L2(U,J, de maneira uniforme com 
relação a E, logo, obtemos que existe uma subsequência tal que 

(2.97) 

quando E -+ O. 
Consideramos agora o fato de que 

oP 

Qm1= U~ 1 (t;, ti+!) x U(t;) = U~ 1 U,,. 

Por (2.96), temos que existe subsequência de {J(f;(w,)- E)}, que deno­
tamos por {J(f;5(w,,)- Ej)I}, tal que 

J(f;5 (w,5 ) EJh ~ h 1 , fraco em L2 (U1,), 
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quando Ej ---+ O. 
Tomamos agora uma subsequência de {J(J;!(w,,)- Ej),} e obtemos 

J(J;!(w,J)- Ej)z ~ h2 , fraco em L2 (U,,), 

quando Ej ---+ O. 
Por um processo indutivo, obtemos uma subsequência { J(J;J ( w,,)- Ej h} 

de {J(f;J(w,J)- Ejh-d tal que 

J(J;'(w,J)- Ej)k ~ hk, fraco em L2(U,k), 

quando Ej ---+O, e hk/u,k-I = hk-l· Pelo conhecido processo diagonal, obte­

mos sequência {J(J:J(w,J)- Ej)j} tal que 

oP 

J(f;!(w,,)- Ej)j ~ hp, fraco em LZoc(Qmz), 

quando Ej ---+ O, onde a função hp é tal que hpj u, = hj. Esta sequência 
J 

diagonal a denotaremos simplesmente por J(f;(w,)- E), temos então 

oP 

J(J;(w,)- E)~ hp, fraco em Lf0 ,(Qmz), (2.98) 

quando E ---+ O. 
Verificamos agora, que satisfaz-se a inclusão hp C J(f,(B(e))). Seja 

oP 

U cQml conjunto compacto e sejam 

TT u+ 

Uo 

{(x, t) EU; e(x, t) >O} 

{ (x, t) E U; e(x, t) = 0}. 

Consideremos em primeiro lugar o conjunto U+. Como U pode ser coverto 
por uma quantidade finita de cilíndros da forma (ti, ti+1 ) x U(ti) = U,, com 

oP 

U,, cQm1, o mesmo acontezendo com U+. Logo, como w(x, t) ~ L em U+, 
podemos proceder de maneira similar a como foi obtida a estimativa (2.92) 
para a função J(f;(w,)- E), e obter que 

se O < E < Eo, onde 1vf é uma constante independente de E. Desta forma, pela 
hipóteses (H5), temos que J é Lipschitz em ,4 = J:(w,(U+)) U j,(,B(e(U+))), 
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logo, dada 1/J E L2 (U;.), tem-se 

I j~+ (J(f;(w,)- E)- 1(!,((3(0))))1/JI < l+ IJ(f;(B,(O,))- E)- 1(!,((3(0)))[[1/'1 

< c r ti:ce,(o,))- J,((3(0JJtt1/Jt 
lu+ 

+CE L [1/J[. (2.99) 
T 

Por outro lado, por termos que O(x, t) > O em U+, por (2.16) obtemos para 
O < E < Eo, (3,(0,) = 8(0,), logo, pela hipóteses (H2 ), pelo fato de JJ; -+ f, 
uniformemente e por (2.72), temos 

lim [J;(f3,(0,(x, t)))- J,((3(0(x, t)))l = lim IJ;(f3(0,(x, t)))- J,((3(0(x, t)))[ 
t:---+0 é-tO 

= O, 

q.t.p. em U+. Além disso, [JJ;((3,(él,)) - j,((3(é1))[[1/J[ E V(U+) e é uni­
formemente limitada em V(U+) com relação a E, logo, pelo teorema da con­
vergência dominada, obtemos que 

l+ IJ;(/3,(0,)) J,(/3(11))[11/JI-+ o, 

quando E-+ O. Então por (2.99), conclui-se que 

1(J;(w,)- E)-' 1(!,((3(11))), fraco em L2 (U+), 

quando E-+ O. Logo, de (2.98), concluimos que 

hp = 1(!,((3(11))), q.t.p. em U+. (2.100) 

Em U0 temos que il(x, t) =O e, portanto, (3(il(x, t)) = [0, L] em U0 . Logo, 
j,(B(él(x, t))) = [O, 1] e então J(J,(B(él(x, t)))) = [O, +oc) em U0 . Assim, 
basta verificarmos que hp 2: O q.t.p. em U0 . 

Para isto, consideramos o conjunto 

N = {(x, t) E U0 ; hp(x, t) <O} 

e suponhamos por contradição que ele tem medida IN[ > O. Sendo XN a 
função característica de N, obtemos que 

lim r 1(f;(w,)- E)XN = r hp <O. 
c--*0} Uo .lv 

(2.101) 
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Por outro lado, como J(J;(w,)- E) ::0: O, obtemos que 

liml J(J;(w,)- E)XN ::0: 0, 
t-+O Uo 

o que contradiz (2.101), então, INI =O, assim, hp ::0: O q.t.p. em U0 . 

Portanto, temos 

hP Ç J(J,((3(()))) q.t.p. em U0 . (2.102) 

Conclui-se então de (2.100) e de (2.102) que 

hp Ç J(J,((3(()))) q.t.p. em U. 

oP 
Agora, como Qml pode ser coberto com uma quantidade enumerável de 

oP 

conjuntos abertos limitados U tal que U cQm1, concluimos que 

o p 

hp Ç J(J,((3(()))), q.t.p. em Qml. 

Em particular, temos 

oP 

hpv Ç J(J,((3(())))v q.t.p. em Qml. 

Até este momento trabalhamos com um p > O arbitrariamente pequeno. 
Passemos agora à construção do conjunto :F. 

Para isto, consideremos uma sequência {p;}~ 1 de números positivos de­
crescentes tais que p; -+ 0+ quando i -+ +oc. Então, indutivamente, para 
cada i, tomemos o conjunto Q;;.1 obtido no argumento anterior e a função hPi 
correspondente, mas de tal forma que ao passarmos de i para i+ 1, tomamos 
subsequências das sequências anteriores que definem os hp,. 

o Pi 

o processo diagonal outra vez define uma função h em intt(:F) = u:::,l Qml 
tal que hiQoPi = h0 , e que facilmente se vê que h E Lfoc(intJ(:F)), onde 

ml 

:F = U:1 Q;;,1. Também por construção se tem que 

h Ç J(f,(8(()))) q.t.p. em intt(:F). 

Provaremos a seguir que vale (2.13). Para isto, seja Ç c C 1([0, T]; H 1(D)) 
tal que supp Ç C intJ(:F) e div Ç(·, t) =O, Vt E [O, T). 
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Denotando U = supp Ç e lembrando que ele é compacto, e portanto U 
o Pi 

está contido numa união finita de conjuntos Qm1, podemos tomar E tendendo 
a zero tal qne as convergências a seguir se realizam em U. 

Inicialmente observemos que de (2.17) vale a igualdade integral 

-i v,Ç,dxdt = -i \lv/vÇdxdt -1 (v,· \l)v,Çdxdt 

-i J(f;(w,)- E)v,Çdxdt (2.103) 

+ r F(IJ,)Çdxdt + r v,(x, O)Ç(x, O)dx. 
lu Jnm1(0) 

Fazendo E --+ 0+, obtemos as seguintes convergências: 
De (2.95), obtemos a convergência 

1 v,Ç,dxdt --+ i vç,dxdt. 

Agora, de (2.65), obtemos 

j. \lv, \lÇdxdt--+ 1 \lv\lÇdxdt. 
u u 

Pelo fato de termos F Lipschitz e de (2.72), temos 

1 F( B,)Çdxdt --+ 1 F( IJ)Çdxdt. 

Por (2.65) e (2.95), obtemos 

1 (v,· \l)v,Çdxdt --+ 1 (v· \l)vÇdxdt. 
u u 

Agora, de (2.95) e (2.98) obtemos que 

1 J(f;(w,)- E)v,Çdxdt--+ 1 hvÇdxdt. 

Finalmente, por (2.18) e (2.19), vale a convergência 

f v,(x, O)Ç(x, O)dx--+ 1 v0 (x)Ç(x, O)dx. 
Jnm!(O) flmt(O) 
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Dos anteriores e do fato que U = supp Ç C irzt1(:F), concluimos que vale 
a identidade integral 

- f' vf,,dxdt = 
Jint1 (:F) 

-1 \lv\lf,dxdt- f' (v· \l)vf,dxdt -1 hvf,dxdt 
intf(:F) Jintf(:F) intf(:F) 

+ 1 F(O)Çdxdt + l v0 (x)Ç(x, O)dx, 
int1 (:F) Jnm 1(0) 

com o que está provado o Teorema 2.5. 

Observação 2.13 Por termos, JJ; --+ f, uniformemente em IR e w, --+ w, 
uniformemente sobre compactos /( tal que /( C int f (:F), podemos concluir 
que J(JJ;(w,) -e) converge a J(J,(w)) em C 0 (K) e então podemos tomar 
h= J(J,(w)) na definição 2.2 de solução generalizada. 
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Capítulo 3 

Um Problema Estacionário 

Introdução 

Apresentaremos neste capítulo resultados de ex1stencia de soluções esta­
cionárias de um modelo matemático para a solidificação de materiais puros, 
levando em conta os processos de condução de energia térmica, bem como a 
sua geração ou absorção devido a mudanças de fases, e também os processos 
convectivos que se realizam nas fases não sólidas. O modelo a ser estu­
dado é constituído de equações que descrevem o balanço de energia térmica 
acopladas a equações que governam o movimento do material na região não 
sólida (líquida-mushy). Estas últimas equações são do tipo Navier-Stokes 
com termos adicionais do tipo Boussinesq para levar em conta os efeitos ter­
moconvectivos e um termo do tipo Carman-Koseny que modela a dinâmica 
do fluido na zona mushy. 

Como no capítulo anterior, o nosso modelo está baseado nos trabalhos 
de DiBenedetto e O'Leary [20] e o de O'Leary [36], quanto aos aspectos de 
balanço de energia térmica e mudança de fases, e Blanc e outros [5] quanto aos 
aspectos convectivos. Porém, por razões técnicas que serão oportunamente 
explicadas, o problema estacionário aqui analisado será aquele corresponden­
te a um modelo matematicamente regularizado daquele estudado no capítulo 
anterior. Mais precisamente, estaremos estudando as equações estacionárias 
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correspondentes ao seguinte sistema de equações (inclusões) diferenciais: 

ow 
- - o~w- ~K(e) +v· v e at o em Ç2 X (0, T), 

w c B( IJ) em íl x (0, T), 
w ws sobre " '-'. 

w(x, O) - w0 (x) em íl, 
o v o 

- -~v+ (v· v)v + vp- F( e) c -J(J,(p(l))))v em Qml• at 
o 

div v - o em Qml' 
v - O sobre ~m/, 

o 

v(x, O) = vo(x) em ílml (0), 
o 

v - o em Q,. 

Aqui utilizamos as mesmas notações do capítulo anterior; a é uma constante 
estritamente positiva e o termo o~w corresponde à regularização matemática 
aludida acima. Fisicamente, a primeira equação pode ser obtida assumindo 
que o fluxo de calor é -o v w - v K (e), isto é, há um termo proporcional 
ao gradiente da entalpia, ao invés de apenas um termo dependente da tem­
peratura, como é mais usual. Outra observação é que no problema acima a 
condição de fronteira é dada sobre w. Entretanto, isto e a condição w Ç ,8(8) 
determinam a temperatura sobre a fronteira por IJs = ,B-1 (ws), conforme 
veremos brevemente. 

Este capítulo está organizado da seguinte maneira: na Seção 3.1 faremos 
uma descrição datalhada do modelo. Na Seção 3.2 introduzimos as hipóteses, 
precisamos a formulação fraca do problema e enunciamos o nosso resultado 
sobre existência de soluções estacionárias (Teorema 3.4). Na Seção 3.3 in­
troduzimos um problema aproximado que corresponde a uma regularização 
do problema original e provamos um resultado de existência de soluções de 
tal problema regularizado, via argumentos de compacidade e ponto fixo. Na 
Seção 3.4 provaremos o Teorema 3.4. 
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3.1 Descrição do modelo 

Consideramos o fenômeno de mudança de fase de um material puro oco­
rrendo no domínio limitado n c JRN, (JV = 2, 3), com fronteira i)Çl regular. 
Neste processo aparecem três regiões diferentes em D que denotamos: ns, Dt 
e Dm, as quais dependem de como se realiza o processo de mudança de fase e 
que corresponderão às diversas fases em que se encontra o material. Assim, 
Ds e Ç21 serão as regiões nas quais o material está em fase sólida e líquida, 
respectivamente; Dm corresponderá à região mushy. 

A fase do material em um ponto x E n depende da entalpia w(x) do 
material, a qual por sua vez depende da temperatura IJ( x) de uma forma 
bastante não linear que logo descreveremos. É importante destacar que ao 
longo deste trabalho suporemos, por simplicidade, que a temperatura de 
mudança de fase é igual a zero. Desta forma a região onde IJ( x) < O estará 
necessariamente contida na região sólida, a qual é aquela na qual w(x) ::; O. 
A região onde IJ( x) > O estará na região líquida, a qual é caracterizada por 
w(x) 2: L; a região mushy é aquela onde O< w(x) <L, com L uma constante 
que depende do material e é chamada de calor latente; esta região está contida 
na região onde IJ(x) =O (Para mais detalhes ver [3]). 

Por outro lado, como estamos levando em conta os efeitos convectivos, 
o termo de Carman-Koseny nas equações de movimento do material, o qual 
depende da fração sólida fso requer que haja a seguinte relação de compati­
bilidade: o valor da fração sólida deve ser fs = 1 na região sólida, fs = O na 
região líquida e O < fs < 1 na região mushy. Assim, fs deve ser uma função 
da entalpia w, isto é, fs = j 8 (w) onde fs é uma função real tal que fs(w) = 1 
quando w E ( -oo, O], fs(w) = O quando w E [L, +oo) e O < fs(w) < 1 
quando w E (0, L). 

De forma mais precisa, sendo L > O o calor latente do material, definimos 
as regiões n, n1 e Dm como: 

lls {x E n;w(x) :S 0}, 

\11 {xEn;w(x)2:L}, 

11m {x E 11; O< w(x) <L}. 

Define-se também a região não sólida como 
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O nosso problema será achar funções v, e, w e p, representando respecti­
vamente a velocidade, a temperatura, a entalpia e a pressão do material, tais 
que, sendo Omt e O, como acima, elas satisfazem em um sentido generalizado 
a ser precisado na próxima seção o seguinte sistema (P0 ) : 

-o6.w 6.K(O) +v· v e O em O, (3.1) 
w c (3(0). (3.2) 
w = WJ, sobre ao, (3.3) 

o 
-6.v +(v· v)v + vp- F( e) c - J (f, (!3 (e)) )v em Omh (3.4) 

o 

div v o em Omt, (3.5) 
v = o sobre oílmh (3.6) 

o 

v O, em S1s, (3.7) 
o o 

onde Slmt e Sl, denotam respectivamente os interiores de Slmt e Q, definidos 
anteriormente respectivamente em termos da função incógnita w. 

Na próxima seção, daremos as hipóteses matemáticas precisas sobre os 
vários termos do sistema. Aqui, apenas recordamos brevemente os seus sig­
nificados. 

Como dissemos anteriormente, na primeira equação do sistema anterior, 
no termo correspondente à regularização matemática, assumimos que o > O 
é uma constante. 

A função K(s) é suposta ser conhecida e descreve o quociente entre a 
condutividade térmica e o calor específico do material. 

f3(s) é uma multiaplicação que descreve a relação entre a entalpia e a 
temperatura. 

O termo F( O) simula os efeitos termoconvectivos que atuam na região 
não sólida. A aproximações de Boussinesq mais comumente usada toma 

F( O)= Cp(e- Or)!f, 

onde C uma constante; p é a densidade média do material não sólido; e r uma 
temperatura referência (que pode ser assumida sem perda de generalidade 
como zero) e ij a aceleração da gravidade. Em nosso trabalho consideramos 
uma situação mais geral para F( e). 

O termo J(J,)v da primeira equação atua na zona mushy, modificando as 
equações do momento linear. A expressão mais usada na literatura é aquela 
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de Carman-Koseny: 

J(Js) = 
CJ'] 

(l-J,)3' 

onde C é uma constante positiva. Uma derivação desta expressão, usando 
argumentos físicos e a hipótese de que a zona mushy se comporta como um 
meio poroso, pode ser encontrada por exemplo em Voller e Prakash [51]. 
Neste trabalho, procederemos como em Blanc e outros [5], e consideraremos 
uma função mais geral para J (f,) (veja a seção seguinte). 

Observação 3.1 Ressaltamos que o modelo a ser estudado pode ser consi­
derado um problema de fronteira livre pois as regiões n, nl e ílm são des­
conhecidas a priori. 

3.2 Hipóteses e formulação fraca do 
problema 

Supomos as seguintes hipóteses, 

(H1 ) { íl c lft"', N = 2, 3, domínio limitado de classe C2 

{ 

/3(s). é um. a multiaplicação de 1ft em JR, estritamente monótona 
crescente e tal que para s i= O ela é uma função satisfazendo 

O < êo :S /3' ( s) :S ê1; além disso ela tem um salto na origem: 
8(0) = [0, L], com L> O. 

{ 
K ( s) é uma função monótona contínua e diferenciável fora da 
origem e tal que K(O) =O, O< K 0 :S K'(s) :S K 1, se si= O. 

(H4 ) { F: JR-+ JRN é uniformemente Lipschitz contínua e F(O) =O. 

{ 
J E C 1

( -ex;, 1) é não decrescente, J =O sobre JR- e 
(Hs) lim J(x) = +oo. 

xtl 

(H) { f, E Cg(JR), tal que f,= 1 em ( -oo, OJ,j, =O em [L, +oo) 
6 e O<f,<lem(O,L). 

(H?) { w5 E Hl(o0.) n C 7 (éJ0.), para algum í E (0, 1). 
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Observe que a hipótese (H2 ) implica que ,8-1 existe e é uma função de 
Lipschitz, com constante de Lipschitz menor que ,Bõ 1

• Assim, de (H7 ), a 
condição de contorno que e deve satisfazer é 

(3.8) 

com o mesmo 1 de (H7 ). Por simplicidade de notação, denotaremos também 
por e; a função em H 1 (rl) cujo traço sobre 8rl é e6• 

Definição 3.2 Sob as hipóteses (H1) - (H7 ) e {3.8), a tripla de funções 
(e, w, v) é solução generalizada do problema ( P0 ) se 

(i) e E H 1 (rl) n C 0 (r:2), e- e; E HJ(íl), w E H 1 (íl) n C0 (r:2), w- Wó E 
HJ(íl), v E V(rl) 

(ii) Vale que w Ç (3(e) e para todo 'P E HJ(íl) temos 

(iii) Sendo definidos os seguintes conjuntos 

temos que 

rl, = {x E íl: w(x)::; 0}, 

r:lml = {x E íl: w(x) > 0}, 

o 

(3.10) 

(3.11) 

v= O em íls . (3.12) 
o 

Além disso, existe h E Lfoc(rlm1) satisfazendo hv Ç J(j,(.8(e)))v e tal que, 
o 

para todo~ E V(íl) com supp E, Cílmz, tem-se 

('Vv, V'~) o +((v· 'V)v,E,)o - (F(e),~)o = -(hv,E,)o . (3.13) 
flml flml ílmi flml 

Observação 3.3 Como é usual nas formulações fracas das equações de Navier­
Stokes que utilizam espaços de funções com divergente nulo, tais como H(íl) 
e V(íl), a Definição 3.2 da solução generalizada do problema (P0 ) também 
elimina do problema original a incógnita p de {3.4) e a equação div v = O. 
A pressão p correspondente a esta formulação fraca pode ser recuperada 
utilizando-se a Proposição 1.1, p. 14, em Temam [43}. 

A seguir enunciamos o nosso resultado de existência de soluções para o 
problema estacionário. 
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Teorema 3.4 Sob as hipóteses (H1)- (H7 ) e (3.8}, existe solução generali­
zada do problema (P0 ) no sentido da Definição 3.2. 

Este resultado será provado na Seção 3.4. Aqui, apenas delineamos os 
argumentos a serem utilizados: consideraremos problemas aproximados ade­
quados (problemas regularizados) que dependem de um certo parâmetro que 
tenderá a zero; a seguir, provaremos a existência de soluções destes problemas 
regularizados mediante técnicas de ponto fixo; posteriormente, mediante ar­
gumentos de compacidade, tomaremos o limite nas equações regularizadas ao 
longo de subsequências adequadas das soluções aproximadas e mostraremos 
que este limite é solução do problema original. 

3.3 O problema regularizado 

Nesta seção introduzimos uma sequência de problemas aproximados associ­
ados ao problema (P0 ), nos quais nos será permitido considerar a equação 
do tipo Navier-Stokes como válida em todo íl e não apenas no subconjunto 

o 

desconhecido a priori ílmi· Além disso, para tornar esses problemas apro-
ximados mais facilmente tratáveis, tomaremos regularizações adequadas das 
funções (e multifunção) envolvidas. 

Neste sentido, sejam f:, (3, e K, aproximações suaves de f, (3 e K 
respectivamente tais que 

ademais 

K,(O) =O, O< K0 :S K;(s) :S K1 , 

- 1 
(3,(0) =o, o< .3o::; e;(s) ::; -, 

é 

{ 

!S,(s)! :S ~ds! +L, 3,(s) 2: min{~ 1 s,O} 
!B;(s)!::; ~ 1 se !si 2: é e Vs #O, :léo, 
tal que (3,(s) = fj(s), se é< E0 . 

(3.14) 

(3.1-5) 

Vs, 
(3.16) 

Podemos tomar as convergências das funções (3, e K, no seguinte sentido: 

3, ---7 (3, uniformemente em lR \ {0}, 

K, ---7 K, uniformemente em R 
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Agora, usando (H7 ) e as condições acima, vemos facilmente que as funções 
definidas por: 

satisfazem 

1e,ó1Hl(l1) ::; ClwóiH'(l1)• 

com constante C > O independente de E. 

Nesta condições, vale o seguinte resultado de existência. 

(3.17) 

(3.18) 

Teorema 3.5 Sob as condições anteriores, sendo e,ó definido por (3.17), 
para cada E E (0, 1] existe uma tripla de funções (e, w, v,) satisfazendo: 

(i) e, E H 1 (íl), fJ, - e,ó E HJ(íl), w, E H 1(íl), w, - Wó E HJ(íl), 
v, E V(íl). 

(ii) w, = (3,(e,) e para todo cp E HJ(íl) temos que 

(3.19) 

(iii) Para todo Ç E V(íl), temos 

Além disso, (e, w, v,) é limitada em (H1(íl)J2 x V(íl) por uma constante 
que não depende de E. 

A prova do Teorema 3.5 será feita no final desta seção, e será consequência 
de alguns lemas que apresentaremos aqui. 

Para isto, observemos primeiramente que (3.19) pode ser reescrito apenas 
em termos de w, e v, como 

para todo cp E HJ(íl); e, portanto, é natural buscar inicialmente as funções 
(w,, v,) e depois obter e,. 

Para simplificar a notação, denotando 

(3.21) 

teremos a equação: 

(3.22) 
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De (3.14), (3.15) e (3.21), obtemos que 

o< Cl:::; k; :::; C>!, 

onde a 1 é uma constante independente de E. 

(3.23) 

Seguindo esta observação, introduzimos abaixo alguns operadores, que 
serão necessários na obtenção de (w, v,); posteriormente provaremos que eles 
são bem definidos e satisfazem certas propriedades tais como continuidade e 
compacidade. 

O primeiro operador que consideraremos é o seguinte: 

Gl: L4 (D)"' X L4 (D) ~ H-1(fl)N, 

definido para cada Ç E HJ ( fl) N por 

(Gl(v, w),Ç) = r (v· V')Çv- r J(f;(w)- E)vÇ + r F(8; 1 (w))Ç. (3.24) 
ln ln ln 

Também necessitaremos do operador 

G2: L4 (D)N X L4 (fl) ~ H- 1(D) 

definido para cada 'P E HJ( fl) por: 

(Gz(v, w), cp) = 1 f3; 1(w)v\7cp. 

Finalmente, fixado E consideraremos o operador 

G : L4 (0)N X L4 (D) ~ L4 (D)N X L4 (D), 

tal que para cada (v,w) E L4(fl)N x L4 (0) tem-se que 

G(v,w) = (i:,w), 

onde (i:, w) é a única solução do problema 

(V' i:, V'Ç)n = (G1(v, w),Ç)n 

(V'K,(w), V'cp)ll = (Gz(v, w), cp)n 

para todos Ç E V(D), 'P E HJ(D), com w- ws E HJ(O). 

(3.25) 

(3.26) 

(3.27) 

É claro que (v,, w,) corresponderá a uma solução do problema se e somente 
se é um ponto fixo de G. A prova da existência de tal ponto fixo será feita 
usando o Teorema de Leray-Schauder (Lema 1.3) e, portanto, necessitaremos 
dos lemas que enunciaremos a seguir. 
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Lema 3.6 Os operadores G1 e G 2 estão bem definidos e são contínuos. 

Prova: Claramente, temos da definição, que G1 e G2 são lineares de HJ (!J)N 
em IR e HJ (r!) em IR respectivamente. Por outro lado, 

[G1(v, w)[H-l(!:J) :S: sup {(cdvi~'(!:J)N + cz(E)[viL'(!:lJ"Iwkn 
IÇiHJ(n)N :;1 

+c3(E)[v[L'(!:J)N + c4[wkn)[Ç[HJ(!:l)N} 

< c![v[i,,(!:J)N + Cz(E)[v[L'(!:J)N [wkn + c3(E)[v[L'(!:J)N + c4[wkn-

Obtemos então que G1 (v, w) é contínua de HJ(r!)"' em R para E fixo, con­
cluímos então, que G1(v, w) E H-1(!J)N, logo, G1 está bem definido. 

De maneira análoga, obtemos para G2 (v,w) 

[G2(v, w) [H-'(n) :S: c[v[L'(!:l)" !w[4,n, 

desta forma, obtemos que G2 está bem definido. 
Provaremos agora, a continuidade de G1 e G2 . Sejam {vn} e {wn} 

sequências tais que 

Por outro lado, 

Vn --+ v, em L 4 (r!)N 

Wn --+ w, em L4 (r!). 

(3.28) 

(3.29) 

[Gl(vn,wn)-Gl(v,w)[H-l(!:J)N - sup Jl((vn-v)·'l)Çvn+ l(v·'l)Ç(vn-v) 
i<lnJ(n)N 9 !1 !1 

-1 (J(J;(wn)- E)- J(J;(w)- E))vnÇ 

+ 1 J(f;(w)- E)(v- Vn)Ç 

+i (F(8; 1(wn))- F(;3;1(w)))Ç[ 

< co[vn v[L'(!:J)N [vn[L'(!:J)N + c![v[L'(!:J)N [vn- v[L'(!:J)N 
+c2(E)[wn- w[4,n[vn[L'(!:J)N + c3(E)[w[4,n[vn- v[L'(!:J)N 

+c4(E)[vn- viL'(!:J)N + cs[wn- w[4,n. 

De (3.28), (3.29) e da desigualdade acima, obtemos 

[G1 (vn, Wn) - G1(v, w) [H-l(!:J)' --+O, 
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quando n ---+ oo, conclui-se que G 1 é contínuo. 
Também temos 

IG2(vn, Wn)- G2(v, w)lw'(s:J) = sup 11 /3; 1(wn)Vn· Vlp -1B;'(w)v· Vlpl 
ii'IHJ(n):Sl S1 S1 

:S c,lwn- wl4,nlvniL'(s:J)N + c21wl4,s:JIVn- viL'(s:J)N · 

Por (3.28), (3.29) e a desigualdade anterior obtemos a continuidade de G2 . 

Lema 3.7 O operador G está bem definido, é contínuo e compacto. 

Prova: Dado o par (v, w) E L4 (S1)N x L4 (S1), pela regularidade do 
problema de Stokes, a equação 

(v v, vÇ)n = (G1(v, w),Ç)n, 

Ç E V(S1), tem única solução v E V(S1) tal que 

lvlv(n) :S ciG,(v,w)IH-'(fl)N· 

Corno V(ll) c L4(rl/', obtém-se que v E L4(rl)N 
Consideremos agora o problema 

(I) { (vK,(w), Y'fJ)n = (G2(v,w),'Pb 
w = w0 , sobre âst. 

\flp E HJ(Il). 
Seja u, = K, ( w), então o problema (J) escreve-se 

(I') { ('ílu" Yl{J)n = (_?2(v,w),'fJ)n 
u, = K,(wa), sobre âSl, 

Vlp E HJ(S1). Veja que K,(wa) E Ht(âr!) pois k; é limitado. 

(3.30) 

Como G2 (v, w) E H-1 (S1), obtemos que existe única u, E H 1 (S1) que é 
solução de (J'), tal que 

lu,IH'(fl) :S c (IG2(v, w)IH-'(fl) + IK,(wa)IH'(n)) · 

Por outro lado, w = k;'(u,), então, lvwl = (k,-1)'(u,)lvu,l :S Kol'ílu,l, já 
que K;1 é Lipschitz, com constante K0 que por (3.23), não depende de E. 

Logo, w E H 1 (rl) e 

lwiH'(n) ::; ê(IG2(v, w)IH-'(n) + IK,(wa)IH'(s:JI), (3.31) 
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então w E L4 (11) e G está bem definido. 
Provaremos agora que G é contínuo. Sejam { vn} e { wn} sequências tais 

que Vn---+ v, em L4 (1l)N e Wn----+ w, em L4 (11), denotamos G(v, w) =(v, w) 
e G(vn,wn) = (vn,wn), então tem-se 

\/Ç E V(\1). 
Subtraindo as duas igualdades acima, obtemos 

Portanto, obtemos 

lvn- DIHl(n)N::; ciGI(vn,wn)- Gl(v,w)IH-l(n)N. 

Como H 1 (11) C L4 (11) temos que 

lvn - viL'(n)N ::; êiGl ( Vn, Wn) - Gl (v, w) IH-l(n)N' (3.32) 

Por outro lado, tem-se 

{ 

('V K~(wn), \lcp)n 
(\lK,(w), 'Vcp)n 

Wn =W 

(G2(vn, Wn), 'P)n 
(G2(v, w), 'P)n 
ws, sobre an. 

\/cp E HIJ(Il). Subtraindo as desigualdades acima e fazendo un = K,(wn) e 
u = k,(w) obtemos 

{ 
(\l(un- u), 'Vcp)n _ 

Un -u -

Deste problema conclui-se que 

(G2(vn, Wn)- G2(v, w), 'P)n 
O, sobre 811. 

desta última desigualdade e pelo fato de k; 1 ser Lipschitz, tem-se 

lwn- wl4,n = IK;1(un)- k,-1 (u)l4,n 

< Kolun- ukn 
< êliG2(vn,Wn)- G2(v,w)IH-l(n)· (3.33) 
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De (3.32), (3.33) e do Lema 3.6 obtemos a continuidade de G. 
Por outro lado, de (3.30) e (3.31) temos que 

G : L 4 (rl)N x L4 (rl) ---+ V(rl) x H 1 (rl) é limitado. Como as inclusões 
H 1 (rl) c L 4 (rl) e V(rl) c L4 (rl)N são compactas para N < 4, obtemos que 
G é compacto em L4(Q)N x L4 (rl). 

Para usar o Lema 1.3 (Teorema do ponto fixo de Leary-Schauder), temos 
que provar que o conjunto das x que satisfazem a equação 

x = ÀG(x) 

é uniformemente limitado com respeito a À. O seguinte lema fornecerá uma 
estimativa a priori que permitirá obter limitação uniforme com respeito a À, 

dos pontos fixos de ÀG. 

Lema 3.8 Seja (v>., W>.) E L4 (rl)N x L4 (rl) um ponto fixo de ÀG, À E (0, 1]. 
Então a estimativa seguinte vale q.t.p. em rl. 

e 

{ 

('Vil>., V'Ç)n = (Gl(V>.,W>.),Ç)n 
(a) (V' k,(w>.), V'<p)n = (G2(v>., W>.), 'P)n 

W>, = w5 sobre é!r!, 

VÇ E \/(r!), 'P E HJ(r!). 
Pela regularidade alíptica e do problema de Stokes, obtém-se que V>. E 

V(rl) e W>. E H 1(r!). Por outro lado, temos também que, V>. = ~V>., W>. = 
1 xw>,. 

Agora, se e>.= f3; 1 (w>.), então temos e>.= f3; 1 (Àw0 ), sobre é!r!. 
Por outro lado, temos que W>. = ~(3,(e>.), logo, sustituindo em (a) e tendo 

em conta a definição de k, dada em (3.21), obtemos 

{ 

(\i'v>,, V'Ç)n = À(G1(v>,,W>.),Ç)n 
(a') (af3;(e>.)'Ve>., 'V<p)n = ((K, o f3; 1 )'(~(3,(i!>.))f3;(e>.)'Vi!>., 'V<p)n + À(G2(v>.,w>.),'P)n 

eÀ = f3; 1(Àwo) sobre é!r!. 

Como W>. E H 1(r!) ' temos que eÀ E H 1(rl). 
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Seja u = esssupp; 1(Àws), como e,~ = p; 1 (>.w8 ) sobre élíl, temos que 
80. 

o= e,~- !3;1 (>.w,) ?: eÀ- u, sobre élíl, então [e,~- u)+ =o sobre élíl, desta 
forma [e,~ - u]+ E HJ(D). 

Tomando 'P = [e,~- u]+ na segunda equação em (a') obtemos 

(o:B;(e,~)'Ve,~, V'[e,~- u]+)P. = -(K, o p; 1 )'(~p,(e,~))B;(!h)V'e.~, V'[e,~- u]+)P. 

-,\(v,~· V'[ e"- u], [e,~- u]+h 

de onde temos que 

(K, o 6; 1 )'(~p,(e,~)).B;(e,~)V'[e>.- u]+, 'V[e>.- u]+)r! 

->.(v,~· V'[e,~- u]+, [e,~- u]+)P-· 

O segundo termo da direita e igual a ,\b(v,~, [e.\- u)+, [e,~- u]+)P., o qual é 
igual a zero, e por (3.14) e (3.15), obtemos que o primeiro termo da esquerda 
é não positivo, então, obtemos do anterior que 

a~o(V'[e,~- u)+, 'V[e>.- u]+)n:::; o, 

como o:~ 0 > O, obtém-se que V'[e,~ u]+ = O, q.t.p. em O, desta forma 
[e>. - u]+ é constante, q.t.p em D, e como [e,~ - u]+ = O em élíl, conclui-se 
que [e.\ - u]+ = o q.t.p. em n, então e,~ - u :::; o, q.t.p. em íl e assim, 
eÀ:::; u = esssupp; 1(>.w,), q.t.p. em n. 

an 
Podemos provar que essiJIJ.6; 1(,\w8) :::; e.\, q.t.p. em íl, de maneira 

análoga, tomando 'P =[e,~- essiJIJ p,- 1(>.ws)]_ na segunda equação em (a'). 

Agora, como w,~ = p,((h), por (3.15) temos que p, é monótona crescente, 
então obtemos finalmente 

Observamos que, pela monotonía de p, e de p;1 e pelo fato de termos 
,\E (0, 1], desta última desigualdade temos 

(3.35) 

onde C é uma constante que não depende de À. 

Podemos provar agora que G tem um ponto fixo. 
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Lema 3.9 O operador G tem um ponto fixo. 

Prova: Vamos provar que todo ponto fixo (v;;, w;J de ÀG é uniformemente 
limitado em L4 (<.J)N x L4 (<.J) com respeito a À. 

Seja (vÀ,wÀ) = ÀG(v.~,wÀ), claramente temos que se À= O, então vÀ =O 
e wÀ =O, logo, consideramos somente À E (0, 1]. 

Fazendo G(vÀ, W),) =(v.\, wÀ), obtemos que h= :l:vÀ e WÀ = :l:wÀ, então, 
da mesma forma que no Lema .3.8, obtemos 

{ 

('vv.~, \7Ç)n = (G,(v,\,w.~),Ç)n 

(b) (\7 K,(w>J, \7cp)n = À(G2(vÀ, w;;), cp)n 
w;; = W 0 , sobre éi<.J, 

t/Ç E V(<.J), 'P E HJ(<.J). 
Substituíndo vÀ = :l:v-" e w;; = :l:w.~ em (b), obtemos 

{ 

(\7vÀ, \7Ç)n = À(G1 (v>., w>J,Ç)n 
(b') (k;(:\:w>.)'Vw.\, \7cp)n = À(G2(v.\, w.\), cp)n 

w-" = Àw0, sobre éi<.J, 

Fazendo Ç = v-" na primeira equação de (b'), e lembrando que 
B(v,\,V>,,v.\) =O (veja Capítulo 1), obtemos 

Como J(·) é não negativa , F é uniformemente Lipschitz e O < À ::; 1, 
obtém-se 

lv>.l~-(il) :S clw.~l2,nlv-"IL'(i1)N, 

e pela desigualdade de Poincaré, obtém-se 

Agora, desta última desigualdade e de (3.35), obtemos finalmente 

onde ê0 é uma constante independente de À. 

Também de (3.3.5) tem-se que 
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onde ê é uma constante que não depende de À. Desta forma, de (3.36) e (3.37), 
concluímos que os pontos fixos de ÀG, são limitados em L4 (íl)N x U(íl) de 
maneira uniforme com respeito a À. 

Como ja foi provado que G é contínuo e compacto, pelo Lema 1.3, con­
cluímos que o operador G tem um ponto fixo (v" w,) E L 4 (íl)N x L 4 (íl). 
Pela regularidade elíptica e do problema de Stokes, obtemos que (v" w,) E 

V(rl) x H 1(rl). 

Observação 3.10 Se (v" w,) E L4(íl)N x L4(rl) é um ponto fixo de G, 
tomando rp = [11, - u]+ em (3.27), com u = ess sup !'1;1 

( w 8), 11, = !'1;1
( w,), e 

an 
logo tomando rp = [11,- z]_, com z = essinf ;3;1(w8), da mesma forma que 

an 
no Lema 3.8, obtemos 

(3.38) 

e pela monotonía de p, e de ;3; 1
, de {3.15), {3.16} e de {3.38), obtém-se 

(3.39) 

onde C é uma constante que não depende de e. 

Prova do Teorema 3.4. 
Pelo Lema 3.9 obtemos a existência de solução (li" w" v,) E (H1 (rl)) 2 x 

F(rl) de (F,), com 11, = .8;1(w,) e (v" w,) sendo um ponto fixo de G. 
Provaremos agora que (li" w" v,) é uniformemente limitado com relação 

a e em (H1(rl)) 2 x V(rl). 
Como (v" w,) é ponto fixo de G, temos que satisfazem 

(V'v" V'Ç)n - (Gl(v"w,),Ç)n 
(V' fqw,), V'rp)n - (G2(v" w,), rp)n 

'c/Ç E V(rl), 'P E HJ(rl). 

(3.40) 

(3.41) 

Tornando Ç = v, em (3.40). e lembrando que B( v" v" v,) - O (Ver 
Capítulo 1), obtemos 

74 



Corno J(·) é não negativa, F é uniformemente Lipschitz, obtém-se 

[v,[~(n) :::; c[w,b.n[v,[v(n)N, 

e, pela desigualdade de Poincaré, ternos 

Agora, desta última desigualdade e de (3.39), obtemos finalmente 

(3.42) 

onde ê0 é urna constante independente de E. 

Tornamos agora cp = w,- w8 em (3.41) e obtemos 

1 k;(w,)['Vw,[ 2 = 1 k;(w,)\7w,\7w8 -1 v,(B; 1)'(w,)\7w,w, 

+ 1 v,(;3; 1)'(w,)\7w,ws. (3.43) 

Podemos mostrar que 

1 v,(B; 1 )'(w,)\7w,w, =O. 

De fato, seja 

B,(w,) = 1w.(B;1 )'(s)sds. 

Então temos 'VB,(w,) = B;(w,)'Vw, = (8; 1 )'(w,)\7w,w, então ternos 

1 v,(;3;1 )'(w,)\7w,w, = 1 v,'VB, 

= - j~ (div v,)B, 

= o. 

Então, de (3.15), (3.23) e(3.43) tem-se 

o 1['Vw,[ 2 :S: 01 1[\7w,[['Vws! + ;o 1[v,[['Vw,[[ws[, 
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de onde obtemos 

ajvw,l2,n:::; CllwaiH'(r?J + C2jv,IL4(r?J" Jwokn, 
Então, de (3,39), (3A2) e (3A4), conclui-se que 

jw, IH'(rl) :::; C, 

onde C é uma constante independente de E, 

Finalmente, como IJ, = /3; 1 
( w,), de (3.15) e (3.4.5), obtemos 

jiJ,jH'(rlJ ::0: ê, 

(3.44) 

(3,45) 

(3.46) 

com ê uma constante independente de E. Prova-se desta forma o Teorema 
3.5. 

3.4 Existência de soluções 

Nesta seção provaremos o principal resultado de existência deste capítulo. 
Prova do Teorema 3.4 
Pelo Teorema 3.5, toda solução (IJ, w, v,) de (P,), com E E (0, 1], é uni­

formemente limitada com relação a E em (H1 (íl)j2 x V(íl). Além disso, por 
(3.39) fJ, e w, são uniformemente limitadas com respeito a E em L00 (\l). 

Agora, pelas inclusões compactas de V(íl) em L2(\l)N e de H 1(íl) em 
U(íl), obtém-se a existência de funções v E V(íl), f) E H 1(íl), w E H 1 (íl) e 
sequências {v,}, { IJ,} e { w,}, tais que 

v, ----+ v forte em (L2 (fJ))N 

'Vv, ---' 'Vv fraco em (L2 (fJ))N 

IJ, ----+ IJ forte em L2 (í2) 

IJ, ---' IJ fraco em H 1(íl) 

IJ, ---' fJ, fraco* em Lx(fJ) 

w, ----+ w, forte em L2(í2) 

?).)E ---' w, fraco em Hl(rJ) 

w, ---' w, fraco* em L"'(fJ). 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

(3.50) 

(3.51) 

(3.52) 

(3.53) 

(3.54) 

Pelo Lema 1.2, tem-se que {w,} C C0,P(fJ) e jw,b(ITJ ::0: M, p E (0, 1] e 
1\!J uma constante independente de E. Pelo Lema 1.1. temos que existe uma 
subsequência tal que 

(3.55) 
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Por termos (), = (3;1 
( w,) e ((3;1 

)' :S B , obtemos que { (),} c C 0,P(Sl) e 
' o 

\(J,\cP(l'i) :S M1, p E (0, 1] e A11 uma constante independente de E, então pelo 
Lema 1.1, temos que existe uma subsequência tal que 

o-) (), -----+ (), em C (D . 

A seguir, verificamos que (e, w, v) satisfaz o problema (P0). 

Em primeiro lugar, mostramos que w Ç ;3(()), q.t.p. em D. 
Consideremos as seguintes regiões: 

D_ - {X E D; ()(X) < o} 

D+ {x E D; B(x) >O} 

Do {x E D; B(x) = 0}, 

temos então D = D_ u D+ u S10 . 

(3.56) 

Consideremos x E D+, então ll(x) > O e por (3.56), 3Eo > O tal que 
(J,(x) >O, se O< E< E0. 

Agora, por (3.16) temos que (3,((),) = ,8((),), desta forma obtemos 

lim\w,(x)- ;3((J(x))\ = lim!(J,((J,(x)) (J((J(x))l 
t:-+Ü E-+Ü 

= lim
0 

!B((J,(x))- (J((J(x))l 
€-+ 

< ~ 1 lim 0 IB,(x)- (J(x)l ,__, 
= o, 

então por (3.55), conclui-se que w = (3(()), q.t.p. em D+. Da mesma forma, 
obtemos que w = ;3(8), q.t.p. em !1_. 

Agora verificamos que w Ç (3(()) q.t.p. em !10 . Seja x E !10, então 
B(x) =O, como (3((J(x)) = (3(0) = [0, L] , devemos provar que O::; w(x) ::; L, 
q.t.p. em !lo. 

Seja N = {x E !10 : w(x) > L}, o qual é um conjunto mensurável, e 
supomos que tem medida INI > O. Por (3.55) temos 

lim r w, = r w > LINI. 
t:-+O JN J N (3.57) 

Por outro lado, de (3.16) e (3.56), obtém-se 
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limj3,(e,) 
t-+O n 

< lim~ 1 l1e,] + LINI 
t:--+0 JN 

i!J1 J,tel + LINI 
LINI, 

o qual contradiz (3.57), ao supor INI > O, então INI = O e desta forma 
obtém-se w(x) :S L, q.t.p. em 110 . 

Seja N 1 = {x E 110 ; w(x) < 0}, conjunto que é mensurável. Suponhamos 
que tem medida IN11 > O. Por (3.55) e o teorema da convergência dominada, 
obtemos liml w, = l w <O. 

c:-tO D J N1 
(3.58) 

Por outro lado, de (3.16), temos que j3,(e,) :0: min{B1e" O} = g(e,) e tem-se 
que, se e,(x) --tO então g(e,(x)) --tO, quando t --t O,desta forma, por (3.56) 
e o teorema da convergência dominada, obtemos 

o que contradiz (3.58) ao supor que IN1 1 >O, conclui-se então que ]N1 ] =O e 
logo, w(x) :C: O, q.t.p. em 110 , desta forma obtemos w Ç 3(e), q.t.p. em llo. 
Finalmente conclui-se que w Ç (3(e), q.t.p. em 11. 

Obsevemos o seguinte: Se e = (3- 1 (w) e e, = .3-1 (w0 ), por termos 
1 

((3- 1 )'(s) :S 8 , paras# O, L, temos que e- e, E HJ(Il) se w- Wo E HJ(D) . 
. o 

Provaremos agora que w- w6 E HJ(Il). Temos, pelo Teorema 3.5, que 
{ w, - w8}, é uma sequência uniformemente limitada, com respeito a E em 
HJ(Il). Logo, temos que existe uma subsequência tal que quando E --t O 
tem-se 

w, - w8 -' g, fraco em HJ (rl), 
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Portanto, quando é -+ O, temos 

w,-" Wõ + g, fraco em H 1(0.). 

De (3.53), obtemos que w- w5 = g E HJ(í?.). 
Provaremos agora que (0, w, v) satisfaz (3.9). 
Seja r.p E HJ(í?.); então, de (3.19) obtém-se que vale a identidade 

a i vw,'Vtpdx+ i 'VK,(O,)'Vtpdx+ i v,·\70,\ltpdx=O. 

Fazendo é -+ O, obtemos as seguintes convergências: 
Por (3.53) temos 

a i 'Vw,'Vtpdx-+ a i vw'Vtpdx. 

Por (3.47) e (3.50), tem-se 

i v,· \70,\ltpdx-+ i v· \70\ltpdx. 

Antes de provar a convergência do termo 

i 'VK,(O,)'Vtpdx, 

notamos que da mesma maneira como se fez no Capítulo 2, podemos provar 
que a função K é Lipschitz em todo R 

Cosideremos primeiro uma função cp E Cif(í?.). Temos então 

li v(K,(O,)- K(O))vtp[ :S itK,(O,)- K,(0)[[6tp[ 

+ itK,(O)- K(0)[[6tp[. (3.59) 

Por (3.14), temos que K, é Lipschitz e, portanto, temos 

79 



e por (3.49), obtemos 1111, lljjl:lpj-+ O, quando E-+ O. 

Assim, 

fn!K,(II,)- K,(ll)jjl:lpj -+o, 

quando E -+ O. Temos também 

!K,(II)- K(ll)j :S jK,(II)- K,(O)j + IK(II)- K(O)I 

:S 2Ktllli. 

(3.60) 

Como jlljjl:lpj E L1(D), pelo teorema da convergência dominada tem-se 

(3.61) 

quando E-+ O, então, de (3.59), (3.60) e (3.61) conclui-se que 

(3.62) 

quando E-+ O, Vp E C&(D). 
Agora, pela densidade de C&(D) em HJ(D), dado o > O, arbitrariamente 

pequeno e 'P E HJ(D), existe \) E CZ(D) tal que jp- PÍHJ(ri) < o, temos 
então 

li \l(K,(II,)- K(ll))\lpj :S li \l(K,(II,) K(ll))\1\)j 

+11 \l(K,(II,)- K(ll))\l(p- íJ)p.63) 
r; 

Como\) E c&(D), de (3.62) temos que quando E-+ o obtemos 

ifn \l(K,(II,)- K(II))\1\JI-+ O, 

Para o outro termo, temos que 

ifn \l(K,(II,)- K(ll))\l(p- \J)I < fni\l(K,(II,)- K(ll))jj\l(p- \J)I 

< C(jll,jHl((J) + IIIIHl(ri))Í'P- PÍHJ(rl) 
< Mo. 
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Como M é uma constante independente de é e o é arbitrariamente pe­
queno, de (3.63) concluímos que quando é -+ O, 

i \lK,((),)\lrpdx-+ i \lK(())\lrpdx 

e, portanto, vale (3.9). 
o c 

Provaremos agora que v = O em Çl 5 • Seja JC C!:l" compacto. Tomamos 
Ç =v, em (3.20) e usando a desigualdade de Young, obtemos 

onde M, é uma constante que não depende de é. 

Então, como J(-) :2: O, temos 

[ J(J;(w,)- é)v;::; lvJ. (3.64) 

Lembrando que fs(w(x)) = 1 em JC, por (3.55) e o fato de que J: -+ f" 
uniformemente em JR, obtemos que existe éo > O tal que 

J;(w,) = 1, em JC, se O< E< E0. 

Então, de (3.64) obtemos 

J(1- é)lv,li2(JC)N ::; ]VJ, 

se O < E < Eo. Logo. fazendo é -+ O, temos que J(1 t) -+ +oc e então. 
concluímos que I v, IP(JC)N -+ O, quando E -+ O. 

Por outro lado, de (3.47) temos que v, -+ v em L2(JC)N, então tem-se 
que v= O, q.t.p. em JC. Como JC foi escolhido arbitrariamente, obtemos que 

o 

v= O, q.t.p. em rl 8 • Desta forma, prova-se (3.12). 
o 

Provaremos agora a existência de uma função h E Lfoc(ílmt), tal que 
hv Ç J(fs(B(e)))v e que as funções (v, e) satisfazem (3.13). 

e 

c 

Seja U Cílmt, conjunto compacto. Então temos que 

minw(x) = 1 >O 
u 
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para um certo o > O. Por outro lado, como J; -7 fso uniformemente em 
R obtemos que existe Eo > O tal que 

J;(w,) < 1- ~' 

em U, se O <E < Eo. 
Logo, como J é não decrescente, tem-se 

o 
< J(l- 2- E) 

o 
< J(l-2) 

= C, (3.65) 

Vx E U, se O < E < Eo, onde C é uma constante que não depende de E. Desta 
forma, de (3.65) temos 

1 

CIUI' 

1V1, 

onde Af é uma constante independente de E 

Consideremos agora o fato de que podemos escrever 

00 

i'lmt= uui 
i=l 

- - o 
com U; aberto tal que Ui c U;+1 , U; COmt, Vi. 

(3.66) 

De (3.66) obtemos que a sequência { J(f;( w,) -E)} é limitada em L2 (U;), 
de maneira uniforme com relação a E, logo, obtemos que existe uma sub­
sequência de {J(f;(w,) -E)}, que denotamOS por {J(f:J(w,5 ) -Ej)I}, tal que 
quando Ej -7 O 

Tomamos agora uma subsequência de { J(j;i ( w,
1 
)-Ej) 1} e obtemos quando 

Ej -7 O que 
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Por um processo indutivo, obtemos uma subsequência { J(f;j ( w,j)- Ej )k} 

de uu:j (w,j) Ejh-1} tal que 

J(f;j(u·,,)- E1)k-"' hb fraco em L 2 (Uk), 

quando Ej--+ O, e hk/uk_, = hk-1· 
Pelo processo diagonal, obtemos que existe uma sequência { J (J:j ( w,j) -

Ej )1} tal que quando Ej --+ O, obtemos 

? o 
J(J;'(w,,)- Ej)j-"' h, fraco em Lioc(flmz), 

onde a função h é tal que h/uj = h1. 
Denotaremos esta sequência diagonal simplesmente por J(f;(w,) -E), 

temos então que existe uma subsequência tal que 
? o 

J(f;(w,)- E)-"' h, fraco em Lioc(flmz), (3.67) 

quando E --+ O. 
o 

Verificamos agora, que satisfaz-se a inclusão h Ç J(f,(/3(11)) ). Seja U Crlmz 
conjunto compacto e sejam 

U+ = {x EU; 11(x) >O} 

Uo = {x EU; 11(x) = 0}. 

Em primeiro lugar, consideramos o conjunto U+. Como U pode ser 
- c 

coverto por uma quantidade finita de abertos Ui com Ui Crlmz, o mesmo 
acontezendo com U+. Logo, como w(x) 2': L em U+, podemos obter, da 
mesma forma a como foi obtida a estimativa (3.66), que 

se O < E < Eo, onde M é uma constante independente de E. 

Temos também, pela hipóteses (H5), que J é Lipschitz em 

A= J;(w,(U+) u j,(B(e(U+))), 

e, portanto, para 'if' E L2 (U+), temos que 

I[+ (J(f;(w,)- E) J(f,(/3((}))))1/JI < [+ IJ(f;(B,(e,))- E)- J(f,(;3(11)))111/JI 

< c[+ IJ;(/3,(11,)) f,(;3(11llii1/JI 

(3.68) 
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Por outro lado, como tl(x) >O em U+, por (3.16) tem-se que B,(tl,) = .B(tl,), 
se O < E < Eo,logo, pela hipóteses (H2), pelo fato de J; -+ j, uniformemente 
em iR. e por (3.56), obtemos 

lim IJ;(p,(tl,(x)))- J,(p(tl(x)))l = lim IJ;(B(tl,(x))) J,(p(tl(x)))! 
~-+Ü E-+Ü 

= O, 

Vx Eu+. Além disso, IJ;(p,(tl,))- J,(,B(ti))II?J;I E L'(U+) e é uniformemente 
limitada em L'(U+) com relação a E, Jogo, pelo teorema da convergência 
dominada, obtemos que quando E -+ O vale 

Então, de (3.68), quando E-+ O, concluimos que 

Portanto, de (3.67) obtemos 

h= J(J,(p(tl))), q.t.p. em U+· (3.69) 

Em U0 temos que p(tl(x)) = p(O) =[O, L], então, j,(p(tl(x))) =[O, 1] e 
Jogo J(J,(p(tl(x, t)))) = [0, +oo) em U0 , desta forma, somente verificamos 
que h?: O q.t.p. em U0. Para isto, consideremos o conjunto 

N = {(x,t) E U0 ; h(x) <O} 

e suponhamos por contradição que ele tem medida IN! > O. Sendo XN a 
função característica de N, obtemos 

Jim r J(J;(w,)- E)XN = r h< O. 
E-+0} Uo J.l\' 

Por outro lado, como J(J;(w,)- E)?: O, obtemos que 

Jimj J(J;(w,)- E)XN?: 0, 
t:-+O Uo 

(3.70) 

o que contradiz (3.70). Portanto, INI = O e, assim, h ?: O q.t.p. em Uo. 
Então, 

h Ç J(J,(B(tl))) q.t.p. em Uo. (3.71) 
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Conclui-se então de (3.69) e de (3.71) que 

h Ç J(f,(/3(0))) q.t.p. em U. 

o 

Agora, como flmz pode ser coberto com uma quantidade enumerável de 
oP 

conjuntos abertos limitados U tal que U cQmt• concluímos que 

o 

h Ç J(f,(/3(0))), q.t.p. em flml 

e, portanto, que 

o 

hv Ç J(f,(f3(0)))v q.t.p. em flml. 

Provaremos a seguir que vale (3.13). Seja Ç C V(fl) tal que 
o 

s·upp Ç = U Cflml· De (3.20) temos que vale a igualdade integral 

-1 (v, V')v,Çdx -1 J(f;(w,)- c)v,Çdx 
u u 

+ 1 F((},)Çdx. 
u 

Fazemos E -t O e obtemos as seguintes convergências: 
De (3.48), obtém-se 

1 V' v, V'Çdx -t 1 V'vV'Çdx. 
u u 

Por (3.47) e (3.48), obtemos 

1 (v,· V')v,Çdx -t 1 (v· V')vÇdx. 

Agora, de (3.47) e de (3.67) obtemos que 

1 J(f;(w,)- E)v,Çdx -t 1 hvÇdx. 

Finalmente, pelo fato de termos F Lipschitz e de (3.49), temos 

1 F((},)Çdx _, 1 F(O)Çdx. 
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o 

Dos anteriores e do fato que U = supp E, Cílm1, concluimos que vale a 
identidade integral 

r 'Vv'VE,dx +h (v· 'V)vE,dx- I~ F(O)E,dx =-h hvE,dx, 
J nrnl flml 1 nml nml 

com o que está provado o Teorema 3.4. 

Observação 3.11 Se supomos que w6 2:: O sobre é!íl, pela desigualdade 
{3.38), obtemos que w 2:: O em íl e então e;::: O em íl. 

Observação 3.12 Do mesmo modo que no capítulo 2, por termos que J(J;( w,)-
o 

E) converge a J (f, ( w)) em C0 (!C) com lC conjunto compacto tal que lC Cílml, 
podemos tomar h= J(f,(w)) na definição 3.2. 
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Capítulo 4 

Conclusões 

Neste trabalho apresentamos resultados de existência para alguns mode­
los matemáticos de condução-convecção que tratam problemas de solidi­
ficação /liquefação de materiais puros. 

Com respeito a possíveis generalizações, urna extensão natural deste tra­
balho seria o de estudar o caso de materiais impuros (ligas). 

Neste contexto, para o caso de ligas binárias teríamos um sistema com­
posto de dois materiais A1 e A2 , chamados solvente e soluto respectivamente. 
Denotando por c a concentração do material A2 na mistura e usando as 
mesmas notações utilizada neste trabalho, um modelo desta situação seria 
composto pelo seguinte sistema de equações (inclusões) diferenciais: 

Dw 
em S1 x (0, T) - - D.K(B) +v· \1{} - o, 

Dt 
w c B(rJ), em S1 x (0, T) 

Dv o 

Dt - D.v +(v· \l)v + \lp- F(e, c) c -J(J,((3(rJ)), em Qml 

di v v - o, em Q 
o 

v o, em Q, 
De 

Q - - D.c + v· D.c - o, em 
Dt 

De 
éJn 

o, em L:. 

Outras extensões seriam aquelas nas quais se considera a influência da 
variação da densidade de massa do material durante a mudança de fase ou 
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aquelas em que o calor latente, ao invés de ser constante, depende de cer­
tas variáveis termodinâmicas (tais como temperatura e/ou concentração). 
Outra possibilidade seria aquela na qual a função que fornece a fração sólida 
dependa também da concentração fs = J, ( w, c). 

Estaremos analisando estas questões no futuro. 

Com relação aos resultados que obtivemos, é importante notar que um 
trabalho de investigação muito interessante seria o de analisar o que acontece 
na região Qm1 \ int f (F), que surgiu no nosso problema de evolução, no sentido 
de verificar se a função limite das soluções aproximadas satisfaz nesta região, 
quando ela tem medida positiva, alguma equação do tipo da equação dos 
meios porosos. 

Um outro assunto importante a ser comentado é o fato de que, por razões 
técnicas, não apresentamos a análise do problema estacionário 

-f::.K(e) +v· \le - o, em í! 

w c (3((}), em í! 

e - e., sobre, ôí! 
o 

-!::.v+ (v· \l)v + \lp- F( e) c -J(Js(B( e)) )v, em ílml 

div v o, em í! 
o 

v o, em í!, . 

que é o caso estacionaria associado ao problema de evolução estudado no 
Capítulo 2. 

Queremos explicar aqui qual é a dificuldade técnica que aparece na análise, 
nos modelos que utilizamos. 

Lembramos que, segundo a definição de solução generalizada, para o caso 
estacionaria, dada pela Definição 3.2, para estabelecer a existência de solução 
para o sistema anterior, é necessário provar a existência de uma função h tal 
que h Ç J(J,((3((J))). 

Seguindo a técnica que utilizamos (regularização, técnica de ponto fixo e 
argumentos de compacidade), teríamos que considerar o seguinte problema 

88 



regularizado associado ao sistema acima: 

o 

-L.v, +(v,· v)v, + \lp, + J(J;(w,)- E)v, = F(fJ,), em ílml 

div v, = o, em n 

Entretanto, o candidato para a função h satisfazendo as condições acima 
seria obtido como o limite fraco de uma subsequência de J(J;( w,) -E), quando 
E -+ O. Esta convergência seria obtida se tivéssemos que w, -+ w uniforme­
mente em subconjuntos adequados. 

No caso do sistema acima, isto não é possível de se obter, pois, seguindo o 
mesmo tipo de argumentação que antes, ao escrevermos a primeira equação 
em termos da entalpia, teríamos 

-L.(K o /3- 1)(w) +v · e- 1(w )vw =O E E é E,E E ( ~ 

e então que 
c,::; (K, o 6; 1)'(w,), 

onde C, -+ O, quando E -+ O. 
Desta forma, não poderíamos usar o Lema 1.2 (Capítulo 1), como se fez 

com o problema regularizado do caso estacionaria estudado no Capítulo 3, 
para concluir que !w,!co(n) ::; M, com í E (0, 1] e Jvf uma constante que não 
depende de E e assim obter a convergência w,-+ w em C0(íl). 

Como tampouco é possível concluir que w, -+ w, q.t.p., não podemos 
obter solução em sentido análogo da Definição 2.2( ver caso de evolução no 
Capítulo 2). 

Problemas análogos a estes surgem se tentarmos fazer o parâmetro o do 
caso estacionário do Capítulo 3 tender a zero para obter uma solução do 
problema estacionário acima. 
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