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INTRODUCAO.

Em Topologia estudam-se objetos tais como espagos topoldgi
cos, variedades topoldgicas, variedades diferenciaveis, polie-
dros, etc. Na Teoria de Grupos de Transformagbes estudam-se as
.'agaes de grupocs sobre estes objetos. Esta teoria foil desenvolv&_
da inicialmente por Gleason, Montgomeny e Zippin, com © objetivo
de resolver © guinto problema de Hilbert sobre a estrutura dos
grupos localmente compactos. A partir dos anos cinguenta, esta
tem sido uma &rea pesquisada por um nimero muito grande de pes-

gquisadores. (Veja a bhibliografia de Bredon [41]).

A partir dos anos sessenta, Conner e Floyd introduziram pa
ra © estudo dos grupos de transformagoes técnicas da Teoria de
Cobordismo, dando origem entac d Teoria de Cobordismo das Acles
de Grupos (veja_{lﬁ}).

-

Em [lé}le mostrado qué & natural utilizar as técnicas de
- cobordismo para o estudo de agoes de Z., {(involugoes) . Neste tra
balho aprcofundaremos ©g estudos sobre problémas gque surgem  no
cobordismo das involucoes e estudaremos alguns dos .resultados
para agdes semi-livres de st. |

Capobianco, em sua tese de doutorado [ 5] ,estudou questoes

do seguinte tipo:

"Quande a classe de cobordisme [M], de uma
variedade n-dimensional MY, & o conjunto
n+k

dos pontos §ixes de wna involugde [V , T,



ii

em uma vardiedade (n + k)-dimensional®,
Bste tipo de questBo leva ao estudo de um ideal, IE , Qo
anel de cobordismo de Thom N, . Em nosso presente trabalho ten

tamos estudar o mesmo problema relacionado com as agoes semi-1i

1 . ~ .
vres de S em variedades nao-orientadas.

No Capitulo I, apresentamcs um resumo dos resultadés scbre
cobordismo de.involugaes que sdo relevantes para o edtendimento
dos métodos e técnicas utilizados por Capobianco. Asgim apresen
tamos: a estrutura de N,-mddulo do cobordismo de involucdes 1Z,)
e apresentamos a estrutura multiplicativa de 1{%,) utilizando

as nptag%es de Kiinl [16].

No Capitulo II, apresentamos © J~homomorfismo que foi in-
troduzido por Boardman emi 3] paré o estudo da estrutura multi
plicativa de 1*(%2). Apresentamos uma interpretacio algébrica
da construg&b geométrica [, utilizada no Capitulo I, através do
J-homomorfismo de Boardmann.

No Capitulo III, apresentamos o8 principais resultados ob-
tidos por Capcbianco em sua tese de doutorade [51.

No Capitulé IV, apresentamos incialmente um resumo de alguns
resultados sobre cobordismo de acoes semi-livres de Sl, a sa-
ber: a estrutura de modulo (conforme.ﬁchida [231), a sua egstru-
tura multiplicativa (conforme Kiihl [16]). A segﬁir apresentamns
e estudamos uma generalizagaoc do J-homomorfismo de Boardmann pa

= Y f e 1 .
ra ocaso de agees semi~-livres de §7. Chamamos a este homomorfismo
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de J. Apresentamos uma interpretacdo algébrica da construgao
geométrica K, utilizada em [16] para o estudo da estrutura mul
tiplicativa das agoes semi-livres de Sl. Também, neste Capitu-

lo, estudames a seguinte pergunta:

"ouande a classe de cobondisme [M1, de uma

variedade n~dimensional Mn,é ¢ conjunto dos

n+k

portos fixcs de uma [V 81 agac semdi-

Livies de ST em uma variedade (n +k)-dimen-

ALonal 7V

No Capitulo V, estudamcs os seguintes funtores:
r : SFu(shy - sF Uz )
p - *7p

- . o~ . i
que vao do grupo de cobordismo das acoes semi-livres de 87 para

o grupo de bordismc de agoes semi-livres de Ep .



I. COBORDISMO DE INVOLUGOES

Neste capitulo, apresentaremos alguns dos principais resul-
tados referentes ac Cobordismo de Involugoes que serao necessa-

rios ao desenveolvimento deste trabalho.

seja M" uma n-variedade fechada. Umaaplicagao diferencid-
vel T:M" -~ M & uma involugao se T2 = T oT = jdentidade. A

involucdo & dita livre se T(x) # x para todo x em M.

. . ~ . cEo n
Consideremos todas as involucgoes diferenciaveis (M,T) em

variedades fechadas., Uma involugao (MR,T) borda se, e somente

, , ~ n+l
se, existe uma involugao (B

n+l o+l

(S) em uma variedade compacta pa-

ra a qual (9B ,5188 ) @& difeomorfa equivariantemente a
(M",T). Dadas dunas involugoes (M?,Tl) e (M?,Tz) uma uniao dis
junta (Mg U Mn,T} é formada de modo natural. Dizemos gue (M?,Tl}
e (Mg,Tz) sao bordantes se, e somente se, a uniao disjunta
{Mi v M, T) borda no sentido acima. Esta relacdo & uma relagéb
de equivaléncia, e a classe de bordismo a gual (Mn,T) pertence
€& denotada por (M, 71. A colegac de tais classes de bordismo &
denotada por In(zz). Uma estrutura de grupo abeliano, com todo

elemento de ordem 2, & colocada em Ln{%z) pela uniao disjunta.

Se, no que foi dito, substituirmos o termo involugao por
invalugéo livre, obtemos Nn(mz) o grupo de bordismo n-dimensio-

nal das involugoes livres,



sejam 14(Z,) = aéo 1,(Zy) e N (Z,) = @ Ny (Zy), as somas
n= n=

diretas dos grupos definidos acima. Estes tornam-se N,-mddulos

graduados se colocarmos

[N (M, T o= [NTx M, 1xT]

m
onde [N7] € Nm'

Consideremos agora o funtor esguecimento (de gue a involu-

g§0 & livre); este induz um homomorfismo de N, -mddulos
f : M*(%z) > I*(%2).

Além disso, como uma involugdo livre borda uma variedade com in-
volugdo {veja [16], 3.2), entdc temos gue £ & o homomorfismo

nulo.

Vamos agora introduziicmsgruposikzbordismo relativo %4%2).
08 elementos sao classges de equivaléncia de objetos {Vn,T) onde
Vn & uma n-variedade com borde, e T 3 v o Vn 2 uma involu-
gao tal que T|avn & livre. Dizemos gue (Vl,Tl} e (V,,Ty) S30
bordantes se, e somente se, exXiste uma'variedade.comgaata W com
bordo tal que BW = 3V, U 3V, {uniéo disjunta) e uma involugdo
livre 8 : W~ W, com S[Bvl = Ty[8vy, slov, = T2[8V2 , e. tal

que

Vl Uy u vz;favl U BVZ = OW



cor a involugao T, Y 5V T,, borda uma variedade compacta com
involugdo. Esta é uma relagdo de eguivaléncia, e denotaremos por
Bniﬁzj o conjunto de classes Pvn,T], 3 operagaoc induzida pela
unizo disjunta define em Bn(%z) uma estrutura de grupc abelia-
no o
- .
Seja E*{%z) = @ B (Z,), a soma direta destes grupos. O

n=0 °
produto

INT] [(vP,r] = [NTxV®, 1xT]

com [N"] € Nm » define em B, (Z,) uma estrutura de N,-mbdulo.

Temos 0s seguintes homomorfismos de Ny-mddulos:

it

3 :B*(%z) *’N*(Ez}, dado por 3{Vv,T] [sv,Tlav] de grau -1,

3:1.{%Zy) ~ BulZ,), dado por j[M,T] = [M,T] de grau zero.
TEOREMA 1.01. A sequéncia de N -mbdulos
£ j d

e NWZy) > Ll(Zy) B (T — N, (Zp) = ...

& exata. {Veja [16], 3.3}).

TEOREMA 1.02. A sequéncia
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& exata. Aldm disso, existe um homomorfismoe h N*{%2)~*B*(%2)

de grau + 1, tal gque dh = identidade. {(Veja [16], 3.4).

Desejamos calcular explicitamente estes N,-mddulcs. Ini-

cliamos com N*(?zzz} .

-

Seja. M*, 7] € N*(Zaz} . Entdo | M/T €& uma variedade e
T s M>M/T um Zzzwfibrado, onde %, age em M através de T,
permutando as foihas de revestimento. Desse modo temos a aplica
cao classificante p : M/T - BZ&Z = BOl.. Por outro ladeo, se

g : N> BZ, & uma aplicacao continua, © Z,~fibrado induzido

5 -—§—-—-» EZ. *
} l

N-—-—-—*g“-ﬂ-——* BZ

il
A

&

2

tem em N uma variedade com uma invelugao livre. Portanto, te-

Hos:;

TEOREMA 1.03. N {Z,) = N,(BO;).

Passamos agora ao calculo de B,(%Z,).

Seja M® uma n~variedade com bordo e involugao. O conjunto

F de pontos fixos & a unido disjunta de varias subvariedades #X



de dimensao k, e cada 19{ admite uma vizinhanga tubular Ny que
& isomorfa, como uma variedade com involugao, ao fibrade disco
unitario do fibrado normal D(vn*k} a Fk em M, eguipado com
a involugdo antipoda nas fibras, ou seja, & dada ﬁox - 1 nas
fibras. Podemos assumir os Nk’s disjuntos. No complementar da
unide N dos Nk‘s, T age livremente, do qué segﬁe ‘que M &
bordante em Bntﬁz) a N. Mas N & determinado pelos fibrados
normais acs conjuntos de pontos fixos Fk; isto &, Bn{zz} pbde

ser visto como © grupo de bordisme de fibrados vetoriais sobre

variedades.
. n-k k . ~ A .
Seja v 7 : F ~ BO{n-k) a aplicagao c¢lassificante do fi-
prado normal V% * sobre FX. Temos:

TROREMA 1.04. Agssociando a (M,7T} as classes dag aplicagéescﬂgg

’Sificantes vn“k : Fk -+ BO{n -k}, temos definido um isomorfismo
n.
F o Bz, » ? Mk{BD(nwk)B = M (Z,) .
k=
Entac temos gue
n
Foj ¢ 1,(Zy) = 8 N (BO(n-K)) = i (Zy)

n-k

& injetivo, e para {Mn,T), as classes Fk, v , com kK #n-1,

determinam a classe de Fn"l, ul

-



TEOREMA 1.05. O homomorfismo

0
Foj : I.(Z,) ~ ki(} N
k#L

k(BO{n ~k)}

& um isomorfismo.

O isomorfismo do tecrema anterior nos d& a estrutura de
Ny-médulo de I,(%,) em termos dos grupos de bordismo singular
dos espagos classificantes BO(k}, gue sdc conhecidos, pois te-

mos

TEOREMA 1.06. N_(BO{k)) & o N ,—mddulo livre tendo come base a
colegdo das classes y, ...y, , onde y. = [\RP{i);l_] pertence a
i i, _ i

N, (BO(L)}, € ¥, .--Y. & a classe do fibrado k-dimensional
i iy i,

.%{(l) & ... ® nf(}) sobre RP{i]'_) % ,.. ®* RP(i), para cada sequén-

cia de inteiros (il,...,ik)_, com iy < ... < i, s em Ni . (BO(k)).

ety
{(veja [16], 4.5).

TEOREMA 1.07. O Ny,-mddulo- N,(Z,) & livre com base dada por

n

{s™,n)3 onde A : 8" ~ s" & a involugdo antipoda na n-es

n>¢ *

fera. (Veja [16], 4.3).

Agora introduziremos produtos de involugoes, de tal forma
que em I1.(%Z,) e B,(Z,) estejam definidas estruturas de alge-

bra. Este produto & dado pelo produto cartesiano da seguinte for

.omaz



Sejam (V,T) e (W,8) duas variedades compactas, com bordo,
com involugdes gue sao livres nos bordos. Temos a involugao
T % S+ Vx W%V x¥W, dada por (T % 8)(v,w) = {(Tv,8wW}. Este
produto define em B*(mz) uma estrutura de dlgebra sobre o anel
de bordismo N, . Além disso,se V e W sao variedades fechadas,
entdo V x W também € fechada, e este produtc também define uma

estrutura de algebra sobre N, em I Z,).

Com estes produtos definidos acima, o homomorfismo
3o Tz, » B*(zaz) & um homomorfismo de algebra. © homomor-

fismo F & B.(Z,) » & N (BO_ ) = My(Z,) também & um homomor-
k>0 >

fismo de algebra, se em M2} & considerade o produto

N, (BO.) ® N_(BO ) ——r N.__(B ) s N, (BO_, )

vt = t

k( On) R Om) k+R On Bom k+R n+m’
que associa (M,7) & (N,n) a (Mx N, ﬁf(;) @ Tfé‘(ﬂ)), ande o€
T sao as projegdes no primeiroc e no segundo fatores, respecti
vamente; e oiconjunto de pontos fixos de T x 8§ & Pix{Txg) =
= Fix{T) x Fix{S8) sendo o fibrado normal deste produto a scmade
Whitney do fibrado normal de Pix{T) com o fibrade normal de
Fix(8).

Temos o diagrama

ie
1,2,)

el s
4 //éj

B (%)



que & comutativo, e assim 1, € também um homomorfismo de alge-

bras.

- Vamos denotar por 1 € NO(BO 0) o fibrado O-dimensional
trivial gobre um ponto, e por aim-(RP(i"-? 1),A} pertencente a
N1 (BOy), a classe do fibrado linha (l-dimensional) canonico

sobre RP(i-1).

TEOREMA 1.08. M*(2Z2) & a &lgebra polinomial scbre N, nas

classes Gq 7Oy s Oy yeee o (Veija {161, 6.1).

Sejam as invo}ugé’es (RD (r} ’To) , oz;de T, | Bor¥yseny xr] =
= | - . X
= N AR X, 1. WVamos  denotar por PO a classe de
(RP (1) ,Té). 0 fibrado normal ac conjunto de pontos fixos de P:j &

(Lj‘; -+ RP{OYY U (X -*RP{::-'-II)),Ol'lde % & o fibrade linha candnico.

Definimos agora uma operagao
Tt 14%Z,) » 1(27,)

gue associa [M,T}] a [M',T'1, onde M' & a variedade obtida de
M % Sl, identificando-se (m,z) com (Tm, -~2) e T' & a involugao

dada por T'(m,z} = (m,z) onde z & o complexo conjugado da z,

Com esta construgae, a estrutura multiplicativa de I*(ZZE)
fica totalmente determinada geometricamente. Para i8so necessi-

tamos do geguinte lema:



LEMA 1.09. Ppara teodo o, B € I*(zaz), temos
Pag) =T(w)8 + et} (8},

onde € : 1(Z,) ~ N, & a aumentagio. (Veja [16], 5.3).

Utilizando este lema, demonstra-se ¢ seguinte tecorema:

TEOREMA 1.10 (alexander): I, %Z,) & gerado com algebra sobre N,
pelos elementos Fk(PE), com k >0, r#1, e com as relagoes

provenientes de
P{ag) = T(a)B + e(a)T(B).

Especificamente, uma base de I*Imz) sobre N, & dada pelos ele

mentos

OBSERVACAO. Pg 2 FO(Pg):l;[YPg} = 0 e para r = 0, 0 elemento

da base € entendido como sendo 1. {(Veja [16], 5.4).



II. O J~HOMOMORFISMO ESTAVEL DE BORDISMO
Seja 4 E'Ml a involugao antipoda no intervalo fechado uni-
tario I,. B termos de fibrados vetoriais a multiplicacdo por 4

simplesmente acrescenta um fibrado linear triwvial. .

Conner e Floyd, em ([11], 26.1), apresentou o seguinte ho-

momorfismo A : N (Z,) - N*_lﬁzz}, definido da seguinte forma:

TEOREMA 2.01. Suponha que (M",7) & uma involugdo diferencidvel
livre de pontos fixos em uma variedade fachada; Para N > n
existe uma aplicacdo equivariante g : (M®,T) (sN, n) que &
transversa regular em SN“l C SN. Seija Vn-1 = g“lismﬂl). A fun
cao |

-+ N

A Nn(E n—lt

definida por: Y [Vﬁ_l,T|Vn—l] & uma fungao bem defini-

da para N > n independente de N.

O homomorfismo 4 : Ny(Z,) = N(Z,) € de grau -1, e & cha
mado homomorfismo de Smith.

Definimos um produtc em & Nn(zz) como segue:
n>0

Sejam o € Nn{zz}, BEN(B,, o' € Mn+l e B' €M, tals
que 3d{a’) = a e 3(R') = B, Sejam K = max(m,n} e X = min{m,n).

Defina
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of = 85 o(atsn) € N (z,).

Este produto define uma estrutura de anel em ] Nnimz)
S n={

e o homomorfismo & : N (Z,) - N._1(%,) torna-se um homomorfis-

mo de anel,

1T ~-1. O J~-HOMOMORFISMO

. s . A '
Seja o anel R = invlim (Nn~l(E2} Manne Nﬁ(%z}). Um elemento
de R & uma sequéncia. {an}o com o, € Nn(zz) e Ao =a .

¥n > 1.

Definimos o J-homomorfismo de bordismo

J : M—>R
k .
onde M= & @ Nk_.{BO.), como segue:
k>0 F=0 3
para A€ M, , seja J_(A) = a@a™h e N (z,). como
k¢ 3 n n-"2°"

: . k41 .n+l, _ Lk P o o
A3 (A) = ATTTR(ALTTT) = ATA(AL) = T, ,(A), a sequéncia {g (A)}

€ B e tomamos

J(A) = {Jn(A) }0 .

O homomorfismo J & estavel com relagao a multiplicacao por

i, ou seja, J(AL) = J(A).
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TEOREMA 2.02. O homomorfismo J : M =+ R & multiplicative. (Ve
ja 181, 3.1). |
SBeja o anel M = & @ Mk_.(aoj). Vamos considerar o anel
k>0 3>0
quociénte' f obtido da seguinte forma: F & obtidc fatorando-se
o ideal de todos os elementos da forma A + AL onde A € M.
Assim, existe de forma natural, um homomorfismo de anel induzi-

do J : F ~ R.

Como Ny (Z,) é um N .-mddulo com base dada pelos elementos

{[Sn,A]}n>n podemos descrever ¢ produto em Mﬁ(m2) da seguinte

forma:
a n-r s ¥ -
se o= 2 [x] [s"Fal, e 8= Z [¥'] [s"7F,a1,
r=0 ' r=0
Sejam
n n
et = T OIXF1LATTT, e Bt = T OI¥T1MTT
r= =0
tals que
n 1
a'g' = T ( I [XF] I¥D4
r=0 r+s=4L
e
n
af = A"y @igny = 2 (2 [£51 (¥°h) (7 %al.
r=0 zr+s=§
Assim, podewmos identificar R com o anel graduado N, (8)

de séries de poténcias formais sobre o anel graduado Neo &
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T [X°] 6° associamos a sequéncia {an}z onde o =% [ 1™ T, Al
o o

= 0 Srmula pa o & just te -
Tencs Aam«l nt €8 férmula para an justamen a re

gra para multiplicar séries de poténcias formais. Portanto, te-

mos J : F > N{8).
LEMA 2,03. A imagem de

Im(%z) + M (Z,) > F - N{8)
estd no ideal gerado por &%, e

JOIM, 11y = M°168™ 4+ termos em poténcias maiores de 6.

(Veja [8], 6.1).

LEMA 2.04. Seja £~ F € # (Z,). Se
J(E » F) = 86 + termos com pot. > de 0,

entao existe uma variedade com involugao (M7, ) tal gue B esta

na classe de M® com conjunto de pontos fixoes & = F.

DEMONSTRACAC. Temos

0 =3, (E~TF)

3{§ > F)

= ém—rFH-l"l

3{E - Fj.

il
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Mas, 9(£ - F) ={s(&),aAl, onde A & a aplicagao antipoda. Por-
tanto, [S(E),A] = 0. Suponha que (S(£),A) & bordo de (V',T) €

Nm{i’l‘iz}. Seia
MT = (D(E) U VY /S(E) = 8V

e T =23a4U 1. 0 fibrado normal ao conjunto de pontos fixos de

(Mm,T} & £ - F. pssim, B = [M"].
LEMA 2.05. J{lﬁg) = 1.
LEMA 2.06. J(IV®lA) = [V'10%3(R), A€ M ..

LEMA 2.07. Seija Ay © fibrado linear candnico sobre RP(n}.En

tao
[#.43

J(A) =14+ Z [Vin+1,i)]6
B 1=0

n+i+i

onde
[(Vin+1,1)] = el [Re(n+ 1), 7 ],
sendo ¢ : I,(%Z,) - N, a aumentagao, e

TO : (zo,zl,...,zn+l) — b—zg,zl,...,zn+l).

Vamos agora analizar o efeito do homomorfismo J em alguns

elementos de Méﬁﬁz}q No que segue denotaremos por X, & classe
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de RP{n).

4

® N,_, (BO)

TA4%Z.) ~ M (2.}
4192 4“2 K=0

= M4{Boo} +_M3(Bol) + NZ{BOZ) + Nl(BO3} + ND(BQ4}

M4(Boo} : N4 L .
Sejam os elementos X3AO ,xzhl ,xlkz ,k3 pertencentesEiN3&£h).

Tenos
J{x.x ) % X 83
370 3
Tixr) = %82 + % [vi2,016% & .
271 2 2 7 e
T A,) = x, [v(3,0018% 4
172 1 ' et
- 4
J(A3) =1+ [v(4,0)18" + ...
Sedjam o8 elementos X Az ' I W U | ) kz em N,{BO.). Te-
J 2% 1% * "o"2 1 2 V=Ml
mos:

2. 2
S e

I A A) = %y Ivtz,l)la4 Foaa
w 1 4T 4
T Ay = 1+[v(3,1)]18" + ...

J(ki) =1 + [viz,001%% + ...
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3

2
o7 Aghy em ~1(803)’ Tenos ;

Sejam os elementos xll

3
J{xllo)

i
»
e
@

2 _ 2 4
Jfkmkl) =1+ x,087 + fv(2,2y16" + ...

. 4 4 _ '
e, J(Ko} = 1  para ko € M0€5Q4).
Portanto,
J(x 4 ox 22y = x. [v(2,0018% +
2 2% 2 ' c
%.h.) = x, [V(3,0010% &
J{Xl g) =%y ; .
2 2 .4, .. 4 -
J{AOAl + xzko-yko) = {V(2,2)18° + ...
2 .4, _ 2.4
JO] +A) =1v(@,01%" + ...
Tlxah + . + 2y =1vs,ni1e? 4
370 o2 o et T
Conclusdes:
{a) {RP(2) % RP(2}, id % T,] fixa RP(2) x RP{1) VRP(2)
(b} [RP{1} % mrP(3)}, id x To} fixa RP (1) x RP(2}

(¢) T?[Re(2),T ] fixa RP(1) U RP(2) U pto.

{d) [rRp(2) x RP(Z},T03<T0] fizxa ¢pP({1l) V¥ pto, onde

CP{l) = RP(1) » Rp{l)
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(e) T [RP(3),T 1 . fixa . RP(2) V RP(3) U pto,

PROPOSICAQ 2.08. Se M® & uma variedade fechada nio bordoe, en-

tAopara k > 1 nao existe variedade com involugao (v, )

fizando nk - Mn, com TNy fibrado trivial.

n

DEMONSTRACEO. Come n° - M & trivial, temos:

J(nk - Mn} = {Mnlﬁn + termos com pot. > de 0,

~ Como [Mn] # 0, nao existe (vn+k,'1‘} com conjunto de pontos fi-

kK n . - .
08 1 > M, pois caso contraric teriamos:

J(nk - M%) [Vn+k]6n+k + termos com pot. > de 9.

li

(Observagao: k > 1).

2n+l
#

PROPOSICAC 2.09. Para n Impar, existe uma involugac (M T)

em uma variedade fechada com conjunto de pontos fixos RP(n) e
n+l

fibrado normal @ An; e para n par naoc existe.

1
DEMONSTRAGCEO. B8Beja 7T - RP(n) o fibrado tangente a RP(nj. A
soma de Whitney T @ lp & isomorfa asoma de Whikney X @...@)
((n%l)-vezes); onde A, & o fibrado linear ' candnico scbre

RP{n); isto &,



i8

T ® 13R :'ln & ... $.kn {(n + 1)-vezes),

Considere a invelucao [RP{n) % RP(n),8], onde S{(x,y) = (y,x}.
0 conjunto de pontos fixos desta involugao & RP(n} com fibrado

normal eguivalente ao fibrado tangente a RP{(n). Portanto,
J(t) = [RP(n) x RP(n)}18%" + termos com pot. > de 8.

Apgim,
. . _ ' 2n
J(An & ... @ An) = J{T § er) = J(t) = [RP{n) % RP{n}19O +

ou seja,

n+l _ In
J{ @ kn) = [RP{n) % RP(n}l]®6 +
1 ,

e, portanto pelo lema (2.04) temos o resultado.

II - 2. INTERPRETAGAO ALGEBRICA DO RESULTADO DE ALEXANDER

Em [1] Alexander exibe uma N,-base da N,-algebra I,{Z,)
usande certos elementos de T*iE23 e o operador ['. {Vedia 1.10}.

Nesta secgac vamos obter este resultado de um modo diferente.

Seja a involugao T, em RP{(n) definida por
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T ¢ (za,zl,...,z

o ) H ("" Zole-,...,zn)

n

tendo come conjunto de pontos fixos (1;‘1 “+ RP{0)) U (A » Ro(n—~1)).
Assim podemos escrever {RP'(n},To] =t a? en Mn(zaz) , onde
a, = [RP{n~1), A]. ©Portanto, o, = {RP(n),'I‘O] + a? . Bendo a
dlgebra graduada M*(Z?Iz} uma algebra polinomial sobre N, ge-~
rada pelos élementos a € Mn(%z)" para n > 1 (veja 1.08), te-
mos que 08 elementos {RE(n},TO} para n > 2, Jjunto com al=é,
formam outro sistema de geradores polinomiais de M(Z,). Vamos
denotar por- ¢ a subdlgebra polinomial de I*(?zz) gerada por
[RP(n),T_ 1, ¢ @ a intersecgao @ N 1 (Z,). Assim, M, (Z,)
=@ {4].

Pelo Lema (2.03), o N,-médulo I_(Z,) ccmsiste dos polind-
mios P em 4 sobre § para os quais J{(P) estd no ideal gera-~

4o por o™,

LEMA 2.10. Dado qualgquer elemento vy € Mm{zaz) , existe um Unico
polindmio F em NJi], sem termo constante, tal que y+F per

tence a Im(zaz).
DEMONSTRACAQ. Como M*(zzz) = 0l 4], temos que
m-1 m

. .2 ] .
y=qo+ql&+q2,¢ + ... F D16 +qm4,,

onde ¥ € Qm*j . Assim, como J(4L) =1 e J & estavel, temos
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que

It

Jy) = Jlay) + Jlagd) + Ilayd?) o+ Flg H 4 a(e ™

o

J(qo) + J{ql) + J(g,) + ...+ J(qm“l) + J(qm).
Como 5 & Qmwj & Im_j(%z) N @, entdo

Jlg.

= {wr;"j]em'j + [w‘%‘"j"'l}em"j“ 4 ... 4 [wrg'l}em*l +

+ {W?Iam + termos com potencias maiores de 6§,

m-3y e .
onde {Wj ] &m—j . Assim,

_ 1 1 B j
Jy) = W01 + (w1 + [w_,1)e + ... + (2 Ui 1070 + oo s
s T i e™ L (2 e et 4
k=0 MK k=0 O°K

+ termos com pot. > em 8.

Seja

-1 3 : i
Fo= W ld" + ([wil) + [Winl])im I+ (jki3 [w;_k]),gm 34

m-1 -
+oeao+ (2 Lur
k=0

S1)4
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pertencente a N,[4{]. Entao, temos:

Jly + F) = {
k

H 8

0 {WIm“__k] ye™ + termos com poténcias > em 8,

ou seja, J{y + F) estd no ideal gerado por 6™, portanto, pox

(2.03), y + P pertence a Im(:zz:z).

Seja a aumentagao e : @ + N, . Entdo, temos o seguinte le

ma:
LEMA 2.11.. Seija 4 € Im_j(izz), para 0 < j < m. Entao

qu € Im_jﬂ_{zz) ’

onde denotamos por I‘qj o elemento 'é(qj + W?“J 1}, sendo
Wl = e(q.) -
[ 3 ] (qj)

DEMONSTRAGCRO. Como qu € Mm_j+l(z2), existe um Onico elemento
F em N,{A]l, sem termo constante, tal gue qu + P pertence

a 1 l(232) . Vanos verificar que F = [W?_jlﬁmmj. Sabemos que

m=j+
J{qj)-:{w?—jlam*:l + {W?_ﬁ'l]ﬁmﬂy"l + termos com pot. » de 8,

Assim,

J(,(,qj + {WI;”]]U = 'iW?“3+}']8m“3+l + temos com pot. > de 8.
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Portanto, J(I‘qj) estd no ideal gerado por Sm-3+l, o gue impli

ca qgue qu " pertence a Im«j 4

CONSEQUENCIA 2.12. Denotanaci'por'-f _quj 0 elemento 4 I"‘qj ; temos

pelo lema acima, que I‘ij &1 2{Z§2). Assim, sucessivamente,

-3+

g, = ﬁ‘n'"lqj pertence a 1

nn . i, .0
3 (Z,), e qum&qj+[wgﬂh,._

m-}+n
LEMA 2.13. Sejam qj = Im_j(mz)_ ng, =0,...,m. Se

. L2 I~ 1, .m
¥ o= qo-i-qlx,-i-qz,c R +qm-l“ . +qm4.

pextence-a. Imﬁﬁz), entao
= + g, + Mg, + + T
y = q, + Pgy Gy * een I

.Y o= 0,
e a(qj)

DEMONSTRACAQ. Podemos escrever

_ 2 Ja- b : : -1,
qu0+1‘ql+f‘q2+...+l'm qm_l+1'zqm+[wr£ P4+
-2, .2 1l -1 Lo TS ¢
+ [WIRE P54 oo+ w14 + I 147,

onde IW;?'-}] = e(qj}. Como por hipStese y € 1%}, e
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qo,Fql,quz,..,,qum pertendém.a Iuﬁgz), devenos ter

(
3

W48

“31 3y e
l[ij“ 140y € 1 (7).

Mag como,
gUw; 114 = w1 e m- 3 <m,
concluimos que W?wj, i=1,...,m, devem ser bordo, Assim,

m mes LS
(2wl 2143 = o.
=1

Portanto,
¢ =q_+ Pgq, + I'’g N + D .
¥ 9o S | 2 "t m
+ . .
Denotando por @mwj = Ker(@m#j -> Nm*j)' temos:
TEOREMA 2.14. 1 (Z,) & a soma direta de 0, e os TnQ;“n para

m>n>0, e I' mergulha Q;rn em 1 (%Z,).

TEOREMA 2.15. O N,-mddulo 1*1%2)'é a soma direta de ¢ e os

N,~submbddulos PnQ+ para n > 0, e r mergulha Q+ am 13%23,

onde @F = Ker(p - Nl



III. OS IDEAIS Ii_i

Em gseu trabalho, "Pixed sets of involutions" [71]1, PFrank
L. Capobiance calculou Ii, o conjunto de classes de cobordismo

no grupo de cobordismo nao orientado Nn que sao representadas

por uma n~variedade que & o conjunto de pontos fixos de uma

{n +k)~variedade fechada com involugac diferenciavel. Algumas

k-

propriedades de T 5a0:

i & um submbdulo de N .

{a} 1I n

De fato, seia M1 e {Nn] am Iﬁ. Entao existem varieda-~

des com involucgao [Vn+k,Tl} e {Wﬁ+k,T2} tais gue o conjunto

-

de pontos fixos de T, e Mn, e o conjunto de pontos fixos de

n+k k

-

2 @& Nn. Considerando [V U Wn+

» Ty U Tz} temos gue o}

conjunto de pontos fixos de T, VU T, & M v N®, Assim  [M"]

+ [Nn] pertence a Ii.

£ suficiente considerar para [M'] pertencente a &n’ a

involugao [Mn,idl. Portanto, © conjuntoe de pontos fixos é Mﬂ,
o que implica que [M"] pertence a Ig,
{e}” Ii = o 1% & um ideal de N, .
n
- on>0

. k - o
seja [M”] em 1, . EntSo existe uma involugac T em uma



{n + k)-variedade fechada Vn+k, {Vn+k,T] ;-tal gue M? 2 o con

junto de pontos fixos. Para [Nm} € N, , consideramos a involu-

[N x Vn+k,id x 7). O conjunto de pontos fixos desta invo-

lucaoc & " % M. Assim, [NT x M= [N pertence a I% .

gao

1 _
(@ I = (0).

1
n

n+l

Vamos supor [M?1 € 17, Enti3c existe o = [V ~,T], isto

&,uma (n+1)-variedade fechada v con invelugao T, com con

junto de pontos fixoes M e fibrado normal 51 -+ M de dimen-

-

sao 1. Assim, ja € Nn(Bol}’ onde 4§ : 1 (Ezj -+ Mn+1ﬁ%2) 2 o

n+l

homonorfismo definido em {I. piag. 3). Denotando por . Xpmq 7 um

elemento (n=-i)~dimensional, gerador de N, para O < i < n

(n # 2¥ - 1), temos que Nn(BOl) & gerado pelos elementos:

onde Ai & o fibrado linear candnico sobre RP(i). Sendo J o
homomorfismo de Boardman, por {2.06) e {(2.07) temos que:
n—i

Jlx, 12 =0x, ;18 +

[x,_, 1Iv(L+1,9)1e™3" 0 <ien,
; 0siz

48

3
de onde concluimos que gualguer combinagac das séries de potén-

cias formais J{([x, _,IA.;), 0 < i < n, apresenta poténcia de ©

menor que n+ 1., E como, para um elemento o € In+l{E2} temos



que Jja pertence ao ideal gerado por @ _l, entao nao existe

elemento, nao bordo, em (Z,) com a imagem através de 1 em

In+1 _
N (BO;). Portante, o = 0. Como j(a} =[& > M =0, temos por

({111, 17.2) que [#]= 0, e assim 1. = (0).

Em { 7] Capobianco, utilizando o homomorfismo de Boardman
e o Lema (2.04), demonstra este resultado, encontrando para ca-
da n, nao da forma Zr-l, um elemento & M em Hn{BOZLCﬁm

M> indecomponivel, cuja imagem pelo homomorfismo de Boardamn es

ta no ideal gerado por 8n+2, O gue implica que a basge Mt es-
t3 em Ii « concluindo portanto gue Ii = Nn .
Seja gk » MRl k-fibrado plano e RP{ik} O . eSpAaco

total do espage fibrado projetivo associado. Entao, temos:

LEMA 3.01. Ii contém a classe de cobordismo de

re(£%) U MR % mp (k- 1),

{(veja [71, 3.1).

LEMA 3.02. Iﬁ contém uma classe de cobordismo indecomponivel
para cada n#2" -1 e cada k tal que 4 <k < a{n), onde «in)
denota o niimero de termos na expansao diadica de n. (Veja [71,

3.3).



Iv. AGDES SEMI-LIVRES DE sl

IV - 1. GRUPOS DE BORDISMO E HOMOMORFISMO DE SMITH

Recordamos gue SFn{SJ“) & o grupc de bordismo nao orienda-
do de agbes semi-livres de st em n-variedades fechadas e due
SF*(Sl) = 8 SFn(Sl) & um N,-modulo graduado. Tamb&m temos os

n>0 -
grupos de bordismo nac orientado I'Jn(Sl} de agoes livres de gt
em n~variedades fechadas, € a soma ‘direta fraca H*{Sl) =
= @ N _(s') & um Ny -mbdulo.
n _
n>0 |
Existe definido o homomorfismo de Smith

A N (8Y - N, st

gue € um homomorfismo de N,-mddulo de grau - 2. Suponha - gue

1

(M",T) representa uma agao livre de S~ em uma variedade fecha-

da. Para N suficientemente grande existe uma finica classe de

homotopla equivariante de aplicagOes equivariantes

£ (MB,T) e (82873 gty

2N+1 ZN+3

Podemos assumir gque f & transversa regular em § c 8

Tomanos
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PROPOSICAO 4.01. se Alm N+l

2N+1}T}_

= 0 para {Mz ,TIE N sh,

ZH+1

entac existe {XZN] € Nzﬁ 4nica com {M2N+1,T} =:[X2N] {Sl,le

M 1) 8 uma acao livre de st em uma

2n+l M2n+1 & uma subvarie-~’

dade regular compacta tal que W U {w ) - o= yontl e’

spentl o 2n+l ntly ontdo ALY gy - {3W2n+l,TIBW2n+l}.

LEMA 4.02. Se

{2n + li~variedade fechada e gse W

2n+l Zn-+1

N (W

Seja o pareamento
SFu(sh) By N (sh) > N, (sh)
: *

dado por: se [Vm,'[] & SFn(Sl) e IMI},T:} =3 'Nn{Sl) aentao
(V’m % Mn, T %X T) & também uma agac livre de S} e tomamos

{Vm,‘f:] {Mn,'i‘] = [V x Mn, T X T] para definir © pareamento.
L ' 1 =
ILEMA 4.03. Se v G SFZm(S Y e o € M2n+l(s } entao

Alya) = vA{a).

= s 1
(T) uma agao semi-livre de S em  uma

Z2n+l

DEMONSTRACEO: Seda (271

{2n + l)-variedade fechada. BEntac pelo lema anterior se W

- M2n+1

{i

uma subvariedade regular compacta tal gue WUTW =M

2n+l 2n+1 2n+1

e WNTW = 3W, entdo A : [M T b [ oW ,T1]3w 1. As-

2m 2n+l c Zm M21’14-1

sim, como V *x W v X ; temos:



(VW VYT WV xwW ={vxw U (rv_x-TW)

i

[

v x (WY TW)

=V XM

onde T' = (1,T), vy =IV,r], e a= M, 71. E,
3V x W) = (BW x W) V (V‘X awW)
=V x 9%
=V x (W N TW
= (Vv x W) 0 (Vv x IW)
= (¥ x W) O {1V x TW).
Portanto, temos:

ALV x M, T=xT]

i

[a(V x W), TxT[3 (Vv x W]

[V x 3W, TxT|V x 3W]

It

[v,cilaw,T]aw]

ou seja, Alya) = yAla).

(V x W) U (V X TH) -

29
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Agora, seia Bn(sl) o grupo de bordismo de acoes :semi~1i-

1 . "y
yres de & em n-~variedades com bordo gue &€ livre no bordo..

Temos definidos os seguintes homomorfismos de N -mddulos:
. 1 1
jo: SF (7)) ~ En(s )

que associa [MF,T] a [M,T], uma vez que am™ = @, e também

tencs:
. 1 1
3 : B_(sh) ~ N_(s%)

gque asspcia {vn,Tl a favn,Tlavn}.

TEOREMA 4.04. A sequéncia
_ L, d., 1, 2., 1
0 — SF_(57) B, (8T No_1(87) — 0

& exata e se fatora. {(Veja [16], 8.3}.

oy, /2]
Denotemos por M_(8*) = @& N
" k>0

pago classificante para os fibrados k-dimensionais unitarios. E

& o eg

{BUk)’ onde BUk

n-2k

denotemnos M*(Sl) = § Mn{sl).
n>Q

TEQOREMA 4,05, Existe um isomorfismo

1 [n/2]
F :.Bn(S y > & N

e n-2% (BG)
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dado por: a [M",T] associamos 2 {uk o> Fn—Ekl , onde g2k 4
: K
a componente de dimensio n -2k do conjunto de pontos fixos e

oE & o correspondente fibrado normal.

TEOREMA 4.06. M*{Sl) & uma algebra polinomial graduada - schre:
Ny , cujos geradores sdo as classes [A ~ CP(n)] com n>0, isg
to &, os fibrados lineares candnicos sobre €P(n), <com n > 0.

(Veja [16], 8.7}.

TEOREMA 4.07. N*(Sl) & um N,-modulo com base dada pelos elemen

tbé {[Szn+l,sll}

nzO‘

OBSERVACAC 4.08. Um elemento gualguer de N2n+l{sl) pode . ser

escrito de maneira Gnica como

n
» {er] [SZ(nnr)+l,Sl]

=0

enguanto que um elemento arbitrdrio de NZn{Sl) pode ser escri-

o univocaments Ccomo

ri~L
>3 [X2r+l} {Sz(n#r}“l,sl}

=0

Seja 4 EEMz{Sl) a agao semi-livre de s! no disco unité-

rio dada pela multiplicagao escalar, entdo 3{i{) = {Sl,sl] e
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LEMA 4.09., O diagrama

1 3 N 1

Marr2 (871 = Mgy (87
| }

1, _3 1

My (s —2 w,  (sh)

& comutativo.

1

IV -~ 2, PRODUTC EM @ N2n+l (87}

n&O

Definimos um produto em & Nz' +1(Sl) como segue: Suponha
n>0 n

sh e BewN, . (shH. sejan o' e, (s e
)}  tais que A{a') =a e 3{8'y = B. Sedja K =

max{m,n}) e k = min{m,n). Definimos

ag = a5 (arpn) € Ny (T

Mo caso n*m, isto define uma estrutura de anel com unidade em

N2n+l(s_l) ; com unidade o elemento [82n+lf Sl] .

. O produto of esta bem definido peis: suponha que 3(a”) =o.

Temos 3{a” + ') = 3{a™) + 3{a'}) = 0. Portanto, existe uminico

vy € SF (Sl

242 ) tal gque a" = a' + y. Assim,
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il

3(a"B') = 3{(a' + YIB') = d(a'B' + yB') = 3(a'B') + A(yB') =

3{a'B') + y3(B') = 8 (a'B') + ¥B.

pPortanto, 23(a"B') = 3(a'B') + ¥H. Como X > n, temos a¥ (v

= i('Jr“l{ﬁ} = Q. BEntao K+l(¥8) = 0. Assim,.

E+1

hatargry = A5 T Garen) + vy = a¥locareny 4

Livey = a¥ 5 @rey.

portanto, AN a(avgt) = 2% la(a's'), o que demonstra que opro-
dutoc esta bem definido. (Analogamente, verifica~se guando

3(8") = B}.

LEMA 4.10. Se n <m entao alAf = gf e se n>m entao

A{aB) = aAB.

DEMONSTRACAC: Considere primeiro n < m e escolha B“GEMémﬁé%

com 9{B') = AB. Assim, A(3(R"L) + B) = 0. Portanto, existe por
(4.01)"7 {vzn} & W Gnica_tal gue:

3(8"4) + 8 = [ v*™} [st,sly.

Entdo, 9(8"i) + [v®] [st,st] = g. como 3(4) = 1st,8t], temos
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3(g"4 + [VO™14) = B. Assim,

ag = A5 arpnl + (VPP Tard)
= Am+la(d*gﬂi)‘+ &m+i 3(Ev2m1a'i}
=A™ 0atm) + (VPN A™ (at)
= 0AB + {vzm}a’“a..

Como n <m e o & M2n+l(sl) temos gque Ama = (. Portanto, af
= uAB.,

Agora, no caso n > m, temos 3(B") = AB. Entdo A(B(E"Li+R)

= . Portanto, existe {Vzm} € N com 8(€%3~+{Vm%{5{51}==8-

2m
Come 3(L) = ESl,Sll temos d{B"A + {Vzm].i) = R, Assim,

= ADF2

A{oB) (e + [V™atd)

AP laiars" ¢ (vPar)

1l

An+l

il

3la'B") + [V a5 (a )

i

ahB + [vemyantly,

1 +
Como n>m e a € N2n+l(s ) temos que A" la

0. Portanta,

A{aB) = wAB.
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LEMA 4.11. Para gualguer par o, B temos

A{aB) = AcvdB,

DEMONSTRACAO. Supor n <m. Entdo of = oA  por (4.10). Assim,

il

m~1l>n o que acarreta A(adg) AcAB. Portanto,'A(a8}=zﬁa&8.

H

Se n=m, A{aB) = cAB e AcAB = oAR. Portanto, A(aB) = AnAB.

LEMA 4.12. Se a,B e & € M2n+1(sl) entio  o{B8) = (0B)§.

DEMONSTRACAO. Escolhemos o', 8' e §' € M2n+2(81},_ tais que

d{a’') = o, 8{B8*') = B e 3{(&§') = §. Entao
a(8s) = aa™ta(grery

ar (AP (B's "))

i

“.ﬁﬁnﬁ(ﬁ’é‘) {por (4.10}).
E assim, sucessivamente, temos que off8) = wd{B'd'). Por defi-
higéo,
ad(BY6Y) = ézn+l+la(ﬂt'{8‘6'))
= A%P*25((agm) 6
= 3{a'B*')$§
n+l

= A A{a'R") 4

(aB)§.
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TEOREMA 4.13. O produto of define uma estrutura de anel em

& N, ..(sh).

niﬁ 2n+l

DEMONSTRAGAO, Devemos verificar a lei associativa em geral pa-
1 1 ' ' 1, .
ra o € M2n+l(s ), B E N2m+l(s Y e § € N2P+I{S ). Podemos as-

sumir m < p, entao por (4.10), temos:

I

a(Bs) = o(pAPTMS),
pois:

aaP Bs = ga(aP sy

= gaP g

= BA (AP 2y

= Bap—m~25
. = o oww = 86-
CABO I: Se n < m, entdo:
a(B8) = wa" P (gs)

= AT P (AP TR,
= g (AT R AT, P gy
= a (A" gaP g

= (ap™Pg) AP

= {aB)S.
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CAS0 II: Se n > m, entao

a{B8) = Aa(8d)
- (™M) (ga)
= fﬁ“fma)(sap“ma)
(A" M)

= AP Rg

= {ag)d.
OBSERVACAOQ. Como B{Lm+l) = [Szm+l,sl} temos gue para o &
N2n+1(sl); a[82m+l,sl} w0y para n<m desde qge &“ﬁauuxm*H
= 3{a'") = o, S¢ n > m, temos =3I52m+l,81] = an+l§kﬁ£?&1)5ian“qu.

o 1. . R |
Em particular, M2n+l(s j @ um subanel de nfo N2n+l{5 )

2n+l

com unidade [8 ,Sll, )

‘ 1, 1
Az Ny (8h) > N, (8T

2 um homomorfismo de anel,

IV - 3. O J-HOMOMORFISMO ESTAVEL DE BORDISMO

Introduzimog o anel
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. . 1, _A 1
invlim(N, _,{87) <= “2n+1(8 )} .

————

R

i

. . X . o 1
Um elemento em R & uma sequéncia {ozn}o com o € N (87) e

Zn+l
A(an) = 0y ¥yn » 1.
1 1, _ k
Definimos J : M,(87) = R, onde M, (s7) =@ @ N, .. (BU.),
| k>0 §=0 33
como segue:

Para A & Mzk(sl)’ seja En(A) s &katain+l). Notanos que

Ak ,n+l)

- - = k., .
T () € N, (s}, como AT (&) = A haad = Mvai™ =

- - . — =5 : '
Jo.1{®), a sequéncia {J (A)} € R e tomamos:

Ta) = (5, (a }z ]

k-n

Notamos que se k > n + 1  entao Eh{h) = A ‘13(A)-

0O homomorfismo J & estdvel com relagao a multiplicacgdo por

i, isto &, T(AL) = J(a).

TEOREMA 4.14. O homomorfismo estavel

Jd : 8 & N

(Bu,} - R
k>0 3=0 .

2k-27

& multiplicativo.

DEMONSTRACAO: Como J & estidvel & preciso somente’ considerar

pares A, B €& Mzk(sl) é componentes 0 < n < k. Neste caso,
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i

T (BT (B) AR Ly ) AR Ly ()

AL ) 5 (BY) .

Por definigac,

3(n)3(B) = 253 (aB)
= 12K3 (2%
= 42Ky ap0m1eL
portanto,
T @3 ) = AF e myse)n
n n ’
_ aken~l =
= A (Typ (BB) ]
= 3, (aB).
. 1 k
Tomando o anel M, (87} = & @ Nop 2.{88.}, vamos consi-
k>0 j=0 “*7¢3 3

derar o anel guociente F obtide da seguinte forma: este anel
F & obtido fatorando o ideal de todos os elementos da forma A+

Ai{ onde A € M*(Sl).

Existe, de forma natural, um homomorfismo de anel induzido

J : F - R.
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A ESTRUTURA DE R

Desde que N*(Sl) & um N,~mddulo com base dada pelog ele-

nentos {[82n+l,sl}}n30 ppdemos degcrever o produtc em Naﬁi{SH
diretamente:
Se
| n 2r 2(n-r)+1 .1
o = E [X ] [5- rS }: e
r=0
B o 2 (n-ri+l _1
B = z [Y ] ES S }r
r={
Sejam
4' = X {xzr}£n~r+l‘
r={
bel
B' = [YZr}Ln~r+l,
r=0
tais que
a 2 2 2{n+1) -1
a8t = T ( T [x“F1[v*"h4 , e
r=0 xr+g=L
n
r= r+g=L

- Podemos usar isto para identificar R com o anel Hizn}(e)

de séries de poténcias formais sobre o anel graduado N1 . a



4]

o N .

- o
z {er]er associamos a seguéncia {an}o onde
0 .

=4
o
oMb

Temos &an =oa . €a formula para mns & justamente a

+1

regra para multiplicar séries de poténcias formais. Assim, te-

It

mas s

T : F -+ N(O).

LEMA 4.15. A imagem de
_ 1 1,
SFo, (870 ~» M, (87} F - N{0)
estf no ideal gerado por 67, e

5([M2m,T]) = [MZm]Bm + termos em pot. > de 6.

DEMONSTRACAG. Dado (Mzm,T), seja [& - F] € Mzm(SIB o fibrado

normal ac conjunto de pontos fixos, entao
2([E~Fl) =0¢€ K, (50
2m-1 f

assim

m-n-1

EH(EE + F1) = A 3({£ > F]) =0 para 0 <nz<m~1,
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Amacre > ma™h e, st

H

J L8 > FD) oty 5D

3(lE > Fl1d)

H

1l

' 1
[s(¢ & 1¢),s 1.

Como A{[S(E @ lm),sl]} = 0, entdo por (4.01) existe uma {nica
[x°®]  tal que [S(E @ 1¢),sl] = 221 [st,8Y1. mas, por outro
lado, [@P(E ® 1)1 = [M®™]. Portanto, [S(E @ 19,51 =01 51,501,

Assinm,

J([&~>F]) = EMngGm + termos em pot. > de 8.

LEMA 4.16. Seja £~ F € M, (sh). se

J(Lg ~F1) = 86" + termos com pot. > de 8,
entac existe uma variedade com agao semi-livre de st {M2m,T}
tal gque B estd na classe de MZm e &> F & o fibrado normal

a0 conjunto de pontos fixos de {Mzm,T).

DEMONSTRACKO. Temos
0 é =1 {{g »FI)

= A=l e s Ry

it

d{lg ~» F1).
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Mas, 3([&~ F1) = [S(£),5%]. Portanto, [8(£),s'] = 0. Suponha

que (S(£),5Y) & bordo de (v*®,1) € N, (sh). seja

. Mzm-m fﬁ(§3 u VZﬁB,/S(g) = gvzm

e T =98 U 1, O fibrado normal ao conjunto de pontos fixos de

2n

Pl

M™7,T) &€ £~ F, e portanto B = [Mzm},

LEMA 4.17. Seja 1g € M,(sh). Temos T(ly) = L.

DEMONSTRACAD.
Tp(le) = AB(1pd™)
% aa(¢n+2)
- &[82n+3,sl}
= [g?tl gty eszi(sl) , ¥n >0,

Portanto,

J(lm) = 1.
LEMA 4.18. Sejam [stl € st g A€ Mzk - Entao

TV = (V*5165%F(a) .



DEMONSTRAGAO.

Como ASTE3 (%L

mnos:

€ N

Portanto,

= 25 N
Jn{[v 1a)y =

i

25

[V

n-s
=

r=0

Assim,

n+l

1a) = 85 3 (v*S 18

&S+k [v2s13(A£n+l}

H

[v2$]£s+ka{A£n+l)‘

]

1 _ . .
In+l-2g(8 1, € (2(n=-s) +1) & impar,

n-s
= £ [x°T] [s
r=0_

2{n-s—r)+l‘sl}'

n-s
1 2 1x%%) Is
r=0

2{n~s~r)+lfsl]

[x%T) [v38] (g nmsmEiHd gy

FIv3S1a) = = [(%°F] [v2S]eSTF

i
<
y]
i
<0
i
48
b
)
2
&
!—‘

i
<
™
ol
@
w
i
Z

- 44

te—
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No gue segue, vamos definir o operador
K : SFetsh) - sF,sh .

Seja (M™,T) uma acdc semi-livre de Sl. Para definir K[M%,T]
procedemos da seguinte forma: consideramos as seguintes agoes de

st em D2 x MM

s {t,{z,m)} +—> [(f£2z,m)
(t,(z,m}) > (tz,T{C,m}).

Restringindo a Sl x M" obtemos as acoes induzidas {Sl><Mn,Tl}

8 (Sl ® Mﬁ,Tz)g que sac equivariantemente difeomorfas por

1

o+ (st x M) — (87 x u,my)

{s,%) Pf*(S;T(s,x)}.

Tomando a unido disjunta (Dz X Mn;Tl) U {Dz X Mn,Tz), construi-
mos ut2 uma variedade fechada, e uma agao T, de st em Mn+2,
usando a identificacao de (Sl % MF,TI) Com (Sl X Mn,Tz} abtra-

vag de @.
Definimos K{Mn,T} = [Mg+2,Tl].

Para analizar o conjunto de pontos fixos F, de T, Obser-

vamos que ?l = Pix{7) U Mn, onde o fibrado normal de Pix(T) &
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n e 1¢ + Pix{T), onde n & o fibrado normal a Fix{T) em nfi, e
o fibrado normal aL_Mrt & um fibrade linear complexo trivial.
Por um processo  indutive podemos assoclar a (MH,T) uma
sequéncia de agoes semi~livres de s' em variedades fechadas
(V({n,k), 7). Tomando [V(n,0),7 1 =[M"T] e [V(n,1)5 )=K[0,TL
A partir ﬁe-(v(n,l),rl} obtemos (V(n,z),Tz),‘aplieando a cong-
trugdc acima a (V{n,1),7;). Rssim aplicando, sucessivamente, a
construgao acima k vezes obtemos {V(n,k),Tk) com conjunto de

pontos fixos

k-1
Fk = Pix{T) Vv (VY v(n,i})).
0
Além disso, nkfFix(T} = 1 @ lg =+ Fix(T), onde n - Fix{T) & o

fibrado normal original a Fix{(T) em bfx, @ nkIV(n,j} & wm

{k -~ j)~fibrado trivial.

LEMA 4.19., Se n - Fix(T} & o fibrado normal aoc conjunto de

pontos fixos de an,T}, antao

[Vvin,kjl ={ep(n o 1 + Z f[eptk - 31ivin,3)}].

k+}:)}
. 3=0

&
LEMA 4.20., Seja A_ o fibrado linear complexo candnico sobre
¢P (n}. Entaoc

x

E(An) =1+ Z [Vin+ 1,i)]8
1=0

ndi+l
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DEMONSTRAGRO. Seja T, uma agac semi-livre delffL definida em

€ {n + 1} aplicando

T

: [o)
. S 8
{zc,zl,.,ﬁ,z i sz PByreani? 3}

n

onde g € Sl. 0 fibrado normal ao conjﬁnto de pontos fixos de

-

[EP(xx+-l);§6 1 &

{n+l)

(l¢ - CP{G)} ¥ (A = CPin)},

onde A & o fibrado linear complexo candnico. Vamos considerar

as variedades com acao semi-livre de Sl, {V}n~&l,k),rk}, onde
[Vin + 1,0},16} = {¢gP({n + l},TO]. 0 conjunto de pontos fixos de

[V(n + }»rk)rT}{] é3

{vmlg - F] +[11;~+v(n+1,0)} +

k-1

+ [1¢

> Vin+ 1,D] + ...+ [1g > Vin + Lk - D]

onde v > P & o fibrado

{n+1)

(lGC _

- eP{0)) Y (A = ap(n}}.

Fazendo k = 2 temos:

-

O conijunto de pontos fixos de [Vin + 1,2),121 é:
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2-»-)‘ 2-»1-- : >
[vel,>Fl+ ”‘G: Vin+1,00] + [1, > Vin+1,1)].

Como

Jivin + 1,2), 7T {V(n-+1,2)18n+3 + termos em pot. > de 8,

it

2}
e tambeémn

— _ — 2

Ji{V{n + 1,2},12] = J[v ® l¢ » 7]+

+ T2 > vin + 1,01 + Tl » vin + 1,1)]

temos:

{(Vvi{n + 1,2)]8n+3 + termos em pot. > de § = J[v » F ]+
+ [Vin + 1,0}18“*i + [V(n +.1,1)13n*2,

Portanto,

n+2

Lo vy e 1,118 +

Fiv-Fl=1[(vVin+ 1,0)16

n+3

+

+{vin + 1,2)18™° + termos em pot. > de 6.

Mas,

- 1(n+l)

Jiv~Fl= JI c -+ gP(0)] + E(An}.

Assim,
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T =1+ [Vin+ 1,006 4 [V(n + 1,1)18%F2 4

n+3

+ [vin + 1,2)18 + termos em pot. > de @,

Portanto, em geral

{vin + 1,i)1e7HFL

0

I &4 8

J{A ) = 1 +

Para cilculos mais explicitos de J nosgeradores de h@(s%,

isto &, nos elementos An , COomo.

k+1

v+ LK) = [ep ® 17 + [ep o+ k + D]+
k-1
+ Z {ep(k - NI Vin + 1,43} {por 4.19)
4=0

& conveniente conhecermcs alguns resultados referentes a classe
de bordismo de alguns espagos fibrados projetivos complexos as-

; k+ . - k+1
sociados a ln ! l& l, isto &, a [mpcxn ) lm 1.

IEMA 4.21. Se £ - V" & um 2-fibrado plano complexo, entao

[CP(E})] =0 em N

-

m+2

DEMONSTRAGAQ. Devemos mostrar gue todo nimero de $tiefel-Whitney
de CP(f) & nulo. Seja ¢ € H2(¢P(€); Z,} a classe de Chern md

dulc 2 do U(l)-fibrado B(E) = CP(L). Temos a relaéﬁo
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| 2 P
c® = T p*lv,) e
1 J

= p*(vl)c + p*(vz)

onde Lrvy vy sao as classes de Chern mddulo 2 de £ = v,

-

A classe total de Stiefel~Whitney de CP(E) &

m 2 27 m

(Z p*{w )} (% p*{v )} (1l +c) Y = (& pFlw.)) (L+pr(vy))

0 3 0 J 0 J ,
ande l,wl,...,wm sao as classes de Stiefeiwwhitney de Vm e

p* ¢ H*(V"; Z,) ~ HF(CP(E); Z,) . (Veda [12], 36).

Portanto, cada classe de Stiefel~Whitney de ¢P({£} & dada

por:.

Wy = Prlwy +wy 3vy).

Escolhendo inteiros positivos jr tais que jl+j2+...-+jr,x1n+-2

tenos:

W, .ceo W, = p*{{w. + w, V.) .. lw, + W, v. ).
3y ip © ( j; 0 3l Jp  T3pmil

+2 ,.m
Com W, + w. Votaeoolw., + w, v & 5 V' %, =0, temos
o Jy jl*l l} Iy jr_l l) ( 2
que todo nlimerc de Stiefel-Whitney da (m+2)-variedade CP(E) &

nulo., Logo [E€P(E)] = 0.



51

LEMA 4.22. Para qualquer n > 0, [QP(hl & lg)} =0 emn “2uui}'

DEMONSTRACAC. Devemos mostrar que tode nimero de Stiefel-Whitney
& nulo. Seja ¢ € H°(CR(}, ® 17);Z,) a classe de Chern mddulo 2

do U(l}~fibrado B(Al D lg} -+ QP(Al ® 12}. Temos a relagao

i+l

ML o 8 px () D
1 3
onde l‘vl""’vn%l s3o as classes de Chern mddulo 2 de
kl & lg - P {1}. Como Hzi(EP{l}; Z) =0 para 1 > 1 temos gque
Vo & ene = Vn+l = 0 e vy = o o gerador de H2{¢?(1); %Y. Ag-
sim,

cn+1 - ?*(d)cn‘

A classe total de Stiefel-Whitney da 2{n+1i)-variedade fe

-

n
chada QP(Rl ® lmi

2 n+l ,
(2 p*w.))l E priv.) (1 + )0
0 J 0 J

onde l,wi}'wz sao as classes de Stiefel~Whitney de ¢€P(1). Co-

mo

2
Zp*{w

0 o= L p*(0))% = 1 + p*{a®) = 1.

Portanto, a classe total de Stiefel-Whitney de mP(kl & 12) gz
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1+ o™ v pr @+ ™.

Assim, denctando por W; a i-&sima classe de Stiefel-Whitney de

n
mptkl_@ lm) temos:

g+l T i-1 .

sz (.j Yoo+ (] 1}’ "p*{a} e, para 3 > O
.. o+l 3 n#l §-1

sz { 3 yed 4 FYSi 3 Yoo Tp*{a).

Escolhendo inteiros positivos jr tais que jl-+j2 + ..+ jk =

n+ 1, temos qgue

k k 3 k
: +1, n+l [ 4]
Wou wou Wo. =1 (%7 + Z (I (" eMp* ()
23y 23 1 3y s=1 DL Ty I \
k kK J_ -k
= (DD 3 2w (T pra)
1 dr 1 1 ¢ _
k3
Portante, como ? e ulie 1,
k k
Wo. ees Wy, =1{0 o+ (ML 1Pere) = 0.
I i 1 r 1 Jr

Assim, todo nimero de Stiefel-Whitney & nulo, e {GP{Al ® 13}]x

0, ¥n > 0.

LEMA 4.23. Seja ln o fibrado linear complexo candnice sobre

CP(n)}. Entdo [CP(A  ® 1.)}] = 0, ¥n > 0.
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DEMONSTRACAO. Seja T, a agdo semi~livre de s gefinida em

¢P{n + 1) por:

T

: O
{zo’zl""’zn+l} e {Szo’zl""’zn+l]'

0 fibrado normal ao conjunto de pontos fixos de [€P(n + 1},?03

{(n+1)

& (1, > e (0}) U (A~ CP(n)). portanto,

[epin + 1)] = {EP(An & lm)] + [€P(n + 1L)].

Assim,

IEP(kn @ l¢)} = 0, ¥n > 0,

LEMA 4.24. Para qualquer par de inteires n, k

tep(x, o 12)} P (X _, O 1g+1)] = [er(n + k).

1

em CP{n + 1)

. o ol 1
dada no lema anterior, e ’Té a acao semi-livre de § dada em

DEMONSTRAGAO. Sejam T_ a agao semi-livre de 8

P (k) por:

_ T
[z ,zl,...,zk] o { 52

O "z

Gl.zll" k}'

1

Assim, existe em €F(n + 1} x CP(k) uma ag¢ao semi~-livre de S

dada por (To’Té)' com conjunto de pontos fixos auniao disjunta
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(CP(n) x CP(k — 1)) U €p(n) U Cp(k -~ 1) U CP(0).

Os fibrados normais sao, respectivawmente,

k

A x A > CP(n) x @Rk - 1), A ® 15 =~ CP(n),
e 1™ s pw-n, e 12 L gpoo).

Portanto, pela sequéncia exata curta  (veja [16], 8.3), temos:

® 12*1)} + [CP(n + k)] =0,

[Ce O xM)] + [CP(A @151 + (€2 (A,

Como €P(n) x ¢r(k - 1) tem codimensao 2 em €P{(n + 1} x ¢p{k},

por (4.21), temos gue [CP(XA x A)] = 0. Portanto,

e

(@O, ® 1] + [CP(A,_, ® 107)] = [€P(n + k)] .

OBSERVACAD. Como consequénéia do lema anterior temos gque

[ee(x_ @ 12)] = [€P(n + 2)], pois
: 2 n+l -
E@P(Kn ® 1¢)} ¥ {my(hl & lm 31 =[€CP(n + 2)]
e por (4.22}), [mp(xl'@ 12+l)} = (. Portanto,

20 2
fer(x, ® 1001 = [ep(n + 2)].
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IV - 4. CONJUNTO DE PONTOS FIX0S DE ACDES SEMI-LIVRES DE Sl

pada uma n-variedade fechada diferencidvel M7, para quais

. . o2k o

valores de k existe uma (n + 2k)-variedade com agao
semi-livre de Sl cujo conijunto de pontos fixos &€ cobordante a
M® 2 pada uma variedade fechada Mn, nosso objetivo, no gque
segue, sera mostrar qgue para alguns valores de k existe uma va

riedade fechada com uma agaoc semi-livre de Sl, (Vn+2k,_‘l') , cujo

conjunto de pontos fixos & cobordante a M=,

vVamos denotar por Si , onde k & par, o conjunto de clas-
ses no grupoc de cobordismo nao orientado Nn que sao representa
das per uma n-variedade que € o conjunte de i)ontos -fixos de uma

(n + k)~variedade com uma agao semi-livre de Sl.

Propriedades de S§

k -
1) Sn & um subgrupo de Nn
o)
2) Sn = Nn
3) sh= 2 sk sty g un ideal en W, .
n=0 ©

PROPOSICAO 4.25. A classe de €P(2k) U ¢p(k) x ¢P(k) pertence

4

4k’ ¥k > 1.

a S

DEMONMSTRACACQ. Sejam Ay © fibrado linear complexo candnico



sohre @P(Ek) e A o fibrado linear

k
C€r (k). Fntao temos:

. FOLT T2
= TO)T0Y) + @TO)

[v(2k + 1,1)}ek+itl

+ {1 + 2
- i=0

[vik + 1,4i)]ek+i+l, 2

2k+1

!

1+ {v{2k + 1,0)]8

282k+2

+

I+ fvig + 1,01

vzk + 1, 0] + [Vvk + 1,019

H

+ vz + 1,30 + [vik + 1,119

+ termos com pot. >

Portanto, por (4.16), a classe de €P{2k) U @P{k) x €P(k),

+ [k +1,1)]

e2k+2

56

complexo candnico sobre

2k+2

+ [v(2k + 1,116 + oe.. F

2g2ktd

]82k+3

+ [Vi{2k + 1,2) +

02k+4 | [y(ak + 1, 4)18%K > 4
de 9,

que

- . 2 4
€ a base do fibrado AZkAo + Ak , pertence a Sék .

OBSERVACAO: Se k & impar, temos:

[P (2k)] + [€P(k) * CP(K)] = [CP(2K)] =

[RP(2k}) x RP{2k)}.
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Portanto, [RP{(2k) x RP{Zk}] pertence a Sjk para k 1impar.

PROPOSICAQ 4.26. Seja,1M2 uma variedade fechada no grupo de bor

dismo nao oriendado Ny o Entio a classe de (M2 X EP(2k)) U
U (M2 x gp (k) x €P(k}) pgrtence a Sik+2'
DEMONSTRAGAO.
TP Iag 0, + DRI = (M216F (A, + AD)
= [MP)8{([V(2k + 1,1)] + [V(k +1,011%)0°K+2 |

2k+3

+ {vi{2k + 1,2)18 + termos coﬁ pot. > de 8},

(M2] ([V(2k + 1,1)] + [V(k + 1,0)] 3)e?k+3

!

+ termos com pot. > de 8.

Portanto, a classe de {M2 X ¢p(2ky} Y {ﬁz % CP(k) x €p{k)), que

. . 2 2,2 4
€ a base do fibradeo M AZkAO + M7A, , pertence a S4k+2'

OBSERVAGCAC. Poderiamos também concluir o resultade acima, usan

do a Proposigao (4.25), e lembrando gue Sf €& um ideal em Ny,

n

Desta forma também temos gue a classe  de (M™ x gP{2k)) U

4

n :
U (M x ¢P(k) x Cr{k)) pertence a S4k+n'

para qualguer n > 0.
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PROPOSICAC 4.27. Seja TP (A, ® lg) o espago fibrado complexo
projetive associado ao fibrado Xz @ lg . Existe uma agao semi-

liére de Sl em @P{Az & lé) S SFlO(Sl} fixando ¢€P(2) U ponto.

DEMONSTRACACQ. Seja (A @ 12 > @P{2)) W (12 > EP(O})EEMlO(Sl}.TE

oS 2

2
T

it

= 5 = 2z -, 5
Ty @ 1g + 1) = T0, @ 1) + T(1g)

3(12) + Eilm)

it

il

[v(3,0)18° + [v(3,116% + [v(3,2)10° + ...

Como, [V(3,0)] = [CP(3)] = [RP(3) x RP{N] = 0, e
5 0. _
Ev{3,13] =[ep(4)] + [EP(Kz & 1¢)] + Z [er(l-x0]1 [v(3,%)1]
k=0
= [ee ()] + [ep(hy & 1)1 + [er (L] [V(3,0)]
[ 2
e {¢9(4)] + [mpclz ) 1¢}I
=[ep(4)] + [ep(4)] = o por (4.23).
Portanto,

) |
o 1° + 13) = [V(3,2)18° + termos com pot. > de 8.

d (A, T
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Cono,

{v3,2)]

1
[ep(5)] + [ep(A, ® 13)} + T [ep(2-%)] [V(3,k)]
. k=0

Hi

[mp{Az @ 12)}+ fep(2)] [v(3,0)] + [ep()] [v3,1)]

It

3
tep(n, & 1)1,
e pelo lema {(4.16), concluimos gue existe agao semi-livre de Sl
emn QP(lz ® lg}, fixando C€P(2) V ponto que & o espago base do
: 2 5

fibrado Az & lm + lQ .

Vamos agora analizar o efeito do homomorfiémo de Boardman
J em alguns elementos de Mlo(sl).-No que segue denotaremos por
X a classe de RP(n).

n

| 5
1 1
STl = M5 = 8 Nygor (BU)

= NlQ(BUO)~+N8{BU1)~FN6(BU2)-+N4(BU3)-FNZ(BU4)-kNO(BUS)

NlO{EUOJ -t NIO'

Sejam os elementos X A, , X AL » X A, , Xoh, , A pertencentes a
870 6_1 472 273 4

NgtBﬁl}. Toemos:

UHICAWMSE
BIBLIOTECA CENTRAL



J(xyhy) = x,0

Sejam x4lok1 ' xz}\okz ' K0k3 . xzkl ' A}_,‘kz em QG{Buz) . Temos:

ot
™

. i
"

o
@

2

= 1 +[V(5,0078° + ...

2

+oxg [V(2,0010° + % [v(2,1)16°% + ...
5 . &
+ Xy [Vv(3,0}]10® + X, [vi{3, 1318 + ...

3 = w0+ x, ;V(4,0}185 +x, [V(4,176% + ..

60

5(X4kokl>?ix462-&x4{v(2,o>194—+x4{v(2,1>195-+x4{V(2,2)}65'+}..

Flayd )y) =2,8 +x,0v(3,0010% 43,0 v(3,1)10% +x,0v(3,2)10% + ...

=1+ [vi4,010% 5 [via, 118 + [via,2)10% + ...

Tghg)

Fap]) =1+ (v(2,001 %" +1viz,11%°% + ..
T, =1+ (vz,0le + (viz,210% + (v(3.2165 4
Sejanm }::47\3, xzkikl, kgkz, }\G}\i

em M4(BUS}. Tomos 3



3 _ 2
J{x4A = x49

- 2 N
Jlxy A A =x

28 +%,0V(2,0018% + x,01v(2,1)18% + x,[v(2,2)]6%+...

T2 =1+ 1vi3, 010 « (v, n1et + 1viz,216% 4 L.,

E(Aoki) =1+ [v(z,001%6% ¢ [viz2,1)1%6% + ...

, 4 3 '
Sejan leo , kokl emn szBU4}. Temos :

4 —
J(x k = x29

E{Rzkl}==1-+{v(2,o)}82-kIV{z,l)I83lFEV(2,2)}84-+[V(2,3)185+

. 5 ¢« N - T
Para ko o (BUg) , temos: J(KO) = 1.
Portanto,

w05 h 5

J(?\o-l- ?\4) = [v(5,0)107 + ...

H

- 4 .
Tixyhy + %00 = x, [V(4,00167 + ...
J(x, A +x>\3> = (V(3,0)10° +

AR M) 4”0 X4 ’ “ee

Ter. AL + A0a)

i

([V(3,2)] + [V(2,3)]18° + ...

172 o 1
T2 + 22 = 1v(3,2)10° +
ota * 4 ' SRR

Flaghy + 2,2 1,) = (x5 [V(3,1)] + x, [V(4,0)])8° + ...
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. . ~ . . 1
 Assim, concluimos gue existe agac semi-livre de § em:

(a) [V(5,0)] fixando CP{4) U CP(0).

(b) RP(2) * CP(4) fixando RP(2) X e (3) Y RP(2).
(c) RP(4) x €p(3) fixando RP(4) x CP(2) U RP(4).
(@) V(3,2) U v(2,3) fixando €P(1) x €P(2) U p(l).
{e) V{3,2) fixando gpr{2) Y CP{0).

(£) RP(2) x V(3,1) fixzando RP(2) x CP(2) Y RP(2).

(gq) (RP(2)xV{3,1)) V(RP{2) x¢P{4}) fixando RP(2) » CP(3} ¥

U RP(2) x €p{2).

Com © objetivo de calcular Sgﬁ ; isto Ié, o conjunto de
classes Mzn emn Mzn para as guais existe uma variedade V2n+2
com agao semi-livre de Sl com conjunto de pontogs fixos bordan-
te a Mzn, vamos primeiramente calcular esses conjuntos para
alguns valores de n, mais precisamente calcular S%n para
n=1,2,3,4,5,6. No que segue Mzn denotard RP(2n). Observamos
que, se um elemento o € SFZ(n+1) fSl) tem conjunto de pontos fi
X008 em S%n , entac jo € Nzn(BUl} . Sendo )ln , o fibrado linha

complexo candnico sobre €P{n), temos:



TO) =1+1v(2,018% +1v(2,1187 +[v2,010% +1v(2,3)18° + ..

63

3{32}=zl-+{V{3,0}]83‘¥{V(3,l)]84«k[V(3,2)]65-#[V(3,3}]85 o

T =1+0vi4,018% +1v(a, 118 +[v(4,2)18°% +1v(a, 31087 + ..

T =1+1v(5,0016% +1v(5,116% +1v(5,2)167 +1v(5,3)16° + ...

Tihg) =1+1v(6,0010% +[v(6, 11187 +1v(6,2)10% +1v(6,3918° + ...

T =1+1v(7,00007 v, 116° +{v(7, 20187 +[v(7, 9100 4 .

il &8 8o

SF {sl) -——j-«"r M (sl) = N (BU, )
4 4 - 4-2% k

k=0

N,(BU ) + Ny(BUy) + MQ{BUZ)
garaéo:es de N2(BUl) 3 [MZ]AO e Al
- 2 20 L2

T MTIA) = [MT] 8T (A) = [M7]6

FOg) =1+ [V(2,007162 + [v(2,1)16° + ...

Portanto, Sg = {0} .



Ng-2x (BY)

i & w

1 1
SF {57} > M (87) =
6 6 k=0

cos ¥ N4(BU1} I
eradores de N, {BU.} : {Mélk\ {M‘?]A e A
g 4 P¥y ¢ o 1 2

Fommtiag = e’

FoiMPia) =) edl +(v(2,006% + vz, 110° +[v(2,2)10% + ..

=IMP10 +IMIIVI(2,0)]18° + [MEIIV(2,10]8% + ...

Fo,) =1+ ve,m1e” + v, niet + vz, 210° + ...

Portanto, si (0).

i

3’ .
SFg(sh) —— Hgtsh) = @ Ng_, (BU)

x 8-2k

I} & &

0

1

“ 2= +N6(BU1> + L

6 4 2
geradores de NG(BU:L) : [M ]P\Q , IM71 }”l’ fM™] }‘2 . R?’

64
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Ffy ) = (016’

(4102 + mtrvez,oie? + etIviz, 118° 4+ ...

i

E(E u? Aq)

T ay) = v?1e+ [M¥11v(3,0018% + {M?][?{B,l)}es + o

Ty =1+ va,00ef + via,n1e” « [vig,210% + L.
portanto, S° = (0).

6

- M

(2
i & W

N (BUk)

16 102k

k=0

= .. + NB{BUl) e

eradores de No(BU.) = [MP1x_, (w81, , d%1a,, 1v%12, e &,
g A R o’ 1 27 3 "4

Foiu®yay = 1yl

163 + (Prrviz.o1e® + M01Iviez,118% £ ...

Hi

Tl

3([M§1A2) = e 4 (d11v(3, 00102 « [md1ives, 116 + ...

Ferwling = 1vfle + [P1Ive,016° + 1ivia, 116° + ...

Jhy) =1+ [V(5,001€ +[v(5,118° + ..
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Portanto, 3§ = (0).

I & o

N
0

SF ) ——- M, (87) =

12 (BUk)

128 12-2k

k

=L, + MlO(BUl) Foea.

geradors de NlO(BUl} : {M;G] Ay s [MB}AI ’ [Ms}kz : [M4il3;

2
M ]k4 e AS

Tty = 10180

Fatiag = (%10« P1v2, 010 + nfirviz, 107 4 L.

Il

Fmtiny = 16107 + vz, 010% + f1Iv, 1167 4 Ll

Fuuting = 1utre? 4 nfiivea, 016 + 1 rivia, e’ + Ll

+

FUuling = (w76 + [A0v(s,016% + 1Mlives, 18’ + ..

-+

F0g) =1+ 1v(6,016% + [vis, 1187 + [vis,21e° + ...

, _
Portanto, SlO = {0).
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| -
v My 87 =

k

& -4

Ll
SF14(87) o M1a-2 B

= .. + N12(BU1) .

Y. 0 8 5
geradores de Np,(BU) : [M71a , (0°1a, 101a,, (g,
trf1a,, (B, e g

Fm2ia) = (ut?e®

]

T = 1t%6% ¢ friviz, w107 + 0 1vez, 116% L

Fn®iy) = 1ef1ef + tliivis,one? + 1flives,mre® 4 L.

il

Fut1ag = (%10 4 (flive, 0187 + (efiivie,n16% 4 Ll

Famting = tutre? + wtiivis, e’

i

vttty n1e® 4 L

(%18 + [MP1IV(6,00107 + [M21Ev(6,1)10° + ...

i

1A

O = 1+ [v(7,0167 + [v(7,1)18° + ...

2

12 = {0}

Portanto, S

Aralizando o que foi féito acima, podemcs generalizar.
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Temos:

PROPOSICAO 4.28. Seja a acdo semi-livre de Sl (vzn*z,TJ. Se o

conjunte de pontos fixos N & de codimensao 2, entaoc N & bor~

_ i 2
do, isto &, SZn = (0), ¥n > 0.

DEMONSTRACAO.

n+l

(s7) = & N 4 (BU ).

k=0 2n+2-2k .k

Para gue um elemento o € SF2n+2(Sl} tenha conjunto de pontos

vos em 2 - 5
fixos em S2n . devenos ter. jo € N2n(BU1)' Mas Mzn{Bﬁl) e ge-

rado pelos elementos:

221 5,, 0<iz<n

2n-2i. .

onde [M ] & um elemento gerador de N, de dimensdo 2{n—-i} e

Ai & o fibrado linear complexo candnico sobre €CP{i}. Como

- - x w r L]
Assim qualquer combinagao dos elementos lf([Mzn"Zl]ki)_ 0<i<n,
contém poténecias de © menores que. n + 1. E como, para um ele-

. 1 -
mento o € SF2D+2(S Y, Jio pertence ao ideal gerado por 6n+;

?

entac nao existe elemento, nac bordo, em SF2n+2(Sl) com a ima-

gem através de 3 em Nzn(BUl}. Portanto, Sgn = {0}, V n.
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2k

PROPOSICAC 4.29, S, contém a classe de cobordismo de

epe®y U MR ek - 1,
onde Ek > Mn~2k+l & um k~fibrado complexo e EP(Ek) denota o©

espage total do espago fibrado projetivo complexo associado.

DEMONSTRACAO. Considere a soma de Whitney

Ek ® lé - g2kt

k k : .
e o espage total CP{E" @ lm} do fihrado projetive associado. A
multiplicagao por um escalar nas fibras de Ek induz uma acao
semi~livre de Sl en @P{Ek @ lg) gue fixa o conjunto

n-2k+1

ep(e%) U M x @P(k - 1).

Considere £ - X um k-fibrado complexc. A classe total de

k+1

Chern de & -~ X pode ser expressa na forma fatorada 2'(l~+tj),
1

e para cada m > 0 introduzimos as fungoes simétricas elementa

Ir'eg
sm(g) = X (tj)

cada sm(€7 pode ser expressa de forma Unica como uma pelinomial



70
homogenea nas classes de Chern (as fungoes simétricas elementa-
res}, logo sm(g) & Hzm(x; Z}. Para uma soma de Whitney;

s,l61 @ £5) = Sm(il) + sm(Ez)

{Veda [ 9], pag. 292).

LEMA 4.30. Seia @P(nl,nz,,..,nkf o espago fibrado projetivo
complexo 2{n+k - l)~-dimensional associado ao fibrado A1$...@Ak

sobre CP(n;) x ... x CP(n,), onde X, & o pullback do fibrado

linear canbnico sobre o i-&simo fator. Ent3o para k > 1,
@P(nlf...,nk) r=t indetemponivel em N, se, e somente se
- +k~2
AR2y e (TR
1 k

& impar, onde n = Ny + oaee ¥ oMy

DEMONSTRAGAO. Denotamos por B(A; ®... @4 ) » €Png) % ... x(P(1ny)

o {2k - 1l}-fibrado esférico associado e por
P : GP(nl,...,nk) - QP{nl} K ue % mP(nk}
o fibrado asgociado com fibra (¢P(k-1). Neste caso o {2k~ 1}~fi-

brado esférico B{A; @ ... ® kk} & um U(l)-fibrado  principal

. 2
sobre EP{nl,...,nk). ceja ¢ € H (&P(nl,...,nk); Zz) a classe



de Chern mddulo 2 deste U{l)-fibrado. De acordo com {[12], pag.

36}

k .
ck-= Z p*(vj}ckﬁjr

[

onde l,vl;..ﬁ,vk sao as classes de Chern mé&ulo 2 de

Ay B o0 B A

1 - ﬁ)P(nl) X awa X (I!P(-nk).

k
Por inducao em i, podemos verificar gue

B s Gick"l + termos com pot. < de ¢,

onde vi's sao as classes duais de Chern, pois: para 1 = 1, te
moS :
ck“l+l = oK = Glck”l +-\;r2c:k"2 + termos com pot. < de ¢,
para i = 2:
ck—1+2 = ckc = ;lck +_v2ck“l + v30k~2 + termos com pot. < de ¢
= ;chwl-+ (vyv, + v3)ck"2 + pot. < de c.

Supondo gque vale para 1, podemos verificar gque vale para
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i+1:

Ko lHi+l o k=l4d

= k-2

= k1., - -
= {0 T, UV ot e YV by e T pot. < de cle
-—-;;ck-!-{vx_f + v, .+ +v, oV, + ¥ )ck”l+ ot., < de <«
i 2931 7 V3Yi-2 T oot T Vi T Vi pot-
ST - = - v T -1
= V. ViC + (vzvi_l TV o F ol Vi1V + vi—}-l)Ck +pot. <de C
= V.V, +Vav + +¥, ¥, + vV )ck”l + pot., < de cC
ER0 UG AF T B R RS S T A6 ] i+l pot. =
- k-1
= Vi3S + pot. < de c.
Assim, ck-1+n v.c5 1 & termos com pot. < de ¢, € como OS

n
coeficientes dos termos com poténcias < de ¢ pertencen a

-l _ 5 k-1

H3{mpcn1) X ... xCP(ny)) com > 2n, temos que N

= v L.

e tambdm c° = ;;n . Analogamente, temos que ¢ =

A classe total de Stiefel-Whitney da 2{n +k - l}-variedade

-

ﬁfP(nl,. . .,nk) &

Zn k -
(2 p*(w ) ) (Z p*(vy) (L + ) ),
0 J 0 J

onde l,wl Poewe s Woo sao as classes de Stiefel;—Whitney de

&P(nl) X yae X (I:P(nk}. Seja
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T, 3 CP(ny) X .., X TP(ny) > EE(gi)

a projecao no i-&simo fator, o oelemento nioc nulo de - @P(n,); Zy) .

e a z.n;(a}. Entdo a classe de Stiefel -Whitney de
QP(nl) oL .. X @P(nk) &
k . n,+1
oL+ o) *
. i
i=]
Portanto,
2n k ni+1
I op*wy) = T (1 + ay) .
0 J i=1

A classe de Stiefel-Whitney do fibrado

}Ll @ L 3 @ }\.k “* G:P(nl) x.- * " & * G:P (nk)

{B
R

{1 + ai). Portanto,

i=1

k | -
T op*(v.)(l + )73
i=0 J

I
[

{1 + ¢ + ai},

i=1

Assim, a classe total de Stiefel-Whitney de €P(ny,...,m ) &

{1 + ¢ + ai).

n,+1
(1 + a.) * .

1 * i=1

=R
iy

|

i

Entaoc a classe



52 (n+k~1)
Como GOFE-1

1.
>nl+..,..+nk>

=2 (n+k~1)

onde g, = X% uj
i=1

éér_clex, 3.4) o

PROPOSICAD 4.31.

nivel para cada k tal que

=2 {c + ai)

+ ; {c + ai)
h I :

=% (n + l)u§+kfl n+k-l‘
i +

74

0, pois k > 1 e n, 4+ ... +n_+k-15>

ni, ¥i Ltenos
ntk~1
i

.cn+k~l~j

n
ARl oy (n+knl)s

& a j-ésima s-classe de A, & ... @ A

valor desta classe caracteristica &

n+k—-2 k-2

{ ) R I { Y.
ny . 0
S%ﬁ contém uma classe de cobordismo indeconpo

ninero de termos na expansao diddica de n.

DEMONSTRACAC. Seja o fibrado

Al 8 ... 0 xk - Eanl) X wae X m?(nkJ

4 <k < aln), onde «ai{n}) denota

o
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do lema anterior, onde Nyse--0 & uma partigdo de n-k + 1.

k
O espacgo fibrado projetivo complexo associado & uma 2n-variedade.
Por (4.29) Séﬁ contém a classe de cobordismo de
TP(ny, ..., my) U TP (ny) X ... X mp(nk) x €P(k ‘.l}

e esta classe, por (4.30) & indecomponivel se, & somente se,

(n-l) + ... F (n—l) = 1 mod. 2.

ny Ny

Portanto, & suficiente encontrar para cada n e k uma particao

n-1 n-l, _.
(nl,,..,nKB de n-k+1 tal gue (rﬁ_} + ...~+-{nk) =1 mod. 27
\ ry Ty
Por {71,3.3), se n = 2 + L. v 27, ry Z eae 2T o, e
4 < k < t, entac
) Teekt2 L Tt-k+3 Tpe1 r -l ry-i
(2 "+ .. 2 ; 2 T-l,...,2 ~1, 2 -1,2 -1
R Tt

& a particdo procurada. Se n=2 " +...+2
e existe um i, 2 < i < t, tal que r;. >r, + 1, e 4 <k <t,

entac

r I I I
2V .2, 22%2.1,...,2 1

2 _1, 2 Rl s 2 , 1)

k-2

& a partigac procurada.
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IV-5. CONJUNTO DE PONTOS FIX0S E O FIBRARO NORMAL

PROPOSICAC 4.32. Se M°® & uma variedade fechada ndo bordo, en
tdo para k > 1 nao existe variedade com agao semi-livre de st
(Vz(n+k),T) fixando nk_* MZn com nk fibrado trivial comple-
XO.

DEMONSTRACAO. Supondo nk + u?B grivial temos:

Eink *—Mzn) = [m?“}an + pot. > de 8.

2 {n+k)

Cowo {M?n} # 0, nao existe (V ,T) com conjunto de pontos

. k n . - . .
fixos (n = M}, pois casoc contrarioc teriamos:

-, k 2n

Fn > ) = vt )

8n+k

) + pot. > de B.

PROPOSICACQ 4.33. Suponha que (Mzn,T) & uma acgao semi-livre de

1 . 2m . L~
s em uma variedade fechada, e que F & a uniac das compo-

nentes 2m-dimensionais do conjunto de pontos fixos de T. Se

as classes de Whitney do fibrado normal a F2m Sa0 triviais,

para todo 0 < m < n -~ 1, entado (F?™] =g para 0 <m<n-1
a [MZn] - {an]

FZm

DEMONSTRACAG. Seja o fibrado normal g,ﬂ s B ; 0<m < n-1.

Como as classes de Whitney de & s&o triviais, entao £~ &
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bordante em Mzm(BU(n - m) ao fibrado CQmpiexo trivial. Assim,

Fizg) =33 ) = T FeM g™,

Mas como,

Z‘f(EEm) = Eimzn_,T) = {an]en + pot. > de 8,
entao devemos ter [FZm] =0 para 0 <m<n-1 e [anlmimgn}.
PROPOSICAC 4.34. Se existe uma agao semi-livre de st (w®,m

com conjunto de pontos fixos M® entio [M;] & bordo.

DEMONSTRAQAO. Sejam 1, vy ,Vv, as classes de Chern mbdulo 2 de

vz > M2 (fibrado normal complexo}, portanto Vs € H4(M2) = 0,
Asgim, vy = 0 para 1 » 1. Portanto existe Yl - Nz tal gue
{yl @ 1 > N2} = {vz “* Mz}. Entao
Fiyt - N%) = Foyt e g ™ N?)
= E{vz - u%)
= [V6]83 =

Portanto, a classe de Nz pertence a.Sgw(OL.MascomQ {M2L={N2L
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temos gue [M%] & bordo.

PROPOSICAC 4.35. sgk = (0) para V¥k > 1.

DEMONSTRACAO. Segue imediatamente de {4.28) e {(4.34).

Seja uma aplicacdo £ : M® + X onde M' & uma variedade
fechada. Seja " e Hm(X; 2’32) uma classe de cohomologia de  X.

Para toda particio iy ¥ eeo ¥ i =0 -m, o0 niimero

* IR '
(wi sea w, f7%(h ),Un) c %

1 1y 2

onde W:".’_s sao classes de Stiefel -Whitney de MY, e o, €

Hn(Mn; 232) 2 a classe fundamental, esta definido. Chamamos es~

te nimero um nimero de Whitney da aplicagac f associado com h™,

TEOREMA 4.36. Se £ : MO = %X & uma variedade singular ndo orien
tada em um CW = complexce X, entdo {Mn,f} = se, & somente
se, todos os nimercs de Whitney de {Mn,f] sao nulos, {(Vela {1i],

1702) -

-

Seta [Mn,S] € Nn(sl} , entao Mt - Mn/s & um Sl - fibrado
principal, logo existe uma aplicagaoc f : Mn/S » ¢P  classifi~
cando este fibrado, finica a menos de homotopia. Agora H*{(t:Pm;Zzz)

& uma algebra polinomial com um gerador de dimensdo 2 denotadc



79

por <. Existe £¥%(c) € HZ(MP,/S; Z,), que sera chamado classe

caracteristica da agao semi-livre. Portanto,

TEQOREMA 4.37. A classe de bordismo {Mn,T} em Nn(Sl} de uma

1 em uma variedade fechada & univocamente

determinada pelos inteiros mddulo 2 (wi cee Wy cm,c%f onde .
1 k
w, sio as classes de Stiefel-Whitney de M/S, o €H (M/SiZ,)

acao semi-livre de 8§

& a classe fundamental de Mnfs, e il 4+ .. + ik = n-m. Estes

nlimeros sao os nimeros de Whitney da agao semi-livre.

PROPOSICAO 4.38. Seja & : E — v®  um fibrado complexo k-di-

. . 2m
mensional sobre uma variedade conexa V', onde todas as classes

-

de Stiefel-whitney de Vzm sao triviais. Entao se [8(£),8] &

; 1 - .
bordo em k2m+2k—l(s )}, £ & bordante em NQm{BUk) a um fibrado

complexo trivial.

DEMONSTRACAO. Come [8(£),8] & bordo, todos os nlmeros de
Whitney desta agdo livre sao nulos. Mostraremos gue para qual-

quer partigdo r = iy + ... + ij

i BHk=l-r _ 5 o H* (€P (E) , Z,)

p¥{v, ... v, )
iy 5

onde vls sdo as classes de Whitney de £, © € H°(CP(E)iZ,)

Cm+k—~l

e p* : BY(V'™, m,) » H¥(CP(E), B,). Para © = 0, = 0,

desde que (cm+k‘1 }» = 0 e Q@p(E) & conexa. Supondo gue

* Omak-1
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tenha sido provado para v <-rO , vamos provar que vale para

r, . Escolha uma partigao r, =iyt ... ij , entao

EHl

onde ©s Wis sac as classes de Stiefel-Whitney de (P(E£). A
classe total de Stiefel-Whitney da {(2m+ 2k - 1)-variedade P (£)
&:

2m k

W= (2 p*(w.)) (T p*iv.) (1 + )79
o J 0 3}

onde ifwl Poese A W sap as classes de Stiefel-Whitney de Vzm.

Como as classes de Stiefel-Whitney de Vzm 580 triviais teuos
gque

2m '
{ Z p*{w,}) = 1.
0 3

Portanto,

1

W=(l+o)F & p*(vl>(1-+c)k“ + p*{vzj(l-%c)k~2 £ oee Dy

Assim,

K, i k-1, i~1
W= (et 4 (S Tprlvy) 4 ..+ prIv).

Entao,
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mak=—1-~1 . m+k-1wr0

O _ _x
W, ...%W, C P (Vi e vi()c +

3 _ 1 3

+ termos envolvendo texrmos com pot. > de ¢,

Pela hipdtese de indugao, temos que

cm-!-k--l—r

pr{v, .. v, ) = 0 para r<r_ .
iy ig o
Fortanto,
m+k~l—ro
% . =
P (vil . vi‘)c 0.
3

Para r{:3 = m, temos

P*(v, ... v, Yyt = o

1 J
para toda particac de m, © que implica que Vi oees Yy = D,
1 ]

Portanto, todos os nlmeros de Whitney de £ sao nulos. Assim £

& bordante a um fibrado complexo trivial.

PROPOSICAC 4.39. Seia (Mzn,T} uma agao semi-livre de Slem,uma

Zn-variedade fechada, e seja o conjunto de pontos fixos sz de

T uma 2k-variedade conexa. Se todas as classes de Stiefel-Whitney

de IFZk sao nulas, entdo [Mzn] = 0,

DEMONSTRAGAO. Como 33 [M,T] = [S({&),8]

il

¢ em sz(BUk), entao
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2k

pelo resultado anterior o fibrado normal a F & trivial. Por

tanto,

2ky _ [p2k; gk

JE » F =

pois, pek g bordo. Como também
T, = (M°P16™ + pot. > de 8,

devemos ter iM?n] = 0,

IV - 6, INTERPRETACAC ALGEBRICA DA CONSTRUCAO GEOMETRICA K

Como em (II -2}, nesta secgdo vamos expressar SF*(SI) come

uma soma direta de determinados submddulos de SF*{Sl),

Seja [CP(n),T,] € sr-‘zn(sl), onde

T = |z ,..,zn) | (szo,zl,,..,z Y.

of n

O conjunto de pontos fixos degsa agac semi-livre de st o

(1g > CP(0}) U (A > €P(n ~ 1)}.

Portanto, podemos escrever {mp(n),TO] = an + a? onde a, =

[ee(n-1),A]. Assim o = [€P(n),T,] + ol . Como M,(s") & unma
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élgébra polinomial scbre N*_gerada pelos elementos &QEEMmJSl);
para n > 1, temos que 0s elementos [&P{n},TQ ] para n > 2,
juﬁto com @&, = L & Mz(sl}, formam outro sistema de geradores
polinomiais de M, (81). vamos denctar por @ a subdlgebra poli
nomial de SF*(Sl} gerada por [mP(n},To}; € por @, @& inter-—
secgaoc @O N SFzm(Sl). Assim, M*(Sl} =0 fil. Por(é.lSL,Sﬂm#Slf
consiste dos polindmios P em  € sobre @ para os guais  J(P)

estid no ideal gerado por o-.

Seja £ : @ + N, , a aumentagdo. Temos:

LEMA 4.40. Seja g € SF J(sY) para 0 <3 < m. Entdo Ka

2 {m~13
1
=3 SFz(m~j+1){S }, onde denotamos por qu o elemento

ilgy + {w§{’“'5’1 ).

Sendo [sz(mﬂj}l = e(qj}.

DEMONSTRACAO. Anadloga a (2.11),

- Vamos dencotaxr por quj o elemento quj . Temos, pelo lema

anterior, que quj pertence a SF (Sl). Agsim, sucessi

2 (m=§+2)

n-1 1 n_ - o_
5 pertence a Sthmwj+n)(S y e K a5 =
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1 .
1 n e .
LEMA 4.41. Sejam ay & SFz(m~j)(S ) Q, j=20,...,m. Be
. .2 LT
y o= qo + gyt + ot + +.o0 + qu
1 -
pertence a SFzm(S }, entao
- 2 m
quO+qu+Kq2+.”+qu
e o= 0.
eiqj}

Denotande por ng = Ker(QZm + sz), temos:

) , ' n,.+
TEQREMA 4,42, SFZm{S } € a soma direta de mzm e dos K QZ(m-n)

n + 1
para m >n > 0, e K mergulha Q2(m—n) em SFzm(S ).

TEOREMA 4.43. O N,~mddulo SF*(SI) & a soma direta de @ edos

N,-submédulos KHQ+ para n >0, e K? mergulha Q+ en

SF,(sY), onde @ = Rer(g ~ N,).




~ V. AGOES DE zzp ; p UM PRIMO IMPAR

Denotamos pbr (MD,T) uma variedade fechada M" junto com
um difeomorfismo T de periode p, .p um primo impar. 0s grupos
de bordismo: N*Uﬁp} um grupo de bordismo de zpwagﬁes livres,
SF*(EP) e M*GZP) dois grupos de hordismo de Zp*agaes semi~1li- -
vres sap definidos de mode andloge aos grupos M*(Sl), SF*{Sl)

e M*{SI), respectivanente,

TEOREMA 5.01. Temos a sequéncia exata longa

: 3
vorm— N (B )~ S ) —— W (Z ) — N (7)) —

onde
Mn(zz:p) =0 N _5 (BU(y) x ... x BU(k(p_ﬂlhjz))

{veda [111, 38.3).

Seja N*(%p) o grupo reduzido, isto &, ﬁ;{%pJ = Ker £, on
de € : N*{zzp) -+ N, & definido por € [MY,T] = [M"/T].
TEOREMA 5.02. A sequéncia curta

0 N 1 F Ix M ; i
JE—— T et . R J——
s *{:Ep) n(?ﬁ } N _1(% } a
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€ exata. Agui

[ e
%
L1d

Nn > SFn{Z‘Zp)

[£311

definida por

i

LMY = [MP X Z, 1x0]
onde ¢ & a aplicacdo de perfodo p que troca os elementos de
Z . |

B

TEOREMA 5.03, ﬁ*ﬁz ) & um N,-mbddulo gerado pealos elementos

p .
211

{{SZR_l,p}}, onde p = 5

0s N.-modulos SF*(EP) e M*Gﬂp) sap anéis graduados  com

multiplicagao induzida pelo produto cartesiano:

[MO,TO] [Ml,’I'l] = [MO X Ml ,TO P 'I'l} .

Se na sequéncia exata

i* j* a e
Q - N SF*{ZP) e M*(Z?:p) — N*{ZZP) ma )

tomarmos I = imagem de i,, I & um ideal de SF*(ﬂP}, gerado

PO [jmp r 01, desde que j, € um homomorfismo de anel. Portanto,

se
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S“F*(.Ep) = SF*(ZP) /I
entao é}*(zp} é também um anel e temos:

TEOREMA 5.04. A sequéncia

-~ j* a ~

2 exata.

Considere o conjunto gerador {'&“2}(___1 : k=1,2,...} para

N*(?Z?) onde

Gppnq = IS , o1 e p = exp(2ni/p).
Existem variedadesgs fechadas Mék, k=1,2,... tais que para ca
da k,

+{M8162 + oaee = 0

+ M5 2k~9

Bok-1 = POp-1 2%k~5

e N,,,(?Zp} . Assim .Kf*(zap) & isomorfo como um N, -mddulo ac quo-

ciente do N_-mddulo livre graduado gerado por

al' &3, as’--v

pelo submddulo gerado por
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Blr 83" 85 F e ow
Agora considere o seguinte diagrama

3
0 — SF,(sh) —— u, (s — n s}y — o

. -~ j* i
0 = SFZ,) > Wz > Nz = 0

onde rp & o homomorfismo definido enviando uma Sl-—agéo [M, 5]

a uma m?-—agac (restrigao) .

Como N*{Sl} g um N,-mbdulo livre gerado por ®rrem] =
{Szk“l,S ] onde 5 & uma Sl-agao em g2k-1 dada por
- 8{t, (= Z 1) = {te tz tz ) t e Sl'
’ of* T reoral o jeter 2k~1"" K

e M*(Sl} & uma Algebra polinomial gerada por Ay s [A2ar(d)],
vamos definir um N, ,-submddulo B de M*(Sl) do seguinte modo: O

niicleoc de ri‘} & 0 Ng~mddulo livre gerado por

+{M8}or. E

+ [Mé}u 2%~9

B = Ploy.y 2k-5

onde

r’p‘(ﬁk) =By =0 em N*{Zﬁp) .
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Seja Bk definido por

k O

e seja B o N -mddulo livre gerado por By ,é3, Bg + -

um subnddulo de M*(Sl). Assim,

I8y

onde J & o homomorfismo de Boardman. Denctande por x

mento de base de N, de dimensao n, temos gue:

o k-1

_J(Xkazsl) = Koy o0 S

= P — k-3

k-5

T Xy 1085) = X109 * Ry 1ot¥

- = 2 4, .4
J{xgB, o) = %,07 + x, [M10" + ...

E{ék} =1 +[M16% + 810 4 L.,

&, portanto, gualguer combinacao dos elementos acima

poténcia de © < k - 1, o que implica que

B =il + T2 e Pkt e s,

y=14+ [M16% + [016% & ...

it gk
+ Xop gl MT167

que

89

um ele-

apresenta

nenh-am
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elemento em Ssz(sl) com imagem ndo nula em B. Assim, temos

que

3(SF, (%)) 0B = (0).

TEOREMA 5.05. O homomorfismo

1 -~
rp : SFL(87) A'SF*{EPJ

& injetivo.
DEMONSTRAGAO. Temos o seguinte diagrama comutativo

1, 3 1, = '
0 — SF,{87) —— M, (87} —— & N, (BU(r))

REN:

: -~ Jx . ~
0 — SF*{zzp} e M,,(zzp} —r ® N, (BU(x X ... X BU(rk))

l)
onde r € induzido pela inclusd@o no primeiro fator. Portanto, 1
& injetivo, o gque implica que ré tamb&m & injetivo. Como ré o
= j,o0r_, e j e 3, s8o injetivos, temos que Iy também & in-

P
jetivo.

OBSERVAGACQ 5.06. Para p =3, temos que ré & um isomorfismo

pois, M*(Sl) ~ @ Ny (BU(x)) e também MolZg) = @ Ny(BU(X)) & a
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aplicagéo r & um isomorfismo. Aséim, como B D j‘{SF*{Sl)) = (0},

temos que 3. (SF,(Z3)) ¥ 5(SF,(s1)) @ B, e sendo 3, 1 - 1,

el

3(8F, (%)) @ B.

SF*(ZB)

Portanto,

SF.zy) ¥ N, 8 3(SF,(sh)) e B.

Vames denotar por {Zzp)i o conjunto de classes no grupo de

cobordismo nao orientado Nn gque sao representadas por 1uma,

n-variedade gue & o conjunto de pontos fixos de uma (n+ k)-varie

-

dade fechada com uma Zﬁp—agao semi-livre. Temos gue (Zﬂp}z}: & um
subgrupo de N_, (Z 39 = N e (Z )k = @ (& )k & um .ideal
v n P'n n p ¥ >0 P n
de N, . -
- 2

PROPOSIGAO 5.07. (Z )7 = N .
DEMONSTRAGAO. Seja

A 4, k-2 8, k-4

-Bkwphc+[M]ko +{M}7&0 + ,..EM*(ZZP}.
Como a(ék} = 0 € N*UEP}, temos que ék pertence & imagem de

Ja e

Em particular, él = PA,

pertence & imagem de J, .

Assim

tambén [xn]pko pertence a imagem de j,, onde X, & um gerador
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de dimensao n, n # 2T - 1, de N, . Assim existe uma %p—agac
semi-livre '{Mn-i-z,’.{‘] com conjunto de pontos fixos [xn]+...+ [xn}
{(p~vezes), onde p & um nlmero primo impar. Como (%] +...+1x ]

= {xn} , temos que [x ] € (%p)n .- Portanto, {Z?}n TN -
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