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INTRODUÇÃO 

Em Topologia estudam-se objetos tais como espaços topológi 

cos, variedades topológicas, variedades diferenciáveis, polie

dros, etc. Na Teoria de Grupos de Transformações estudam-se as, 

açoes de grupos sobre estes objetos. Esta teoria foi desenvolvi 

da inicialmente por Gleason, Montgomeny e Zippin, com o objetivo 

de resolver o quinto problema de Hilbert sobre a estrutura dos 

grupos localmente compactos. A partir dos anos cinquenta, esta 

tem sido uma área pesquisada por um número muito grande de pes-

quisadores. (Veja a bibliografia de Bredon [4 J). 

A partir dos anos sessenta, Conner e Floyd introduziram p~ 

ra o estudo dos grupos de transformações técnicas da Teorla de 

Cobordismo, dando origem então à Teoria de Cobordismo das Ações 

de Grupos (veja [lO]). 

Em [14] é mostrado que é natural utilizar as técnicas de 

çobordisrno para o estudo de ações de ?l 2 (involuções) . Neste tr~ 

balho aprofundaremos os estudos sobre problemas que surgem no 

cobardismo das involuções e estudaremos .alguns dos ,resultados 

para açoes semi-livres de s 1 . 

Capobianco, em sua tese de doutorado [5], estudou questões 

do seguinte tipo: 

"Quando a c..ta.&4e. de c.oboJtd.Lómo 

vaJt.ie.da.de. n-d.ime.n.&.ioH.:t.t Mn, e 

do.& pon.to.6 ô.ixo4 de. wna J.nvo.tu.ç.ão 

[ M l de um« 

o c.onju.n.to 

(Vn+k, T], 



em uma. va.11.-i.eda.de. (_n + k)-dl,me.ntJ-Lonaf.". 

Este tipo de questão leva ao estudo de um ideal, do 

anel de cobordismo de Thom N* Em nosso presente trabalho ten 

tamos estudar o mesmo problema relacionado com as açoes semi-li 

vres de s 1 em variedades não-orientadas. 

No Capitulo I, apresentamos um resumo dos resultados sobre 

cobordismo de involuções que são relevantes para o entendimento 

dos métodos e técnicas utilizados por Capobianco. Assim aprese~ 

tamos: a estrutura de N *-módulo do cobordismo de involuoSes I *('ll2) 

e apresentamos a estrutura multiplicativa de 1*('ll 2 ) utilizando 

as notações de Kiihl [16]. 

No Capitulo II, apresentamos o J-homomorfismo que foi in

troduzido por Boardman em [ 3 ] para o estudo da estrutura rnul ti 

plicativa de 1*{~ 2 ). Apresentamos uma interpretação algébrica 

da construção geométrica r, utilizada no Capitulo I, atravésdo 

J-homomorfismo de Boardmann. 

No Capítulo III, apresentamos os principais resultados ob-

tidos por Capobianco em sua tese de doutorado [5]. 

No Capitulo IV, apresentamos incialmente um resumo de alguns 

resultados sobre cobordismo de ações semi-livres de s 1 , a sa-

ber: a estrutura de módulo (conforme Uchida [23] }, a sua estru-

tura multiplicativa (conforme Kiihl [16]). A seguir apresen~ 

e estudamos uma generalização do J-homomorfismo de Boardmann p~ 

ra o caso de ações semi-livres de s 1 . Chamamos a este homomorfismo 
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de J. Apresentamos uma interpretação algébrica da construção 

geométrica K, utilizada em [16] para o estudo da estrutura mul 

tiplicativa das ações semi-livres de s 1 ~ Também, neste Capítu-

lo, estudamos a seguinte pergunta: 

"Quando a. c....ta.J.õe de cobo!Ld.Lómo [ M], de uma. 

va.Jt-i..eda.de. n-d-i..men.õ-i..ona.t Mn, ê o conjun:to do.õ 

pon.to.6 6-i..xo.ó de. uma [Vn+k,S] aç.iio .õem-t

f.-i..vlte.ó de s 1 em uma va.Jt.ie.dade (n + k) -dimen

.õionat ?" 

No Capítulo v, estudamos os seguintes funtores: 

r 
p 

l que vao do grupo de cobordismo das açoes semi-livres de S para 

o grupo de bordismo de ações semi-livres de ?l 
p 



I. COBORDISMO DE INVOLUÇÕES 

Neste capítulo, apresentaremos alguns dos principais resul

tados referentes ao Cobordismo de Involuções que serão necessá-

rios ao desenvolvimento deste trabalho. 

Seja Mn uma n-variedade fechada. Uma aplicação diferenciá

vel T : !1n -+ Mn é uma involução se T2 = T o T = identidade. A 

involução é dita.livre se T(x) ~ x para todo X em 

Consideremos todas as involuções diferenciáveis (Mn,T) em 

variedades fechadas. Uma involução (Mn,T) borda se, e somente 

se, existe uma involução 

n+l I n+l ra a qual {3B ,s dB ) 

n+l {B ,S) em uma variedade compacta pa-

é difeomorfa equivariantemente a 

n - n (M ,T}. Dadas duas involuçoes CM1 ,T1 ) e 

n n .. rJl-junta (M
1 

u M
2

,T) e formada de modo natural. Dizemos que (~·1.,Tl) 

e (M~,T 2 ) são bordantes se, e somente se, a união disjunta 

(M~ u M~, T) borda no sentido acima. Esta relação é uma relação 

de equivalência 1 e a classe de bordismo a qual (Mn,T) pertence 

é denotada por [ Mn ,T 1 • A coleção de tais classes de bordísmo é 

denotada por In(ZZ 2 ). Uma estrutura de grupo abeliano, com todo 

elemento de ordem 2, é colocada em 1n (?l 2 ) pela união disjunta. 

Se, no que foi di to, substituirmos o termo involução por 

involução livre, obtemos Nn (?l 2 ) o grupo de bordismo n-dimensio

nal das involuções livres~ 



Sejam 

2 

00 

~ Nn (Z?: 2 ), as somas 
n=O 

diretas dos grupos definidos acima. Estes tornam-se N*-módulos 

graduados se colocarmos 

onde 

Consideremos agora o funtor esquecimento (de que a involu-

çao é livre); este induz um homomorfismo de N*-módulos 

Além disso, como uma involução livre borda uma variedade com in

volução (veja [ 16] , 3. 2}, então temos que f é o homomorfismo 

nulo. 

Vamos agora introduzir os grupos de bordismo relativo Bn(:CZ2). 

Os elementos são classes de equivalência de objetos (Vn,T) onde 

vn é uma n-variedade com bordo, e T : vn ~ vn e uma involu-

çao tal que TldVn e livre. Dizemos que (V1 ,T1 } e (V2 ,T2 ) sao 

bordantes se, e somente se, existe uma variedade compacta í1 com 

bordo tal que ôW = av1 u av2 (união disjunta) e uma ínvolução 

livre s : w ~ w, com s I a v 1 ~ T 1 1 a v 1 , s I a v 2 ~ T 2 I a v 2 , e tal 

que 
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com a involução T1 u s_ u T2 , borda uma variedade compacta com 

involução. Esta e uma relação de equivalência, e denotaremos por 

8n(~ 2 ) o conjunto de classes [Vn 1 T]. A operação induzida pela 

união disjunta define em Bn(~ 2 ) uma estrutura de grupo abelia-

no. 

Seja B* (z-: 2 ) = 

produto 

a sorna direta destes grupos. 

Temos os seguintes homomorfismos de N*-módulos: 

e 

TEOREMA 1.01. A sequência de N*-módulos 

é exata. {Veja [16], 3.3}. 

TEOREMA 1.02. A sequência 

o 
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j 9 o- - -
é exata. Além disso, existe um homomorfismo h : N*{71. 2 ) -+ 8*(71. 2 ) 

de grau+ 1, tal que Oh= identidade. {Veja [16], 3.4}. 

Desejamos calcular explicitamente estes N*-módulos. Ini-

ciarnos com N*{2Z 2}. 

Seja [Mn,T] E N*(?l
2
). Então M/T e uma variedade e 

7f : M-+ M /T um zz
2
-fibrado, onde ;z

2 
age em M através de T 1 

permutando as folhas de revestimento. Desse modo ternos a aplic~ 

çao classificante p : M/T -+ BZZ 2 = B01 • Por outro lado, se 

g : N -+ B:iZ 
2 

é uma aplicação contínua, o 71. 2-fibrado induzido 

- soo N E?lz ~ 

1 1 
g 00 

N B?lz ~ RP 

tem em N uma variedade com uma involução livre. Portanto, te-

mos: 

TEOREMA l. O 3 • 

Passamos agora ao cálculo de 8*{~ 2 ) . 

Seja Mn uma n-variedade com bordo e involução. o conjunto 

F de pontos fixos é a união disjunta de várias subvariedades Fk 
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de dimensão k, e cada Fk admite uma vizinhança tubular Nk que 

é isomorfa, como uma variedade com involução, ao fibrado disco 

unitário do fíbrado normal D (vn-k} a Fk em M, equipado com 

a involução antípoda nas fibras, ou seja, e dada por - 1 nas 

fibras. Podemos assumir os N 's k 
disjuntos. No complementar da 

união N dos Nk • s, T age livremente, do qué segue que M é 

bordante em Bn (~ 2 ) a N. Mas N é determinado pelos fibrados 

normais aos conjuntos de pontos fixos isto é, 

ser visto como o grupo de bordismo de fibrados vetoriais sobre 

variedades. 

Seja n-k k 
v : F -)o BO (n- k) a aplicação classifícante do fi-

brado normal 
n-k 

v sobre Fk. Temos: 

TEOREMA 1.04. Associando a (M,T) as classes àas aplicações c~ 

"sificantes vn-k : Fk -7 BO {n- k) 1 temos definido um isomorfismo 

Então temos que 

Foj 

n 
Ell 

k=O 

n 
Ell 

k=O 
Nk (BO (n- k)) = 

• n Fk ~k e injetivo, e para (M ,T), as classes , v , com 

determinam a classe de n-1 1 F , v • 

ki"n-1, 



TEOREMA 1.05. o homomorfismo 

F o j 

é um isomorfismo. 

n 
<B 

k=O 
k;'l 

6 

O isomorfismo do teorema anterior nos dá a estrutura de 

N*-módulo de I*(~ 2 } em termos dos grupos de bordismo singular 

dos espaços classificantes BO(k), que são conhecidos, pois te-

mos: 

TEOREMA 1.06. N*(BO{k)) é o N*-módulo livre tendo como base a 

coleção das classes y. . .. y. , onde 
~1 1 k 

y 
1 

= [RP(i) ,À] pertence a 

y. . .. y. é a classe do fibrado k-dimensional 
1 1 1 k 

cia de inteiros (il' ... ,~), com 

(Veja [16], 4.5). 

i
1 

.::_ ••• .::_i. , em N. + +. (BO(k)). 
l< 11 . . . "k 

TEOREMA 1.07. O N*-módulo· N*(:;z 2 ) e livre com base dada por 

{(Sn,A)}n>O, onde A: sn ~ sn é a involução antípoda nan-es 

fera. (Veja [16], 4.3). 

Agora introduziremos produtos de involuções, de tal forma 

que em 1*(ill
2

) e B*{~ 2 } estejam definidas estruturas de álge

bra. Este produto é dado pelo produto cartesiano da seguinte for 

ma: 
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Sejam {V,T) e {W,S) duas variedades compactas, com bordo, 

com involuções que são livres nos bordos. Temos a involução 

T x s: V x W ~V x W, dada por (T x S)(v,w) = (Tv,SW). Este 

produto define em B*(~ 2 } uma estrutura de álgebra sobre o anel 

de bordismo N * . Além disso, se V e W são variedades fechadas, 

então V x W também é fechada, e este produto também define uma 

estrutura de álgebra sobre N* em 

Com estes produtos definidos acima, o homomorfismo 

fisrno F um homomor-

fismo de álgebra, se em M*{~ 2 ) é considerado o produto 

X -
que associa {M,z;;) 0 (N,n) a (Mx N,rr{{ç) w rr.z{D)), onGe e 

rr 2 sao as projeções no primeiro e no segundo fatores, respect~ 

vamente; e o conjunto de pontos fixos de T x s é Fix (T x S) = 

= Fix(T) x Fix(S) sendo o fibrado normal deste produto a somade 

Whitney do fibrado normal de Fix (T) com o fibrado normal de 

Fix(S). 

Temos o diagrama 
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que e comutativo, e assim i* é também um homomorfismo de álge-

bras. 

Vamos denotar por 1 E N
0 

(B0
0

) o fibrado O-dimensional 

trivial sobre um ponto, e por a.
1 

= (:RP(i -l),À) pertencente a 

N
1

_
1

(B0
1
), a classe do fibrado linha (l-dimensional) canônico 

sobre RP(i -1). 

TEOREMA L 08. M*(?Z2 ) é a álgebra polinomial sobre N* nas 

classes a
1 

,o. 2 , a.
3

, .•• (Veja [ 16] , 6 .1) • 

Sejam as involuções (RP (r), T 
0

} , onde 

= [- x
0

,x1 , ... , xr 1 • Vamos denotar por 

T0 ( x
0

,x
1

, .•. , xrl = 

Pr a classe de o 

(RP(i) ,T
0
). o fibrado normal ao 

(~ ~ RP(O)) u (À ~RP(r-l)),onde 

conjunto de pontos fixos de -e 

À é o f ibrado linha canônico. 

Definimos agora uma operaçao 

que associa [M,T] a [M',T'], onde M' é a variedade obtida de 

M x s1 , identificando-se (m,z) com (Tm,- z) e T' é a involução 

dada por T' (m,z) = (m,Z) onde Z é o complexo conju<Jado de z. 

Com esta construção, a estrutura multiplicativa de 1*(~ 2 ) 

fica totalmente determinada geometricamente. Para isso necessi-

tamos do seguinte lema: 
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LEMA 1.09. Para todo Cl, SE I*(ZZ 2), temos 

r(a6) ~ r(a) e+ E(a)r(S)' 

onde e: : !*(:?2 2) -+ N* é a aumentação. (Veja [16], 5.3). 

Utilizando este lema, demonstra-se o seguinte teorema: 

TEOREMA 1.10 (Alexander): I*(ZZ 2 ) é gerado com álgebra sobre N* 

pelos elementos com k > O, r 'I l, e com as relações 

provenientes de 

Especificamente, urna base de I *(lli 2 ) sobre N* é dada pelos ele 

mentes 

... 

com k >O, j 1 > j 2 > ••• > jr > 1. 

OBSERVAÇÃO. P0 = r 0 (P 0 )~1, r(p0 ) = O r= O, o elemento 
0 0 0 

e para 

da base é entendido como sendo 1. (Veja [ 16] , 5. 4}. 



II. O J-HOMOMORFISMO ESTÂVEL DE BORDISMO 

Seja i.. E M1 a involução antípoda no intervalo fechado uni

tário r 1 . Em termos de fibrados vetoriais a multiplicação por i 

simplesmente acrescenta um fibrado linear trivial. 

Conner e Floyd, em ({11], 26.1), apresentou o seguinte ho

momorfismo fi: N*(~ 2 ) ~ N*_ 1 (~ 2 ), definido da seguinte forma: 

TEOREMA 2.01. Suponha que (Mn,T) é uma involução diferenciável 

livre de pontos fixos em uma variedade fechada. Para N > n 

existe uma aplicação equivariante g : 

transversa regular em SN-l c sN. Seja 

ção 

(Mn,T} ~ (SN,A) que 

~-1 = g-l(SN-1). A 

-e 

fun 

definida por: [Mn ,T] ~ [ V1-1 ,T !vn-l] é uma função bem defini-

da para N > n independente de N. 

O homomorfismo !J. : N*(zz;
2

) -1o N*(LZ 2 ) é de grau - 1, e é cha 

mado homomorfismo de Smith. 

Definimos um produto em <l) N n(Zl2) como segue: 
n_?:.O 

Sejam a E Nn (Zl2)' s E Nm(Zl2)' a' E Mn+l e s' E M m+l tais 

que a(a'l = " e a ( s' l = s. Sejam K = max(rn,n) e k = rnin {m,n) • 

Defina 



Este produto define uma estrutura de anel em 

ll 

$ Nn(ZI2) 
n=O 

e o homomorfismo 6 : Nn(~ 2 ) ~ Nn-l(~ 2 ) torna-se um homornorfis-

mo de anel. 

II- l. O J-HOMOMORFISMO 

Seja o anel R = invlim 

de R é uma sequência {an}~ com ctn E Nn(ZZ 2 ) e 6 (a.n) = an-l' 

'tJ n > 1. 

onde 

Definimos o J-homomorfismo de bordismo 

M = e 
k>O 

k 
$ 

j=O 
Nk . (BO,) , como segue: 

-J J 

Para A E Mk , seja Como 

âJn(A) = Ak+lô(A~n+l) 

E R e tomamos 

= t.ka(Aln) = J 
1

tA), a sequência {J (A) }
00 

n- - n o 

J(A) 

O homomorfismo J é estável com relação a multiplicação p:>r 

i, ou seja, J(A~) = J(A). 
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TEOREMA 2.02. O homomorfismo J M ~ R é multiplicativo. (Ve 

ja [8], 3.1). 

Seja o anel M = Q:l $ Nk-j (BOj) • Vamos considerar o anel 
k>O j_:::O 

quociente F obtido da seguinte forma: F é obtido fatorando-se 

o ideal de todos os elementos da forma A + A~ onde 

Assim, existe de forma natural-, um homomorfismo de anel induzi-

do J : F 7 R. 

Como N*(~ 2 ) é um N*-módulo com base dada pelos elementos 

{[Sn,A]}n>O podemos descrever o produto em Nn(~ 2 ) da seguinte 

forma: 

n n 
Se " = E [ Xr] [ Sn-r,A], e s = E [Yr] [ Sn-r ,A] ' 

r=O r=O 

Sejam 

n n 
a' E [Xr] .n-r a• E [Yr] .n-r = "- ' e = "-

r=O r=O 

tais que 

n 
[ys 1) .,:n-~ a.'B' = E ( E [xrl 

r=O r+s=.Q. 

e 

An+la (a'J3') 
n n- ~ 

a a = = E ( E [ Xr] [ Ys] ) [ S ,A] . 
r=O r+s=~ 

Assim, podemos identificar R com o anel graduado 

de séries de potências formais sobre o anel graduado 
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n 
oo _r n-r 

associamos a sequência {un}o onde ctn=~ [x ][S ,A]. 

Temos LH:tn+l = a.n , e a fórmula para a.nSn é justamente a re

gra para multiplicar séries de potências formais. Portanto, te-

mos J: F~ N(B). 

LEMA 2~03. A imagem de 

está no ideal gerado por e 

J([MID,Tl) =[~]em+ termos em pvtências maiores de e. 

(Veja [8], 6.1). 

J(l; ~F) m = se + termos com pot. > de 8 ' 

então existe uma variedade com involução (~ ,T) tal que B esta 

na classe de ~ com conjunto de pontos fixos Ç -+ F. 

DEMONSTRAÇÃo. Temos 

O = Jm-1 (I; ~ F) 

= 8m-m+l-1ô(l; ~F) 

=ô(I;~F). 
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Mas, a(~ ->F) = [ s (i;),A], onde A é a aplicação antipoda. Por-

tanto, [S(i;),A] =O. Suponha que (S(I;),A) é bordo de 

Nrn(Zl 2). Seja 

(lf',T) E 

e T =A U T. O fibrado normal ao .conjunto de pontos fixos de 

(M"', T) e i; ... F. Assim, S = [ Mrn] • 

LEMA 2.07. Seja Àn o fibrado linear canônico sobre RP(n). En 

tão 
~ 

J (Àn) = 1 + :E [ V(n + l,i)] en+i+l 
i=O 

onde 

sendo c: 

Vamos agora analizar o efeito do homomorfismo J em alguns 

elementos de M 4 (~ 2 ) .• No que segue denotaremos por a classe 



de RP (n) • 

N4 (BOO) :: N4 • 

4 
Gl 

k=O 

15 

Sejam os elementos x 3 À
0 

, x 2 >.. 1 , x 1 À2 , À 3 pertencentes a N
3 

(001)" 

Temos: 

J (x3Ào) 
3 = x 3 e 

J (X2Àl) 
2 4 = x 2e + x 2 [ v<Z,OJJ e + ... 

J(XlÀ2) = x 1 [ v< 3, o) J e 4 + 

J (À3) = 4 
1 + [v(4,0JJ e + ••• 

Sejam os elementos e 

mos: 

2 4 = 1 + [v(2,0)J e + ••• 
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Sejam os elementos 

e, 

Portanto, 

Conclusões: 

(a) 

(b) 

(c) 

{d) 

2 4 = 1 + x
2
e + [V(2,2)]9 + ••• 

para 

[RP(2) x RP(2), id x T ] fixa RP(2) x RP(l) URP(2) 
o 

[RP(l) x RP(3), id x T
0

] fixa RP(1) x RP(2) 

r 2 [RP(2),T] fixa RP(l) URP(2) Upto. 
o 

[RP(2) x RP(2),T
0

xT
0

] fixa !CP(l) u pto, 

~P(l) = RP(l) X RP(1) 

onde 
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(e) r [RP(3),T0 J _fixà RP(2) U RP(3) u pto. 

PROPOSIÇÃO 2. 08. Se Mn é uma variedade fechada nao bordo, en-

tão para k > 1 não existe variedade com involução (Vn+k, T) 

fibrado trivial. 

DEMONSTRAÇÃO. Como nk ~ Mn é trivial, temos: 

Corno [MnJ ~ O, nao existe (~+k,T} com conjunto de pontos fi

xos nk ~ Mn, pois caso contrário teriamos: 

(Observação: k > 1). 

PROPOSIÇÃO 2.09. Para n irnpar, existe uma involução (M
2
n+l ,T) 

em uma variedade fechada com conjunto de pontos fixos RP(n) e 

n+l 
fibrado normal ffi Àn; e para n par não existe. 

1 

DEMONSTRAÇÃO. Seja ~ ~ RP(n) o fibrado tangente a RP(n). A 

soma de Whitney T il'l lJR é isomorfa a soma de Whitney À <ll ••• <DÀ 

( {n + 1} -vezes) , onde Àn é o fibrado linear canônico 

RP{n}; isto é, 

n n 

sobre 
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( (n + l) -vezes) • 

Considere a involução [RP(n) x RP(n),S}, onde S(x,y) = (y,x}. 

O conjunto de pontos fixos desta involução é RP(n) com fibrado 

normal equivalente ao fibrado tangente a RP{n). Portanto, 

J(T) = [RP(n) x RP(n)Je 2n +termos com pot. >de e. 

Assim, 

ou seja, 

2n 
[ RP (n) X RP (n) J e + ••• 

e, portanto pelo lema (2.04) temos o resultado. 

II - 2. INTERPRETAÇÃO ALGeBRICA DO RESULTADO DE ALEXANDER 

Em [1] Alexander exibe uma !'J*-base da N*-álgebra 1*(LZ 2 } 

usando certos elementos de 1*(~ 2 ) e o operador r. (Veja 1.10). 

Nesta secção vamos obter este resultado de um modo diferente. 

Seja a involução T0 em RP (n) definida por 
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tendo como conjunto de pontos fixos (1~ -+ RP (O)) u (À -+ RP (n- 1)) . 

Assim podemos escrever [RP(n),T
0

] = etn +a.~ em Mn(?l 2 ), onde 

"n = [ RP (n - l) , À] • Portanto, a.n = [ RP {n) ,T0 ] + a~ • Sendo a 

álgebra graduada M*(~ 2 } uma álgebra polinomial sobre N* ge

rada peLos elementos a.n E Mn(~ 2 } ,. para n > 1 (veja 1.08), te

mos que os elementos [RP(n),T
0

] para n ..::_ 2, junto com a 1 =i.., 

formam outro sistema de geradores polinomiais de M*(':iZ 2 ). Vamos 

denotar por ~ 

[RP(n),T
0 

], e 

=!()[i]. 

a subálgebra polinomial de 1*(~ 2 } gerada por 

~ a intersecção !ll n 1m(lZ2). Assim, M*(lZ 2 ) = 

Pelo Lema (2.03), o N*-módulo 1m(~ 2 ) consiste dos polinô

mios P em i sobre !)) para os quais J (P) está no ideal gera

do por em. 

LEMA 2.10. Dado qualquer elemento y E Mm{~ 2 ), existe um único 

polinômio F em N*( i] , sem termo constante, tal que y +F peE. 

DEMONSTRAÇÃO. Como M*(lZz) = q) [ ;_], temos que 

~ •• + 

onde J(-é) = l e J e estável, temos 



que 

J (y) + ~ • o + 

Como qJ. E <ll • = 1 .(Zl 2) n <ll, então '1n-J m-J 

onde 

J (y) 

Seja 

+ [ Wm] offi + t t . . d n j v ermos com -po enc.1as ma.1ores e v , 

[W~-j] E N .• Assim, 
J m-J 

m-1 
+ ( l: 

k=O 

j . . 
( l: rwJ 1 eJ 

k=O m-k 

+ termos com pot. > em e. 

• o.. + 

+ ••• + 

j 
( l: 

k=O 

+ • o • + 

20 
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pertencen:te a N * [ l J Então, temos: 

m 
J(y +F) ~ (k:O [~-k])em +termos com potências> em e, 

ou seja, J(y +F) está no ideal gerado por em. Portanto, por 

Seja a aumentação E ~ ~ N* . Então, ternos o seguinte le 

ma: 

LEMA 2.11. Seja 

onde denotamos por 

rwjjl ~ o(qj). 

q. E I .(2Z
2
), para 

J m-J 

rq. 
J 

o elemento 

O < j ~ m. Então 

.i(q. + [ w~-jll, 
J J 

sendo 

DEMONSTRAÇÃO. Como Lqj E Mm-j+l(~ 2 ), existe um único elemento 

F em N* [i], sem termo constante, tal que ~qj +F pertence 

a Im-j+l (2Z 2 l. Vamos verificar que F = [wj-j] em-j. Sabelros que 

. .m-j+l m-j+l + [ w . ] 6 + termos com pot. > de e. 
J 

. .m-j . .m-j+l m-j+l J(.iqj+[wj ].i.)=[wj ]8 +temoscompot.>de e • 
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Portanto, J(rqj) está no ideal gerado por 

ca que rqj pertence a 1m-j+l(~2). 

m-j+l a , o que impli 

CONSEQUSNCIA 2.12. Denotando por o elementO 

pelo lema acima, que 2 r qj E 1 m-j+2 (2Z 2 ) ~ Assim, sucessivamente,. 

LEMA 2.13. 

pertence a r '+ 0Z 2), e rn..-J n 

Sejam q , E r .(Zl
2

) n !Jl, j = O, •• .,m. Se 
J m-J 

+ 000 + 

+ ••• + 

DEMONSTRAÇÃO. Podemos escrever 

~m-1 ...m • .m-1 . 
+ • · · + 1 qm-1 + ,. qm + [ w 1 l " 

. .m-2 .2 + [ w2 l <. + • • • + 

onde [ wu- j l 
J 

Como por hipótese y E 

+ 

e 



23 

Mas corno, 

e m - j < m, 

concluimos que _Jll-j 
wj , j = l, •.• ,m, devem ser bordo. Assim, 

Portanto, 

+ ••• + r"'qm • 

Denotando por + 1J2 - Ker{ID . ~ 1\J .) , temos: m-j - m-J m-J 

TEOREMA 2.14. 1m(~ 2 ) é a soma direta de IDm e os 

m 2.. n > O, e rn mergulha 4J~n em 1m{?L 2). 

r n + IJ} para m-n 

TEOREMA 2.15. 

N*-submódulos 

O N*-módulo 

r n~+ '>!! para 

I *Ca~ 2 f é a soma direta de ID e os 

n >O, e rn mergulha ([l+ em I*(?l2), 



III. OS IDEAIS 

Em seU trabalho, "Fixed sets of involutions" [ 7 1, Frank 

L. Capobianco calculou I~, o conjunto de classes de cobordismo 

no grupo de cobordismo não orientado Nn que sao representadas 

por uma n-variedade que é o conjunto de pontos fixos de uma 

(n + k) -variedade fechada com involução diferenciável. Algumas 

propriedades de sao: 

ta) zk 
n é um submódulo de N 

n 

De fato, seja [Mn] e [Nn] em Ik n . Então existem varieda-

des com involução [Vn+k ,Tl] e [ lf'+k,T2] tais que o conjunto 

de pontos fixos de Tl e ~' e o conjunto de pontos fixos de 

~ 2 é Nn. Considerando [ vn+k u wn+k, T
1 

u T
2

] ternos que o 

conjunto de pontos fixos de T1 u T2 é 

pertence a 

(b) 

t: suficiente considerar para [ ~1 pertencente a N , a 
n 

involução [ Mn, id 1 . Portanto, o conjunto de pontos fixos é 

o que implica que [ ~] pertence a 

(c) $ 
n>O 

é um ideal de 

em Então existe uma involução T em uma 
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n+k n -(n + k)-variedade fechada [V ,T], tal que M e o con 

junto de pontos fixos. Para [~] E N*, consideramos a involu-

çao [ Nm x vn+k,id x T] . O conjunto de pontos fixos desta invo-

(d) 11 =(0). 
n 

Vamos supor Então existe 

pertence a 

n+l a=[V ,T], isto 

é, urna (n + 1} -variedade fechada r+l com involução TI com con 

junto de pontos fixos Mn e fibrado normal ; 1 ~ Mn de dimen-

homomorfismo definido em (I. pág~ 3}. Denotando por X . ' n-1 
um 

elemento (n- i)-dimensional, gerador de N* para O < i < n 

(n r 2r - 1} I temos que Nn (BOl) é gerado pelos elementos: 

[x . J À . , n-1. l. 
o < i < n 

onde Ài é o fibrado linear canônico sobre RP(i). Sendo J o 

homomorfismo de Boardman, por (2.06) e (2.07) temos que: 

J( [ X • ] À . ) n-l. 1 

n-i =[x .]e + ~ 
n-1. j=O 

[x . ][V(i+l,j)]en+j+l, 
n-1 

de onde concluimos que qualquer combinação das séries de potên

cias formaiS J( [ xn-i] À i), O < i .:._ n, apresenta potência de e 

menor que n + 1. E como, para um elemento a E In+l{?Z 2 ) temos 



que Jja pertence ao ideal gerado por en+l, então nao existe 

elemento, não bordo, em ln+l{ZZ 2 } com a imagem através de j em 

Nn(Bo
1
}. Portanto, a= O~ Como j {a} = [ ~ ~ t4] = O, temos por 

([11], 17.2) que [M"J= O, e assim I~= (O). 

(e) 

Em [ 7] Capobianco, utilizando o homomorfismo de Boardman 

e o Lema (2.04), demonstra este resultado, encontrando para ca-

da n, não da forma 2r - 1, um elemento em 

M" indecomponivel, cuja imagem pelo homomorfismo de Boardamn es 

ta no ideal gerado por 8
n+2 

' o que implica que a base Mn es-

tá em 12 concluindo portanto que 12 = N n ' n n 

Seja ~k ~ Mn-k+l um k-fibrado plano e RP(~k) o espaço 

total do espaço fibrado projetivo associado. Então, temos: 

LEMA 3.01. 1k contém a classe de cobordismo de 
n 

(Veja [7], 3.1). 

LEMA 3.02. 1~ contém uma classe de cobordismo indecomponivel 

para cada n f 2r- 1 e cada k tal que 4 < k < a. (n), onde a (n) 

denota o número de termos na expansão diádica de n. (Veja [ 7 J, 

3. 3) • 



IV. AÇÔES SEMI-LIVRES DE Sl 

IV - 1. GRUPOS DE BORDISMO E HOMOMORFISMO DE SMITH 

Recordamos que Sfn{S1} é o grupo de h:::>rdismo nao orienda

do de ações semi-livres de s 1 em n-variedades fechadas e que 

SF.(S1 ) = $ Sfn(S1 } é um N*-módulo graduado. Também temos os 
n>O 

grupos de bordismo não orientado Nn(S
1

) de açoes livres de s 1 

em n-variedades fechadas, e a soma direta fraca 

$ Nn(S') é um N.-rnódulo. 
n>O 

Existe definido o homomorfismo de Smíth 

que é um homomorfismo de N.-módulo de grau - 2. Suponha que 

{Mn ,T) representa uma ação livre de s 1 em uma variedade fecha

da. Para N suficientemente grande existe uma única classe de 

homotopia equivariante de ~plicações equivariantes 

Podemos assumir que f é transversa regular em s 2N+l c s2N+3 • 

Tomamos 
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PROPOSIÇÃO 4.01. Se 
2N+l 2N+l 1 

A [M ,T] = O para [M ,T]E N2N+l (S ) , 

LEMA 4.02. Se [MZn+l,T] é urna açao livre de s 1 em uma 

(2n + 1)-variedade fechada e se w2n+l c MZn+l é urna subvarie-' 

dade regular compacta tal que w2n+ 1 u ']:' (WZn+ 1 ) - M2n+ 1 e 

õW2n+l = W2n+l n T(W2n+l) então A[M2n+l,T] = [õifn+l,Tiõ~+l]. 

Seja o pareamento 

dado por: se rv"',TJ E SF (Sl} 
n e I Mn, T] E IJ (S1 ) 

n 
então 

'"' 
n 

X M ' T X T) é também uma açao livre de sl e tomamos 

rv"',TJ [Mn ,T] = !v"' x Mn 
' T X T J para definir o pareamento. 

A(ya) = yil(a). 

DEMONSTRAÇÃO: Seja (MZn+l,T) uma ação semi-livre de s 1 em uma 

(2n + 1)-variedade fechada. Então pelo lema anterior se w2n+l 

c MZn+l é uma subvariedade regular compacta tal que w u TW = M 

e W n TW = dW1 então IJ.: [MZn+l,T] f-!- [3WZn+l,Tj3WZn+l]. As

sim, como v 2m x w2 n+l c v 2m x MZn+l, temos: 



(V X W) u T' (V X W) ~ (V X W) u (TV X TW) 

~ (V X W) u (V X TW) 

~ v X (W u TW) 

onde T' = (T,T), y = [V,T], e a= [M,T]. E, 

3(V X W) ~ (3W X W) u (V X 3W) 

~ v X 3W 

~ v x (W n TW) 

~ (V x W) n (V x TW) 

~ (V x W) n (TV x TW). 

Portanto, temas: 

A [ v x M, T x T l ~ [ a <v x w) , T x T 1 a (v x wJ l 

~ [ v x aw, T x T 1 v x aw l 

~ [V,T][3W,TiaW] 

ou seja, il(ya) = yll{a}. 

29 
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Agora, seja Bn(S~) o grupo -de bordismo de açoes ·semi-li

vres de s·1 em n-variedades com bordo que é livre no bordo. 

Temos definidos os seguintes homornorfismos de N*-módulos: 

que associa [Mn,T] a [Mn,T], uma vez que dMn = ~~ e também 

ternos: 

que associa [Vn,Tl a [d~,T!dVn]. 

TEOREMA 4.04. A sequêncía 

a 
-~ -o 

é exata e se fatora. {Veja [161, 8.3). 

Denotemos por onde é o es 

paço classificante para os fibrados k-dimensionais unitários. E 

denotemos M*(S 1 ) = e Mn(s1 ). 
n>O 

TEOREMA 4.05. Existe um isomorfismo 

[n/2] 
e N -Zk (BUk) 

k>O n 
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dado por: a [Mn
1
T] associamos 'Z [ vk-+ Fn- 2k 1, onde Fn- 2k é 

k 

a componente de dimensão n- 2k do conjunto de pontos fixos e 

vk é o correspondente fibrado normal. 

TEOREMA 4.06. M*(S1 ) é uma álgebra polinomial graduada sobre· 

N * , cujos geradores são as classes [ À -+ ltP (n)] com n > O, i~ 

t-o é_, os fibrados lineares canônicos sobre ltP (n} , com n > o. 

(Veja [16], 8.7). 

TEOREMA 4.07. N*(S 1) e um N*-módulo com baSe dada pelos elemen 

tos {[S2n+1, 81] }n>O 

OBSERVAÇÃO 4 • O 8 • Um elemento qualquer de 

escrito de maneira única como 

1 
N2n+1 (S ) pode ser 

enquanto que um elemento arbitrário de N2n(S1 ) pode ser escri

to univocamente como 

Seja i. E M2 (S
1

) a açao semi-livre de s1 no disco unitá

rio dada pela multiplicação escalar, então d(i} = [s1,s1 J e 



LEMA 4.09. O diagrama 

l 
M2k+2(S ) -L. 

~ r 
l 

M2k(S ) -L. 

é comutativo. 

IV - 2. PRODUTO EM 

1 
N2k+l(S) 

1 
l 

N2k-l(S·) 

Ql 
n>O 

1 
N2n+l(S) 
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Definimos um produto em l 
e N2n+l{S) como segue: Suponha 

n>O 

que 

a' e 

CL E 

l 
M2m+2(S ) 

e 

tais que 

S E 1 
N2m+l(S ). 

8(et') = CL e 

Sejam 

o(S') =S. Seja 

máx(m,n} e k = min(m,n). Definimos 

l 
N2k+l(S) • 

K = 

No caso n = rn., isto define uma estrutura de anel com unidade em 

1 N2n+l (S_ ) , com unidade o elemento 

o produto aS esta bem definido pois: suponha que 3 (a11
) =a. 

Temos d(ct 11 +a') = êl(a") + â(a') =O. Portanto, existeumúnico 

l 
y E SF 2n+Z(S ) tal que a 11 = a' + y. Assim, 
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o(a"B') = o((a' + y)8') = 3(a'S' + yS') = ô(a'S') + ô(yS') = 

= ô(a'S') + yo(S') = ô(a'S'l + yS. 

Portanto, ô(a"S') = d(a.'f3') + yj;L Como K _:: n, temos AK+l(yi3} 

= yôK+l(S) = O. Então ôK+l(yS) = O. Assim, 

P t t AK+l"("'"D') __ ..,K+L,( •o•) d t or an o, u o .... ..., u a a ..., , o que emons r a que o pro-

duto esta bem definido. (Analogamente, verifica-se quando 

ô(S"l=S). 

LEMA 4.10. Se n < m então a.fii3 = aS e se n > m então 

ô(aS) =MS. 

DEMONSTRAÇÃO: Considere primeiro n < m e escolha 8" E Mzm<s1) 

com d{S') = l\8. Assim, ll.(d(B"..t) + 13) =O. Portanto, existe por 

(4;01) ·· [ Jln 1 E N
2
m única tal que: 



ó(~".i. + [VZm].i.) =S. Assim, 

Como n < m e 

= a~B. 

Agora, no 

= o. Portanto, 

Como a (.i.l = 

Como n > m e 

~(aS) = aLIS. 

a E 
1 

N2n+l (S ) temos que ~ma 

caso n > m, temos ó(S"l = LIS. -
existe [V2m 1 E N2m com íHS11-i.} 

[Sl,Sl1 temos d(S"i + [V2m 1 .[) 

= An+la(a.'S" + [V2m]a.') 

a E 
1 

N2n+l(S) ternos que 

34 

= o. Portanto, "~ 

Então Ll(a (S" ü S) l 

+ [~1 [ Sl,Sl1 = s. 
= s. Assim, 

Portanto, 
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LEMA 4.11. Para qualquer par a., S ternos 

A (aS) = AaAS. 

DEMONSTRAÇÃO. Supor n < m. Então a.f3 = a.t.S por (4.10). Assim, 

m-1 >n o que acarreta 6.(o:6.S) = .ó.ali.S. Portanto, I:J.(at3) =L1a.6.S. 

Se n =m, MaS) = aAS e Aa.AB = o.AB. Portanto, A(o.S) = Ae<I>S. 

LEMA 4.12. Se a, S e l o E N2n+l(S) então o.(Sol = (aS)o. 

DEMONSTRAÇÃO. Escolhemos a' , S' e tais que 

3(a') =a, 3(8') = B e 3(ó') =á. Então 

(por (4.10)). 

E assim, sucessivamente, temos que a(Sô} = ad(8'ô'). Por defi-

nição, 

a3(S'o') = ll 2n+l+la(a' (S'ó')) 

= 3(a'S'lo 
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TEOREMA 4.13. O produto ~s define uma estrutura de anel em 

E& 
n>O 

1 
N2n+l(S ). 

DEMONSTRAÇÃO. Devemos verificar a lei associativa em geral pa-

1 1 1 
ra a E N2n+1 (s), SE N2m+1 (s) e o E N2p+l(S). Podemos as-

sumir rn < p, então por (4.10), temos: 

pois: 

Si\p-mo = Si\ (i\p-m-10) 

= Si\p-m-10 

= Si\(i\p-m-28) 

= Si\p-m-20 

= " .. = so. 

CASO I: Se n 2m, então: 

= (aS) o. 



CASO II: Se n > m, então 

OBSERVAÇÃO. 

1 
N2n+l(S ), 

a(Só) = 

= 

= 

= 

= 

= 

= a 

Aa(Só) 

(An-ma) (Sa) 

(An-ma) (SAp-mo) 

(An-maS) 

"p-no 

(aS) o. 

temos que 

para n<rn desde que 

37 

para a. E 

D.m+la (a'.i.m+l) 

Em particular, l 
N2n+l(S) é um subanel de e 

n>O 

1 
N2n+l(S) 

é um homomorfismo de anel. 

IV - 3. O J-HOMOMORFISMO ESTÁVEL DE BORDISMO 

Introduzimos o anel 



1 
N2n+1 (S )) • 
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Um elemento em R é urna sequência com "n E 
l 

N2n+1(S) e 

tJ. {a ) = ct 
1 

, \1 n > 1. n n-
k 

Definimos J = <D <D N2k-2.(BU.), 
k>O j=O J J 

como segue: 

Para AE 1 
M2k (S ) , 

Jn_1 (A), a sequência 

seja Jn(A) = fikd(Ain+l). Notamos 

nJ (A) = nk+la(A~n+ll = nka(A~nl 
n 

e tomamos: 

J (A) 

Notamos que se k > n + 1 então Jn(A) = nk-n-l3(A). 

que 

= 

O homomorfismo J e estável com relação a multiplicação PJr 

i, isto é, J(Ai) = J(A). 

TEOREMA 4.14. O homomorfismo estável 

k 
J: <D <D NZk-ZJ.(BUJ.) ~R 

k>O j=O 

é multiplicativo. 

DEMONSTRAÇÃO: Como J é estável é preciso somente~ considerar 

pares A, B E 
1 

M2k(S ) é componentes O < n < k& Neste caso, 



Por definição, 

Portanto, 

Jn(A)Jn(B) = Ak-n-la(A)ôk-n-13(B) 

= Ak-n- 1 (8 (A) 8 (B)). 

a (A) a (B) = Ak8(AB) 

= A Zka (ABik) 

= A 2k 3 (AB.én-1+ 1) 

= Jk-1 (AB) • 

J (A)J (B) = Ak-n- 1 (8(A)Õ(B)) 
n n 

Tomando o anel 
k 
<!> 

j=O 

39 

der ar o anel quociente F obtido da seguinte forma: este anel 

F é obtido fatorando o ideal de todos os elementos da forma A+ 

A1 onde 

Existe, de forma natural, um homomorfismo de anel induzido 

J : F ~ R. 
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A ESTRUTURA DE R 

Desde que N*{s1 ) é um N*-módulo com base dada pelos ele

mentos { [s 2n+1 ,s1 ] }n>O podemos descrever o produto em N
2
n+l (S

1
) 

diretamente: 

Se 

Sejam 

tais que 

n 
a'8 1 = L 

r=O 

n 
[X2rl [ 5 2 (n-r) +l,sl l , O< = 1: 

r=O 

n 
[Y2rl [ 5 2 (n-r)+l,Sl], 8 = L 

r=O 

n 
[ x2r 1 -<.n-r+l, a' = L e 

r=O 

n 
[Y2r 1 1 n-r+l, 8' = L 

r=O 

( L [ x2rl [Y2s l) .;_2 (n+l) -~, 

r+s=9.. 

n 
:;; 

r=O r+s=t 

e 

e 

Podemos usar isto para identificar R com o anel N! 2n} (6) 

de séries de potências formais sobre o anel graduado N! 2n) ~ A 



associamos a sequência 

"n 
n 

=L 

o 

41 

m 
{ a } onde no 

Temos Li.an+l = an , e a fórmula para a.nSn é justamente a 

regra para multiplicar séries de potências formais. Assim 1 te-

mos: 

LEMA 4.15. A imagem de 

está no ideal gerado por m e , e 

J([M2m,T]) = [M2m]em +termos em pot. >de e. 

DEMONSTRAÇÃO. Dado (M2m,T), seja 

normal ao conjunto de pontos fixos, então 

8([~ • F]) = 0 E 

assim 

e 

l 
N2m-l(S I' 

para 

fibrado 

O<n<m-1, 
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= 3 ( [ E; ~ F]~) 

1 = [s(E; e lcrl,s 1. 

Como ll([s(E; e 1 
lcr),s ll = O, então por (4.01) existe uma única 

[X2ml tal que [S(E; e1(C),Sl] = [ x2ml [81,81]. Mas, por outro 

lado, l <CP (E; e la:) 1 = [M2m]. Portanto, [S(f; e ~),S 1 J =[~ [s1 ,s1 ]. 

Assim, 

J ([~~F])= [M2m]8m +termos em pot. >de 8. 

LEMA 4.16. Seja 

J([Ç ~F]) = 88m +termos com pot. >de e, 

então existe uma variedade com açao semi-livre de 

tal que S está na classe de M2m e é o fibrado normal 

2m ao conjunto de pontos fixos de (M ,T) . 

DEMONSTRAÇÃO. Temos 

o= Jm-1 ([f;~ F]) 

= 8m-m+l-1 3 ( [r;~ F]) 

=3([E;~F]). 
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Mas, 3([1; ~F])= [S(O,s1 ]. Portanto, [S(O,s1 J =O. Suponha 

l - ~ l que (S(I;) ,S ) e bordo de (V ,T) E N2m(S ) . Seja 

é T = S u T. o fibrado normal ao conjunto de pontos fixos de 

(M2m,T) é I; ~ F, e portanto S = [M2m]. 

LEMA 4.17. Seja 1 la; E M2 (S ) . Temos 

DEMONSTRAÇÃO. 

Vn >O. 

Portanto, 

LEMA 4.18. Sejam [V
2

sJ E N2s e A E M2k. Então 
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DEMONSTRAÇÃO. 

Como 6.s+ka (Aln+l) E N
2
n+l-

2
s (s1 }, e (2 (n- s) + 1) é impar, te-

mos: 

Portanto, 

Assim, 

00 

J( [V2s1A) = :l: [ :x2r 1 [V2s 18s+r 

r=O 

= [V2s 1 8s 
00 

:l: [X2rj 8r 

r=O 

= [v28 188 J(A). 
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No que segue, vamos definir o operador 

Seja (Mn ,T) uma açao semi-livre de s 1 • Para definir K[rf,Tl 

procedemos da seguinte forma: consideramos as seguintes ações de 

em 

T1 : (t, {z ,m)) l---+ (tz ,m) 

T
2 

: (t, (z,m)) f-----> (tz,T(t,m)). 

Restringindo a s1 x Mn obtemos as açoes induzidas (s 1 x Mn,'l\) 

1 n e (S x M rT2), que sao equivariantemente difeomorfas por 

_ 1 n 
(s x M ,T2 l 

Tomando a união disjunta (D2 x Mn,T1 ) u 

mos uma variedade fechada, e uma 

usando a identificação de (S1 x Mn,T
1

} 

vés de tp. 

Definimos 

(o2 
x Mn,T 2), construi-

I n+2 
_açao T 1 de S em M , 

com (S1 x Mn,T 2 ) atra-

Para analizar o conjunto de pontos fixos F1 de ll obser

vamos que F1 = Fix(T) u Mn, onde o fibrado normal de Fix{T) é 
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n ~;& lu:: -+ Fix {T), onde n é o fibrado normal a Fix (T) em Mn, e 

o fibrado normal a Mn é um fibrado linear complexo trivial .. 

Por um processo indutivo podemos associar a (Mn ,T) uma 

sequência de ações semi-livres de s 1 em variedades fechadas 

(V(n,k),-rk). Tomando [V(n,O),-r
0

] ~ [l'f',T] e [V(n,1),-r 1 J~K[l'f',T]. 

A partir de (V(n,l) ,-r 1 ) obtemos (V{n,2},T 2), aplicando a cons

trução acima a (V{n,l),T 1}. Assim aplicando, sucessivamente, a 

construção acima k vezes obtemos (V(n,k}, Tk) com conjunto de 

pontos fixos 

Fk ~ Fix(T) U 
k-1 

(U V(n,j)). 
o 

Além disser n -+ Fix(T) é o 

fibrado normal original a Fix(T) n 
em M , e e um 

·(k - j)-fibrado trivial. 

LEMA 4-19. Se n -+ Fix(T) é o fibrado normal ao conjunto de 

n -pontos fixos de (M ,T), entao 

[V(n,k)] ~ [<CP(n Gl 1~+ 1 )] + 
k-1 

E [<CP(k- j)][V(n,j)]. 
j~O 

LEMA 4.20. Seja Àn o fibrado linear complexo canônico 

Cl:P(n). Então 

L 

i=O 
[V(n + 1,i)]en+i+l. 

sobre 
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DEMONSTRAÇÃO. Seja T
0 

uma ação semi-livre de s1 
definida em 

«!P {n + 1) aplicando 

onde 1 s E S • O fibrado normal ao- conjunto de pontos 

[€P(n+ 1) ,T
0 

1 é 

(l·(n+1 ) ~ a:P (O)) u (À ~ (tp (n)), 
a: 

fixos de 

onde À é o fibrado linear complexo canônico. Vamos considerar 

1 
aS VariedadeS COffi ação semi-livre de S 1 (V_(n+l,k),Tk] 1 Onde 

[V(n + l,O),T
0

] ::::: [tl:P(n + l),T
0

]. o conjunto de pontos fixos de 

[V(n + l,k),Tk] é: 

[ v !ll lk ~F] +[lk~v(n+l,O)] + 
a: <r 

+ [l~- 1 ~ V(n + 1,1)] + ••. + [1<t ~ V(n + l,k- l)] 

onde v ~ F é o fibrado 

(l (n+l) ~ !I:P (O)) U (À ~ (CP (n)). a: 

Fazendo k = 2 temos: 

O conjunto de pontos fixos de [V(n + l,2),T
2

] -e: 
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[v e l~ ~F]+ [l~ ~ V(n+l,O)] +[la;~ V(n+l,l)]. 

Como 

J[V(n + 1,2),-r
2
J = [V(n+l,2)]en+3 +termos em pot. >de e, 

e também 

+ J[ 1~ 4 V(n + 1,0)] + J[ la:~ V(n + 1,1)] 

temos: 

[V(n + 1,2}] 6n+ 3 +termos em pot. >de 8 = J[ V-+ F j + 

+ [V(n + l,O)]en+l + [V(n + l,l)]en+Z. 

Portanto, 

J[v ~F]= [V(n + 1,0)]6n+l + [V(n + l,l)]en+Z + 

n+3 -+ [V(n + 1,2)]6 +termos em pot. >de 6. 

Mas, 

Assim, 



J(Àn) = 1 + [V(n + 1,0)]en+1 + [V(n + 1,1)]en+Z + 

+ [V(n + 1,2)]6n+3 +termos em pot. >de e. 

Portanto, em geral 

~ 

i=O 
[V(n + 1,i)]en+i+1 . 
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1 Para cálculos mais explici tos de J nos geradores de M* (S ) 1 

isto é, nos elementos À , como 
n 

[V(n + 1,k)] = [~P(Àn ffi + [~P(n + k + l)] + 

k-1 
+ ~ [~P(k- j)][V(n + 1,j)] 

j=O 
(por 4.19) 

é conveniente conhecermos alguns resultados referentes a classe 

de bordismo de alguns espaços fibrados projetivos complexos as

sociados a Àn íD l~+l, isto é, a [O::P(!-.n $ l~+l)] ~ 

LEMA 4. 21. Se !;. -+ -ifU e ~m 2-fibrado plano complexo, então 

[CP(~)] =O em Nm+Z • 

DEMONSTRAÇÃO. Devemos mostrar que todo número de Stiefel-~Vhitney 

de ~p(Ç) é nulo. Seja c E H 2 (~P(~); ~ 2 ) a classe de Chern mó 

dulo 2 do U(l)-fibrado B(Ç} ~ ~P(~). Temos a relação 
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2 2 2 . 
c ~:E p*(v.)c -J 

l J 

onde 1, v l I v 2 sao as classes de Chern módulo 2 de l; -+ vn. 

A classe total de Stíefel-Whitney de ~P(Ç) e 

m 2 
(1; p*(w.)) (1; 
o J o 

2-j p*(vj)(l+c) ) 
m 

~ ( 1; p* (w.) ) ( l + p* (v
1

) ) 
o J 

onde l, w1 , ... ,wm sao as classes de Stiefei-whitney de V11 e 

p* : H* (v'"; 7Z 2 J ~ H* (~P (Ç); 7Z
2
). (Veja [ 12] , 36). 

Portanto, cada classe de Stiefel-Whitney de ~p(Ç) é dada 

por: 

Escolhendo inteiros positivos jr tais que j 1 +j2 + ••• + jr = m + 2 

temos: 

... . .. 

m+2 .~"1\ Como (w. + w. 
1

v
1

) ... (w. + w
3
. _

1
v

1
) E H (v ; 7Z

2
) ~O, temos 

J1 J1- Jr r 

que todo número de Stiefel-Whitney da (m+2)-variedade ~P(~) é 

nulo. Logo [~P(,)] ~O. 
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LEMA 4.22. Para qualquer n > em N2 (Ir+-l) • 

DEMONSTRAÇÃO. Devemos mostrar que todo número de Stiefel-M:1itney 

é nulo. Seja c E H 2 (~P(Àl ~ 1~);~ 2 ) 

do U(l)-fibrado B(Àl ~ 1~) ~ ~P(Àl 

a classe de Chern módulo 2 

n 
$ 1~). Temos a relação 

onde 

sim, 

n+l c 
n+l 

1 
. 

~ * ( ) n+ -J ""' p v. c 
1 J 

sao as classes de Chern 

para 

e v = Ct 1 o gerador de 

módulo 2 de 

i > 1 temos que 

H2 (<tP(1); ~). As-

A classe total de Stiefel-Whi tney da 2 (n + 1) -variedade f e 

chada <tP(À 1 e 1~) é 

2 n+l 
(~ p*(w.))( ~ p*(v.) (1 + c)n+1-jJ 
o J o J 

onde 1, w
1

, w2 sao as classes de Stiefel-Whítney de ltP (1) . Co-

mo 

2 
~ p*(w.) = (1 + p*(~JJ 2 

= 1 + p*(~ 2 ) = 1. 
o J 

Portanto, a classe total de Stiefel-Whitney de ltP(À 1 e 1~) e: 
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1((1 + c)n+1 + p*(<>) (1 + c)n). 

Assim, denotando por Wi a i-ésima classe de Stíefel-Whitney de 

~P(À 1 $ 1~) temos: 

(n:h cj 
n . 1 

w2j = + (. )cJ- p*(a) e, para 
J J-1 

w2j = (nH) cj + 
j (n+1) j-1 * ( ) 

n+ 1 
. c p (l • 

J J 

Escolhendo inteiros positivos J. tais que 
r 

n + 1,_ temos que 

j > o 

k 
(n;'-1) cn+l 

k js k 
(n;'-1) cnp* (a)) w2. ... w2. = li + L (li 

J1 Jk Jr n+ 1 Jr 1 

k 
= { li (n+l) 

1 Jr 

k js 
Portanto, como L = 

1 n+ 1 

k ... w = {li 
2 jk 1 

k 
+ L 

1 

1, 

s=l 

js 
n+ 1 

k 
+ li 

1 

1 

k 
(n;'"1) }cnp* (a) • li 

1 ') r 

Assim, todo numero de Stiefel-Whitney é nulo, e [~P{Àl $ 1~)]= 

O,Vn>O. 

LEMA 4. 23. Seja Àn o fibrado linear complexo canônico sobre 

~P (n). Então [ IJ:P (Àn $ 1~)] = O, V n > O. 
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DEMONSTRAÇÃO. Seja T0 a açao semi-livre de s1 
definida em 

<CP(n + 1) por: 

O fibrado normal ao conjunto de pontos fixos de [~P(n + l),T0 ] 

é (l(n+l) 4 <CP(O)) u (À 4 <CP(n)). Portanto, 
<C 

[<CP(n + 1)] = [<CP(Àn <I> la:)] + [<I:P(n + l)]. 

Assim, 

LEMA 4.24. Para qualquer par de inteiros n, k 

[ <I:P (n + k)] • 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam T
0 

a açao semi-livre de s 1 em <.tP {n + 1) 

dada no lema anterior, e T~ a ação semi-livre de s1 
dada em 

<!:P(k) por: 

T' o 

Assim, existe em <CP (n + 1) x Q::P (k) uma açao semi-livre de s 1 

dada por (T 0 ,T~), com conjunto de pontos fixos a união disjunta 



(~P(n) x ~P(k- 1)) u ~P(n) u ~P(k- 1) u ~P(O). 

Os fibrados normais sao, respectivamente, 

À x À~ ~P(n) x ~P(k- 1), À$ 1k ~ ~P(n), 
a; 

À $ 1 (n+1 ) ~ ~P (k- 1) , 
~ 

e 1n+k+l 4 ~P(O) • 
a; 

Portanto, pela sequência exata curta (veja [16], 843), temos: 
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Como ~P(n) x ~P(k- 1) tem codimensão 2 em ~P(n + 1) x ~P(k}, 

por (4.21), temos que [<I:P(À x À)] =O. Portanto, 

OBSERVAÇÃO. Como consequência do lema anterior temos que 

[ ~P (Àn <IJ 1~) l = [ <I:P (n + 2)]., pois 

e por (4.22), [<I:P(Àl <IJ 1~+ 1 )] =O. Portanto, 

[<tP(Àn <IJ 1~)] = [<I:P(n + 2)]. 
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IV - 4. CONJUNTO DE PONTOS FIXOS DE AÇÕES SE~II- LIVRES DE S l 

Dada uma n-variedade fechada diferenciável Mn, para quais 

valores de k existe uma (n + 2k)-variedade v"+2k com ação 

semi-livre de s 1 cujo conjunto de pontos fixos é cobordante a 

Mn? Dada uma variedade fechada Mn, nosso objetivo, no que 

segue, será mostrar que para algun·s valores de k existe uma v a 

riedade fechada com uma açao semi-livre de s1 , (~+Zk,T), cujo 

conjunto de pontos fixos é cobordante a Mn. 

vamos denotar por sk , onde k é 
n 

par, a conjunto de elas-

ses no grupo de cobordismo não orientado Nn que são represent,5! 

das por uma n-variedade que é o conjunto de Pontos fixos de uma 

(n + k) -variedade com uma ação semi-livre de s 1 . 

Propriedades de sk 
n 

l) sk 
n é um subgrupo de N 

n 

2) so ~ Nn n 
00 

sk sk sk 3) sk ~ }; ~ sk + + + ... é um ideal em N* • * n o l 2 n=O 

PROPOSIÇÃO 4.25. A classe de ~P(2k) u ~P(k) x ~P(k) pertence 

4 
a S 4k , V k > 1. 

DEMONSTRAÇÃO~ Sejam À2k o fibrado linear complexo canônico 
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sobre <CP (2k) e >..k o fibrado linear complexo canônico sobre 

~P(k). Então temos: 

00 

= 1 + L [V(2k + 1,i)]8Zk+i+1 + 
i=O 

00 

+ (1 + L [V(k + 1,i)]8k+i+l)Z 
i=O 

= 1 + [V(2k + 1,0)]8 2k+ 1 + [V(2k + 1,1)]8Zk+Z + ..• + 

= ([V(2k + ~1)] + [V(k + 1,0)] 2 )BZk+Z + [V(2k + 1,2)]8Zk+3 + 

+ ([V(2k + 1,3)] + [V(k + 1,1)] 2 JeZk+ 4 + [V(2k + 1, 4)]8Zk+S + 

+termos com pot. > de e. 

Portanto, por (4.16), a classe de ~P(2k) u ~P(k) x ~P(k), que 

é a base do fibrado pertence a 

OBSERVAÇÃO. Se k é irnpar, temos: 

[~P(2k)] + [~P(k) x ~P(k)] = [<l:P(2k)] = [RP(2k) x RP(2k)]. 
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Portanto, [RP(2kl x RP(2kll pertence a 4 
S 

4
k para k ímpar. 

PROPOSIÇÃO 4. 26. Seja M
2 

urna variedade fechada no grupo de boE_ 

dismo não oriendado N
2 

• Então a classe de (M2 
X <tP (2k)) u 

u (M2 
x <tP(k) x <tP(k)) pertence 4 

a s4k+2 

DEMONSTRAÇÃO. 

= [M2 J 8(( [V(2k + l, l)] + [V(k + l, 0)] 2 )eZk+Z + 

+ [V{2k + 1,2)JB 2k+3 +termos com pot. >de e}. 

+termos com pot. >de e. 

Portanto, a classe de (M2 x ~P(2k)) u (M2 x ~P(k) 

é a base do fibrado M2
À A + M2 A2 pertence a 2k o k ' 

x <tP(k)), que 

4 
s4k+2 

OBSERVAÇÃO. Poderíamos também concluir o resultado acima, usan 

do a Proposição (4.25), e lembrando que e um ideal em 

Desta forma também temos que a classe de (Mn x <I:P (2k)) u 

v (Mn X <CP (k) X IXP (k)) pertence a s!k+n , para qualquer n > o. 
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PROPOSIÇÃO 4.27. Seja 

projetivo associado ao 

1 

<I:P (À 2 Ell 1~) o espaço fibrado complexo 

3 
fibrado À2 e 1~ . Existe uma ação semi-

livre de S em <.CP (À 2 Eil 1~) E SF
10

cs1
) fixando <I:P(2) u ponto. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja (À e 1~ 4 <l:P (2)) U (1~ 4 <I:P (0)) E M
10 

(s 1 ). T-" 

mos: 

= [V(3,0)] e3 + [V(3,1)] 8 4 + [V(3,2)] 85 + .. ~ 

Como, [V(3,0)] = [<J:P(3)] = (RP(3) x RP(3)] = O, e 

[V(3,1)] 

Portanto, 

o. 
:E 

k=O 
[<I:P(l-k)] [V(3,k)] 

= [<I:P(4)] + [<I:P(À 2 e 1~)] + [<I:P(1)] [V(3,0)] 

= [<rP(4ll + [<tP(l. 2 e l~ll 

= [<I:P(4)] + [ltP(4)] = O por (4.23). 

5 [V(3,2)]8 +termos com pot. >de e . 



Como, 

[V(3,2)] 

e pelo lema 

em otP(À 2 E!l 

fibrado Àz 
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1 
~ [<l:P(S)] + [<tP(À

2 
E!l 1~)] + E [<tP(2 -k)] [V(3,k)] 

k~O 

~ [<J:P(Àz E!l 1~)]+ [<tP(2)] [V(3,0)] + [<J:P(1)] [V(3,1)] 

(4.16)' concluimos que existe açao semi-livre de s1 

3 fixando otP (2) é lq::) 1 u ponto que o espaço base do 

E!l 12 + 
ot 

15 
<t 

Vamos agora analizar o efeito do homomorfismo de Boardman 

J em alguns elementos de 

X a classe de RP(n). n 

1 
M

10 
(S ) • No que segue denotaremos por 

Sejam os elementos x
8

À
0 

, x
6

À
1 

, x
4

À2 , x
2

À
3 

, À
4 

pertencentes a 

N8 (BU1). Temos: 

111 !'\! I C í1 lVI 

P~ I;JTEC!l CEfiTRt\l 



J (x8Ào) = x 8
e 

J(x6Àl) = x
6

8 

J(x4À2) = x 4e 

= 1 

Sejam 

Sejam 

4 

3 
+ x6 [V(2,0)] 6 5 + x

6 

2 
+ x4 [V(3,0JJ e5 + 

5 + [V(5,0)]8 + ••• 

À2À 
' o 2 À À

2 
' o l 

x4 

em 
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[V(2,1)] 6 6 + ... 

[V(3,1)] e6 + ... 

em 



Sejam 

Para 

em N
2 

(BU
4
). Temos: 

ÀS E N (su5 ), temos: o o 

Portanto, 

J(À; + À4) = [V(5,0)]6 5 + 

J(x2 À3 + x 2 À~) = Xz [V(~,0)]6S + 

J(),lÀZ + À~Àl) = ([V(3,2)] + [V(2,3)] e5 + .•• 

- 2 5 5 J(À
0

À2 + ,\
0

) = [V(3,2)] 6 + •.• 

61 
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Assim, concluímos que existe ação semi-livre de s
1 

em: 

(a) [V(S,O)] fixando <CP (4) U <CP (O). 

(b) RP (2) x <CP (4) fixando RP (2) x <CP (3) u RP (2). 

(c) RP (4) X <I:P(3) fixando RP (4) X <I:P(2) u RP(4). 

(d) V(3,2) U V(2,3) fixando <I:P(l) X <I:P(2) U <I:P(l). 

(e) V(3,2) fixando <I:P(2) U <I:P(O). 

(f) RP(2) X V(3,1) fixando RP (2) X <I:P(2) u RP(2). 

(g) (RP(2)XV(3,1)) U (RP(2) X<J:P(4)) fixando RP (2) X G:P(3) U 

U RP(2) X <J:p (2) • 

Com o objetivo 

2n 
classes M em N 2n 

de Calcular s~fl 1 iStO é, Q COfljUfltO de 

para as quais existe uma variedade v 2n+ 2 

com ação semi-livre de s 1 com conjunto de pontos fixos bordan-

te a M
2
n, vamos primeiramente calcular esses conjuntos para 

alguns valores de n, mais precisamente calcular S~n para 

n = 1,2,3,4,5,6. No que segue M2n denotará RP(2n}. Observamos 

1 que, se um elemento a E SF 2 (n+l) {S ) tem conjunto de pontos f~ 

XOS em então Àn , o fibrado linha 

complexo canônico sobre ~P(n), temos: 



63 

J(Àl) =1 +[V(2,0)] e2 
+[V(2,1)] e3 +[V(2,2)] 8

4 
+[V(2,3)] e5 + ••• 

J(Àz) =1 +[V(3,0)] e3 +[V(3,1)] 8
4 

+[V(3,2)] e5 +[V(3,3)] e6 + ••. 

J(À
3

) =1 +[V(4,0)]8 4 +[V(4,1)] 8 5 +[V(4,2)] 8 6 +[V(4,3)] e7 + ••• 

J(À
4

) =1+[V(5,0)] 8
5 

+[V(5,1)] 8
6 

+[V(5,2)] 8
7 

+[V(5,3)] e8 
+ ••• 

J(ÀS) =1 +[V(6,0)]8
6 

+[V(6,1)]8
7 

+[V(6,2)]8
8 

+[V(6,3)] 8 9 + •.. 

J(À 6 ) =1 +[V(7,0)] e7 
+[V(7,1)] 8

8 
+[V(7,2)] e9 

+[V(7,3)]8
10 

+ ••• 

n = 1 

j 
-~ 

geradores de 

J(À
1

) = 1 + [V(2,0)]8 2 + [V(2,1)]8J + ••• 

Portanto, S~ = (0). 



n = 2 

SF 
6 

(S
1 ) 

j 
4 M (Sl) 

3 
= $ N6-2k(BUk) 6 k=O 

= ... + N
4 

(BU
1

l + 

geradores de N
4

(BU
1

} [M4 1 À 
2 e À

2 [ M 1 Àl o 

J( [M4 Pol = [M4182 

J(À2 } = 1 + lv(3,0)1 e3 + [V(3,1)1 e4 + IV(3,2)1 e5 + ••• 

Portanto, S~ = (0). 

n = 3 

geradores de 

4 
$ 

k=O 
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J ( [ M6] À o) = r M61 e3 

J ( [ 144] Àl) = [M4]62 + r M4 1 r v ( 2, o) 1 e 4 + [M4 ][V(2,l)]e 5 
+ • a • 

3' l r Mzl Àz l = [11
2 1 e+ [M2][V(3,0)] e

4 + [rfJ[V(3,1)] 6
5 + ..• 

J(À
3

) = 1 + [V(4,0)] 64 + [V(4,1)] 6
5 

+ [V(4,2)] e
6 + ... 

Portanto, S~ = (0}. 

n = 4 

1 SF
10

1s ) 

geradores de 

5 6 
J(À

4
) = 1 + [V(5,0) ]6 + [V(5,1)] e + •.• 
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Portanto, S~ = (O). 

n = 5 

1 SF12 (s ) 

geradors de N10 (BU1 ) 

[M2l \4 e "s 

= 

8 
[M ] Àl , 

J( [ MlO] À ) . " = r ~o 1 8 s 

J'([ Mal All = [MS] e4 + [M8][V(2,0)] e 6 + [M8J[V(2,1)JB 7 

J([M6l "zl = r M6 J e3 + [M6 ][V(3,0)]8
6 + réHvl3,lll e

7 

J([M4] À3) = r M4 J e2 + [M4 J[V(4,0)] e 6 + [M4 ][V(4,1)] B7 

+ 

+ 

+ 

J(\
5

) = 1 + [V(6,0)] e 6 + [V(6,1)] e 7 + [V(6,2)]8
8 + ••• 

Portanto, 2 s 10 = (o) . 
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... 

... 

... 



n = 6 

1 SF14 (s ) 

geradores de N12 (BU1 ) 

[ M4]\4 ' [ M2p5 e À6 

J([M6] À3) = 

J( [ M4] À4) = 

J([ M2]À5) = 

7 
G) 

k=O 

7 8 = 1 + [V(7,0)l e + [v(7,1)l e + ••• 

Portanto, 2 s 12 = (o) . 
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Arializando o que foi feito acima, pOdemOs generalizar. 



Ternos: 

PROPOSIÇÃO 4.28. 

conjunto de pontos 

do, isto é, sz 
2n 

DEMONSTRAÇÃO. 

l 
SF2n+2(S ) 

= 

Seja a açao semi-livre de 

j 

fixos N e de 

(o) ' Vn > o. 

l 
M2n+2(S ) = 

codimensão 

n+l 
El) 

k=O 

Para que um elemento ct E l 
SF2n+Z(S ) tenha 

fixos em 2 
S Zn , devemos ter 

rado pelos elementos: 

O < i < n 

68 

sl (V2n+2, T) • Se o 

2, então N é bor-

Conjunto de pontos 

onde [MZn- 21 1 é um elemento gerador de N* de dimensão 2(n-i) e 

Ài é o fibrado linear complexo Canônico sobre ~P(i)~ Como 

L 
j=O 

Assim qualquer combinação dos elementos 

contém potências de 

mente 
l 

ct E SFZn+Z(S ), 

e menores que. n + 1~ E como, para um ele

Jja pertence ao ideal gerado por en+l, 

então não existe elemento, não bordo, em l 
SF 2n+Z(S ) com a ima-

gem através de j em N
2
n (BU1 ). Portanto, s;n = (O), V n. 



PROPOSIÇÃO 4.29. 

onde 

s2
k contém a classe de cobordismo de 

n 

é um k-fibrado complexo e <I:P (f;k) denota 

espaço total do espaço fibrado projetivo complexo associado4 

DEMONSTRAÇÃO. Considere a soma de Whitney 

69 

o 

e o espaço total ~P(~k $ 1~} do fihrado projetivo associado. A 

multiplicação por um escalar nas fibras de ~k induz uma açao 

semi-livre de s 1 em a;p {ç:k $ 1~) que fixa o conjunto 

Considere Ç ~ X um k-fibrado complexoa A classe total de 

k+l 
Chern de f; -"" X pode ser expressa na forma fatorada í.: (1 + t.) , 

l J 

e para cada m > O introduzimos as funções simétricas elementa 

res 

s (i;) = 
m 

k+l 
!: 
1 

cada sm (i;) pode ser expressa de forma única como uma polinomial 
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homogenea nas classes de Chern (as funções simétricas elementa-
2m res}, logo sm{S) E H (X;~). Para uma soma de Whitney 1 

(Veja [ 9], pag. 292). 

LEMA 4~30. Seja ~P{n 1 ,n 2 , ••. ,nk) o espaço fibrado projetivo 

complexo 2 (n + k- 1) -dimensional associado ao fibrado Àl ta ••• $ Àk 

sobre ~P(n 1 ) x ..• x ~P(nk), onde Ài é o pullback do fibrado 

linear canônico sobre o i-ésimo fator B Então para k > 1, 

~P(n 1 , ... ,nk) é indecomponível em N* se, e somente se 

-e ímpar, onde n = n 1 + • • • + nk · 

DEMONSTRAÇÃO. Denotamos por B(Àl <!l ••• <!lÀk) 4 QP(n
1

) x ••• x<IP(f\) 

o (2k -1)-fibrado esférico associado e por 

p: tt:P(n
1

, ••• ,nk) ~ <CP(n
1

) x ••• x <CP(nk} 

o fibrado associado com fibra CCP (k- 1). Neste caso o (2k-l}-fi-

brado esférico B(Àl $ ••• 

sobre <CP(n1 , ... ,nk). Seja 

<ll ilk) é um U(l)-fibrado 

2 c E H I <CP (n
1

, ••• ,nk); >Z 2 l 

príncipal 

a classe 
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de Chern módulo 2 deste U{l)-fibrado~ De acordo com ([12],pag. 

36) : 

k k k . 
c ~ .l: p* (v. J c -J, 

1 J 

onde 1, v 1 , ..• , vk sao as classes de Chern módulo 2 de 

Por indução em i, podemos verificar que 

+ termos com pot. < de c, 

onde v • s 
i sao as classes duais de Chern, pois: para i = 1, te 

mos: 

- k-1 
= v 1 c + + termos com pot. < de c, 

para i = 2: 

k = c c + termos com pot. < de c 

+ pot. < de C, 

Supondo que vale para i, podemos verificar que vale para 
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i+ 1: 

= k-1 - -= lV.C + (v2v, 1 + v 3v, z + 
l :t- l-

+ pot. < de c 

- k-1 
= vi+lc + pot. < de c. 

Assim, k-1+n - k-1 c = vnc + termos com pot. < de c, e como os 

coeficientes dos termos com potências < de 

Hj {IIP (n
1

) x ••• x ttP (nk)) com j > 2n, temos que 

e também cn = v . Analogamente, temos que 
n 

c pertencem a 

k-1+n k-1 c = v c n ' 
n-j -c = v .• n-J 

A classe total de Sti~fel-Whi tney da 2 (n + k- 1) -variedade 

ltP(n
1

, ••• ,nk) é 

2n k 
( :!: p* (w,) ) (:!: 

o J o 

onde 1, w1 , .... , w2n sao as classes de Stiefel- Whitney de 



a projeção no i-ésimo fator, C/. o elemento não nulo de 

e 

Portanto, 

2n 

Então a 

k 
rr ( 1 

i=1 

:!: p* (w.) = 
o J. 

classe 

k 
rr ( 1 

i=l 

de Stiefel- Whitney 

A classe de Stiefel-Whitney do fibrado 

k 
e IT (1 + Cl.i) • Portanto, 

i=1 

k 
:!: 

j=O. 
p*(v.) (1 + c)k-j = 

J. 

k 
rr ( 1 

i=l 

Assim, a classe total de Stiefel-Whitney de ~P(n 1 , •.• ,~) e 

k 
rr ( 1 

i=1 

Então a classe 

• 
k 
rr (1 

i=l 

73 

de 
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82 (n+k-1) 
~ :E (ni + l)an+k-1 + :E (c + ) n+k-1 

i 
1 i 

cti • 

Como n+k-1 a. 
~ 

~ o, pois k > 1 e n1 + ... + nk + k - 1 > 

> n1 + ... + nk > n. ' Vi temos 
~ 

5 2(n+k-1) 
~ :E (c + ) n+k-1 

i 
ai 

kcn+k-1 
n n+k-1 n+k-1-j 

~ + :E ( j )sjc 
j~1 

ck-1{kcn 
n n+k-1 n-j} 

~ + :E 
j~1 

( j )sjc 

k-1{ -
n n+k-1 - } 

~ c kvn + :E ( . ) s. v . 
j~1 J J n-J 

k 
a~ onde sj = ~ é a j-ésima s-elasse de À1 $ . . . <!) Ák . E 

i;::;l 1 

. 
por ([211, 3.4) o valor desta classe característica é 

+ . • • + 

PROPOSIÇÃO 4.31. S~~ contém uma classe de cobordismo _ind~ 

nível para cada k tal que 4 < k ..'5. a {n) , onde a (n) denota o 

número de termos na expansão diádica de n. 

DEMONSTRAÇÃO. Seja o fibrado 
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do lema anterior, onde n
1

, .•• , nk é uma partição de n - k + 1. 

O espaço fibrado projetivo complexo associado é 1.l.I1E 2n-variedade. 

Por {4.29) s2
k contém a classe de cobordismo de 2n 

e esta classe, por (4 .. 30) é indecornponível se, e somente se, 

Portanto, é suficiente encontrar para cada n e k uma partição 

(n-1 ) + ••. + (n-1 ) = 1 mod. 2. 
nl nk 

Por [7],3.3),se 
r 1 r 

n = 2 + ••• + 2 t, r
1 

> ••• > rt >O, e 

4 < k < t, então 

r 
(2 1 + ••• + 2 rt-k+2, 

r r 
2 t-k+3 - 1 2 t-1- l 

I • • • I I 

r -1 r -1 
2t -l,2t -1) 

é a partição procurada. Se 
rl 

n = 2 + .•• 
r 

+ 2 t 
' onde r

1 
> ••• >rt=O 

e existe um i, 2 < i < t, .tal que 

então 

r. 1 > r. + 1, e 
1- 1 

rk-2 rk-1 
1_, .• .,.2 -1,2 + .•• + 

rt-l 
2 ' l) 

é a partição procurada. 
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IV - 5, CONJUNTO DE PONTOS FIXOS E O FI BRADO NORMAL 

- 4 32 
20 

- d d h d b d PROPOSIÇAO • . Se M e uma varie a e fec a a nao or o, en 

tão para k > 1 nao existe variedade com ação semi-livre de s 1 

(V2 (n+k) ,T) fixando nk -+ ~1 2 n com nk fibrado trivial comple-

xo. 

DEMONSTRAÇÃO. Supondo nk ~ MZn trivial temos: 

Como (M2nl t O, nao existe (v2 (n+k) ,T) com Conjunto de pontos 

fixos {nk ~ Mn), pois caso contrário teríamos: 

PROPOSIÇÃO 4.33. h ( 2n ) - . 1 . Supon a que M ,T e uma açao sem1- 1vre de 

s 1 em uma variedade fechada, e que F 2rn é a união das campo-

nentes 2m-dimensionais do conjunto de pontos 

as classes de Whitney do fibrado normal a F 2m 

fixos de 

sao 

T. Se 

triviais, 

para todo O< m < n- 1, então [F2m] =O 

e [M2nl = [F2nl: 

para O<m<n-1 

DEMONSTRAÇÃO. Seja o fibrado normal ~: : E -+ F 2m O < m < n- l. ._.m rn ' 

Como as classes de Whitney de ~ sao triviais, então é 
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bordante em N2rn(BU(n- m) ao fibrado complexo trivial. Assirn 1 

Mas como, 

- 2n 2n] n J(L<m) = J(M ,T) = [M 8 + pot. > de e, 

então devemos ter [F2m] = O para 

PROPOSIÇÃO 4.34. se existe uma açao semi-livre de s 1 

2 - 2 com conjunto de pontos fixos M entao [ ~] é bordo. 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam 1, v
1 

, v 2 as classes de Chern módulo 2 de 

v
2 

<+ M2 (fibrado normal complexo), portanto v 2 E H4 (M2 ) = O. 

Assim, v. =O para i > 1. Portanto existe y 1 ~ N2 tal que 
~ 

[yl $ 1~ 4 N2 ] = [v2 
4M

2 ]. Então 

Portanto, a classe de N2 pertence a 2 
S

2 
= {0) • Mas como 



temos que [M2] ê bordo. 

PROPOSIÇÃO 4.35. s2k = (Ol 
2 para v k > 1. 

DEMONSTRAÇÃO. Segue imediatamente de (4.28) e (4.34). 
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Seja uma aplicação f : Mn 4 X onde Mn e uma variedade 

fechada. Seja m m h E H (X; ~ 2 ) uma classe de cahomologia de X. 

Para toda partição i 1 + •.• + ik = n- m, o número 

onde w!s 
~ 

n 
Hn (M 1 Zl 2 l 

( w. 
~1 

. . . 

sao classes de 

:1Z 2 • 

Stiefel - Nhi tney de n N,e E 

é a classe fundamental, esta definido. Chamamos es-

:te número um número de Whi tney da aplicação f associado cem hm. 

TEOREMA 4. 36. Se f : Mn -lo X é uma variedade singular não ori~ 

tada em um CN complexo X, então { Mn,f] = O se, e somente 

se, todos os números de Whitney de [ rvf,f] são nulos. (Veja [111, 

17.2). 

principal, logo existe uma aplicação classifí-

- * 00 cando este fibrado, unica a menos de homotopia. Agora H (ctP ;'ll2) 

é uma álgebra polinomial com um gerador de dimensão 2 denotado 
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por c. Existe f* (c) E H2 (Mn I S; ~) , que será chamado classe 

caracterÍStica da ação semi-livre. Portanto, 

TEOREMA 4.37. A classe de bordismo [~,T] em Nn(S1 ) de uma 

ação semi-livre de s 1 em uma variedade fechada é univocamente 

determinada pelos inteiros módulo 2 ( w, 
'1 

w
1 

sao as classes de Stiefel-Whitney de 

é a classe fundamental de Mn /S, e i 1 + • • • + ik = n - m. Estes 

números são os números de Whitney da ação semi-livre. 

PROPOSIÇÃO 4.38. Seja ~ : E~ v2m um fibrado complexo k-di

mensional sobre uma variedade conexa v2m, onde todas as classes 

de Stiefel-Whitney de v 2m 

bordo em N2m+ 2k_1 (s
1
), ' 

complexo trivial. 

são triviais. Então se [S(~),SJ é 

é bordante em N2m(BUk) a um fibrado 

DEMONSTRAÇÃO. Como [S{~),S] é bordo, todos os números de 

Whitney desta açao livre são nulos. Mostraremos que para qual

quer partição r= i 1 + ••• + ij 

p*(v, 
'1 

m+k-1-r v. )c = O 
lj 

em 

onde v!s 
1 

sao as classes de Whitney de 

e p* : H*(vzm, ZZz) ~ H*(<CP(<), ;z
2
). Para 

desde que ( c m+k-1 
0m+k-l} o <CP (O ' 

= e 

ç' c E H
2 

(CP(" ;<2
2

) 

r = O, cm+k-1 = O, 

é conexa. Supondo que 



ao 

tenha sido provado para r < r , vamos provar que vale para o 
r

0 
Escolha urna partição r 0 = i 1 + ••• ij, então 

onde os w~s 
l 

... m+k-1-r o = o 

sao as classes de Stiefel-Whitney de <J:P(~). A 

classe total de Stiefel-Whitney da (2m+2k -1)-variedade <I:P(é) 

-e: 

2m k 
W = ( l: p*(w.))(l: p*(v.) (1 + c)k-j) 

o J o J 

onde 1, w
1 

, .•. , wm sao as classes de Stiefel-Whitney de v 2m. 

Como as classes de Stiefel-Whitney de v 2m são triviais tei;tos 

que 

2m 
( l: p* (w.) ) = 1. 

o J 

Portanto, 

k ~1 ~2 W= (l+c) + p*(v1 ) (l+c) + p*(v2 l (l+c) + ••• + p*(vk). 

Assim, 

Então, 

+ ••• +p*(v.). 
l 



W, 
'1 

• o • w' c 
~j 

m+k-1-r o 
~ p*(v, 

'1 

m+k-1-r o v, ) c + 
'j 

81 

+ termos envolvendo termos com pot. > de c. 

Pela hipótese de indução, temos que 

p*(v. 
'1 

m+k-1-r v, )c ~O para 
's 

Portanto, 

Para 

p* (v. 
'1 

r = m, temos o 

p* (v. 
11 

m+k-1-r 
v1 ,lc 0 ~O. 

J 

k-1 v. )c ~O 

'j 

para toda partição de m, o que implica que 

Portanto, todos os números de Whitney de é; são nulos. Assim i; 

é bordante a um fibrado complexo trivial. 

PROPOSIÇÃO 4.39. Seja {M2n,T) uma açao semi-livre de s 1 em uma 

2n-variedade fechada, e seja o conjunto de pontos fixos F
2

k de 

T uma 2k-variedade conexa. Se todas as classes de- Stiefel-Vilhitney 

de F 2k são nulas, então [ M2n] = O. 

DEMONSTRAÇÃO. Como 3j [M,T] = [S(Ç),S] =O em N2m(BUk), então 
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pelo resultado anterior o fibrado normal a F 2k é trivial. Por 

tanto, 

pois, F2k e bordo. Como também 

devemos ter [~nl =O. 

IV - 6. INTERPRETAÇÃO ALG~BRICA DA CONSTRUÇÃO GEO~TRICA K 

Como em {II- 2}, nesta secçao vamos expressar SF * {s1 ) como 

uma soma direta de determinados submódulos de 

O conjunto de pontos fixos dessa açao semi-livre de e 

(l~ ~ ~P(O)) V (À~ ~P(n- l)). 

Portanto, podemos escrever onde = 

[ ~P (n- l), À] • Assim Como e uma 
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álgebra polinomial sobre N * gerada pelos elementos a.n E M2n (S
1

) , 

para n > 1, temos que os elementos [ !tP (n) ,T0 ] para n.?:: 2, 

junto com a 1 = l E M2 <s 1), formam outro sistema de geradores 

polinomiais de . M*{sl). Vamos denotar por ID a subálgebra pol1 

nomial de SF*(S 1) gerada por [!tP(n),T0 ]; e por ~Zm a inter-

1 1 1 ' 
secçao <ll n SF Zm (S ) . Assim, M* (S ) ~ <Jl [ ;_] • Por (4.15), SF2m (S ) 

consiste dos polinômios P em 1 sobre 4:! para os quais J(P) 

está no ideal gerado por em. 

Seja e: ill -+ N * , a aumentação. Ternos: 

LEMA 4.40. Seja 

1 
E SF 2 (m-j+1 ) (S ) , 

1 
qj E SF 2 (m-j) (S ) para 

onde denotamos por Kqj 

DEMONSTRAÇÃO. Análoga a (2.11). 

O < j ~ m. Então 

o elemento 

Kq. 
J 

2 Vamos denotar por K qj o elemento l.Kqj. Tewos,p~lo lema 

anterior, que K
2
qj pertence a SF2 (m-j+ 2) (S1 ). Assim, sucessi 

varnente, Knqj = iKn-lqj pertence a SFz(m-j+n) (S
1

) e Knqj = 

.n [~-j 1 .n 
_,{._ qj + j .... ~ ~ 



84 

LEMA 4.41. 
1 O, ... ,m. Sejam q. E SF 2 (m-j) (S ) () !), j = Se 

J 

+ ql.i 
.2 _,.m y = q + q2"' + ... + qm o 

pertence a 1 SF 2m(S ) , então 

y = qo + Kq1 + 
2 

K q2 + ... + Km 
qm 

Denotando por 

é a soma direta de n + 
e dos K !ll2 (m-n) 

O Kn para rn > n > , e mergulha + 
<ll2 (m-n) 

1 
SF 2m(S ) • em 

TEOREMA 4.43. o N*-módulo SF* cs1 J é a soma direta de <ll e dos 

N*-submódulos Kn<ll+ para n > o, e Kn mergulha <ll+ em 

1 
SF*(S ) , onde <ll+ = Ker(!ll ~ N *) • 



V. AÇÕES DE íZ , p UM PRIMO ÍMPAR 
p 

Denotamos por (Mn,T} uma variedade fechada Mn junto com 

um difeomorfismo T de período p, p um primo ímpar. Os grupos 

de bordismo: N*(~p} um grupo de bordismo de 7.Z -ações 
p 

livres, , 

SF.(íZP) e M.(;zp) dois grupos de bordismo de 

vres são definidos de modo análogo aos grupos 

e M*(S1}, respectivamente. 

Zl; -ações 
p 

semi-li-

1 N.(s l, 

TEOREMA 5. 01.. Temos a sequência exata longa 

• • • - N (;z ) - Sf (íZ ) n p n p M (íZ l - N 1<;z l - ••. n p n- p 

onde 

(veja [11], 38.3). 

Seja 

de 

o grupo reduzido, isto é, N*('ll } = Ker s, 
p 

é definido por Õ[M",TJ =lMn/T]. 

TEOREMA 5.02. A sequência curta 

j* a -
M (íZ ' - N 1(;z l - O n p' n- p 

on 
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é exata. Aqui 

é definida por 

'•[Mn] [Mn = .... = X =p I 1 X 0] 

onde a é a aplicação de período p que troca os elementos de 

TEOREMA 5. 03. N*(Zl ) é um N*-módulo gerado pelos 
p 

2k-l {[s ,p] }, onde p = 2'1Ti 
p 

elementos 

Os N*-módulos SF*(~p) e M*(Zlp) sao anéis graduados com 

multiplicação induzida pelo produto cartesiano: 

Se na sequência exata 

tomarmos I = imagem de i* , 

-
I é um ideal de SF *(?l ) , 

p 
gerado 

por [ Zlp , cr J, desde que j.* é um homomorfismo de anel. Portanto, 

se 



-então SF*(~p) ê também um anel e temos: 

TEOREMA 5.04. A sequência 

é exata .. 

Considere o conjunto gerador {ã2k-l 

N *( 'lZ ) onde p 

-o 

k = 1,2,. .. } 

"2k-l e p = exp(2n i/p). 
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para 

Existem variedades fechadas M4k, k = 1, 2, •. ~ tais que para ca 

da k, 

em N *' 'iZ } • Assim p 

4 -
[ M ] "2k-5 

8 -
+ [M] "2k-9 + •.• = o 

N*('iZ } é isomorfo como um N*-módulo ao 
p 

ciente do N*-módulo livre graduado gerado por 

pelo submódulo gerado por 

quo-
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Agora considere o seguinte diagrama 

SF.<S
1

) 
j 

M* (S
1

) N* (S
1

) o~ ~ -o 

lrp lr~ 1 r~ 
- j. 

o- SF.OZP) ~ M.<zzP) - N *( 2lp) -o 

onde é o hornomorf~smo definido enviando uma 1 - [ M, S] r S -açao p 
a uma ~p-ação (restrição). 

Como gerado por 

s 2k-l dada por 
"zk-1 

- 1 -onde s e uma S -açao em 

e M*(S1 ) é uma álgebra polinomial gerada por Ài : [Ã ~~P(i)], 

vamos definir um N*-submódulo B de M*(s1 ) do seguinte modo: O 

núcleo de r" é o N*-rnódlilo livre gerado por p 

4 
[M 1"zk-5 + 

8 
[ M ] "2k-9 + ••• 

onde 

r "(B l -8 o p k = 2k-1 = em 
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-Seja Sk definido por 

l + ••• EM*(S), 

-e seja B o N*-rnódulo livre gerado por 81 I s3' Bs , . • • que é 

um submódulo de M*(s
1
). Assim, 

onde J é o homomorfismo de Boardman. Denotando por xn um ele

mento de base de N * de dimensão n, temos que: 

k-3 4 k-1 
= x2k-66 + x2k-6[ M l 6. + .•• 

• 
• 

é, portanto, qualquer combinação dos elementos acima apresenta 

potência de e .2, k - 1, o que implica que nao existe nenh·.1m 
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elemento em 1 
S F Zk {S ) com imagem nao nula em B ~ Assim~ temos 

que 

TEOREMA 5~05. O homomorfismo 

e injetivo. 

DEMONSTRAÇÃO. Temos o seguinte diagrama comutativo 

SF * (8
1

) 
j 

M* (S
1

) " o- ~ lj) Nk(BU{r)) 

1 rp 1 r' 1 r p 

j. 
" o- sF.ozPJ M*(í'lp) ~ <ll N.(BU(r

1
) X ... x BU(rk)) 

onde r é induzido pela inclusão no primeiro fator. Portanto, r 

é injetivo, o que implica que rp também é injetivo. Como r • o · p J 

= j * o rp , e j e j * são injetivos, temos que rp também é in

jetivo. 

OBSERVAÇÃO 5. 06. Para p = 3, temos que r' 
p 

-e um~ isomorfismo 

pois, M 1 - N .(s ) _e *(BU(r)) e também a 
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aplicação r é um isomorfismo. Assim, como B n j (SF * (S1 )} = (O), 

temos que j.(SF*(~ 3 )) z j(SF.(S
1

)) e B, e sendo j* 1- 1, 

Portanto, 

k 
Vamos denotar por (~p)n o conjunto de classes no grupo de 

cobordismo não orientado Nn que sao representadas por uma 

n-variedade que é o conjunto de pon~os fixos de uma 

dade fechada com uma 

?ubgrupo de 

~ -ação semi-livre. Temos que 
p 

e $ 
n>o 

PROPOSIÇÃO 5.07. (~ ) 2 ~ N 
p n n 

DEMONSTRAÇÃO. Seja 

. 

{n + k) -varie 

k -(!;Zp)n eum 

é um ideal 

Como N •'~ ) ' p temos que ek pertence à imagem de 

Em particular, $1 = pÀ
0 

pertence à imagem de j * . Assim 

também [xn J p/..
0 

pertence à imagem de j * , onde x
0 

é um gerador 



92 

de dimensão n, n 1- 2r - 1, de Assim existe uma 7l -ação 
p 

semi-livre -[Mn+2 ,T] com conjunto de pontos fixos [xn]+ •.. + (xn] 

(p-vezes) , onde p 

=('h], ternos que 

é um número primo Ímpar. 

E (72: )
2 • Portanto, 

P n 

Corno ( xn] + ... + ( xn] 

(ZZ)2-Nn 
P n 
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