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INTRODUGAO

Os conceitos de Covariancia, Invarifncia e o Principio
da Relatividade que aparecem nas Teorias Fisicas de Espago-
Tempo constituem uma das partes mais controvertidas da litera-
tura de Fisica-Matenatica. Em particular, éstes conceitos sao
considerados de muita importancia para as Teorias da Relativi-
dade Geral e Especial de Einstein e como pode ser verificado,
consultando-se.alguns tratados de Relatividade, nac existe uma
concordancia com relagao ac significado destes conceitos.

Umn dos objetivos deste trabalho & caracterizar os Gru-
pos de Covariancia e Invariancia das Teorias Fisicas de Espacgo
Tempo. Para tanto foi necessario introduzir alguns conceitos
Logicos para a formulacac do modelo matematico que representa ca
da teoria em questao. O medelo matemadtico para estas teorias é
em principio, uma variedade diferencidvel de dimensao quatro,
cuja formulagcao € o objetivo central do capnitulo I. Neste ca-
pitulo introduzimos os conceitos de Teoria de Primeira Ordem e
Modelo, caracterizamos as variedades como um tipo de estrutura
e aos poucos vameos enriquecendo esta estrutura com a introdu-
cao de objetos geométricos como métrica, conexao, campos veto-
riais, etc. £ através desses objetos geométricos gue poderemos
caracterizar objetos fisicos como particulas, orbitas de parti
culas, campos gravitacionais, etc.

No capitulo II os Gruposde Covari&ncia e Invariancia ,
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sao definidos rigorosamente e generalizamos 0s resultados obti
dos por Anderson, Scheibe, Hiskes, Recami~Rodrigques e Friodman;
Estes conceitos permitem uma discussao mais precisa de mode-
los para uma Teoria Fisica de Espago-Tempo. Para atingir - este
objetive foi necessario caracterizar as Teorias Fisicas atra-
vés do conceito de Tipo de Estruturé definido no capitulo I.
Introduzimos ainda neste capitulo os Elementos de uma Teoria
Fisica, Sistemas de Coordenadas e Stistemas de Referéncia, o
significado de Grupc de Covariéncia para um Sistema de Equagoes
Diferencials e damos também as diferentes interpretagoes( pon-
tos de vista) para o conjunto de valores atribuidos aos obje-
tos geométricos que satisfazem um Sistema de Equagoes Diferen-
ciais.,

No capitulo III apresentamos as Teorias (Classicas de
Newton como Teorias de Espag¢o-Tempo: Cinemdtica e Espacgo e
Tempo Absolutos; as Leis de Newton na Auséncia de Gravitacao e
0 Principio da Relatividade de Galileu; Fibrado Aristotélico e
o Galileano; Eletrodindmica Classica de Maxwell-Lorentz; a teo
ria Newtoniana de Gravitagdo e a Existéncia de Referenciais Iner
clais . A finalidade & mostrar como operam Os conceitos de
Covariadncia e Invariadncia em situagoes simples e analisar como
surge o Principio de Relatividade de Galileu gue é a afir-
magao que todos os sitemas inerciais sao equivalentes do ponto

de vista das leis da Mecanica, quando nZo intervém forgas de-
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pendentes da velocidade. 0 que hd de novo neste capitulo é a
caracterizagﬁo de sistemas de referéncia como campos vwvetoriais
de caracterizagao bem determinadas sobre a variedade Espago-
Tempo Newtoniano.

No capitulo IV estudamos algumas propriedades das varie-
dades Lorentzianas e as propriedades dos sistemas de referdéncia
nestas variedades. Para isto caracterizamos as variedades Loren
tzianas, Espago-Tempo Relativistico, Campos Tensoriais e liiper-
superficies nestas variedades, Sistemas de Referéncia e Observa
dores e suas propriedades, Observadores "infinitesimalmente vi-
zinhos" e discutimos Separagao do Espago-Tempe € Sincronizagao.

Longe de ser um tratamento completo das propriedade des~
tas variedades, esta apresentagao visa a compreensao do Capitu
lo V.

No Capitulo V discutimos ¢ Principio de Relatividade nas
Teorias de Relatividade Especial e Geral. Tal principio (na Re-
latividade Especial) € identificado com a afirmacao (PRz,pg.l67)
aque todos sistemas inerciais sao fisicamente equivalentes do
ponto de vista das leis que regem todos os fendmenos fisicos da
natureza. Q@ Principio de Relatividade & entao formulado de ma-
neira matematica rigorosa com a introdugaoc do conceito de gru-
po de equivaléncia de uma teoria fisica de Espago-Tempo (defini
gao 1.2.2 cap. V), que & o grupo de difeomorfismos da variedade

M, que define a classe de sistemas de referéncia equivalentes
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de acordo com T{definigao 1.2.1 cap. V).
Mostramos que nao existe nada parecido com © Principio

de Relatividade (afirmagao PR, ou generalizagao) na teoria da
Relatividade Geral e que a afirmagao usual encontrada em textos

de Relatividade de que nesta teoria os sistemas localmente inex
ciais sao equivalentes & falsa.

Esta quebra de equivaléncia foi primeiramente detectada
por Rodriques [45 ],  Neste trabalho generalizamos este resulta
do da seguinte maneira: meostramos que existem modelos da tecria
que possuem campos vetoriais tipo-tempo (isto &, referénciais)
privilegiados no sentido da proposig¢ac (5.1.2) (cap. V); faze-
mos também a construgao de um exemplo explicito.

Discutimos também nc capitulo V o conceito de tegrias
neo-Lorentzianas que sao teorias rivais da Relatividade Espe-
cial de Einstein e mostramos gquando estas teorias sao ou nao
equivalentes a Relatividade Especial, problema este que ja vem
sendo abordado ha mais de 70 anos.

O Apéndice contém as definicGes e notagdes usadas no tex-
to. Particularmente importante & o §2 que trata das proprieda-
des dos vetores do espaco vetorial de Minkowski. A validade de
desigualdades de Schwarz e triangular para as diversas classes
de vetores (tipo-tempc, tipo espago e tipo-~luz) € agui discuti-
da de maneira rigorosa, fato este gue nao encontramos na litera
tura disponivel.

Achamos que com algumas modificagoes & pessivel apresen-—



tarmos uma classificacao dos sistemas de referéncia usados no
espago-tempo Newtoniano, -com relagao a aceleragao, rotagao, ci-
salhamento e expansdo de maneira an&loga ao caso explicitamente

desenvolvido no Capitulo IV para as variedades Lorentzianas.

Acreditamos ter obtido com este trabalho solugoes origi-
nails para alguns problemas considerados importantes na literatu
ra pertinente, Isso foi possivel através de um maior rigor na
“"Modelagem" -~ Tipos de Estrutura e outros conceitos da  Logica
Classica e da utilizac¢ao de Métodos Matematicos que usaram in-
discrinadamente conceitos de Geometria, Topologia Diferencial e
Fisica. Nesta abordagem foi particularmente proficua a comple-
mentacao das forma¢oes anteriores do orientador (Fisica-Matema-

tica) e da orientanda (Matematica-Topologia).



CAPITULO 1

VARIEDADES COMO TIPOS DE ESTRUTURA

Como um dos objetives deste trabalho & caracterizar 0OSs
Grupos de Invariancia e Covariancia das Teorias Fisicas de Espa
¢co-Tempo, necessitamos introduzir alguns conceitos 1ldgicos para
a formulagéo do modelo matematico que representa cada teoria em
guestao. 0 modelo matemdtico para estas teorias & em principio
uma variedade diferencidvel de dimensao quatro, cuja formulacao

& o objetive central deste capitulo.

No §1, introduzimos os conceitos de Teoria de Primeira
Crdem e Modelo. No §2, caracterizamos as Variedades como um Ti~-
po de Estrutura, e aos poucos vamos enriguecendo esta estrutura
com a introdugdo de objetos geométricos como métrica, conexao,
campos vetoriais, etec. E através destes objetos geométricos que
poderemos caracterizar objetos fisicos como particulas, Orbitas

de particulas, campos gravitacionais, etc.

§1, TECRIAS DE PRIMEIRA ORDEM E MODELOS

Vamos introduzir alguns conceitos 18gicos bésicos neces-

sarios para caracterizar uma Teoria de Primeira Ordem e o



conceito de Modelo (ver Mendelson [ 335] e Schoenfield { 52]). Exem
plos de Teorias de Primeira Ordem szo Teoria de Grupos e Teoria
de Conjuntos. Veremos também os conceitos de Teorema e Teoria
Consistente, que serao necessarios para a compreensao de resul-

tados posteriores.

A Teoria de Conjunteos Zermelo-Fraenkel (Z2F) & subjacente
a compreensao do conceito de t4{pos de estrufuka, gque & como ca-
racterizamos variedades. Assim sendco, no exemple (1.1.11) in-
troduzimos semiformalmente uma axiomatica adequada para a teo-

ria ZF. (ver Halmos [21], Schoenfield { 52] e Takeuti [541]).
1.1. TEORIAS DE PRIMETIRA ORDEM

DEFINICEO 1.1.1. Uma fLinguagem de¢ primeira ondem tem como simbo
los:

L

i) Variaveils x, vy, z, w, X', ¥v', 2',... ;

ii) Para cada n, os simbolos de fungdes n-arias e os sim-

bolos de predicados n-arios; e

1ii) os simbolos 71, v, o, — , 3, v, (, ).

Para cada n, o niimero de simbolos de fungoes e predica-
dos n-arios pode ser zero, diferente de zero, finito ou infini-
to.

Um simbolo de funcao 0-aria & chamado uma constante. Um



simbolo de fungao ou um simbolo de predicado & chamado simbolo

nao 16gico; os outros simbolos sao chamados simbolos 16gicos.

Usamos x, y, 2 € w como variéveis sintdticas para va-
ridveis; f e g para fungoes; p e g para simbolos de predi

cados; e ¢ como variavel sintatica para constantes.

Vamos definir os conceitos de feame e foamulfa através de

definigoes indutivas generalizadas.

DEFINIGCAO 1.1.2. Teamo

i} uma variavel & um termc;

ii) se uys...,u sao termos e f & uma fungao n-aria en

tao f & um termo.
u - & & u
1 n
Observamos que 0s termos sao exatamente as expressdes que
designam individuos. Usamos a, b, ¢ e d como variaveis sin-

taticas para termos.

DEFINTCEO 1.1.3. Uma f§oxrmufa afomica & uma expressac da forma

< ., onde p & um predicado n-ario.
1°""""n

DEFINICAO 1.1.4. Foamula

i) uma formula atdémica & uma formula;

ii) se uy & uma formula, entao Tu e uma formula;



iii) Se u e v sao fOormulas, entao u v v , uA VvV e

u — v saoc formulas;

iv) se u @& uma formula, entao 3Ixu e Vxu sao formulas

Usamos A, B, C,... como variaveis sintaticas para for-

mulas.

Uma £inguagem L de paimedira cadem &€ uma linguagem na gual

os simbolos e formulas sac come os descritos acima.

Uma linguagem de primeira ordem fica, portanto, completa

mente determinada por seus simboles nao 16gicos,

Daremcs agora as definigﬁes precisas para ccorrencdia £.4-

vie e Ligada de uma variavel.

DEFINIGA0O 1.1.5. Uma ocorréncia x em A & l{igada em B se ela
ocorre em uma parte de A da forma 3IxB ou V¥xB: em caso con-

trario ela & Livie em A.

DEFINICAO 1.1.6. Dizemos que x & Livre (Ligada) em A se algu-

ma ocorréncia de x & livre (ligada) em A.

Usamos bx[a] para designar a expressao obtida, a partir
do termo b, substituindo-ge cada ocorréncia de x por a, e usa-
mos Ax[a] para designar a expressao obtida a partir da fSrmula

A, substituindo-se cada ocorrencia livre de x por a.



DEFINIGAO 1.1.7. Dizemos que a vatiavel x pode sey  substitulda
pelo termo a, na formula A, se para cada variavel v que ocor
re em a nenhuma parte de A da forma 3YB ou ¥YB3 contom uma

ocorréncia de x que & livre em A .

Convencionamos gue, ao usarmos Axla], subentendemos que
A, X e a representam gxpressoes tals gque = pode sor substi-

tuido por a em A.

Podemos estender essa nota¢ao para varias variaveis. In-

dicamos por by . [al,...,apl o termo obhtido, a partin  de
1T '
b, substituindo-se todas as ocorrencias de Xy oo ¥ Por
Aysenerdy respectivamentc; ¢ indicamos uor 7o . I;H,...,nnf
Moo i) ]

a formula obtida, a partir de A, substituindo-sc¢ todas as oCor

réncias livres de x % por A, ...,

lf'..’n 1 n

Como no caso de uma variavel, convencionamos quo, uvuando

A a,r...,a_ ) for usade estard subentordida oue A, X
Xl;...,xn[ :l_lr n ! ! 1’
”"xn'al""'an representam expressoes tais aue xj pie ser
substituldo por a, om A, para 1 l,...,n. Podemos on bl on

indices xl,...,xp guando estiverem claros no contexto.

OBSERVAGCAQ 1.1.8. A <+ B &, por definica~, (A - B) ~ (B ~A).
Chamamos 1A a negacde de A ;A v B a disiwncar de A o I
A A B a confuncac de A e B; A—B a impficacac de D wor A;

A++B a equivaléncia de A e B; IxA a {nstanciagae de A por



VXA a generalizacao de A por X.

DEFINIGAO 1.1.9. Uma feciia (ou sistema axiomatico) de primeinra

ordem ou simplesmenté uma feoidia & um sistema formal T tal que:
i) a £inguagem de T, L(T), & uma linguagem de primeira
ordem;

ii) os ax{iomas de T. Estes se subdividem em ax{iomas Logi-
cos (listados abaixc) e axdomas nac Logicos (especificos de ca-

da teorial.
Os axiomas logicos e as regras de T sac os seguintes:

Axl: A — (B — A)

Ax2: (A -— (B — C)) — ({(A — B) — (A — C})
Ax3: A A B — A

Axd: A A B — B

Ax5: A — (B — (A 3 B))

Ax6: A — (A v B)

ax7: B — (A v B)

Ax8: (A — C} ~— ((B — C) —>((A v B) — }))
Ax%: (A — B) — ((A — 1B) — TTA)

Aax10: 7177A — A



Ax1l: ¥YxA(x) — A(t}, se x & livre para t enm

Ax12: A{t) — 3IxA(x), se x & livre para t em A(x)

’ — B
Rl : ﬁ_ﬁ_ghﬁ__ (Regra de Modus Ponens)
R B Wl S se X nac e livre e C
2 ° 3xA — Cc ' °F g
(Regra de Introducaoc do Existe (3))
Ry = C— A , se X nac é livre em C
C — Vxa ’

(Regra de Introducao de gqualquer

seja (V¥)).

que

Assim sendo o que especifica uma teoria sao os seus sim-

bolos nao logicos e seus axiomas nao logicos.

EXEMPLO 1.1.10. Teoria de Grupos. O sistema axiomatico para gru

pos & chamade Teoria Elementar de Grupos e indica-se por G.

finico simbolo nao légicc & o simbolo de funcgao binaria

axiomas nao logicos de G sao

G (x*y)+z = x-(y-z)

G IX(¥y(xy = y)) A Vy 3z (z2y = x)

O

Os



EXEMPLO 1.1.11. Teoria dos Conjuntos, conhecida por Teckia dos
Conjuntos Zeamelo-Fraenkef e indicada por ZF. Nesta teoria a

idéia intuitiva de colegao de objetos, & a de "conjunto".

Na Linguagem de Primeira QOrdem para a tecoria ZF, temos:
Variavedls: X,¥,... referem-se a conjuntos

Simbolos e Predicados: O Gnico simbolo de predicado & o simbolo

"e" do predicade binario de "pertinéncia"
Conectivos: 1, v, A, — , ¥, 3 e ().
Termo: Uma variavel individual & um termo

Formula Atomica: Se x e y sao variaveis individuais, entao

x € y & uma formula atdmica.
Usaremos ¥, ¥, N como meta-varidveis para formulas.

Formula: i} Uma fOormula atdOmica & uma formula

ii) Se v e ¥ sac formulas, entac ¢, v v U, @ A | ,

¢ — ¥ sao formulas.

iii) Se ¢ & uma formula e x & uma variavel, entaoc Yxv¢

e Ixy sao formulas.

A partir da linguagem acima descrita, acrescentando-se o0s
axiomas nao logicos especificos acs axiomas 1ogicos e regras de

inferéncia subjacentes as Teorias de Primeira Ordem, obtemos a



a Teoria de Conjuntos Zermelo-Fraenkel.

Em ZF podemos definir a igualdade (=).

DEFINICAO. a = b =qf ‘¥¥) (X Sa <« x €b)

AXIOMA 1 (Axioma da Extensionalidade}
(Ya) (¥Vx)} (Vy) (x =y Ax €a — y € a)

Em ZF & facil demonstrar a partir do Axioma 1, que:

i) (¥x) (x = x)

ii) (x = y)— (v(x) + ¢{y)) (Propriedade da substituicao

para a igqualdade.,

Para cada férmula w(x,al,...,an), introduzimos um ${mby

Lo de classe

{x,’w(x,al,...,an)}

que & lido como a "classe de todos os x tais que @(x,al,.”,anL
Nossa interpretacdo principal & que o simbofo de classe
{x /v (x)} denota a classe dos individuos x gque tem a proprieda

de ¢ (x). Observamos que "classe" & uma extensao da nogac de con

junto de modo que todo conjunto & uma classe (a = {x/x € a})

I
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porém nem toda classe & conjunto (por exemplo, a classe de to-

dos os conjuntos V = {x/ x=x}).

Introduzimes, em 2ZF, o predicado M(A) para A e um con

junto. Isto e

DEFINIGCAO: M(A) =qf %) (x = A)

Obtemos entao,

A €E{x/v(x)} = MA) A v(a) ,

0 que significa que A & um conjunto e gue satisfaz a proprie-

dade ¢,

Com as definigdes de pai {a,bl, conjunto unido U (A) e

confunto potencia P(a), podemos introduzir mais alguns axiomas
de ZF.
DEFINIGAO:

{a,b} “af {x/ x=a v x = b}

U (A) =af {x/ 3y (X Ev A v € A))

ACHB

< =4f (¥x) {x € A — x £ B}

Pla) =4 {x/xC al.



11

Postulamos, em 2F, que pares de dois conjuntos quaisquer
sao conjuntos, a unido de um conjunto & um conjunto, e que o

conjunto poténcia de um conjunto qualgquer & um conjuntoc.

AXTOMA 2. {Axioma do Par)

(Ya) (vb) M({a,b})

AXIOMA 3. {(Axioma das Unioes)

(Ya) M({U(a))

AXIOMA 4. (Axioma das Poténcias)

{¥a) M(P(a))

0 Axioma da Subsitituicdao, introduzido por Fraenkel, de-
termina que fungoes levam conjuntos em conjuntos, ou seja, se a

férmula ¢ (x,y) & uma fungao, entao

(Ya) Mily /(3x € a), ¢(x,y)}).

AXIOMA 5. (Axioma da Substituigao)

[ (¥a) (Yu) (Yv) (Yw) [e{u,v) aAv{u,w) — v = w] —

—+ {3b) (vy) [y €b « (Ix) [x € a A ¢(x,y}]]]
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O Axioma da Separac¢do de Zermelo afirma que a classe de

(T

todos os objetos de um conjunto que tém uma dada propriedade

um conjunto, ou seja, M(a n A).

AXIOMA 6. (Axioma da Separagac)
(Ya) (3b} (¥x}) (X €b <« x € a s ¢(x)).
Utilizando o Axioma 6, denotamos

{x/x €anrvix)} por {x € a/v(x)!}

Observamos que, a partir do Axioma da Separacao, podemos
provar gue a classe {x/ xg%x}, a qual denotamos por @, & um
conjunto, chamado vazio. O conjunto ¥ & o primeiro conjunto gque
exibimos em ZF, De fato, a teoria ZF & uma teoria construti-

va, no sentido gue os "conjuntos" sac construideos a partir do

conjunto @.

0 Axioma da Separacao de Zermelo pode ser demonstrado a
partir do Axioma da Substituigao de Fraenkel. Entretanto, eles

ndo sao equivalentes.

Para excluir a possibilidade que um conjuntec possa ser
elemento de si mesmo (isto &, excluir a €a) e também para im-

pedir a possibilidade de cadeias de € (isto &, para Ay r--epdy

quaisquer, excluir ay € a, € ... € a, € a,) temos o Axdioma da

1
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Regularidade, tambem conhecido como Axioma da Fundamenta¢des, o
qual determina que todo conjunto nao vazio contém um elemento X
com a propriedade que nenhum elemento de x & também um elemen-

to de a (isto &, se a # ¢ entaoc Iu € a tal gue un a = @.

Axioma 7. (Axioma da Regularidade)

a# ¢ —x) (x €anrxna=¢g

O Axioma da Regularidade & relevante na teoria ZF porque
a partir dele provamos que (¥a) {a £ a} e, como conseguéncia
disso, cobtemos um resultado central da teoria gque diz que a

classe V = {x/ x =x} de todos ©0s conjuntos nao & um conjunto.

0 Axioma do Infinito postula gue existe um conjunto in

finito.

AXTOMA 8. (Axioma do Infinito): Existe um conjunto A tal que

i) @ € A
ii) (¥x) (x € A — x U {x} & n)
Pelo Axioma do Infinito provamos gue a classe IN, cujos

elementos saoc chamados numeros naturais, & um conjunto (infini-

to).
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AXIOMA 9. (Axioma da Escolhal.

Dada uma familia nao vazia de conjuntos nac vazios dis-

juntos dois a dois, existe um conjunto consistindo de exatamen-

te um elemento de cada conjunto da familia.

0 axioma pode ser expresso, de forma simplificada, mais

fraca, como abaixo, onde £ & a "fungdo escolha"
(Ya) (3f) (¥x € a} ({(x # @) —(f({x) € X))

Incluimos ainda em 1.1. , 0os conceitos de Teonrema e Te
onia Consistente, porque sao necessarios para a compreensao de
resultados posteriores.

DEFINIGAO 1.1.12. Teorema.

i) Os axiomas de uma teoria de primeira ordem T sao teo-

remas de T ;

ii) Se todas as hipbOteses de uma regra de T sao teoremas

de T, entao a conclusac da regra & um teorema de T,

Denotamos que A & um teorema da teoria T por Pﬁ A.

DEFINICAO 1.1.13, Uma teoria T € consdistente se ela nao tem co-

mo teorema uma £6rmula A e sua negagao JA. Em caso contrario,
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a teoria e dita {nconsisfente.

1.2. ESTRUTURAS E MODELOS

0O objetivo deste paragrafo & a definicao de Fstrutura o
a de Modelo, que sao conceitos que serao utilizados nestc tra-

balho.

Um significado para uma linguagem de primeira oréom con-
siste de um universo e um significado do tipo aprovnriado para
cada simbolo nao 10gico. Introduzindo essa nocao adequadamente,
temos a definigéo de esfrufunra para uma linguagem de primeira

ordem.
DEFINICAO 1.2.1. Seja L uma linguagem de primeira ordem. Uma ¢
trutusr O para L consiste de:

i) Um conjunto nao vazio ¢! chamado universo de ~ . Os

elementos de |(f| sao chamados individuos de (7 .

ii) Para cada simbolo de fungac n-aria f de L, uma fun

cao n-aria £, de o] em |ot] .

iii) Para cada simbolo de predicados n-aric p de L, un

predicado n-ario Dy €M o
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Queremos definir que uma formula A & valida em uma es-
trutura & gquando "todos os significados de A sao verdadeiros
em (I ". Seria entao conveniente que, para cada significado de Ba,
pudéssemos ter uma formula que expressasse exatamente esse sig-

nificado.

DEFINICAO 1.2.2. Seja 0! uma estrutura para L. Para cada indi-
viduo a de 0L, escolhemos uma nova constante, chamada o nome
de a (& claro que atribuimos nomes distintos para individuos
distintos). A linguagem de primeira ordem obtida, a partir de
L, acrescentando-se todos os nomes de individuos de @, e desig-

nada por L&) .

Usaremos 1 e 1§ como variaveis sintaticas para nomes.

DEFINIGCAO 1.2.3. Seja a um termo livre de variaveis de L(0I).

-

i) Se a & um nome, Ol {a) & o individuo do qual a & o

nome .
ii) Se a nao & um nome, entaoc a nao tem variaveis e
deve ser da forma fa 4 + com f um simbolo de fungao de L.
1" ""n
Fazemos
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OBSERVACAO 1.2.4. Uma férmula A é 4echada se nenhuma variavel

& livre em A. Isso significa que A tem apenas um significado.

Queremos definir um vafor de verdade oF (A) para cada fér
mula fechada A em L{J) . Para isto introduzimos as fungoes de

verdade.

Selecionamos dois objetos distintos, V e F, os quais cha
mamos de vafonres de verdade. Atribuimos um valor de verdade  a
cada férmula, da seguinte maneira: se a formula &  verdadeira

atribuimes o valor V; se & falsa, o valor F.

- - - .
Uma funcac de verdade & uma fungaoc H de 1{V,F! em

{V:F}:

i} se o simbolo A significa e:

A fungdo binadria H, para a e b, valores de verdade

de A e B respectivamente, & tal que H,k(a,b) & o valor verdade

de A A B. Essa funcaoc de verdade & descrita pelas equagdes:

!
<2

H,(V,V)

H,(V,F) = H

h(

ii) Se o simbolo v significa ou:

11

H (V.,V) HV(V,F) = Hv(F'V} = V

v

H (F,F} = F
¥



iii) Se o simbolo — significa, se ... entao:
H (V,V) = H_(F,V) = H_ (F,F) =V
H (V,F) =F

iv) Se o simbolo 7 significa a negacao, entdoc

H_]{F) =V e H_(V) = F

v) Se o simbholo +—= significa s¢ ¢ somente sc:

N

It
<

R_ (V,V) = H_ (F,F)

|

Il
=

H_, (V,F) H_ (F,V)

DEFINICEO 1.2.5.

i) Se A e a =Db fazemos

L (A) =V se e somente se X (a}) = F (b)
ii) Se A & P, 5 ¢ Com p distinto do predicaco
1" "n
igualdade, fazemos
O () =V se e somente se P (T (a,},...,% (a_))
L 1 n
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ce



iii) Se A & 1B , cntao

iv) Se A & B v C , cntao

g (p) = HV(OE’, (B),d (C})

v) Se A & 3IxB , entao

& (A} =V se e somentc sc GE(BXIi]} = V para algum

i em L{O)

vi) Se A e V¥xB

gl(¥yxB} = V se e somente se oz(Bx[il) = V¥ para todo

i em L(A)

Para os simbolgs A, — e ~— procede-se de forma anélg

ga. Da mesma maneira, encontramos o valor de verdade para fdrmu

las do tipo:

DEFINICEO 1.2.6. Se A & uma férmula de L, uma - {nsfdncia do

A & uma formula fechada da forma A[il""'in] em L{O) .
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DEFINIGAO 1.2.7. Uma formula A de L & vafida em 0 se OL(A) =V

para cada Ol -instancia A' de A.

DEFINIGAO 1.2,.8. Uma fo6rmula A fechada de L & valida em O se

e somente se L (A) = V.

DEFINIGAO 1.2.9. Um modefo de uma teoria T & uma estrutura para

L(T) na qual todos os axiomas nac 10gicos de T sao validos.

EXEMPLO 1.2.10. Uma estrutura para L(G) pode ser descrita como
um conjunto nao vazio (o0 universo), com uma opera¢ac binaria (a
fungao associada a -+ ). Tal estrutura serd um modelo de G se e

somente se @ um grupc. (IR, %,...).

EXEMPLO 1.2,11l. Um modelo para ZF & uma colecao qualquer de
"objetos", chamades conjuntos, que satisfaz os axiomas da teo-

‘ria.

DEFINICAO 1.2.12. Uma f4oamufa ¢ valida em T se ela & vadlida em

todos os modelos de T.

0 objetivo de um sistema formal & encontrar um processo
para provar teoremas. Assim sendo, uma questao particularmente
importante para gualquer sistema formal & encontrar um condigéo

necessaria e suficiente para gue uma formula de L{T) seja um
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teprema de T.

Essa questao, chamada probfema da caractenizacdo encon-
tra, com os Teoremas da Completude, uma primeira solucao signi-

ficativa.

TEOREMA DA COMPLETUDE, PRIMEIRA FORMA (Godel): Uma formula A de
uma teoria T & um teorema de T se e somente se e valida em T

{veja [35])
O teorema tem uma segunda forma, concernente a& consistén

clia.

TEOREMA DA COMPLETUDE, SEGUNDA FORMA, Uma teoria T & consisten

te se e gsomente se tem um modelo (ver [ 35]).

E importante observarmos que as duas formas do Teorema
da Completude estabelecem a equivalencia entre um conceito sin-
tdtico (teorema; consisténcial e um conceito semantico (valida-

de ; modelo) .

Observamos ainda gue, neste trabalho, como & usual cm Ma-
tematica, quando nos referimos a estruturas para certas lingua-
gens L{T), subentendemos muitas vezes que essas estruturas sao

modelos das respectivas teorias T.
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§2., TIPOS DE ESTRUTURA E VARIEDADES

Estamos interessados em estudar algumas teorias fisicas
cujos modelos matematicos sao "fipos de estrutura’ chamados va-
niedades. Como a estrutura de variedade nao & uma estrutura de
primeira ordem, para formulad-la nds utilizaremos uma extensao
do sistema 2F (ver §l) gue contém todos os conceitos awxilia-

res que Serac necessarios, indicaremos esta extensac por ZFT.

A0 tomarmos esta teoria dos conjuntos 2FT c¢omo teoria
subjacente para a construgéo de nossos tipos de estruturas, esta
mos assumindo as no¢des de conjunto, relagao, fungao, fungao com
propriedades e caracterlsticas especificas, operagoes entre con
juntos, conjunto das partes (P} etc.; o conjunto dos nimeros
reais sera denotadc por IR . Assumiremcs também os conceitos de

anel, espago vetorial, espago topologico, fibrado, etc (ver

Apendice) .

Primeiramente veremos uma definicao de tipo de estrutura
baseada no conceito dado pelo grupo Bourbaki (ver Scheibe[51)});
e depois utilizando esta definigao caracterizarcmos as varieda-

des.

2.1. TIPOS DE ESTRUTURA

DEFINICAC 2.1.1. Um tipo de estrutura ¢ & um conjunto finito de
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formulas de ZFT, que dependem de certas variaveis, as quais in-
dicam os conceitos basicos que estao inter-relacionados pelos

axiomas {alguns indices sao suprimidos).

xl;f@‘ e X F 2
(1) Fl = ol[X,a ] A ... A Fh € on{X,a]
a(X, &, F)
onde

XU sao os conceitos basicos principais (variaveis)

Pi sao conceitos derivados

ay sac conceitos basicos auxiliares (termos), que depen-

dem dos XH' Fi e possivelmente de variaveis [ diferentes de

As tipificacgoes F, €0, [%,a] sao as férmulas e o, [x,al

k

de operagoes gue nos conduzem a conjuntos de partes P(Xu) ou a

sao termos construidos de Xu e a,_ por aplicagoes  sucessivas

poténcias destes conjuntos e produtos cartesianos. A natureza
de 0 e determinada pela segunda linha de (1), em relagac a X e
a conijuntos constantes de ZFT; F € n[x,al fornece todos os ter-

mos e predicados necessdrios; a(X,”,T) & uma formula {axioma
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propric) nas variaveis XU' Ek e F., satisfazendo a seguinte

condigao de invariancia

!_T (Xirng') ~+ g (X,E, F}

onde Xﬁ resulta de XU por uma bijecao qualquer e Fi resulta de
Fi por correspondentes bijecoes candnicas que sao determinada:
pela anterior e pela segunda linha de (1). Consequentemente, F{

satisfazem a

foum Fi S oi[X',a] (ver Scheibe [5311])

Exemplos de tipos de estruturas em Matemdtica sdao os mo-
delos das teorias de grupcs, anéis, espagos vetoriais, espacgos

topoldgicos, variedades e fibrados.

Observamos que as duas primeiras estruturas (grupos,
anéis) tem tipos distintos das demais. Enguanto que no primelro
caso "operamos" internamente dentro do conjunto (estrutura de
primeira ordem), nos demais necessitamos de conjuntos auxilia-

n - . .
res, como IR, IR , ou potencias e produtos cartesianos destes.

2.2. VARIEDADES

Estamos interessados em estudar propriedades das teorias
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fisicas de espago tempo, cujos modelos matematicos sao tipos de
estrutura chamadas variedades. Com esta finalidade introduzire-
mos uma classe especial de variedades; iremos aumentanto grada-
tivamente as estruturas em nossas variedades, colocando estrutu
ras adicionais (objetos geométricos) como métrica, campos veto-
riais e conexao, etc, de maneira que estas variedades possam des

crever modelos para as teorias fisicas de espago tempo.

2.2.1. VARIEDADES GLOBAIS

Inicialmente damos a construcao de vaidedades gfobais,

. - . =~ n
isto e, variedades que sao homeomorfas ac IR

Seja M um conjunto basico principal. Consideremos dois

. - N n .
conjuntos basicos auxiliares 1R (com sua topologia usual} e
um grupo G dos difeomorfismos de um espago vetorial real

de dimensao n. Uma estrutura serada dada por

M# g
2 n
(1) F € PPMxIR )
a(vg) {M,TF)

ongde a(vg) diz que:



i) os elementos v € F sao bijecoes de M sobre r" :

ii) Se ¥, € F entao ww_l c C

iii) Se ¢ €F e g € G entao gy €F

Estas exigéncias i), ii) 1ii) transformam F em um siste
ma de coordenadas globais completo sobre ¢ espago M, com rela-
cao ac grupo G de transformagoes de coordenadas. Induzimos
a topologia em M, a partir da topologia de Hin, exigindo que
A CM & um subconjunto aberto se e somente se ¢ (A) C rR" & um

subconjunto aberto. ii) e iii) dizem gque o atlas & maximal (pa-

x - n - [} » -
ra uma carta), isto e, se ¢ : M — IR e bijegaoc, tal que se

Yy EF & ¢ 0 w—l € G , entac ¢ €F (pois (¢ © w_l) o I =
= ¢ E F).

Neste caso poderemos indicar a estrutura de variedade glo
bal por (U,F), onde U & o "universo" da estrutura (U & cons-
tituide pelo conjunto M, por R" , ¢ por poténcias e produtos
cartesianos destes) e F & um objeto geométrice construido a
partir dos elementos de U. Para simplificar, utilizaremos (M,F)

no lugar de (U,F).

Os exemplos mais importantes de (vg) aplicados em Fisica
sdo agqueles nos quais a variedade M & interpretada como espago
-tempo {(n = 4), F & a classe de sistemas de coordenadas prefe-

rencial no espago-tempo e G €& um dos seguintes grupos de
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transformagac de coordenadas: (Gnew)’ o produto direto dos gru-

pos Euclidianos do espaco-tempo pelo grupo das translagGes tem-

porais; | ), © grupo de Galileu; (G }, o grupo de Poinca-

Ggal

re; (Gdif),o grupo dos difeomorfismos, etc. (Ver Capitulo III).

poi

Para uma descrigao mais completa da realidade fisica te-
remos que enriquecer as {(vg) com estruturas adicionais como mé-

trica, conexao, campos vetoriais, etc.
2.2.2, VARIEDADES - CAS0O GERAL

Até aqui estudamos variedades M que siao homeomorfas ao
R" (variedades com coordenadas globais (vg)). Vamos agora in-
troduzir um tipo de estrutura para variedades com qualquer sis-
tema de coordenadas locais. Para istc, substituimos a exigéncia
de G ser wu: grupo dos difeomorfismos de R pela afirmagaoc
que G = Gp 2 um pseudo-grupc de difeomorfismos locais em ="

(ver Apéndice) .

A extensac do conceito de variedade global a variedade

sera feita através da extensao de tipo de estrutura.

Dado um tipo de estrutura (0,0}, ele pode ser estendido
adiclonando-se novas tipificag&es P E ciX,al e axiomas . {X,¢,
FO,S), ambos referindo-se & antiga base de conjuntos tais que

(60 x ¢ ; a A a) ainda & um tipo de estrutura.
0 o



No gque se seque as cxtensons rque vanos tazer além de go-
neralizar a definigao de varicdade incluem novas tipificacoes

que permitirac a introducao de métrica e conexao rna variedade.
DEFINICAO DE VARIEDADE
Seja M = U M, (Mi C M & um subconjunto aberto)
1€l

Conjuntos basicos principais Moo 16T

Conjuntos basicos auxiliares H?n, 0
}'J
- . . e 2 o _.n
Fi, 1 €I , conjuntos derivados, ri o {Mif m
tais que
Mi # ¢ , para todo 1 €I
2 ; n S . B n
(1} F, € PP(M, xR ) A .. AW, &P ~IE) a
1 1 i i
ca (M,E)
v

onde a, diz que
- .- ~ . e 11
a) os elementos ﬁi de F. sao bijccoes de M. sobre IR
1 h 1

b) Se v, e ¥, sao elementos de Fy entao s 0V, €G,

¢c) Seyv, €F., e g €¢G entao q:fl € F,
i D i i



29

d} Se M, f‘Mj @, v, €EF. e ¢, €F, entao,

e) Se v & uma bijegéo de ¥ em IRn, onde W & um sub-

conjunto abertoc de M, e se W Mi # ¢, para algum i e
— -1 — -1 - —

. c . [ ; I =
L Gp e v, oV Gp entao v Fk para algum k
(k € I).

Analcgamente ac caso anterior da variedade com coordena-

das globais (vg}, nossa variedade pode ser indicada por (M,F}.

2.2.3. METRICA NA VARIEDADE

Podemos introduzir uma extensac da estrutura como o rea-
lizado no caso (vg), para obtermos uma descricac mais completa
da realidade fisica. Este conceito & suficientemente geral para
incluir todos os tipos de variedades que sao conhecidos pela geo
metria diferencial tais comeo variedades riemannianas, varieda-

des com conexao afim, etc.

Seja (M,F) uma variedade como em(2.2.2). Para cada ponto

. . -~ n
p € M, associamos um espaco vetorial real de dimensao n, IR .

que indicamos por TpM-—espago tangente a M em p

M= U M, , (M. & subconjunto aberto de M),
i€T 1 1
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Conjuntos basicos principais, Moo i €1

. - Lo n
Conjuntos basicos auxiliares, IR , G_ , IR

Conjuntos derivados Fi € P2(Mi x R") e

S, EP{TM=x=x TM % IF)
k P P

tais que

M, # ¢ , para tocde i € T

n)h

eprP?. x R™M A ... A F. € P2(Mi x R

3 1

1

2
5 E€EP(TMx TM x IR)
k ( P p

o, (M,F) A B (M,F,8)

onde

a, (M,F) sdo os axiomas que ddo estrutura de variedade

{ver 2.2.2)

B, (M,F,5) diz que: para todo u e Vv pertencentes a TPM,
se g €8 entao g:TMx TM-+IR & uma forma bilinear simé
k p P =

trica, isto &, g(u,v) = g{v,u).

O conjunto M com estrutura de variedade e com métrica

g, sera indicado por (M,F,g) ou simplesmente (M,g).
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2.2.4. CONEXAQ NA VARIEDADE

Vamos acrescentar a nossa variedade (M,F) a conexao. A
cada subconjunto aberto Ui cCM |, associamos uma aplicagao
fi € P(Ui X ﬂ%n), que sera chamada um campo vetorial em M. In-
dicaremos por ¥{M) o conjunto de todos os campos de vetores de
classe € em M e por D(M) o anel das funcgoes reais de clas-

se mm definidas em M.

M= U M, ;(Mi , 1 €I, & subconjunto aberto de M)
jer ¢t
Conjuntos basicos principais M., 1 €T

B - . . n
Conjuntos basicos auxiliares IR ; Gp

Conjuntos derivados Fi e C
axjomas «o e v

tais que

Mi # @, para tode 1 €1

n

" F, € P2(Ml x R") A L..n F, € Pz(Mi < RT) A L.n

1

. Cj € (¥ M) x ¥(M)) x X(M))

av(M,F) X YV(M,F,C)
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onde aV(M,F) sao os axiomas que dao a estrutura de variedades

(ver 2,2.2)
e YV(M,F,C) diz que: se D & um elemento de C_i , entao D

satisfaz as propriedades:

i} D(fX + £Y, 2) = £D(X,Y) + gD(Y,2)}
i) D{X, Y + Z) = D(X,Y) + D(x,2)

iii) D{X,fY) = £D(X,Y) + X(£f)Y

onde X,Y,2 saoc elementos de ¥(M) e f,g elementos de D (M) e
X(f) € a derivada direcional da funcac f na direcao do campo
X.

0 conjunto M com estrutura de variedade e com conexao

D, sera indicado por (M,F,D) ou simplesmente por (M,D).

No Capitulo ITI para descrevermos as teorias fisicas de
espago-tempe precisamos introduzir estruturas adicionais a es-
tas variedades. Necessitamos de novos objetos geoméetricos (tipi
ficagoes) que descreverac os objetos fisicos sujeitos a investi
gagao como Orbitas de particulas, campos de vetores, etc. Além
disso, os axiomas terdo acréscimos necessarios para gue possa-
mos descrever as leis fisicas que estes objetos devem obedecer

tais como leis de movimentos, leis de propagagac, etc.



CAPITULO 1I1I

ESTRUTURA DAS TEORIAS FISICAS - GRUPOS DE

COVARIANCIA E INVARIANCIA

Vamos, em primeiro lugar, caracterizar as Teorias Fisi-
cas através do conceito de tipo de estrutura visto no Capltulo
I. Com este objetivo introduzimos os Elementos de uma Teoria Fi
sica (§1); definimos o quc sac Tcorias Fisicas de Espaco - Tempo
e discutimos como estas podem ser formuladas de mancira intrin-

seca e extrinseca (§2).

O principal objetivo deste capitulo & caracterizar os Guw
pos de Covandancia (§4) e Grupos de Iavardiancia (§5). Estes con
ceitos permitem uma discussao mais precisa de modelos para  uma
Teoria Fisica de Espaco-Tempo. Para isto € necessario definir-
mos: sistemas de coordenadas e sistemnas de referéncia, o cioani-
ficado de Grupo de Covariancia de um sistema de couagoes dife-
renciais e ainda darmos as diferentes interpretacces (pontos de
vista) para ¢ conjunto de valores atribuldos aos cbjetos coome-
tricos que satisfazem um sistema de cquacgoes diferenciais  (§3)
(ver Anderscon { 2 1, Scheibe [45], Hiskes [24], Rodrigues-Recami

[40] , Friedman [ 18].
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§1. OS ELEMENTOS DE UMA TEORIA FiIsica

Neste trabalho as teorias fisicas serac caracterizadas
por
(i) Certos tipos de estrutura como descrito no Capitulo

I, ou estrutura matematica por simplicidade;
(ii) Sua interpretacao fisica:

(iii) Sua compreensao e aplicacoes atuais.

E necessario que figue bem claro que na exposicac matema
tica de uma dada teoria fisica T os postulados ou axiomas basi-
cos sao apresentados come definicoes.

Tais definicgCGes significam qgue os siste-
mas fisicos descritos por T se comportam de uma dada maneira.
Portanto, as definig6es requerem uma motivagéo malor gue as de-
finigaes puramente matematicas. Reichenbach [41) chama as defi-
nigoes fisicas de defini¢des correlativas. E necessario também
que fique claro que motivacgoes completamente convincentes e ge-
nuinas para as definigles correlativas em geral nao podem ser
fornecidas, pois que elas se referem & natureza como um todo e

A teoria fisica T como um todo.

Neste trabalho admitimos os conceitos matematicos que de
finem a teoria 7T {um tipo de estrutura) como primitivos e vamos

definir (correlativamente) as entidades observacionais em termos
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deles. Entretanto nao cndossamos o ponto de vista do convencio-
nalismg segundo o qual deve ser possivel, pelo menos em princi-
pio, associar todos os objetos matematicos que definem T com os
elementos dos sistemas fisicos, que sao supostamente descritos
por T. Em outras palavras, ¢ tipo dc cstrutura que define a teo-
ria T pode em principic conter mais objetos matematicos do  que
aqueles que podem ser identificades com os elementos dos siste-
mas fisicos descritos por T, sem quc estes objetos sejam supdr-

fluos.

A nogao basica comum a todas as teorias fisicags & o no-

cao de evento. Por um evento entendemos uma ocorréncia idealiza

da no mundo fisico. Por cxemplo, a cxoplosao de uma estrela, o
colisac de duas bolas de bilhar, etc, represcntam ovento. (ada
fendmeno fisice & uma colegao de ocorrencias no munde fisico O

portanto representado idealmentc coma uma certa colegac e SV
tos.

0 objetivo das teorias fisicas & relacionar ¢ prover a
relagao entre os cventos que ocorrem devido as intoracoces dog

sistemas fisicos gue compoe © mundo gue Vivemos.

§2. TEORIAS FISICAS DE ESPAGO-TEMPO

As teorias fisicas de¢ espago-tempo sao aquelas que fazer

a suposicao de que a colegae de todos 08 QVERLDS JUO roprewnlr
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todas as ocorréncias do mundo fisico constitue o gque chamamos
de espaco-tempo e indicamos por M. M & suposta uma variedade
diferenciavel de dimensao (real) igual a 4. Evento & um ponto
p € M.

A variedade espago-tempo por si 80 nao & suficiente para
a descricao da maioria dos sistemas fisicos. Na construgdao  de
uma teoria T para um conjunto F de fendmenos (sistemas) fisi-
cos & necessario, em geral, a introducao de objetos geomé&tricos
na variedade M, como por exemplo, campo de vetores tangentes, mé

trica, conexao, etc.

2,1. As Teorias de espago-tempo gue vao Ser examinadas nesse tra

balho fazem uso do conceito de particula material

DEFINICAO 2.1.1. Uma particula material & um par {m,o) onde
m €[ 0,~}) & chamado a massa da particula e o0o:1 - M, (I CR) ,
e uma curva. Indicaremos por T, © campo de vetores tangentes a
curva ¢ C M,

Seja T = (M,¢l,...,¢n,TU) a teoria fisica de um conjun-

to F de fendmenos (sistemas figicos). Os T , 6% ,i=1,...,n sao

o}
objetos matemdticos independentes de T que supostamente podem
ser usados para descrever qualquer fendmeno £ € F. Em geral os

¢l tomam valores em um certo conjunto V que depende da particu-

lar teoria T,
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DEFINIGAO 2.1.2. A especificacac de um possivel conjunto de va-
lores para 6s ¢~ ,i = 1,2,...,n e T, & chamada uma tiajfcto-

nia cinematicamente possivel (tcp) de T.

DEFINICAO 2.1.3. Chamaremos trajetornia dinamicamente posslvel

(tdp) as tcp gue correspondem aos fendmenos reais, isto &, aque

les conjuntos de valores para os objetos ¢l, i=1,..., e TU
que satisfazem as leis fisicas (ou eguagoes de movimento) da
teoria T.

2.2. As leis fisicas ou equagoes de movimento sao evidentemente

fornecidas pelos axiomas nao 10gicos de T (ver Capitulo I)

Em geral, a apresentacao dos axiomas nao 1dcicos das teo

rias de espago-tempo e feita intrinsecamente ou extrinsecamente.

FORMULACAO INTRINSECA. Neste caso nao se faz referéncias a uti-
lizagao de cartas locais na variedade M. As equagoes de uma da-
da teoria T separam uma certa classe de modelos (M,(&,_.,¢ , T,
onde M & uma variedade de dimensao 4, ¢1,...,¢n sao 0s obje-
tos geoméetricos postulados por T, TO sao campos de vetores tan
gentes a uma curva ¢ em M.0s ¢1,..,,¢n , satisfazem as equacoes
Je campo de T e TO satisfazem as leis de movimento de T,

Aqui a classe de modelos, separada para T, independe da parti

cular escolha de um sistema de coordenadas em M.
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FORMULAGAC EXTRINSECA. Neste caso introduzimos um atlas em M e

numa carta local que define ¢ particular sistema de coordenadas

i 4

x ={(x") (i =20,1,2,3) (x:U -+ %x(U}), onde UC M, x () © IR
sao conjuntos abertos) trabalhamos com as componentes dos obje-

tos geométricos.

No sistema de coordenadas dado, as componentes dos obje-

tos geométricos satisfazem um sistema de eqguagoes diferenciais
4% ~ - . S

R . Por exemplo & equagao da gecdésica na formulacao in-

trinseca & Dp Ty =0, e em termos de um particular sistema de
o

i, = ~ , -
coordenadas x = {(x !} & dada pelas equagoes diferenciais.

i . .
da i ik
_ 4 i = - -
3u T]k a“a 8] (2.2.1)
onde 0os a> e T;k sao respectivamente as componentes do ve-
tor tangente T_ e da conexfc D em (x ), e u & o parametro

de inclusao o© : I » M , (I € IR) {u ~» dgflu)).

(*) Podemos em principio imaginar teorias tais que os objetos geometricos
satisfagam equagoes integrais ou Integro-diferenciais e mesmo equagoes
nao locais. Neste trabalho analisamos apenas teorias locais.
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o~ *
DEFINICAD 2.2.2. Seja M uma variedade chata( ). Un sislema de
coorndenadas inencial (x") & aquele onde F;k =0, ¥x €M.

Em um sistema de coordenadas inercial em U C M a equa-

ok
¢ac geodésica Dy TO=0( ) se escreve como
o
i
da_ . g (2.2.2)
du

Seja y = (yJ) (3 =0,1,2,3) (y:V > y(V) onde, V C M
e y{(Vv) C H{4 sao coenjuntos abertos), um outro sistema de coor
denadas em V C M, ndo inercial. Em (yJ)} as equagdes da geodé

sica se escreve como

da”, /i, 73" =0 (2.2.3)
du
onde os a° e f;i sao respectivamente os componentes do ve-
tor tangente TO e da conexac D em (yj>
Observemos que se fixamos um sistema de coordenadas
x ={(x") em UCM e um sistema de equagoes diferenciais. em
E{4 para as componentes de um dado objeto geométrico (por exem

plo da*/au = 0 para as componentes do campo de vetores

(*) Em uma variedade chata (flat) o tensor de Riemann associado a CONeXao
¢ por definigio nulo. Quando tratamos de teorias particulares,como as
Teorias Newtonlanas ou a Teoria da Relatividade, fornecemos novas defi
nigoes de sistemas inerciais no contexto destas teorias.

Fddny T ie m F Lt it mmm A mmanmmr e, e s T AT ommm A v 1w o
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tangentes TU), tal sistema de equacgoes separa uma classe de OR
jetos geométricos em M, mas tal classe depende cbviamente do
sistema de coordenadas utilizado. De fato, se utilizamos o sis
tema nao inercial (yj5 no exemplo acima, as equagoes diferen-
ciais dgj/du = 0 separam, em geral, uma classe de vetores tan
.gentes distinta da obtida anteriormente (em U N V). Conclulmos
gue a formulacac extrinseca naoc especifica uma classe bem defi-
nida de mcdelos - diferentes escolhas dos sistemas de ccoordena-
das, mantendo-se a mesma equag¢ao diferencial, em geral nos le-
va a modelos distintos.

Para solucionarmos ¢ problema de saber quando os modelos

sao distintos ou nao precisamos introduzir o conceito de cova-

riancia de um sistema de eqguagoOes diferenciais.

§3. COVARIANCIA DE UM SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIATIS EM IR4.

3.1. Suponhamos que as equacgoes de uma teoria fisica T sao da-
das por intermedio de um sistema de egquagoes diferenciais em um
subconjunto x{U) C IRQ, com condig¢oes de bordo pertencentes a
um conjunto B. Especificamente seja ¥ o= (xi}, i=0,1,2,3,
(x :U — x(U), onde U C M, x(U) C IR4 sao subconjuntos abertoes)

e o sistema de equagoes diferenciais & dado por

1 n

---f¢ i )-
) {x

Um tal sistema de eguagoes diferenciais juntamente com as condi

¢oes de bordo determina uma classe bem definida de modelos que

1 . -
indicaremos por T = (M, ¢), onde ¢ = (¢ ,..,,¢r) sao oS
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objetos geométricos definidos em M, cuja representacio em (xt)

é dada pelos objetos: ¢l . ,...,¢n .. \
i i
(x> {x )
Consideremos agora um sistema de coordenadas y o= (y]>,

§=0,1,2,3, {y:V — y(V), onde VCM e y(V) C R’ sio subcon

juntos abertos). A aplicagao y{ax_l s x(U N V) — y(UN V) & um

difeomorfismo chamado mudanca de coordenadas. Em relacdo a (y2 )
os objetos ¢1,...,¢n tem a representagao ¢1 . ,...,¢n . . Seja
] J
(¥ (¥-)
D (¢ ) =0,b 6B , ¢ . = (b, 0" )
(y3y (ydd J (yd) Cyd) tyd)

o conjunto de equagoes diferenciais em y(V) C IR4 que possue a

mesma forma funcional em relagaoc a o) 3 gue ¢ sistema
(y~ )

D ; (¢ ;) =0 possue em relagac a ¢ , ; e onde B & o con

(™) {x (x )

junto de condigoes de bordo gque se pode impor as equacgdes

D . {d . ) =0 em (yi),

Cydy (yd)

DEFINIGAO 3.1.1. O sistema de equagOes diferenciais D ., (¢ , )=

1 i
(X} (x7)
= 0 & dito covariante sob a transformacao de  coordenadas
(xT) — (y]>, se a mesma classe de modelos & definida em (x>)

e {y3), isto &,

D . {¢ . )Y=0,Db, €Bl(UN V)
(x*y (x™) =
se e somente se D j (¢ 3 ) =0, para algum b. € B|(U n V)
Cy? = Cy?) J
(fonde D - (& . ) =0, b. € B (UN V) & o sistema de equa-
(ydy (yo ]

coes diferenciais que possue a mesma forma funcional do sistema

D i)(q:( ;) =0, by €Bl(TNV).).

(% wl)
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3.2. SISTEMAS DE COORDENADAS E SISTEMAS DE REFERENCIA

, i ) ~ '

O sistema de coordenadas (x ) , (yj) sao instrumentos
tedricos que pessoas usam para efetuar calculos em sua teo-
: s : i L
ria T. Associado ao sistema (x") temos o©s campos vetoriais

3 definidos em U € M. Como explica

(a/0x°, 3/3x%, 3/9x%, 3/0x
mos no inicio desse capitule nao imporemos que estes campos ve-
toriais sejam materializados por algum sistema fisico descrito
na Teoria T. Por exemplo, o tempo das efemérides &€ um tempo ted

rico {3 ] (tempo tebrico, definido de maneira tal que as egqua-

coes da Teoria de Newton descrevam o movimento do sistema solar).

. . ~ . P
AS experiencias fisicas sao realizadas em laboratorios

por pessoas gue chamaremos no gque segue de observadores. Um ob-
servador pode utilizar um ou mais sistemas de coordenadas para
descrever os fendmenos fisicos sob estudo e gque supostamente
sao descritos pela teoria T . Também fendmenos fisicos particula
res podem ser estudados em laboratbrios distintos, e em princi-
pio um dado laboratdrio pode ter um movimento arbitré&rio em re-

lagao a um outro dado laboratdrio.

Precisamos, portanto, introduzir um critério que nos per
. , . i i
mita saber quando dois sistemas de coordenadas f(x ) e (yJ)) se

referem a rotulacao dos eventos de M em um mesmo laboratdrio.

(*} Um laboratorio sera chamado no que segue de sistema de referencia.
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0 critéerio procurado € dado por

DEFINICAO 3.2.1. Dois sistemas de coordenadas (x') , <y3> se
referem ao mesmo sistema de referéncia se a  aplicagao
-1

Vv O X : x{U nV) — y(U NV) & tal que

yo _ f(O)(xo,xl,Xz,XB}

K f(k)(xl,x2,x3) , k =1,2,3

e
I

Em outras palavras, (xi) e (yj) se referem ao mesmo S{stoma de
nefenencia se essas coordenadas espaciais yk ,k = 1,2,3 nao dependem
explicitamente da coordenada tipo-tempo x°. Dizemos, nesse caso,
que o sistema de referencia ac qual estid associado (yj> nao se
move em relacao ao sistema de referéncia ao qual estda associa-
do (xi)

Observamos gue quando (yj> sao tais que as funcoes f(k%
k = 1,2,3 dependem explicitamente de x°  dizemos que O Ssiste-

ma de referéncia associado a <yj) esta em movimento em rela-

-~ . “ . i
g¢ac ao sistema de referencia associado a (x )

Além disso, & Obvio que dada uma transformagao de coorde
nadas y o xﬁl completamente arbitraria pode nao existir fisi-
camente nenhum laboratéric fisico hakitado por observadores ao

qual o sistema (yj) pode estar associado. Tal fato nac nos
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deve causar preocupagéo pois como dissemos anteriormente os sis

temas de coordenadas (x ) ' (yj) , €tc, sao instrumentos ted-

ricos.

3.3. PONTGOS DE VISTA

3.3.1., PONTC DE VISTA PASSIVO

Como ja dissemos anteriormente no §2 gqualgquer conjunto

ad = {¢(ai (p)} {a = 1,...,n) de possiveis valores para os obje
(x .
tos geométricos ¢:a%)que satisfazem o sistema de equagoes di-
X
ferenciais P . (¢ i ) = 0, com condigoes de bordo bi €B €

(xT) (x1H

conhecido como as tdp que caracterizam um particular fendmeno
£ €7 (F é conjunto dos fenOmenos fisicos) descrito pela teo-

, i , -,
ria T na carta local {(x7} do sistema de referencia R,

Suponhamos que o sistema de ccordenadas <yj> nao satis
faga as condigoes de definigac 3.2.1 e portanto esteja associa

do a um sistema de referéncia R # R.

= (3}

0 conjunto d = {¢ 3 {(p) 1, (R = 1,...,n) que satisfaz
{y~ )

v (6 .} =0, b. €B pode ser interpretado com as tdp

(ydy oy J
do mesmo fendmeno f € F descrita na carta local (yj) associla

da ao sistema de referencia R, se bj corresponde as condigoes



45

de bordo bi formuladas com relagao a (yj) . Esquematicamente

temos

d a .
Descricac
f -
Fenomeno
- Sistema de Referencia
R R

Figura 1 - Ponto de Vista Passivo

3.3.2. PONTOS DE VISTA ATIVO

Existe uma outra maneira de definirmos a nocgao de cova-
ridncia de um sistema de eguacoes D(¢) = 0 em M. Considere-
mos U C M subconjunto aberto onde esta definido o sistema de
coordenadas x = (xi> . Seja h:A — h(A} (A C U) um difeomor-
fismo. A aplicagao y = x 0 h & uma carta local que indicare-
j)

mos por (y

Sabemos que sob uma mudanga de coordenadas as componen-

tes de um objeto geométrico ¢(a) mudam de ¢(u? para ¢ (g).
{y )

(xM)
Sob a agao de um difeomorfismo h os objetos geometricos mudam de
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¢ — h,¢ , onde h,¢ €& um novo objeto geométrico definido como

segue
(i) Se f & uma funcao, £ € 79 % (A} entdo hE(h) =
=f(P); Yp € A ;
(ii) Se ¢ & um tensor tipo (r,s), ¢ € T(r'S}{A} entaoc
(hy#)yy (hywy oo hew , huX oo h X )
P
= ¢p(wl,...,wr ’Xl""’xs)

(iii} Se D & uma conexao afim cm A, entao

(h h,Y) h,f = (D Y]p f

*Dh*x * hp * X

Portantoc se 0 & um chjeto geométrico em A (um campo ten
sorial ¢ ou uma conexao D) as equagSes acima nos dizem gue as

componentes do objeto geométrico h,d em relagao a (x*) em h
3y

p

sao lguais as componentes de ¢ em relacac a (y em p, 1sto

-

e,

Como ja sabemos (M ,¢(a; ) & um modelo de T quando
(%3
(/] '(¢(u) y=0 , b, € B. Temos entao a
i i
{x™) (%=
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DEFINIGAO 3.3.1. Dizemos que ¢ sistoma de equagoes diferenciais

4 . . -~
D{¢) = 0 em IR & covarianie em relacao ao difeomorfismo lo-
cal h {acima definido) se para cada modelo (M, ¢ ;o bi) de T
. {x )
cbtido em relacdo ao sistema (xT) ;o M, he L bi); Ei € B,

{(x™ 7
bi # bi) 2 também modelo de T em relacao a (xt) , isto e,

para todos os ¢ em M, bi’bi € B.

Vamos dar uma interpretacao ao conjunto de objetos

d = {h*¢{ui }, solugoes do sistema de equacgoes 7 j(h*d,a . =0,
() (%) (x™ )

com condi¢oes de bordo Ei € B. d €& a trajetdria de um novo

fendmeno f € F descrito no mesmo sistema de referéncia R onde

esta descrito o fendmeno f cuja tdp & d = {¢(gi ; .
(w3

[ (¢(a? ) = 0, b, €B. Urma tal interpreta¢ac do conjunto

(x™) (xh :

{h,¢ (?) } & conhecida como o 29 ponto de vista ativo e esta
{(x™ )

ilustrado na figura 2.
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d d Descricao

-Fendomeno

Figura 2 - 2¢ Pontc de Vista Ativo

Observe agora que em relacac ao sistema de referéncia R
. i - , )
aoc qual o sistema de coordenadas (y !} esta associado o siste-
ma de equagoes

D, o™y =0, B, €E

(ytr Ty J

descreve o fendmeno f, em relacgdo a (yj) , que tem descricao
- ; - — - i — .
idéntica a um fenomeno f (f#f}, em relacac a (x ) se b. € B em

o~ _ - . -~ . o , l
relacac a R e identico a bi € B em relagao a (x )

Esta situagao corresponde ao que chamamos o 19 ponto de

vista ativo que estd ilustrado na Figura 3

Sistema de Referéncia
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d 4
Descricao
_ Fenomeno
f f
~l: — - - - Sistema de Referencia
R R

Figura 3 - 19 Ponto de Vista Ativo

Tendo em vista que

oL@ =0 o he )y
( ;

(yIr Ty 1 1

; xT(h ) = yl(p)
p (x x" ) h_ P

os pontos de vista passivo e o 19 ponto de wvista ativo serao

equivalentes se B = B,

3.4, Vamos dar agora a definigao de Garupo de Covarianc4a para

um sistema de equagoes diferenciais

DEFINICAO 3.4.1. Seja D(¢) = 0 um sistema de equagoes diferen

ciaig. Chamamos de ghupce de covanidncia do sistema de equacoes
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diferenciais P(9) = 0 ao maior grupo de transformagac de coor-
denadas tal que cada transformagao do grupo satisfaz a condicao

D (¢ .)=0, b, €B se e somente se D . (¢ ) =0

t * Cydy yd

para algum bj € B

EXEMPLO 3.4.2. As equagoes da geodésica em uma variedade M cha-

ta se escrevem em sistemas de coordenadas inercial como

da®

du

Quais sao as transformagoes de coordenadas que pertencem

ao grupo de covariancia do sistema de equagoes acima? Sac exata
mente aquelas que relacionam os novos sistemas de coordenadas
(yj> linearmente com os (xi>, isto &, tal gque azxi/aykayR =0,
pois nesse caso as equagoes acima se transformam em dgj/du = 0

e obtemos as mesmas geodésicas nos dois casos.

§4. GRUPOS DE COVARTANCIA DE UMA TEORIA FISICA

4.1. Queremos agora definir o que entendemos por covaiiancia de

uma teoria fisica.
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A parte matematica de uma teoria fisica (o0 formalismo
que & peculiar a ela) pode ser formulada com virias espécies de

estruturas.

Covariancia & uma espécie de equivaléncia entre duas {ou
mais} formulagoes de uma teoria fisica - dois tipos de estrutu-
ra sao equivalentes se podemos transformar o formalismc de uma

delas e obter a outra.

Para formalizarmos a definicao de covariancia, nos utili

zaremos das nogoes de Logica apresentadas no Capitulo I.

Uma eAfrufura & um conjunto de objetos (U, O ..,On) on

17
de U & um conjunto nao vazio, chamado "universo" da estrutura,

e os objetos 0, sao conjuntos construidos a partir dos elemen

tos de U.

Um Modefo de una teoria € uma estrutura (U,Ol,...,On} onde

0s objetos O .,On satisfazem as equacoes e axiomas da teo-

17"

ria (ver capltule I}.

Dada uma aplicacao entre dois universos Ue U' h:U - U',
h pode induzir de maneira tnica wma transformacac h, dos okbjetos de

finidos em U nos objetos definides em U'.

DEFINICAO 4.1.1. Seja Mod T uma classe de estruturas. Entao
h:U — U' & uma thansformacdo covariante de Mod T se e somente

se h & uma bijegac entre os dols universes U e U' de Mod T,
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tal que, se S8 & elemento de Mod T em U, entao hy(S8) &€ elemento

de Mod(T) em U'.

As transformacgoes covariantes nao estac definidas em um
mesmo universo U. O conjunto das transformagoes covariantes com
a operagéo composicao de funcoes formam um grupoide que indica-
remos por Gc (ver apéndice). A estrutura de Grupdide é sufi-
ciente para determinar uma relagao de equivaléncia em uma clas-

se de modelos.

DEFINICAO 4,1.2. Dizemos que dois modelos m e m' da teoria T
sao {Aomohfos se existe uma transformagéo covariante h:U —- U'
tal que h,{m) = m', istc &, os objetos geoméetricos induzidos (a
partir dos objetos geométricos de T, definidos em U}, por h em

U' coincidem com os objetos geométricos de T em U'.

EXEMPLO 4.1.3. Sejam M, e M, variedades diferenciaveis de di-

mensao n, com métricas gl e g, respectivamente e h: Ml —* M2

. k , - :
um difecomorfismo de classe € , k > 1. Dizemos gque h e um t4¢

morfisme entre as estruturas {Ml,g ] e (Mz,gz) se a métrica in-

1

duzida em M2 por gy . através de h, coincide com a metrica PR

isto &,
g, (p,u,v) = g,(hip), hy(u), h,v)) (4.1.3)

para todo p € M e guaisquer gue sejam u,v € TDM

1 I
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Dizemos que (M;,g9,) e (M), qg,) sao estruturas isomor-

fas se existe h :Ml —* M2 , h difeomorfismo de classe Ek,

k > 1 , tal que h verifica a condicac (4.1.3).

EXEMPLO 4.1.4. Sejam M, e M, variedades diferenciaveis de di

mensao n, COM CONexao D, e D, respectivamente e h : M, — M,

um difecmorfismo de classe mk , k > 1. Dizemos que h e um {30-

moXfismo entre as estruturas (Ml,D ) e (Mz,DgJ se a conexac in-

1

duzida em M2, através de h, coincide com a conexao D,, isto &
h(D, ¥) =1D, hJY (4.1.4)

VX,Y € X(Ml}.

Dizemos que (Ml,D ) e (MZ'D ) sao estruturas Jsomoifas

1 2

se existe h :Ml — M2 , difeomorfismo de classe mk que veri-

fica a condigao (4.1.4).

4.2, Indicaremos o conjunto de classes de equivaléncia de Mod T,

por Mod/v ,
Mod T/% ={[m), m€Mod Tt , onde [m]

& tal que, m' € [m] se e somente se existe uma transformagao
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h:U — U' covariante tal que h, (m'} = m.

Podemos desta maneira dividir a classe de Mod T em con-
juntos disjuntos. Se trabalharmos com sistemas de coordenadas cm
uma vizinhanga de um pontc p & M, estas classes de cquivalen —
cia podem ser interpretadas como as classes de equivaléncia das
tdp dos objetos geométricos (ver 83). De acordo com o ponto de
vista passivo, todas as tdp que pertencem a uma mesma classe de
equivaléncia [m] sao as descricces de um mesmo fendomeno f, des-
crito por observadores diferentes que podem ser transformadcs um
no outro através de um elemento do grupo de covariidncia, De acor
do com o 29 ponto de vista ative, as tdp que pertencem a uma
mesma classe de equivaléncia, representam as descric¢oes, feitas
por um mesmo observador, de fenOmenos diferentes £ e f' que po
dem ser transformados um no outro através de um elemento do gau

po de covariancia. Estes pontos de vista sao equivalentes nas

condigoes descritas no §3, e que supomos que sao satisfeitas.

EXEMPLO 4.2.1, Nas teorias fisicas de espaco-tempc o grupo de
covariancia G, & o grupo de transformacoes de cocrdenadas (di-

feomorfismos locais).

A partir de agora quando falarmos na classe de Mod T es
tamos nos referindo agqueles modelos gue exibam certas regulari-
dades como:dois universos quaisquer associados a tma classe Mod T

devem estar relacionados por uma transformacac covariante podemos
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pensar entao que todos os modelos estao definidos em um mesmo
universo U, pois todos os universos sao indistinguilveis em re-
lagao a Mod T desde que cada modelo tem reprodugao isomorfa em

cada universc.

§5. GRUPOS DE INVARIANCIA (SIMETRIA} DE UMA TEORIA FIsica

5.1. Queremos agora definir os Grupos de ITavariancia de uma teo

ria fisica. A melhor sugestao foi feita por Anderson [ 2 ].

DEFINICAO 5.1.1. Seja S uma estrutura em U. Entao a aplica-

cac covariante h : U — U & uma transfoamagdo simetrica [({nva
niante) de S se e somente se h,{S) = 8. Além disso se O, é
um objeto geométrico definido em U, e h,(0.) = 0., entac di-

zemos que h & sdmetrdica {(dnvariante) em relacdo a o, -

5.2. OBJETOS ABSOLUTOS E DINAMICOS

Suponhamos que & dada uma classe de modelos de T, dMod T,
onde estes modelos sac da forma (U,Ol,...,On). De acordo com  Q
propdsito de Anderson, um objeto O, que pertence a um modelo

(U,0;,r+.-,0.) & absotute, se para quafquen outhe modelo da
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teoria T, (U, oi,...,og), existe uma transformacao covariante

-

h : U-— U tal que h_ (0 ) = 0. A intencao de Anderson & que

1

* i

a classe de todos os cbjetos ahsolutes da teoria deve consistir
precisamente daqueles objetos auec servem como "vwbtrutura  de
fundo" na definicao de valores admissiveis para 2s varjiveis

restantes da teoria, variaveis estas que  seriam  classificadas

como objetos dinamicos da teoria.

DEFINIGRO 5.2.1. Seja Mod T uma classc de modelos da teoria T

11“'}Or)f (r; ﬂ}, é uma {’.lJ_

trutura absoluta da teoria se e somente se

da forma (U,Ol,...,On). Entac (U,0

a} para gquaisquer subestruturas (U,Ol,...,Or) e {(u,05,
r...,O]‘__) de Mod T, existe uma transformacac covariante h:U — U
tal que h, (U,0,,...,0) = (U,0.,...,0), isto &, as objetos da

1 r r
estrutura absoluta sao os objetos absolutos.

0,0 O}

b) quaisquer que sejam os modelos: ﬂLOl,-“ e Opayr O

. ! ! Iy« . i,
e (U,Ol,.. 'Or' Or+l""’on) da classe de Mod T, {U,Or+l,. ”Cn}
& isomorfo a (U,O£+l,...,06} se e somente se existe uma trans-
formagao covariante h:U — U tal gue h,(U0,0,,...,0,,0_ ,....0)=
= (Ufolr---!orr O£+lf"-foé).

c) o conjunto das variaveis, A = {Oi, i=1,...,rt & ma-

ximal no sentido que se Oj & um objeto absocluto erntao Oj c AL
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Observamos que se nds considerarmos o conjunto Yod T/ das
classes de equivaléncia, os objetos que distinguem estas clas-

ses sac o0s objetos dinamicos,

Seja Mod T uma classe de modelos m, da teoria T, da for-

ma m = (U,Ol,...,On). Para i = 1,...,n , seija T,ooa aplicacao
projecao definida por ﬂi(U,Ol,...,On) = Oi e seja ai a apli
cagac definida por aiaLOl,“.,Oi,..”On)=uLOl,”.,Oi_l,Oi+l,...,0n).
DEFINICAQ 5.2.2. Nas condigoes acima, seja S:(Uﬁwh(m)p..;y (m) )
1 “r
uma subestrutura de Mod T. Definimos Mod T/S5 = (S,Di), onde
0 € Di se e somente se, para algum m' € Mod T, ﬂj(m) = ﬁj(m‘),
j = il,...,ir e (Q = ui',.”,ai'(m').
1 r

Nossa classe de Mod T da teoria T pode entao ser conside

rada come Mod T/Abs , onde AbS & uma estrutura absoluta da

teoria T.

Das duas Oltimas definigdes podemos concluir que a estru
ruta absoluta serve como "pano de fundo" em uma teoria, no sen-
tido que ela aparece em todos os modelos. A estrutura absoluta
inclui precisamente aqueles objetos necessarios para definir os
valores das varidveis restantes. Além disso os clcmentos isomor

fos de Di estao relacionados por uma simetria da estrutura ab

soluta AbS.
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Quaisquer duas estruturas isomorfas AbS e Abs' determi-
nam as mesmas classes de equivaléncia. Portanto em uma teoria,
as leis gue especificam valores para as variaveis dinamicas sao
indiferentes de um valof particular para a estrutura ahsoluta

AbS.

DEFINICAO 5.2.3. Seja Mod T uma classe de modelos da teoria .
0 grupo sdmetndico (L{nvarlante) de T serda o grupo simitrico de

Mod T/AbS = (AbS ,Di).

O grupo simetrico caracteriza uma relacao de cquivalén —
cia irredutivel nos sistemas da teoria. Isto ¢, - ut:lirando-se
somente leis e variaveis da teoria & impossivel distinguirmos
dois sistemas relacionados por transformacoes simetricas., Eles
podem ser distinguidos somente em relacao a escolha de um refe-

renclal particular ou de um sistema de mcdidas.

Os sistemas que nao estao relacionados por um elimento do
grupo de simetria podem ser distinguidos independentemente da
escolha de um referencial, desde que suas varidvels dinamicas

nao assumem valores isomorfos.

Observemos ainda que, se uma teoria nac possul objetos
absolutos entao seu grupo de simetria sera exatamente um grupo

de covariancia.

Nos capitulos que seguem aplicarcmos o©sS corceitos  de
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ovariancia e invariancia aqui definidas para diversas  teorias
fisicas. Poderemos dessa maneira elucidar diversos pontos obscu
ros da literatura de Fisica e em especial fornecer uma formula-

cao consistente de que se entende por Principico de Relatividade.



CAPITULO III

TECRIAS CLASSICAS DE NEWTON

Neste capitulo vamos formular as teorias classicas de
Newton como particulares teorias de espaco-tempo. Desta maneira,
teremos oportunidade de ver com detalhes como operam 0s concei-
tos de covariancia e invariancia introduzidos no Capitulo II.
Esclareceremos também a relacac entre o grupo de invariancia de
particulares teorias Newtonianas e o Principio de Relatividade

de Galileu. Referencias: Friedman [ 18], Choquet-Bruhat | lv}.

§1. CINEMATICA E ESPAQO E TEMPO ABSOLUTOS

No "Mathematical Principles of Natural Philosophy, T.
Newton, (ver [ 37] ) introduz os conceitos de espago absoluto e

tempo absoluto como segue:

(1) Absolute space, in its own nature, without relation

to anything external remains always similar and immovable.

(ii) Absolute, true, and mathematical time, of itself and

from its own nature flows equaly without relation to anything
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external.

Nao had a minima divida que o espago absoluto a que Newton

se refere & o0 espago -euclidiano tridimensional.

1.1. CINEMATICA

Queremos agora formular as teorias Newtonianas das parti
culas materiais (definidas no Capitulo II) e suas interagoes co

mo teorias de espago-tempo.

Vamos descrever o espago e tempo absolutos de Newton co-

mo um tipo de variedade.

Seja M a variedade espago-tempo absoluto de Newton. A
primeira condigao & que o espago-tempo de Newton seja chato
(flat), istoc &, existe em M wuma conexao chata D. Entao, para
cada p € UC M existe uma carta local {U,¢) tal que as compo-
nentes F;k da conexao D, nesta carta, se anulam. Entaoc o ten-
sor de curvatura K &€ nulo em p e nossa primeira equagao de cam

po @&
K=20, (¥p €M)

Postulamos em seguida que as particulas livres seguem geo

désicas de M, isto &, a equagao de movimento das particulas 1i

vres &
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Em um sistema de coordenadas inercial (x— onde ?;k = 0

a equacao acima Se escreve

DEFINIGAC 1.1.0 Quando uma particula seque um movimento nao

gecdésico sua equagao de movimento é dada por

e a & dita aceleracao.

Dados dois eventos p,q € M existe a nocao de intervalo
temporal entre p e g , que esta bem definido independentemente
do sistema de referencia utilizado. Dade um evento qualquer
p €EM existe a nogao de eventos simultaneos a p (o conjunto de
eventos cujo intervalo temporal em relagac a p € nulo). Chama-
remos a este conjunto de eventos de planc de simultaneidade ab-
soluta. M pode ser dividida em uma sucessao de espacos tridi-
mensicnais de simultaneidade, cada um deles representando o con
junto de todos os eventos simultineos a um dado evento. A dis-
tancia entre dois planos quaisquer de simultaneidade representa

duracao temporal. Cada um desses planos tridimensicnais & um



63

espago euclidianc. Temos portanto, uma geometria euclidiana em
cada triplano de simultaneidade, mas nao definimos até agora as
relagoes espaciais entre pontos que estac em planos de simulta-
neidades distintcs. Para combinarmos bs diferentes triplanos de
simultaneidade em um espago (tridimensional) absoluto €& necessa
ric a introdugac de uma estrutura geométrica adicional. Vamos
introduzir objetos geométricos gque descrevam de maneira satisfa
tdria os conceitos de tempo e espago absolutos, Para isto, va-

mos considerar uma aplicacao
t:M— IR, dada pocr p — t(p) .,

onde t(p) & o tempo do evento p. |ti(p) -t{g)| & interpretado
como © intervalo temporal entre p e q e dizemos gue 0S5 even-
tos p e g sac simultaneos se t(p) = t{g). Se t' & uma apli
cacao, tal que, t' =t + b, onde b & uma constante real, &
claro que t'(p) = t'(q) se t{p} = t(g). Assim as fungoes do
tipo t' definem a mesma nocac de simultaneidade gue t, mas
associam um tempo absoluto diferente aos eventos, 0 que & irre-

levante.

DEFINICAO 1.1.1. O fempo absofutec em M serd caracterizado pe-

lo objeto geométrico w € T;M . ¥Yp €M, (T;M = fibrado cotan-

gente de M em p}, tal que w = dt , onde
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dt : TpM — IR , (¥p € M)

dt associa a cada vetor X € TpM , O numero real dt(X) = Xt

(derivada direcional) de t na diregao de X).

Associada & w = dt existe uma familia de aplicagdes
{t +b}, onde b & constante real. Todas estas aplicagdes con-
cordam na duragac e simultaneidade entre eventos p e g € M ; as

componentes de dt em um sistema de coordenadas (x") sdo dadas

por

J(t +b)
i

X x

Impomos agora para w = dt as seguintes condicoes

(i) dt # 0 , V¥p €M

(ii) Dxdt =0 , V¥X € TM™

A condigac (i) nos garante que cada ronte ¢ € IR & va-
lor regular de t, pois dtp #0 , para p € M, tal que t(p) =c¢,
entdo t—l(c) & uma subvariedade tridimensional em M, que iden
tificaremos com um triplano de simultaneidade. Estes triplanos
de simultaneidade devem ser chatos uma vez gque S$3a0 espacos
euclidianos tridimensionais e (ii) & a garantia de que esta con

digao & satisfeita.
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DEFINIGAO 1.1.2. Vetones Tipo-Tempo ¢ Tipe-Lspace. A L-forne
w = dt induz para cada p © M uma divisao no CsSpaco  tanagensoe

+

TpM como segue: Seja X € Tpm. Dizemos que X e fipe-temne se

e que X & Aipo-espaco se

dt (X} =40
p( )

Dizemos gque 0s vetores tipo-espaco sac  "ortogonais” 1

"direcao" tempo absoluto.

0s wvetores tipo-espaco (Jjuntamcnee com © vetor zerol for
& Fag ] )

mam um subespa¢o de dimensac tres em Tru , guco @ tangente  ao
J

plano de simultaneidade absoluta em p.

DEFINIGAO 1.1.3. Dada uma curva o6 : I — M (I 2 IR), dizeomos
que ¢ & uma cuiva fipo-tempe (tipo-espaco), se ¢ somcnte se oS

vetores tangentes a o, TU , Sao tipo-tempo (tipo-espaco).

Queremos agora descrever a geometria dos trinlanos de si

multaneidade. Nao queremos um tensor métrico definido en to-

do M, o que desejamos &€ uma familia de tensores metricos
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tridimensionais, cada um deles definido em um plano de simulta-
neidade. Para isto vamos introduzir a forma bilinear simetri-

ca hp no espago cotangente T;M , (¥p € M},

DEFINIGAO 1.1.4. Seja hp : T;M X T;M — R tal que

(i) hp & simétrica

(ii) h (dt_ ,w) =0 , VYw € T*M
P |2 P
(iii) Se hp(v,w) = 0 , Yu € T;M :ﬂ>v:=kdtp, onde k &

constante

(iv} h _(w,w) > 0
o =

A condi¢ac (ii) nos diz gque a forma bilinear hp & singu-
lar. Apesar disto, hp tem propriedades prdximas a de uma métri
ca em TEM. Como hp & uma forma bilinear simétrica podemos re
presenta-la por uma matriz 4 x4. Existe uma base de T;M em
relacac a qual a matriz que representa hp & diagonal, com ele
mentos na diagonal igual a 1 ou 0, cu seja, com assinatura

(3,0,1) (Ver Apendice, 1.5).

OBSERVAGAO 1.1.5. Seja R, 0O subconjunto de T;M consistindo
de todos elementos v € T;M , tal gue hp(v,;} = 0, o T;M.

Entao R, & um subespaco de dimensao um em TEM .
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A forma bilinear hD com as propriedades acima defini-
das, induz uma métrica nos subespa¢os tridimensionais de vetores

tipo-espacgo em TPM. Para isto, definimos:

DEFINIGAO 1.1.6. Seja

H, : T*M -> T M
P P
tal que, a cada v € TEM associa M, {v) ¢ TPM , de maneirza cal
que, VYw € TEM , Onde
w{H,(v)) = h (v, 6v)
¥ P

Se tomamos ®w = dt , entao Yy € T;M temos
dt{H_ (v)) = h {dt ,v) =0
* PP

de acordo com a definigao 1.1.3.

Portanto H, (v} e sempre um vetor tipo espago em TpM

Além disso, H, & uma aplicagao lincar cujo niclco & R . Por-

Il

tanto, H, nao & injetora pois H,{v) H*(v-+hdtp}, k e cons-
tante. Entretanto podemos definir nos subespacgos tridimensicnals

tipo-espago de TpM uma métrica h; como seque
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DEFINICAC 1.1.7. Seja h; : TpM x TM — R dada por
|%
h;(X,Y) = hp(w,v) , se H{(w) =X, H(v) =V

h; esta bem definida pois

(1) S8e H_ (w,) = X e H*(wz} =X , Hylv) = ¥ entao

1

hg(xfy) = hp(wlxv) e h*(X,Y) = hp(-:_;- ,V)

M b Lo = a J - . e
as observemos que se H_( 1 u2) ¢ entao Ly 5
€ Ker H, = RO e portanto my o= w, = hdtp. Portanto }Eﬁml—;z,v):&
¥y € T*M, Portanto h {w_,v) = h (uw_,v).
p p 1 p 2

(ii) h; & métrica euclidiana, pois para todo X ¢ TPM,

h*X,X Zh ’ >O’ X = H [ .
p( ) P(w w) > { & ()

Para qualquer plano de simultaneidade, S(p), colocamos
I5(p) = h; ; Yag € S(p). Para assegurarmos que S(p) seja chato

postulamos que h seja compativel com D, isto &, pomos D, (h) =

~
=0 , VYX €TM.

Portanto as equacoes de campo para h sao

D (h} =0 , V¥X € TpM

h(dtw) =0, Yo € T
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DEFINIGAO 1.1.8. O espago-absofuto & caracterizado pela introdu
cao de um sistema de referéncia privilegiado em M. Tal sistema
de referéncia & definido por um campo vetorial V tipo - tempo

definido em M, tal que

(1) dt(vy =1

(i1) DV =0 ,

As curvas o : I —M (I € R) , tais que T =V, que

saop curvas integrais de V, sao tivo-tempo (i} e (ii) da definicao

1.1.7 nos garante que elas sao geodésicas.

1.1.9. Desejamos mostrar agora, come a introducao de Vp permi
te a extensac da nogac de comprimento a gualquer vetor X € TPM-
- - -~ 2

Ja sabemos que se X e tipo-espago entao x| = h;(X,X). Se X

nio & tipo-espago, consideramos o vetor X = X —dtp(X)Vp. X @&
tipo-espago pois dtp(i) = 0. Entdo X & a projecdo de X no
subespag¢o tridimensional tipoc-espago de TSL Definimos o compri

mento de X como sendo |X| = h;(i,i).
DEFINICAO 1.1.10. X € TpM & dito nufe se [X| =0

0s vetores nulos em p formam um subespago unidimensional

de TpM "ortogonal" ao subespaco-tipo espago de Tgl Eles sao
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portanto da forma X = b‘vp

DEFINICHO 1.1.11. Uma trajetdria o é dita em tepouso absofuto se

seus vetores tangentes sac nulos, isto &, se T_ = bV.
Lr

As trajetOrias que se encontram em repouso abscluto sao

portanto -as linhas integrais de bV.

Na descricao da cinematica Newtoniana das particulas li-
vres, como uma teoria de espago~-tempo, introduzimos os seguin-
tes objetos geométricos na variedade espago-tempo M : uma cone
xao afim D, um campo de l-formas dt, uma forma bilinear simé-
trica, positiva definida h_anT;M, {(¥p € M), e um campo de ve-

torial V, comc secgao de TM.

Postulamos gue estes objetos satisfazem as seguintes

equagoes de campo

K =0
= =

DX(dt) 0 ,  ¥X TpM
D,{h) =0 , Y¥X €T M
X P (1.1.12)
hidt,w) = 0 , VvYw € T;M

E =
DX(V) 0 , ¥X TpM
dt(V) =1 !
Dp Ty = 0 . dt(TO) = 1
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1.2. MODELO - ESPACO E TEMPQO ABSOLUTOS

Um modelo para esta tecoria & (M,D,h,dt,V,T_} onde os ob-
jetos geométricos satisfazem os axiomas nac 1dgicos dados en

(1.1.12)}.

O gaupo de covardancia desta teoria é o Gp(ver Capitulo
I) . O grupo de Lnvariancia da teoria, aguele gue preserva seus

objetos absolutos,que sac neste caso, b ,h ,dt ,V & o grupo

(15 x T/} 8 {S0(3)} , (1.2.1)
onde Tg & o grupo das translagoes espaciais.
t - ~ .
Tl € o grupo das translagoes temporais.

50(3) & o grupo das rotacoes proprias em trés dimensodes.

® significa produto semi-direto e x o produto direto

(E3 = Tg @ S0{3) & chamado grupo euclidiano).

A determinagao deste grupo de invariancia é feita a par-

tir das transformagoes de coordenadas gque deixam 0s objetos ab-

solutos invariantes. Estas sac dadas por: (xty — (yl), i =

= 0,1,2,3 , xl —* yl = X -+E;xj + e~ , onde E; = 52 = 0 e
i [l

e. +ed =0, i, = 1,2,3. (ver Lopes [ 32], Priedman [ 18])
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1.3. SISTEMAS DE REFERENCIA NO ESPACO-TEMPO ABSOLUTO

DEFINICEO 1.3.1. Um sistema de coordenadas (x ) em M & dito

inercial,se neste sistema é& valido
r =9 , dt = (1,0,0,0) , h=diaz(0,1,1,1) , ¥Yp € M

Observemos que existe um sistema inercial em torno de cada pon-

to p €M,

Em um sistema inercial, consideremos as curvas coordena-
i j J J

das x =u , %x° = a (7 # 1) onde os a sa0 constantes e

. |
u € R. O vetor tangente T . a curva coordenada x e A/ix
X

i

Nesse sistema de coordenadas T . = (Gi.) , 1,3 =1,2,3. Ainda
%7 J

mais, temos DT T, = 0 , de maneira que cada curva coordena-

LLox

da & uma geodésica. T 5 & tipo~tempo pols d+T o = 1 e T .

X X %7

(3 =1,2,3) e tipo-espag¢o, pois dtT 5 = 0 (3 =1,2,3). Cada

X
hiperplano x° = T, T = constante & um plano de simultaneidade
2 .
absoluta onde as coordenadas xl,x , X variam. Como h =

= diag{0,1,1,1) no sistema de coordenadas inercial, a métrica

h* & euclidiana em gualquer plano de simultaneidade.

PROPOSICAO 1.3.2. x° = t & parametro afim para geodésicas tipo

tempo.
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DEMONSTRAGEO. Uma geodésica tipo-tempo 0 :U — M  satisfaz em

qualquer sistema inercial a equagao

2 i
—=({x" o0 0} =0
du
. - i i i i1 -
cuja solugac € x~ = au + b onde a ,b sac constantes. Em
. e} o - . .
particular x =t = au+b e segue que t & parametro afim pa

ra geodésicas tipo-tempo.

Seja agora 0:R—M dada ror t — 5(t) uma curva arbitré
ria. Curvas arbitrdrias correspondem a trajetdrias de particu-

las com aceleracao nao nula,

kecordemos que se T & o vetor tangente a curva o, a acelera-

¢ao da curva é

. Cy i
Em um sistema de coordenadas arbitrarias (y~? as equa-

i

¢oes paramétricas da curva arbitraria se escrevem y (t) =
= yl o g{t). O vetor velocidade TO = u = ula/Byl tem coorde-
nadas ul = dyl,/dt e o vetor aceleracac tem componentes
a1 = d2 * + T dx? dx
2 jk dt dt
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, . . i
Em um sistema inercial {(x7) temos

w1, &gt @
r gt ’de 7 at
_ dle d2x2 d2x3
a_(o.r 2 ’ 2 ’ 3 )
dt dt dt
e vemos imediatamente que u e tipo-tempo (dt{u) = 1) ¢ a é

tipo-espago {(dt{a} = 0).

DEFINICAQ 1.3.3. Um sistema de nreferencia arbitranic em M & um
campo vetorial tipo-tempo definido em U € M e tal que cada uma
de suas linhas integrais representa idealmente a trajetdria de

uma particula,

DEFINICAC 1.3.4. Um s<sfema de refenrencia 2 em M & dito {nexa-

cial se DZ=0.

Um sistema de referéncia inercial & portanto um sistema
de coordenadas inercial que & naturalmente adaptadc a uma particula livre
Nesse caso a trajetdria da particula o(t) satisfaz xozt:,x =0
(i =1,2,3) no sistema de coordenadas associado. Portanto, uma
particula se encontra em repouso na origem do seu sistema de co
ordenadas associado. Além do mais um sistema de referéncia iner
cial nao roda (ver paginas 77 e 78).

DEFINICEO 1.3.5. Um sistema de referéncia Q nao inercial ¢ dito
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euclidiano rigide se

(i} cada uma de suas linhas integrais ¢ representa uma

particula com trajetdria arbitraria, isto &, se T, =Q, entao
)

(ii) & possivel naturalmente associar a ¢ um sistema de

coordenadas (yl) tal que
y =t e h = diag(0,1,1,1).

Un sistema de referéncia euclidiano rigido & portanto um
. i e -
sistema de coordenadas f{y ? adaptado a uma trajetoria arbitra
. . i ~ o j
ria o(t} que satisfaz em {(y ’ as equagoes y =t , y- =0,
. 1.2 3 ~ .
{j =1,2,3). As coordenadas Yy ,Y .,V sao cartesianas em cada
plano de simultaneidade, mas o0s sucessivos planos de simultanei
dade naoc estao relacionados entre si da mesma maneira gue em um
sistema inercial. A principal diferenga & gue em geral as coor-

1 2 3 -
denadas y ,¥Y ,Y estao "rodadas" nos diferentes planos de si-

mul taneidade.

Em um sistema de referencia euclidiano rigido Q, as com
i ~ ~ .
ponentes ij da conexao em geral nac se anulam, e fornecem in

formagao a respeito da aceleracgac e da rotagao de Q.



Para esclarecermos este ponto, vamos considerar o siste-

i
ma de coordenadas {y ) naturalmente associado a ¢, da defini
gao (1.3.8).

. i . : .
Seja (%} um sistema de coordenadas inercial. Para ca-
. i - . 1.
da instante de tempo t, (y ) esta rclacionado com (x° ' npela

composi¢ao de uma rotagdo e uma translacao, isto &, para cada t

-pdey , 5=1,2,3 , i=0,1,2,3

onde os ai(t) formam uma matriz ortogonal. Como as componentes

i : ~ -
de D se anulam em {(x”) , a lei de transformagac da conexao

. azxm ayl
jk
Dykayj axm
nos fornece
3 IS S 3ol Cos L
FOO ai a, v + ay b (3,1, 1,2,3)

rd =1l =alal
io oi a i

e todos as demais componentes sao nulas,

Londe os pontos indicam derivagao em relagao ao tempo t.)
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O significado fisico dos coeficientes Fgo e Fio pode
ser entendido como seque. Seja ¢ uma das linhas integrais de Q.
Em relacdo ac sistema (y') a equacio de movimento a = DU

{u = TU) se escreve

. 2 i . i ok
at = 9Ll Ay 2 0,1,2,3
dt X ar at
e
a® =0
2.7 . gl
al = S+ 1) 4 oord SO
at ole) io 44
Se 0 estd na origem do sistema de coordenadas entdo suas
equagoes parametricas sao yo =t e yl = 0 e nesse caso

2 a aceleragéo inercial. Assim concluimos ocue cada uma dag linhas

integrais de @, tem a seguinte equacao de movimento
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T? = aj 59 = Qj e chamada matriz de rotacéo(*} e O termo
io a 1 i an

1 i - - 1 .. 1 Ut
Zﬂidy /dt e a chamada acelerac¢ao de Coriolis. O termo af a% y

e a chamada aceleragao centripeta.

A equacao geral de movimento de uma particula gue sc¢ mo-

ve na trajetoria vy :t - yv(t) o tal que Do T = & no sis-
g !

tema (yl}

2 3 . . . . i
dy J_ .3 Jowion jody” _
5 + {a” -a”) taj a y ot ZQi aT = 0

dt

SISTEMA DE REPQUSO (ABSQLUTO)

vVimos que o espaco-absoluto & caracterizado pela existég
cia em M de um sistema de ref&réncia-privileqiado definido pe-
lo campo vetorial V (tipo-~tempo e nulo) que satisfaz as o<qua-
coes da definigcao 1.1.8

Em um sistema de coordenadas inercial as componentes de

- 1 2 3 - )
VvV sao (l,v ,v ,v ), e uma transformagao linear nos fornece

V-': (l;ofolo)'

* = = j :—Fi
(*} Observe que Duh 0 == Foi Lo
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DEFINICAO 1.3.6. Un sistema de coorxdenadas é dito naturalmente adaptado ao
sdistema de nepousolabsclutol se Tﬁk: 0, dt = (1,0,0,9), h=4iaq(0,1,1,1)

eVv=(1,0,0,0).

Recordando que uma particula & dita em repouso abscluto
se sua trajetdria ¢ & uma geodésica nula (definigdo 1.1.11) e
gue entao TO = bV, temos que, em qualquer sistema de repouso ,
as equacdes paramétricas de uma tal trajetdria sio x° = bt ,
xj = aj (aj sac constantes). Finalmente recordamos que uma
trajetéria geodésica arbitréria tipo-tempo {nao necessariamente
nula) tem equagCes paramétricas em um sistema de repouso dadas

por x° =t , ¥ = vt +b’ (v),b”? sao constantes). (1.3.7).

§2. AS LEIS DE NEWTON NA AUSENCIA DA GRAVITAGAOC E O PRINCIPIO

DE RELATIVIDADE DE GALILEU

2.1. A Mecdnica Newtoniana & uma teoria dos sistemas de particu
las materiais e sblidos rigidos e suas causas. O ccreeito de
particula foi introduzido na definigac (2.1.1), (capitulo II). As
leis de Newton que regem as leis do movimento, na auséncia da

gravitagao sao:

12 Lei de Mouimento: Cada particula material segue uma geodési-
ca tipo-tempo em M, a menos gue seja compelida a mudar o seu

estado de movimento por forgas que agem sobre ela.
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Se ¢ : t -+ o{t), a primeira lei & representada pela

equacao

DEFINICAO 2.1.1. O produto mT_ obtido do par (m,0} que caracte

riza uma particula material & chamado o Mmomento {linear} da

particula.

a . . - . - .
2= lod do Movdimento: A alteragao no movimento geodésico de uma

particula material é proporcional a forga motiva gue age na par

ticula e & feita na diregao da forca. Explicitamente postulamos

que
mb_ T = f .
TO ag
Observe que dt(TO} =1 e como Dx(dt) =0 , ¥X &€ T™ ,
dt{mDT Tc) =0 , o que implica que dt{f) = 0. Assim, em um sis
o >
tema inercial temos que f = (0,fl,f2,f3) = (0,f). f e portan

to um vetor tipo-espago.

A Mecanica Newtoniana lida com sistemas de muitas parti-

culas e as possiveis formas de f sao restritas pela

32 (¢ do Movdimento: A cada acdo corresponde uma reacac igual
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e oposta; ou, as ag5es mutuas entre dois corpos & € b  entre
si sao sempre iguais na mesma direcao e em sentidos opostos e

sao simultdneas.

A terceira lei & expressa matematicamnte pela condigao

Ep(t) = - £, (%)

A forgca f que age em uma certa particula & um vetor. Ela
precisa portanto ser uma combinacgao linear dos vetores que te-
mos a nossa disposicac (na teoria que estamos formulando) com
coeficientes gue sao escalares. Por exemplo, se temcs uma forga

gue depende da velocidade da particula, entao sua expressac mais

geral gue satisfaz dt(f) = 0 &
f = a(TO - V) ' (2.1.2)
onde o :(TU,TOJ s f[h*(fc,ﬁo)], onde £ :h*(To'To} — iR e

Ec & definido em (1.1.9) {Capitulo III).

Seja (x") um sistema de coordenadas em M. A forca f=
= £15/9x° mais geral e gque nao depende da velocidade tem compo

nentes

?f_@_b__,

Bz]
a

i By
flo=002 ) bz, (2.1.3)
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1 i hnd g - -
cnde Zz, =X © Oa saoc as equagoes parametricas da particula
b b
a(b} cuija trajetdria é c, o iab € a distancia euclidiana no ins

b

tante t entre as particulas a e b

P S i3
Qab (za ¢ 27) (h*)ij 2, 2. -
3 .9, L ? o ( ¥ r [N }
Finalmente, ——39 significa ab = 5
9z 1%

E comum a introducao de um potencial U(z ), tal que

-

e temos

2.2. MODELO-TEMPO ABSOLUTO E ESPAGO RELATIVISTICO -

O PRINCIPIQO DE RELATIVIDADE DE GALILEU

E absclutamente claro que se o campo vetorial V gque de-

fine o sistema privilegiado nao aparece em nenhuma lei fisica,



isto &, se nao temos forgas dependentes da velocidade {como
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cam

(2.1.2)), mas apenas forcas do tipo (2.1.3), entdc no modelo da

teoria newtoniana & dado por

onde

e gue

D,dt,

h

TN

(M,D,dt ,hh ,T” , )

satisfazem as equagoes

K:

Ddt =0 , VYx €T M

b4 P

D (h) =0, VvYx €TM

X P

h{dt,w) 0 , Y € T;M
T0 = f

O grupo de Covariancia desta teoria &

G
P

O

o Al [ARE

d N

i

vardiancia da teoria, aguele gque preserva seus objetos absolutos

gue sac neste caso

D, dt, h

G = {T3 X Tl} & {T3 @ S0(3); ,

onde T? , T

t
1

L

S0(3)

€ o grupe de Galifeuw

sac como descritos em (1.2.1)

grupc das transformagoes especiails de Galileu,.

G

e

T

T
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A determinacao deste grupo de invaridncia & feita a par-

tir das transformagoes de coordenadas gque deixam 0S objetos ab-

solutos invariantes. Estas sao dadas por: (xt) — <yl> . i=
=0,1,2,3  ; x" —y' 4 eix? + ¢ onde T F0 , . =0,
. . 3 O 1
i o . )
Ej + Ei =0 (i,7 =1,2,3). (Ver Lopes {32}, Friedman {1l8])
Neste caso, as transformacoes especiais de Galileu, sao re
presentadas por x° — yo = x° ] i yl + v x° ' v o= Eé

Observemos que as transformagoes dadas pelas equagoes
(1.2.1) - Capitulo III) definem uma classe de sistemas de rcferén
cia em repouso (absoluto), enguanto que as transformagﬁes da-
das pelas equag6es acima definem uma classe de sistemas em movi

mento relativo linear e uniforme (sistemas inerciais).

O PRINCIPIO DE RELATIVIDADE DE GALILEU: & a afirmacaoc que to-
dos os sistemas inerciais sao equivalentes, do ponto de vista
das leis da Mecanica, guando nao intervém forcas dependentes dec

V, isto &, na forma dada pelas equagoes (2.1.2}).

Tornamos agora preciso o conceito de eqguivaléncia entre
sistemas de referencia no ambito da Mecanica. Seja entac T uma
teoria de espago-tempo da Mecanica de particulas e suas intera-
gaes e sejam Z e Z' dois sistemas de referéncia, isto €, dois
campos vetoriais tipo-tempo em M. Como vimos no §l deste Capitg
io o estado de movimento de um sistema de referéncia arbitrario

%z & dado pelas componentes da conexac D em um sistema de
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coordenadas adaptadc a Z e nelas camonentes do campo vetorial abso
luto (tipo-tempo) V. Seja CxMy e (yU) a transformacao que re-
laciona o sistema de coordenadas (x" } naturalmente adaptado a Z
com um sistema de coordenadas <yu> naturalmente adaptade a Z'.
Esta transformac¢ao induz como sabemos um difeomorfismo h :M--M
tal que se p € M, entao x“(hp) = y"(p), e h também induz a
aplicagao h, que leva qualquer objeto geométrico ¢ em h, ¢, cujas
componentes em Z em hp sao iguais as componentes de ¢ em Z' em
p. Assim, D — h,D e se V esta presente V — h,V , de maneira
tal que h,D(h,V) atribue o mesmc estado de movimento a 2 que

D(V) atribue a Z'. Temos entao a

DEFINIGAO 2.2.1, Z e Z' sao equivalentes ou indistinguiveis de
acordo com a teoria T se ndo existir nenhuma experiéncia mecdni
ca realizada com os sistemas fisicos {f} descritos por T  que
possa distinguir D(V) de h,D(h,V) de acordo com oS axiomas nac

1ldgicos de T.

EXEMPLO 2.2.2. Seja (M,D,dt,h,V,Ta) um modelo da cinematica
Newtoniana e sejam Z e Z' dois sistemas de referéncia inerciais.
A Unica diferenca tedrica entre Zz e Z' se refere as componentes

de V; em 2 , V=1(1,-v,)emZZ2', Vv = (1, -vz,); onde v_ e Vv

Z z'

sao as velocidades absclutas de Z e Z' em relagac a V.

Z e Z' concordam no valor das componentes de D, dt e h.
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Nao podemos disftinguir Z e 7' pelas Pedis da cinematica Newtonia
na. De fato, seja g :M — M o difeomorfismo associado a uma da
da transformagao de Galileu, entao V — g,V. E trivial verifi-
carmos que (M,D,dt,h,g*V,TO) & também um modelo da cinemiti-
ca Newtoniana. Portanto, do ponto de vista da cinematica Newto-

niana nao podemos inferir se estamos no sistema Z ou em 2'.

EXEMPLO 2.2,3. Contrastando com o caso em que Z e Z' sao refe-
réenciais inerciais observamos que se Z & inercial e Z' & um sis
tema euclidiano rigido com aceleragao absoluta @A  entao eles
sao distinguiveis de acorde com a cinematica Newtoniana. De fa-

to, em Z, FEQ =0, em 2' , =a" ., Mudemocs agora D para uma no-

T'U H

00

va conexao D',tal gue as componentes em % sao iguais as compo-
nentes de D em Z', isto & D' =£.D onde f & o difeomorfismo asso
ciado a uma transformagac de forma {(1.3.7). (M,D',dt,h,TU) nao
& um modelo da cinemitica Newtoniana, pois qualquer trajetdria

o em J satisfaz

¥ o o) _

dt2

em Z por hipdtese, e a lei de movimento em Z relativamente a D'

e
2 1
d(xzoo_) + &% = o0
at
Portanto, T. nao satisfaz a lei Newtoniana do movimento relati-

c

mente a D' .
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§3. FPIBRADO ARISTOTELICO E FIBRADO GALILEANO

A estrutura do espac¢o-tempc pode ser vista como uma es-

trutura de fibrado (ver Apéndice, definigdo 1.8.1).

3.1. 0 espago-tempo (M,D,dt,h,V) & chamado espago-tempo Newtoniano

(ou Aristot2lico). Neste caso temos o espago e o tempo absolutos.
Entac M & simplesmente o produtc cartesiano

M=TR xR e, o fibrado {IR XIRB,?T,IR,]RB, v, G} ,

onde a aplicagao identidade, G & o grupo, G = {e}.

8= (t,%) R

M* =R xR

W

t =1(p)

Cada evento p & definido pelo instante de tempo t e sua
- 3 - :
localizagao no espago. m? =1R X IR onde IR e o eixo do tempo

e 313 e o espago tridimensional.

3.2. No espacgo-~-tempo de Galileu o tempo permanece absoluto mas
o espago & relativo, o Principio da Relatividade de Galileu
(quando se aplica) implica que nao ha referencial inercial pri-
vilegiado, e entao o espago-tempo nao & simplesmente o produto

cartesiano do espac¢o pelo tempo. A estrutura de fibradc no
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espago-tempo de Galileu & dada por {Mq , T, IR, IR3,{¢i}, G}

3 =
4 ‘I ,—"’_”___ _...—i—;t“‘—' — - Xl
M T‘kEl H“( “'-¢ . - X2
[ | j!t
Tfi ‘
:
u. . u
J. 1
[, 1) IR
t = m(p)

- .~ 4 .
A fungao projecac f: M — IR associa a cada evento p
4 -
de M o correspondente instante de tempo t, t = w({p). M e cha
mado espago total, R & dito espago base e R> & a fibra tipi
3 -1
b

ca. Os ¢, sao homeomorfismos de U, x R em ) (U,

i
& um subconjunto aberto de 1IR). Neste exemplo as fibras sao
isomorfas e & possivel representar este fibrado como um produto
cartesiano (pois o fibrado & trivial-base & contratil). En—
tretanto esta representagac depende do particular sistema iner-
cial escolhido, isto nos informa que nac existe um isomorfismo

candnico entre as fibras. O grupo estrutural do fibrado e o gru

po G,

a

G = T3

® {Tg ® SO(3)} , onde

® & o produto semi-direto.
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a ~ ~ -+ - -> ~

T3 sa0 as translagoes no espago (x — X + a) ; SC(3) saoc as ro
~ - B -+ - v ~ ~

tagoes proprias {X — RX) ; T, sao as transformagoes especiais

-> - -+
de Galileu (x—x + vit),

G & um subgrupo do grupo de Galileu definido em §2, (ca-

pitulo III) ,
= a v
G = {T3 % Tl} 8 {T3 & S0(3)}) .

O grupo G age na fibra ﬂul(p), da seguinte maneira ,
se t=w(p) , (p= (t,x) = (£,%,)) t3 = o7t
P ’ p - rxl - rxz ¢ ENTCAO gl:l(t) - ¢l,t¢)],t

& o elemento de G, tal que

-+ -+ -+ -
gij(t)(xl) = Rxl + vt + a = Xy onde

>

-> - —~ - . - -+ - - -
Rxl € rotacao propria de Xy i vt e a aceleracao e a & um

vetor constante.

§4. A ELETRODINAMICA CLASSICA DE MAXWELL-LORENTZ

4.1. Como vimos em § 2, se as forgas que nao dependem da veloci
dade nao sao levadas em considerag¢ao, entdo vale o Principio da
Relatividade de Galileu, que diz que sistemas de referéncia
inerciais sao equivalentes (fisicamente). A seqguir apresentare-

mos uma formulagdo da eletrodinadmica classica de Maxwell-Lorentz
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sobre o espago-tempo Newtoniano. Veremos que nesta teoria alén

de existirem forcas dependentes da veclocidade, criste

una outra particularidade referente ao modo de propaqagao

tambin

de

sinais luminosos que permite em principio detetarmos a Presenca

do campo V, gue define o sistema privilegiado, e gue destral por

tanto, a eguivaléncia (fisica) dos sistemas inerciais.

As equacgoes de Maxwell-Lorentz sao usualmente apresenta—

1)

.2)

de

e

das por
-
VeE = 4dwp
{4.1.
= 1 8% 47
B _o e =
v c ot c
-3
VB =0
(4.1
1 38
+ = — =
VxE c ot 0
-F} ~—
onde E & o vetor campo elétrico, B o campo (de inducgao) mag-
ied ¥ - .
nético, 7 @ a densidade de corrente; E, ﬁ, j sao fungoes
H{3 x IR —r 1R3, dadas respectivamente por
-+ -+ + -+ -+ B i -k
(t,%) — BE(t,x) , (£,%) — B(t,%) , (t,%) — j(t,x) .
o & a densidade de corrente o : IR xR — TR, (t,;} s n{t,§)

I B 2 :
operador V = (ax ' 3y r55) - © & uma constante.
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Os campos elétrico e magnético agem em particulas carre-

gadas e a forga resultante, conhecida como forca de Lorentz e

dada por

-+ -+ + -
F = qg(E + v x B) (4.1.3)

et - n . - — .
onde v & a tri-velocidade da particula. A eguagao de movimento

de uma particula carregada & entao

-
n Y - g@E + v ox B . (4.1.4)

Observemos que o conjunto de equacoes (4.1.1) e (4.1.2)
-
admite solug¢oes quando p¢,j = 0. Neste caso cada uma das compo-

- -+ -
nentes cartesianas de E e B satisfaz uma equag¢ao de onda,

2
v -
C

L=
=
1
=)

=
+
[

2 . .
onde V e o operador Laplacianoc em IR

Sabe-se que tal equacgao possue uma solucgao na forma
LD [
b = ¢O expli(k-x - wt)] , — =cC

gque descreve wuma onda eletromagnética se propagando com
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velocidade c¢. Surge entao a pergunta: em relacao a gue sistema

de referéncia as ondas eletromagnéticas viajam com velocidade c?

Para Maxwell e contemporaneos a resposta era obvia - a
luz se move com velocidade ¢ em relacao a seu carregador - o
éter.

Portanto, as equacgoes (4.1.1) e (4.1.2) s6 podem ser va-
lidas em uma classe limitada de referénciais inerciais, todos
os membros da classe estando em repouso relativo e ainda mais
estando o éter tambem em repouso em relacac a esta classe de
sistemas. De fato, segue das transformagées‘de Galileu que se
uma trajetdria possui tri-velocidade GR em relagao ao referen
cial R e se R se move com velocidade constante v em rela-

cdo a R, entdo a velocidade da trajetéria no referencial R &

<é
=]
|

<+
1

<¥

Portanto, se as equacoes (4.1.1) e (4.1.2) valem em R,

=
elas scocmente serao validas em R se v

H

0. No que se segue,
identificaremos a classe dos sistemas onde as equagOes de Max-
well-Lorentz sao vAlidas, com os sistemas de repouso (ver defi-
nicic 1.3.6). Usaremos também a partir daqui um sistema de uni-

dades tal que c¢ = 1 (sistema de unidades natural).

Queremeos formular a eletrodinamica de Maxwell - Lorentz
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como uma teoria de espaco-tempo (sobre o espac¢o-tempo Newtonia-

no). Para isto, vamos introduzir um tenscor tipo (2,0), g*
g* = v ®V -nh

onde V,h sac os definidos em §3.2 (capitulo III).

Nos sistemas de repouso, h= diag(0,1,1,1} ,V = (1,0,0,0)

e resulta que
g* = diag(l,-1,-1,-1)
Observemos que g* induz uma aplicagao
Gy :T;M — TpM . dada por

w — G,{w), onde G_{w) e tal que, se «a,s € TEM entao

Como G, & nao singular, existe a aplicacac inversa, que

chamaremos G ,

G:T M -—- T*M , tal que se
P %



94

X € TpM , w € T;M entao g;(G(X),w) = w(X). G, induz um ten-

sor g do tipo (0,2) em TPM X TPM , tal gue se wv,w € TpM en

tao

X,¥) = g*(G(X),
gp( ) gp( {(X},G(Y))

Observemos que se as compenentes de gg , em uma base co
ordenada sao

g~ = g; (ax* , dax’)

entzo as componentes de Iy ¢ SAo

dJ J
g,. = gl—, —=)} = g*(G{— , —=)}
i3 Bxl ij P

j _ o1
g = 0,
kj J

caracteristicas de uma métrica de Lorentz e &€ de fato, a métri-

. i . =
Dagqul segue gue g g Ppossul entac todas as

ca do espago-tempo de Minkowski, gue & o espago-tempo que scrve
de modelo para a Tecria da Relatividade Especial de Einstein

(ver Capitulo IV). Em um sistema em repousoc

g = diag(l,-1,-1,-1)
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DEFINICAO 4.1.5. O cperador de abaixamento de Iindice +z , com
1 <a<r;1l<b<s & a aplicagao +g :Tér'SMM)ﬂﬂ-T(r{hs+l)@ﬂ
tal que se 08 € T 5 (M) , entdo 42 B € Tr“l’s+l(M) e vale
+2 8 (uw w ;X X )

b R o A e T

= e(wl""'wa—l'G(Xb' )’wa+l'""wr—l;xl"'”xb—l'}%ﬁl"'”xs+l)
onde Wyreesst 4 € Xl""'xs+l sao respectivamente, l-formas
e campos vetoriais arbitrarios.
OBSERVACAO. Quando a=b =m , +$ & usualmente indicado por G

(*)

a - [l - . Il
#b ¢ claramente P(M)-linear , e e de fato um iscomorfismo, uma

vez gque existe & operagéo inversa Tg :T(r’s)(M) e T(r£bs_l)(M)

chamada operacao de levantamento de indices.

DEFINIGAO 4.1.6. A aplicagao +§ cpiTrS) Gy o p(EFLSTL) g

dada por,

a

’r a a = H L )

b O(wlf !wr_'_l ! Xl!' !Xs_l)

= B {w . W w S| ¢ X X G (wb) X e X D)
17777 Th=1" "h+l"’ R o A AT -t -t

onde w A e X sao respectivamente, l-formas e

lfi r+l 1,""}{5*1

campos vetoriais arbitrarios.

OBSERVACAO: quando a = b =m , +2 & denotado por G

(*) D(M) e o anel das fungoes T em M)
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EXEMPLO 4.1.7. Se 6 € Té2'2)(M)

Gle (w:z,X,¥) = 0(G(Z),w:X,Y)
e escolhendo o= dxm ;7 = e f X = e, , ¥ =g
L 3 k
(6Te)™. = g, 8(dxt,ax™ ; e.,e )
9k 19 ’ T ey %y
_ im
= 910%k

2
G B({w;X,2,Y) = 6(w,G(2);X,Y)

2. -~ mi
(G70) ek = 935%k
DEFINICAO 4.1.8. A aplicacdo contracgao trpq:qﬁ”S%M) ~»Tér4*5“lhm)
(L<p<rxr;1l<gqgc<s) dada por 6 — trP% 6, onde

_ k 3
= E e(wl’.,.’wp_l,dx ,Ujp;wp+ ,...,wr_l,X ,...,Xq._l ,%:Xq;---:}{q_{.lr--

k

9{%

(2,2)

Por exemplo se BEFTP (M) entao verificamos imediatamente que

12 .1 ki

{(tr B}i = F eik
k

22,0 ik

{tr G)i = i eik

Estamos agora equipadoS para escrevermos a teoria de

Maxwell-Lorentz como uma teoria de espago-tempo.
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4.2. FORMULACRO DA ELETRODINAMICA DE MAXWELL-LORENTZ

Introduzimos um campo vetorial covariante J que representa a densi-

dade de carga-corrente e uma 2-forma F que representa o campo

eletromagnético.

Em um sistema de repousc fazemos a identificacdo

=y
I = (p,]) (4.2.1)
e
!

0 El E2 E3

-EB 0 -B B
F.. = 1 3 2 (4.2.2)

1j
—E2 B3 0 Bl
"E3 —B2 Bl 0

Introduzimes ainda conceito de particula carregada.

DEFINIGAO 4.2.1. Uma particula carregada & uma tripla (o ,m,q)

onde © : R— M e uma curva tipo-tempo, m € (0,=) e q € R.

Finalmente a teoria de Maxwell-Lorentz (ML)

TML = (M,D,dt,h,V,F.E,TO) & descrita pelas equag¢des de campo
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K =20

D {dt) =0 , ¥YX €T M
X p
D,{(h) =0 , YX € T M
X e

h{dt,w) = 0 , Vu € T;M (4.2.4)
D,(V) =0 . YX €T M
X p
dat(v) =1

§F ==-471J

dF = 0

e a equagéo de movimento das particulas carregadas de massa m e

carga g e

mDT TU = qter(GiF @ T ) -dt[qtrZI(GiF ® Tg)]V (4.2.5)
o

Nas equagoes (4.2.4) d & o operador diferencial e #. =
- p -1 P p
= (=)"% "d*w , w €EA¥(M) e * & o operador estrela de Hodge
[ Ver Apendice l.4]. Observe tambem que a forga gque aparece em

(4.2.5) & justamente a "projecao" espacial do vetor tr21ﬁ31F®th

4.3. COMENTARIO DE CARATER EMINENTEMENTE FISICO

TML implica que as equagoes (4.1.1), (4.1.2) sao va-

lidas apenas nos sistemas de repouso. Tal & consequencia do fato

que o grupo de simetria da teoria &, ccmo ja determinado no §3,
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a t Lo . ;
{T3 X Tl} ® S0{3). Todas as evidéncias experimentais sugerem que
as equagoes (4.1.1) e (4.1.2) valem em todos os sistemas iner-

. o 1 2 3 .
ciais, guando as ccoordenadas (x ,x ,x ,x )} de um dado sistema
inercial estao diretamente asscciadas a medidas realizadas por
reldgios reais em repouso no dado sistema inercial e sincroniza
dos 8 1'Einstein e por récuas "rigidas" ideais. Para uma discus-
sao detalhada deste ponto o leitor deve consultar (Rodrigues

{1983) [46], Rodrigues-Tiomno (1985} [47]).

Desejamos também chamar a atencao aqui ac fato que a de-
pendéncia explicita da forga eletromagnética (que age sobre uma
particula) de Vv foi motivo de experiéncias como a de Trouton-—

~Noble {42 ] e os resultados da experiéncia nac revelaram V.

Observamos agqul que os reldgios ideais da teoria Newtonia
na sao supostos registrarem a passagem do tempo absoluto - eles
devem registrar um tempo tal cue as leis de Newton sejam vali
das. Este tempo & gque os astronomos chamam de tempoc das efené-
rides, ou tempc Newtoniano [ 3}, e como ja salientamos no Capi-
tulo IT & um tempo tedrico ("reldgio de papel"). O problema da
existéncia ou nao de reldgios fisicos na Natureza que registrem
o tempo das efemérides e gue satisfacam as demais propriedades
exigidas pelos relogios ideais da teoria Mewtoniana nunca & dis
cutido nos textos. Em particular para registrar o tempo absolu-
to em todos os sistemas inerciais & necessario que o ritmo do

reldgio ideal Newtonianc nac dependa do seu estado de movimento.
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Isto posto, descjamos enfatizar gue a afirmacao usual de
que da validade das cquacoes {(4.1.1) e {(4.1.2) em todos o5 sis-
temas inerciais implica gue as transformagées de Galileu cstao
erradas & “non—qeﬁuitur”. A afirmagac correta & que as transfor
magbes de Galileu nao relacionam  de maneira correta as coorde
nadas de espago-tempo em sistemas inerciais em movimento relatl
vo, se as determinacoes dessas coordenadas sao realizadas por
reldgios reails e reguas rigidas reais. Isto e explicado ecm deta
lhes, por exemplo em Rodrigues-Tiomno (1985) porque os relogios
e réguas reais nao satisfazem as condigoes de serem réguas e rc

16gios ideais Newtonianocs.

Mas, se as equacoes (4.1.1) o (4.1.2) sao validas en to-
dos os sistemas inerciais, quais as transformacoes corretas en-
tre as coordenadas espago-tempo de sistemas inerciais distintos

ou ainda, qual o grupc de covariancia dessas caquagoes?

A resposta & que o gaupo de covaiiancia dessas ©guUAgOCS

& o grupo de isometrias de ¢, intrcduzideo pela ecquagao g (X,Y) =
}'J

Il

g;(G(X),G(Y)). Tal grupo é chamado giupe de Peincare o desem-
penha um papel de destaque na Fisica contemporarca. A discussac

desse grupo Se encontra no Apéndice 2.3,

Em conclusdo, nenhuma experiéncia classica pode revelar
h, dt, V, e a solugac encontrada por Einstein fol a de reter
g*{ou g} e D como objetos absolutos e relegar h, dt e V ao es-

quecimento. Voltaremos a este ponto no Capitulo V.
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§5. A TEORIA NEWTONIANA DA GRAVITACAO E A EXISTENCIA DE

REFERENCTATS INERCIAIS

Nesta segao vamos apresentar duas versdes da teoria da
Gravitagao Universal de Newton como teorias de espago-tempo. A
primeira versac da teoria & construida sobre o espaco-tempo de
Galileu e a sequnda versac & uma teoria sobre um espago-tempo
com curvatura de Riemann nao nula. Em particular a segunda
versao nos levara naturalmente a questionar a validade de se postu
lar a existéncia de referéncias inerciais no Universo Fisico.
Tal questionamento & importante em conexao com um dos problemas
principais desse trabalho (Capitulo V ) gque mostra em detalhes
qual o limite da validade do Principio da Relatividade de Eins-
tein quando aplicado ao mundo real que habitamos. (No gue segue

indicaremos a conexao chata do espaco-tempo de Galileu por D }.

5.1. TECRIA DA GRAVITACAQ NO ESPACO-TEMPO GALILEANO
Vimos no §2 que a 2-E-1 lei de Newton estipula gue o movi-

mento de uma particula material (o,m), sujeita a acgaoc de uma

forca F, @

e em um sistema inercial esta equagao toma a forma
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- .
Na teoria da CGravitagao de Newton a forga F e dada por

o
Il

=

O+

._}. - i R
G e o campo gravitacional, e

onde ¢ € o potencial escalar, e V e o gradiente (tridimensional).

B teoria Newtoniana postula que o potencial ¢ esta rela-

cionado com a densidade de massa p pela equacac de Poisson

?2¢ = 4TmKp (5.1.1}

- : ~ . -2 - .
onde K e a constante de gravitagao universal, e V e o Laplacia

no (tridimensional).

Para produzirmos uma versao da teoria de Newton sobre o

espago-tempo de Galileu, comecemos por recordar que a forma bi

linear

h (§1, Capitulo III) induz a aplicacao

H :T;M—+TPM ; v — H,{v}) ,
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tal que Vi € T;M , temos w(H*(v)) = hp(m,v).

Seja ¢ :M — R , definimos
grad ¢ = H_{dd)

def. ¢ = div(grad ¢))

0(1,0) _, (0,0 11 = =

onde divwv , dada por X -— tr (DX}, e D &

cperador de derivada covariante.

Portento, se ¢ € o potencial gravitacional (em M) a forga

gravitacional se escreve

F =-m{grad ¢) .
Como a imagem de H, consiste somente de vetores tipo es-

pago (§1, Capitulo TIII) F tem as propriedades desejadas.

A teoria da Gravitagao de Newton em espago de Galileu

tem entac o modelo, TNG = (M ,5, dt, h,¢ ,p ,TO), onde os obje

tos geomeétricos satisfazem os axiomas nao 1logicos:

K = 0
D.(dt) = 0 , ¥YX €T M

X P (5.1.2)
n(at,w) =0 , Yu € TIM

def (4) = 4uwKp
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e a lei de movimento das particulas materiais &

mDTgTG = ~-m{grad ¢} . (5.1.3)

0 grupe de Invariancia de Ty e o grupo de Galileu G{(§2, capitu-

lo ITII).

5.2, O PROBLEMA DOS REFERENCIAIS INERCIAILS

Seja (x') um sistema inercial e (yd) um sistema eu-

clidiano rigido {definicaoc 1.3.6, Capitulo III) adaptado a tra

jetoria o, tal gue Doy T, # 0. Suponhamos que ¢ sistema (y])
o
nac possue rotacao em relagao a (x") . Neste caso as transfor-
magoes que ligam os dois sistemas sao
0 o}
y = x =t
(5.2.1)
yoo=xt - b (y) , i=1,2,3

Naturalmente, Bl(t) e a aceleragéo de ¢ relativamente a (xl).

Como saber gque (y?) ndo & um sistema inercial? Em um
. . , e i Jj I N &
sistema inercial Ijk =0 eem f(y 2, foo ~ b e todos ©s de

mais r?k = 0 (§1.3, Capitulo III).

As leis de movimento de uma particula material (o,m) em
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i . . . -
{x7 ) sujeita ao campo gravitacional ¢ &

+ 1 = 0 | (5.2.2)

3y

e em (y temos

Esta Ultima equagac nac & a lei de movimento em um siste

ma inercial, mas a questac seguinte surge naturalmente:

Como e gque os observadores que se encontram no sistema

(vJ) podem saber que o potencial gravitacional real & ¢ e nao

n=7=hixd + ¢ 2
y

De fato, se o potencial gravitacional & n,enta em <yj /

a equagac de movimento &

e (yj) sera um sistema inercial para os observadcres que se en
contram no referencial (y]). E claro gue estes observadores nao

estao em condigOes de responder, com questoes locais, o problema
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: a
de determinar qgual potencial & o real, n ou ¢. De fato, se D &
~ . . i
a conexao chata original cujas componentes se anulam em {(x7 7 e
o - ~ . )
D' & uma conexac chata cujas componentes se anulam em <yj>,en—

tdo (x') & inercial de acordo com D e (yj) & inercial de acor-

o

do com D'. Somos assim tentados a concluir que se 1 = (M,
B, dt, h, ¢, ¢ ,TU) 2 o modelo de TNG’ tambémn 2 = (M, D,dt,
h, n, o ,TO) & modelo de TNG . Contudc, recordando nossa dis-

cussao do ponto de vista ativo (Capitulo II,pg.49) vemos que tal
conclusao s6 & correta se o conjunto de condigoes de borde que
se pode impor nas equagoes diferenciais em 1 estd apropriada-
mente relacionado com ¢ conjunto de condigoes de bordo que se

pode impor nas equagoes diferenciais em 2

DEFINICAO 5.2.3. Um sistema de coordenadas & dito Galifeano se

for euclidiano rigide e nao rodar,a lei de movimento sendo dada

por

Tanto {x ) como (yj) sac sistemas Calileanos, e em qual-

quer sistema Galileano e a equagac de movimento & da forma

2 i .
d x au
7+ 3 =0
dt Ix
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para algum potencial .

Vemos que a unica forma de especificarmos um potencial ¢
bem determinado € impor que existam "sistemas Galileanos glo-
bais" e tal que se <xi) & um sistema Galileano global, entao
em (xi>, ¢ — 0 quando xj — + o (3=1,2,3). Sistemas galilea

nos globais concordam portanto sobre a funcgao potencial gravita

cional e nao se encontram acelerados, um em relagao dos outros.

O problema com a condigao de bordo acima sugerida para ¢
e que (do fato que ¢ deve satisfazer a equagao de Poisson), tal
implica em um Universo onde toda a matéria esteja concentrada em
uma certa regiac finita do R3. Ora, esse & longe de ser o caso
no Universc que habitamos e portanto as condigoes de bordo gque
sugerimos acima nao ajudam muito no nosso problema de encontrar

05 sistemas inerciais.

A discussao acima nos sugere que em uma teoria mais rea-

-— o .
lista o potencial gravitacional ¢ e a conexao chata D existam
somente em relagaoc a uma escolha arbitrdria do sistema de coor-—

denadas galileano, onde a lei de movimento & dada pela equagao

(5.2.2).

5.3, A TEORIA DA GRAVITAGCAO EM UM ESPACO-TEMPO CURVO

Uma teoria mais realista da gravitac@o, pode ser construida
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— o
se substituimos a conexao chata D, cujas componentes se anulam
nos sistemas inerciais, por uma conexao nao chata, tal que suas
. i .1 , i
componentes satisfazem Too = da/9x e todos os demais ij =0,
para algum potencial ¢ em um sistema galileano arbitrario. A

lei do movimento de uma particula sujeita somente a0 campo gra-

vitacional @ Do, T, =0, que se reduz a (5.2.2) nos sistemas
g

galileanos.
E conveniente enfatizar que nac foli eliminada a nocao de
aceleragao - foi eliminada somente a nogao de aceleragac em re-
— - o . - L3 .y
lacac a conexao D. Mas, continua a existir a nogao de acelera-

cao em relacao a D, isto &, particulas sujeitas a agao de for-

¢as nac gravitacionais terac aceleracao

Tal observagac nos permite introduzir a nogao importan-

tissima de referencial inercial local.

DEFINICAO 5.3.1. Um nefenencial Lnenclal fLocal (RIL) & um siste
ma de coordenadas adaptado a uma trajetdria 0 gque & uma geodési

ca de D e tal que F;k = 0 ac longo de ¢

Como exemplo, consideremcs o sistema (yj> adaptadc a tra

jetéria o(t) e definido pelas eguagbes (5.2.1). A aceleragao de
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o(t) em relacao a D &

ai a6 !
axl
i ! ~ -
Portanto se 23¢,/3%x = - b entac 0O (t) estara em qgueda
livre no campo gravitacional original. Se o{t) experimenta uma
aceleragao nao gravitacional, isto &, se a #¥ 0, ¢ sistema (yj}

sera galileano mas nao RIL.

Para encerrarhmos este Capitulco formulamos agora as equa-=
coes de campo da teoria da Gravitagdo Newtoniana em espago cur-

vo e damos o grupo de invariancia da teoria.

Comecamos por observar que a equacao (5.1.2) se escreve

. i C e
am um sSistema (x ) arbitrario como

onde ; significa derivada covariante.

Se introduzimos uma conexac D tal que

i o i ir
=177, =+ ) 5.3.3
ij ljk h ¢:r tjtk { )

onde os tj = Ji% sac as componentes de dt  em (xl), entao
S 9X

a equagac acima pode ser escrita como
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as componentes do ten

sor de Riemann em (x") ficam

i ir

Jk& j ST kY
onde 0 colchete indica antissimetrizacao (ver Apéndice). Pode-
mos também verificar que Dx(dt) =0 e X(h) =0, (¥X € TpM).

Temos também de (5.3.4) a validade das equacles

i _ ) ia_j _ ,.Ja_1i
t[a Rj]kﬁ =0 e h Riar = h Rﬁak (5.3.2)
e pode-se mostrar (vide por exemplo, Trautman [56]) que as equa

¢oes (5.3.5) implicam na existéncia de uma fungao escalar ¢ e

uma conexac chata D, tal gque (5.3.3) & valida.

As componentes do tensor de Ricei ficam

e cemparando com a equacao de Poisson (5.1.1) temos

Rjk = 41Tptjtk
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As equacOes de campo podem entac ser escritas como

(dt ® K)laz__ 4
2 2
H RK{w,v,X,¥) = HK(v,w,X,Y)
p (dt) = 0 , ¥X € T M (5.3.6)
X P
D,(h) = 0 , ¥YX eTM
X P
h(dt,w) = 0 , Yo € TEM
Ric = -47nkp dt @& dt
onde ( ),, significa antisimetrizagao (ver Apendice) entre
2

O primeiro e a segundo argumento de dt @ K. A lei de movimento

das particulas sujeitas ac campo gravitacional 2

Nesta formulagao da teoria da Gravitagao nac existe mais
uma classe privilegiada de referencias inerciails, pois em geral
nao temos sistemas de coordenadas onde as componentes de cone-
X a0 T%k = 0. Restam os sistemas euclidianos rigidos onde x° =t

e h = diag{(0,1,1,1}), pois podemos sempre decompor D como em

(5.3.2) em parte inercial e em gravitacional. De fato, guando
o1 _ i _ o, irg _ _ . ,
o, ij h Q;rtjtk e b(dt) 0 e D{(h) 0, implicam

ik
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Dpﬂ%xj e Bh/axk =0 e entao as componentes de dt e h sao
constantes e uma transformacao linear permite encontrar um sis-
tema onde xo =t e h = diag(0,1,1,1). Este resultado implica
que apesar do espago-tempe ser curvo, os hiperplanos de simulta
neidade sac chatos e euclidianos.

0 sistema de coordenadas x° = t , h = diag(0,1,1,1) nao

& apenas euclidiano rigido, ele & também galileano, isto &,

: : . ] W i ‘
existe potencial ¢ tal que Fgo = 3 /0x e todos o0s demails
?%k = 0. Entretanto a classe dos sistemas euclidianos rigidos
e maior que a classes dos sistemas galileanos. De fato, dois

sistemas euclidianos rigidos estao relacionados por

o} C
y ==
}l Za::.:(t)xj "bl(t} ; j_:l,2,3 H j:O_,l,2,3
Portanto, se (xl> 2 galileano (yj> em geral nao sora
galileano, pois em (yj) tenos
i i .k k i3
= & : b
Foo Py + ‘:—1:J aky + a:j
(5.3.7)
i i i+ . .
e, =1I., = a]ai . i,k=1,2,3 ; j=0,1,2,3
0 sistema (yj> 2 galileano somente quando éi = 0 , o

que significa que {yJ) nio estd rodando em relagao a um sistema
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galileano.

Dado um particular sistema galileano (x) ; podemos defi
nir uma conexao chata por
81 i

Pik T gk TR B

Em relacao a D podemos definir uma classe de sistemas
inerciais, e obter a formulacac da teoria como a formulada no
espago-tempo galileano. Contudo esta classe de referénciais inex
ciais nac tem mais um significado especial porgue 5 depende do

particular sistema galileano que escolhemos. Para um sequndo sis

] . - i L ir
tema galileano segue de (5.3.7) com a, = 0 que ij—-h ]%rtlHU
n =494+ I bkxk
k

Isto nos fornece um segundo potencial n e uma segunda
conexac chata B'. Como ja dissemos a escolha de um potencial
Gnico esta associada a possibilidade de impormos certas condi-
coes de bordo apropriadas para as equagoes diferenciais satis-
feitas pelos potenciais, o gue somente & possivel se a matéria

. , . . .. 3
do universo estiver confinada em um dominic finito do R .

Em resumo, nao podemos construir sistemas inerciais e is

to @ consequéncia direta da conexao D naoc ser mais um objeto
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absoluto. Ela agora depende da distribuicac da matéeria represen

tada por o.

O ghupo de Lnvaniancia {ou simetria) dessa teoria TNG =

={(M,D,h,dt,p ,Tg) e "maior" que o grupo de Galileu. De
fato, agora um tal grupo precisa somente deixar h e dt invarian
tes e portanto seus geradores X devem satisfazer £Xh = £th.=0.
Este grupo pode ser representado pelo grupc de transformagles

(xb ) = (y)

Yoy (wo=1,2,3) (3=0,1,2,3)

onde para cada t, ag(t} & uma matriz ortogonal (ver Friedman

(18] ) .



CaPITULO IV

VARTEDADES LORENTZIANAS

Neste capitulo.vamos estudar algumas propriedades das Va
riedades Lorentzianas que nos serac Gteis para o estudo que se-
ra feito no Capitulo V da Teoria da Relatividade Especial eTecria
da Relatividade Geral.

No §l, definimos as Variedades Lorentzianas, Espaco-Tem
po Relativistico e Campos Tensoriais nestas variedades. No §2,
discutimos as Hipersuperficies em Variedades Lorentzianas e da-—
nos a defini¢ao de métrica e de tensores nestes Hipersuperficies.
No §3, caracterizamos os Sistemas de Referéncia e Observadores.
No §4, estudamos as propriedades dos Sistemas de Referéncia e
Observadores "infinitesimalmente vizinhos". No §5, discutimos
separagac de Espaco-Tempo e Sincronizacao.

REFERENCIAS: Bishop-Goldberg [ 7], Choquet-Bruhat [10], Davis
[L1], O'Neill [38], Ryan—Shepley [48], Sachs-Wu {49}, Von Weste-~

nholz [57] .
§1. VARIEDADES LORENTZIANAS E ESPACO-TEMPO RELATIVISTICO

1,1. CONCEITO DE VARIEDADES LORENTZIANAS

DEFINICAC 1.1.1. Uma Vardiedade lonenfziana & um par (M,g) onde
M & uma variedade de Hausdorff, ¢ , conexa, de dimensac quatro,
orientada e g & um tensor métrico com assinatura (1,3,0)

As variedades Lorentzianas gque modelam os espago-tempo
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das teorias da Relatividade Especial (RE) e Relatividade Geral
(RG) sac orientadas no tempe. Vimos no Apéndice gque a métrica
g divide os vetores X € TpM , {(¥Yp € M}, em tres classes: Se
g({X,X) >0, X & dito tipo-tempo , se g(X,X) < 0 ou X =0,X
& dito ALipo-espaco e se g{X,X}) = 0, X & dito tipo-Luz. Podemos
estender esta nogao sobre campos vetoriais sobre M. E possivel
definirmos para os vetcres tipo-tempo em TpM , (¥Yp €M) , uma
relacao de equivaléncia (futuro-passado) (Ver Apendice 2.1.5)

Dado um vetor tipo-tempo X € TpM » podemos entao dizer se X es
ta orientado para o futurc ou o passado. Se TpM pode ser ori-
entado de maneira continua em cada ponto p € M, entio M & di-

ta ordientada no ftempo.

Seja X € TpM , (¥p € M}, consideremos o subespa¢o veto-

rial geradc peloc vetor X, [X].

DEFINICAO 1.1.2. Seja X € TpM , {(¥p € M), definimos © caia-
ten causal @e X como sendo o carater causal de [X] (Ver Apéndi

ce, def. 2.1.3). Dizemos que X & causad se e somente se X nao

€ tipo-espaco.

DEFINICEO 1.1.3. Seja TM o fibrado tangente a (M,g) e 7m: TM —M
a projegac candnica. O caxrater causal de (p,X) €T & o card-

ter causal de X.

Seja T o conjunto de todos os pontos tipo-tempo em TM
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T & uma subvariedade aberta que tem uma ou duas componentes

conexas (ver Sachs-Wu [49], pg. 26).

DEFINICAO 1.1.4. Uma variedade Lorentziana (M,qg) & dita ocaden-

favel no Tempe se e somente se T possue duas componentes conexas .

DEFINIGAO 1.1.5. Uma variedade Lorentziana (M,qg) orientavel no

tempo & dita oidlentada no fempo se e somente se uma componente
+ .

de T denominada T & chamada {fufure, e o complemento de T em

t, denotada por T & chamada passado

Suponhamos que exista um campo causal X em (M,g}. Defi-
nimos uma aplicagac sobrejetora Y :1 — (-~=,0) U (0,+=), por

-

o - . -
Wip,W) = g(X,W) , y & € . Entac T nao & conexa e (M,g) & orien
- , -1 . + .

tavel no tempo. Se designarmos, Y ~(0,+=, por T , dizemos gque
(M,g} & ondentada no tempo por X. Neste caso, o futurc € a com-

ponente de T cujo fecho contém X(p) , Vp € M.~

Seja (M,g) uma variedade Lorentziana orientada no tempo

com dimensac n ,n > 3, Entao

i) para cada p € M, definimos

et eahey L, Th < T M)

ii) para cada p € M, seja £p o cone de luz em p (ver
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apéndice 2.1.5). Se X & um vetor tipo-tempo em TpM , © subcon-
: + .
junto de fp ; £p = {y € £p / g(X,¥) > 0} & chamade o <cone de

luz do futuro em TpM .

DEFINTICAO 1.1.6. Dizemos gue o vetor X € TpM , {(p € M), apon-
+

fa para o0 fufuro se e somente se X €T; v £p .
DEFINICAC 1.1.7. Seja U C M, dizemos que um campo vetorial — X

definido em U apontfa para ¢ §fufure se e somente se, para cada

p €U , X(p) € TPM aponta para o futuro,

1.2. RESPACC-TEMPO RELATIVISTICO

DEFINICAC 1.2.1. Um espac¢o-tempo relativistico (ETR) & uma tri-
pla (M,g,D) onde (M,g) & uma variedade Lorentziana orientada no

tempo e D € a conexao de levi-Civita compativel com a métrica g.

OBSERVAQﬁO. bois modelos de espago—tempo (M,g,D) e (M,g',D')
sa0 iscmorfos se existe um difeomorfismo h de classe ¢k y k21,
h:M— M tal que h*{g) = g' e h*{(D) = D' (Ver Capitulo II,
exemplos 4.1.3 e 4.1.4).
Os eventos em U € M em uma carta particular de um dado
o 1 .2 3

atlas (orientado) tem coordenadas (x ,x ,x ,x ) e estes rotulos

nio possuem necessariamente um significado métrico. A métrica
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(tensor métrico) da variedade em uma base coordenada & dada por:

g =g, dx* @ ax? , i,5=0,1,2,3 (1.1.10)
onde g = g J i ) = g e gf 0 ! )} & calculada pa
P —_— T = .. — T a

: T Bxl 937 It ax” ax

ra cada p €M en TpM. As distdncias no espaco tangente defi-
nida pela métrica estao relacionadas com as distancias na varie

dade da seguinte maneira:

Seja y:I — M , (I € IR), uma curva continua e diferen-
ciavel por partes. Denotamos a funcao inclusao I — IR, pcr u;
e o campo vetorial distinguide em I por d/du. Para cada u € I,

Y= TY(u) denota o vetor tangente a yu , yu € M,

DEFINICAO 1.2.2. Y & chamada tipo-tempo, Iipo-Luz ou fipo-espa
¢0 quande para todo u €I, gly,u,y,u) > 0 ,g{y,u,yvu) =0 ou

(v, u ,vy,u} < 0 respectivamente.

DEFINICAO 1.2.3. Sejam a,b €1, v :I — M (I C IR) uma curva,
o comprimente de arco entre Xy = y(a) e X, = y{b) aoc longo
de vy e tal que g(y,u, y,u) tem o mesmo sinal ao longo de vy, =

dado por

tof

b
J lg (vyu s v,u) |7 du
a
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Se tomarmos o ponto o(a) como um ponto de referencia, po
demos usar a equagéo acima para definir a fungao u :y({I) — IR,

dada por

o

u
s(u) = J lg(y,u' , y,u) | du' (1.2.4)
a

Utilizando-se esta equagac podemos calcular ds/du

1 . L
= 1 J =
ds _ 2 dx™ dx 2
i PR FUIE B PN el (1.2.5)
onde x" = x" o Y. ba equagao (1.2.5) textos antigos de geome-

tria diferencial e a maioria dos livros sobre Teoria da Relati-

dade inferem a notagao

(ds)? = g.. dx dx’ (1.2.6)

suposta representar o guadrado do comprimento do arco "infinite
simal" determinado pelo deslocamento infinitesimal das coordena

das

onde € & um numero real tao pegueno quanto se queira e a € I

Usarcmos eventualmente a equagao (1.2.6) gquande disto nao
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resultar nenhuma confusao,

1.3. CAMPOS TENSORIAIS EM VARIEDADES LORENTZIANAS

Nas tecorias fisicas onde o espa¢o-tempo & uma variedade
Lorentziana orientada & possivel definirmos uma relagao de equi
valéncia para o3 campos tensoriais. Assim as quantidades fisi-
cas que sao representadas por campos tensoriais sao representa-

das pelas respectivas classes de equivalencia.

No Capitulo III introduzimos [definicoes 4.1.5 e 4.1.6]

,a &
)

0os operadores b e T

Em uma variedade Lorentziana definimos o andlogo dague-
les operadores gue vamos representar com os mesmos simbolos co-

mo segue:

PROPOSICAO 1.3.1. Seja (M,g) uma variedade Lorentziana, X € TM,

e GX & T*M um campo de l-formas tal que
GX(V) = g(X,V) , ¥V € TM

Entao a aplicagac X ~— GX & um D (M)~-isomorfismo  1li-

- ~ ) oo
near de TM - T*M. (D(M) & o anel das fungoes reals € em M.

A prova da Proposicao 1.3.1,pode ser encontrada em Q'

Neill [381,{Proposi¢ao 10 Cap. III}.
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Portanto, em uma variedade Lorentziana podemos livremen-
te transformar um campo vetorial V em uma l~forma ® = GX , e

vice-versa, isto &, o campo vetorial equivalente a l-forma w é

- - 3 5 = otdg i3 i

V =G, ,onde G,w = gl{w, } e = 8. ® 8. e .= 80

+® r * g K gq g i y g gjl .
Pares correspondentes X ¢« , contém exatamente a mesma
informagac e sao ditos "{isicamente equdivalentes”". Generaliza-

mos a nogéo de fisicamente equivalente introduzindo em (M, g, D)
B, ' b .
0 analogo dos operadores +S e 1, das definig¢oes [4.1.5 e

4.1.6] do Capitulo III.

DEFINICAO 4.11. Todos os tensores possiveis de serem obtidos
de um dado tensor pelas operacOes de levantamento ou abaixamen-

to sao f§Lsicamente equivalentes.

§2. HIPERSUPERFICIES EM VARIEDADES LORENTZIANAS
2.1, METRICA EM HIPERSUPERFICIES

Sejam (M,g) uma variedade Lorentziana, S uma varicdade de
dimensao trés e v : § — M um mergulho (¥ & imersac e ¢ & um
homeomorfismo de S sobre o subespaco ¢(8) € M). Entac ¢(S) &
uma subvariedade de dimensac tres de M.

DEFINICﬁO-Z.l.l. Nas condigoes acima dizemos que ¢ (S} & uma
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hipensuperficie de M.

Temos entao a inclusao 1 :y(S) -— M. Em cada ponto p €S,
¢ (p} € v (S), identificamos © espago tangente @*{TP(S)) = H@(D}
com um subespaco de T@(p)M por meio da aplicagao linear inje-

tora di(p) : Hw(p) —r Tg(p)M . S8 p €S a imagem ¢*(Tps} =

= Hw(p) C Tw(p)M sob a agac da derivada vy, € um hiperplano
de dimensac tres que passa pela origem. Portanto existe uma 1-
e T* & = -
forma « Tw(p)M tal que VX TpS roafy, (X)) 0. A l-forma
o & Qnica a menos de sinal e fator de normalizacao e ¢ (S) & da
da localmente pela equagac f = 0,(f :M —+ IR}, onde df #0,en

tao o pode ser tomada localmente como sendo df.

Temos a metrica g de M, através de ¢ podemos induzir

uma métrica v,g ,da seguinte maneira:

Se X,Y & TPS , definimos: w*g(X,Y}]P = g{¢ X '¢*Y)|¢{p)'

Esta métrica & chamada 15 forma fundamental de S.

DEFINICAO 2.1.2.

i} Se glo,a) < 0 ,entac ¢(S) & dita hipersuperficie 14

pu-Lempe.

ii) Se g{a,a) = 0 ,entac ¢(S) & dita hdipersuperficdie

nula.

dita hipersuperpilcie

(M

iii) Se g{a,oa) > 0, entac v (8)

Tipo-espaco.
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Para entendermos a razao da definicao 2.1.2. consideremos

um campoe vetorial 2 fisicamente equivalente a o, isto é

z = g{au, ) (ou o =g(2Z, )). 2 & ortogonal a todos os vetores

tangentes a ¢(S), isto &, todos os vetores do subespago Hw{p):

= v*(Tp(S)) < T )M . Vamos analisar dois casos:

v (p

i} Suponhamos que 2 £ H X Neste caso, se (X )

118y %y

)}  forma uma base para

v (p
27 %

M , pois 0s vetores sac linearmente independentes. As com-

2 uma base para TpS entao (Z,X; X

Tv(R)

ponentes de g em relagac a esta base sac dadas por

g{2,2) 0 g{Z,2) 0
(guv\: -
» * r
0 g(Q*(&U”¢*(Xj) 0 v g(xi,kj)
onde U,v = 0,1,2,3 e i,5 =1,2,3.

Como por hipdtese g & métrica de Lorentz, ela & nao de
generada, logo, g(Z,%) # 0. Se g(Z,z) » 0 entaoc y*g deve ser
negativa definida, pois a matriz das componentes de g possue
somente um auto-valor positivo. Analogamente se d(2,2) < 0, en

tao w*g & métrica Lorentziana.

ii) Suponhamos % & tangente a v (S), isto &, % e?Tw(p).
Neste caso, existe algum vetor nao nulc X em TPS tal que ¢, (X)=

= 2. Mas se g(Z,0,Y) =0, VY €TS, entdo ¢*g(X,Y) =0, Entao
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concluimos que v*g & degenerada. Além disso,se tomarmos Y =X,

teremos gl(Z,2) = 0.

2.2. TENSORES EM HIPERSUPERFPICIES

No caso que gl{a,u) # 0, podemos normalizar a l-forma

de maneira que gf(o,o0) = *1. Entac a aplicagac ¢* :T;(p

— T*S sera injetora e sobre no subespaco H* C T* M. On-
p J pag 2 (p) ¢ (p)

yho

de H & 0 subespago constituido das l-formas w em ¢ (p) tais

*
v (p)
que, gla,w) = 0, pois v*a =0 e o £ Hg(p). Existe portanto

a aplicacao inversa de v¢* , que indicaremos ¢, ,¥, :Tg S —

— H*

v {p)

Podemos estender esta aplicacao a uma aplicacao que leva
tensores covariantes de S em tensores de ¢ {S) C M. Temos a apli

cacao (*) ,

o, 10 oy (20 )

(*) De apora .em diante, quando isto. nao causar duvidas, denotaremos

(r,s)
|

(r,s)(

T (S) por T p)

mlr,s)
Tw{p) (¢ {S)) por T
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podemos estende-la a uma aplicagao

~ T
P, T( ’S)(p) — T(r’s)(w(p)) da sequinte maneira. Se
T e T(r’S)(pJ enﬁéo se wl wt o€ T M e X X €71 (s}
Fowo oy *P(p) l:---:n o ’
definimos
~ 1 r
Q*T(w f---fw ; @*(Xl);---,k{?*(x )) -
S
= Tlorwt, ... e%et 5 X, ..., X))
1 s

Esta aplicacio ¢, tem a propriedade que ¢,T tem contragdo ze

(r,

ro com ¢ em todos os indices, isto &, YT € T 5)(p), temos

(0, TP Vo8 0,=0 e em)* Y o g g =0

verifica-se isto facilmente utilizando-ze o fato que e¢*a = 0,

Para nosso estudoc e particularmente interessante o ten-

socr h em & dado por
h = v, (v*g)

isto implica gque,
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Em termos da l-forma normalizada o, (g(o,o) = * 1), temos

h=:a@®a+g

que satisfaz v*h = ¢*g , pois ¢*z = 0. A eguacao acima impli-

ca gue

hiz, ) =0 ' Z = glo, ).
Consideremos agora © tensor h = +l h T(l’l) cujas
9 1 (¢ (p)) ]
componentes sao dadas por hg = gaYhYB. Este tensor & um cpera-
dor projeg¢ao uma vez que hghg = hi. h projeta O vetor
E [ -
v Tp(p)M ne subespago Hw(p) 1w(p}M. Temos entac ,

onde o primeiro termo representa a parte de V ortogonal a ¢ (S).

Em componentes esta equagéo tem a forma,

o i W U B
vV =+ 0 avV + th

Para a 1-forma w & T* M , temos
v (p)

w o=+ a{Z{w)) + hi{w, )
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ou em componentes

Analogamente, podemos projetar qualguer tensor T(r’5%¢(pJ) em

sua parte gue pertence a

(r,s} & 1

*
sipy @---@H

H
vip)

{v(p)) = Hw(p) e ... 9 pr)h

W LY

r-fatores gs-fatores

isto &, sua parte ortogonal a a¢ em todos os indices

A aplicacao ¢, :T_S — H = T S) & bijetora. Pode

P G * D ¢ (p) v D ) 1] a £

mos portanto definir a aplicacao ¢* e Tg{p)M — TpS, proje-
tandoc primeiramente com h em Hw(p) e entao usando a imagem
inversa (w*)_ . Como Jj& temos uma aplicagao ¢* :Ts(pyﬂs))—+ T;a

podemos estender a definigao de v* para uma aplicacao

5* : T(r’s)(w(p)) — T(r’s)(p). Esta aplicagao tem a proprieda-

de v*(@,T) =T, YT €T 5% (o) e ¢, (9%K) =K , VK € H(r’S}w(p)}.

No que segue vamos identificar tensores em T{r’S)(p) com tenso
(r,s)

res em H (v(p)) se eles se correspondem sob a agao das aplica

coes ¢, e wv* . Com esta identificagao h pode ser interpreta-

da como a metrica induzida em ¢ (3).
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§3. SISTEMAS DE REFERENCIA EM VARIEDADES LORENTZIANAS
3.1. REFERENCIAL MOVEL - PARTICULA MATERIAL

DEFINICAO 3.1.1. Seja (M,qg) uma variedade Lorentziana € p € M.
Un referencdal movel em p € M @ uma base ortonormal para o es

paco tangente TpM.

TEOREMA 3.1.2. Seja O wum campo vetorial tipo-tempc em TM  tal
que ¢g{Q,Q) = 1. Entao, existe, em uma vizinhanga coordenada U
de p (p &€ M)} trés campos vetorials tipo-espago gue junto com Q

formam um referencial mdvel em U.

DEMONSTRACAO. Seja 6° =g(Q, ) = g.. O dx3; i, 3 = 0,1,2,3
e tomemos h =g - 87 & 0

Logo

- 1.0
= d
g = g, dx"dx

it
I
&
e}
+
oy
.
[P
jn
s
e
pzd
o]
”
(N

Como a variedade & Lorentziana a forma  quadratica

i ) -
hijv vj pode ser decomposta em uma soma negativa de tres gquadra

dos, isto e,



_ S0 2 3 -
0 conjunte (0 47,07 7)) ¢ entao o referencial mowol o U
o 1 3 ~ .0 - o
Observemos quo se Q= -t 5 ¢ entao ¢ =.q o
y £ R Co
o0
g, .
+ 0 axt e
Yg
00
i . g. g, : N
h.de® 0 ax? = (-~ 2219 4 g jax’ o ax’
13 g 1]

isto & provado utilizando o fato gue como as componentas o

sao dadas por

QO_ - -~—-i-o- ¢ Ol =0 ' 1:lr2:3
/g ye%
Yo0 "
. B o S - i _ o _{10“
entao, Q =g QO =vqg,, ¢ Q. =g 0O = ——=
"Yoo

Dissemos que as teorias da Relatividade Geral

Relatividade Especial (RE) usam varicdades Lorentzianas oricn-

tadas no tempo como modelos do espaco-tempo. O conceito Jdo

Aar-

ticula utilizado nestas teorias & dadc pela definigao

Ol

DEFINIGCEO 3.1.3. Uma partleufa matexaial & um par (r,.") ondo

onde o :I — M , (I © IR) & uma curva causal gue aon

QoI T Tard

o futurc e m € [0,+=) & chamada massa de repouso.

Quando ¢ & tipo-luz e m = 0 a particula & chamada 4¢-

fon; quando m € (0,+=) a particula e dita mnaterial ou L

(RG3) ¢ da

|\.,J
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bradyon.

¢ & chamada linha do universo da particula.

A relacac entre m e 0 & dada pela

PROPOSICAO 3.1.4. Para cada par (p,m), p € M ,m € (0,~) exis-
te uma iUnica curva o :I-=+M , (I € IR), com imagem fechada o(I)
tal que VYu € I : (i) o,u aponta para o futuro; (ii) glou,ou)=

2
=m .

A prova desta Proposigao pode ser construida como uma ex
tens3o imediata da Proposicdao 0.2.1 em Sachs & Wu [49]. Quando

2

g{o,u,oc,u) =m” , o.u & dito o momento da particula.

3.2. OBSERVADORES

DEFINIGCA0 3.2,1. Um o¢bseavador em (M,g,D) & uma curva tipo-tem-
po Y: I — M, (I € IR),que aponta para o futurc, tal gue

g(Y,,Y,) = 1. O paradmetro de inclusao I —+IR neste caso & cha-
mado © tempo-proprio ao longo da curva Y. A curva Y & chamada a

Linha de univenso do observadon.

DEFINICAO 3.2.2. Um observador instantaneo € un par ordenado
(z,Z) onde z €EM e ©Z € TzM & um vetor tipo-tempo gque aponta

para o futuro.
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DEFINIGAO 3.2.3. Um sdstema de nefengncia em (M,g,D) & um campo

vetorial tipo-tempo tal que cada uma de suas linhas integrais &

um observador.

Portanto um campo vetorial Q & um sistema de referéncia

se e somente se g(Q,0) =1 e O aponta para o futuro.

OBSERVAGAQ. Certos autores como por exemplo O'Neill [38] chamam

os campos vetoriais da definicao 3.2.3 de campo de observadores.

§4. PROPRIEDADES DOS SISTEMAS DE REFERENCIA
4.1. OBSERVADORES INFINITAMENTE VIZINHOS

Nas teorias da RE e RG o conceito intuitivo de observa-
dores "infinitesimalmente vizinhos" & importante. Vamos agora

formalizar este conceito intuitivo.

Seja 2 um campo vetorial tipo-tempo, g(Z.,Z2) = 1, en
{M,g,D) e seja u, © seu fluxo (Ver Apéndice, 1.10. ) e

y + T— M, (I C IR), uma curva integral de Z.

Fixemos um ponto u € I e um vetor W € T M- Vamos su-
por que exista um campo vetorial V em M tal que V{yu) = W e
tal que a derivada de Lie de V se anule, £ZV = 0. Entac para

cada par {(s,y}, s €IR e y €M, tal que Y & definido ,

temos



Em particular, se vy = yr , onde 1 L [, Lenos

Em geral V nio cxiste ¢ se existir cle pode nao ser Qni-

Co.

DEFINICAO 4.1.1. Um campo vetorial W sobre | O Lev-parafele (oo

relagao a %) sc ¢ somente e

Wluts) = (u ), Wi} , VYo 7T o u+s &I

Se existe W uam campo Lie-paraleleo, entac os rosultados
obtidos por Bishop-Goldherqg (5.8.1) [ 7 |, nos garantem o exiscon

cia e unicidade de W, tal que

{B) Para cada par (u,W) tal guc w € I ¢ W € T M, existe

um campoe vetorial Lie-transportado, tal gue

Mais geralmente, podemos intrcduvzir uma derivada de Lio
L, gue age em campos vetoriais sobre . Entao sz = 0 se o so-
F] .

mente se W & Lie-paralelo, o que segue diretamente du definicgao

de derivada de Lie.
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Suponhamos agora que 7 nunca se anule. Entao localmente
nao temos nada de nove. De fato, existe para U C M uma carta lo

3/3x”  (Bishop-

cal (x* ) do atlas orientado de M tal que Z]U

-Goldberqg, Tecrema 5.3.1) e yu € U,

0 se 2 sonente se

Um campc vetorial V em U obedece £ZV

1 - -
v o= f HEE onde cada f' @& uma funcao tal que 7(£") = 0. Se-
d X
Jam {au} as constantes para as guais W = a“(—i—) pela con-
Bx“ Yu
~ i a -
dicao B ; se definirmos V = al = entao £ZV = 0.

Seja E € I o maior intervalo conexo tal que se u « E,

entac (E) NU & conexo. Aplicando B a Y|E e usando A obte

mos

C. Suponhamos que Z nunca se anule. Entao W :I -+ TM & Lie-
-paralelo com respeito a Z se e somente se, para cada u €71,
existe uma vizinhanca E de u, uma vizinhanga U de yu , e um cam

po vetorial V em U tal que LZV =0 e W=V oyenkE.

Aplicamos agora a interpretacac geometrica usual da deri

vada de Lie.
, 1
Suponhamos novamente que 2 nunca se anule. Seja {x ): U—

—* R4 € W]E = a“(—gm o vl _}. Podemos escrever

o 1 2 3

U= {0, x x| X

< € Yi} e supor que Y|, & dada por
‘ 3

ya = (u,0,0,...}) uma vez que Z]U =5

d ¥
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Existe uma congruencia de curvas integrais de 2 determi-

nadas por
2 3
(u,t) — (u + a’¢, alt, at, at)

e t = 0 fornece e t vezes uma constante apropriada for

|
YEE
nece uma outra curva da congrueéncia em U, onde vale a parame-

, - i ~
trizacao dada pela carta local (x ) . Quando W[B e Zoy sao
linearmente independentes, curvas diferentes possuem imagens dis

tintas. Esta familia determina univocamente WIE como seu CAM-~

PO VETORIAL TRANSVERSAL. Especificamente,

d o] 1 2 3
= L 1
(WE) (u) [ (at){f(u tat, at, at, at) il _,
para cada f :U —+ R e u & E. Inversamente, dado W[E a fa-
milia e determinada até primeira ordem em t, no sentido de uma

serie de Taylor.

D. Um campo vetorial W sobre uma curva integral de 2 & Lie-
-paralelo com respeitco a % se e somente se W & a versac li-
nearizada (isto &, "infinitesimal") de uma familia a um parame-

tro de curvas integrais de 2 proximo a vy .
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tempo

espé@o

-

Em outras palavras, interpretamos W como represéntando a

separacao de pontos cujas distancias sao constantes entre duas

curvas "infinitesimalmente vizinhas (ver Figura acima) .

4,2, O TRANSPORTE DE FERMI

Seja (z,2) um observador instantdnec. O subespaco gerado
pelo vetor %, [2] , seu eixo-temporal local, & um subespacgo tipo-
—tempo l-dimensional de TZM.[E'H & o espaco de repousc local.
A soma direta TZM =[El]® [Z] & a decomposi¢ac ortogonal asso-
ciada. Escrevemos {El}z H, » T = [Z) e denotamos por p: T?M —
—H, e g :TM-—T as projecoes ortogonais. Quando v: I— M

1

{I € IR}, @ um Observador escrevemos TYuM = Hu & Tu ,Hu ={y,u)

e T, = [v,ul para a decompeosicac ortogonal de (yu, y,u) Definimos
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: T. M — H ; =T M-—T de manoira gue so ¥ 2 um cam-
Py Yu u 9y Tu u E ' S
po vetorial sobre vy, entac pi{ © gX . Sac campos vetoriais so-

bre y que satisfazem (pX)lu = p_(¥Xu} ; (cg¥lu = g (Xu) .
DEFINIGAO 4.2.1. O observador instantincc (2,Z) cneontra o ton-
sor de projec¢ao ortogonal h da seguinte mancira: S po T

entao
h{X,¥) = g{(pX , p¥) , VX, ¥ € TZH ;

onde, h & uma forma bilinear simetrica cnm T_M que satisfaz as

propriedades: (i) th = gz],  (ii) h(Z, ) = 0 ; (iii) h(x, )=
Z Z )

= g(X, ) = g(X,Z) = 0 ; {(iv) contragac h = -3, onde h & o ten

sor (1,1} fisicamente equivalente a h @ (v) h = o5 {vi) h =

=g -~g(Z, ) 8 glZ, ) =g - w6 w.
\

Assim, se X €M, entac podemos escrever

Antes de prosseguirmos observamos que a notagao introdu-

zida para p = h, etc, & compativel com aguela que usanos na teg

ria das hipersuperficies. Como naquele casc, gualquer tensor

{r,s)

T €T (z) pode ser projetado em:
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gTeS) iy oy & ... 0H ®EHNO ... 0 HF
Z z Z

BV T

r-fatores s~fatores

Investigamés agora o seguinte problema: Como wumn observa-
dor Y: I —M, I CIR, pode dekectar rotagao? A resposta in-
tuitiva &: Se X € H, um vetor unitario pode ser comparado com
X € Hﬁ (unitario) e se pudermos afirmar que ambos tem a "mesma

diregao espacial'.

Quando y & uma geodésica, isto &, Dy T, = 0, podemos for

v
malmente dizer que X e X tem a mesma diregao espacial se e so-
mente se X & um transporte paralelo de X ao longo de y. Contudo

se D, TY = AY £ 0, entao X € Hu nao implica que o transporte
Y

paralelo de X esteja no espago de repouso local em d. Para solu
cionarmos o problema precisamos uma modificag¢ac do transporte

paralelo o que & feito com a introdugac da conexao de Fermi.

PROPOSICAO 4.2.2. Existe precisamente uma conexao F (a conexao

de Fermi) sobre Y tal que

FYX = [p(Y*D)Yp +q(Y*D)Y]X y Y o campo vetorial Y em I e

qualgquer que seja o campo vetorial sobre y: I—M , (I € IR).

DEMONSTRAGAQ. F X & R-linear em X e linear (com relacac as
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funcoes ¢ sobre y) em Y. Se f & uma funcao € sobre , entao

) _ 2 2
Py (£X) fF X} + (¥E) {p +g )X

fFY(X) + (Yf)X

S5e impusermos que FYf = Yf, entac existe, de acordo com
a nossa discussac no Apéndice §4, uma Gnica derivacao de cam=-
pos tensorials sobre Yy gue comuta com as contragoes e concorda

com FY sobre campos vetoriais e funcoes sobre y.

Como explicado no Apéndice, §4 vamos considerar

F ou F para F a
¥ du

As propriedades principals de F estac resumidas na se-

guinte proposicgao:

PROPOSICAC 4.2.3. Sejam X e Y campos vetoriais sobre y. A cone-

xao de TFerml sobre y satisfaz

(i) ¥, X = D_ X
o Tk Tk

+

g(Y*,X}AY - g(AY,X}Y*

onde D = A
Y*Y* Y

Ml
o

i) F. X =D X , ¥YX¥X €TM <= A
( ) Y & T Y
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.y d _
(iii) T g{X,¥) = g(F  X,Y) + g(X,FY Y)

T *

(v) Se Xu €H, , Yu €H, , VYu €1, entao
F X €H.  , F Y &H._  , ¥Yu €1
Y, u . 1
e
F. X,¥) = F(D. %,Y}.
g { Y, ) ( v,

Como Y & uma curva, a propriedade padrac das conexoes nos

diz gue se v € TY M para algum u € I, entaoc existe um Unico
u

campo vetorial V F-paraleclo sobre y tal que Vu = V. Entao, se

uo eI e {El} & uma base de T\ M , entaoc existe precisamen-
| .
u
s

te um conjunto de campos vetorias {XM} sobre vy tais que quo =

= EU , W =20,1,2,3. Em particular se {EH} & ortonormal, entac

(iii}) da Proposic¢aoc 4.2.3 implica que {Xju} & um referencial

movel, Yu € I, Se XO = YU, o entaoc XD = Y, e por (iv) da
Proposicao 4.2.3 {Xiu} , 1=1,2,3 entao € H , Yu € I. X.u
& interpretado como o vetor unitadrio no tempo propric u. Dois
vetores unitarios X, € H e X. €H sac definidos como
L u, 2 U,
tendo a mesma direcao espacial se e somente se para ¢S reais
1 2 3 i i
= a u X, = a (X, u .
{a”,a ,a 1}, Xy (Xi lJ’ 5 ( i 2)
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4.3.3-VELOCIDADES E 3-ACELERACOES E ACELERACAOQ, ROTACAC,

CISALHAMENTO E EXPANSAO.

No §4.1, interpretémos o campo vetorial W como represen-
tando a separagao de pontos cujas distancias sao constantes en-
tre duas curvas "infinitamente vizinhas" da congruédncia defini
da por Z. Se adicionarmos um miltiplo de 2 a W entac este ve-
tor val representar a separagac de pontos nas mesmas duas cur-
vag, mas com distancias diférentes enﬁre as curvas. Estamos in-
teressados somente na separagac das curvas € nado na Separacgao
de pontos arbitriarios da curva. Estamos portanto interessados em
W m&dule uma componente paralela a Z, iéto &, somente com a pro
jecao de W em cada ponto 2z €M no eSpago zl constituido da clas
se de eqguivaléncia de vetores que diferem entre si pela adigéo

de um multiplo de 2.

DEFINICAC 4.3.1. Um campo vetorial W sobre v & chamado um vizi-
nho de Y em Z se ¢ somente se existe W' = pW sobre vy tal gue

£Zw = 0.

Definimos agora osg conceitos de 3-velocidade e 3-acelera

¢ao relativas de um vizinho como segue.

DEFINIGCAO 4.3.2. Seja F a conexao de Fermi sobre vy. FY W & cha
' *

mada a 3-vefocidade relativa do vizinho (W) em relagac a y @
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.‘2 - 0 - . .
F°OW =T (I W) & chamada a 3-aceflerac¢ac do vizinho relativa-
¥ x T Y

mente a Yy .

2 -
Note que (FY Wiua, (FY Wia E H, - Yu € I como consequéen

* * N -
cia de (iii) e (iv) da Proposicao 4.2.3 o que justifica o "3"

nas definic¢oes.

Qual 2 a interpretacao da 3-velocidade e da 3-aceleragao?

Para este fim, veremos as seguintes proposigoes:

PROPOSICAO 4.3.3. Seja Z um sistema de referéncia geodésico enm
{M,g,D), isto @& D,2 = 0 e seja W um vizinho de um observador
Yy : IT—+M, (I € R}, em 2. Entao a 3-aceleragao de W relati-

vamente a Y &
FOOW = Ky, Wiy,
onde K @& o tensor Riemann de (M,g,D).

DEMONSTRACAQ. (i) Precisamos primeiramente provar que £L,W = 0,
onde pW' = W e £ZW' = 0. Este ponto & trivial se observamos

que W =h(W', ) =% - Z(wW) , w=g(Z, ).

(ii) Seja u €I e seja W um campo vetorial definido em algu-

ma vizinhanca de vyu e tal que [Q,QI =0 e Woy=W. Temos
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DyW = DZDZQ = D, (D2 + (Z,%)
= DZDﬁz - DﬁDZZ + DﬁDZZ + D[Z,ﬁ]z
= K(2,W)2
Restringindo—~se a v, ¢ observando que D . = FY* pois v

€ uma geodésica , a proposicao fica provada. g

A equagao Fi W = Ky, , W, eé conhecida como equacac da
Tk

separacac das geodésicas ou equag¢ao de Jacobi.

PROPOSICAC 4.3.4. Sejam U um sistema de referéncia em (M,g,D)
e Y: I — M, (I € IR), um observador em U. & correspcndéncia

X = DU define uma transformagac linear
A, t H — H r 85 €1,

gue associa a cada vizinho de vy em U @& sua 3-~velocidade rela-

tiva a v.

DEMONSTRACAO., Vamos primeiro demonstrar gque A

H C H . Para 1is
U's s -

to observemos que

Il

' 1 -
e " j Y €
g(dyX , U) = g(-D,U,U) ==3 Xg(U,U) =0 , V¥ Hy
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Seja agora W um vizinho de y em U . Devemos mostrar gue

¥s €T, F W = DWSU , isto & equivalente a se mostrar que,

sO nos resta mostrar que g(DY*SW,V) = g(DWSU,V) ;o ¥V € H
Seja W' um campo vetorial sobre y tal que pW' =W e
LW =0, e seja W' - W= £y, , para alguma fungéo £, mm,so~

bre y. W' o campe vetorial definido em alguma vizinhanca UV de

¥s tal que

W' oy =W’ e [W' , 2] =20

[ex]

Podemos supor U tac pequenc de modo gue exista uma funcao €

F:U-— 1R tal que F o y = £.

Definimos agovxa ¢ campo vetorial W = W' -FU , entao

Woaoy =W,

Temos gque
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Uu=n0nW+ [R®,6U

=D W+ W' -FU, Ul

1l

w]

=t
I

[FU , Ul

UI + (UF)F
Em s temos,

— 1
DWSU Dy*sw + £'(s)vy,s

. . _ e
Isto implica que, g(Dy*sW'V) g(DwSU,V) , WV HS e

entao obtemos,

F = AW (4.3.4)

ual o significado geométrico (e fisiceo) da equagao
(4.3.4)? Para responder Observamos que como W & ortogonal a U, entao
em relagac a base (U,Xl,XZ,XB], W tem somente componentes espa-

ciais. Entac a equacao (4.3.4) pode ser escrita como

a 3 \
g W (s) = z A, . (s) Wl (s)
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que tem solugdo

Wi(s) = A L (s) Wj(r)

cnde r €I €& um ponto de referéncia e

5
A = exp(J B(s')ds") , onde A = (Aij).
r

ey

Substituindo-se a expressao acima, na equacao P, W=Dy
&

cbtemos que a matriz (Aij) deve satisfazer a equacao diferencial

(s)

H 1w

d _
E-S—A. (S) -

17 N 0six Ak

1

A matriz A pode ser escrita como:

(Aij) = (Oik)(Skj}
onde (oik) & uma matriz ortogonal com determinante positivo e
(Skj) & uma matriz simétrica. Ambas sac escolhidas de modo que
sejam a matriz identidade em r, isto &, Sjk(r) =0, (r)y = 6jk'
Interpretamos (Oik) como a matriz que representa a rota-

gﬁo gue uma das curvas vizinhas a curva Y teve em um lapso de

tempo propric (s-r), com relagac a base ortonormal Fermi-paralela.
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(Skj) representa a Separacgao entre a curva Y € as suas vizinhas.
O determinante de (Skj) pode ser interpretado como representan-
do o elemento de volume 3-dimensional da hipersuperficie ortogo

nal a yu, determinado por curvas vizinhas a vy.

do, |
Em r, onde A,, =6, . , (—=1) & matriz antissimétrica
ij i3 du
dSi.
e (ﬁaal) & sim@trica. Entao a razao de rotacgao de curvas vizi-
nhas em r & dada pela parte antissimétrica de u, . enquan-

i:3:
to que a razao de separacao em relacao a yu & dada pela parte

simetrica de u e finalmente a razao de alteragao do volu-

i;73:

me & dado pelo trago de U oo

PROPOSICAO 4.3.5. Seja U um sistema de referéncia em (M,g,D) e se
ja u = g{(U, ) a l-forma fisicamente eguivalente a U. Entao, pa

ra cada pento x € M:

1
=a®u+o0+p +=
(Du)x a u 9] w 3 g h
— _ - —~ * -
onde a = g(d, )}, A = (DuU)X e a aceleracgac, w € H; @ Hx & um

tensor antissimétrico chamado fensor de rotacav, o € H; 0 H; e
um tensor com trag¢o nulo em relacao a h]H = gx|, , chamado
X X

Zenson de cisalhamento e 6 = (div U) €& a expansaoc.

DEMONSTRAGCAQ. Escrevendo DU = uu.vd}{U ® dx°emuma base local

ki

em Y €M , X €U, a prova consiste na simples verificagao que
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i o,t _ 1
(i) uv"-[2 (uo;T * ur,o)]huhv 3 ehuv
_ 1 _ g, T
wuv_"f(uo,r uT;o)huhv
8 = u’ = div U

satisfazem as propriedades desejadas, o que & trivial e que

. T
uG;Thuhv_ Yv TRV

(11)

E instrutivo observarmos que se escolhemos em TXV o refe-

rencial movel (U,Xl,Xz,X ) entaoc obtemos,

3
_ i _ i i __1,.d o, 1 ]
25 Yoo ! wlj 2(Yio on ! Olj 2(on_+Yio) 3 on :
6= vd

Jo

o gque mostra hem o significado das diversas componentes da co-

nexao no referencial movel considerado.

Para encerrarmos esta secao, mostramos gue o tensor de
rotagcao possue uma defini¢ao especialmente simples em termos de
formas diferenciais e & equivalente a um vetor I que e ortogo-
nal a U, De fato, seja u = g(U, )} , definimos uma 3~-forma

D =duanu e
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DEFINIGAO 4.3.6. O vetor de rotagao associado a U &

Q= g(x{duar u), )

Podemos entao mostra cue em uma carta local ( x" ) do atlas

orientado de M as componentes de §I sao

S R

— pvy
/g

~ . Biuw ~
Na equacao acima ¢ HYY sEo as componentes do tensor com

- b - 0 3
pletamente antissimetrico em todos os indices e tal que ¢ 123

=N

=+1 e sac as componentes de % dadas por

uvY

=[u (u ~-u +u (u -u +u (u -u )
WY [ u( Vi YFU) v( v M U:Y) Y( Wrv Vil

Com estas expressoes & possivel verificar-se gue
g{f,U) = 0 e também escolhendo-se o referencial mdvel (U’Xl’
,X2,X3) verifica-se gue as componentes espaciails Qi :giaﬁa sao
equivalentes as tres componentes independentes de Wiy

§5. SEPARAGAO DO ESPACO-TEMPQO E SINCRONIZACAO

5.1. DISTRIBUTICAQ

DEFINICAO 5.1.1. Uma distribuicao a, k-dimensionak em sub-
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conjunto A C M & uma aplicagdo P que associa a cada p € A um

subespag¢o k-dimensional Dp C T;M .

Dizemos que 0 & € se A & aberto e para cada ponto p €A
existem k-campos de l-formas linearmente independentes wl,.”,mk
gue geram Dm ; para todos os pontos m  pertencentes a uma vizinhan

ca de p.

Qualquer variedade Lorentziana (M,g) admite uma distri-
buicao l-dimensional tipo-tempo a«, isto & g{w,w) > 0, para to
do w € g, g e o tensor (2,0) fisicamente equivalente a gq.
{(ver Hall, Teoremas 2,3 (20]).

DEFINIGAO 5.1.2, Uma distribuicao l-dimensional o« em M & {§echa-
da se e somente se € gerada localmente por um gradiente, isto g,
para cada p € M, existe uma vizinhanca Vp de p e uma fungao

£ de classe Ek em Vp , tal que df #0 e o = df en Vp

£ claro que al , © complemento ortogonal de qualguer dis
tribuicac tipo-tempo o em M & uma distribuicao tipo-espacgo em M,

- - 1
isto €, glw,w) < 0 , VYo € a .

DEFINICEC 5.1.3. Uma variedade tri-dimensjonal N C M & dita uma
vaniedade integraf da 1-forma o, se a & nula no espago~tangen-

te TPN , V¥p €N, isto &

o(X) =0 , V¥X ETpN



5.2. SINCRONIZAGAO

DEFINIGCAO 5.2.1. Seja « a l-forma fisicamonte nguivalento o 0
onde Q e um sistema de referéncia em (M,¢,0) . Dizenos quo
(i) Q & Localmente sincroni{zavei se e scmente so du A o = 0

(i1) Q@ & Localmente fempe-piopiio 540cionizavid se ¢  somento

se da = 0.

(iii) Q & sdncronizavel sc cxistem aplicacoes h @M - R .

t : M — R, tals gue -0 o o hdt.

R

{iv) Q & fempo-proprio sincicni{zavel so o somentn so o = dr,

E claro que (ii} == (i) e {(iv) == {ii) e as reciprocas

valenm localmente.

DEFINIGCAO 5.2.2. Quando ) & sincronizavel (tempo-proprio siners
nizavel) gqualguer funcao t como na definicao 5.:.1 & dita una

funcao tempo [funcdae Lempo-prcpiio) .

il

Ouando uma funcao tcmpo existe, ela nac & Gnica. Se ouna
funqﬂo tcmpo—préprio crniste, oia obedoeos du - *F(dE) Voo, o

¥y +I-—M, (I CIR), ué o parametro de inclusao.

Se O & sincronizidvel entao todas as hipersuperficies da
funcao tempo t sao ortogonais a ©, portanto ortogonais a  todos
0os observadores em Q. Estas hipersupcrrlicics sao tlpo-espaco. kn

1

tac M pode ser "separado" em TEMPO x ESPACO , M = T © I, onde F
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& uma hipersuperficie tipo-espaco e I C R.

Se doa a # 0, isto significa que os "pedacos" das hi-
persuperficies que contém os vetores X, tais que «(X) = 0, nio
podem sem distorgao serem "combinados" para formar uma hipersu-

perficie tipo-espago.

Vamos agora analisar gquando uma variedade espago-tempo

(M,g,D} pode ser separada em TEMPO x ESPACO.

Se acrescentarmos a hipotese que M & contratil (isto & ,
M & conexa por caminhos e 7,(M) = 0) temos pela reciproca do

Lema de Poincare:

"Se a & uma p-forma (p # 0) em M tal que da = 0, entao
existe uma (p-1) forma w tal gque o = dw"(von Westenholz , pp.

165 [57].

Podemos entac concluir que

PROPOSIGAOQ 5.2.3. Seja (M,9,D) um espago-tempo relativistico tal

que M & contratil. Se existe em M uma l-forma o tal gue da =0

entaoc M pode ser separada em Espaco * Tempo.

. ~ k
DEMONSTRACAO. Neste caso existe uma fungdo t (t de classe € ) tal
que dt = o e portantc como ja observado todas as hipersuperfi

cies da fungao t $ao0 ortogonais a Q = g(a, ) e entao M=1 xE -
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Suponhamos agora gue M nao & contratil, Seja dada a 1-

~for ue nac e identicomente nula em T M Do M,
forma o g nao drint: t ] pﬂ , D&M

Quando existe uma f : -— R tal que df # 0 em 1T M e

tal que as subvaricdades (hipersupcficics) do tipo

N = {x € Uif(p) = constante , df(p) # 0]

sao variedade integrais de o?

Uma condig¢ao neccessaria para a existéneia de £ & a condi

cao de Frobenius (von Westenholz , pp. 214} [57])

dee ~ o=

Temos portanto a

PROPOSICAO 5.2.4. Seja (M,g,D) um espaco-tempo. Se cexiste om M
uma l-forma tal que da a o = 0 entao M pode ser separada om

Espago % Tempo.

A prova &€ a aplicacao da condigac de Frobenius.

Do ponto de vista matematico a terminclogia usada nas de

fini¢oes desse paragrafo sao justificadas como secquc:

(i) Se Q @ tempo proprio-sincronizavel, seja N_oa hiper

superflcie ortogonal a Q em t = a. Por simplicidade oonsidercmos
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o caso em que cada observador em Q, encontra Na somente uma vez.
Ent3o cada observador y: I — M, (I C IR), em © pode ajustar
seu "reldgio ideal" I de maneira que o tempo-prdprio & zero quan
do sua limnha de ﬁniverso intercepta a hipersuperficie NO. Como
du = v*{dt}, segue que 0 tempo proprio a de cada observadeor em Q

& quando a sua linha de universo intercepta Na

(ii) Se Q & somente sincronizavel, mas nao & tempo-pro-
prio sincronizavel, e t & uma fungac tempo para Q, entao
du = (h o Y) vy*dt para cada observador Y em Q. Como h o Y nao
& identicamente igual a 1, t o Y nao & mais igual a u (mddulo
uma constante aditiva), mas pode ser expresso em termos de u peg

la equagao

du
t O Y = J — -
hYu
Entac nesse casco cada cbservador concorda em usar um tem
po modificado que nac & o tempo proprio medido pelos relogios

ideais em repouso nco referencial Q.
5.3. SINCRONIZAGAO DE RELOGIOS

Para entendermos o gque significa fisicamente a sincroni-
zacao de reldgios na teoria da Relatividade precisamos introdu-

zir dois Postulados de carater eminentemente fisico. Para tanto

-
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recordemes primeiramente que se o par (y,m) & uma particula [de
finigao 3.1.3.], entao g supre Y com uma nogao de comprimento de

arco definigdo (1.2.3) Capitulo IV.

POSTULADO I. Seja y um observador. Existem reldgios padroes
que "podem ser carregados" por y e tal que com seu tic-tac pode
mos redgistrar em Y o tempo-proprio, isto &, o parametro de in-

clusao u da definigao de observador.

POSTULADO II, Seja (A'mx) um foton, isto e, my = 0 e A: I —
— M, (I € R}, & tipo-luz. Fnt3o em qualquer espa¢o-tempo relati-
vistico a linha de universo X de qualquer foton & sempre uma geo

desica nula. Fotons sao tambem chamados de sinais de luz.

PROPOSICAO 5.3.1, Seja y : I — M , (I € IR),um observador em
(M,g,D) . Suponhamos gue u_ €I seja dado. Entao existe um in-

tervalec aberto E C I ,ue € E e uma vizinhanga aberta V de

e = ¥ tal que Ve' €V - yE , existem u_ ,u € E, e um
u e e
e 1 2
sinal de luz X de e' ate e, = Yy e um sinal de luz A' de
e
2
e =y até e ; u_ ,u_ ,A, A' sao Onicos.
u e e :
ey 1 %2

A prova desta proposicac pode ser encontrada em Sachs-Wu

(pp. 143), [ 49].
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Seja Q um sistema de referencia em (M,g,D) e sejam y ey’
duas curvas integrais de Q "infinitamente vizinhas" no sentido

ja introduzido em 4.3.

Suponhamos que y' contenha e da Proposigao 5.3.1.

De acordo com o Postulado I, os observadores em Yy e v'
conseguem ordenar todos os eventos em suas respectivas linhas de

universo. Escrevemos por exemplo ey < e < e, para indicar que

e e, e poste-

de acordo com Y o evento e & posterior a e 5

rior a e.

O problema da sincronizagao de relogios @ © seguinte :

Qual evento e na linha de universo de Y & simultineo (ou sig

crono} com o evento e em y'?

A resposta a esta questido depende de uma defini¢dac. In-

T

tuitivamente consideramos que © evento e simultaneo a e nao

nac deve estar causalmente relacionade com e, isto &, nao deve



157

existir nenhuma curva causal unindo e' a e. Ora, a Proposi-

¢ao 5.3.1 e a definigao de vizinho nos garantem que nao existe

nenhuma curva causal unindo e' a e qualguer que seja e <

< @ < e, - Sejam ( xt) 1 U — R4 uma carta local do atlas

orientado de M e

e = (x ,0,0,0) ,e, = (xg ,0,0,0) , e = (x3 ,0,0,0)
1 2
. o % 2 3 .
e! = (xe, , AXT , Ax™ , AX”) as coordenadas de espago e tempo dos

respectivos eventos. A Teoria da Relatividade seleciona um uni-

co evento e como simultaneo a e como aguele cuja coordena-

da temporal XZ ., satisfaz
c _ O 1 o _ 0 o _ o
Xy = xel + 5 [(xe, xel) + (xe2 xe,)}.

Fisicamente tal significa que o observador em y' procede

como segue: (i) em e ele envia um sinal luminoso A" para e',

1

(ii) o sinal & refletido imediatamente, retornandc como A e che

gando em v nc evento e2 . (Este processo de sincronizagao com

' - x ey |\" - . . 1
sinal de luz e chamado Sincronizagac "a L'Einstein”.

: O (o} o .
Chamando &xl = X 1 T Xg_ v &x2=x ~Xgr v e tendo..em conta

'e, ao

que os comprimentos dos arcos e,e' ao longo de A' e e 5

1
lcngo de A podem ser representados pelos vetores Wk’ = Gﬂxi ’
1 2 1

Axt ax? L AxD) e W, = (&xg,:’_\.x

\ ,&xz ,&x3); e além disso como
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g(WA| PW;\) =g(wh' ;W}\,] = 0
temos:

g_. .
o o oi i 0
X =X, - —=0&x7 #£ x, .

Esta equacao permite a sincronizacac de dois reldgios "in
finitesimalmente vizinhos" v e v' no sistema de referéncia Q,

i

e na carta local (x*) : U — R’ naturalmente adaptado a Q, is

to &, uma carta tal que as componentes qU = Q(dxp) nac sao fun
~. o . - - -

¢oes de cocordenada temporal X7 , ¥x € U. A sincronizagac univo
ca de todos os relogios em Q s& & possivel se existe um sistema

de coordenadas naturalmente adaptado a Q e tal que nesse siste-

ma g:.LO =0, ¥x €U,

Se um sistema de referéncia tempo-prdpric sincreonizavel,

existe em (M,g,D), isto &, se w = dt, onde w = g(Q, ) e

t:M—R & fungado € dita tempo-propric, entao existe uma

carta local onde Q = a/axoﬁa/ateagoo = 1. Como todas as "hiper-

superficies de nivel" da funcac t sac ortogeonais a Q0 (e entao or-

togonais a todos os observadores em Q) as coordenadas espaciais
i

x~ , sao tais que g(a/axo, 8/8x1) = 955 = 0, Yx €M,

Evidentemente, dado um sistema de referéncia arbitrario

Z em UCM em geral nao existe um sistema de coordenadas adaptado



o

[
(¥
O

afe tal que g =1l e g, =0, ¥x ©1U, esta sendo a ra-
ol o1
zao da classificagao geral de Z guantc a sua sincronizabilida

de no inicial do paragrafo.

Seja Z um sistema de referéncia em U € M que nao & local

. _— , 13 .
mente sincronizavel e seja (x ) um sistcma de coordenadas adap
tado a %. Entao nesse sistema em geral Yoo = 1l e 9o #0, ¥x <U.

Seja Q um sistema de referéncia em U € M tal que Q & tem

. . _ , -1
po-proprio sincronizavel, e seja (%

0 sistema de coordena-
em U naturalmente adaptado a Q. A transformacao (x") —— (37

deve entao satisfazer

[ 1%° 9%x°  .oo
g (%) Ha L_G = g (%} = 1
ox" 9x
~1 .~0 )
guu(x) a.u IX_ §lo(§) -0
dx d9x
o S .
"V ix) S SEL L (g
ax” dx
onde g (x) = §x(dx“,dx”}; gV = g ax",ax?)

As equagdes acima tem a forma da equacao de Hamilton-Jacobi
relativistica para uma particula livrelDavis{ll],pp.JiﬁL Estas
equagoes podem ser de solucao muito dificil e nao discutiremos
o assunto aqui. Apenas comentamos que se estas equacgoes possucem
solugao em uma dada variedade (M,g,D) entac a transformagao
¥

(xh — (% permite que identifiquemos um sistema de refercncia

tempo-proprio sincronizavel em U C M.
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CAPITULO V

O PRINCIPIC DA RELATIVIDADE

§1. RELATIVIDADE ESPECIAL E O PRINCIPIO DA RELATIVIDADE

1.1. ELETRODINAMICA DE MAXWELL-LORENTZ-EINSTEIN

A Relatividade Especial (RE) foi desenvolvida por Einstein,
Lorentz, Poincar@ e Minkowski [16], como uma resposta a nac de-
tecgao dos objetos absolutos h, dt, V, que entram na descrigao
da estrutura de variedade do espago-tempo Newtoniano. Como 3ja
mencionamos no Capitulo IIX, Einstein construiu uma nova teoria
da interacgao entre particulas carregadas e o campo eletromagné-
tico, iniciandce por suprimir ¢s objetos absolutos h, dt, V e
introduzinde em seu lugar uma métrica Lorentziana g na variedade

gue segundo Minkowski deveria representar o espacgo-tempo.-

Assim, o espag¢o-tempo da RE, também chamado espago-tem-
po de Minkowski & simplesmente um espag¢o -tempo relativistico

{(ver Capitulo IV, def., 1.2.1}, (M,g,D) onde K{(D)=0 e Dl(g) =0.

A eletrodindmica de Maxwell-Lorentz-Einstein tem agora a
seguinte formulacgao Tyrg = (M,qg,D,F,J,(T;,m,g)) onde (o,m,q) é
uma particula carregada, isto &, o ;: I - M, T ¢ IR, dada por

u > g{u) e u & o tempo-proprio, m € (0, +®}, g € (-, + ») e
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2 . ~ - . s
FEA™, JE&ET*™ e os axiomas naco légicos sao

K(D} =0

D{g) = 0

§F = - 4nJ (L.1.1)
dp = 0

e a equacac de movimento & [compare com a eqg.{4.2.5) Cap. III ].

_ 12, .4
TO'TU gtr (GlF®T0). (1L.1.2)

Como D & uma conexac chata existe uma classe de sistemas
de referéncia I e sistemas de coordenadas globais (x") natu-
ralmente adaptados a cada I€1 tal que rsazo, g=diag(+1,-1,-1,-1) .
Os sistemas I € I s&o ditos inerciais e os (x") sao chamadas
coordenadas no calibre de Einstein-Lorentg {Rodrigues - Tiomno
[47]1). As transformacoes de coordenadas (x"» » (x") entre sis~
temas inerciais definem um grupo de Lie a 10 pardmetros ditogru
po de Poincaré (ver Apendice 2.3). Tais transformagoes induzem
difeomorfismos P : M + M que no presente caso sao isometrias,

isto &, P,g = g (ver Cap. IT).

Se (x") estd naturalmente adaptado ao sistema de refe-
réncia inercial I € I e no calibre de Einstein-Lorentz, entao

as egs.(l.1.1) se escrevem
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RS 0
VY (a)

Vs
If

0 = M =9
VIO v

(1.1.3)

Vg = g

(b}

= 0
Flpvia)

e com a identificagao dada pelas egs.(4.2.1) e (4.2.2) (cap. III)

obtemos,

-+ aE _ -+ _ O
UXB—a—tﬂfﬂT], t = x
> (1.1.4)
v B =0
¥
s aB  _
VXE'?"S'E'-—U
que sac as equagoes de Maxwell.
A eq.{l.1.2}) pode ser escrita como
( o
5%%— = qﬁ - ¥ {a}
W
d dx
A S (1.1.5)
dg - >
at = q(E+v X B} {(b)
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Q
P

1

In/»/i-v2 & a energia relativistica, v & a 3-velocidade
e p = mg,/vl-—vz € a 3-momento. Chamaremos o conjunto das

egs. (1.1.4) e (1.1.5) de formulagao standard de Ty . -

Como observamos no Cap. III as equagoes de Maxwell-Iorentz
(eq. 1.1.4) implicam gue as ondas eletromagneticas se propagam
no vacuo com 3-velocidade constante ¢ = 1, em relacac ac siste
ma de repouso. Na TMLE as equagoes de Maxwell-Lorentz na for-
ma (1.1.4) valem em todos os sistemas inerciais, o gue implica
que a 3-velocidade da luz & a mesma em todos ¢os sistemas iner-
ciais. Tal conclusao tem gerado uma continua confusdao na lite-
ratura, mas aqui nao discutiremos mais o0 assunto -~ observamos
apenas gue nao existe nenhum paradoxo guando levamos em conta o
significado operacional das coordenadas (xo,xl,xz,x3) no cali-

bre de Lorentz-Einstein. Para uma discussao exaustiva desse tema

recomendamos 0s artigos de Rodrigues - Tiomno [ 46, 47 1.

Os objetos absolutos de T, .. sao D, g e portanto ogru

po de invaridncia da teoria & o grupo de Poincaré (ver, por exem

plo, Anderson [2 ]). Ocorre que ¢ grupe de covarianciada formula

¢ac standard de Tor B & também o grupo de Poincaré&. Esta coin

cidéncia e mais uma a& ser reportada mais abaixo geraram uma con
fusdo "nao trivial" entre os conceitos de invariancia e covarian
cia como bem atestam os inumeros textos sobre a Teoria da Rela-

(*)

tividade .

(*) Para se ter uma idéia compare os conceitos de invariancia e covariancia
como usados por Weilnberg [ 58], Ohaniam [33], Anderson{ 2], Bergman [ 4] .
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Em seu artigo original sobre a RE Einstein [16] inicia
com a observacao que a eletrodinamica de Maxwell-Lorentz [ Cap.
117, §4 1 como entendida nagquele tempo, guando aplicada a

corpos em movimento, levava a certas assimetrias que nao pare-
ciam ser inerentes aos fendmenos. Esta observagao combinada
com as tentativas frustadas {(até& 1905) de se descobrir gualquer
movimente da Terra em relagéo ao "carregador de luz" (o eter)
[isto e, os objetos absolutos h, dt, Vv, Cap. III] sugeriram a
Einstein que os fendmenos da eletrodinamica, bem como os proces
sos mecdnicos ndo possuiam propriedades correspondentes a idéia
de repousc absocluto. Ele cita gue ja era conhecido, gque em pri-
meira ordem em {v/c), as mesmas leis da eletrodinamica e da Op-
tica eram validas para todos ©os sistemas de referéncia para os
quais as leis da Mecadnica eram validas, pelo menos em primeira
aproximacgao. Einstein entao elevou a conjectura de que tal deve-
ria ser verdadeiro em todas as ordens em (v/c) ao status de pos

tulado e o chamou de Paincipio de Refatividade (PR).

O gue Einstein entendia entao em 1305 como Principio de
Relatividade era o fato gque do ponto de vista das leis de TMLE
0s sistemas inerciais eram "equivalentes" ou "indistingulveis".

Explicitamente, se (M,D,g,F,J,TU,b € B) & um modelo de

) \ . J
TMLE no sistema de coordenadas inercial (x") naturalmente adaptada a
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I €1 ese P:M " M & o difconorfismo associado a trans-

—~ . 1 L 1, - . -
formagao de Poincare (xt)-ﬁ (y" , onde (V) € 0 sistema de coordonn-

das naturalmente adaptadec a1’ < 1, entao (M,P*D,P*g,F,J,Qj,b “ nle

també&m modelo de pe fato, P,D =D e P,q = g.

TMLE"

1.2. EQUIVALENCIA DE SISTEMAS DE REFERENCIA

Depois de Einstein os fisicos passaram a conjecturar
que deveria existir um Principio de Relatividade aplicavel a
todas as leis da natureza, ¢ gque os sistemas inerclails cran

equivalentes do ponto de vista de todas as leis fisicassA formu
lacao precisa do conceito de equivaléncia de sistemas de refe-
réncia no ambito das teorias dec espago-toempo se faz portanto nc
cessaria.

Seja T wuma particular teoria fisica de espago-tenmpo |
suposta descrever os sistemas fisicos f € F. Sejam Z o 7!
dois sistemas de referéncia, cada um deles possuindoc um  estado
de movimento bem definido de acordo com T. Como vimos nos capl
tulos III e IV o estado de movimento de um sistema de referén-
cia 2 € dado pelos componentes da conexao D er um  sistema
de coordenadas adaptado a Z(e quando presente, pelo campo vo-
torial absoluto tipo tempo V). Seja h o« M—r o um  difco-
morfismo associado a transformacaoc de coordenadas Py — CyTy,

naturalmente assocladas a 7z e 2' respectivamente. h induz



as aplicagoes h,, D-— h,D, (¢ se V c¢std presente Vo= h V)
de tal maneira que h,D(h,V]) atribue o2 mesmo c¢stado de movimen-
toa Z gue D(V) atribue a Z'.

DEFINICAO 1.2.1: Dizemos quec os sistemas de referéncia o ¢ 2°
sao equivalentes ou Lndi{stinguiveds de acordo com a tcoria T,
se nao existir nenhuma experiéncia realizada com os sistemas fi-
sicos £ € F, descritos por T, gue possa distinguir D, (V), de
h,D, (h,V), através dos axiomas nao légicos de T. Isto &, 50
(M.D,g,V,...,b € B) e (M,h*D,h*g,h*V,...,B € B) sac ambos no-

delos de T (na interpretacac ativa).

DEFINICAC 1.2.2, Quando o conjunto {h}, dos difcomcorfisros
h : M+ M, que define a classe de equivaléncia dos sistemas de

referéncia {2}, de acordo com a teoria T, forma um grupo, en-

tao ele & dito grupo de cgudvalencia de 7.

Utilizando as duas Ultimas defini¢oes vemos que o rupo

de equivaléncia de T”IF & o grupo de Poincaré. Assim na T”IP’
&l - Sedaln

os grupos de invariancia, de eguivaléncia e da covaridncia da

formulacao standard coincidem! Tal coincidéncia nos permito com
preender a razao das diversas apresentagocs do Principio da Pe-

latividade. Vamos citar 2as trés mals comuns:

PRl: Todas as teorias fisicas de espago-tempo possuem © Grupo
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de Poincaré como seu grupo de invaridncia (simétrica) (Anderson

{21).

PR2: Todos os sistemas inerciais sao fisicamente equivalentes
do ponte de vista das leis que regem todos os fendmenos fisicos

da natureza (Barut,l{ 4 }).

PR3: As leis de todas as teorias fisicas sao representadas por
equagoes matemidticas que tem a mesma forma, isto &, sao cova-

riantes em todos 05 sistemas inerciais {Bergmann [6]).

Como qualquer teoria fisica de espaco-tempo pode ser es-
crita em forma intrinseca, com a introdugac de um nimeroc adequa
do de objetes absclutos (ver Krestschmann [28] ,Anderson (2 |),
0 enunciado PR

3

de deve ser descartado. Adicionando-se a PR, a afirmagao,

como representante do Principio da Relativida

PR,: Se dois sistemas de referéncia sdo equivalentes de
acordo com T, eles devem ser teoricamente idénticos (de acordo

com T).

PROPOSICAO 1.2.3. (PR, e PR)) & equivalente a PRy, para to-
dos as teorias T de espago tempo Que possSuem O espago tempo
de Minkowski c¢omo parte de sua estrutura, e que nao contém um

um campo V tipo-tempo absoluto. {{PR2 e PRé) s PRl).
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DEMONSTRACAO: h pertence ao grupo de e@uivaléncia de uma teo-~

ria T (que descreve campos e particulas em interacao),

Se existe um modelo de T com um campo fixo e uma traje
toria de particula fixa, tal que, este modelo contém D,g (e V
se existir), um outro medelec contém h,D, h,qg, (e h,V se oxis-
tir). Se T satisfaz PRz, e portanto possue sistemas iner-
cials, D serd um objeto absoluto de T (também V sera absolu
to, se presente), por hipbtese além disso se T satisfaz tam-

bém PRé

xar D {e V, se presente) invariante istoc &, hxD=D, (h,V=V).

entac os elementos do grupo de equivaléncia devenm dei

Podemos ainda supor, sem perda de generalidade,que g(V,V)=

+ 1. Se u CM, existe uma carta local (x%) , tal que ViU o=

it

= —36 (capitulo III). Segue entao que o grupo de invaridncia
ax

-

local de Vv e 80(3), enguanto gue o grupo de invariancia de
D e g & o grupo de Poincaré. Istoc implica que se 7T nao
contdm V em sua formulacao, e satisfaz (PR, A PRé) entdaoc o

grupo de equivaléncia de T & identico ao grupo de simetria

de T, isto e) (PR2 A PRé) ~ PRl' "

OBSERVACAO 1.2.4: Vamos supor que construimos uma teoria fisi-
ca T de espago tempo {gue possue o espago-tempo de Minkowski
como parte de sua estrutura) e que tem um campo de l-formas ti-

po~tempc A, em sua formulagao. Explicitamente, TD:(M,g,D,A) ;

tal que
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K(D} = 0 (a)
D(g) = 0 (b)
§F = —-4nJ : {c} (Il)
dr = 0 (d)
F = da {e)
J =4 {(£)
A equagdo (e) nao define A univocamente, pois se
p:M » R entao A+ dd = A'= dA' = dA. Além disso (c) e (£)

implicam que A= 0. Logo A fica definido a menos do gradien
te de uma fungao ¢, tal que, &d¢ = 0.

Vamos juntar agora ac conjunto destas eguagbes acima a
condigdo de calibre nao linear

§(a,A) = K > 0 (I1)

§{(A, & entdo um campo vetorial tipo tempo e K_2§(A, ) & um
sistema de referéncia de acordo com a definigao. A teoria  que
acabamos de formular & basicamente a.eﬂet&odin&mica naoc Linean
de Dinrae.

TD possue o grupo de Poincaré€ como seu grupo de sime-

tria, desde que os seus {inicos objetos absolutos sac D e g. Ob

1
¥pe M, em todos os modelos de T

servemos que a condig¢ao (I,.e) nao fixa A com 0 mesmo valor,

o+ O grupo de equivaléncia de
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Ty & o grupo de Poincaré.

Este resultado estd em contraste com afirmagoes contréa-
na literatura, como por exemplo em Dirac { 14} e Rodrigues [ 45].
A razao da confusac nos trabalhes citados vem do fato dos auto
res suporem que para qualquer solucac do sistema (Ii)existe um
sistema de coordenados (xH adaptado a um referencial iner-

1

cial T onde K A = (1,0,0,0),¥pEM. Ora,tal conclusao s6 vale

localmente para qualquer solucao do sistema. De fato dado p €M

I

existe sempre uma vizinhangca U de p, onde podemos por K_lAhJ

9 , -
= —)p ©omo explicado no Capitulo IV.
ox

supeonhamos que aumentamos a estrutura do espago-tempo

de Minkowski introduzindo neste espaco um campo vetorial tipo-

tempo absolute V. Seja (M,D,qg,V) esta estrutura, onde

K(D) =0

D(g) = 0

p{v)y = 0

g{Vv,V) = +1
DEFINICAO 1.2.5. Seija T, = (M,9,D,V,...) - uma teoria de es-
pago-tempo que possue (M,q,D,V,...) como parte de sua estrutu-

ra. Entac ela & chamada NEG—LO&entziana; {M,g,D,V) sera chamado

espago tempo de Lorentz.

T, nac possue o grupo de Poincaré como © seu grupo de

]
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simetria e portanto 'I'L nao satisfaz PR; . Entretanto & possi-

vel inventarmos muitas teorias TL’Tﬁ"" que satisfazem PR?.
Condigac necessaria € gque V nao apare¢a nas eguagdes biasicas

de T isto &, que V nao interaja com os sistemas fisicos f

L!
€ P descritos por T

EXEMPLOS 1.2.6. E fato empirico que nosso sistema de referén-
cia, a Terra, se move em um mar de fotons conhecido como a ra-
diagao negra de fundo. Esta radiagao & descrita por um camnpo
eletromagnético F_ como usual. Existe apenas um sistema de
referéncia onde a radiagao & isotroOpica, este sistema define V.
Assim o sistema de referéncia V €& "materializado" pela radia-
¢ao negra de fundo, mas tal nao implica necessariamente na que-
bra da equivaléncia dos gistemas inerciais, para a maioria das
teorias fisicas conhecidas. De fato & F, quem interage na
maioria ds teorias com as particulas carregadas e hao V.

Temos entac a seguinte situacao: podemos determinar a
velocidade de nosso laboratdrioc em relagao a V, mas tal  fato
nao implica na quebra da equivaléncia dos sistemas inerciais pa
ra todas as experiéncias que nac envolvam o acoplamento do cam-—

po V com algum sistema fisico em um dado referencial.

Estas observagoes longe de serem triviais resolvem um

problema que desafiou geracgOes de cientlIstas nesse século: Uma
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tecria relativista T com a estrutura adicional VvV & chama-

E
da T (tecoria do eter de Lorentz gquanto Tp = TuLe! - Sac estas
teorias equivalentes ou nao?
A resposta a éuestéo &: nae  se em T;. V aparece na
formulagao de alguma lei fisica, 44m se em T,» V nao aparece

na formulagac de alguma lei fisica.

Vemos que a Situacao é parecida com a formulagéo da Di-
nédmica Newtoniana no espago~-tempo de Newton - onde os sistemas
inerciais sao equivalentes {(Principio de Relatividade de Gali-
leu) desde gue forgas que nao dependem da velocidade n3ao este-
jam envolvidas nas experiéncias em questac. [De fato, esta foi
a razao principal do Capitulo III nesta tese }

Durante os (ltimos 70 anos apareceram na literatura de

Fisica, inlimeros artigos "provando" ora que TL era equivalen-

te a Tp e Ora que nao eram equivalentes.Pode-se afirmar  sem
receio que todas as "provas'" apresentadas até o trabalhc de Ro-
drigues e Tiomno [46,47] estao erradas. Rodrigues e Tiomno fo
ram os primeiros a perceber gque a quebra de eguivaléncia dos
sistemas inerciais, isto &, de PR, implicava em V  aparecer
nas leis fisicas de maneira direta. Eles fabricaram modelos ex-
plicitos para teorias com tal interagac e combararam os resulta
dos com algumas experiéncias recentes que clamam terem detetado
pequenas violagoes do "Principio da Relatividade", como em Ma-
rinov [ 34 ] e Kolen-Torr( 55 1. Ver também Santilli [ S0L Entretan

to Rodrigues-Tiomno interpretaram a violagao do "Principio de

f
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Relatividade" como violagac de PR, . Tal violagao & Obvia quan

do se introduz V. A violagdo que ocorre & de PR,, como mostra

2!
mos.
Antes de prosseguirmos com a analise do "Principioc de Re
latividade” na Relatividade Geral" e finalmente no "Universo"

que habitamos, vamos estudar com detalhes um problema gque tem
sido fonte de inlmeros mal entendidos na literatura: O disco em

rotagao no espago-tempo de Minkowski.
§2. O DISCO EM ROTACKO NO ESPACO-TEMPO DE MINKOWSKI
2.1 - SINCRONIZAGAO

seja M= (M,g,D) o espaco-tempc de Minkowski e I e 1]
um sistema de referéncia inercial. Seja (z,r.¢,z) coordenadas
cilindricas naturalmente adaptadas a I. O tensor métricc g se

g5e eggreve
g=dt ® af - dF @ d% - r%d% © 43 - dz @ dz (2.1.1)

Seja

1 a tw 3

ho . 2z2 ot S 2
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, 0 5_5 < 2mM,mw< z < w) (UC M.

A l1-forma fisicamente equivalente a Q ¢&

0 1 = Wi _
8" =g{(Q, ) = - dt - dé
1- GJZ.E )/ l bt w2£2

Temos imediatamente que, (ver capitulo IV)

0 0

de” A 9° = -2wr dt A dr A d¢

0 =glx@’n0), ) =y

0 sistema de referéncia ¢ estd portanto rodando com ve-
locidade angular w constante, em torno do eixec 2z do sistema
I, em coordenados no calibre do Einstein~Lorentz. De acordo com
nossa discussdo do Capitulo IV, definicao 5.2.1, Q nao & As4inco-
nizaved .

0 sistema de referéncia { pode ser fisicamente repre-

sentado por um disco s6lido de raio R < L . a condigac Rw <1

w
€ necessaria pois para Rw > 1 Q deixa de ser tipo-tempo e
nao pode mais representar o movimento das particulas materiais
bradionicas que compde © disco.

Introduzimos agora uma carta local (t,xr,¢,z? em U CM

e gue € naturalmente adaptada a (, pelas transformacces:
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t=t;r=r1r; ¢= ¢ - wt;z=2z (2.1.4)

Nas coordenadas (t,r,¢,z) o tensor métrico g fica com a re-

presentagao

g = (1-rw’)dt & at - [dr ® dr +20r2dt @ do + réd¢ © db +dz ® dz)

(2.1.3)
que & vélida, ¥p € U,
- . 8. 9 3 3B
Em relacao aos vetores da base natural( 3z "o’ e ! e

e sua base duvalocamo Q e a l-forma @O tem as componentes

Podemos agora aplicar a g a decomposicao estabelecida no §3,

do cCapitulo IV. Temos

2
g = 0l 9 @O - {dr @ dr + g 5 dbp @ do + dz @& dz|
i=-r“w
O significade da decomposicao acima pode ser apreciado se re-

cordamos nossa discussac sobre a sincronizagac de reldgios rea-
lizada por dois gbservadores representados por duas curvas infini
tesimalmente vizinhas y e vy' da congruéncia definida por ¢

Temos imediatamente quese X, € vy entac em uma vizinhanga v,

cu,
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2
g(3)=dr®dr+—r2——2d¢ & d¢ + dz ® dz
L -rw
& a métrica do 3-espag¢o de repouso do observador instantédneo

(xe,xe) com X, = Q0Y,. Tal espago nao € euclidiano. Em parti-

cular se T & uma geodésica espacial descrita pelas equagoes pa

rame@tricas

xO(JF = t=constante;xlc>T=I2=constante,xzof =¢%0 < ¢'< 27,

x3 o I' = 0 onde R < —%— e x0==t,xl==r,x2 = ¢,x3 =72, entao
2mn
R 3 21R
L, = J d¢’ = > 21R
r 0 (1 —R?wz)l/z (1 —rzwz)l/2
0
A integral da l-forma 0 entre dois pontos da curva r com
coordenadcs ¢l e ¢2 e
¢l 2 2
AT = - J wR dot = _MRZA9
¢2 /l—'sz2 l*sz2

o que =ignifica como sabemos da nossa discussac sobre sincroni-

zagaco de reldgios ({(Capitulo IV, §5) gue o evento simultdneo com

xg =t em ¢' & agquele que tem coordenada temporal xg +
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2.2. TENSOR CURVATURA EM BASES NAO COORDENADAS

Em muitos textos de Fisica, como por exemplo, Adler-Ba-
zin-Schiffer [ 1 1], Arzdlies [ 3 ] usa-se em vez de OO a di-

ferencial ﬂO = (1 _w2r2 i/2 0" e escreve-se nu = dt* = dt-

)
= ter? /1 - wie?) as.
Obviamente tal notacao & imperdoavel, pois como jad  vi-
mos @0 nac & uma diferencial exata, o mesmo ocorrendo com
no. 0 usc abusivo de notagoes erroneas levou Arzelies (e outros)
a calcular o tensor de curvatura de g como se (no,d;,d$,d2)
fosse uma base coordenada. Se assim se procede, obtém-se X #0,
o que & evidentemente absurdc pois o espago-tempo de Minkowski- &
chato, por hipdtese. O cidlculo correto do tensor de curvatura
1 2 3

na base (ﬂo,ﬂ =dr,n = df,n” = dz) e apresentado no que se-

gue . Temos primeiramente

2
g= (1-~w1r)n @no-dr®dr—Td¢@d¢ - dz'® dz

(2.2.1)

As componentes do tensor de curvatura sao dadas por (Ver

apéndice 3.3.2):
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(*)

R% H & H e e (2.2.2)

. o » o o . _
Bos = Ygs,p0 T Yep,8 Y Yup Ygs “Yus  Yes T Yeu “ps

e além disso, temos que

u

L up 11 up .G
YD(.B - 2 9’ (

1
Ioa,8 T 9og,a ~ Fag, ot 207 Cap T 9ra9 Cop T
+ g..q"Pct )y (2.2.3)
zB po. Rl

onde os gua sac os coeficientes em (2.2.1) e os CE@ resolvem

a primeira equacao de estrutura de Cartan, isto &; [ver Ryan-—

Shepley, pg. 32 ].

an" = 1 clin®an® (2.2.4)
o<
Esta equacac pode ser resolvida por inspegac e resulta imediata

mente que os (nicos coeficientes nac nulos sao

0 _ 0 _ 2riw
12 21 (1 _r2w )

(2.2.5)

o
J Y
= ———in—, isto &, a virgula de

(*) onde, por exemplo ©
p mp Yﬁé,p axp

p-

nota derivada em relagao a coordenada x
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As equagbes (2.2.1), (2.2.3) fornecem juntamente com

(2.2.5),

0 0 2 2 2 22,2 2 2 L
Yoy = Y1 T TR/l mriwlivgy =TT iy = or/{Leren) Nivgy =Y,= 2 2
r(l—r w-)
0 0 X 1 1 2 2 2 2
Yig T T Y1 T T35 Yoo Yig T TTw/Atrie’s vig = vg Te/r
{(1-v7y")
(2.2.6}
Substituindo (2.2.6) em {2.2.2) resulta RE&5= 0.
CBSERVACAOQ: A equacaco de movimento de uma particula (o,m) no

sistema de referéncia Q.
Uma particula com aceleracdo a satisfaz como sabemos, a

equacgac de movimento
a =D T (2.2.7}

No sistema inercial I esta equagao se escreve em CoOoOr-

denadas cartesianas (xo,xl,xz,x3)*= (t,x,y,@

u
a = a4 x_ {(2.2.8)

dt2
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No sistema de referéncia ( temos, como no caso da Mecd
nica Classica, termos de conexao correspondentes a  aceleracao
de Corriolis, a aceleragao centrifuga e mais um termo de "corre
cao relativistica. N3o existe necessidade de escrevemos explici-
tamente a equag¢ao aqui, pois nao vamos fézer usc da mesma. C
importante & observamcos que de acordo com a definigéo {1.2.1l)os
sistemas I e Q ndo sdo equivalentes,As solugbes, com condicoes ini-
ciais anilogas da (2.2.8)eda (2.2.7) quando expressa nas coordena-
das adaptadas & 0O sao distintas. De fato, esta & a maneira f;
sica pelo gqual um observador em Q descobre que nao reside em

um sistema inhercial.

OBSERVAGAOQ 2.2.9. O disco em rotagao no espaco-tempo de Lorentz

(MrgrDrV) D

Em nossa discussao do disco em rotagao no espaco-tempo
de Minkowski achamos natural identificar o sistema de referén-
cia Q com um disco em rotagaoc uniforme em relagao a um dado
referéncial inercial I, cujas coordenadas estao no calibre de
Einstein-Lorentz. Rodrigues e Tiomno [ 47 | ocbservaram que uma
possivel violagdo fraca do Principio de Relatividade, no caso,

identificado com PR2, pode ocorrer se por exemplo impomos gue
a rotagac de um disco em movimento roto-translacional € constan

te em relagac ao tempo no sistema V (no calibre de Einstein-Lo-

rentz) e nao em I. Desta maneira Rodrigues e Tiomno forneceram
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pela primeira vez exemplc explicito de Teoria néo-lorentziana

nido equivalente a teoria relativista correspondente.

§ 3 - RELATIVIDADE GERAL E O PRINCIPIC DE RELATIVIDADE

3.1. RELATIVIDADE GERAL

A Relatividade Geral de Einstein (RG) €& uma teoria do
campo gravitacional. Nossa discussac da teoria da gravitacao
universal de Newton no Capitulo IIT §3 deixou clarc gue uma teo
ria realista da gravitacac implica no uso de uma conexao D nao
chata, o que significa que a variedade espaco-tempo de tal teo-

ria possue curvatura de Riemann nao nula.

Em particular vimos que o tensor de Ricci era uma "medi-
da™ da densidade de matéria no espago-tempo pols satisfaz na
teoria da gravitagao de Newton a egquagao Ric = -4mpdt & dt

{eg(III. 5.3.6)]

Por outro lado, a Relatividade Especial mostrou gque o
tensor métrico g & um ingrediente importante das teorias de
espago-tempo que substitue os objetos absolutes h,dt,V do es-
paco-tempo Newtoniano, e gue como discutimos, nac sao observa-
veis. A idéia genial de Einstein foi intuir que g nac era um
objeto absoluto e que D precisava ser a conexao de Levi-Civi

ta de g em M.
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Assim, modelo da Relatividade Geral & =(M,g,D,T,TO)

r'PE
onde (M,g,D) & um espago-tempo relativistico e T & um campo
tensorial (0,2) dito tensor de energia-stress. T representa o]
contelido material (e energético) do espago-tempo incluindo con-
tribuigoes de todos os campos {(com excegdce do campo gravitacio-
naf) e particulas. No momento nao temos necessidade da forma ex

plicita de T.

Os axiomas nao logicos de T sao

D{g) = 0 (1)
= Rni 1 -
G = Ric - - Sg = T (2)
G &€ dito tensor de Einstein, Ric &o tensor de Ricci, 5

€ a curvatura escalar. A lei de movimento das particulas que se

movimentam somente sob a acac do campo gravitacional &

Ty nao possue objetos absolutos. Assim, © grupo de in-
varidncia e o de covaridncia da teoria coincidem com o grupo de

difeomorfismos de M.

Camo © eSpago ndo & chato ndo existem sistemas de nefenéncda
{nerciais (tal qual ocorre no caso da teoria da gravitagao de

Newton, formulada em espago-curve), e portanto a nica formula
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¢do standard de Ty & aquela covariante sob a acao do GI o
de difeomorfismo de M, que ¢ portanto também o grupo de cova-

ridncia da formulag¢ao standard.

E necessadrio esclarecermos agui gue a presenca do canmnpo
gravitacional esta associada diretamente com o tensor de Riemann

K e nao com g ou com D. Tal fato ¢ consequéncia das Proposi

¢des 3.1.2, 3.1.3 ¢ 3.1.1, abaixo.

DEFINICAO 3.1.1. Uma base de campos vetoriais {Xu'“ =0,1,2,3}
& dita noamal em x € M s¢0 ¢ somente s¢ {X %, p=0,1,2,3} for

ortonormal e (DXF)X =0,y =0,1,2,3.

PROPOSIGCAO 3.1.2. Dado um ponto qualquer x €(M,qg,D}), localmen-

te existem campos vetoriais { 2 , 1w =0,1,2,3} que saoc nor-

Bxu

mais em x.

A prova pode ser encontrada em Bishop-Goldberg (Proposi-

cao 5.13.1 [71).

PROPOSIGAO 3.1.3. Seja {3 = s uE 0,1,2,3} campos veto-
}J

riais definidos na vizinhanga v de x ,e séja 9= 93,0},

Entao {Su:u = 0,1,2,3} & normal em % € U se e somente te
= diag(+1l,-1,~1,-1) e 3 = v, 8= 0,1,2,3.
guv(x) diag(+1l,-1,-1,-1) OugaB(X) O, Yu,v A 1

DEMONSTRACAO: E facil verificar que % ,u = 0,1,2,3 sac orto-

1l
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normais em X. Mostremos gque Bpguﬁ(x) =0, Se (DBp Y (x)=0,¥ u=

= 0,1,2,3 entao

dpgaB(X) = [3pg(8a,38)]{x}
=Lg(Dy 3,3 + g(3,,D, 3,01 (x) =0
Inversamente, suponhamos (BUgQB)(x) =0V p,a,B = 0,1,2,3., Sa-
b = PU
emos gue DaaaB 'GBBH e
I o _ -
op 29 (9g9,,* g9, 9,980
- 3 _ M _ _ -
Entao (Buqag)(x) =0, vu=0,1,2,3 = Iag{x)-—O,V n,a,B8=0,1,2,3
(Dau) {(x) = 0, Yyu= 01112:3u

PROPOSIGCAC 3.1.4. Seja @ um sistema de referéncia geodésico
e irrotacional em (M,g,D). Entao para cada x € M existe um
sistema de coordenadas adaptado a @, que & normal em x, isto
- . 1

g, gw(x) = diag(+l,~1,-1,-1) e r{‘lﬁfx) =0,¥ u,v,a,8 =0,1,2,3.
DEMONSTRACAC (1) Seja Yy uma curva integral de Q e x=7y(t).
Como sabemos existe uma vizinhanga U de x tal gue Q“J:=Bﬁt.

Seja X, = —3—?:— o Y{t).

it

-
o
w

(ii) Sejam X, , i trés vetores ortogonais e tais

gque X € Ht' Entao (XO’Xl’XZ’X } & uma base ortonormal e
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T M. Sabemos da Proposigdc 4.2.3 que dados os ii’ existem e

y(t)
sao0 unicos os campos vetoriais F-paralelos sobre vy, tal que

y - i . ' .
Xu(t) = XP. Finalmente gejam X 0s campos vetoriais em VY tails

u
e X ov=%
u o] = .
g9 i p
(iii) Agora, como por hipbtese (@ & geodésico e irrotacional ,
podemos mostrar que o = g(Q, ) & tal que da= 0 e portanto em
U podemos escrever o = dt. Entao localmente U se separa em

espago x tempo. A hipersuperficie S ,t = constante & ortogo

nal a Q. Escolhemos agora coordenadas (x;), i=1,2,3 em S

tais que cada curva x* = v!) (onde * & um parametro afim e

i
v

= 0 . -
g(Xi'g_E_)) seja uma geodeéesica, temos
X

{iv) Portanto na carta local (xu) em VY, com xo =t e " de-

finido como acima temos guv(x) = diag(+1l,-1,-1,-1). Substi~

. i i - -
tuindo x~ = v7 X na equacao das geodesicas obtemos que

{v} Usamos agora o fato que @ & geodético e irrotacional. No
referencial ortonormal em x as componentes do tensor de rota

cao w sao (com referéncia pg. 148).
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N e S -

e seqgue que
Pty = T) o) =05 4,9 =1,2,3
07 ol L T

- Finalmente como DOQ =0 e Q;Q = B/BXO entao xuo vy &
) L 0 |
tambem uma curva geodésica ¢ IVU(X) = 0.
Resulta que P (%) = O, v ., 828 =20,12,3 »

OBSERVACAO: Podemos mostrar também (ver Misner-Thorne-Whoeler [35]

{=} # 0.

pg. 285) que na carta (x) em L, FEY :
!
Fica portanto justificada nossa afirmacgao acima de que o

campo gravitacional estd diretamente associado com o tensor de

Riemann, e nao com g ou D. A discussao acima sugere a.

DEFINICAO: 3.1.5. Um sistema de referéncia & dito  {ecacmenty
incredial se & geodésico & nao esta rodando.
Notamos tambémque em T, a acclerag¢ac c a rotagao de  um

sistema de referéncia ¢ eom (M,g,D) sao absolutas {(Cap.IV,§ .

Com efeito s& tem sentido falarmos em aceleragao e rotacao en
relagao a D. Tais conclusdes estao em flagrante contradi¢ao com

a afirmagao de muitos textos de Relatividade Geral gue alirman



187

-~

que aceleracao e rotagao sao relativas nessa teoria, o que €
evidentemente "non-sequitur"({ver por  exemplo, Adler-Bazin -

Schiffer { 11, Bddington [15 1),

3.2. DISCUSSAD DO PRINCIPIO DE REIATIVIDADE NA TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

Vimos no §1 deste Capitulo que o Principio de Relativida
de Especial de Einstein deve ser identificado com a  afirmacao

PR que estabelece a equivaléncia dos sistemas inerciais do

2
ponto de vista das lels da fisica.

Na Relatividade Geral nao temos sistemas inerciais e se-
guramente nao existe nenhuma equivaléncia entre todos os sisté—
mas de referéncia, pois como ja dissemos aceleragao e  rotagao
sao absolutas. 0s livros textos de Relatividade Geral fazem a
afirmacdo de que os sistemas localmente inerciais {isto &, oS
sistemas de referénecia geodésicos e que nao rodam) sao equiva-
lentes. Contudo como demonstraremos com um exemplo explicito tal
afirmagéo em geral & falsa. De fato, veremos no §igue existem
variedades Lorentzianas que modelam muito bem 0 nosso espa-
go-tempo cosmoldgice e gque possuem um campo vetorial tipo-tempo
privilegiado V geod&sico e que nao roda que & distinguide de
muitas maneiras. Em particular mostraremos que experiéncias me-
canicas em qualguer outro referencial geodésico gue nao roda

z ¥ V permitem determinar a velocidade de 2 em relagdo a V.
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Concluimos portanto que nao existe um Principioc de Rela-

tidade Geral em TE.

§4. O PRINCIPIC DE RELATIVIDADE NO UNIVERSC QUE VIVEMOS
4.1. ESPACO-TEMPO COSMOLOGICO

O Universo fisico que vivemos € bem representado pelas
métricas do tipo Robertson-Walker (ver, por exemplo, Weinberg[58 j).

Em particular um modelo bem simples que pode representar a maio
(*

ria das propriedades observadas do Universo & formulado como

segue:

Sejam M =‘R3 x I, onde I CR, R: I —(0, ») dado por

t R(t) uma funcao e definamos g em M considerando M co

. 4
mo um subconjunto de R~ por

dxl
1

g=dt o dt - R(t)” & ax' (4.1.1)

i

o1 Lo

Entao g & uma métrica Lorentziana em M e V?XO bﬁ: ) &
3

um campe vetorial em (M,g). Entac (M,g,D) orientade no tempo

por a/axo e orientada no espag¢o por dt A dxl A dx2 A dx3

(*) As regioes perto das grandes massas onde de acorde com a TF

a curvatura & forte sao consideradas pequenas irregularidades

sobre a curvatura de media.
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€ um espago-tempo relativistico que no que segue seréa chamado

espaco-tempo cosmoligico, quando I = (0,=).

PROPOSICAO 4.1.2 Seja Vv um campo vetorial tipo-tempo, g(V,V)=
= 1, que aponta para o futuro e que € um auto-vetor do tensor

de Einstein G no sentido que:

GV , ) = fg9(Vv, ) (i)
para alguma fungao real f, £ : M -~ R. Entac V = 23/3¢%t.
DEMONSTRAGCAC . Primeiramente precisamos calcular ¢ tensor de

Einstein para a métrica dada em (4.1.1). Usando, por exemplo ,
as formulas de Dingle (ver Rindler, [42]) obtemos apls muitos

calculos que

s 2
¢ = =X dt g dt, onde R = -5 (ii)
R dt
Usando {ii) em (i) temos que;
132
5 at (V) dt = £g(Vv, ) (1ii}
R

e entao para cada ponto x € M temos,
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2
dt {(V)dt (x) =ag {V, ), para a € R,(a = *f__(jf_)__g__) (iv)
3R

Também dt{V)#0 pois dt e V sac tipo-tempo. Portanto de (iv)
temos dt(x) = bg (V, ) para algum b € R, b # 0 (v), a equagao
(v) implica que V(x) = e(a/at)x para algum e € R, e # 0, co-
mo V & normalizado e aponta para o futurc e = 1. Come o ar-

gumento acima vale, ¥x € M, segue gue

vV = 3/t n

A proposicao 4.1.2 tem notaveis consequéncias do ponto
de nossa compreensao do Principio de Relatividade. De fato, a
proposicao mostra que V = 3/9t & canonicamente privilegiado
nc sentido que pode ser definido somente em termos do tensor mé&

trico g e o da orientagao no tempo, sem nos referirmos a es-

4 -
truturas que R° possue mas M nao possue.

O campo V & chamado o sistema de heferencia combvel e

a razao & a seguinte. Sabemos que G = T (equagao de Einstein)

2
Il - - R
¢ portantc o tensor de energia-stress € T = 3—3— Ve v, Logo
R
a matdria do universo esti comovendo com V. Fisicamente 530

os centros galaticos gque sac supostos seguirem as linhas inte-

grais de V.

PROPOSIGAO 4.1.3 Sejam V o sistema de referéncia comovel do
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espago-tempo cosmoldgico com métrica dada pela equacao (4.1.1),

e A um observador em V e W um vizinho de y em 2. Entao

z
<
o

tempo proprio-sincronizavel

w
<
®

geodésico e naoc roda

(C) A 3-velocidade dos W's relativamente a y & R

DEMONSTRAGAO (A) A Ll-forma a = g(V, )} fisicamente equivalen
tea V & o =dt, de maneira gque t & uma func¢ao tempo pro-
prio para V.

2

{B) Verifica-se gue DVV = 0. Por outro lado do = d t = 0 @

portanto doan oo = 0 e 0 sistema de referéncia € irrotacional.

(C) Para calcularmos a 3-velocidade usamos (ii) da Proposi

cao 4.2.3. Temos entao

F W=D ;W
v *

Y*

e com alguns calculos obtemos DY*W = RW.

A interpretacao de (C) na Proposicac acima & gque o Uni

verso estd em expansao. As galaxias recedem...
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4,2, EXEMPLOS: DOIS SISTEMAS DE REFERENCIA. Z, V LOCALMENTE

INERCIAIS E QUE NAO SAC EQUIVALENTES

Mostramos que V = 3/3t & canonicamente privilegiado ,

vamos agora investigar o seguinte problema. Seja

R2u2 /2

R ot

7 = : 1 @ uma constante

(4.2.1)

um sistema de referéncia no espago-tempo cosmoldgico. Entao ve-

rifica-se facilmente que DZZ =0 e que Z nac roda. Portanto
Z & um sistema localmente inercial de acordo com a  definigao

3.1.5, capitulo V., e & também tempo-propric sincronizavel.
Temos a gquestao: B possivel com experiéncias  mecanicas
realizadas em 72 descobrir o movimento de Z em relagac a V?
Podemos dar uma resposta a esta questao estudando o movimento
de uma particula livre em % guando sao dadas as  condigoes
iniciais do movimento,., Precisamos antes de mais nada encontrar
um sistema de coordenadas que seja naturalmente adaptado a Z.

Notando que se vy € uma curva integral de 2, entao sua equa-

¢a0 paramétrica &:

dx o Y u
L = {(4.2.2)
dt R(R2+u2 1/2
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I r t 1
escrevemos para as coordenadas ( t ,Xl ,x2 ,x3> naturalmente
adaptados a 2.
t t
RS J 4t A L I J Rdt C ol
R(R2+u2)1/2 (RQF2)~1/2

Obtemos entao

T 2 ___2 t ' 1 ' 1 )
g=dat' e at’ —tht){ﬂwil—z-m-] (@ B axt + dxS @ dx° 4+ dx @ dx )
1~v
(4.2.4)
= dxl 2,1/2 .
onde R(t")=R{{t")) & v = R(—3E~)t20 = u/(1+u") e a velo-

cidade métrica do sistema 2 em relacao do sistema V no ins-
tante t = 0.

A solucao da equagao das geodésicas tipo-tempo no siste-
ma 2 usando a métrica dada pela equacao (4.2.4) e quando
R{t) = 1 +Aat +..., A <<l pode ser encontrada em Rodrigues{ 45 |.

Suponhamgs que em t'=0 temos uma particula na origem

1 | I -
do sistema de coordenadas ( t‘,xl ,x2 ,x3) . Entac para ¢ mo-

vimento no plano (xl ,xz )  temos

(1) se v ,(0)=0, entao a aceleracgao medida em 7 sera
X
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dv 1"

— X - A -vHY% -y
dt! Kl bl

<
]

dvx2 _ .

dt
{ii) 8e vxl'(O) = 0 entao

dv_ 1!
2 2
d}él = VAVX?-'/(J- -V )1/2
<
dy_2'
X o . L ulq, _ 2,172
e = Avxz (1 vxz Y/ (1 -v™}

Estas equagﬁes gquando comparadas com a derivada em rela-
cao ao tempo da (4.2.2) mostram que os sistemas V e Z  nao
sao equivalentes e como afirmamos & possivel, em principio, de-
terminar a velocidade inicial v de 2 em relagac a V. Asvio-
lacdes da equivaléncia sao certamente muito pequenas, mas com o
avangoe da tecnologia podemos esperar que possamos observar a as-
simétria.,

Este resultado justifica também a investigacgac das Teo-
rias Neo-Lorentzianas de Rodrigues-Tiomno [ 47 Jonde supoe-se que
a velocidade de rotagao de um sdlido em movimento roto-transla-

cional livre & constante em relagac ao tempo t do referencial
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brivilegiado.

CONCLUSAOD

A conclusao basica deste trabalho que acreditamos ficou
demonstrada neste Capitulo V & gque o Principio de Relatividade
entendido como PR, & uma aproximacac no Universoc fisico que
habitamos e que sao bem vindas as experiéncias gue tentem deter-
minar come V acopla com os demais sistemas fisicos em experién
cias realizadas em laboratdrios modelados por campos vetorials
tipo~tempo come ¢ Z acima. Os resultados dessas experiéncias
como discutido por Redrigues-Tiomno|[ 47 ]Je Tiomno-Maciel [ 33 ]
e Santilli [ 50 ]servirac para construirmos teorias fisicas mais

adequadas para descrevermos os fendmenos da Natureza.
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APENDTICE

§1. DEFINICOES E NOTACOES UTILIZADAS NO TEXTO
1.1. PRODUTO SEMI-DIRETO

Sejam G e H dois grupos e seja Aut G o grupo dos au-
tomorfismos de G. Seja P: H — Aut G um homomorfismo, tal
gque para cada h € H , temos ¢(h) € Aut G, que leva g € G em

Yi(h)-g € G .

O produto semi-direto de G por H & o conjunto de pares

(g,h) € G X H munido da operacao

Verifica-se que o produto semi-direto de G por H & um
grupo cujo elemento identidade & {(2,:2,) onde 2, & identidade de
G e 22 identidade de H. 0 elemento inverso de (g,h) & dado por
(g,h)ﬁl = (w(h)—lg“l,hnlJ. Denctamos o produto semi diretcde G por

H, por G © H.
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1.2. PSEUDOGRUPO

Seja E um espag¢o topoldgico, um pseudogrupc de transfor-
magoes € um conjunto Gp de transformagoes que satisfaz as se-

guintes propriedades:

i) Cada £ € Gp & um homeomorfismo de um conjunto aber
to (chamado dominio de f£f) de S em outro conjunto aberto (cha-

mado imagem de £) de S :

ii) se f € Gp , entao a restrigao de f , a um subconjun

to arbitrario do dominio de £, & um elemento de Gp :

iii} Se U =Y U, onde U, C 5, e um subconjunto aberto.
i
Um homeomorfismo f de U em um conjunto aberto de S pertence

a G, sea restri¢ao de £ a U, esta em Gp , para todo i ;

iv) Para todo subconjunto aberto U de S, a transformagao

identidade de U pertence a GP 3

v) Se f € G_ entio £l eg
p p

vi) Ba f € Gp & um homecomorfismo de Uem V e f£' € G

-

& um homeomorfismo de U' em V' , e se V nU' & diferente do

vazio, entao o homeomorfismo

£ 6 frf (v NUY) — £1(V NUY)

pertence a Gp .
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1.3. GRUPOIDE

Um conjunto de transformagbes K & um giupoide se e somen

te se
i} Para cada transformagac F :A — B existe uma Qnica
transformagao inversa F_l :B —=A , tal que ,F_l €K e F(DF-l =
=I_ e Flor=1I, ;
B A’

ii) Se F:A — B e (G :B — C sac elementos de K, en-

tao G o F e um elemento de K.

1.4. OPERADOR ESTRELA DE HODGE

Seja 1 um espaco vetorial de dimensao n sobre IR com
produto interno { , ). Suponhamos que a orientacao de L €& fixa

da.

Seija ﬂpL o espago vetorial dos p-vetores em L . Em ge-

ral, APr, (2 < p < n) consiste numa soma formal de p-vetores.

Se {Rl,...,in} é uma base para L, entdo uma base para fPL &

constituida pelos produtos exteriores

A dimensdo de APL & | } . Observemos qgue AL = ®R , ATL =

=L ,.. AL = R.
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Se f & um funcional linear, £ :L — TR demonstra-se

que existe um Gnice vetor v tal que f(w) = (w,v).

Vamos definir o operador = , chamado coperador estrela de

Hodge, gue & uma transformacao linear
x» 2 APL — A"PL 1 <p <

dado por A — * A . Este operador * depende do produto interno
e da orientagao pre-fixados. © {(n-p) vetor *} & tal que,para
cada A fixo, definimos uma aplicacac linear

£, ﬂn"pL —r ﬁn(L) , dada por u — A A U

A

isto & £,(u) = A4 u. Como f, & um funcional linear em A" PL
entdo existe um unico (n-p) vetor que denotaremos por * A, tal

que
£, = (& X, )
1.5. ASSINATURA DA FORMA BILINEAR SIMETRICA
Sejam V um espago vetorial de dimensao n e h:VXxV — IR

uma forma bilinear simetrica. Existe entdo uma base de V em re-

lacao a qual a matriz gque representa h & diagonal, com elementos
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na diagonal igual a +1, -1, 0. O nimero de elementos da diago-
nal positivos, negativos e zero & independente da particular es
colha da base. Seja n,o nimero de elementos positivos da dia-
gonal, n_ © nimero de elementos negativos e n_ o nimero de
zeros na diagonal. Chamaremos de adsinatura da §orma bAllineah

sdmetnica a tripla (n_,n_,n_ ).

Observemos que se h & nao singular entaoc os elementos da
diagonal s@o ndo nulos. Neste caso dizemos que h & metrica se-
mi-Riemaniiana e a assinatura de h & (n, ,n_,0). Se h & po-
sitiva definida entao dizemos que h & metrica Riemanndiana e a

assinatura de h & (n+ , 0,0 (n+ =n).

1.6, HOMOTOPIA

DEFINIGAQ 1.6.1. Sejam X,Y espa¢os topoldgicos e A um subes-
pago de X , f£,9 : X —> Y aplicagdes tais que f|A = g|A. Di-
zemos que f e homotopica a g refativamente a A, e indica-se

f = g rel A se existe uma aplicagao

F:Xx1—Y que satisfaz

i) F({x,0) = fi(x) , ¥ EX

ii) F{x,1} g{x) , ¥x € ¥

iii) P{x,t} = £({x) = g{x) , ¥x € A e vt €I
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DEFINIGAO 1.6.2. Se X & um espago topoldgico tal que a aplica
cao identidade de X, IX & homotdpica a uma fungao constante em

X, entdo dizemos que X & contratil.

DEFINIGAO 1.6.3., Seja X um espago topoldgico, dizemos que X
& simplesmente conexo, Se X & conexo por caminhos e seu grupo
fundamental & trivial (m) (X} = 0, onde m,(X) e o grupo das clas-

ses de homotopia de lagos em X).

PROPOSIGAO 1.6.4. Se X & um espago contratil, entao X € sim-

plesmente conexo.

1.7. GRUPOS DE TRANSFORMACOES

DEFINICAO 1.7.1. Um grupo G & um gﬁupo de li{e se G & uma va-
riedade tal que a operagao de grupo (a,b} € GxG — ab_l EG &

uma aplicagac diferenciavel de G xG em G.

DEFINICEO 1.7.2. Um grupo G & um gtupe fopologico se G tem uma
topologia tal que: i) g“l & continua para g em G ; ii) a aplica
cao de G xG — G dada por (g,:9,) — 9,9, € continua. (G x G

possue a topologia produto}.

DEFINICAO 1.7.3. Sejam G um grupo topologico e X um espago
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topoldgico (Hausdorff). Dizemos que o grupo G age sobre X como
um grupe de trans formagoes se existe uma aplicagdc  continua
g ¢+ Gx X — X , dada por 6(g,x}) — gx , satisfazendo as se-

guintes condic¢oes:

i) B(e,x} = x , V¥Yx € X onde e & a indentidade de G.

A aplicagao 8 & chamada uma a¢dav de g sobre X. O espago X junto

com a agao 06 & chamado G-espaco {a esquerda).

Quando 6 estd explicita no contexto, usamos g{x) ou gx
no lugar de 6(g,x). Neste caso, as condigoes i) e ii) acima po
dem ser reescritas como e(x) = x e gl(g2x) = (glgz)x. A ma-

neira andloga definimos ag¢ao de G sobre X a direita (0:XxG —X).

DEFINIGAO 1.7.4. Uma agao de G em Y & efetiva (livre) se gy=y,

para todo y, implica que g = e.

Para cada elemento g de G, a aplicagao de Y em Y dada

por y — gy & um homeomorfismo.

Dada uma ag¢ao continua de G em Y, esta induz uma repre-
sentagao h de G no grupo de homeomorfismo de Y, dada por
g — hi{g), onde h(g)y = gy & um homeomorfismo de Y. Reciproca
mente, dada uma representagﬁo h de G no grupo de homeomorfis-

mo de ¥, g — h{(g), esta induz uma acac de G em Y dada por

{g,y} — higly .
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1.8. FIBRADOS

Sejam E,X espagos de Hausdorff, G um grupo topoldgico

e Y um espago topoldgico.

DEFINIGAO 1.8.1. Um {ibradc com grupo estrutural G e fibra Y &
um conjunto R = {E,p,X,Y,G,{¢i}} onde: E & chamado espacgo

total e X & dito espago base.

i) a aplicagao p, p :E — X , chamada projegao, & conti

nua € sobrejetora ;

ii) Existe uma cobertura aberta (Ui) de X , tal que
i€

KA

onde ¢i sa20 homeomorfismos e o diagrama comuta, isto & ,

p¢ifxfy) = x = wl(x,y).

Além disso se Ui n Uj # ¢ , temos
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Para cada elemento x de U FJUj ; definimcs um homeomorfismo

¢, P Y — P_l(x) dado por

¢i'x(y} = ¢i(x,y).

A partir dal, definimos

_ . . e
gij : Ui Uj — G, por gij(x) ¢i,x ¢j,x

entao gij(x)(y} = ¢1Tx ¢1’X(Y) = ¢ll¢j(x,y).

gij(x) é um homeomorfismo de Y, portanto corresponde a um ele
mento de G, (pois G atua livremente em Y)

1.8.2. CONSEQUENCIAS

i) gii(x)'= e , e elemento neutro de G, para todo x ele
mento de Ui'
ii) gij(x)gjk(x} = gik(x).

DEFINIGCAO 1.8.3. Se o espago base X pode ser ccoberto por um {ni

coc aberto U, X = U , tal que
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XXY—————>p

N

onde ¢ & o homeomorfismo e o diagrama comuta, entao dizemos que

o fibrado & trivial.

DEFINIGAO 1.8.4. Se o espago base X pode ser coberto por um Uni
co aberto U, e se 0 grupo estrutural G = {e} entac dizemos

que o fibrado & um §ibrado produto.

Sejam B e B' dois fibrados com mesma fibra e mesmo gru
po estrutural. Uma aplicagaoc h :B — B' significa uma fungao

continna h :B — B' que satisfaz as sequintes propriedades:

i) h leva cada fibra Yx de B homeomorficamente sobre

a fibra Yx' de B', isto induz uma funcac continua h:x — X'

tal que
B b > B'
2 J' lp' hp = p'h
X — X'
h
.y - =1 - ~
r\l 1 Ll s ]
ii) Se x € Vj h (Vk) e hx : YX > Yx' e a funcao
induzida por h {x' = h(x}) entao a fungao

— e )
Ty () = Oy o ROy = B 0y



206
de Y em Y coincide com a operagao por um elemento de G e
iii) a funcao

— — =]
H M ! —
gkj : Vj h (Vk) G

assim obtida & continua.

DEFINIGAO 1.8.5. Dois fibrados B e B' dque tem o mesmo espago
base, fibra e grupc sao ditos equiuaientéé se existe uma apli

cagcado h 1B — B' que induz a fungac identidade na base comum.

Observemos que se B & um fibrado trivial entao B & sem-

pre equivalente a um fibrado produto

B —— F xX

pl
id

X —

S

Esta equivaléncia depende apenas de como h leva cada fibra YX

de B na fibra YX, de FxX.

Seja M uma variedade (diferenciavel) e G um grupoc de

Lie.

DEFINICAO 1.8.6. Um §Lbrado (diferenciavel) prdincipal sobre M
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com grupo G consiste de uma variedade P e uma agac de G sobre

P satisfazendo as seguintes condigSes:

i) G age livremente em P, a direita P X G — P ,

(u,a) — ua € P,

ii) M & o guociente de P pela relagcdc de equivaléncia
induzida por G , M = P/G , € a projecao candnica 7 :P — M &

diferenciavel.

iii} P & localmente trivial, isto &, para cada ponto x de
M, existe uma vizinhanga Y de x, tal que w—l(U) e isomorfo a
UxG no sentido que ha um difeomorfismoc :ﬂ_l(U) — U xG tal
que $(U) =(m(u),¢(u}) onde ¢ & a aplicagao de ﬂ—l(U) em G

que satisfaz wv(ua) = (p(u))a para todc u € ﬂ_l(U) e a € G.

Um fibrado principal & usualmente denotado por P(M,G,T)
em P{M,G) ou simplesmente por P, Chamamos P de espago total,

M de espago base, G de grupo estrutural e 7 de projegao.

Se M & uma variedade, o fibrado principal de M & o fibra

do principal associado ao fibrado tangente TM ,

onde PTM = U {(p,vl,...,vn)/(vl,...,vn) e a bagse do fibrado
pEM
tangente a M em P}.
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1.9, TENSORES NA VARIEDADE

Sejam M uma variedade {diferenciavel) de dimensao n, TpM
e TEM , respectivamente, © espago tangente e o espago cotangente

a M no ponto p.

Um fendor do tipo (r,s) em p & uma transformagao (r+s)-
linear, ©0: T;rM X TSM — IR. A colegéo de todos os tensores do

tipo (r,s) em um ponto p € M forma um espago vetorial,que in-

(r,s)

indicamos por Tp M. Os elementos de Tgr'O)M sao chamados

(O,s)M

r-contra Ltensores: o8 elementos de Tp sao ditos s-cofenso

hes,

Observemos gue Tél'o)

ANTISSIMETRIZAGAO DO TENSOR 6

Um tensor & antissimetnico em um par de argumentos se e
sonmente se 05 seus valores mudam de sinal quando estes argumen-—

tos siao trocados.

(2,2},

Por exemplo, se § € Tp , entac 0O(w,w' ; X,X'}, (on-

3 ~ - . - .
de w = a _dx e X =Dh, — entao 8 e antissimetrico em seus

=),
k 'k i axl

dois primeiros contra-argumentos, se temos

Of{w,w’ ; X,X') = -8{w',w; X,¥")
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Consideremos agora 6 (M), entao 9(v,X,Y,Z,W). A

e p1,4)
P
antissimetrizagac de 8 com relacao a segunda e quarta co-varia-

veis € o tensor

= L -
8,8, = 57 [8(v,X,Y,2,W) ~ 68(v,X,¥Y,W,2) +

+ B(v,¥X,W,Y,2) - 8{(v,X,W,Z2,Y) + 0{v,%X,Z2,W,Y) -
- B(VJXJZIYIW}] .
1.10. FLUXO

O §luxc de um campo vetorial X, (X € TM) & uma colegao
de aplicacgOes {US tE, — M /s € R} tal que pm =y oS para
cada m € E_,onde y_ & a curva integral de X que comega em
m(y 0 = m)., Os pontos m e usm estao sempre na mesma curva
integral de X, e um - m = s, U € uma funcao gue “"transpor-
ta" cada ponto ao longo da curva integral por ‘uma quantidade
igual ao parametro s. ¢ dominio E € o conjunto dagueles pontos

m  tais que y_ estd definida para s.

Observamos que My E0 — M & a funcao identidade, des-

de que ymﬂ = m.
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§2. O ESPAGO DE MINKOWSKI E OS GRUPOS DE LORENTZ E POINCARE (*)

2.1, ESPACO DE MINKOWSKI

DEFINICAO 2.1.1. O espago de Minkowski & um espaco vetorial M
de dimensao 4, sobre o mrpo dos reais , com uma metrica semi-eu-

clidiana com assinatura (1,3,0 ), (ver Apéndice 1.5).

DEFINIGAO 2.1.2. Seja um vetor u em M. Dizemos que u, &  tdpo-
tempo se u'u > 0 , Lipo Luz ou vetor nufe se uu=0 (W) e Lipo-

espa¢o se wu*u < 0 ou u = 0. Geometricamente

u,w representam os vetores tipo-tempo: 2,v sac vetores tipo-
espago'; 0s vetores nulos sdo aqueles gue estac localizados nas

bissetrizes, Se u & tipo-tempo entaoc lul = /a? , seu € tipo-

(#) Este estudo foi desenvolvido em conjunto com a Professora Vera Licia Xa-
vier Fieueiredo.
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espago lul = V-u® se u & tipo-luz, entao lul = 0.

DEFINICAQ 2.1.3. Seja S um subespaco vetorial de M, dizemos gue

o candter causal de S é:

i) é tipo-espaco se todos os seus vetores sao tipo-es

paco ;

ii) & tipo-tempo se S contém um vetor tipo-tempo ;
iii} & Zipe-Luz se S contém um vetor tipo-luz v, tal

que v.u =0 , para todo u em 8.

Observemos que o conjunto de todos os vetcres tipo-tempo
nao & um subespaco vetorial de M ; o conjunto de todos os veto-

res tipo-espago tamb&m nac & um subespaco vetcrial em M.

Dado um vetor u € M , o conjunto de vetores ortogonais

a u & formado pelos vetores v € M tais que u.v = 0,

2.1.4, PROPRIEDADES

i) S & tipo-tempo ¢~ SL & tipo espago ;
.. - . L L . .
ii) 8 & tipo~luzs<—> SN S # {0}les» S & tipo luz ;

i1i) Seja S um subespaco qualquer de M, um vetor + em 8§
& um tipo-tempo se e somente sec [tl] & tipo-espago ([t"L] = sub-

espago gerado por tl);

iv) Dois vetores tipo luz sao ortogonais se e somente se
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eles sao proporcionais;

v} Todo vetor ortogonal a um vetor tipo-luz £ € tipo es
paco ou & proporcional a &;

vi) Trés vetores tipo-espag¢o ortogonais entre si saoc 1i-

nearmente independentes;

vii) Existem apenas dois vetores tipo-espago ortogonais en
tre si e tal que ambos sejam simultaneamente ortogonais a um ve
tor tipo-luz;

viii) Existem apenas tres vetores tipo-espago linearmente
independentes que sao ortogonais entre si;

xi) Os vetores ortogonais a um vetor tipo-tempo sac tipo-

espaco e formam um subespag¢o tridimensional de M.

Podemos concluir gue cada subespago vetorial S de M &
precisamente um dos seguintes:tipo-~espag¢o, tipo=-luz ou tipo-tem

po. Alem disso, todo vetor v € M , pode ser escrito na forma

v =y + 0z

onde z & tipo tempo, y € tipo espago, y+z =0 , e u & um nu-

mero real.
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2.1.5. RELACAO DE EQUIVALENCIA EM M

Seja T um conjunto de todos os vetores tipo-tempo de M.
Definimos uma relagao de equivaléncia t+ em 1, da seguinte manei
ra

para u,v €1, u v (mod t) «— u.-v >0 .

O espago quociente T[t contém exatamente dois elementos. Esco-
lhemos um destes elementos como diregac positiva do tempo, en-
tao dizemos M estd orientada no tempo. O elementos escolhido de
T|+ & chamado futurc e o outro & chamado passade. O conjunto de

todos os elementos tipo-luz forma um cone chamado cone de {Luz,

cone
de

luz

veja a figura abaixo

passado

0 conjunto dos vetores tipo-tempo esta lncalizado dentro
do cone de 1luz, este conjunto & separado do conjunto de vetores

tipo-espag¢o pelos vetores tipo-luz.
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2.1.6. DESIGUALDADE DE SCHWARZ

PROPOSICAO. Se u e v sao dois vetores ambos tipo-espaco{ti
po-tempo) tais gue o subespago gerado por u e v e constituido
de vetores tipo~espago (tipo-tempo), entao a desigualdade de

Schwarz vale na sua forma usual, isto &,
2 2
(u.v) < u.v

A demonstracgao & feita de maneira analoga a realizada em um es-
pago vetorial euclidiano, utilizando aqui o fato que (au+v)2io,
((au +v)% > 0).

Observemos que a desigualdade de Schwarz e valida na for

ma inversa em muitos casos, por exemplo:

i} Se u e v sao decis vetores tipo-tempc que pertencem

ao cone de luz, teremos

2 2 2
{fu-v)" >u.v

sem perda de generalidade podemos considerar

u = {uO,O,O,O) ;ou o= (u) >0
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Se u e v se localizam na metadade superior {(inferior}
- o) o} 0 4 0.0
do cone entac u >0 e v >0 (u <0 e v<0)e uv >0,
Se eles se localizam em metades distintas entao, por exemplo,

0 a) 00
u >0 e v <0 temos uvwv < 0. Mas em ambos o= casos

0,2

(uov Y > 0. Entao:

(1) (U-v)2 = (uovo)2
0 0,2 o 1.2

(2) uz-v2 = (uv )" - {fuv)" - (uov2)2 —(uov3)2 .

portanto, comparando-se {1} e (2} temos
2.2 ~
(u-v) > u“v" entdo fju-v| > luf vl

ii) Se pelo menos um dos dois vetores u,v & tipo-luz, e
trivial que

(u-v)2 > u2-v2

iii) Se ambos os vetores u e v sSao tipo-espago, mas tais

que u e v pertencem a subespagos vetoriais distintos, u € S

l r
v € 52 nao podemos garantir que vale a desigualdade de Schwarz.
Por exemplo, se tomarmos u = (0,1,0,0) e v = (vo,vl,vzng) tal

que (vo)2 > (v2)2 + (v3)2(1l,

N 2 2
verificamos que, (u-v) > u -v
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Observemos que o0s subespacos S1 e 82 sao distintos, pois

se u e v pertencem a um mesmo subespago tipo-espago S, entao

e s o 1 .2 /3 ,
existiria um vetor t = (t ,t ,t ,t") tipo-tempo tal que t E Sl

(ver propriedade (1.1.4)(iii))), entao

teu =0 — t5 =0 (2)
by = 0 — 190 - ¢yl e2,2 J 33 g L 100 202 33 _
— %0 = %P sty —
o (19992 = (120 H) 2 4 (3007 - 2etV iy (3)
Como t & tipo-tempo entao (to)2 > (t2)2 +(t3)2 (4)

De (1) e (4), obtemos

(22022 5 (5% (DY (hH s (DY) -

2,2 .2

= (v t) + (v2t3)2 + (v3

t2)2+ (v3t3)2
Além disso, como

3 3 2.2
(9922 = (£2v4)2 + (v e 25V

Entac

3,2,2 2.3,2
2t4y% 7y >ovTET)T o+ (vieT)
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Logo

3

3 2 3.2
(vt + vt7) <90 {absurdo) .

Portanto, u e v pertencem a subesbagos distintos,.

2.1.7. DESIGUALDADE TRIANGULAR

No espago vetorial de Minkowski nem sempre a desigualda-

de triangular & valida no sentido usual

fu + vlf < Tul + Iyl

Se nds tivermos dois vetores u e v para os quais a de-

sigualdade de Schwarz vale no sentido usual

entao a desigualdade triangular & valida no sentido usual, pois

la + v"2 = % (u+v)2 = + (u2+v2 + 2{u-v)) (1)

Como

(u-v)? < wlv? e (uev)? >0
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entdo temos que |u.v| < lul vl

Além disso

u-v < |u-v!

w? < qul?
substituindo em (1) temos que

Hu-+v"2 < IIuEl2 + HvH2 + 20uall vl = {lal + HvH)2

Logo

ba +vl < bab + Iyl

Mas, se nos estivermos trabalhandeo, por exemplo com dois ve

tores tipo-tempo caso {i) anterior, para os guais

](u‘V)| > HuH2 HvH2 , com u2 >0, v >0

a desigualdade triangular e valida no sentido inverso ,

fua + vl o> Tal 4+ [t
Vamos supor que u e v se localizem na mesma metade do

cone de luz, por exemplo u > 0 e v, > 0 , entao
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fq + 12 = « (u +v)° = ¢ (u2+v2+ 2(u-v)) (2)
T N

Podemos supor, sem perda de generalidade que os vetores

sao:
u = (uo,0,0,0) ; Com ug > 0

1 2 3 0
v = (vo,v [V 4V Y, com v, ? 0 e (VO}2 —(Vl)z--h£)2-(v3f3> 0
entao

o_ o
u-v = u.v. = |usv|.

Voltando a equagac (2) , temos

2 _ 2

fua + vl > fal + vl + 20al Iyl = (lual + 1vyl)

Entao

la + i > Tl + 1l

2.2. TRANSFORMACOES DE LORENTZ

DEFINICEO 2.2.1. Uma aplicacao linear, L :M — M & dita una
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thans formagao de Lorentz se para qualquer u €M, temos que

Lu-Lua = u-u .

Sejam u,v vetores gquaisquer de M, entao
L{u + v)-L{u +v) = (u+v).{u+v) , ou seia

Ln-Lu + 2Llu.Iv + Lyv-Lv = a1 + 20V + v.v ,

temos entao
Lu‘ilv = u-v .,

Portanto uma transformagac de Lorentz preserva o produtoc inter-

no.

DEFINIGCAO 2.2.2. Sejam Ll e L2 duas transformagoes de Lorentz,

definimos

(Ll-L2)(u) = Ll(Lz(u)) .

QO conjunto das transformagées de Lorentz, munido com a Operagéo
acima tem estrutura de grupo, que & chamado grupo de Lorentz [.
£ claro que a identidade é uma transformagao de Lorentz e como

L. & nao singular entao existe a transformagao inversa L

Utilizando a notagao introduzida em (2.1.5) , uma
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transformagao de Lorentz & dita catocrona se Lu = u (Mod +) pa

ra todo u € 1, caso contrario dizemos que L & anticaona.

Uma transformagao de Lorentz preserva a oidlentacde do es
pago de Minkowski se para cada base (ortogonal) {Ea} de M, a ma
triz mudanca de base de 2%} para a base {L2%) tem determinante

positivo {det > 0},

Se L & uma transformagao de Lorentz tal que L & ortocro
na e L preserva a orientagao, entdo dizemos que I & propria. Uma
transformacao de Lorentz propria preserva a diregao no tempo de
seus vetores tipo-tempo e a orientacao definida pelos trés veto

res tipo-espacgo.
2.2,3, OBSERVAGOES

i) Como Lu-Lu = u*u entao det L = * 1 ;

ii) Se a matriz da transformagéo linear Ilfadadafnr [L?]r

entao |Lg| > 1 ;

iii) O grupo de Lorentz £ tem portanto quatro componentes

conexas;
+ . o) _
L, , tais que L >1 e detL =1
+ o =
eY tais que L® <-1 e det T =1
+ ! q o —
+ . 0
L, tais que Lo 2 1 e detL =-~1
£‘|’ : o -
. tais que L~ <-1 e det L = -1

|
o]



222

Destas componentes conexas a Unica gue & um subgrupo de

-

. ot - . . . ~
L &dl que contem a identidade. A inversao espacial, I, , e um

+
1 2'}{3} = o 1 2’_}(3).

4 -
elemento de £_ ,_Is(xo,x ' X A inversao

(%™, -x",-x
- ¥
temporal It , € um elemento de £“ . It(xo,xl,xz,x3) = (—xo,xl,
- - ‘L
xZ,x34_ A inversao espago temporal ISt e um elemento de £+ .

£ possui subgrupos invariantes, tais como:

,1. - - .
£+ , € chamado subgrupc Lorentz proprio ortocrono ;

4 - .
£+ = fi u £+ , Subgrupo Lorentz proprio {ortocrono e anticreo-
no)
£o = &I U £t , Subgrupo Lorentz ortocoro (preserva a orienta-

cao do tempo) .

2.3. O GRUPC DE POINCARE OU GRUPO DE LORENTZ GENERALIZADOC

DEFINIQAO 2.3.1. Seja L uma transformag¢ac de Lorentz e a € M ;

um vetor qualquer, definimos

P(x) = Lx + a

P & dita uma transfoamacdo de Poincare, indicamos P =

= (a,L}.
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A transformagao identidade pode ser indicada por P=(0,T).

Vamos definir uma operagac no conjunto P das transformagCes de

Poincaré, para P, eP, €P, se P, = (al'Ll) r Pyo= olay,h,)
entao
P2P1 = (a2 + L2al ,L2L1) ou seja , se
Pl(x) = x' e P,P (x) = x" entao
x" = P2Pl(x) = P2(Pl(x)}= Pz{x'J = L2x' + a, =
= L2(le + al) +a, = L2le + L2al ta, .

0 conjunto P com esta operacao & um grupo, chamado ghupe

de Podincare ou grupo de Lorentz generalizade.

E interessante observarmos que P & o produto semi-direto

do grupo das translagoes em M, pelo grupo de Lorentz — toda
transformacao de Poincaré P = (a,L) pode ser escrita de manei-
ra Unica como o produto de uma transformacao de Lorentz (0,L)

por uma translacao pura (a,T)
(a,L) = (a,I){0,L)

mas as translagdes puras nao comutam com as transformagoes de

Lorentz, logo P = T4 ® L (ver Lopes [32]).
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§3. BASES COORDENADAS E NAO COORDENADAS - TENSOR CURVATURA

3.1. BASES COORDENADAS E NAO COORDENADAS

Seja M uma variedade diferenciavel. Para cada ponto
p € M, consideremos uma carta local (U,x}, x = (x™) , x": UCM
— IR , (U subconjunto abertoc de M), xl(p) sao as coordena-

das do ponto p € U. x 1induz uma base para ¢ espago tangente

TpM, dada por Xi - 0 s, 1i=1,...,n. Chamaremos esta base

axi

Luif} , 1=1,...,n de buase coordenada.
X~ p

Nem toda base € uma base coordenada. Qualquer conijunto

de n-vetores linearmente independentes em T M forma uma base pa

e
- (9 3 3
ra TPM. Por exemplo a base B = {Br ' 38 ! 8¢} de coordenadas
esféricas & uma base com ccordenada IR3; mas se tomarmos a base
8 I 9 1 3 - -
I e —_—— .
B {Br ' TF6 ¢ T EenE 8¢} nao & uma base coordenada.

A base B= {Xl,...,Xn} & uma base coordenada
se 0o colchete de Lie de dois guaisquer destes vetores & igual

a Zero

Dada uma distribuigao n-dimensional de campos vetoriais
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em um aberto U C M, Xl,...,xn , quando existe um conjunto de

fungoes coordenadas xl,...,xn  definidas em uma  vizinhanga
v C U tal que

0

X

para todo i =1,...,n e para todc p €V ?7?

A resposta esta no teorema de Frobenius.

TEOREMA DE FROBENIUS. Seja M uma variedade € de dimenszo

n,e sejam X 'Xn um conjunto de campos vetoriais linear-

17
mente independentes em uma vizinhan¢a U do pontoe p € M. Entao
existe um conjunto de fungaes coordenadas xl,...,xn definidas
em uma vizinhanga V de p com V C U e Xi = ;EI- em V para
todo i,se e somente se IXi,Xj] = 0 para todo ixe todo j.

Se UeV sao dois campos vetoriais em M, definimos
f[u,vl =Uv - VU , ou seia

(U,vlf = U{(VE) - V(Uf) .

Alem disso, o colchete de Lie tem a propriedade

U,v]fg = f{U,Vlg + g [U,V]f {3.1.2)
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entao [U,V] & um campo vetorial.

. 3 a
Se considerarmos uma base coordenadas {_MI ,...,——ﬁ}

, e
dx Ix
se U= u" —QI e V = vj ~2? entao
% 9%
(u,vi =t 2 . S R “EE (3.1.3)
3x %7 Ix
Se {Xl,...,Xn} & uma base nao coordenada e se U = aixi e
V = bjxj entao
i,y k. ik i j .k

[U,v] = {a (Xib ) -b (Xiu ) + a b cij }xk (3.1.4)

onde as fungoes C?j » chamadas coeficientes de estrutura da ba

se {Xl,...,xn}, sao definidas por

k

{Xi,Xj] = Cink (3.1.5)
k ~ -
Fm uma base geral, os Cij nac sac nulos.
Se Cij = 0 , entdo a hase & uma base cocordenada.

3.2, TENSOR CURVATURA EXPRESSO EM BASE COORDENADA

E BASE NAO COORDENADA

Seja X{M) o conjunto de todos os campos de vetores em
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uma variedade Lorentziana. . Seja D a conexao afim defi-

nidaem M. [,] o colchete de Lie.

DEFINIGAO 3.2.1. A curvatura R da variedade M & uma lei que
associa a cada par X,Y € X (M) uma aplicagao R(X,Y) : %#(M) —

— #{(M) dada por

R(X,¥)% = D,D,Z - D D %

- YA [
YK XY D[X?Y] r Z (M)

Em uma base arbitraria {ej} ., j =1,...,n as componen-

tes de R sao dadas por

J _ 3 _ j i mo m
Rikg = % i) = %) + Yew Yoi ™ Yim Yki

mo ]

i ~ - ~ m -
onde os ij sao os slmbolos da conexao e ©s CkE sao 0s coe-

ficientes de estrutura de Cartan (ver 3.1.5),

Se nds estivermos trabalhando com uma base coordenada

{—ET} , i=1,...,n,onde Ciﬂ = 0 para todo m,k,2 entao as
ax
componentes do tensor curvatura K, tomam a forma

R BT B
Rixe = 7% Tpi 7 ki Tk
ax X

_pdm

m
ng _erki (3.2.3)
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Curiosamente isto tem causado algumas interpretac¢oes er-
roneas na Teoria da Relatividade Geral quando se passa a descri
cao de um campo de gravitagao de uma base coordenada para outra

base nac coordenada (ver o caso de Disco Girante no livro de H,

Arzélies [ 3 ]). A solucao correta do problema estd no Capitulo
v, § 2).
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§4. CAMPOS TENSORIAIS SOBRE APLICACOES

4.1. 8Sejam M,N variedades c .
Seja y : I — M , (I © IR) wuma curva. Queremos definir
um campo de vetores ao longc de Y. Denotamos por Y, u o vetor

tangente a y em Yu : Consideremos o diagrama:

Ya

> M

dizemos que Y, & um campc de vetores (tangentes) ao longo de

Y , sS€ (ﬂy*)u = YU,

Cbservemos que se a curva y tem auto-intersecgao trans-
versal — (yu; = vu, para u, # uz), teremos vy, u; # Y« u, (no
mesmo ponto Yu; = Yu,). Entac o campo de vetores tangentes &

curva Y nem sempre & a restricao de um campo de vetores de M.

Vamos estender ¢ conceite de campo vetorial para campo
tensorial.

p(Tes)y

Seja ¢ :N — M uma aplicagac ¢ , o fibrado

(r,S)M

de tensores do tipo (r,c) sobre M, p:T —+ M, Um campo

(r,s)D

tensondial sobre ¢ & uma aplicagao A :N — T 1 tal que ©

diagrama abaixo comuta
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p{res)y

P POCA = ¢

el
=

OBSERVAGOES :

i) Uma funcao f scbre ¢, & justamente a fungao

f:N— IR

T(O,O)M
f
P pof = ¢
N ¢ > M
ii) 8¢ N =M e ¢ = I; + teremos exatamente ¢ campo ve-

torial sobre ¢ .

M ——— M
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iii) Se N=I (IC R), ¢=y e Y : I — M, entao te-
remos o campo vetorial tangente a v, denotado por Ysx
™
Y x
i TOY, =Y
I > M

Para uma aplicagéo $ : N — M, campos tensoriais sobre

¢ aparecem nmais naturalmente como se segue:

i) Se B @ um campo vetorial em N entac a aplicacao
y —* ¢*{By) , Yy €N, define um campo tensorial scbre ¢ que

serd denotado por ¢, B

P
™ > TM
B
ﬂN T
N ¢ > M

Em particular, dado qualquer campo vetorial X em N, ¢ N
€ sempre um campo vetorial bem definido sobre ¢, mesmo que ndo

exista em M um campo vetorial ¢ relacionado a X.
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ii) Se € & um campo tensorial arbitrario em M, entao
y — C(¢y) , Vv EN define um campo tensorial sobre ¢, gue se-

ra denotado por C o ¢ — & dito restrigaco de C a ¢.

Uma derivacao de campos tensoriais scbre ¢ & uma corres-
pondéncia que a cada campo tensorial A sobre ¢ associa um campo

tensorial VA sobre ¢ tal que:
i) VA & do mesmo tipo que A
ii) v(CB® A) =VC@ A+C® VA para qualquer campo C sobre ¢.

iii) v(aA + bB} = aVA + bVB, ¥a,b € IR e gualquer que se-

ja o campo tensorial B sobre ¢,

Observemos que V & ¢~ no sentido gue VA & c para qual-

quer campc tensorial A sobre ¢ (A & c).

Notemos que esta definicao de derivagao se aplica se, na

notacdo acima tomarmos A,B como campos vetoriais ou fungoes
sobre ¢ e C uma fun¢do sobre é. Chamaremos V de deadvagao de

funcoes e campos vetoriais sobre ¢.

Suponhamos que uma derivacac V de fungdes e campos veto-
riais sobre ¢ & dada, entdc existe uma Unica extensac de YV a
uma derivag¢ac de campos tensoriais sobre ¢ que comuta com a con

tracdo {ver Bishop-Goldberg [ 7 ]1}.
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EXEMPLO. Sejam X,Y campos vetoriais sobre ¢ e w uma l-forma

sobre ¢, entao
(X VY w) =VX Q@Y w+ XQIY Q@ w+ XY 8 Yu,.
Se V comuta com a contracac, temos

V({(wY)X) = (WY)VX + (w{VY)X) + (Vwu{X))Y

4.2. CONEXOES SOBRE APLICACOES

~ o —
Seja ¢ : N — M uma aplicagao ¢ . Uma conexaoc D sobre
¢ @ uma correspondéncia que a cada campo X em N associa uma de-

rivacac Dx de campos tensoriais sobre ¢, tal que

i) Se f & uma fungao sobre ¢, entao D f = X£
ii) D

X & linear em X (com relagac as fungéés ¢ em N)

iii) D, comuta com a contragao.

Estamos interessados em dois casos especiais:

1) N=M e ¢ = Id , neste caso uma conexao sobre ¢ @&

justamente a conexac em M no sentide usual.

2) Se N=I e ¢=v, ¥ :I-—-M e uma curva, e D
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& a conexao em M, entao D di origem a uma conexao sobre vy,

da seguinte maneira:

a conexao induzida ¢,D & a Unica conexac, tal que

¥X € TxN ;, ¥YxX EN e qualquer campo tensorial A em M.

Consideremos agora um espago-tempo Newtoniano (Capitulo
III) ou Relativistico (Capitulo IV), e y: I — M uma curva.
Como a conexao induzida vy, D aparece muitas vezes neste traba-

lho, denotaremos

fit

iy Ay, D)d (A o vy) por DT A DY*A , onde A & um campo
aa Y

vetorial em M e

1i) (x, D}d X por DY X = b, X
du * v

onde X @& um campo vetorial sobre vy.

iii}) (g o v} (y, X o y} por g(y* , X}

' 2
iv) |(go vy, »v)| por lv,l|

Com esta notagao, a aceleragao a, = a & por defini-

cao 0 campo vetorial sobre Y, tal que DY Ye= & .
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