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Prefacio

A intencao deste indento é, devido a escassez de originalidade, estabelecer as referéncias
utilizadas, bem como apontar as pequenas contribuicoes que dispus para tornar o texto
mais conciso e interligado, embora a maioria dos resultados apresentados como elaboracao
propria sejam de baixo grau de dificuldade ou senao versoes distintas de outros resultados
ja bem conhecidos. Também, agradecer as mais diferentes pessoas que contribuiram

significativamente tanto na minha formacgao de carater como na profissional .

O primeiro capitulo, essencialmente, serviu-se das referéncias [5], [6], [12] e [25]. Na
primeira se¢ao foi apresentada uma definicao de fungoes subharmonicas e superharmonicas
pouco usual encontrada em [12]. A principal tarefa constituiu-se na obtengao dos resultados
a partir desta definigdo. No Método da Varredura de Poincaré incrementou-se o lema (2.19),
que inicialmente estava proposto como exercicio na bibliografia [6], elaborou-se sua versao
para fungoes superharménicas no corolério (2.20) e provou-se o teorema (2.26) com a funcao
obtida pelo método de Poincaré ao invés da Funcao de Perron utilizada na referéncia orginal.
Ja no Método de Perron hé pouca diferenga do livro [5], sendo somente a parte final referente
a condicao de fronteira com uma quantidade finita de descontinuidades adicionada. Outros
pequenos subsidios necessarios foram acrescentados no Método de Schwarz como os resultados
(2.40) e (2.42). Finalmente, no Método de Wiener destacam-se as inclusoes das proposicoes
(2.50) e (2.51), do coroldrio (2.52) e do teorema (2.47), que foram resultados andlogos ja

desenvolvidos nos métodos anteriores.

O segundo capitulo, entre todos os outros, é o que conta com a menor criatividade. Todo
ele foi baseado nas referéncias [8] e [10]. As principais colobaragoes neste capitulo foram

as demonstragoes dos lemas (3.8), (3.19) e (3.23), que estavam subeentendidos, e um maior
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detalhamento dos outros resultados, principalmente, o lema (3.6) e a proposigao (3.26).

No tltimo capitulo fundamentei-me no livro [12] de Kellogg e nos seus artigos [14] e [15].
A contribuicao pessoal foram as elaboragoes das proposicoes (4.2), (4.3) e o coroldrio (4.8),

suas respectivas demonstracoes e um detalhamento das outras.

Além disso, o texto conta com uma exposicao particular, inclusao de conexoes entre os
diferentes métodos, observagoes, exemplos e dados histéricos. O texto foi concebido como
uma coletanea de trabalhos concernentes a Teoria do Potencial, em particular ao Problema de
Dirichlet, desenvolvidos no fim do séculos XIX e comego do século XX. Em nenhum momento
espera-se que seja completo, abstendo-se de muitos outros métodos tao importantes quanto
estes obtidos na mesma época como: o Principio de Dirichlet, o Método da Média Aritémtica

de Neumann e o Método da ”Nested Sequence” de Kellogg, entre outros tantos.

Por fim, pretendo fazer alusoes a diferentes fatores que tornaram possivel o mestrado.
Os apoios instuticionais da CAPES e da CNPq foram cruciais, sem eles nao seria possivel
o presente projeto. Aproveito a oportunidade para agradecer a cada contribuinte brasileiro
que, de fato, foram os verdadeiros financiadores do projeto, aos quais deixo o compromisso

de batalhar para melhorar o quadro educacional brasileiro

Agora, é fundamental fazer uma justa homenagem a tantas pessoas que foram ou ainda
sao muito queridas. Inicialmente, como nao poderia ser diferente, aos meus pais. A mae pelo
seu amor incondicional e a cada minuto dedicado a mim, simplesmente, a quem devo tudo.
E ao pai, j4 nao mais presente mas vivo na memoéria, do qual fui um avido aprendiz, por
tudo que pode me proporcionar em vida. Também em memoéria, ao meu avo Silvio, que com
grande estima o guardo nas lembrancas. Completando a familia, os dois irmaos: Anderson,
um excelente amigo e o meu maior incentivador, admirado pela determinacao e coragem; e

Alan que sempre ajudou-me quando fez-se necessario.

Também usufruo da ocasiao para agradecer a eduagao escolar desde o jardim de infancia
até o mestrado ofertada inteiramente pelo Estado. A qual, embora com muitos problemas,
tornou possivel a formacao e o desenvolvimento da profissao. Aproveito para explicitar as
escolas E.E. Prof. Amanda Santina Polenti e E.E. Prof. José Silva Junior tal como os seus

professores e diretores, principalmente, a professora Tania, que acreditaram na transposicao
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de barreiras. Também a Universidade Federal de Sao Carlos pela qualidade de ensino, e
aos seus professores: Roberto Paterline e Ruidival dos Santos Filho que me orientaram e
incentivaram durante a graduacao; Joao Sampaio por sua carisma e apoio; e Ruy Tojeiro
pelo excelente profissionalismo e pela motivagao. Por fim, a UNICAMP pela oportunidade de
estudar nesse grande centro educacional, aos professores Djairo Guedes de Figueiredo e Odair
Francisco de Paiva pela orientacgao e dedicacao, tal como os outros professores que ministrando
aulas ou em conversas enriqueceram a minha cultura matematica ou impulsionaram-me.

Também agradeco todo o apoio dos funcionédrios da UNICAMP como a secretaria Tania.

Finalmente, gostaria de citar alguns magnificos amigos que tive a honra de estar aos
seus lados. Entre eles, dois eternos: Maria Tereza Zampieri, ou simplesmente Maite, e
Raphael Cyrillo Ruiz Sanches; Maité pela sua presenca alegre e doce, que embora tao pouco
pude desfrutar, foi insubstituivel e tnica; e Raphael que nao possuo palavras para descrever
todo o carinho e adoracao que tenho por ele, sé queria agradecer cada minuto da sua fiel
companhia nos meus arduos quatro anos de graduacao. Ainda entre os amigos de faculdade
é obrigacao citar Patricia, Angelo, Carina, Miriam, Joyce, Aline, Rodrigo Dantas, Tiago,
Keith e Anelise, os quais foram valiosissimos, e todos os colegas de classe. Na infancia devo
mencionar Rodrigo Gobbi e os meus primos. Enquanto no mestrado Ariane e Maribel foram
essenciais, nao menos importantes foram os colegas da turma. Entre os amigos nao poderia
esquecer dos mais novos: Danilo, Durval e Luis, que proporcionaram 6timos momentos de
subterfigio. Em suma, reverencio a todos que com um olhar ou uma palavra carinhosa ou

um gesto amigavel tornaram-me uma pessoa melhor.

Jundiai, 18 de margo de 2008



Resumo

Abordaremos diferentes métodos da Teoria do Potencial desenvolvidos no fim do século
XIX e no comeco do século XX para solucionar o Problema de Dirichlet. Iniciamos o primeiro
capitulo com o Método da Varredura de Poincaré que transcendeu os anteriores e focalizou o
problema sob uma nova 6ptica. Neste método, uma fungao harmonica, num dominio geral,
era obtida, uma vez que condicao de contorno fosse dada. Entao condi¢oes na fronteira
eram analizadas afim de que a fun¢ao harmonica fosse, de fato, a solucao do Problema de
Dirichlet. Até entao, as principais resolugoes se baseavam no Principio de Dirichlet que
admitia solugoes minimizantes para integrais de energia, se fundamentando em argumentos
fisicos. Contudo, tais argumentos continham alguns deslizes matematicos como a admissao
do minimo para essas integrais. Posteriormente, surgiram os métodos de Perron e de Wiener
dentro do espirito o Método do Poincaré. Ainda no primeiro capitulo, apresentamos um
antecessor do método de Poincaré: o Método de Schwarz. O segundo capitulo é dedicado
ao Método das Equacoes Intregrais de Fredholm, no qual a Anélise Funcional e as Equagoes
Diferenciais Parciais caminharam lado a lado. Por fim, no tltimo capitulo temos um resultado
devido a Wiener que caracteriza os pontos regulares em termos de convergéncia de uma série

envolvendo a capacidade de alguns conjuntos.
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Abstract

We will present different methods of Potential Theory developed at the end of the
nineteenth century and the beginning of the twentieth century to solve the Dirichlet Problem.
We start in the first chapter, with the Poincaré’s Sweepping out Method, which transcended
the former ones and focused the problem in a new insight. In this method, a harmonic
function in a general domain is obtained, once a boundary condition is given. Then,
conditions in the boundary are discussed so that this harmonic function is indeed the solution
of the Dirichlet Problem. Until then, the key results were based on Dirichlet Principle
which admitted minimizing solutions to energy integrals, by using some physical arguments.
However, such arguments contained a few Mathematical gaps like the admission of a minimun
to these integrals. Later, it appeared the Perron and Wiener Methods in the spirit of the
Poincaré Method. Even in the first chapter, we discuss a predecessor of Poincaré’s Method:
the Schwarz’s Method. The second chapter is devoted to the Integral Equations Method,
where the Functional Analysis and Differential Equations walked side by side. Finally, the last
chapter is a result due to Wiener that characterizes the regular points in terms of covergence

of a series involving the capacity of some sets.
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Capitulo 1

Introducao

A matematica ao longo do tempo desenvolve-se numa teia de idéias e conceitos.
Muitas vezes, a sua profusao deixa-nos perdidos num paraiso repleto de belezas, sem
sabermos qual o caminho a ser seguido. Esse trabalho pretende auxiliar-nos percorrendo os
atalhos, construindo pontes entre ilhas dispersas e interpretanto os significados dos objetos

encontrados.

O assunto central da dissertacao concerne a um cléssico e antigo problema da Teoria
do Potencial, conhecido como Problema de Dirichlet: dados um dominio com condicao
contorno continua, determinar se existe uma extensao continua dos dados de fronteira que
seja harmonica no dominio? Provavelmente, a procura por fun¢oes harmonicas, isto €, fungoes
u que satisfacam a equacao Au = 0, foi iniciada em 1752 por Leohnard Euler no seu famoso
“Principios do Movimento dos Fluidos”. Apesar do estudo de Euler da equacao Au = 0, esta
acabou sendo denominada de Equagao de Laplace devido ao trabalho posterior de Laplace
em campos gravitacionais no ano de 1780, onde usou extensivamente a equacao. A Equagao
de Laplace estd relacionada a uma variedade de fenomenos fisicos, em especial aos fenomenos

estacionarios, ou seja, aqueles que nao variam com o tempo.

Durante, aproximadamente, quatro décadas, desde o ano de 1833 com os primeiros estudos
de Green, julgava-se que pudesse resolver o Problema de Dirichlet, independemente do
dominio e da condicao de contorno considerados, através do Principio de Dirichlet. O método

recebeu esse nome por Riemann na sua tese de doutorado em 1851, que homenageou um de
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seus professores: Dirichlet, que popularizou o principio em suas aulas. Neste, considerava-ve
o funcional
ow) = [ 9P

definido em A = {u € CY(Q) NC°(Q),u = f em IN e ¢p(u) < <} e admitia-se que o ponto
de minimo de ¢ era solu¢ao do Problema de Dirichlet com condigao de contorno f. Sabemos
que a existéncia do minimo é algo duvidoso, porém passou despercebido por matematicos
do porte de Green, Dirichlet e Riemann, provavelmente, devido a sustentacao em fenomenos
fisicos. Até que em 1870, Weierstrass construi um funcional similar limitado inferiormente
que nao tinha minimo. Com o exemplo a crenga no método dissipou-se. Ainda a seguir,
vieram os exemplos de Prym em 1871 de uma funcdo u € C*(B;) NC(B;) harmoénica tal que
d(u) = oo, onde By C R? é o disco unitario; e de Hadamard em 1906, no qual exibia um
dominio e uma condicao de fronteira com A = (). O principio demoraria mais de trinta anos
para ser revivido por Hilbert, mas considerando a solugao num sentido mais amplo. Diante
do descrédito do Principio de Dirichlet fazia-se necessario um outro método que podesse
solucionar o Problema de Dirichlet. A partir de entdao, uma ampla quantidade de métodos

surgiu. Entre os quais apresentaremos alguns que se destacaram.

Um dos primeiros foi o Método Alternante de Schwarz desenvolvido em torno de 1870,
que restringe-se ao plano. Nele divide-se o dominio em dois que sempre admitem solugoes
para o Problema de Dirichlet com quaisquer dados de fronteira e constréi duas sequéncias de
funcoes, cada uma delas definida num dos dominios, que convergem a func¢oes harmonicas que
coincidem na intersecao e, portanto, obtém-se uma solugao do problema inicial. A seguir, em
1887, surgiu o inovador Método de Varredura de Poincaré, nele, ao contrario do Método de
Schwarz que varre a carga de bolas alternadamente, varre a carga de cada bola infinitas vez.
Outra diferenga crucial entre Método de Poincaré e outros precedentes é que para qualquer
dominio com condicao de fronteira obtinha-se uma funcao harmonica, que seria a solucao
do Problema de Dirichlet, caso o mesmo tivesse uma. Prevendo que nem todo dominio
fosse de Dirichlet, Poincaré também passou a estudar quais condi¢oes deveriam ser impostas
a fronteira de forma que a funcao fosse, de fato, uma solucao. No ano de 1911 apareceu
o primeiro exemplo de um Problema de Dirichlet que nao possuia solu¢ao. Doravante, os

métodos nao se preocupavam mais resolver o problema para qualquer dominio e condi¢ao de
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contorno, mas sim caracterizar os dominios que sempre admitissem solugao. Ja neste sentido
e seguindo direcao apontada por Poincaré vieram os Métodos de Perron e de Wiener nas

décadas 1910 e 1920, respectivamente..

Embora o método de procurar solucoes representadas por potenciais de camada dupla
tenha sido originado por Green, C. Neumann em 1877 foi quem iniciou um estudo sistematico
para dominios convexos. Contudo, a exposicao segue as idéias de Fredholm, devido a
elegancia, por tratar de dominios bastante gerais: os dominios de classe C?, e acima de
tudo pelo grande densenvolvimento que proporcionou & Andlise Funcional. Sem mudancas
relevantes podemos estender os resultados obtidos a superficies de classe C*®, com a > 0.
Quando a superficie é apenas de classe C! a abordagem ¢ acentuadamente distinta, Fabes,
Jodeit e Riviére tem iniciado o estudo, suas técnicas baseam-se em dificeis resultados sobre

as integrais singulares obtidas por Calderén, Meyer entre outros.

Nosso ultimo tema: Critério de Wiener, demonstrado por Wiener em 1923, caracteriza
os pontos regulares, que sao os pontos da fronteira em que as solucoes generalizadas obtidas
por Poincaré ou Perron convergem ao dado inicial, em termos de convergéncia de uma série.
Os termos da série envolvem capacidade de conjuntos, conceito originario do meio fisico que

tem ganhado nova forma no campo da Teoria de Medida e Integracao.
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Métodos Alternantes

Nesse capitulo apresentaremos alguns métodos surgidos a partir do descrédito do Principio
de Dirichlet pelos grandes matemaéticos: Poincaré, Schwarz, Perron e Wiener para solucionar
o Problema de Dirichlet. O nome dado ao capitulo deve-se a Henri Poincaré, o qual
denominou os varios métodos desenvolvidos entre 1870 e 1890 para solucionar o Problema

de Dirichlet de Métodos Alternantes.

2.1 Funcoes subharmoénicas e superharmonicas

Nos métodos a seguir as func¢oes subharmonicas e superharmonicas desenvolverao um

papel central. Entre as diversas formas de defini-las adotaremos a mais auto-explicativa.

Defini¢ao 2.1 Uma fungdo continua v : Q@ — R é subharménica (superharménica) se para
quaisquer aberto Q' CC Q e funcdo continua v : Q' — R harménica em Q' tais que v < (>) u
em OSY, temos que:

v(r) < (=) u(x), para todox € .

Da definicao acima segue que se v é subharmonica entao —v é superharmonica e vice-
versa. Com efeito, dados ' CC Q e u : ¥ — R continua e harmonica em ' tais que

—v(z) > u(z) para x € 9, tomando v’ : ' — R definida por v/(r) = —u(z), teremos que
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v(x) < u/(x) para todo x € ¥, ou seja, —v(x) > u(z) se z € . De modo andlogo, prova-se

0 outro caso.
Uma outra conseqiiéncia da definicao é que as operacoes de maximo e minimo sao fechadas

no espaco vetorial da fungoes subharmonicas e superharmonicas, respectivamente.

Proposicao 2.2 Se vy,...,v, : Q@ — R sao fungoes subharménicas entao max{vy,...,v,}

também é subharmonica.

Demonstracdo: Sejam Q' CC Qe u : ¥ — R uma funcdo continua e harménica em ¢
tais que w(z) < wu(z) para todo x € 0, onde w(x) = max{vi(x),...,v,(x)}, ou seja,
vj(xz) < u(z) para todos j € {1,...,n} e x € 0. Logo, pela defini¢ao v;(x) < u(z) para
todos x € V' e j € {1,...,n}. Portanto,

w(z) = max{v(z),...,v,()} <u(z),
para todo = € (. [ |

Com demonstragao analoga obtemos

Proposicao 2.3 Se vy, ..., v, : Q — R sdao fungoes superharménicas entao min{vy, ..., v,}

também ¢é superharmonica.

Proposicao 2.4 Seja v : Q — R uma func¢ao subharmonica (superharmonica). Entdo para

todos x € Q0 e B.(x) CC 2 tém-se

1
v(z) < (>) T /83 ( )vdo.

Demonstragao: Seja u : B.(z) — R a solu¢ao do problema de Dirichlet
Au(z) =0 sez € B,(z)
u(x) =v(r) sex € IB,(z).

Logo, pela Férmula do Valor Médio para fungoes harmonicas

1 1
v(x) < (>) u(z) = - / udo = - / vdo. [
Wnt™ " JoB, (z) WnT™ " JoB,(z)




Cap. 2 : Métodos Alternantes

Agora, veremos que as desigualdades afirmadas acima serao suficientes para garantir o
Principio do Maximo para as fungoes subharmonicas e o Principio do Minimo para as fungoes

superharmonicas.

Teorema 2.5 (Principio do Maximo) Seja v : Q@ — R uma fun¢do subharménica, onde

Q € conexo. Suponhamos que exista um ponto xo € €2 tal que ro = supv entao v € constante.
Q

Demonstragao: Seja A = {z € Q\ = = supgv}. Logo, por hipétese A # (). Se z € A temos

que

1 1
M =uv(zx) < _1/ vdo < _1/ Mdo = M,
Wy ™ 9B, (z) Wp ™ 9B (x)

onde M = supw e B,.(x) CC Q. Dai v é constante em B, (z), de fato, se para algum y € B, (x)
Q
temos que v(y) < M entdo existiriam d > 0 e € > 0 tais que para todo z € Bs(y) v(z) < M —e.

Logo, se r' = |z — y| segue que

1
M = v(x)< / vdo
B,/ ()

wnr/n—l
1 1
- n—1 / vdo + n—1 / vdo
Wl 0B,/(2)\Bs(y) WnT 0B, (2)NBs(y)
1 1
< n—1 / Mdo + —— / (M — €)do
Wnl 0B, (x)\Bs (y) Wnl dB,:(x)NB;(y)

1
= M- — / edo < M
W OB,/ (z)NB; ()

o que é uma contradicdo. Provamos, entao, que A é aberto. O fato de que A é fechado

é trivial, uma vez que v, sendo subharmonica, é continua. Portanto, A = €, isto é, v é

constante. [ |

Corolario 2.6 Sev:Q — R € uma funcdao continua e subharmonica em €1, entdo

max v — maxauv.
Q 89

Como —v é superharmonica quando v é subharmonica, seguem os dois proximos resultados

Teorema 2.7 (Principio do Minimo) Seja v : Q — R uma fun¢ao superharménica, onde

Q € conexo. Suponhamos que exista um ponto xg € () tal que xg = igfv entdo v € constante.
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Corolario 2.8 Sev: Q) — R € uma fungao continua e superharmonica em €2, entao

minv = minv.
a a0

Um fato interessante é que as desigualdades estabelecidas na proposicao (2.4)
nao sao apenas necessarias, mas também caracterizacoes de funcgoes subharmonicas e

superharmonicas.

Teorema 2.9 Uma funcao v : 2 — R € subharmédnica (superharménica) se, e somente se,

para todo x € Q2 e B.(x) CC 2 temos que:

1
v(x > vdo.

wpr™—1

Demonstragao: Devido a proposigao (2.4) basta provar que a condi¢ao enunciada acima é
suficiente para que uma funcao seja subharmonica. Entao, sejam v : {2 — R uma funcao que

para todo x € Q e B,.(z) CC  satisfacga:

1
v(x) < / vdo (2.9.1)
OB (x)

wyrn—1
e u: Y — R uma funcdo continua, harmoénica em Q' e v < u em 9, onde Q' cC Q. Logo,
V| —u : Q2 — R serd uma funcdo em que vale a desigualdade (2.9.1) com v trocado por
V| —u e By(x) CC Q. Da demonstracao do Principio do Maximo podemos concluir que o
mesmo também valerd para vy, — u, portanto, como v —u < 0 em 9€ temos que v < u em

2. O caso das fungdes superharmonicas é andlogo. [ |

Notemos que o Principio do Méaximo continua valido se para cada x € () exista R, > 0

tal que para todo 0 < r < R, tem-se

1
v(z) < / vdo. (2.9.2)
OBr(x)

Wyl
Logo, da demonstragao do teorema acima (2.9) concluimos que v : 2 — R serd subharmonica
se v satisfazer a condigao acima. Portanto, temos uma boa inspiracao para definir o que vem

a ser subharmonica (superharmoénica) num ponto.

Definigao 2.10 Dizemos que uma fungao v : Q — R é subharmonica (superharmonica) em

x se existe R, tal que para 0 <r < R, tem-se

1
v(x > vdo.
() < (2) / »

wpr™—1
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Portanto, se D é um aberto contido em € e v|, é subharmonica entéo v é subharmonica
em D. E também temos que uma fun¢ao é subharmonica se, e somente se, é subharmonica

em todos os seus pontos.

Proposicao 2.11 Sejam v,u : Q — R fungées subharmonicas (superharmonicas), entao:

1. v+ u é uma fungdo subharménica (superharmonica)
2. cv € uma fungao subharmoénica (superharmonica), se ¢ >0 e

3. cv € uma fungao superharmonica (subharmonica), se ¢ < 0.

Logo, se v,u sao funcgoes subharmonica e superharmonica, respectivamente, temos que
v—u e u—v sao subharmonica e superharmonica. Em particular, v+c e u+c sao subharmonica

e superharmonica com qualquer constante c.

Na construcao de uma funcao harmonica Poincaré fez uso de uma seqiiéncia de fungoes
em que uma era obtida da anterior via um processo de harmonizacao, isto é, num aberto
harmonizava a funcao e no restante do dominio permanecia com a fungao inicial. Vamos,

precisamente, definir esse conceito.

Definicao 2.12 Dados uma funcao continua v : Q — R e um aberto D CC € tal que o
Problema de Dirichlet

Au(z) =0, sexeD

u(z) =v(x) sex € dD

(2.12.1)

admita uma solugdo u, entdo definimos a harmonizada de v em D, que denotaremos por v™,

como
u(z), sex €D

v(z), sex e Q\D,

VP (z) =

Notemos que a funcao v” : Q — R é continua em €, pois ela é igual a funcoes continua
em dois conjunto fechados de Q, a saber em D e Q\D, e concidem na sua intersecao, logo,
¢ bem conhecido que uma funcao assim construida é continua. Quando v for subharmonica

(superharmonica) dizemos que v” é o levantamento (rebaixamento) harmonico de v em D.
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Proposicao 2.13 Sejam v : Q@ — R uma fung¢ao subharménica (superharmonica) e D CC §)
tal que o Problema de Dirichlet (2.12.1) admita solugdo. Entdo o seu levantamento

D

(rebaizamento) harmonico v° : Q — R também serd subharménico (superharmoénico) e

v < (>)vP em Q.

Demonstragdo: Como observado acima temos que v? : Q — R é continua. Nos pontos de

Q\D ¢é imediato que v < vP, pois v = vP

neste conjunto. Agora, em D pela definicao de
subharmonica temos que v < v”. Por fim, mostremos que a harmonizada v” : O — R é
subharménica. Em D e Q\D é claro que v” : Q — R é subharménica. Sejam, entdo, z € D

e B,(z) CcC 2. Como v ¢é subharmonica temos que:

1 1
P (x) = v(z) < — / vds < — / vPds.
Wy ™ OBy (x) Wnt™ 0B ()

O caso de superharmonica ¢ inteiramente analogo. |

2.2 Meétodo da Varredura de Poincaré

Nessa se¢ao exibiremos o Método de Varredura (Balayage) de Poincaré, que revolucionou
a abordagem do Problema de Dirichlet. A partir de entao muitos outros matematicos o
seguiram na busca de funcoes harmonicas, as quais, em geral, nao satisfazeriam a condicao
de contorno. O metdédo foi elaborado na utlima metade do século XIX, publicado pela
primeira vez no artigo ”Sur le Probléme de la Distribution Electrique” de sua autoria em
1887, em 1890 reapareceu corrigido e mais detalhado num segundo artigo [24] e apresentado

a comunidade cientifica em palestras de 1894 a 1895 na Universidade de Sorbonne.

No Método de Poincaré suporemos que a condigao de fronteira pode ser estendida de
forma continua e subharmonica. Contudo, como veremos nos dois proximos lemas, isso nao
apresentara restricoes a resolucao do Problema de Dirichlet. No restante do texto €2, além

de ser um aberto, serd limitado.

Lema 2.14 Suponhamos que o Problema de Dirichlet:

Au =0, sex € )

2.14.1
u(z) = f(x) sex € N ( )
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pode ser resolvido para toda func¢ao f que admite extensao continua em €2 e subharmonica

em €1, entao o mesmo serd soluvel se f for um polinomio.

Demonstragao: Seja f: 02 — R uma funcao polinomial. Logo, naturalmente f admite uma
extensdo continua a Q. Agora, sendo f € C*(Q) podemos escrevé-la como diferenca de duas

fungoes subharmonicas, a saber:
g(z) = f(z) + Alz]* e h(z) = Az],

onde A é tal que Ag > 0. Por hipdtese teremos que existem fungoes harmonicas uq, us :
Q — R tais que ui|yq = g € uslyq = h. Portanto, u; — uy serd uma fungao harmonica em
), continua em § e (u; —uz)|yq = g — h = f, ou seja, u; — uy é solucao do Problema de

Dirichlet (2.14.1). u

Lema 2.15 Se o problema de Dirichlet (2.14.1) tem solugao com f polinomial entao podemos

resolvé-lo com f sendo uma funcao continua arbitrdria.

Demonstracao: Dada uma funcao continua f : 92 — R arbitrdria teremos pelo Teorema de
Aproximagao de Weirestrass que existe uma sequéncia de polinomios { fi }ren que converge
uniformemente para f. Mas, por hipdtese o Problema de Dirichlet (2.14.1) com f = f; admite
solucdo uy. Logo, pelo teorema (A.13) {uy}ren convirgird uniformemente para solu¢ao do

problema (2.14.1) com condigao de contorno f. [ |

Portanto pelos lemas (2.14) e (2.15) temos que se o Problema de Dirichlet (2.14.1) puder
ser resolvido para qualquer condicdo de fronteira que admite extensdo continua em Q e
subharmonica em {2 entao o mesmo sera soliivel com qualquer condicao de fronteira continua.

Neste caso, dizemos que €2 é um Dominio de Dirichlet. Precisamente,

Definicao 2.16 Um dominio ) € de Dirichlet se o Problema de Dirichlet em €2 com qualquer

condi¢ao de fronteira admite solucao.

Teorema 2.17 (Método da Varredura de Poincaré) Seja f : 902 — R uma fungao
continua que admite uma extensao continua a Q e subharmonica em ), entdo existe uma

funcdo u : Q — R harmoénica em §) tal que ulyg = f-
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Demonstracio: Dada f € C(0Q), denotemos por f a sua extensdo subharmonica. Cobrimos (2
por uma cole¢ao enumerdvel de bolas { B, },en. Dessa colegao formemos uma nova seqiiéncia
em que cada bola apareca uma quantidade infinita de vezes, por exemplo, tomemos a
sequencia:

By, By, By, B1,Bo,Bs,...,B1,Bs,....Bn, B, . ... (2.17.1)

E de forma recursiva, definimos f, = f,f_j’i, para k > 1 e fy = f, onde Bj, é o k-ésimo
elemento da sequéncia (2.17.1). Logo, da proposi¢ao (2.13) e do Principio do Méximo para
funcoes subharmonicas temos que fo < f1 < ... < fr < ... < supf. Portanto, podemos

definir
u(z) = lim fi(x),

para cada x € Q. Como fi|,q = f para todo k € N, segue que ul,, = f. Para provar
que u é harmonica em 2 mostremos que u é harmoénica em cada bola da seqiiéncia (2.17.1).
Seja Bj, uma destas bolas. Logo, as fungoes harmonizadas em Bj, formam uma seqiiéncia
nao-decrescente limitada g; < ¢g» < ... < g, < ...sup f de fungoes harmonicas em Bj,,

consequentemente, pelo corolario (A.12) o seu limite é uma fungao harmonica. Mas esta

seqiiéncia é uma subseqiiéncia de { fi }ren, portanto, o limite de g é u. [

Do exemplo de Zaremba, que veremos a seguir, temos que existe um dominio limitado com
uma condicao de fronteira continua que nao existe solugao do Problema de Dirichlet. Logo,
pelo teorema acima e do exemplo de Zaremba podemos construir uma seqiiencia { fi bren de

funcoes uniformemente continua num compacto que converge para uma funcao descontinua.

O exemplo de Stainslaw Zaremba (1863-1942) de um dominio que nao é de Dirichlet, dado
em [30], foi uma conseqiiéncia imediata da demonstragao de Maxime Bocher (1867-1918) no
ano de 1903, encontrado em [1], no qual afirma que podemos estender fungdes harmoénicas
em pontos isolados da fronteira de forma harmonica, resultado conhecido como Principio da

Singularidade Removivel. Até tal exemplo acreditava-se que todo dominio seria de Dirichlet.

Exemplo 2.18 (Zaremba) O disco perfurado D\{0} ndo é um Dominio de Dirichlet. De
fato, tomando a condi¢ao de contorno f em que vale 0 se |z| = 1 e f(0) = 1 teremos
que o Problema de Dirichlet nao terd solucao, pois se existisse uma solu¢ao u do problema

pelo Principio da Singularidade Removivel seria harmonica em todo B(0) e, portanto, pelo
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Principio do Mdzimo, nula, o que contradiz o fato de que u(0) = 1.

Uma questao que podemos levantar do método acima é se o método depende da extensao
de f e da sequéncia enumeravel de bolas que cobre €2, consideradas. A esta questao temos

como resposta a proxima proposicao, que fard uso do lema abaixo.

Lema 2.19 Sejam 2 um dominio e v : @ — R uma fun¢ao subharmonica. Se para cada

y € 02 definimos g(y) = limsupv(z) entdo v(x) < supg, para todo x € €.
=Y o0

Demonstragao: O caso em que supg = +oo é imediato, enquanto o caso supg = —oo
00 o9
nao pode ocorrer, pois terfamos que g(y) = —oo, para todo y € I, mas sendo 0Of)

compacto poderiamos para qualquer constante positiva K encontrar uma vizinhanga B(0¢), €)
em que v < —K nesta vizinhanca. Dai pelo Principio do Méaximo obterfamos uma

contradicao. Agora, suponhamos que supg é um numero real. Inicialmente, observemos
o0

que limsupv(z) = inf [ sup wv(z) |, pois, sup wv(x) como fungao de 7 é ndo-decrescente.
Y 120\ |lz—yl<n |yl <n
Portanto, dado € > 0 para cada y € 02 existe 7, > 0 tal que

sup v(z) < g(y) + € <supg+e,
lz—y|<ny o0

ou seja, v(x) < supg+ e em B(y,n,) N Mas como 02 é compacto temos que existe 6 > 0

tal que B(@Q,é)aQC UyeanB(y,n,). Por fim, considerando o dominio 5 = Q\B(052,6/2),

temos que v|g ¢ continua, subharménica em Q5 e v(z) < s;ﬂpg + € para x € 0, logo,

pelo Principio do Maximo v(x) < ngng + € para ¢ € (5. Fazendo 6 — 0, obtemos que

v(x) <supg + €, para x € 2. Como € é arbitrario, concluimos que v(z) < supg. |
o9 o9

Como de praxe, propriedades referentes a funcoes subharmoénicas, com as devidas

alteragoes, resultam em propriedades simétricas para func¢oes superharmonicas

Corolario 2.20 Sejam Q um dominio e v : Q — R uma funcao superharmonica. Se para

cada y € 002 definimos g(y) = lim inf v(x) entdo v(x) > ianﬂf g, para todo x € ).
T—Y

Demonstracao: Dada uma funcao superharmonica v : €2 — R a funcao v = —wv ¢
subharmoénica. Logo, se definirmos h(y) = limsupu(z) = — liminfv(z) = —g(y) teremos
T—Y T—Y

pelo lema acima que u(x) < suph = —inf g, ou seja, v(x) > inf g. [
a0 o0 o0
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Proposicao 2.21 Se fi, fo: Q@ — R sdo duas extensies continuas e subharmonicas em Q de
f:00 — R e {B}}icr, {B?}ien sdo duas seqiiéncias de bolas como aquela da demonstragao
do teorema (2.17), entio uy = uz, onde u;(x) = ]}Lr]élo f]’-“(x), f]Q =f; e ff = (fj’-“’l)Bi se

k>1, para j=1,2.

Demonstra¢io: Como f : Q — R é continua e uy > fJ, para cada y € 99 temos que

i inf () > lm inf f9(2) = f3(0) = 1)

r—Yy

E da continuidade das funcoes fF : Q@ — R tem-se lim ff(z) = fF(y) = f(y), para todo
T—Yy
k € Z*. Logo,

lim sup (ff(z) — uz(z)) = ilir?lj fE(2) — lim inf uy(x) <0,

para todo k € Z*. Daf usando o lema acima com v(x) = fF(x) — uy(z), obtemos que
fE(x) < ug(x) para todo k € Z*. Portanto, ui(x) = limy_.o fF(x) < ug(x). Trocando os

papéis de 1 e 2 acima, também concluimos que us < uq, logo, u; = us. [ |

Do teorema de Poincaré vemos que o tnico item restante para que u dada pelo teorema seja
solucdo do Problema de Dirichlet (2.14.1) é que seja continua em Q. Diante das dificuldades de
se provar, erroneamente, que qualquer dominio fosse de Dirichlet Poincaré comegou a estudar
dominios com caracteristicas peculiares. Nesse espirito, no artigo [24] Poincaré definiu que
um ponto da fronteira é regular quando satisfaz a condicao da esfera exterior, isto é, existe
uma bola que intersectado com o fecho do dominio s6 dd o ponto; e ainda provou que em

tais pontos a funcao obtida pelo método da varredura converge ao dado inicial.

Definigao 2.22 (Condigao da Esfera Exterior) Dizemos que zo € 02, satisfaz a
condi¢do da esfera exterior se existem um ponto y € R™ e r > 0 tais que B(y,r) C R"\Q

e B(y,r) N Q = {xy}. Caso contrdrio, dizemos que woy ndo satisfaz a condi¢io da esfera

exterior.

Poincaré ainda observou que para qualquer um desses pontos era possivel construir uma
funcao harmonica em €2, continua em €2 que se anula nele e é positiva nos pontos restantes.

De fato, dado xy € 02 que satisfaz a condi¢ao da esfera exterior, com as notagoes da defini¢ao
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acima, basta tomar

log@ sen =2
w(x): n—2
1—|zfym sen >3

Dai surgiu a nocao de barreira, utilizada implicitamente por Poincaré e definida

precisamente por Henri Léon Lebesgue (1875-1941) em [19] no ano de 1924.

Definicao 2.23 Dados um dominio 2 e um ponto xo € 02 uma fungao continua w : Q — R
¢ uma barreira em xo se w € superharmonica em 0, w(wy) =0 e w(x) > 0 se x € Q\{zo}.

FE um ponto da fronteira € regular se este admite uma barreira e, caso contrdrio, irreqular.

Embora a definicdo de barreira é global, isto ¢, a funcdo é definida em todo Q, Georges

Bouligand observou que é uma propriedade local.

Proposicao 2.24 Se xy € 0N tem uma barreira em QN B,.(xo) para algum r > 0 entdo xg

tem barreira em todo §).

Demonstracio: Seja ¢ : @ — R uma barreira de zy em Q N B,.(2). Como ¢(x) > 0 para
x # xo temos que m := mBin<,0 > 0, onde B = QN B,(20)\B,/2(). Logo, a funcao ¢y : © — R

definida por

) = min{p(z),m} sex € ?ﬂ B,(x0)
m se x € Q\B,(z9)

serd uma barreira de xy em §2. |

A definicao de regularidade mais antiga é a do cone exterior estabelecida por Poincaré
e Zaremba, onde dizemos que um ponto xy € 0f2 satisfaz a condigao do cone exterior se
podemos construir um cone circular reto com vértice em xy contido em R™\Q. Como veremos

tal condicao de regularidade é mais forte de que a dada acima.

Defini¢ao 2.25 O cone circular reto K(xg, A, a,b) de vértice xq, eizo A = (A1,...,\,) com
IA| = 1, amplitude b > 0 e de geratriz a > 0 € o conjunto dos pontos x € R™ tais que
cos(r — xg, A) > b e |x — x| < a, ou em outros termos,

— A
K(xg, A\, a,b) = Ba(xo) N {ZB € R™; Sro Az > b} )

|z — x|
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O préximo resultado foi pela primeira vez estabelecido por Zaremba também em [30]. Na
sua versao original, Zaremba provou que a Funcao de Green Generalizada converge a 0 nos

pontos que satisfaz a condi¢ao do cone exterior.

Teorema 2.26 Se um ponto xy € 0S) satisfaz a condi¢cdo do cone exterior entdo xy € um

ponto reqular.

Demonstragao: Sejam xy € 02 e K(xg, A, a,b) o cone circular reto com vértice em xo.
Consideremos o dominio G = B, (7)\ K e a fungdo v harmonica em G obtida pelo Método da
Varredura de Poincaré com condicao de contorno f(z) = |z — x| em OG. Mostremos que u é
uma barreira local em xy. Como u é harmonica em G é claro que o serd em QN By (zo)\{zo},
e em particular, superharmonica, e da harmonicidade de u em G também é imediato que
u serd continua em Q\B,(z¢)\{zo}. Terminaremos a demonstragao se provarmos que u é
continua em xg e u(zg) = 0, pois teremos pelo Principio do Maximo que u serd positiva nos
pontos de Q\B,(xg), exceto em x( e, portanto, u serd uma barreira local de xy. Para tal
propdsito observemos, inicialmente, que para toda f,, da seqiiéncia obtida pelo Método da

Varredura de Poincaré tem-se que 0 < f,, < sup f, de onde
oG
0 <wu(z) <supf, (2.26.1)
oG

para todo x € G. Agora, definamos G’ = B,/ (79)\K e v/ (x) = u(xo + n(x — z)) para todo
z € G'. Notemos que se x € G’ N OB, n(o) entdo u'(z) = u(zy + n(z — x0)) = a, e pelo
Principio do Maximo u(x) < a. Mas como G’ N OB,/ (x0) é compacto M := max u(z) < a,

onde B = 0G' N 0B, /n (o). Logo, tomando ¢ = M/a. temos que c < 1 e
u(x) < cu'(z),

desde que z € OG' N OByn(zo). E se z € G’ N K segue que u(z) = |z — x| e

uw(x) = u(zo + n(x — xg)) = nlr — xo| = nu(z). De onde

u(x) < —u'(z),

S|+

no caso em que r € G’ N K. Portanto, existe 0 < d < 1 tal que u(z) < du'(z) para todo

x € 0G’. O nosso préximo passo serd mostrar que a desigualdade acima continuard valida
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em todo G'. Seja
M = sup{u(x) — du'(x)},

o qual estd bem definido em virtude de (2.26.1). Tomando € < a/n e a fungao

( ) M 1 n"?2
UL ) = — - )
¢ \|r—xo|"2 an?

onde ¢ é tal que u.(x) = M quando |z — xo| = €, temos que u(z) — du'(x) < u(zr) para

todo x € 9G, onde G, = (Bg/n(wo) — B(z¢))\K. Sendo ambas funcées harménicas em G,
concluimos que u(x) — du/(z) < u(r) em G.. Notando que fixado x € G, lir%ug(x) =0
concluimos que

u(z) < du'(z), (2.26.2)

para todo x € G'. Por fim, pondo
my = inf wu(z) e M,= sup u(x)
lz—zo|=n |z—z0|=n

temos pela primeira desigualdade de (2.26.1) que

0 < lim inf m,, < lir% sup m, < lirré sup M,,.
n— n—

n—0
Além disso, hH(l) sup M,, = 0, pois se lin% sup M, = a > 0 terfamos que definindo Mf7 =
n— n—

sup u'(z), liné sup J\IT'7 = lirr(l) sup M, = a. Mas em virtude de (2.26.2) seguiria que
|z—z0|=n — K

T . r
cz—7171ir(1)511p]\/[77 < (1!7171Lr(1)311p]\/[77 = da,

ou seja, a < a, o que é uma contradi¢do. Portanto, lim u(z) = 0. |

T—T0

Exemplo 2.27 Como, claramente, todo ponto xq € 0S) que satifaz a condi¢do da esfera
também satisfazerd a condi¢cao do cone exterior, temos mais uma vez que tais pontos sao

requlares, tal como os pontos do contorno de poliedros.

Notemos que se €2 é um Dominio de Dirichlet entao todos os seus pontos sao regulares.
Com efeito, dado xy € 02 temos que a funcao f : 9 — R, dada por f(z) = |z — |, é uma
funcao continua. Portanto, por hipétese o Problema de Dirichlet com condigao de contorno

f tem solucao, dai e pelo Principio do Maximo a funcao obtida é uma barreira para xg.

Agora, passaremos a demonstrar a reciproca desse resultado.
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Teorema 2.28 Se f ¢ uma fun¢ao real continua em 0S) que admite uma extensao continua
em €2 e subharmonica em §2, a funcao dada pelo Método da Varredura de Poincaré é continua

em todos os pontos requlares.

Demonstracao: Seja y € 9. Como u(z) > f(x), onde também estamos denotando por f a

extensao subharmonica de f considerada no Método de Varredura da Poincaré, temos que

lim inf u(z) > lim inf f(z) = f(y). (2.28.1)

Pela continuidade da f em 09 temos que dado ¢ > 0 existe Bs(y) C R" tal que se

x € Bs(y)NoQ entao |f(z) — f(y)| < e. Sejam w uma barreira para 2 em y e wy = ) I{lln( )w,
O\ Bs(y

onde o diminuimos, se necessario, para que o minimo nao seja tomado num conjunto vazio.

Como w(x) > 0 se x # y, temos que wy > 0. Logo, se considerarmos a fun¢ao

w(z)

v(z) = fy) +e+ (M = f(y)), (2.28.2)

Wo
onde M = max f, teremos que v serd superharmonica. Além disso, f — v < 0 em 0f2. De

fato, se x € Bs(y) N 0N tem-se:

w(z)

(M = f(y)) < f(z) — fly) —e <0,

Wo
ja no caso de x € 90\ Bs(y) temos que w(z) > wy, de onde

w(z)

f@) =) = F@) = ) - = S0 - fw)
< f(@) = fy) —e— (M = f(y) = fla) = M — e < —e < 0.

Pelo Principio do Maximo para funcées subharmonicas seguird que f — v < 0 em €. Agora,
se f1 é a harmonizada de f em B; temos que f; —v = f —v < 0 em 0f), mas como f; —v
também é subharmonica em € e continua em € seguird pelo mesmo principio que f; —v < 0
em (). Portanto, por inducao toda f; do método de Poincaré satisfaz f, < v em (2. Dal,

u(zr) = khj& fr(x) <wv(z) se z € . Finalmente, usando a equagao (2.28.2) temos que

lim sup u(z) < limsupv(z) = f(y) + €.

Como € é arbitrario, obtemos lim supu(xz) < f(y), que junto com (2.28.1) concluimos que

T—Y

lim a(a) = /(). n
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Conforme esperado, enunciaremos um teorema que caracteriza os Dominios de Dirichlet.
O fato formidavel no préximo resultado é que dado qualquer dominio basta que a fronteira
saisfaca uma condigao de regularidade para que o Problema de Dirichlet sempre admita

solugao, nao importando qual seja a condicao de contorno.

Teorema 2.29 Um dominio ) € de Dirichlet se, e somente se, todos os pontos da sua

fronteira sao regulares.

Demonstragao: Se todos os pontos de 02 sao regulares pelo teorema (2.28) temos que a
funcao harmonica dada pelo Método da Varredura de Poincaré sera continua em €2, portanto,
tal funcao serd solucao do Problema de Dirichlet com contorno igual a f; e a reciproca ja

haviamos afirmado. [

2.3 Meétodo de Perron

A estratégia, inaugurada por Poincaré, de a partir de um aberto limitado com uma
condicao de contorno determinar uma funcao harmonica e, por conseguinte, analisar o
comportamento dessa funcao na fronteira, também foi explorada por Oskar Perron (1880-

1975).

O trabalho principal de Perron esta contido no seu artigo [22]. Wiener em [29], embora
com algumas criticas, como nao responder de forma completa os problemas concernentes ao
problema de Dirichlet e que alguns resultados sao casos particulares de outros desenvolvidos
anteriormente por Kellogg, fez a seguinte mencao “ele é distinguido pela sua peculiar elegancia

e simplicidade”.

Um fato inesperado é que se poder aplicar o Método da Varredura de Poincaré a condicao
de contorno entao ambos os métodos levaram-nos a mesma funcao harmonica. Fato ja
esperado quando todos os pontos da fronteira sao regulares, pois, como ja vimos, a funcao
obtida pelo processo de varredura de Poincaré sera solucao do Problema de Dirichlet, bem
como a fungao de Perron, vide proposigao (2.32). Logo, como a solugdo do problema de

Dirichlet é tnica temos que ambas as fungoes sao iguais. Ja o caso geral é encontrado em
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(2.33).

Definicao 2.30 Se Q ¢ f : 9Q — R sao limitados definimos a classe de subfuncoes de §2

assoctadas a f como
A; = {v:Q — R continua;v é subharmonica em Q ev < f em 9Q}.

e a fungao de Perron Uy : @ — R de § associado a f por

Us(z) = sup v(z).
vEA;

A imposigao da hipétese de f ser limitada tem a finalidade de que Ay seja nao vazio e que
a funcao de Perron esteja bem definida. De fato, a funcao v = i[%le f € Ay e pelo Principio

do Méximo toda v € Ay satisfaz v(x) < supv < sup f, logo, sup v(z) < sup f < oo.
o9 09 vEAs o9

Teorema 2.31 A fungao de Perron Uy : Q — R € harmonica.

Demonstracao: Seja B = B,(zo) CC ). Mostraremos que Uy é harmonica em B. Pela

defini¢ao de Uy temos que existe uma sequéncia {uy }reny de fungdes em Ay tal que:
l}erolo uk(zo) = Us(zo).

Observemos que podemos supor que a seqiiéncia é nao-decrescente, pois, caso nao fosse,
bastaria tomar seqiiéncia {vg }ren, cujo k-ésimo termo é dado por vy = max{uy, ug, ..., u}.
Se considerarmos a harmonizada u? de u;, em B teremos pelo Principio do Maximo que
{uP}ren também serd nao-decrescente e u, < uP, o que juntamente com o fato de que
uP € Ay para todo k € N, nos d4

lim up (z) = Uy (o).

k—o0

Portanto, pelo coroldrio (A.12), {uf}ren converge em B para uma fungao harmoénica que
denotaremos por U. Logo, a demonstracao terminard se tivermos U = Uy em B. Como
up € Ay, para todo k € N, é imediato que U < Uy em B. Assim, resta provar que Up(z) <
U(z) para todo x € B. Suponhamos que exista y € B tal que U(y) < Us(y). Analogamente

como acima consideremos uma seqiiéncia {vg breny de Ay tal que klim vk(y) = Us(y). Mas,
—00
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agora, tomemos wy, = max{ui, ..., ux, v, ..., v} € we. Também é facil ver que wP € A; e
wfﬂ > wP, wf > wy, > max{uy, vy}, para todo k € N. Dai

lim wP(y) = Up(y) e lim wi(z0) = Us(zo). (2.31.1)

k—o0 k—o00

Novamente, pelo coroldrio (A.12) seguird que {wp}reny convirgird para uma fungao W
harmonica em B. De wf > uf para todo k € N, tem-se que a fun¢ao harmonica W — U é
nao-negativa em B. Mas W (xy) = U(x), logo, pelo Principio do Minimo temos que W = U,
o que é uma contradicdo, pois de (2.31.1) terfamos que W (y) = Us(y) > U(y). [

Perron no seu artigo [22] foi um pouco mais além, definindo a classe das superfuncoes de

() associadas a f como
B; = {v:Q — R continua; v é superharmonica em Q e v > f em 9},

e considerou a func¢ao

Vi(x) = inf v(x).

’UE%JC
Por conseguinte, provou que V; também ¢ harmoénica e que se f ¢ continua entao as subfuncao

e superfuncao associadas a f sao idénticas.

Provada a harmonicidade de Uy em () passamos ao improvavel resultado citado no
preambulo da se¢ao: da unicidade dos Métodos da Varredura de Poincaré e Perron. Contudo,
antes mostraremos que no caso do Problema de Dirichlet possuir uma solugao esta sera a

funcao de Perron.

Proposicao 2.32 Se o Problema de Dirichlet com condicao de contorno f tiver uma solu¢ao

u entao u = Uy.

Demonstracao Observemos que até o momento estamos considerando apenas solugoes no
sentido classico, entao f necessariamente tem que ser continua. E imediato que u é uma
subfuncao, logo, u < Uy. Por fim, provemos que Uy < u. Mas, para isto observe que para
qualquer subfuncao v temos que v —u < 0 em 02, de onde pelo Principio do Maximo segue

que v < u. Portanto, Uy < w. [ |



Cap. 2 : Métodos Alternantes 21

Proposicao 2.33 Seja f € C(0Q). Se f admitir uma extensdo continua a Q e subharménica
em ) entao as fungoes harmonicas obtidas pelo Método de Perron e da Varredura de Poincaré

serao a mesma.

Demonstracao: Seja u a fungao harmonica obtida pelo Método da Varredura de Poincaré
aplicado a fy, onde f, é uma extensdo continua de f em Q e subharmoénica em €. Sendo f;,
como na demonstragao do Método da Varredura temos que f;, € Ay para todo k € Ny, logo,

u(z) = lim fip(x) < Up(x).

k—o00

Para provar que Uy(z) < u(z) para todo x € (2, suponhamos que isto nao ocorra, ou seja,
existe y € 2 tal que u(y) < Us(y). Logo, pela definicdo de Uy existe v € Ay tal que
u(y) < v(y). Tomando ug(x) = max{v(z), fo(z)}, ao aplicar o Método de Varredura a
up obteremos novamente u, pois pela proposigdo (2.21) o método independe da extensao
considerada. Porém, teriamos a contradigao u(y) > uo(y) = v(y) > u(y). Portanto obtemos

que Uy = u. [ |

Através da ultima proposicao, no caso da funcao de contorno ser continua, teremos que
todos os resultados inerentes a fungao obtida pelo Método da Varredura de Poincaré também

serao validos para a funcao de Perron, inclusive os dois préximos teoremas.

Teorema 2.34 Seja o € 02 um ponto reqular de 2. Se f € continua em xy entao

Tim Uy(z) = f(xo).

Demonstracao: Dado € > 0 pela continuidade de f em xy, temos que existe A > 0 tal que se

r €0 e |r— x| <\ entdo

|f(z) = f(zo)| <e. (2.34.1)
Agora, consideremos a barreira ¢ : Q — R de 29 em Q, oo = min ¢ >0e M =sup f. Se
O\ Bag (6) o9
x € 00\ By, (0) tem-se que
fla) < floo) + e+ EE 01 = fan) (2312)
e F@)> flao) — e — LB M 4 flan). (2.34.3)

®o
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Logo, de (2.34.1) vemos que as desigualdades acima sao verificadas em 0. Definindo

u(z) = f(xo) — € — %(M + f(zo)) e v(z) = f(xo) + € + L(M — f(xg)) teremos que

)
$o
u é uma subfuncao e v é superharmonica, de onde, v majora toda subfuncao. Portanto,
P\T P\T
Flao) — e~ PO 00— fa) < Upla) < o) + e+ 201~ flay),
Yo Yo
para todo z € Q. Por fim, da continuidade de ¢ em z,, onde vale 0, e da arbitrariedade de

€ > 0 segue que lim Ug(x) = f(xo). |
T—T0

No prosseguimento do trabalho sera necessario a definicao de solugao do Problema de

Dirichlet quando a condi¢ao de contorno nao for continua.

Definicao 2.35 Sejam Q um aberto limitado e f : 022 — R uma funcdao limitada. Diremos
que uma funcdo u : Q — R € solucdo do Problema de Dirichlet com condicdo de contorno f

se u € harmonica em ) e lim u(z) = f(xo) para todo xg € 02 em que f é continua.
T—xQ

Observacao 2.36 Nesse caso mais geral nao teremos unicidade de solucoes. Como exemplo,
podemos considerar Q = B(0) C R? e f(x) = 1 se o dngulo entre x e 0 € irracional e f(z) =0
caso contrario. Como [ nao é continua em nenhum ponto, qualquer func¢ao harmonica em

B(0) serd solugdo do Problema de Dirichlet. Em particular, todas as constantes.
Mas, evidentemente, que a partir do teorema (2.34) temos a seguinte proposigao

Proposigao 2.37 Seja Q) um aberto tal que todos os pontos da sua fronteira sao regulares.
Entdao o Problema de Dirichlet tem ao menos uma solugao limitada para qualquer condicdo

de contorno limitada.

Também do ultimo teorema segue

Teorema 2.38 Um dominio é de Dirichlet se, e somente se, todos os seus pontos sao

requlares.
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2.4 Meétodo de Schwarz

Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) notou que os dominios 2 C C que admite
uma aplicacio conforme h : © — B;(0), onde B;(0) é o disco unitdrio em C, tal que
h: 02 — B;(0) ¢ um homeomorfismo sao Dominios de Dirichlet. De fato, dada f € C(992)
consideremos uma funcao harmoénica v : B1(0) — R com v = f o h™! em 9B;(0), logo,
uw=wvoh:Q — R ésolucdo do Problema de Dirichlet com condicdo de contorno f, pois h

sendo uma aplicacao conforme ¢é analitica.

Observado este fato, Schwarz, juntamente com Kar Gottfried Neumann (1793-1870),
passou a construir aplicagoes conformes para poligonos convexos e, consequentemente, ambos
conseguiram por aproximacoes representacoes conformes para regioes convexas. Com tais
resultados, Schwarz resolveu o Problema de Dirichlet para uma grande classe de abertos do
plano, a qual foi alargada com a sua demonstracao de que reuniao de dominios suaves de
Dirichlet que nao se tangenciam também ¢ um dominio de Dirichlet, resultado que seré,
agora, nosso objetivo. Porém, primeiramente, é necessario compreender o que vem a ser um

aberto suave.

Definicao 2.39 Um aberto 2 C R™ € dito suave se para qualquer ponto xo € OS2 existem um
aberto W C R™ e uma fun¢ao ¢ : W — R de classe C* tal que Vi)(x) # 0 para todo x € W
e W N o= 1y10).

Se suposermos também que R?*\Q) é conexo teremos que para cada ponto zy € 9 existe
um caminho continuo de x( ao infinito contido em R\2 e, consequentemente, estaremos aptos
a considerar uma funcao argumento arg,, : Q — R, onde definimos arg,, (7o) = 0. Portanto,
args, serd uma funcdo continua em Q\{z} e harmonica em Q. Além disso, como 99 tem

tangente em xy temos que

lim  arg,(z) — lm  arg,(z)=m.
r € 00 x € 00
T —xg T — 1y

Ja sabemos do teorema (2.37) que todo Dominio de Dirichlet com condi¢ao de fronteira

seccionalmente continua tem uma solugao limitada. Agora, faremos uso da funcao argumento
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para construir uma solugao explicita. Dados um Dominio de Dirichlet Q2 e f : 00 — R

seccionalmente continua, com pontos de descontinuidades {z1,...,z,}, considerando g :

002 — R, dada por

B flz)—=>0, aiarfr” () sex € IN{xy,..., 2.}
g(x) = :

0 i=1,...,n

onde a; € o salto da fungao f em xz;, isto é, a; = lim f(z) — lim f(z), g : 02 — R serd

continua. Seja, entdo, v : @ — R a solucdo do Problema de Dirichlet com condicdo de

fronteira g. Portanto, u :  — R dada por

ar

T ()

u(z) = v(z) + Zai

¢ uma solugao procurada.

Agora, provemos que também temos unicidade de solucoes limitadas do Problema de
Dirichlet com condicao de fronteira descontinua numa quantidade finita. Portanto, a funcao

obtida acima é a mesma de Perron.

Proposicao 2.40 Sejam Q@ C R*" comn > 3 e f : 02 — R uma fungao continua,
exceto numa quantidade finita {x1,...,z,}. Entdo o Problema de Dirichlet com condigdo

de contorno f admite no mdrimo uma solucdao limitada.

Demonstracao: Sejam u; e us duas solucoes limitadas do problema de Dirichlet com condigao
de contorno f entdo u = u; —ug = 0 em OQ\{z1,...,x,}, existe M > 0 tal que |u(x)| < M
para todo x € € e u é harmonica em 2. Mostremos que u é identicamente nula. Seja0 < e < 1
suficientemente pequeno, de forma que B.(z;)NBe(x;) = ) para ¢ # j. Consideremos a fungao
ve(z) = Me"? (W +...+ m) :
Vemos que u e v, sdo fungoes harmonicas em Q, = Q\B(x1) U ... U B(x,) e continuas em
Q.. Além disso, u < v, em 05), de onde, pelo Principio do Méximo u < v, em d€e. Dado
z € (2 temos que u(z) < v(x) para todo € > 0 suficientemente pequeno, fazendo € tender a
zero u(x) < v.(x) = 0, portanto, concluimos que u < 0. Trocando os papéis de u; e ug na

demonstracao temos que u > 0. Logo, u = 0. [ |
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No caso de nosso interesse, do plano, uma demonstragao nos mesmos moldes ¢ dificultada
pela natureza distinta da solucao fundamental. Contudo, uma outra foi obtida por Kellogg

em [16] ao demonstrar que a proposigao acima é valida caso o seguinte lema também o seja.

Lema 2.41 (Lema Fundamental) Qualquer conjunto fechado e limitado de pontos de

capacidade positiva tem ao menos um ponto reqular

No mesmo artigo, assegurou a asser¢ao no caso bi-dimensional. A defini¢ao de capacidade
no caso R? é apresentada por Wiener em [27], no capitulo 4) introduziremos o conceito para

n > 3.

Sejam 2 um Dominio de Dirichlet, f : 92 — R definida por

1 sexem
flz) = 7

0 sex €™y

onde 71 e vy, sdo dois abertos em 0f) tais que v Uy = 09 e 71 N2 = {p, ¢}, € ug a solucao

P 7/1

Figura 2.1.

limitada do Problema de Dirichlet de 2 com condi¢ao de contorno f. Se tivermos uma curva
diferencidvel o : [0, 1] — Q tal que o(s) € Q para 0 < s < 1, 0(0) = p e o(1) = q teremos pelo
Principio do Méximo ug(o(s)) < 1 para 0 < s < 1, pois pela proposigao (2.40) ug é igual a
funcao de Perron associada a f que é menor que 1 em todos os pontos de 2. Além disso, se o
nao tangenciar d€ em p e em ¢, devido a forma de ug, também seguira que }gl_I)% up(o(s)) =<1

tal como lim,_,; u(o(s)) =< 1. Assim,

0, = maxu < 1
o

No transcorrer do texto precisaremos generalizar o Principio do Maximo, para que seja

aplicavel em fungoes harmonicas com fronteira seccionalmente continua.
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Proposigao 2.42 (Principio do Mdzimo Generalizado) Sejam @ C R™ um Dominio de
Dirichlet, f : 00 — R uma funcao descontinua numa quantidade finita de pontos tal que
f < M, onde M ¢ uma constante, e u : 0 — R uma funcdo subharmonica e continua em
Q, exceto nos pontos de descontinuidade de f. Se xli_gclo supu(z) < M para todo ponto zq de

descontinuidade de f entao

u(z) < M, para todo x € Q.

Demonstracao: Sejam x1,Ts,...,x; os pontos de descontinuidade de f e ¢ > 0 tais que
sup u(z) < M + ¢, para todo j € {1,...,k}. Como u é subharmonica em Q\ U; Bc(z;)
Be(z;)

temos pelo Principio do Maximo que u(x) < M +¢€ em Q\ U; B.(z;). Fazendo € — 0 obtemos

que u(zx) < M. |

Com a demonstracao baseada nas mesmas idéias da anterior também temos a seguinte:

Proposicao 2.43 (Principio do Minimo Generalizado) Sejam Q@ C R™ um Dominio de
Dirichlet, f : 00 — R uma func¢ao descontinua numa quantidade finita de pontos tal que
f > m, onde m é uma constante, ¢ u : 2 — R uma funcdo superharmonica e continua em
Q, exceto nos pontos de descontinuidade de f. Se lim infu(x) > m para todo ponto zy de

Tr—T0

descontinuidade de f entao

uw(z) >m, para todo x € ).

Lema 2.44 Sejam Q um Dominio de Dirichlet, v, e v, como acima. Se u € C*(2) N C°(Q)

€ harmonica em ) e u =0 em vy entdao

max u < 6, maxu (2.44.1)
o0

g

Demonstracao: Considerando a fungao ug acima, temos que Muy — u > 0 em 0f2, onde
M = max u. Logo, pelo Principio do Minimo Generalizado (2.43) temos que Mug — u > 0

em ). Em particular,

u(z) < 0,M,
para todo = € o. |

Finalmente, provaremos o resultado central da secao.
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Teorema 2.45 Sejam €2y e Qs dois dominios de Dirichlet suaves tais que RQ\Ql e RQ\QQ $G0

conexos. Se {2y e Qs nao se tangenciam entao 2y U Qo também é um Dominio de Dirichlet.

Demonstra¢ao: A idéia da demonstracao é contruir, a partir de f € C(9(2; U €)y)), duas
seqliéncias que convergirao para solugoes u e v de certos Problemas de Dirichlet em §2; e
)y, respectivamente, coincidentes em Q; N Q. Pois, daf poderemos concluir que a funcéo

w: 2 Uy — R, dada por
w(z) = u(zx), sex € ?1
v(x), sex € (),
sera a solucao do Problema de Dirichlet em Q; U €25 com condicao de contorno f. Dada
f € C(0(2,Uy)) estendemos-a a uma funcao continua hy : Q; — R e definimos u; : Q; — R
como a solucao do Problema de Dirichlet em §2; com condicao de fronteira h; e, dai,
v1 : Q5 — R solucdo do Problema de Dirichlet em €, com condicdo de fronteira g, dada
por g(z) = f(x) se x € 0\oy € g(x) = uy(x) se x € 0y. Por recursividade definimos wy, e vy,

para k > 1 da seguinte forma: wu; a solu¢ao do Problema de Dirichlet em €2; com condicao

de fronteira

ha(2) f(z), se x € 00 \0o2
E\T) =
vg—1(x), se x € 0.

e v, em §)y com contorno

f(z), se x € 0Q\0y
gr(x) =
ug(x), se x € oy,

onde o1 e 09 sa0 0s pontos de 92y e de 02 que estao em €2y e {29, respectivamente. Para

02, 1,

Figura 2.2.

mostrar que ug € v convergem uniformemente escrevemos

Uk:ul+(UQ—U1>+(U3—U2)+...+(Uk—uk_1)

e vp=v+ (vg—v1)+ (v3—v2) + ...+ (Vg —Vg_1)
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Se M = r%%xm +r(191gx|h1| temos que |ug — ui| < 2M em 02y, de onde |us — uy| < 2M em
1

;. Como uy —uy; = 0 em 0\ o9, pelo lema precedente seguird que
|U2 —’LL1| S QMQJI S 2M0

em oy, onde § = max{6,,,0,,}. Logo, |vy —vi| < 2M6 em 0 e, portanto, |vy — v1| < 2M0
em (2. Usando, novamente, o lema anterior obteremos que |vy — vy| < 2M 6% em 05. De
onde usando mais uma vez o Principio do Méximo teremos que |uz — us| < 2M6* em Q.

Procedendo indutivamente temos as seguintes desigualdades:
up — up_1| < 2MO** e o — vp_q| < 2MO*F3,

Portanto,

k
Jur | + Jug — ug| + ...+ |ug — U | §M+Z2M92j’4§M—|—
=2

2M
1—06?

e, analogamente,

2M0
1—6%

ou seja, uy e vy convergem a u e v, as quais pela proposi¢ao (A.10) sdo harmonicas em € e

lor] + Jvg — o1 + ...+ |og — ok, | < M +

Qy, respectivamente. Por fim, notemos que {vy — uy }ren € {Up_1 — ur }ren convergem a v — wu.
Mas vy, = up em o1 € vp_1 = up em oo, de onde v = u em o1 U 0o. Portanto, teremos v = u

em leQQ. [ |

2.5 A Funcao de Wiener

Outro matematico que contribuiu significativamente para o enriquecimento da Teoria do
Potencial com muitos resultados e conceitos foi Nobert Wiener. Seguindo o caminho de
Poincaré e Perron, Wiener, num artigo de 1924 [27], por meio de uma construgao distinta
também obteve, a partir de um dominio com condicao de contorno, uma funcao harmonica

que ¢é solucao do Problema de Dirichlet, caso esse admita solucao.

Observemos que todo aberto €2 mensurdvel e limitado de R" admite uma seqiiéncia

{Q Hren tal que Q = Upen@i, Q1 C Qy C ... CC Q, todo aberto @ CC  existe kg € N
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tal que € C € para todo k > ko e € é um Dominio de Dirichlet para cada k& € N. De
fato, se Q C 11", [a;, b;], com b; — a; € N, basta tomar €, como sendo a uniao dos blocos da
particio P = Py X ... x P,, onde P; = {ay, a;+1/2% a;+2/2%, ... b;}, contidos em Q. Entdo,
dada f € C(09) tomemos uma extensdo continua f em § e consideremos wy(r) = f(x) se
€ O\ e wi(z) = u(x) se z € U, onde u : ), — R é solucdo do Problema de Dirichlet

com condicao de fronteira ﬂ o0, Com as notagoes introduzidas, finalmente, definimos

Definigao 2.46 Se f: 002 — R for continua, onde Q admite uma decomposi¢cao {4 }ren do
tipo acima, definimos a Funcdao de Wiener em ) associada a f por
W(x) = klim wi ().

No teorema a seguir, além de demonstrar que W é harmonica em €2, demostraremos que

W esta bem definida.
Teorema 2.47 A Funcao de Wiener W : Q2 — R € harmonica.

Demonstracao: Suponhamos, incialmente, que f admita uma extensao continua em ) e
subharmoénica em €. Notemos que {wgren € uma seqiéncia nao-decrescente de fungdes

subharmonicas e pelo Principio do Méaximo limitadas por sup f. Assim, existe o limite
0

W(z) = lim wg(z),

k—o00

para cada x € Q. Além disso, dado um aberto ' CC Q temos que existe ky € N tal
que Y CC 4, para todo k > ko. Portanto, {wy}r>k, ¢ uma seqiencia nao-decrescente de
fungoes harmonicas em ' que converge pontualmente para W, logo, pelo corolario (A.12)
{wy }ren converge uniformemente a W, e, consequentemente, serd harmonica em €. Como
' é qualquer aberto em €2, cujo fecho também pertence a €2, temos que W é harmonica
em 2. Agora, no caso em que f é um polinomio podemos escrever f como diferenca de
duas fungoes subharmonicas f; = Alz|* + f(x), f» = A|z|?, com A suficientemente grande.
Logo, se wyg, vk, ux sao as fungoes obtidas, como acima, de f, f| e fo temos pela unicidade
do Problema de Dirichlet que wy = vy, — ug. Como vy e up convergem a funcoes harmonicas

UeV eW =U—V temos que W estd bem definida e ¢ harmonica em 2. Por fim,
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vejamos o caso em que f é uma funcao continua. Sejam ' CC Q e P um polinémio tais que
|f(z) — P(z)| < € para todo = € Q. Consideremos, também, as seqiiéncias {wy, }ren € {tr }ren
construidas na definicdo da Fungao de Wiener de f e de P. Mas, como vimos, {ug}ren
converge uniformemente em €', logo, existe ky € N tal que |u;(x) — up(z)] < ese x € Q' e
k,m > ko. Além disso, de ' CC Q segue que existe k; € N satisfazendo Q' C QN2 sempre
que k > ki, onde {Q hren e {QF }ren sao as decomposigoes de € utilizadas na construgao
das Funcoes de Wiener de f e de P, respectivamente. Pelo Principio do Méximo temos que

|wp — ug| < € em Q' desde que k > ky. Logo, se k,1 > max{kog, k1} temos que
(wi (@) — wi(2)] < [wi(x) = up(@)] + [ur(z) — w(@)| + [w(z) —wi(z)| < 3,

para todo x € . Portanto, pelo Critério de Cauchy {wy}ren converge uniformemente em

(Y, e pela proposigao (A.10) também temos que W é harmonica em €Y' |

A mesma pergunta que surgiu no Método da Varredura de Poincaré referente a unicidade
do método ressurge novamente e as duas préximas proposicoes fornecerao a independéncia

em relacao a decomposicao do dominio e a extensao da funcao contorno.

Proposicao 2.48 Sejam {Qtren € {Q fwen duas decomposicoes de Q. Entao as fungoes
de Wiener obtidas pelas duas decomposi¢oes e por uma func¢ao continua f : 02 — R serao

1GUaLSs

Demonstracdo: Suponhamos, inicialmente, que f admite uma extensdo subharmoénica f.
Consideremos as Fungoes de Wiener Wy e Wy em {4 }ren € {2 }ren, respectivamente,
associadas a f, logo, f < Wi e f < W,. Dado z € Q temos que existe kg € N tal que
r € Q) N Qp para todo k, k' > ky. Como w}. = f em 98, pelo Principio do Méximo temos
que

wi(v) < Wy(x), (2.48.1)

para todo k > k', dai Wi(z) < Wa(x). De modo andlogo Wy(x) < Wi(x). Portanto,
Wi(xz) = Wa(x). Sendo x € Q arbirtario, segue que W7 = Ws,. Provado o caso subharmonico,
observando a demonstragao do teorema anterior, facilmente, vemos que o resultado também
é valido no caso em que f é um polindmio e, por fim, no caso geral em que é uma funcao

continua. ]
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Proposicao 2.49 Seja f € C(Q2) uma fungao que admite as extensoes fi e fo continuas em

Q. Entao as Funcgoes de Wiener associadas a f e fy sdo iguais.

Demonstracao: Sejam Wi e W5 as Funcoes de Wiener associadas a f; e a fs, respectivamente.
Como f; — fo é continua em Q e f; — fo = 0 em O segue que dado € > 0 existe § > 0 tal
que |fi — fo| < € em B(09,6). Tomando ky € N, com 09 C B(99,0) para k > ko temos
pelo Principio do Maximo que

wi(z) — wi(@)] <,

para todos © € Q e k > ky. Logo |W'(z) — W?(z)| < e. Como € > 0 é arbitrdrio tem-se que
Wt =w?2 |

Proposicao 2.50 Se o Problema de Dirichlet com condi¢do de contorno f € C(0R2) admitir

uma solucao u entao u = W.

Demonstracdo: Sendo u = f em 9 temos pelo Principio do Maximo que wy, < u em Q para
todo k € N, onde a seqiiéncia {wy}reny é a utilizada na constru¢ao da Fungao de Wiener.
Portanto,

W(z) = lim wg(z) < u(z). (2.50.1)

k—o00
Por fim, ja vimos que a funcao de Wiener independe da extensao continua de f tomada, logo,
se considerarmos u como a extensao de f em €2, teremos que u < W, o que juntamente com

(2.50.1) nos fornece W = w. |

Ao procurar resultados andlogos aos da ultima secao obtemos

Proposicao 2.51 Dados um aberto limitado 2 que admite uma decomposi¢ao {Q}ren €
f: 00 — R continua que admite wma extensio continua a 0 e subharmonica em € temos

que as Funcgoes de Perron e de Wiener em ) associadas a f sdo iguais.

Demonstra¢ao: Como cada wyg, definida na construcao de Wiener, é uma subfuncao, é
imediato que W < U. Por fim, provemos que U < W. Suponhamos que ocorra o contrario,
ou seja, existe y € 2 tal que W(y) < U(y), logo, temos que existe uma subfungao u com

W(y) < u(y). Porém, ja vimos que a Func¢ao de Wiener independe da extensao tomada, dai,
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se considerarmos a extensao max{u, f}, vemos que W(y) > u(y), o que é uma contradigao.

Portanto W = U. |

A dltima proposigao é um caso particular de um dos resultados encontrados no artigo [29]
de Wiener, que ampliou os limites do alcance da teoria desenvolvida no artigo [22] de Perron
que fora lancado pouco meses antes, em que afirma que no caso da condicao de fronteira ser
continua a funcao de Wiener é simultaneamente igual ao supremo de todas subfungoes e o

infimo de todas as sobrefungoes.

Corolario 2.52 Sejam 2 um aberto limitado e f : 02 — R uma fungdao que admite uma
extensao continua a £ e subharmonica em ). Entao as fungoes obtidas pelo Método da

Varredura de Poincaré, de Perron e de Wiener sao as mesmas.

Por fim, utilizando a tltima proposigao e o teorema (2.38) temos, como nos métodos ja
vistos, uma boa caracterizacao dos Dominios de Dirichlet em funcao da geometria de sua

fronteira.

Teorema 2.53 Um aberto limitado €2 é um Dominio de Dirichlet se, e somente se, todos 0s

pontos de sua fronteira sao requlares.

A analogia dos resultados dos métodos de Poincaré e de Wiener nao é uma mera
coincidéncia. Kellogg, em [12], notou que as construgoes das fungoes obtidas por tais métodos

sao casos particulares de uma outra mais geral que leva a uma funcao harmonica.

Definigao 2.54 (Métodos das seqiiéncias) Sejam Q um aberto limitado e f : 00 — R
uma funcdo continua que admite uma extensio continua a 0 e subharmonica em Q. Dada

uma seqiéncia {Q tren de abertos cujo fecho estd contido em ) tal que

1. O Problema de Dirichlet em §, com condicdo de contorno ﬂaﬂk é soluvel, para todo

ke N;

2. Para cada x € Q existe r > 0 tal que B.(x) C € para uma quantidade infinita de
keN,
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definimos recursivamente vo = f e

vp_1(z) sex € Q\Qp_y
vg(x) = ,

u(x) sex €
onde u € a solu¢ao do Problema de Dirichlet em ), com condi¢cao de contorno ﬂan' Entao
a Funcao de Kellogg associada a f €

V(z) = klim vg(T).

Teorema 2.55 Dadas duas seqiiéncias {Q }ren € {0 }ken como na defini¢ao acima e duas
extensoes f1 e fo continuas de f em Q e subharmonicas em Q0 entdo as Funcoes de Kellogg

obtidas sao iguais.

Demonstracoes analogas as encontradas nas secoes precedentes mostram que V' é uma
funcao harmonica em {2 que converge a f nos pontos regulares de ) e a validade do ultimo
teorema. Logo, da unicidade da Funcao de Kellogg perante escolha das regioes €2 e da
extensao subharmonica é imediato que as funcgoes harmonicas obtidas por Poincaré e por

Wiener tém que ser idénticas.



Capitulo 3

Método das Equacoes Integrais

O desenvolvimento da Analise Funcional e das Equagoes Diferenciais e Parciais sempre
estiveram extremamente interligados. Como exemplo ha o uso da Alternativa de Fredholm

para resolver o Problema de Dirichlet para abertos em R™ de classe C2.

Neste método a questao de solubilidade do Problema de Dirichlet com contorno f sera
simplificado em determinar a solugao de uma equacdo integral em L?(9€)). Pois, como

veremos, a funcao v : {2 — R dada por
o) = [ 2N ow)daty)
Q

onde ¢ € C(01), é harmoénicae lim v(x) = %¢(m0)+/ Ou, N (z0,y)9(y)do(y). Mais adiante,
o0N

T—x0

definiremos um operador em L*(9€2) por

Trp(x) = [ K(z,y)¢(y)do(y),
o9
onde K(x,y) = 0,,N(x,y). Portanto, o nosso problema transformar-se-a em resolver a
equacao
1
Z 4T =
5 + Tk =f

Um importante paliativo é que se f for continua entio a solugao em L?(9)) também
sera continua, resolvendo, assim, completamente o Problema de Dirichlet para abertos com
fronteira de classe C2. O operador Tk sobressai-se entre os operadores limitados pelo fato de
ser compacto, sendo, portanto, aplicdvel diversos teoremas peculiares e importantes como a

Alternativa de Fredholm, fundamental na obtencao de uma solucao da equacao acima.

34
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3.1 Alternativa de Fredholm

A Alternativa de Fredholm foi provada, primeiramente, por Erik Ivar Fredholm (1866-
1927) para uma classe de operadores integrais em L?. J4 em espacos de Hilbert a
demonstracao do resultado ¢ devido a F. Riez, enquanto que para espacgos de Banach foi

obtida por Schauder.

Teorema 3.1 (Alternativa de Fredholm) Sejam X um espago de Banach e T : X — X

um operador compacto. Se
W={zeX;Te=A} e Wy={reX,; T"z = Az},

onde \ € um numero complexo, temos que

1. A dimensao do espago gerado pelos autovetores de Vy, para |\ > € € finita, com € > 0

arbitrdrio;
2. Se X # 0, dim(Vy) = dim(Wy);

3. SeA#£0, ROAM —T) =R\ —T).

Corolario 3.2 Sejam X um espago de Hilbert e T : X — X um operador compacto. Se

A # 0 entdo y = (M — T)x, para algum x € X, se, e somente se, y € Wx—.

Demonstracao: Lembrando o fato que m = N(S *)L7 qualquer que seja o operador limitado
S, segue que se y = (A — T)x entao y LN ((AI — T)*), ou seja, y € VVXL Reciprocamente,
sey € Wi =N((M-T)") = R(M — T) teremos pela Alternativa de Fredholm item 3) que
y € RN —T). [

E de que dim(V)) = dim(Wy) e do corolario anterior segue o préximo resultado, o qual
frutificard uma bela interligagdo entre a Andlise Funcional e as Equagoes Diferenciais e

Parciais.

Corolario 3.3 Sejam X um espago de Hilbert e T : X — X um operador compacto. Se

A # 0 entao NI — T ¢é sobrejetivo se, e somente se, é injetivo.
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3.2 Potencial de Camada Dupla

Se v € C%(Q) é harmonica temos pela Terceira Identidade de Green que

o) = [ (e = N ) ) doto),

Agora, se esquecermos o termo contendo a derivada normal de v obtemos uma nova fungao
envolvendo apenas v na fronteira de 02 e a solu¢ao fundamental. Assim, nos inspiramos a

fazer a seguinte defini¢ao

Definicao 3.4 Seja ¢ : 02 — R uma funcdao continua. O potencial de camada dupla gerado

por ¢ serd a funcao v : R"™\0Q — R definida por

ON

v(z) = ., a—yy(x, Y)o(y)do(y). (3.4.1)

Facilmente vemos que v é uma fungao harmonica. Fisicamente, v representa o potencial
eletrostatico determinado por uma distribuicao superficial de dipélos elétricos com densidade
¢. De fato, pela Lei Fundamental da Eletrostatica, descoberta por Coulomb, temos que a

forca exercida entre duas cargas de cargas ¢q; e g2 € dada pela formula

- Kq1go
= —,

F

r

onde K é uma constante que depende do meio. A forca sendo de repulsao ou atragao se as
cargas tém os mesmos ou diferentes sinais, respectivamente. E conveniente tomar a unidade
de medida de forma que K = 1. O potencial gerado por uma carga ¢ em y é dado por
u(z) = q/|r — y|, isto é, a forga exercida numa carga positiva unitaria colocada em z é
igual ao negativo do gradiente de u. Agora, se duas cargas ¢ e —q sao colocadas em y e z,

respectivamente, temos que o potencial gerado num ponto x é

q q 1 1 1
uwe)=—— - =daly— 27— — -
lx =2 |z -y ly—z[ \|lz ==z |z —y

Além disso, se as cargas aproximam-se numa direcao fixa n de um ponto w de forma
que q.ly — z| = M, onde M é uma constante, temos que o potencial gerado no limite é

u(z) = M a%ﬁ' Por fim, se os dipdlos sao distribuidos continuamente numa superficie S
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com densidade ¢ e a direcao dos dipdélos em cada ponto é normal a superficie, obtemos o

potencial de camada dupla

v(z) = 8—N(SE, y)o(y)do(y).

o0 aVy

Durante esta secao e as seguintes deste capitulo a fim de facilitar os célculos e
demonstragoes consideraremos a medida |z — y| em coordenadas locais, pois essa medida

e a dada no espago ambiente tém a mesma ordem de magnitude quando |z — y| — 0.

Passadas as motivagoes iniciais pretendemos analisar se é possivel estender o potencial
de camada dupla a 012, isto é, dados x € 0f) e uma funcao continua ¢ : 92 — R faz

sentido (3.4.1)?. O maior problema estd na descontinuidade de 0,, N em = = y. De fato, se

K € L*(09Q x 09), facilmente, obtemos que o operador Tk : L*(992) — L?(9€) dado por

Trd(z) = ., K(z,y)o(y)do(y)

estd bem definido e ainda serd um operador compacto, como veremos adiante. Neste caso,

dizemos que K é um Kernel Hilbert-Schmidt.

Proposicao 3.5 Se K ¢ um Kernel Hilbert-Schmidt entao Ty, definido acima, serd um

operador compacto em L*(09) e ||Tk]|| < || K]

Demonstragdo: Pelo teorema de Fubini K(z,-) € L?(0Q) para quase todo ponto z € 99.
Logo, pela desigualdade de Holder temos que

ol < [ Ik llewlint) < ([ |K<x,y>|2da<y>>”2. (] |¢<y)‘2da(y))”2
< Dol ([ \K(w)\?da(y))m ol 1K (e o

é finito em quase todo ponto. Além disso, novamente por Fubini
itcolly = [ eowPasta) < [ ([ G@nPast) ) ool
o0 o0 \Joaq
= [ K G@y)Pdlo x o)l = 1KIBllol
X0

Portanto, Tx¢ € L*(09Q) e ||Tk|l2 < ||K||l2- Como L*(99) é separdvel temos que existe

uma base ortonormal {¢;}°, de L?(99), logo, os elementos ¥(z,y) = ¢:(x)¢;(y), para
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i,j = 1,...,00, constituem uma base de L?(9Q x 99Q). Portanto, dado K € L*(9Q x 99Q)
temos que existem a;; tais que K(z,y) = >, ; aij¢hij(z,y). Tomando
Kyn(z,y) = Z aij¥ij (%, y)
1,J<N
temos que Tk, €< ¢1,...,¢N >, portanto, compacto e
1Tk = Ticylle < 1K — Kxlla = ) lagl <,
i,j>N
se N é suficientemente grande. Ou seja, Tx é um operado compacto, pois é um operador

limitado aproximado por operadores compactos. [ |

Para generalizar o resultado acima para funcoes K de 02 x J€) com valores reais mais

gerais, incluindo dv, N (z,y), o seguinte lema técnico sera crucial.

Lema 3.6 Seja S uma hiperficie compacta orientdvel em R™ de classe C*. Entao existe ¢ > 0

tal que
(= y)v(y)] < clz -yl (3.6.1)

para todo x,y € S.

Demonstracao: Notemos que basta mostrar o lema localmente, isto ¢, numa vizinhanca de
cada ponto =y € S. De fato, tomemos B,,(z1),...,B,, (x,) tais que se z,y € B,,(z;) NS

entao
(@ = y)r(y)] < cilr -yl (3.6.2)
para todo i € {1,...,n}, e S C UL B, 2(x;). Fixemos 1 < k < n. Agora, se

x € B, o(zp) NS ey ¢ B, (x) temos que |x —y| > /2, de onde segue que

1 2
l@w: <2cm
[z —yll e =yl —
onde m = max{2/r;,i = 1,...,n}. Portanto, |(z — y)v(y)| < m|z —y|?>. O que, juntamente

com (3.6.2), nos fornece
(@ —y)v(y)l < ale —yl*,

se x € By, o(xx) ey € 5, onde ¢ = max{m,c,}. Como S C U, B,,(x;) concluimos

que vale (3.6.1) com ¢ = max{¢;,i = 1,...,n}. Passemos a demonstrar que dado zy € S
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podemos construir uma vizinhanga de xy que valha (3.6.1). Sendo S uma hiperficie de classe
C? temos que S ¢é localmente o grafico de uma aplicacao C? de R ! do tipo em que uma
coordenada é dada em funcao das n — 1 restantes, ou seja, supondo que a variavel dependente
é a n-enésima, existem W C R™ aberto e ¢ : V — R de classe C?, com V C R"! aberto, que

podemos supor convexo, tais que

SNW ={(£¢(§)):;§ €V}

Como SNW = ¢g71(0), onde g : V x R — R é dada por g(£,t) =t — ¢(§) também temos que

(-2©.....~2©).1)
V(& ¢(8)) ( Do (¢, ... —9‘6(5),1) '

R

V(€ p(§) ==+

Diminuindo V', se necessario, da férmula de Taylor com resto Lagrange segue que se (&, € V'

entao

©(&) = ) + Vo) (€ —n) + Ry(§ —n),

onde [R,(§—n)| < F|¢—nl> e M = Sup IVe(&)]]. Portanto, se z = (§,¢(£)),y = (1, ¢(n)) €
S
SNW com x # y, tem-se que

T =y 1 - -V -
( - E/)mgy)‘ Vo) |£(8) w(ﬁl_mf(n)(é n)|
_ | Ry(€ = n) | R, (& —n)|
M
S 7 =C. |
Assim, vemos que
S N(pa) = Ty vy L Alxy)
N P T e e

onde A é uma fungao limitada em (99 x IQ)\D, onde D = {(z, z); z € 0Q}. De forma geral,

fazemos uso da seguinte definicao

Definicao 3.7 Seja S wma hiperficie compacta orientdvel de classe C?>. Uma funcado

mensurdvel K : (S x S)\D — R é um kernel de ordem «, com 0 < a <n —2, se

K(z,y) = A(x,y)|x —y|™*
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e um kernel de ordem zero se
onde A e B sao fungoes limitadas em (S x S)\D, onde D = {(x,x);z € S}.
Portanto nessa linguagem, se K (z,y) = 0v,N(z,y) entao K é um kernel de ordem n — 2.

A cada kernel K : (S x S)\D — R de ordem « associamos o operador Tk : L*(S) — L*(S),
dado por

Tko(x /K x,y)o(y)do(y). (3.7.1)

Logicamente, devemos mostrar que Tk estd bem definido, ou seja, Tk ¢ € L*(S) sempre que
¢ € L*(S). Sendo necessdrio no caso de kernel de ordem zero a estimativa de uma integral

que faremos a seguir

Lema 3.8 Fuxiste C' > 0 independente de € tal que

[ 1oglylldoty) < €1+ loge)

€

onde B, = B(0)N S.

Demonstracao: Suponhamos inicialmente que ¢ < 1. Se d é um numero real positivo

denotaremos Bs = Bs(0) N S. Por coordenadas polares e integracao por partes

/]log\y“da(y) = —lim log ly|do(y :—hm// log |z|do(2)
Be =0 JB\B, 0B,

n—ll 1
= —w, lim (” %8s _ — / p"—‘"dp)
n n

n—0 n—1
No caso em que € > 1 separando a integrais em duas partes temos

/Hog\yﬂda(y) = // log |z|do (2 dp—hm// log |z|do(2)
B. 0B, 2B,

n 11 1
wn—l( ng . / n— de) +016n 1
o =1/

n—1
< Ce" 1+ |logel),

< O 1+ |logel).

IN

pois, como € > 1, temos que 1 — "~ < 0. [ |
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Proposicao 3.9 Seja K um kernel de ordem o, 0 < o < n — 2, e Tx o operador associado

ao kernel K. Entao existe C' > 0 independente de € tal que
1Twcolls < Ce" Al |6]]2, sea >0 e
| Tiolls < Ce" (|| Alloo (1 + [loge]) + | Blloo)[|0]]2,  se = 0.

desde que sup K C {(z,y);|r —y| < €}.

Demonstracao: Primeiramente, suponhamos que o > 0, logo, usando coordenadas polares

temos que se © € S

/S K(r.p)ldoly) < [l / o=yl do(y) = 1Al / /aBpp-adau)dp

€
A
cnlldll [ [ ey < 2l e
0o JoB,(0) n «

= CJJAlwe ",

IA

onde aqui Bs = Bs(z) NS se § é um numero real positivo. Da mesma forma segue que
Jo |1 K (x,y)|do(x) < C||A]|o€" 7%, para cada y € S fixo. J& no caso em que o = 0 teremos

pelo lema acima que

/S K (2,y)|do(y)

IN

1Al /B log | — ylldo(y) + || Bl /B do(y)
< NAlCre (og ] + 1) + [|Bllsorn_re"
= Ce (|| Al + oge]) + [1Bl)

e similarmente, [ |K(x,y)|do(x) < Ce" (|| Al|oo(1+ |loge]) + ||Bl|s), com y € S. Por fim,

observemos como existe uma constante C' > 0 tal que

sup / K(z,y)ldo(y) <C e sup / K (z,y)|do(x) < C

zeS Js yES S

temos, entao, pela desigualdade de Holder

Teo@] < [ IKGloldets) = [ 1K)l 2Kl 2 o)ldo()

([ tiaety ) ([l >)1/2

e (f |K<m,y>||¢<y>|2do<y>)l/2.

IN

IN
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Elevando ambos os lado ao quadrado e integrando em x obtemos ao inverter as integrais que
[ire@pdsts) < ¢ [ [ IKwyllow)Pdots)do
s sJs
= ¢ [ o) [ 1K p)ldrt)inty
S
< ¢ [ ow)Pioty)
S
Portanto, Tx¢(z) é finito para quase todo x e ||Tx |2 < C||9]]2. [
Corolario 3.10 Se K ¢ um kernel de ordem «, com 0 < a < n — 2 entao o operador
Ty : L*(S) — L*(S) € limitado.
Demonstracao: Basta tomar € > diam (5). |

Nao ¢é dificil ver que na realidade Tk é um operador limitado em LP(S) para qualquer
1 < p < oo. A escolha de L*(S) como campo de trabalho se deve ao fato desse espago ser de
Hilbert, o que nos permitira calcular a adjunta de Tx. Dados ¢, € L*(S) o produto interno

que consideremos em L?(S) de ¢ por 1 serd
<o.0>= [ dla)ula)do(a)
s
Se K(x,y) é um kernel de ordem 0 < oo < n — 2 pela Desigualdade de Holder teremos que

[ ([ xGaswia)) oot < .

de onde pelo Teorema de Fubini seguira que
<Tis.o> = [ To@oaot) = [ ([ Koot ) oo
S s \Js
= [ o) ([ K@noo)) dot) = [ otniTiotmist)
s S s
= < ¢7 TK*¢ >,
onde K*(x,y) = K(y,x). Logo, a adjunta T} de Tk é dada por Tk-.

Finalmente, estamos em condigoes de demonstrar que os operados da forma (3.7.1) com

niicleo de ordem « qualquer, 0 < a@ < n — 2, sdo operadores compactos em L?(S).

Teorema 3.11 Se K ¢ um kernel de ordem «, onde 0 < a < n — 2, entdo o operador

Ty : L*(S) — L3(S) associado ao Kernel K é compacto.
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Demonstracao: Para cada n > 0 seja

Ko () K(z,y) se |x—y|>1/n
n\T,Y) = .
0 se |[xr—y| <0

Logo K, é limitado em S x S. De fato, se x € S temos que |K,(z,y)| = |A(z,y)|z —y| | <
Cn® para todo y € S tal que |z —y| > 1/n, quando a > 0. J& se o = 0 temos que
Ko ()| = |A(z, y)log [ — y| + B(z,y)| < |[Allo|log |z — y[| + | Blloc < [|AllccM + || Bl|oc,
onde M = max{]|log1/n|,|logdiam(S)|} se |x — y| > 1/n. De onde segue que existe C' tal
que |K,(z,y)| < C, para 0 < o < n — 2. Portanto, K,, é um Kernel Hilbert-Schmidt e,
consequentemente, pela proposigao (3.5) Tk, ¢ compacto em L%(S). Ainda pela pela tltima
proposicao acima
lim [Ty — Ty 12 = 0.

Assim, temos que Tk é um operador limitado aproximado por operadores compactos,

portanto, também é. [ |

O dltimo passo para estendermos a definicdo de potencial de camada dupla a 02 sera
mostrar que se ¢ for limitado entao Tk¢ estarda bem definido como funcao. Contudo,

precisaremos restringir a classe dos kernels, restrigao que ainda continuard a conter dv,N.

Proposicao 3.12 Seja K um kernel continuo de ordem o, com 0 < o« < n—2. Se ¢ € L>®(S)

entao Tk serd uma funcao continua em S.

Demonstracao: Podemos, inicialmente, supor que a > 0, pois os kernels de ordem zero sao
de qualquer ordem maior que zero e menor que n— 1. Sejam xy € S, € > 0 e Bs = Bs(x9) NS

se 0 > 0. Logo, se x € B,, usando coordenadas polares temos que

(@) - Trcoleo)| < / K (2,y) — K(20,9)||6(y)|do(y)
< /B (1K (2, 9)| + 1K (20, 9))|6(y)]do(y)

b [ IE @) - Kol
S\B2n

< oty / o K = Ko )lo)ldoty)
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Por fim, vemos que como x € B, o integrando da ultima integral é continuo e converge
uniformemente a zero quando z — x. Poranto, existe 0 > 0 tal que |Tx(z) — Tk (x0)| < €,

se |z — xo| < 0. |

A partir de agora, reservaremos a notagao K(z,y) para 9,N(z,y) e estudaremos o caso

particular em que S é a fronteira de um aberto limitado 2 de classe C2.

Feitas as consideragoes acima podemos, sem nenhum remorso, estender (3.4.1) a todo R”,
isto é, dada ¢ € C(01), o potencial de camada dupla gerado por ¢ serd a fungao v : R" — R

dada por
o) = [ 9N o)daty). (3.12.1)

A qual ja sabemos que é harmonica em R™\02 e v|,, é continua. Porém, como veremos
a seguir, v nao é, em geral, continua em R", porém existem os limites lim v(z) quando
xr—x0
restringimos v a 2 e a R™\ (2. Para atingirmos esse objetivo serdo necessarios trés lemas, dois
envolvendo célculos e estimativas de [, 0, N (x,y)do(y) e um que estabelece a continuidade

de v em zg se ¢(xg) = 0.

Lema 3.13
1 se x e

/ dy,N(x,y)do(y) =9 0  se z € R"\Q
o0
1/2 se x € 0N

Demonstragao: Como y — N(x,y) é harmonica em Q se z € R"\Q) temos pela Segunda

Identidade de Green que

| 2 N@wio) = [ ANy =o.
oN Q

Se x € {2 podemos considerar € > 0 suficientemente pequeno de forma que B.(x) C Q. Logo,

aplicando o mesmo resultado citado acima a regiao Q. = Q\B¢(z), cuja fronteira denotamos
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por S, obtemos que
0 = /AN(:c,y)dy:/ Ay, N(x,y)do(y)
QE Se
[ Nt - [ 0, NGw.g)doty)
0 IBc(z)

1
— [ aNewiow) - [ doly)= [ 0,NGpdoty) <1
a0 Wp€ OB (z) o0

Por fim, supohamos que x € 992. Consideremos os seguintes conjuntos Se = 9Q\ (02N B.(x)),
OB. = 0B.(x)NQ e dB! ={y € 0B.(x) : v(z) - (y — x) < 0}. O conjunto dB” encontra-se

Figura 3.1.

em destaque na figura acima, geometricamente, 0B sao os vetores de 0B, que encontram-se
no semi-espaco delimitado pelo plano tangente em x contendo 2 numa vizinhanca de z. E

imediato que

/8 0 N(e)doly) =t [ 0, NG.g)do(y).

e—0 S

Como y — N(z,y) ¢ harmonica em Q\B.(x) e de classe C? até a fronteira temos pela Segunda

Identidade de Green que

0= /QE AN (z,y)dy = /E Oy, N (z,y)do(y) — /aBé 8,, N (,y)do(y)

Portanto,

/698,,yN(x,y)da(y) — lim [ A, N(z,y)do(y) =lim [ 8, N(z,y)do(y)

e—0 S. e—0 9B’
€

1 1
= lim —— do(y) = lim / do(y).
B!

D o, wnlr — gt T T
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Agora, pelo lema (3.6) existe ¢ > 0 tal que
OB/AOB" C {y € 0B.(x); |(x — y)v(z)| < ce?},
cuja area é O(€"). De onde

/832 do(y) = /83;’ o(y) +O(e") = € wn + O(en).

Assim, concluimos que [, d,, N(x,y)do(y) = 1/2. LB

Em maos deste lema vemos, claramente, que o potencial de camada dupla gerado pela

funcao constante igual a 1 é descontinuo em R™.

Lema 3.14 Eriste uma constante C > 0 tal que para todo x € R™\0Q) tem-se
[ NG pldow) < c.
onN

Demonstragao: Consideremos 0 < § < 1/2¢, onde ¢ é dado pelo lema (3.6). Se z € R™ é tal
que dist(xz,0Q2) > 0/2 temos que

[ oNGalio) = [ ot < [ Edoty

n—1
Q(Un‘x _Ey‘

_ / do(y) = Ch.

wn5n—1

Agora, suponhamos que z € R" dista menos de §/2 de 0f). Fixemos xy € 99 tal que

|z — x| < §/2. Notemos que
& =yl > Jzo —yl — |20 — 2 26— 6/2=6/2

se y € 02\ Bs(xo). Logo,

1
10, Nz, y)|do(y) — / L
/39\35(960) OO\ Bs (o) wn\if - y\” !

2n—1
< / —do(y) = Cs.
OO\ Bs (o) W0

Por fim, para calcular a integral sobre Bs(zg) N 02 vemos que desigualdades podemos obter

se y € Bs(xp). Incialmente, observemos que pelo lema (3.6)

(& —y)v(y) _ [z =z)v(y)l +|(xo = y)v() _ |& = zo| + clzo — yl*
wnlz —y|™ wnlz =y T walr =yl

100, N (2, y)| =
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Além disso, pelo mesmo resultado citado acima também segue que
2|(x — o) - (xo — y)| < 2¢lz — wol[xo — yI* < |2 — wollzo — yl,
pois |rg — y| < 6 < 1/2¢. De onde

20—y — [z =z —zo —yI* = |z — a0 +]zo — y* + 4(x — 20) - (z0 — ¥)
> |z —xof* + a0 — yl” = 2/(z — 0)| - |(z0 — v)|

= (lz — x| — |zo — y|)* > 0,

ou seja, |z — y|* > 1(|z — x> — |zg — y|?). Portanto, escrevendo a = |z — x| e usando

coordenadas polares obtemos

& — 20| + clzo — yf?
9, N (2, y)ldoly) < / .
. 5 2 — 2o F a0 — g1

272z — | 2"/2¢
< do(y +/ ———do(y
/35 onlle = aof o — gy W T | STeg gt W)

_ /5 2n—2wn_1apn—2d _'_/5 2n/2€wn_1d
o wala?+ p?)n/2 ’ 0 Wn g

2n/2wn_1 /oo g2 2n/2wn_15
0

e do(y)

Bs

ds +

on (1+ 52)7/2 o

= 037
onde B, = B, (x¢) N0 se n > 0. Assim, concluimos que existe C' > 0 tal que
[ 1o Ny)daty) <.
o0

para todo x € R™\0S. [

Por fim, provaremos o ultimo lema necessario para conhecer o comportamento do potencial

de camada dupla préximo de 0f2.

Lema 3.15 Suponha que ¢ € C(0R2) e ¢(xo) = 0 para algum xo € 02. Se v é o potencial de

camada dupla gerado por ¢ entao v € continua em x.

Demonstracao: Seja € > 0. Consideremos C dado pelo ultimo lema e C’ tal que

o — / 10u, N (20, )| do (1),
o0
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o qual é finito, pois com uma demonstragdo analoga a proposigao (3.9) prova-se que Ty
também ¢ um operador limitado em L'(9€). Como ¢ é continua em zy € 99 existe n > 0

tal que se y € 90 e |y — x| < n entdo |p(y)| < ¢/3(C + C"). Logo,

/8 (0N (2.0) — 0N o)) )

[v(z) = v(zo)| =

IN

/ (10 Nz, y)| + |0y N (20, y) )|¢(y)|do (y)

By

w [ 100N Gy) - 00Nz, )] o)l do(y)
00\ B,

2¢
< T [ 10uNG) - NG 0)| ) ldo ),
80\ B,,
onde B, = B,(z9) N J. Por fim, notando que o ultimo integrando em 0\ B, converge
U U U

uniformemente a zero, logo, existe 0 < § < %77 tal que se |z — x| < 0 entdo

| 100N ) = 0w, N o) o)) <
00\ B,

wl ™

E, assim, |u(z) — u(x)| < e. Note que ¢ independe do zy. |

Finalmente, estamos aptos a demonstrar o teorema central da secao

Teorema 3.16 Sejam ¢ € C(0R2) e v o potencial de camada dupla gerado por ¢, entdio se

T € 0S) temos que

T
v_ (o) = ¢(2°) . vy N (zo, y)¢(y)do(y)
T
e vi(xg) = —¢(20) + vy N (o, y)d(y)do(y),
o9
onde v_(z9) = lim v |o () e vi(xg) = lim v [gug (). Além disso, a convergéncia é
T—X0 T—T0

uniforme.

Demonstracao Dado xg € 0€), notemos que

v(z) = /aQ vy N (z,y)é(y)do(y)

= ¢(xo) ma'/yN(Iay)dU(y)Jr mﬁvyN(%y)(eﬁ(y)—¢($o))d0(y);

Utilizando o 1dltimo lema e o lema (3.13) obtemos que

v_(x0) = 5 + vy N (20, y)P(y)do (y)
o9

e U+($0) = —T + o 8Vy]V(an y)¢(y)d0<y>
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Por fim, a uniformidade da convergéncia segue do fato de que no lema anterior ¢ independe
de zy e de que sendo 92 compacto, ¢ é uniformemente continua, pois dado € > 0 podemos

escolher 1 > 0 tal que se |x — y| < n entao |d(x) — ¢(y)| < €/3(C + C"). |

Corolario 3.17 Sejam ¢ e v como acima, entao
v — vy = O.

Em suma, a funcao v : 2 — R dada por
o) = [ 2.N@owdoty)
Q
com ¢ € C(09), pode ser estendida continuamente a 2 e se zy € OS2

tim v(o) = 5 4 [ K potdo) = 25

+ T 9 (x0).

3.3 Potencial de Camada Simples

O potencial de camada simples gerado por ¢ sera o potencial induzido por uma

distribuicao de carga em 0€) de densidade ¢, ou mais precisamente,

Defini¢ao 3.18 Dada uma fungio ¢ € C(0N2), definimos o potencial de camada simples

gerado por ¢ como

u(z) = [ N(z,y)é(y)do(y) (3.18.1)
o0

Observemos que u ¢ harmonica em R™\0Q e sendo N restrito a (02 x 0Q)\D um
kernel continuo de ordem n — 2, pela proposicao (3.12) ul,, estda bem definido e é continuo.
Além disso, provaremos a seguir que v é continuo em todo R”, fato que usard as seguintes

estimativas de integrais.

Lema 3.19 Sejam xg € S, 6 >0, z € R" e ¢ € L®(0N) tais que x € Bs(xy) entdo existe

C, independente de x, que satisfaz

IN(z,y)¢(y)|do(y) < C§ (n>3)

Bs

e IN(z,y)¢(y)|do(y) < Collogd|, (n=2)

Bs
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onde Bs = Bs(xg) N 0N

Demonstracao: Se n > 3 calculando explicitamente temos

N stldot) < llolke [ INGldot) = LB [ L)

Bs Bs (n - 2)wn Bs ‘x - y‘n_2

1
ol [ Ly — Wl / do(y) = €5,

00— 20 S, T2 T 2,
onde fazemos uso das seguintes notagoes: B, = B,(x) NS e B, = B, (o) N 05, se n > 0.
Agora, no caso de n = 2 usando integracao por partes obtemos

[N(z,9)¢y)ldo(y) <[]l IN(fcay)|d0(y)§”i&// |log | — yl|do(y)

Bs Bs 2 JB,

25
2
= _M lim log pdp < —Mélogé < Cdllog ],
o)) n—0 n o))

desde que 6 < 1/2. No caso de 6 > 1/2 as contas sao andlogas, o unico detalhe é que devemos

separar a integral em duas partes, onde log p é postiva e onde é negativa. [ ]

Proposicao 3.20 O potencial de camada simples dado gerado por uma fung¢ao ¢ € C(0Q) €

continuo em R™.

Demonstragao: Como u ¢ harmoénica em R™\0f) segue que é C*(R™\0Q2). Agora, sejam
xg € 002 e € > 0. Usando o tultimo lema temos que podemos esolher § > 0 suficientemente

pequeno de forma que

IN(z,y)o(y)|do(y) <

€
o)
B 3

sempre que x € Bs(xg). Logo, se x € Bs(xy) temos que
u(e) — u(zo)| < /m [N (z,y) = N(zo,y)llo(y)]do(y)
< [ NG+ NG ) Dloldaty)

T / IN(2,y) = Nro,y)ll6(y)|do(y)
59\ Bs

2€

<
- 3

T / IN(2,y) = N(zo,y)l|6(y)|do ().
H0\ Bs

onde Bs = Bs(xg) N OS2 Por fim, se x € Bsjo(xg) temos que y — N(x,y) — N(xo,y) é

continua e limitado em 00\ B;. Dali, pelo Teorema da Convergéncia Limitada segue que
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existe 0 < n < §/2 tal que se x € B,(zo) entao

€
[ Ny - N p)ls)ldo) < 5.
50\ Bs
Portanto, |u(z) — u(zg)| < € quando |z — x| < 7. [

Para a compreensao do préximo, e central, teorema da secao introduziremos os conceitos
de derivada normal interior e exterior de uma superficie 0f), para o qual faremos uso da
existéncia de vizinhancas tubulares para hiperficies de classe C¥, com k& > 2, resultado
tipico de variedades cuja demonstracao pode ser econtrada em qualquer livro classico sobre

Variedades Diferencidveis.

Teorema 3.21 Seja S uma hiperficie orientdvel compacta de classe C¥, com k > 2. Entao
existe uma vizinhanca V de S e € > 0 tal que a aplicagio F : S x (—e,€) — V', dada por

F(z,t) = 2+ tv(z) € um difeomorfismo de classe C*~1.
A vizinhanga V' é chamada uma vizinhanga tubular de S.

Definicao 3.22 Sejam S uma hiperficie orientdvel compacta e de classe C* e F dada pelo

teorema acima. Se u € diferencidvel em F(S,(—n,0)), para algum 0 < n < e,

lim v(xg) - Vu(zg + tr(zg))

t—0—
existe para todo xg € S e, além disso, o limite € uniforme em t entao dizemos que u tem
derivada normal interior em xo e denotamos por 0,-u(xy) o limite acima. Analogamente,

definimos a derivada normal exterior

Oy-u(xg) = lim v(xg) - Vu(z + tr(xg)).

t—0—
Ainda antes do teorema, demonstraremos um lema que estabelecera condigoes para a

continuidade de funcoes continuas em subconjuntos do dominio, cuja reuniao forma o todo.

Lema 3.23 Sejam U C R™ um aberto, S C U uma superficie orientdvel compacta de classe

C%? e f:U — R tal que as suas restricoes a U\S e S sdo continuas. Se

lim f(z +tv(z)) = f(z),

para todo x € S, e o Imite é uniforme em t entao f serd continua em R™.
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Demonstracao: Suponhamos que U C V para alguma vizinhanca tubular de S. Seja
F : S x (—a,a) — U dado pelo teorema (3.21). Notemos que sendo U\S um aberto,
basta mostrar que f é continua em S. Seja € > 0. Por hipdtese existe n; < a tal que se
|t] < m entdo

|f(z+tv(z)) — f(z)] <€/2, (3.23.1)

para todo x € S. Agora, pela continuidade de f|g podemos tomar By, (zo) C F/(S, (=n1,m))

em que
|f(x) = f(zo)| < €/2, (3.23.2)

sempre que = € Bg, (z9) N.S. Como 7o F(x0,0) = xg € Bs,(x9) NS e mo F é continua segue
que existem B, (zg) e 0 < 1y < 1y tais que mo F(Bs,(z9) NS, (—n2,12)) C Bs,(x9) N S. Por
fim, se Bs(xg) C F(Bs,(x0) NS, (—n2,m2)) e y = x + tv(z) € Bs(xg) entdo x € By, (x9) N S.
De onde pelas equagoes (3.23.1) e (3.23.2) teremos que

[f(y) = Fwo)l < [f(y) = F(@)[ + [f(2) = f(zo)| < e/2+€/2=e L

Finalmente estamos em condicoes de provar o teorema que exibe a descontinuidade de 0,

em 0f), este fato sera crucial na resolugao do Problema de Dirichlet com fronteira de classe

C2.

Teorema 3.24 Sejam ¢ € C(0R) e u o potencial de camada simples gerado por ¢. Entdo u

tem derivada normal egterior e interior dadas por
Ouvula) = 30a) + [ Ka)otw)da(y
e O,-u(z) :——(/) /K y, )¢(y)do(y),
isto €, O,+u(w) = 36(x) + Ti¢(x) € O,-u(w) = —50(x) + Tio(w).

Demonstragao:  Seja V' uma vizinhanca tubular de 02 dada pelo teorema (3.21).

Consideremos a fungao f : V — R definida por

Fla) = v(z) + dyu(x) se x € V\0N)
Tro(x) + Tro(z) sex € 0N ’
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onde v é o potencial de camada dupla gerado por ¢. Mostremos que f é continua em V.

Como as restrigoes de f em V\0 e 0f) sdo continuas, pelo tltimo lema basta mostrar

lim f(z +tv(z)) = f(z),

para todo x € 99 e o limite é uniforme em ¢. Sejam xy € 0, © = xy + tr(zg) e € > 0. Note

que
|f(z) = f(@o)]
= Jou |0 N(2,y) + 00, N(2,y) — 0, N (w0,y) — 00, N(20,9))| |6 (y)|do(y)
< 19llos Soon s, 100 N (2, y) — Oy, N (20, y)|do(y) + [|6llo oo g, 10w, N (2, y) — O, N (20, y)|do(y)

Holloo S5, 10w, N (@) + 0y, N (@, y)ldo(y) + |6]lco [5, 10, N (z0,y) + Ou, N (20, y)|do(y),

onde Bs = Bs(xg) N 0. Com um calculo direto, obtemos que

—(z —y)v(y)
Wn |z —y["

(z — y)v(xo)
wnlz —y|"
(z —y)(r(zo) — ¥(y))
wn|x - y|n
por x existe C' > 0, independente de x¢, tal que |z — y| > Clzy — y|. Sendo v classe C*

aVzN(xay) = aVyN(Ivy) =

de onde 9, N(z,y) + 0,,N(z,y) = . Como z estd na normal que passa

e 0N compacto existe n > 0 tal que |v(z) —v(y)| < Clz — y| se |z — y| < n. Portanto, se
§ < min {w,eC™" ' /4]|¢||wwn_2,m/2} segue que

1
0y, N(z,y)+ 0, N(z,y)|do < C’l_”/ —do
0., N(z,y) + 9, N(z,y)|do(y) S (y)

Cl—n 0 C’l—n e
= / p2_npn_2dp = $5
0

Wn Wn

Bs

€
< —
4[]

E com um célculo direto |0, N (z0,y) 400, N(x0,y)|do(y) < < Por fim, as integrais

Bs 4|9
sobre 002\ Bs convergem uniformemente a zero quando z — 1z, independentemente de x,

logo, |f(x) — f(x)| < € para x = x¢ + tv(xg) e xy € OS2 com ¢ suficientemente pequeno.

Portanto, pelo teorema (3.16) segue que
Tie(a) + Tie(a) = v (2) + 0y-u(x) = 26(z) + Tred(w) + By u(x),
ou seja, 9, u(r) = —Lé(z) + Tio(x), o

Tied(z) + Tho(x) = v, (2) + Oy ulz) = —%gb(az) + Trd(x) + 0,-u(z),
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de onde, d,+u(z) = 1d(z) + Tié(z). A convergéncia uniforme de d,+u e 9,-u segue

diretamente das convergéncias uniforme de v e f = v + dyu (em V\0%).

Corolario 3.25 Seja v como acima, entao

Oy —0, =¢

3.4 O Problema de Dirichlet para Dominios C?

Nessa secao, finalmente, demonstraremos que os dominios com fronteira de classe C? sao

Dominios de Dirichlet. Para tanto, alguns resultados preliminares serao necessarios.
Proposigao 3.26 Sejam ¢ € L*(9Q) tal que (3 + Tk)p = g € C(9Q). Entio ¢ € C(99).
Demonstragao: Dado € > 0, seja ¢, : R — [0, 1] uma func¢ao continua tal que p.(t) = 1 se
It| < €/2 e @.(t) =0 se |t| > e. Por exemplo,

1 se [t] <e€/2

exp(z)

1
xp(z,—7)

e(t) = see/2 < |t| <e

0 se [t| > ¢

Dai, existe uma fungao ¥, € C(92 x 99Q) tal que 0 < 1 < 1,9 (z,y) = 1 quando |x —y| < €/2

e Y(z,y) = 0 se |z — y| > e. De fato, basta tomar

Definimos K§ = K. e Kf = (1 —¢)K. Dado z € 01, usando a desigualdade de Holder

obtemos que
T bly) - Tied(@)l| < /d IK(02) = Ki(o.2) 002 ldo )

< loll ([ 1r502) - Kf(as,z>|2da<z>)1/2-

Como K7 é continua temos que K{ é uniformemente continua. Portanto, pelo Teorema da

Convergéncia Dominada existe 6 > 0 tal que se y € Bs(x)NIQ entao |Tx:p(y) —Tr:p(z)| < e,
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ou seja, Tke¢ é continua. Portanto, h = (% + TngS) —Tkep = (% + TK(e)ng) € C(09). Pela

proposi¢ao (3.9) podemos tomar e suficientemente pequeno que satisfaz |[Tke|oo, || Tke|[2 <
1/2. Logo, 1/2 4 T é invertivel com inversa ; > ieo(—2Tkg ). Assim,
1 & ;
0 =15 D (=2Tk)'h.
=0
Pela proposicao (3.12) cada termo da série ¢ uma funcio continua e como 2[|Tke||lo =

r < 1 temos que |[(=2Tke) h(x)|| < r7]|h||s pelo teste M de Weirstress segue que ¢ é

uniformemente continua em 0f2. [ |

Notemos que K*(x,y) = K(y,z) sendo um kernel de mesma ordem de K, a proposigao
acima também serd valida para T3 no lugar de Tx. Agora, mostremos que o operador

1/2 4+ Ty em L*(0N2) é sobrejetivo.

Teorema 3.27 Dada g € L*(09) existe ¢ € L*(00) tal que

§+TK¢—9

Mostremos que 1/2 nao é autovalor de T+ = Tj. Suponhamos que exista ¢ € L*(99) tal

que

(% +T5)e = 0.

Logo, pelo proposi¢ao acima temos que ¢ € C(052). Assim, definindo o potencial de camada
simples gerado por ¢

uw)= | N (z, y)o(y)do(y)
teremos pelo teorema (3.24) que
¢(x)

Opru(x) = — T BQK(y,x)cb(y)dU(y)

— A T = (547 ) o) =0

Considerando €, = {z + tv(z),xz € 02} e R > 0 tal que ©; C Br(0) temos pela Primeira
Identidade de Green que

ou ou
Vul?dy = / u—do(y +/ u—do(y).
/BR(O)\Qt| | o0, OV @) OBR(0) v @)
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Fazendo t — 0 e R — oo concluimos que

| vardy =0,
RP\Q

ou seja, u é constante em R™\Q. Mas como u é continua em R™ e u(z) — 0 se |x| — oo
temos que v = 0 em R"\Q. Por outro lado, temos que u é harmonica em 2 e continua em
Q. Sendo u = 0 em 0N temos pela unicidade do Problema de Dirchlet que v = 0 em .

Portanto, v = 0 em R". Em particular, d,-u = 0. Mas, ainda pelo corolario (3.25)
¢ =0,+u— 0,~u = 0.

Logo, dimA/ (1/2 + T3) = 0, de onde pela Alternativa de Fredholm dimA (1/2 + Tx) =0 e,
por conseguinte, usando o corolério (3.3) concluimos que 1/2+ Ty é um operador sobrejetivo

em L?(99)). |

Finalmente,

Teorema 3.28 Seja Q um aberto limitado com fronteira de classe C?. Entdo existe uma

unica solucao do Problema de Dirichlet com condicao de contorno continua.

Demonstrag¢ao: Seja g a condigdo de contorno. Pelo tltimo teorema e proposigao (3.26)
existe uma unica solugao ¢ € C(992) de 1/2¢ + Tk ¢ = g. Entao o potencial de camada dupla
restrito a Q é a solucdo do Problema de Dirichlet com condicao de contorno g. De fato, j4

vimos que u é harmonica em e pelo teorema (3.16) temos

lim u(z) = @‘I— /S A, N (z0,y)d(y)do(y)
1

T—T0

_ <§ 1 TK> ¢(x0) = (o). u



Capitulo 4

Critério de Wiener

Neste 1ltimo capitulo da dissertacao apresentaremos o Critério de Wiener, que estipula a
regularidade de um ponto da fronteira em termos da convergéncia de uma série envolvendo
a capacidade de conjuntos, termo que sera definido adiante. O critério foi estabelecido em
1924 no artigo " The Dirichlet Problem” de Wiener, durante o apogeu da analise da fronteira

no Problema de Dirichlet. Durante este capitulo usaremos a notacao ¢ para R™\(Q.

4.1 Potencial Condutor

Dado um dominio ilimitado 7, como no Método da Varredura de Poincaré podemos
construir, a partir de uma fungao superharmonica, uma seqiiéncia de fungoes superharmonicas
que convirja para uma func¢ao harmonica nesta regiao. Porém, procuramos entre as possiveis
funcoes harmonicas em T uma especial, aquela que se anulard no infinito e que nos pontos

regulares de 0f2 seu limite seja 1. Assim, lancamos mao da seguinte defini¢ao:

Definigao 4.1 Sejam A um subconjunto limitado de R™, com n > 3, e T a componente
conexa ilimitada de R"\A. O potencial condutor de A serd a funcdo v : R® — R que em
T ¢ dada pelo Método da Varredura de Poincaré obtida por uma funcdao superharmonica que

valha 1 na fronteira de T e se anula no infinito e em R"\T € identicamente igual a 1.

o7
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Na definicao de potencial condutor surgem, naturalmente, alguns problemas como a
existéncia do potencial condutor e as dependéncias da fun¢ao superharmonica e da cobertura
de bolas da componente conexa ilimitada de R™\ A, consideradas. Para existéncia, vemos que
tomando R > 0 suficientemente grande de forma que A C Bg(0) a fungao

1 se |z] <R

pl@) =9 .
‘leT,zz se |z| > R

é superharmonica, se anula no infinito e vale 1 na fronteira da componente conexa ilimitada
de R™\ A. Logo, existe o potencial condutor. Enquanto que a demonstragao da independéncia
é, essencialmente, a mesma da unicidade do Método da Varredura de Poincaré demonstrada

na proposigao (2.21). Contudo, devido as nuances detalharemos-a.

Proposicao 4.2 Sejam A um subconjunto limitado de R™, T a componente conexa ilimitada
de R"\A e ¥y e 1y duas fungées superharmonicas definidas em T que vale um na fronteira
de T e se anula no infinito. Se uy,us sao 0s potenciais condutores de A obtidos em T pelo

M¢étodo da Varredura de Poincaré por 1y e 1o, respectivamente entao u; = us.

Demonstrag¢ao: Dado € > 0, tomemos R > 0 tal que A CC Bg(0), |1(x)| < € e |[o(x)] < €
se © € 0Bg(0). Sejam {97 }en € {¥7 hnen as seqiiéncias de fungdes superharmonicas obtidas

pelo Método da Varredura de Poincaré tais que

lim ¢y (2) = wi(z) e lim ¢3(z) = us(2),

n—oo n—oo

para todo z € T. Como 9§ := 1), é continua e uy < 1), temos que

lim sup up(z) < illg Ua(z) = v2(y) <Uily) +e,

r—y

para cada y € OAg, onde Ap = Br(0)NT. Além disso, 0 < ... < ¢p < ... <] < 1)) em
Ag e lim ¥¥(z) = ¢1(y) se y € OT, portanto,
Ty

lim inf (¢ (x) — ug(z)) = lim ¢F(z) — lim sup up(x) > —e,
z—y

z—y Ty
para y € dAx. De onde segue pelo coroldrio (2.20) que ¥§(x) > uy(x) — € para todo z € Ap.

Como € ¢ arbitrario concluimos que u;(z) = klim Y¥(2) > us(z), para todo = € T. De modo

analogo, provamos que u; < Us. |
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Notemos também que potenciais condutores satisfazem o Principio do Méaximo. De fato,
todas as funcoes ,, da seqiiéncia obtida pelo Método da Varredura de Poincaré satisfazem

0 < ¢n(x) <1 para todo x € R", logo, 0 < v < 1.

Conforme veremos abaixo, a funcao que associa subconjuntos de R™ a potenciais

condutores é uma funcao nao-decrescente, isto é, se A C B entao vy < vg.

Proposigao 4.3 Sejam A C B e u e v o0s potenciais condutores de A e de B,

respectivamente. Entao u < v.

Demonstra¢io: Sejam 1) e T, as componentes conexas ilimitadas de R™\ A e R"\B,
respectivamente. Como A C B é imediato que T, C Tj. Nos pontos de R"\T5 temos que
v=1eu <1, logo, u < v. Agora, como o potencial condutor independe da seqiiéncia
de bolas utilizadas na demonstracao do Método da Varredura de Poincaré, dadas duas
seqiiéncias {By}ren € {B} }ren usadas na constru¢do de v e u respectivamente, e uy uma
funcao superharmonica que se anula no infinito e que é igual a 1 numa vizinhanca de B,

podemos considerar a nova seqiiéncia
/ /
By, By, By, By, . ..,

B; . , . .
denotada por {Bj, }ken, € ux = u,’" para k > 1, ou seja, uy é o rebaixamento harmonico de

up—1 em Bj, e ainda teremos que

v(x) = klljglo vg(x).

Por fim, como ug,_1(x) < vi(x) se x € Ty para todo k € N, onde v, = vffl para k > 1 e

vy = ug, também temos que u < v em T5. H.

Na demonstracao do Critério de Wiener a seguinte relagao entre pontos regulares e uma

propriedade de potenciais condutores sera fundamental

Proposicao 4.4 Um ponto y € 05) € reqular se, e somente se, para qualquer esfera centrada

em y e de raio v > 0 o potencial condutor v, de Q°N B,.(y) satisfaz

lim v, (z) = 1.
T—Y



Cap. 4 : Critério de Wiener 60

Demonstra¢ao Suponhamos, inicialmente, que y ¢ um ponto regular de 9€2. Como a condicao
de ser ponto regular é local, é imediato que y é um ponto regular de Q¢ N B,.(y). Portanto,
o potencial condutor v, de 2N B,(y) aproxima de 1 quando z tende & y. Reciprocamente,
suponhamos que para toda esfera B,.(y)

lim v, (x) = 1,
T—Y

onde v, é o potencial condutor de Q¢ N B,(y). Seja {r,} uma seqiiéncia que converge a 0 e

v, 0 potencial condutor de Q°N B, (y). Consideremos a fungao

T
v—2v1 41}2 van

Mostremos que 1 — v é uma barreira para y. Como |v,, | < 1 para todo n € N temos que

de onde 1 — v > 0 e pelo Teste de Weirstrass v converge uniformemente em 2. Além disso,
vy, € harmonica em (2 para todo n € N, logo v é harmonica em (2, em particular, 1 — v serd

superharmonica em 2. Como v é uniformemente continua em {2 temos que

limv(z) = —hmvr — =

Por fim, resta provar que v(z) < 1 para todo z € Q\{y}. Seja x € Q\{y}, logo existe ny € N

tal que = ¢ B, () para todo n > ng. Portanto, pelo Principio do Méximo v,,(x) < 1 se

n > ng, pois v, <1em 9B, (x), deonde Y . stv. (r) < gmrr. Assim,
00 1 1o
) = 3 =30 L@+ S L)
n=1 n=1 no+1
no 1 o0 1
<Dt
n=1 no+1

Portanto, 1 —v > 0 em ﬁ\{y} e, entao, concluimos que 1 — v é uma barreira para y, ou seja,

y é um ponto regular de 0f). |
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4.2 Capacidade

Um conceito fundamental é o de capacidade. Fisicamente, capacidade é a carga total da

qual v é o potencial condutor, ou mais precisamente,

Definigao 4.5 Sejam A um subconjunto limitado de R™, com n > 3, e v o seu potencial

condutor entdo a capacidade de A é dada por

1 ov
C(A) = —w—n ; 5035,

onde S € uma hiperficie fechada que contém A no seu interior.

Observemos que se ) é um dominio limitado com fronteira de classe C' e R\Q conexo e

se o seu pontencial condutor v € C*(R™\(2), teremos pela Primeira Identidade de Green

1
c(Q) = —/ | Dv|?da,
R7\Q

Wn

pois [0,v(x)| = O(|z|"™").

Exemplo 4.6 Como exemplo podemos calcular a capacidade de bolas. Dada Br(0) o seu

potencial condutor é v : R™ — R definido por

Rn—2

W se |.T| > R
v(x) = .
1 se|lr] <R
Portanto,
1 R"2 2 (n _ 2)2 00 R2(n-2)
c(Br(0)) = — [ |2-n)7=]| = —/ / — 1y do(y)dp
Wn JRM\Q 2] Wn R JoB,(0) P

2 > RQ(nim n—2
= (n—2) / P dp=(n—2)R"~.
R

Assim, em R3 temos que ¢(Bg(0)) = R.

Outras defini¢oes equivalentes para capacidade sao possiveis, uma se destaca pelo fato de

usar construcoes de potenciais condutores. Se €2 é um dominio em R"

c(2) = inf/ | Dv|*dx,
R

veK
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onde K = {v € C}(R");v = 1 em Q}. Para a equivaléncia referimos [18].

Agora obsevamos que se A é um conjunto limitado de R"™ e {B,},en uma seqiiéncia
decresente tal que A = N *B,, e T,, ¢ um Dominio de Dirichlet, onde 7, é a componente
ilimitada de R™\ B, pelo teorema (A.11) teremos que lim ¢(B,,) = ¢(A). De onde vemos que
se, além das hipéteses acima, a fronteira de todos T,’s forem de classe C! entao capacidade

de A sera nao-negativa.

Proposicao 4.7 Sejam A e B dois subconjuntos limitados de R™ tais que A C B. Entao
c(A) < ¢(B).

Demonstragio: Sejam Ty e Ty as componentes conexas ilimitadas de R"™\A e R"™\B e v e u
os potenciais condutores de A e B, respectivamente. Se em algum ponto p € Ty v(p) = u(p)
temos que v = u em todo Ty, logo, ¢(A) = ¢(B). Agora, supondo que em todo ponto de T,
u > v, consideremos a hiperficie S = (u — v)7*(c), com c suficientemente pequeno tal que
esta hiperficie seja fechada, suave e limita D que contém B. Provemos que %(v —u) > 0.

De fato, se existisse p € S tal que 2 (v — u)(p) < 0 entdo existiria ¢ no exterior de D tal

que (u—v)(q) > ¢, o que é uma contradigao, pois u — v satisfaz o Principio do Maximo em

R\ D. n
Corolério 4.8 Se A € um conjunto enumerdvel entao c¢(A) =0

Demonstra¢ao Observemos inicialmente que a capacidade de um ponto unitario é 0. De fato,
seja x um ponto de R", entao podemos tomar R > 0 tal que (n — 2)R"™? < e. Logo, pela

ultima proposicao e pelo exemplo (4.6) temos que

c({r}) < c(Bgr(x)) = (n —2)R" 2 < ¢

Portanto, fazendo € — 0 ¢({z}) = 0. Por fim, seja A = {zy,...,2,,...}. Dado € > 0, para

cada k € R" existe Bg, (1) tal que ¢(Bg, (xx)) < €/2*. Portanto,

A)Si .Z'Z SZ BRk {L‘k <Z€/2k
=1 i=1

e fazendo novamente ¢ tender a 0 concluimos a demonstracao. |
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Portanto, podemos, agora, concluir que a capacidade de qualquer conjunto é nao-negativa.
De fato, o potencial condutor do conjunto () é a funcao nula, logo, a sua capacidade é nula. Se
A é nao-vazio temos que existe x € A, portanto, usando as duas tltimas proposicao obtemos

que ¢(A) > c¢({z}) = 0.

Proposigao 4.9 Se A é um subconjunto de capacidade positiva e v € o seu potencial condutor

entao
()l
p—p = T p =t
para todo p € T, onde p' e p" sdo os pontos de A mais afastado e mais prorimo de p,

respectivamente.

Demonstracao: A demonstracao faz uso de fatos de Geometria Diferencial, por isso, sé
a rascuharemos. Aproximamos A por dominios de curvatura principiais continuas. Dali,
seguird que v é uma distribuicdo continua de carga ¢, em A, e v serd decrescente ou crescente

se concentrarmos a carga em p’ e p”, respectivamente. De onde, obtemos as desigualdades.

Os resultados sobre capacidade que utilizaremos serao apenas as duas proposicoes
acima. Contudo, tem-se ampliado o alcance de aplicabilidade deste conceito. Por exemplo,
generaliza-se o Principio da Singularidade Removivel para conjuntos de capacidade zero, ou
seja, se u ¢ harmonica e limitada em 7', onde T" é um dominio limitado, B é um conjunto da
fronteira de capacidade zero e T'U B ¢ ainda aberto; entao u pode ser estendida de forma

harmonica em 7'U B. Para a demonstragao deste teorema sugerimos [14].

4.3 Critério de Wiener

Com todas as ferramentas necessarias em maos estamos aptos a provar o Critério de
Wiener. Optamos por apresentar uma demonstracao mais simples do que a inicial de Wiener,

exposta por Kellog em [12].

Teorema 4.10 Sejam Q2 um dominio e X um nimero real fixro, com 0 < X\ < 1. Dado q € 02

denotemos por vy a capacidade do conjunto (By(AF)\B,(A\*1)) N Q°. Entio q é um ponto
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reqular de §) se, e somente se, a série

Tn
)\n

(4.10.1)

diverge.

Demonstra¢ao: Suponhamos que a série (4.10.1) diverge. Pela proposicao (4.4) basta mostrar
que para todo a > 0 o potencial condutor v, de Q2°N B,(q) aproxima de 1 em ¢g. Dado
0 <e<1/3, tomemos A = 1 —¢/3. Como a série (4.10.1) é de termos positivos temos que

alguma das séries
o0

- Vi Vki+1 Vkit(k—1)
ZW’ ki1 Z)\szr(k 1)

=0 1=0

diverge, onde k > 2 é tal que \*~! < ¢/3. Suponhamos que

Yiits (4.10.2)

diverge. Denotemos por E; a regido de Q° que estd a uma distancia de ¢ menor que \*+7
e maior que A\¥*7*1 e v; o seu potencial condutor. Agora, consideremos m que satisfaca

N+l < o e a funcio

onde escolheremos m’ adiante. Observemos que essa funcao ¢ harmonica em R”, exceto
—_— A , . . . -

em E,,,,, = U~ FE; Logo, nunca ¢ maior que qualquer limitante que tenha em FE,, .

Estimemos um limitante para vy, ,,» em E,, . Fixemos m <n <m'. E claro que v, <1 em

E,. Jase i #n temos pela proposicdo (4.9) que

' Vkitj Vki+j _ kit
vi(x) < dist(m,Fi) < Akiti+l — \kG+1)+5 A1 — Ne—T) \kits”

desde que z € E,,. Portanto,

 Vhirg | LY e
ML — N1y 2o Nitd = N1 — A1)

=m

Um,m/ <1+

pois A(1 — A\*71) < 1. Assim, definindo a fungao

, )\(1 — )\k_l)UmJn/

v —
m,m VYki+j
1 + Zz m \kitJ
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segue que v, ., < 1 em R". Como v, ,, é harmonica num dominio que contém aquele

!
m,m

em que v, é, e v, . < 1 em tal conjunto, segue que v/, .. é menor que qualquer funcao

superharmonica da seqiiencia obtida pelo Método da Varredura de Poincaré que converge
a vy, de onde v/ . < v,. Notemos que se p estd a uma distancia r de ¢, novamente pela

proposicao (4.9) teremos a seguinte desigualdade

ml

> Vki+j
T L 4 \KitST

=m

Um,m’ (p)

Logo,

k—1  \k-1 m Ykitj
0. > o B )\(1 - A )Um’m/ S )\(1 A )Zzzm S VIE
o m7m/ - / it - [ it
1+ 300,, 3 1+ 300, 3w

em S,.(q). Sendo a série (4.10.1) divergente, podemos tomar m' tal que o denomidador acima,

que denotaremos por D seja maior 6/e. Como o numerador aproxima de D — 1 quando r vai

a zero, existe n > 0 tal que para r < n o numerador excede D — 2. Logo, se |p—q| < n temos

que
va(p) > A1 - A"“H? = A1 =AY — %)\(1 _OEL
- (-9 0-D)-50-D0-

Il

—_

|

(@)

+
N
w| M

|

[\D|m
-3 w
N——

Portanto, v, converge a 1 em ¢. Reciprocamente, suponhamos que a série (4.10.1) converge.
Usando a proposicao (4.4) vemos que para provar que ¢ ¢ um ponto regular basta determinar
a > 0 tal que o pontencial condutor v, de Q°N B,(¢g) nao convirja a 1 em ¢. Sejam m tal
que

— <
)\z

=m

OO’}/i \
4

e U, o potencial condutor de ¢ N Bym(q). Mostremos que 7, nao convirja a 1 em ¢. De
fato, caso contrario existira n > 0 satisfazendo v,, > % em m Pela proposicao (4.9)
existe m’ tal que U,y < 1/4 em S,(¢q). Agora, denotando por vy, ,s o pontencial condutor
de Q°N (Bam(q)\Bym (q)) temos que Uy, < Tpy + Uy LOZO, Uy > 1/2 em S, (¢q). Como
a seqiiencia do Método da Varredura de Poincaré que define v, s ¢ decrescente temos que
todas as funcdes dessa seqiiéncia sao maiores que 1/2 em S,(¢q). Mas, sendo tais fungoes

superharmonicas, temos pelo Principio do Minimo que sdo maiores que 1/2 em B, (q). Por
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outro lado, mais uma vez pela proposicao (4.9)

m/ m/

Umm' \4) >

»bl»—‘

[e.9]
i=m

o que é uma contradi¢ao. Assim, ¢ nao é um ponto regular. |

>/I>—‘
>/|Q

=m i=m

Usando o critério Wiener, obteve em [28] os exemplos abaixos, ja estudados e estabelecidos
anteriormente por Lebesgue. Sendo o primeiro, exposto em [20], um supreendente exemplo

de um dominio homeomorfo a bola unitaria que nao era um Dominio de Dirichlet.

Exemplo 4.11 Seja a superficie obtida pela rota¢ao do curva y = exp (—1/x), z > 0 em
torno do eizo x. Consideremos a regiio entre Br(0) e a sua superficie S, de forma que a

origem seja um ponto cuspidal reintrante. Entao a origem nao é um ponto reqular.

O seguinte também foi obtido antes por Lebesgue, em [19], que usou a funcao U(x,y, z) =

(2% 4+ y* — 2)Y/2, a = 2/(2n + 1) para provar que a origem era um ponto regular.

Exemplo 4.12 Considerando novamente a mesma regiago, s6 que agora a superficie de

revolugao obtida pela curva y = x™, x > 0 temos que a origem serd um ponto reqular.

As idéias originadas na Matematica nunca padecem ou hibernam, sempre crescem em
muitas dire¢oes. Com as desenvolvidas acima nao foram diferentes, foram estendidas,
generalizadas e exploradas em outras situagoes por Brelot, Choquet e outros. Por exemplo, no
estudo do p-laplaciano divV (|z[P~2u) via o conceito de p-capacidade. Ou seja, a Matemadtica
¢ algo vivo, em constante transformacao e crescimento. Mas, que diferentemente de nds, é

imortal.



Apeéendice A
Funcoes Harmonicas

Sendo as func¢oes harmonicas o cerne da Teoria do Potencial, faremos uma breve exposicao

das principais defini¢oes e resultados envolvendo-as que serao de grande valia para o texto.

A.1 Resultados Principais

Definicao A.1 Uma funcao real continua u : 2 — R € dita harmonica se

Au(z) =" 0y =0,

— Jx;
=1

para todo x € §2.

Como fungoes harmonicas sao invariantes por rotagoes, isto é, se u é uma funcao
harmonica e O é uma matriz ortogonal entao v(x) = u(Ozx) também é harmonica, é natural
procurar por fung¢oes harmonicas radiais. Suponhamos que u(z) = v(r), onde r = |z|, seja

harmonica. Sendo

or x
— — ()
e (@) = ()5 =0 ()7
2 2
S e (L%
e = 0% +00) (15
para todo ¢ = 1,...,n, temos que
" n_ll
Au =v"(r) v'(r) =0
T
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Portanto, se v'(r) # 0 para todo r, obtemos que

v 1—mn
(log(v")) = o= )

r

De onde, v'(r) = % para alguma constante a. Assim, se x # 0 temos

blog|z|+c¢ sen =2

o sen > 3,

|z

como uma fungao harmoénica em R™\{0}. Logo, fazemos a seguinte definicao:

Definicao A.2 Definimos a Solucao Fundamental sendo a fun¢ao

—Llog |z — sen =2
N(r.y) = 57 log |z — y|

1 1
e 2 Sen =3

Vemos que a Solug¢ao Fundamental como funcao de x é harmonica em todo R”, exceto
em y e vice-versa. Fizemos essa escolha de constante afim de obter a Terceira Identidade de

Green.

Teorema A.3 (Férmula do Valor Médio) Seja u : 2 — R uma fun¢ao harmonica. Se

B, (x) CC Q) entdo
u(z) = 7{ udo.
By (x)

Demonstracao: Definindo a fungao ¢(r) = 3%3(3: " u(y)do(y) em [0,00), com ¢(0) = 0, temos

por mudanca de variavel que

o(r) = fg o Hi ) = 7{) o M T2)C)

Logo,
¢ (r) = Du(z +rz) - zdo(z).
aB(0)
Portanto, usando a Segunda Identidade de Green obtemos que

ou r

! = U .y—xa = —do(y) = — w(y)o(y) = 0.
§r) = ;{)BMD@) do(y) /a do(y) frmA(y) (4) =0

r By(z) OV n

De onde concluimos que ¢ é constante, assim,

/B ( )u(y)da = ¢(r) =lim¢(t) = lim ¢ u(y)do(y) = u(x). [

t—0 t—0
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Através do ultimo teorema temos que as funcbes harmonicas sao simultaneamente

subharmonicas e superharmonica. Logo, os Principios do Maximo e Minimo sao verificados.

Teorema A.4 (Principio do Maximo Forte) Sejam Q conezo e u: Q@ — R uma fungdio

harménica. Se existir xy € Q tal que u(xg) = supu(z) entdo u € constante em ).
Q

Corolario A.5 (Principio do Maximo Fraco) Seja u : Q@ — R uma fun¢do continua e
harmonica em 2, entdo

max u — maxu.
Q a9

Do Principio Maximo Fraco temos a unicidade de solugoes do Problema de Dirichlet. De
fato, suponhamos que u e v sejam solucoes do Problema de Dirichlet em €2 com condicao
de fronteira f, entao u — v é uma funcao harmonica tal que © — v < 0 em 0€). Portanto,
u—v < 0. Com o mesmo raciocinio usando v — u ao invés de u — v também obtemos que

u — v > 0, consequentemente, u = v.

Teorema A.6 (Principio do Minimo Forte) Sejam € conezo e u :  — R uma funcao

harménica. Se existir xy € Q tal que u(xy) = igfu(x) entdo u € constante em ).

Coroléario A.7 (Principio do Minimo Fraco) Seja u : Q@ — R uma fun¢ao continua e
harmonica em 2, entdo

min ¥ = min .
Q 0

Por fim, também temos a reciproca da Férmula do Valor Médio, ou seja,

Teorema A.8 (Reciproca da Férmula do Valor Médio) Se u ¢ uma funcdo de classe

C?(Q) que satisfaz

u(z) = ]{ udo
OBr(x)

para toda B,(x) CC Q, entao u é harmonica.

Demonstracao: Basta observar que sob as hipdteses teremos que a funcao ¢ definida no

teorema (A.3) serd constante. Contudo,

Portanto, Au = 0. [ |
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A.2 Convergéncia de Funcoes Harmonicas

Vérias vezes no texto faremos uso de algumas propriedades de convergéncia de fungoes
harmonica, que por questao de completude exporemos-os. A base de todos os teoremas a

seguir é o bem conhecido Teorema de Harnack

Teorema A.9 (Teorema de Harnack) Dados um conjunto aberto U CC ) existe uma

constante que depende apenas de U tal que

supu < C'inf u
U U

para toda funcao nao-negativa e harmonica em ).

Demonstragio: Seja r = 1dist (U, R™\(2). Escolhemos z,y € U tais que |z — y| < r, entdo

1 1 1
u(zr) = jl{ udy > —/ udy = —7{ udy = —u(y).
By (@) )21 Jg,(y) 2" s, 2

Sendo U compacto, temos que podemos cobri-lo com uma quantidade finita de bolas { B;}Y |,

em que cada uma delas tem raior e B; N B;_; = () para 1 =2,... N. Entao

u(w) > suly),

para todos x,y € U. [

Proposicao A.10 Se {ux}lren wuma seqiéncia de fungoes harmoénicas que converge

uniformemente para uma funcao u : 0 — R entao u é harmonica.

Demonstracao Pelo Principio do Maximo temos que

ui(z) = / iy

para todos € Q e B,(x) CC Q. Logo, passando o limite em ambos lados da igualdade

acima obtemos que
uw)= [ utg)ay,
Br(z)

sempre que xz € 2 e B.(z) CC . Portanto, pela reciproca do Principio do Méximo segue

que u é harmonica. [ ]
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Teorema A.11 Seja {uy}ren uma seqiiéncia nao-decrescente de fungoes harmonicas em §).
Se {uy }ren convergir num ponto zo € Q entao {uy }ren convergird uniformemente sobre cada

compacto K C Q para uma funcdo harmonica.

Demonstracao: Pelo Teorema de Harnack existe C' > 0 tal que
sup(ug — um) < Cinf(ug — up), (A.11.1)
K K

para todos k e m tais que k < m. Como {u (o) }ren converge temos que dado € > 0 existe

ko € N tal que se k > m > kg entao uy(xg) — uy,(zo) < €. Logo por (A.11.1)
|ug () — um(2)| < Ce,

para todo x € K e k > m < kq. Portanto, concluimos que {ug }ren converge uniformemente

sobre K. [ |

E facil notar a partir da demonstragao acima que o teorema acima e o préximo corolario
continuarao validos se a hipdtese de seqiiéncia nao-decrescente for alterada para nao-

crescente.

Coroléario A.12 Seja {uy}ren uma sequéncia nao-decrescente de fungoes harménicas em
Q. Se {ur}ren convergir num ponto xy € Q entdo {ug}tren convergird para uma func¢ao

harmonica.

Demonstragao: Pelo teorema anterior temos que {uy}ren converge uniformemente a uma
fungao uw em cada subconjunto compacto K de Q. Logo pela proposi¢ao (A.10) u| int(K) é
harmonica. Mas, como podemos cobrir {2 por conjuntos compactos K C ) temos que u ¢é

harmonica em (2. [ |

Teorema A.13 Seja {u,}nen uma seqiéncia de fungoes tais que o enésimo termo da
sequéncia € solucao do sequinte Problema de Dirichlet

Au(z) =0 sex €

ulyg = fu-
Se {futren convergir uniformemente a f teremos que {un}nen convirgird uniformemente a

uma fungao u e esta resolverd o Problema de Dirichlet com condi¢do de contorno f.
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Demonstragao: Pelo Principio do Maximo temos que |u,, — u,| < sup |f, — fn|. Logo, pelo
0
Critério de Cauchy {u,}n,en converge uniformemente a uma fungdo u. Além disso, dado

r € Qe B.(xr) CCQ, temos que

un(z) = /B,,.(:c) up(x)dx,

para todo n € N. De onde obtemos

u(z) = lim u,(x) = lim up(z)dr = / u(z)dz,
(z) Br(z)

Portanto, pela Reciproca da Férmula do Valor Médio u é harmonica. [



Apeéendice B
Identidades de Green

Encerraremos o apéndice com as identidades entre integrais obtidas por Green em 1828 no
seu livro “An Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theory of Electricity

and Magnetism”a partir do Teorema da Divergente.

Teorema B.1 (Teorema da Divergente) Seja ) C R"™ um domino limitado com fronteira

de classe C'. Se F também ¢é de classe C* em Q, entdo

/dz’dex:/ F-vdo,
Q o0
n  OF;(x)

onde v € a normal exterior em 0Q e divF : U — R € dada por divF(xz) = Y., 5 0

funcao divF € chamada de divergente de F.

Para u € C'(Q) e 1 <i < n, tomando F = u(z).e; obtemos o resultado conhecido como

/uxidajz/ uv'do,
Q o9

onde /¥ é a i-ésima coordenada de v.

Teorema de Gauss-Green:

73
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B.1 Primeira Identidade de Green

Sejam u,v € C%(Q). Considerando u = u,,v no Teorema de Gauss-Green e depois

somando de 1 a n, obtemos a Primeira Identidade de Green

/Vu-Vvdx:—/vAudx—i—/ v@da.
Q Q aq OV

Notemos que se, além disso, u for harmonica teremos que
ou
/ | Du|?dx = / u—do.
Q a0 OV

B.2 Segunda Identidade de Green

Se u,v € C%(2) temos a Segunda Identidade de Green
/ uAv — vAudr = U— —v—do
Q

que resulta da anterior ao subtrai-la membro-a-membro da igualdade obtida trocando os

papéis de u e v. Dessa igualdade, facilmente, vemos que

/Auda::/ %da.
Q 0N v

B.3 Terceira Identidade de Green

Por fim, introduziremos a Terceira Identidade de Green. Como vimos esta igualdade foi
o germe do Método das Equagoes Integrais, que alavancou o desenvolvimento da Analise
Funcional no inicio do século XX. Sejam € um dominio limitado de classe C' e u € C3(Q),

entao para todo z € €

o) = [ (G =GN ) doto) + [ Nepsutniy
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De fato, dado x € Q tomemos ¢ > 0 suficientemente pequeno de forma que B.(z) C €.

Definimos . = Q\B.(z). Portanto, usando a Segunda Identidade de Green obtemos que

/QN(%?J)AU(?J)dy = lim [ N(z,y)Au(y)dy

. 6 ou ON
=t [ (Vg - a e ) dot)
- [ (N<x,y>§—2<y> - u(y%(m,y)) do(y)
. ON ou
et [ (s Gt~ N5 ) dety
- [ (N<x,y>§—2<y> - u<y>§—Z<x,y>) do(y) +u(w),
pois
lim U(y)g—N(x,y)dU(y) = lim Wda(@/)
=0 JoB. (z) Vy =0 JoB.(z) Wnl|T Y|
1
= lim u(y)do =u(x
i e | n(0)dols) = ute)

E u sendo de classe C% em ) temos que d,,u ¢ limitada em (2, logo,

M
—|log €| do(y) = Me|loge| sen =2

do(y) = Me sen > 3.
Portanto, de forma geral temos que

lim N(z,y)=—(y)do(y) = 0.
sl ( )ayy() (v)
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