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INTRODUGAO

0 estudo das equagBes diferenciais estocasticas & bastante
préximo ao feito para as equagles diferenciais deterministicas, nfo sé
pelos resultados obtidos mas também pelos métodos utilizados. Por
exemplo, o teorema de existéncia e unicidade de solugdes para equagBes
estocasticas requer condigSes lipschitzianas sobre os coeficientes da
equagio, o mesmo ocorrendo no caso deterministico. A demonstragfo desse
resultado no caso estocistico segue passo a passo a demonstracfo feita
no caso deterministico. Da mesma forma, o estudo da estabilidade para
equagdes diferenciais estocasticas segue a mesma linha que o caso
deterministico.

Motivados pela ocorréncia de tais fatos, surgiram as
seguintes questdes:

18) & possivel estender a teoria de controle deterministico
para o caso estocéstico?;

23) no caso afirmativo, serd que tal extensdo é tfo préxima
quanto ao estudo das equagSes diferenciais?

Nosso interesse recaiu sobre as questdes de controlabilidade
e estabilizagdo para equagles diferenciais lineares estocaticas, uma
conseqiiéncia natural de nosso trabalho desenvolvido no Mestrado.

No que segue, fazemos no Capfitulo I um resumo dos principais
conceitos e vresultados sobre controlabilidade e estabilizacdo para
equagdes diferenciais ordindrias lineares deteministicas, equacBes
diferenciais estocasticas, estabilidade e expoentes de Lyapunov para
equagbes  diferenciais  lineares = estocésticas. Esses conceitos e
resultados serdo utilizados frequentemente nos capitulos subsequentes.
Indicamos também uma maneira de substituir a equagio estocastica dada
por uma equagdo equivalente, este sendo o artificio central que nos
permitiu nos capftulos subsequentes, utilizar técnicas de controle
deterministico para deduzir resultados no caso estocéastico.

O Capitulo II é dedicado ao estudo da controlabilidade para

equagbes diferenciais lineares estocisticas. Quando nos restringimos a



condigbes iniclais constantes, esse estudo € muito parecido com o caso
deterministico, n8o s6 pelos resultados obtidos mas também pelas
demonstracgdes.

No Capitulo IIl estudamos o problema da establlizagfio de uma
equaclio diferencial linear estocéstica através de controles do tipo
feedback. Inicialmente, fazemos tal estudo para equagdes com
coeficientes constantes e obtemos nesse caso particular o seguinte
resultado: se a equagdo deterministica associada A equagfo estocastica
é controlavel, existem controles feedback que estabilizam a equacgio
estocastica, independente da equag8o sem controle ser ou nfo
assintéticamente estavel. Observamos que a verificagiio da
controlabilidade para equagdes diferenciais lineares deterministicas
com coeficientes constantes é bastante simples: basta calcular o posto
de uma certa matriz.

Também demonstramos Qque a controlabilidade da equagfo
deterministica associada & equagdo estocastica implica na existéncia de
controles feedback que tornam a equagdo expoencialmente estdvel na
p-média, para todo p = 2. Esse resultado é mais geral que o anterior,
porém sua demonstracio é muito mais trabalhosa.

Finalmente, estudamos a questdo da desestabilizagdo, isto &,
a existéncia de controles feedback que tornam a solugio da equagfio nio

assint6ticamente estéavel.
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CAPITULO 1

CONTROLE DETERMINISTICO, EQUAGOES ESTOCASTICAS

O objetivo deste capitulo é apresentarmos os resultados
necessarios para o desenvolvimento dos capftulos subsequentes,
resultados gque envolvem aspectos da teoria de controle determinfstico,
expoentes de Lyapunov e estabilidade para equagBes diferenciais

estocéasticas.

1. TEORIA DE CONTROLE DETERMINISTICO.

Consideremos o sistema de equagbes diferenciais lineares

deterministicas no R":

x(t) = A(t) x(t) + C.(t) v(t) (D),

onde

[ A, CI: R-— M mms‘éto fungdes mensuraveis local-
mente limitadas, v :I1 -—> R" é uma funcdo defi-
(Hl) ) nida, mensuravel e limitada no intervalo finito

e fechado I ¢ R.

\

O parametro v da equagdo (D) chama-se controle e quando
satisfaz as hip6teses (Hl) ¢ dito admissivel. Indicaremos por U o
conjunto dos controles admissiveis para a equagdo (D).

Seja x(t, to’ X, v} a solugio de (D) no instante t, com

]
condigdo inicial X, Do tempo 1:o e controle v.



Definigdo 1.1: O estado x, € R" & controldvel no tempo t, se existe t1
n
> to finito, v : lto, tll — R, v € U tal que x(tx' to' X v) = 0.

O sistema (D) & completamente controldvel no tempo to se

todos os estados X, € R" sfo controlaveis no tempo to.

O sistema (D) é completamente controldvel se todos os estados

X, € R" sio controlaveis no tempo to' v to € R.

Uma caracterizag8o de controlabilidade é dada pela matriz de
Kalman

t
1
K(to, tx) = J D(to, 5) Cl(s)[D(to, s) Cl(s)] ds,
t
0
onde D(t) é a matriz fundamental de solugSio do sistema x(t) = A(t) x(t)
e [D(to, s) Cl(s)]' indica a transposta da matriz D(to. s) Cl(s).

Teorema 1.1: O sistema (D) é completamente controlavel no tempo t, se
e somente se existe 'c1 > to finito tal que K(to’ tl) é positiva
definida ([7)).

Sejam J =t , tleU ={v:J— R" : v admissivel}

Definicio 1.2: Dizemos que o sistema (D) é controlavel no intervalo J

n . » =
se para todo X, 3, € R, existe v € U’ tal que x(tl, to’ X v) Y,
A demonstragdo do seguinte resultado pode ser encontrada em

(12]):

Teorema 1.2: S3o equivalentes:

(1) (D) é controlavel no intervalo J;



)V x e R", 3veU: x(t, t, X, V) = 0;
n ‘. -
(3)Vy°eR. 3veU.x(tl. to’ 0, v)-yo.

A relaglo entre as definicdes 1 e 2 & dada pelo seguinte
resultado ([9]):

Teorema 1.3: S&0 equivalentes:
(1) (D) é completamente controldvel no tempo ts

(2) existe tl > to finito tal que (D) é controlavel no intervalo
[to. t 1].

Definicdo 1.3: Dizemos que (D) é controlavel se para todo t existe t

> to finito tal que (D) é controlavel no intervalo [to, txl'
Temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4: S3o equivalentes:
(1) (D) é& controlavel;
(2) (D) é completamente controlavel.

Examinemos agora o que ocorre quando trabalhamos com
*
intervalos do tipo [to, »] e indiquemos por U o conjunto das fungdes

mensuraveis localmente limitadas definidas em intervalos dessa forma.

Defini¢do 1.4:Dizemos que (D) é [t,w)-controldvel (a zero) se para todo

x € R® existe v: [t, @) —> R", v € U", tal que lim x(t, T, X, V) = O.
t —>0

Proposicdo 1.1: Se (D) é [T, w)-controlavel entio também € [Tr’,w) -

controlavel, V T’ s T.



ProposicSo 1.2: Se (D) é controlavel no intervalo [to. tll entio é [to,
w)-controlavel.

Definicdo 1.5: Dizemos que o sistema (D) é assintéticamente controlével

L
se para todo T € Re x € R" existe v € U tal que lim x(t, T, %, v) =

t —dw
0, isto é, se (D) é [t,»]}-controlavel para todo T € R.

NotacgSo: Se Q e R sfo matrizes simétricas, R > 0 (R =z 0)
significa que R é positiva definida (semi-definida) e R > Q (R = Q)
significa que R - Q> 0 (R - Q = 0).

Se jam:

K(t, s)

D(t, 7) Cl(‘r)[D(t, T) Cl(t)]’dt » t Cs

ot

D(t, T) Cl(T)[D(t, T) Cl(t)]’d'r , s <t.

Y(s, t)

Definicio 1.6: Dizemos que (D) é uniforme em relacdo a controlabilidade
se existe o € R tal que:

0 < (xo(cr) Id =K(, t+o)s al(O‘) Id, vt (rl)

onde ixo(o), al(o) s80 constantes que dependem de ¢ e Id é a matriz
identidade nxn.

Dizemos que (D) é uniforme em relagdo a acessibilidade se
existe ¢ € R tal que

0« Bo(cr) Id = Y(to, t) = B‘(a') Id, vVt (rz)

onde Bo(cr), Bl(cr) sdo constantes que dependem de o.



Dizemos que (D) é unlformemente controldvel se (D) 6
simultineamente uniforme em relagio a  acessibilidade e a

controlabilidade para © mesmo valor de o. O seguinte resultado é
provado em ([6]):

Teorema 1.5: Suponhamos que as fungdes matriciais A e Cl sejam

limitadas. S&o equivalentes:
(1) (D) é uniformemente controlavel;
(2) (D) é uniforme em relacio a controlabilidade;

(3) (D) é uniforme em relacfio a acessibilidade.

As relagdes entre as definigdes 3 e 6 sdo dadas por ([6]):

Teorema 1.6: (1) Se (D) é uniforme em relacio a controlabilidade

{acessibilidade) entio (D) é controlavel;

(2) Se (D) & uniformemente controlavel, entio (D) é controlavel.

Consideremos o sistema (D) restrito as hipéteses (Hx)'
Tal sistema & denominado sistema aberto.

Se v(t) = F(t) x(t) + vl(t), onde F: 1— Mm(R) é uma
funcio mensuravel localmente limitada no intervalo I e v I— R" é um
controle nas mesmas condigdes, entfio o sistema (D) é transformado no

sistema:
;{(t) = (A(t) + Cl(t) F(t)) x(t) + Cl(t) vl(t) (Dx)'

chamado sistema fechado.

A matriz F ¢é denominada matriz feedback ou matriz de
realimentacgéao.
Estudaremos propriedades do sistema (D) através do sistema

(Dl), tal fato justificando a denominagdo feedback para a matriz F.



Definic8o 1.7: Dizemos que (D) é uniformemente estabilizdvel se para
todo m > 0, m € R, existe uma matriz feedback F(definida para todo t),

existe um namero real a >0, tal que:

iD,(t,, t)] s a expl-m(t-t)), vt,t =t,

onde Dx(t) é a matriz fundamental de solugio do sistema x(t) = (A(t) +
Cl(t) F(t)) x(t).

Dizemos que (D) é estabilizdvel se existe uma matriz feedback

F tal que lim IDl(t, to)n = 0, vt . Equivalentemente, se existe uma
t —o
matriz feedback F tal que o sistema homogéneo

x(t) = (Alt) + C,(t) F(t)) x(t)

¢ assintéticamente estével.
Lema 1.1: Se (D) & uniformemente estabilizavel, entfo & estabilizavel.

Examinaremos a seguir a relagio entre controlabilidade e
estabilizacBo. Os resultados podem ser encontrados em ([2]), ([7]) e

(ron.

Teorema 1.7: Se (D) ¢é  estabilizdvel entdo ¢é assint6ticamente

controlavel.

Teorema 1.8: Todo sistema uniforme em relagdo a controlabilidade ¢

uniformemente estabilizavel.

Teorema 1.9: O sistema (D) é estabilizdvel se e somente se &

controlavel.



Teorema 1.10: Suponhamos que as fungbes A e Cl s8o limitadas. Ent#o, o
sistema (D) €é uniformemente estabilizavel por meio de uma matriz
feedback limitada se e somente se é uniforme em relagiio a
controlabilidade.

No caso particular em que o sistema (D) é constante, isto é,
as matrizes A e C1 s8o constantes, os conceitos e resultados
apresentados podem ser bastante simplificados. O principal artigo que
aborda sistemas constantes é o do Hautus ([5]), cujos resultados

passaremos a apresentar agora.

Teorema 1.11: O sistema (D) & controlavel se e somente se a matriz n x

n’ [Cl, A Cl, ceey An-lCl] tem posto n.

Teorema 1.12: Se (D) é controlavel e A = { a, - an) é um conjunto
de nameros reais distintos tal que A n o(A) = ¢ (c(A) denota o espectro
da matriz A), entfo existe uma matriz real F n x n tal que A = o(A +
C1 F).

Teorema 1.13: S&o equivalentes
(1) (D) é assint6ticamente controlavel;
(2) (D) é estabilizavel.

Além disso, ¢é facil ver que para sistemas constantes,
controlabilidade e controlabilidade uniforme sdo conceitos

equivalentes.

Teorema 1.14: S&o equivalentes:
(1) (D) é estabilizavel;

(2) existe uma matriz real F nxn tal que Rec(A + ClF) < 0.



2. EQUAGOES DIFERENCIAIS ESTOCASTICAS

Seja (Q, ¥, P) um espago de probabilidade, J = [to,T]. 0 s to
¢ T < o, um intervalo da reta Re w : Q x J—> Rd um processo de

Wiener.

Seja {9t} uma familia crescente de sub-o-algebras de %,
t=t
°

independente de U(w' - W to =t (s = T), a o-4lgebra gerada por

w ~-w,t <t{(s=sT,
s t 0

Consideremos a diferencial estocéastica da forma:

dx(t) = f(t,X(t)) dt + G(t, X(t)) dwl(t)
X(to) =c (2.1)

ou equivalentemente, a equagdo integral

t t
X(t) =c + J f(s, X(s)) ds + J G(s, X(s)) dx;v(s). tel (2.2)
t %

onde f: J x R®— R’ ¢ uma funcio mensuravel e G: J x R —)de d(IR) é
uma funcdo matricial mensuravel, c: Q——R® & uma variavel aleatéria.

Uma equagdo do tipo (2.1) (ou (2.2)) é chamada equagio
diferencial estocastica (do tipo de It8).

Um processo estocastico X : Q x J —R? & dito solugcdo da

equagdo (2.1) no intervalo J se satisfaz as seguintes condigbes:

1) X(t) é ?t - mensuravel, Vt € J
2) as fungdes fit,w) = f(t, X(t, w) e Glt, ) = G(t, X(t, w)) sio

tais que, com probabilidade 1,

J |f(s, )] ds < o, J |Gts, w)|zds <
1 I

3) a igualdade (2.2) ocorre para todo t € J, com probabilidade 1.



TEOREMA DE EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGOES PARA A EQUAGAO (2.1)

Sejam f: J x R — R* uma funcdo mensuravel], G: J x RP—
de d(IR) uma func8o matricial mensuravel.
Suponhamos que existe uma constante K > O tal que:
(DVtel vx, yeR’,

|f(t,x) - f(t,y}| + | G(t,x) - Glt,y)| s K| x - y|,

onde ]GI2 = tr(GG’});

2)Vtel, vx e RY,
Iftx)|? + |6t,x)]? s K*a + |x].

Se ¢ : Q— R® é uma variavel aleatéria independente de w, -

LA t = to' a equacdo (2.1) tem uma UGnica solugio X(t) definida em I,
()}
contfnua com probabilidade 1, que satisfaz a condigdo inicial X(to) =
c. ; isto é, se X(t) e Y(t) sBo solugbes continuas da equaglio (2.1) com
X(to) = Y(to) = ¢, entdo P[ sup |X(t) - Y(t)]| > 0] = 0.
teys

A demonstragdo desse resultado pode ser encontrada em ([1]) e

(I3]1), por exemplo.

Teorema 2.1: Suponhamos que as hip6teses do teorema de existéncia - e
-unicidade estdo satisfeita.

Se E|c|zn ( o, n € N, entdo a soluco de equagio (2.1) com
X(to) = ¢ satisfaz:

E[X(0) - o™ = D0+ EJe|) (¢ - 1" &7,



onde C = 2n(n + 1) K%, D = 4(T - t + 1) K2

Consideremos a seguinte equagfo diferencial estocastica no

R®:
dX(t) = [A(t) X(t) + Cx(t) ul(t. X(t))] dt +
+ [B(t) X(t) + Cz(t) uz(t, X(t))] dw(t), (2.3)
onde
(
A, Cl, B, C2 : J— ded(lR) s8o fungdes matriciais
mensuraveis limitadas por K;
u, J xR —5 R? szo fungSes mensurdveis que satisfazem
(Hz) 1

|uj(t,x) - uj(t,y)| s K|x-y|, ¥x, yeR $

vtel, j=1, 2

l lu e, )| ® s K51+ [x|®), vt e J, xeR" j=1,2

Entdo, pelo teorema de existéncia e unicidade, dada a
condigdo inicial X(to) = ¢ constante P q.s., a equag8o (2.3) possui uma

anica solugdo continua.

Os parametros u, u da equacdo (2.3) sfio chamados controles
e quando satisfazem as hipéteses (Hz) sdo ditos controles admissivels.

Indicaremos por #4 o conjunto dos controles admissiveis.

Associada & equagdio (2.3) est4 a equagdo diferencial linear

deterministica:

y(t) = Alt) y(t) + C () ult) (2.4),

onde 0 : J—> R* 6 uma uncdo mensuravel integravel.

10



No que segue, nos referiremos a (2.4) como sendo a parte
deterministica de (2.3).

Seja D(t) a matriz de transi¢Sio gerada por A, isto &, D(t) =
A(t) D(t), t € J.

Dado c € IRd, consideremos a seguinte equagfo integral:

t
Y(t) = D(t.to) c+ J D(t,s) Cl(s) ul(S.X(s)) ds +

t
0

t

+ J D(t,s) [B(s) X(s) + CZ(S) uz(s,X(s))] dw(s), t € J (2.5)

t
0

onde X(t) é soluciio de (2.3) com X(to) = C.

t
Seja Z(t) = J D(to,s) Cl(s) ul(s,X(s)) ds +

t
0

t
+ [ D(to,s) [B(S)X(s) + Cz(s) uz(s,X(s))] dw(s) , t € J.

t
0

Logo, Y(t) = D(t,to) [c + Z(t)].
A diferencial estocéastica de Z é dada por:
dZ(t) = D(to,t) Cl(t) ul(t, X(t)) dt +

D(to,t) [B(t) X(t) + Cz(t) uz(t, X(t))] dw(t).

Logo,

dy(t) = ﬁ(to,t) [c + X(t)] dt + D(t, to) dZ(t) =

= A(t) D(t,to) [c + Z(t)] dt + Cl(t) ul(t, X(t)) dt +

11



+ [Be) X0 + €0 u e, x9)] awiwr =

= JA(t) Y(t) + Cl(t) ul(t. X(t))| dt +

+ [Bty x(t) + C,(0 ut, x| awe) (2.6)

Definindo H(t) = Y(t) - X(t), t € J, de (2.6) e (2.3) segue
que dH(t) = A(t) H(t) dt. 2.7

Fixado w € 0, a soluglo da equagdo (2.7) com condiglo inicial
H(to) é dada por H(t) = D(t,tol H(to) , Vt € 1.

Mas, H(to) = Y(tol - X(to) =c-c¢c=0.

Portanto, Y(t) = X(t) P q.s. , Vt € J, isto &, as equagBes
(2.3) e (2.5) tem as mesmas solugdes.

Por conveniéncia (e abuso de notagdo) indicaremos por X(t,to.

Xo,ul,uz) a solugdo da equagio (2.3) com condigdo inicial X0 no tempo

t e com controles u,u.
0 12

Em alguns casos €é necessario considerarmos controles que
dependem da variavel aleatéria w € Q, isto é, fungSes definidas em J x

d d
R x Q a valores em R.
Consideraremos, entfo, a seguinte equacdo estocéstica:

dX(t) = [A(t) X(t) + C‘(t) ul(t, X(t), w)] dt>+

+ [B(t) X(t) + Cz(t) uz(t, X(t), w)] dw(t), (2.8)

onde

12



(

uJ:JdexQ -———)RdéB(Jde)xy- mensuravel, j =

1,2;
para cada (t,x) € J x Rd. uj(t,x, o) €& ?t - mensuravel, j =
1,2;

(H M existe constante K > 0 tal que:

|A(t)| =K, |CJ(t)| = K, |B(t)| =K,
|uj(t,x,w)|zs K%(1 + |x|2)
|uj(t,x,w) - uJ(t,y,w)l sK |x - y|
J=1, 2, vVt € ], x,yeRd.we Q

Nessas condicdes, se X(to) é 9t -~ mensuréavel, X(to) € LZ(Q),
(i
existe uma Unica solugio da equacio (2.8) com condig8o inicial X(to).

Essa solugdo ¢ um processo continuo, ndo-antecipativo em
relagio a { S‘t } ({3N.
tel
Consideremos a seguinte equagao integral

t
Y(t) = D(t,to) X(to) + I D(t,s) Cx(S) ul(s,X(s), w) ds +

t
0

t

+ J D(t,s) [B(s) X(s) + Cz(s) uz(s, X(s), w)] dw(s) (2.9)

t
0

t € J, onde X(t) é solugdo de (2.8) com condigio inicial X(to).

Utilizando o teorema de It6 generalizado ([8]) e repetindo o
argumento feito para a equag8o (2.3), podemos mostrar que a equagio
integral equivalente & equagio (2.8) e a equagdo (2.9) possuem a mesma

solugdo para X(to) € ?t fixado.

0
Por abuso de notagdo, indicaremos por X(t,to,Xo,ul,uz) a
solucdo da equagdo (2.8) com condigdo inicial Xo € 9t no tempo to e

0

13



com os controles ueu,.

3. ESTABILIDADE ESTOCASTICA E EXPOENTE DE LYAPUNOY.

. . . . d
Consideremos a equag8o diferencial estocéastica no R:

{ dX(t) = f(t, X(t)) dt + G(t, X(t)) dwl(t)
(3.1)

X(to) —ceR® .

cujos coeficientes, além de satisfazerem as hip6teses do Teorema de
Existéncia e Unicidade de solugdes, sdo continuos em relagio & variavel
t, vtz to.

Suponhamos também que f(t, 0) = G(t, 0) = 0, Vt = t. Logo, a
posicdo de equilibrio X(t) = 0 é a Gnica solugdo da equagio (3.1) com
X(to) = 0.

Definicdo 3.1: A posigio de equilfbrio X(t) = O é dita:

(1) estdvel se V € > 0, lim P[ sup |X(t,c)| = e] =0
c—>0 t Stew

(2) assintdéticamente estdvel se & estavel e
lim P[ 1lim X(t,c) = 0] =1
c—>® t —>0 ,

(3) globalmente assintéticamente estdvel se € assint6ticamente

estavel e

P[ lim x(t,c)=o]=1,VceR".

t— ®

(4) exponencialmente estdvel na p-média (p > 0) se existem
constantes positivas ¢, c, tais que E|X(t;c)|p < c::l|c|p

e—cz(t_to), para todo c¢ suficientemente pequeno, V t = to.
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Um resultado que usaremos & dado pelo teorema abaixo, cuja

demonstragfio encontra-se em ([4]).

Teorema 3.1: Se a posigio de equilibrio X(t) = 0 da equaglo (3.1) é
exponencialmente p-estdvel para algum p > O e as fungdes f(t,x) e

G(t,x) tem derivadas continuas e limitadas em relagio & x até ordem 2

{inclusive), entfo X(t) = O é globalmente assint6ticamente estavel.

. . . . . d
Consideremos a equagdo diferencial estocéstica linear no R:

dX(t) = AX(t) dt + BX(t) dw(t)
X(t) = ¢ R’ (3.2)

onde as matrizes (dxd) A e B sio constantes.

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, tal equag8o possui
uma Gnica solugdo.

Ao invés de dizermos a "posigdo de equilibrio & estdvel”,
diremos que a equacgdo (3.2) é estdvel, em analogia 3as equagdes
diferenciais lineares com coeficientes constantes deterministicas.

Para esse tipo de equacdo, o0 estudo da estabilidade
assint6tica feito por Hasminskii ([4]) através do uso do expoente de

Lyapunov é de aplicacdo mais simples. Descrevemos a seguir tal estudo.

O processo s(t) = —l—;%—:—;-l—. s(to) = —T%r com valores na

d-1 .
esfera S ~ é markoviano e homogéneo.

Pondo p(t) = &n |X(t)| e usando a férmula de Its, obtemos:

dp(t) = <As(t), s(t)> + —é— <B’Bs(t), s(t)> - <Bs(t), s(t)>2 dt +

+ <Bs(t), s(t)> dw(t) (3.3)
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Definimos:

Qls) = (As, 5 + —;— (B'Bs:s) - <Bs,s>z . Vs e s (3.4)

Teorema 3.2: Suponhamos que o processo s é ergbédico e seja v a Gnica

medida invariante desse processo. Se A = IQ(s)dv(s) < 0, entdc a
d-1
s

equac8o (3.2) é assint6ticamente estéavel.

Prova: Reescrevendo a equagfo (3.3) como

t t
plt) ; p(0) - % JQ(S(F)) dr + _i_ J(Bs(r), s(r)> dw(r),

o 0

observando que lim L <Bs(r), s(r)> dw(r) = 0 e utilizando a lei

t —o>m
0

dos grandes nGmeros para o processo s(t), obtemos

lim plt) _ AP g.s. (3.5)

t
t —o
Segue das equagdes (3.3) e (3.4) que
t t
|X(t)| = |c| exp t{ %—J Q(s) dv(s) + %—J <Bs,s> dw(s)}

0 ]

e portanto, utilizando (3.5), obtemos que

lim P[ lim X(t,c) = 0] =1 (3.6)
c —>0 t —>w

Queremos mostrar que a equagdo (3.2) é estavel. Para tanto,

basta mostrarmos que

16



Ves-2a, lim P[ sup |X(t,c)| =e] =0 (%
c —w tZto

Com efeito, se (*) ocorre para € - A, ent8o para - A < £

temos a seguinte relagdo:

P[ sup |X(t,c)] = 81] < P[ sup |Xl(t,c)| = - A]
t=t =t

e portanto,

lim P[ sup |X(t,c)| = el] = 0.
c —0 =t

Seja € s - A. Por (3.5) existe T > O tal que

£n|)t((t)| _ hl e,

vt =z T,

{e+A)t (e+A)T

isto &, |X(t)}]| < e ,ecomo € +A<0, |X(t)] <e , Vvt = T.

Podemos escolher T de modo que P[ sup |X(t,c)| = e] =0
t=T

Observamos que sup |X(t,c)| = e} ¢
tOSt«o

«{ sup |X(t,c)| z e} U{ sup |X(t,c)| = £},
t StsT t=T

Elx(n] . o] T %
€ - e

Como P| sup |X(t,c)] z¢€| =
tOStST

para k constante real positiva, segue que

17



c —>0

lim P[ sup |X(t;c)| = c] = 0.
c —30 t StsT
0
Portanto, lim P[ sup |X(t;e)| = e] = 0,

t Stew
0

isto &, a equagdo (3.2) & estavel.

A estabilidade de (3.2) junto & (3.6) nos d4 a estabilidade
assintética da equacéo (3.2).

Proposi¢do 3.1: Suponhamos que o processo s é ergédico. Se A > 0, entdo

para c # O, P [ lim |X(t,e) | = co] =1 Se A = 0, ent3o a solucdo
t —>
X(t) = 0 da equagdo (3.2) n3o & assint6éticamente est&vel nem instével.

Proposicao 3.2: Suponhamos que o processo s néo é ergbédico. Entdo:

(1) existe no maximo um nGmero finito de valores a =
I d-1Q(S)dv1(S)’ onde v, é¢ a distribuigdo estaciondria para a
s

componente ergoédica Al (podem existir infinitas componentes Al para
s(t));

(2) Se a < a, < o < a, entdo a, < O implica que (3.2) &
assint6ticamente estéavel.

A demonstragio do resultado acima encontra-se em ([4]).

Para equagbes com coeficientes constantes, obtemos como

corolario do teorema 3.1 o seguinte resultado:
Proposigdo 3.3: Se a equagdo (3.2) € exponencialmente p-estével

para algum p > O, entdo também é globalmente assintéticamente estével;

em particular, é assint6ticamente estével.
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CAPITULO 11

CONTROLABILIDADE

4. CONTROLABILIDADE COM CONDIGCAO INICIAL CONSTANTE.

Neste capitulo estudaremos varios conceitos de
controlabilidade para equagdes diferenciais estocAsticas lineares e as
relagdes destes com os conceitos correspondentes para equagdes
diferenciais lineares controladas deterministicas.

. . d
Consideraremos as seguintes equag¢des no R :

dax(t) = [A(t) X(t) - Cl(t) ul(t,X(t))]dt +
+ [B(t) X(t) + Cz(t) uz(t’ X(t))] dw(t) ¥} (S)
d
X(to) =c €R J

yt) = A(t) y(t) + C (1) u(t)
» (D)
y(to) =ceR

)

cujos coeficientes satisfazem as hip6teses (Hz) e (Hl) dos paréagrafos 2
e 1, respectivamente.
Utilizaremos a notagdo do paragrafo 2.

Seja J = [to, T], com O Sto<T<m.

Definicdo 4.1: Dizemos que Xo e R® ¢ controlavel no intervalo J,

se existem controles u, u, € 4 tais que X(T,to,XO,ul,uz) = 0 P q.s..
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Dizemos que (S) é controldvel no intervalo J se todo Xo € R
é controlavel no intervalo J.

Notacéo:

M(to, T) = JD(to'S) Cl(s) [D(to,s) Cl(s)]’ds
J

N(to,s) = D(to.s) Cz(s)[D(to,s) Cz(s)]’, s e,

onde [D(to,s) Cl(s)]' denota a transposta da matriz D(to,s) Cl(s).

Teorema 4.1: (S) é& controlavel no intervalo J se e somente se as
matrizes simétricas M(tD,T) e N(to,s) , Vs € J, sdo

definidas.

positivas

Prova: A condicfio é suficiente:

Consideremos os controles ul, u2 e d4:

— - - » ’ -1
ul(s,x) = ul(s) = Cl(s) D (to,s) M (tO,T) Xo' sel
- - ] ’ -1 d
uz(s,x) = Cz(s)D (to,s)N(to,s) D(to,s)B(s)x, Vs € ], Vx e R,
Entdo:

X(T,to, Xo,ul,uz) = D(T,to) [ Xo + JD(to,s) Cl(s) ul(s) ds +
J

20



+ JD(to's) iB(s) X(s) + Cz(s) uz(s.X(s))l dw(s)] =
J

= D(T,to){ X0 - “ D(to,s) C1(S) [D(to,s) Cl(s)]' ds] M-l(to.T) Xo +
J

+J D(to,S)[B(S)X(s)-Cz(S)[D'(to,S)Cz(s)]'N(to,s)-lD(to,s)B(s)X(s)] dw(s)}
J

_ _ -1
= D(T,to){ Xo - Xo + J [D(to,s)B(s)X(s) N(to,s)N(to,s) D(to.s)o
J

° B(s)X(s)] dw(s)} =0 P qg.s.

A condicido é necesséaria:
Suponhamos que (S) é controlavel no intervalo J e seja Xo e R

Logo, existem u,u, € 4 tais que

X0 = - J‘D(to,S)Cl(s)ul(s,X(s))ds - JD(to.s) [B(s)X(s) +

R 3

+ Cz(s)uz(s,X(s))] dw(s).

Suponhamos que X0 M(to,T) Xo =0e Xo N(to,s) Xo =0, Vs € J.

Seja uB(s) = - Cl(s) D (to,s) Xo' Vs € J.

Entdo:

X(') M(to,T)X0 = X{”J D(to,S)CI(S)[D(to.S)Cl(s)]'XO ds
J
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= - X;J D(to.s) C1(S) ua(s) ds = J |u3(s)|2 ds (1)

J J

Se u4(s) = - Cz(s) D (to,s) X Vs € J, segue que

, _ 2
X0 N(to,s) X0 = |u4(s)ﬂ , Vs € ] (2)

Portanto,

IX 1" = x; % = - “ D(t ,s) C(s) u(s,X(s) ds +

J

+ D(to,s)[B(s) X(s) + Cz(s) uz(S.X(s))] dw(s)] Xo

3

= u;(s,X(s)) us(s) ds - U
73

I

D(to,s) B(s) X(s) dw(s)] Xo

J

+

u;(s) uz(s,X(s)) dw(s)] .

J

Segue da hipttese e de (1) e (2) que

|

Logo, |]X02 = l-:[|Xo||2 = - {U D(to,s)B(s)X(s)dw(s)] ‘Xo} =
3

= - {EU D(to,s)B(s)X(s)dw(s)] } 'Xo = O'Xo
J

D(to,s) B(s) X(s) dw(s)] X0

J

"
o



Portanto, )(o = Q.

Mostramos que se XOM(to,T) Xo =0e XON(to.s) Xo =0, Vs € J,
entdo Xo = 0.

Portanto, as matrizes simétricas M(to.T) e N(to,s). Vs € J,
sdo positiva - definidas.

Corolirio 4.1: Se (S) é controlavel no intervalo J, o mesmo ocorre para
(D).

Prova: Se (S) & controlavel no intervalo J, pelo teorema anterior,

M(to.T) > O e pelos teoremas 1.4 e 1.1, segue que (D) é controlavel no
intervalo J.

Corolirio 4.2: (S) é& controlavel no intervalo J se e somente se:

C;(s) D’(to,s) X=0 qgs.emJ=2X=0 e

C;(s) D’(to,s) X

]
o

gs.emJ=X=0.

Prova: Dado X € Rd ,

, , , 2
X M(to,T) X = J’ ICl(s) D (to,s) X|° da. e
3

] — ’ » 2
X' N(t,s)X = |C2(s)D (t,,s)X |, vsel
Logo,
] — » » 2 — » » -
X'M(t ,TIX = 0 & [C(sID'(t ;)X |" = 0 & Ci(s)D’(t,5)X = O g.5. em J

X'N(to,s)X =0,Vsele C;(s) D’(to,s)X =0 g.s. emJ.
Portanto, (S) é controlavel em J se e somente se

C;(S)D’(to,s)X =0 qs.emJ=2X=0



C;(S)D’(to,s)x =0 qs.emJ=X-=0.

Observacgio 1: (D) é controlavel no intervalo J se e somente se
[C§(S)D’(to,s)X =0 gqg.s. em J=» X = 0] ([2]). Novamente obtemos que se

{S) é controlavel no intervalo J, o mesmo ocorre para (D).

Proposicdo 4.1: Se (S) é controlavel em J, entdo também o é para

qualquer intervalo que contém J.

Prova: Sejam [to,T] C [tx’tzl e suponhamos que (S) é controlavel em
[to.T]. )

Seja X € R°.

Se C;(S)D’(tl,s)X =0 gq.s. em [tl,tzl., entdo

C;(s)D’(tl,s)X =0 qg.s. em [to,T].

Logo, C;(s)D’(to,s)D’(tl,to)X =0 q.s. em [to,T].

Se X # O, D’(tl,to)X =Y # 0. Dai, C;(s)D’(to,s)Y =0 g.s.
em [to,T], com Y # 0, o que contradiz a controlabilidade de (S) em
[to,T].

Anélogamente, mostra-se que se X # 0,
Cz(s)D (to,s) [D (tl,to)X] =0 g.s. em [to,T].

Portanto, (S) & controlavel em [tl,tzl.

Observagdo 2: O resultado acima também é valido para a equagdo (D)

(i2D.

Observagdo 3: A controlabilidade de (D) em J ndo € condigdo suficiente

para que o mesmo ocorra para (S).

c. =1
. _ - 1
Sejam A = Cl =1Id, Cz { 0, caso contrario
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Entdo, M(to,T) = —;— [l - exp(- 2T + Zto)] Id>0e N(to.S) =
exp[Z(to-s)] Cz’ Vs € J.

— ’
Se x = (xl, Xy0 ens xd) , ent8o

< eZ(to-s) 2(t°-s)

Cx, x>=e xz,VseJ e
2 1

portanto, N(to,s) ndo é positiva definida.

Seja C(J) = {Xo eR: X0 é controlavel no intervalo J} .

Teorema 4.2: (S) é controlavel no intervalo J se e somente se
0ecClle M(to.T) > 0.

Prova: Se (S) é controlavel no intervalo J, entdo, por definicio,
0 e C(J).

Seja 0 # X € C(J). Entdo, existem u,u, € d tais que

X = - J D(t ,s)C (s)u (s,X(s))ds - ID(t ,s)[B(s)X(s) +
() 0 "1 ()

J J

+ C (shu (s,X(s))]dw(s).
2 2

Definindo us(s) = - [D(to,s)Cl(s)] Xo’ Vs € ], obtemos X(‘,
2
Mt T) X = Llua(s)l ds.
Suponhamos que X;) M(to,T) X0 = 0; logo, us(s) =0 q.s. em J.
Temos:

2 , _
onn = X} Xo = - U D(to,s)Cl(s)ul(s,X(s))ds +

3

+ JD(to,s)[B(s) X(s) + Cz(s)uz(s,X(s))] dw(s)] X0
J



’

U ua(s)ul(s)ds] - U D(to.s)[B(s)X(s) + Cz(s)uz(s,X(s))]dw(s)] Xo
J J

- U D(to.s)[B(s)X(s) + CZ(S)UZ(S'X(S))]dW(S)] Xo
J

Efetuando a esperanga na expressio acima, obtemos IXOE2 =

I-:||Xo|]2 = 0; logo, X = 0, uma contradicéo.
Reciprocamente, suponhamos que O € C(J) e M(to.T) > 0.
Logo, existem ul,ud2 €d: X(T,to,ul,uz) =0Paqg.s. .
Dado O # Xo € R, definimos:
u (s,x) = uls,x) - [D(t ,8)C (s)] Mt ,TX, Vsel, xe R
1 1 01 o (

Temos:

X(T,to,Xo,ul,uz) = D(T,to) [ Xo + JD(to,s)Cl(s)ul(s.X(s))ds -
J

? -1
U D(tO'S)Cl(S)[D(tO'S)Cl(S)] ds] M (to,T)X0 + JD(tO,S)[B(s)X(s) +
J J

+

Cz(s)uz(s,x(s))] dw(s)]

D(T,to) U D(to,s)Cl(s)ul(s,X(s))ds + [D(to,s)[B(s)X(s) +

J J

i

+ Cz(s)uz(s,X(s))] dw(s)] = X(T,to,O,ul,uz) = 0P g.s. .

Portanto, V X0 e R® & controlavel no intervalo J, isto &, (S)
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é controlavel no intervalo J.

Proposi¢do 4.2: Se N(to,s) >0, Vs e ], entdo 0 € C(J).

Prova: Com efeito, definindo ul(s,x) 20e

- o ' ’ - d
uz(s,x) = CZ(S)D (to,s)N(to.s) 1m;o,s)B(s)x, Vs €eJ, x€eR,

obtemos X(T.to,O,ul,uz) = 0 P q.s.. Logo, O € C(J).

A reciproca do resultado acima n3o é verdadeira, como mostra

o exemplo abaixo.

Consideremos a equagio escalar dx(t) = [ax(t) +
+ clul(t,x(t))] dt, coma # 0O e c, * 0.

Tomando ul(s,x) =0, Vs € J, x € R®, obtemos x(T,to,O,ul) =0
P gq.s., isto € O € C(J). Observe que N(to,s) =0, Vs € J.

Teorema 4.3: Sdo equivalentes:

(1) (S) & controlavel no intervalo J;

(2)VX,Y eR%, 3u,u,ed: X(T,t , X, u,u)=Y
0 0 1 2 0 0 1 2

o P qg.s.

AAVY eR, Ju,u ed: X(T,t ,0,u,u) =Y
(o] 5 6 0 5 6

o P qs

Prova:
(2 = 3) Basta tomar Xo =0

(1 = 2) Suponhamos que para todo X0 € Rd, existem u.u, € 4 :
X(T.to,XO,ua,u4) =0 Pas.

Dado Y0 € Rd, seja Z0 = Xo - D(to,T) Yo.Por hip6tese, existem
u,u, € 4 tal que X(T,to,Zo,us,u6) =0 Paq.s.
Logo,
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X(T’to’zo’us’us) = D(T.to)xo - Yo +

+ | D(T,s) Cl(s) us(s,X(s)) ds + JD(T,S)B(S)X(S) dw(s)
Y J

+ | D(T,s) Cz(s) ub(s,X(s)) dw(s) =0 P g.s.

Y3

Portanto, X(T’to’xo’us’us) =Y P g.s.

0

(3 = 1) Suponhamos que \IYo € R%, existem u,u € 4
X(T,to,O,us,ub) = Y0 P g.s..
Dado X € Rd, sejaZ =Y -D(T,t) X.
0 () 0 o To
Como existem u_,u € & tais que X(T,t ,0,u,u) =2Z P q.s.,
56 ( X ™ (i

obtemos X(T,t X ,u ,u) =Y P g.s. .
0’0" 5" 6 0

Observagdo 4: A demonstragdo do teorema acima ¢é idéntica a feita para

o caso deterministico ([9]).

Seja I um intervalo compacto de R e ' = {u cI1xRE— R

u satisfaz (Hz)} .

Definicio 4.2: Dizemos que Xo e R ¢ controldavel no tempo tose existe
t > t_ finito, existem u,u € & tais que X(t,t,X,u,u) = 0
1 0 1 2 1070 1" 2
P gq.s..

Dizemos que (S) é controldvel no tempo t, se X0 e R ¢

controlavel no tempo to’ para todo X0 e R

Dizemos que (S) é controldvel se todo Xo e R® ¢ controlavel

no tempo to, para Vto > 0.

Seja C(t o) o conjunto dos X0 e R® controlaveis no tempo t .



[ ] ® [
Se 0 € C(to), existem t > t finito, u,u, € 4 tais que

X(t:.to,o,u:,u;) =0 P q.s.. Essa notaglo sera usada no que segue.
Teorema 4.4: Se O € Clt) e M(to,t:) > 0, entfio X_ € Cit ), ¥X € R
Prova: Seja O # X0 e R® e consideremos o controle

. _ s -1 . . d
ul(s,x) = ul(s,x) Cl(s)D (to,s) M (to,tl)Xo, Vs € [to,tll, xeR.

Entédo,
- *
tl tl
[ D(t ,s)C (s)u (s,X(s))ds =[ D(t_,s)C.(s)u (s,X(s))ds
4] 1 1 [¢] 1 1
t0 1'0

-

t
1 , o . _
- U D(to,s)Cl(s)[D(to,s)Cl(s)] ds] M (to’tx) Xo =

t
0

.
t

1 L 3
= J D(to,s)Cl(s)ul(s,X(s))ds - Xo'

t
0

Portanto,

]
t

1
* *® *
X(tl.to,Xo,ul,uz) = D(tl.to) [Xo + J D(to,S)Cl(s)ul(s,X(s))ds +

t

0
.

t
1 -
+ J D(to.S) [B(S)X(s) + Cz(s)uz(s,X(s))]dw(s) =

t
0

» *
t t
* 1 * 1
= D(t1'to)[xo +[ D(to,s)Cl(s)ul(s,X(s))ds - X0 + J D(to,s)[B(s)X(s) +
o t
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+ Cz(s)uz(s,X(s))]dw(s) = X(t1'to’0'u1'u2) =0 P q.s. .

Corolario 4.3: Se O € C(to) e M(to,t:) > 0, entéo C(to) = R
Corolario 4.4: Se O € C(to) e M(to.t:) > 0, entdo C(to) = C([to.tI]).

Prova: A demonstracdo desse resultado encontra-se na prova do

teorema 4.4..
Definicio 4.3: Dizemos que (S) é completamente controldvel se para todo

to = 0, existe t1 > to finito tal que (S) é controlavel no intervalo

[to’tll'

Proposigdo 4.3: Se (S) é completamente controlavel, entdo (S) ¢é
controlével.

Se Vt, = 0, 0 e Clt) e Mt,t) > 0, entio (5) ¢
completamente controlavel.

Prova: A primeira parte decorre diretamente das definigbes.

Se Vto 2 0, 0 € C(to) e M(to’tz) > 0, pelo corolario 4.4,

Vto, C(to) =R . Logo, (S) é completamente controlavel.

S. CONTROLABILIDADE COM CONDIGCAO INICIAL NAO DETERMINISTICA
Consideremos a equagao

dX(t) = [A(t) X(t) + Cl(t) ul(t, X(t), w)] dt +

[B(t) X(t) + Cz(t) uz(t, X(t), w)] dw(t) (¥)
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sujeita As hip6teses (Hs) do Capitulo L

Nosso objetivo & controlar (¥) quando partimos de condigbes
iniciais n&3o constantes. Indiquemos por A o conjunto dos controles

{admissiveis) para a equacgio (¥).

Definicdo 5.1: Seja g € Lz(Q). Dada Xo € ?t , X0 € LZ(Q), dizemos que
0
X0 ¢é controldvel a8 g no intervalo J se existem ul,u2 € A tais que

X(T,to, Xo’ ul,uz) =g P gs. .

Seja CzU) = { Xo € 9t°, Xo € LZ(Q) : X0 € controlavel a g no

intervalo J } , onde g € LZ(Q).

Teorama 5.1: Seja g € LZ(Q) e suponhamoes que M(to,T) > 0. Se existe

X € Cz(J), X, € ?to' X, € LZ(Q), entdo todo elemento Y € ?to, Y, €
LZ(Q) pertence a Cz“)'

Prova: Suponhamos -ue X0 € Cg(J). Logo, existem u,u € A tais que
X(T,to,Xo,ul,uz) =g Pas

Dado Y € ¥ , Y € L (), definimos:
0 t, o 2

'ﬁl(s,x,w) = ul(s,x,w) - [D(to,s) Cl(s)]’ M-l(to,'l') (Yo - Xo).

VseJ,xele,weQ.

E claro que Gl € A . Além disso temos:

[D(T.s) C,(s) Gl(s,X(s). w) ds

J'D(T.s) Cl(s) ul(s,X(s). w) ds -
J

J
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, -1
- D(T.to)J Dt ,s) C (s) [D(ts) C/(s)F ds M (1 ,T) y, - X) =
J

= J D(T,s) Cl(s) ul(s,X(s), w) ds - D(T,to) Yo + D(T,to) X0 .
J

Logo:

X(T.to.Yo.Gl,uz) = D(T,to) Y0 + JD(T.S) Cl(s) 1~11(S.X(s). w) ds +

J

+

JD(T,S) [B(s)X(s) + Cz(s) uz(s,X(s), w)] dw(s) =
J

~

D(T,t ) Y + | D(T,s) C(s) ul(s,X(s), w) ds - D(T,t ) Y +
o o 1 1 o o

°J

D(T,to) X0 + | D(T,s) [B(s)X(s) + Cz(s) uz(s.X(s), w)] dw(s) =

b

+

X(T,to.Xo,ul,uz) =g Pags. .

Corolario 5.1: Suponhamos que M(to,T) >0 e seja g e LZ(Q). Se Cz('” #
¢ entdio C() = F nL_(Q).
g t 2
0
Proposigdo 5.1: Suponhamos que M(tO,T) >0 e N(to,s) >0, Vs € Il
Se g € ?to, entdo Cg(.l) % .

Prova: Considerando os controles

R
ul(s,x,w) = lD(to,s) Cl(s)] M (to,T) [D(to,T) g - gl
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- o ’ -1
uZ(S.x.w) = [D(to,s) Cz(s)l N (to.s) B(s) x,

obtemos X(T,to,g,ul,uz) =g Paq.s.; logo, g € C'(J).

Definigdo 5.2: Seja X € ¥ , X eL.(Q).
[ t, o 2

R(X ,J) = { X(T,t , X ,u,u) : u,u € A } ¢ chamado de conjunto
() 070" 1" 2 12

dos pontos atingiveis no tempo T a partir de Xo'

R(XO,J) ¢ o conjunto de todos os possiveis valores da soluglo de
(¥) no instante T, com condigio inicial X0 no tempo to’ utilizando

todos os possiveis controles admissiveis.
E claro que R(XO,J) C ?T.

Lema 5.1: Dados g € LZ(Q), X0 € ?t entdo:
()

g e R(XO,J) se e somente se Xo € Cg(J).

Prova: Se g € R(XO,J), e .istem u,u, € A tais que X(T,to,Xo,ul,uz) =

g P aq.s.; logo, Xo € Cz(J).

Reciprocamente, se Xo € Cg(J) existem u,u € A tais que

X(T’to'xo'ufuz) =g P g.s.; portanto, g € R(XO,J).

Teorema 5.2: Suponhamos que M(to,T) > 0. Entao,

R(XO,J) = R(YO,J) ) VXO, Y0 € ?to, Xo'Yo € LZ(Q).

Prova: Seja g € R(XO,J); logo X0 € Cg(J) e entdo Cg(J) = 9t , 0 que
()
implica que Y0 € C (J); dai segue que g € R(YO,J).
g
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Portanto, R(XO;J) C R(YO,J)

Analogamente, R(YO;J) c R(XO.J) e portanto.R(Xo;J) = R(YO.J).
vX,Y €% ,X,Y €L (Q)
o' o t “0'To 2

Corolario 5.3: Se M(to,T) > 0, entdo R(0,J) = R(XO;J) , VXo € S‘t .
(i

Proposigdo 5.2: Suponhamos que N(to,s) >0, Vs € J, e M(to,T) > 0.

Ent3o, ?t c R(0;J).
o

Prova: Com efeito, consideremos o controle admissivel:
_— - ’ -1
uz(s,x) = (D(to,s)Cz(s)) N (to,s)D(to,s)B(s) X.
Entao:

[ D(to,s)Cz(s)uz(s,X(s))dw(s) = - JD(to,s)B(s)X(s)dw(s)
J J

e portanto,

X(T,to,o,ul,uz) = JD(T,S) Cl(s) ul(s,X(s). w) ds

J

- ’ -1
| Tomando ul(s,x,w) = (D(to,s)Cl(s)) M (tO,T) Xo’ onde X0 €
¥ , X € L (Q), obtemos:
t 0 2
()}
X(T’to’o'ux’uz) = D(T,to) JD(tO’S)CI(S)ID(tO'S)Cl(S)] ds o

J
-1 _ -1 _
o M (to.T)Xo = D(T,to) M(tO,T) M (to,T) Xo = D(T,to) XO .

Como D(T,to) ¢ uma matriz deterministica constante e Xoe ?t ,

0
segue que D(T,to) X0 € ??to.
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Portanto, 9t c R(0;J).
0

Corolario 5.4: Se N(to.s) >0, Vs € e M(to.T) > 0, ento C(J) ¢
[
R(0;J)) , Vg e L (Q).

Prova: Se Cz(J) = ¢, entdo Cg(J) c R(O;)).

Se Cz(.l) # ¢, pelo corolario 5.1, C‘(J) = 9tn LZ(Q) e pela
()
proposi¢io anterior, ':?t < R(0;J). Portanto, Cz(J) c R(0;J).
()

Lema 5.3: Se N(t ,s) >0, Vs e ], entdo O € R(0,J).

Prova: Considerando ul(s,x,w) =0e
- ’ -1
uz(s,x,w) = [D(to,s)Cz(s)] N (to,s)D(to,s)B(s) X,
obtemos X(T,to,O,ul,uz) =0 P q.s. ; logo, 0 € R(0;J).

Proposicdo 5.2: Suponhamos que M(to,T) >0 e N(to,s) >0, Vs € 1l

Se g € ?t entdo C‘U) = Rig;J).
o

Prova: Com efeito, como Xo € Cg(J) se e somente se g € R(XO;J),
segue que g € Cg(.l) & g € Rig;J).

Logo, Cg(J) = R(g;J) se g € ?t .
o

Observando que a equagio (S) é caso particular da equagio (¥)
podemos reescrever alguns resultados obtidos neste paragrafo para a

equagdo (S). Sdo eles:

(1) Se (D) & completamente controlavel, entdo se Cg(J) # q), Cg(J)

(2) Se (D) é completamente controlavel, entao R(XO,J) = R(YO,J) .
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vwX.,Y € & ;
[ 2 ) 1.0

(3) Se (S) & controlavel no intervalo J, entfo C‘(J) c R(0;)) ,
Vg € LZ(Q).
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CAPITULO 11

ESTABILIZAGAO

6. CONTROLABILIDADE ASSINTOTICA

Neste paragrafo vamos estudar a controlabilidade da equacio
(S) num intervalo do tipo [to,m), to z 0,

O conjunto dos controles admissiveis é dado por:

A= { u: [to,m) x R® — R® : u satisfaz (Hz) } .

Para a equagdo deterministica (D) associada & (S), os
controles admissiveis sdo aqueles pertencentes ao conjunto A: = { u
[to,m) — SR T e (Lebesgue) integravel em todo intervalo finito

contido em [to,w) } .

DefinicZo 6.1: Dizemos que (S) é [to,co) - controldvel (a zero) se

*
existem controles u,u, € A tais que

P[ lim X(tt,X,u,u)=0|=1 VX eR®.
0O 0 1 2 [+]
t —0

Sabemos que a contrabilidade de (S) implica a da equagdo (D).
Esperadvamos que a [to,w)-contrabilidade de (S} nos desse a
[to,m)-—contr‘olabilidade para (D); porém, esse fato nfo é verdade, como

mostra o exemplo abaixo.
Dado a > % ' €, # 0, consideremos a equacgdo escalar:
dx(t) = ax(t) dt + [3ax(t) + czuz(t,x(t))l dw(t) (1)

Seja uz(s,x) = - c;lax, Vs 20, x € R
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Ent&o, a solugcio da equagio (1) com controle u, é dada por
x(t,O,xo,uz) =X exp{a(l-Za)t + 2a w(t)}.

Como af(l-2a) < O, segue que a soluclo da equaglo (1) com
controle u, é¢ globalmente  assint6ticamente  estavel, isto ¢,

P[ lim x(t,0, xo.uz) = 0] = 1., on € R.
t —o
Portanto, (S) é [0,x)-controlavel.

Porém, o sistema deterministico associado & (1) ¢ ;'(t) =

ay(t) e como a > O, tal equaglio no é [0,o)-controlavel.

Proposigiio 6.1: Se (S) & controlavel no intervalo [to'tll’ entSo (S) é
[to,oo) - controlavel.

Prova: Dado X(J € le, existem u,u, € A tais que
P[X(t vt ,X,u,u)= O] = 1
1’070 1" 2

Definimos:

u (s,x) , 1 =ss =t
1 0 1
ua(s,x) =

0 , St
1

u(s,x) ,t =s st
2 o 1
u4(s,x) =

R -1
- [D(tl,s)Cz(s)] N(tl,s) D(tl,s)B(s) X, SO t1

Logo,
t
X(t,to,Xo,us,u4) = D(t,to) X°+ I D(t,s)Cl(s)ul(s,X(s)) ds
t

o]
t

1
+ I D(t,s) [B(s) X(s) + Cz(s)uz(s,X(s))] dw(s) +

t
0
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.t
+ | D(t,s) B(s) X(s) dw(s) -
J
L
- | DIt.s)C ()DLt ,s)C, (s)P N(tl,s)“n(tl,s)ats)xts) dw(s)

“t
1

t

1
D(t'tx)[D(tl'to)xo + J D(tl,s)Cl(s)ul(S.X(s)) ds +

t
0

t

1
[ D(tl,s) [B(s) X(s) + Cz(s)uz(s,x(s))] dw(s) +

t
0

+

t t

+[ D(tl,s)B(s)X(s)dw(s) - J N(tl,s)N(tl,s)—lD(tl,s)B(s)X(s)dw(s)]'

t t
1 1

= D(t’tl)X(tl’to’Xo’ul’uz) = 0.

. _ - d

Propos'i(;io 6.2: Se (S) é controlavel no intervalo [to,tll, entdo (S) €
[t,o) - controlavel, V 0 s T = to'

Prova: Se (S) é controlavel no intervalo [to’t1]’ pela proposicao
4.1, (S) é controlavel em todo intervalo do tipo [to - z:,'cl + €], com
t —ez0.

(i

Logo, (S) & [to - g, w) - controlavel, isto & (S) & [tr, ») -
controlavel, VO =t = to.
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Definic@o 6.2: Dizemos que (S) & assintéticamente controldvel (a zero)
se (S) é [0, w) - controlavel.

Decorre da proposigiio acima que:

Corol4ario 6.1: Se (S) é controlavel no intervalo [to’tll' ento (S) ¢

assint6ticamente controlavel.

7. ESTABILIZAGAO - PARTE I

Neste parégrafo consideraremos as equagBes (S) e (D) com

coeficientes constantes.
Nosso objetivo é determinar a existéncia de controles

feedback de tal modo que (S) com esses controles seja assint6ticamente

estavel.

Defini¢do 7.1: Seja M uma matriz quadrada. A inversa generalizada de

Penrose é a matriz M® que satisfaz as seguintes relacdes:

MMM = M ; M® MM® = M%; (MEM)’ = MEM ; (MMS) = MMS.

Consideremos a equagao:

dx(t) = [AX(t) + Clul(t,X(t))]dt + BX(t) dwl(t) )

Lema 7.1: Suponhamos que existe u controle feedback tal que (S') com
esse controle ¢é assintéticamente estavel. Entdo, existe u_ controle
feedback tal que (S) com os controles u e u é assintéticamente

estéavel.

. : — (8~ _ d
Prova: Seja uz(s,x) = (CZC2 Id) x, Vs = to’ xeR.

Entio, Cu(s,x) = C(C}C_ -1d) x =0, Vs2 t, x € R°.
2 2 2 2 2 0
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Logo, a equacgdo (S) com os controles u1 (] u2 é transformada
na equagio (s").

Portanto, se existe u controle feedback que torna (S.)

assint6ticamente estavel, entfo u1 e u2 fazem o mesmo com (S).

Portanto, pelo lema 7.1, nosso problema se reduz & procura de

um controle feedback que estabilize a equac8o (S').

Defini¢gdo 7.2: Dizemos que a equagio (S.) é estabilizdvel se existe uma
matriz D1 real dxd tal que a equagdo (S.) com controle ul(s,x) = Dlx é

assintoticamente estavel.

No que segue faremos uso constante do fato de que se o maior
*
expoente de Lyapunov A associado 3 equacdo (S') com controle ul(s,x) =
Dlx é negativo, entdo tal equacgdo é assint6ticamente estavel.

Relembramos que

A= ‘[ Q(s) dv(s),
gt

o . X(t) d-1
onde v é uma medida invariante do processo W em S e
X(t

Q(s) = < As,s > + —%— IBsﬂ2 - < Bs,s >2, vs e s

Observando que L(z) = —é— ﬂBzﬂz -<BzzY (L: R — R) ¢
uma func¢do continua e Sd-1 é um subconjunto compacto de Rd, sabemos que
essa fungdo assumird maximo M e minimo m em s, Seja ¥ = max { |m],

IM] }. Podemos , ent3o, sempre supor que
-y=sLis)=y , vsesth
Além disso, como toda matriz real A pode ser escrita como

_ A+A’ A-A’ _ A+A° .
A = [ 5 ] [ 5 ], segue que < As,s > = <[ 5 ]s,s>, isto €,

podemos sempre supor, sem perda de generalidade, ao utilizarmos a
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expressio para Q, que a matriz A & simétrica.

Um resultado que usaremos com frequéncia & o:

Lema 7.2: Seja A uma matriz simétrica real. Entio, max -1< As,s > =

s €S
maior autovalor de A e mind . < As,s > = menor autovalor de A.
s €S

Prova: Seja F : R — R dada por F(z) = < Az,z ), Vz € R

Pelo teorema de Lagrange, os pontos criticos de F restrita a

a-1

S ' sao dados pela equag3o Grad F(s) = 2rs, r € R.

Como Grad F(s) = (A + A’)s = 2As, segue que As = rs, isto ¢,

os pontos criticos de F g sdo os autovalores da matriz A.
S

Em particular, o méximo e o minimo de < As,s >, s € S‘H, sdo

autovalores de A.

Teoremz 7.1: Se (D) € controlavel entdo (S.) é estabilizavel.

Prova: Se para todo € > 0, - (y + €) é autovalor da matriz A, essa

matriz ' possuiria infinitos autovalores, um absurdo.

Portanto, existe £, > 0 tal que - (y + so) nio & autovalor da

matriz A.

Se ¢{A) = { al, ceey ad } , definimos A = { - (y + eo) = - b1

> - b2 > . - bd }, onde todos os bj sdo distintos, bj >O0OeAn

olA) =2 .

Como (D) é controlavel, segue do teorema 1.12 que existe uma
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matriz real dxd constante D1 tal que c(A + C1 Dx) = A.

Consideremos a fun o

Q(s) =< (A+C D)Js, s >+L(s), se st .
Pelo lema 7.2,
da-1
bd5<(A+ClDl)s,s>s (7+eo).VseS

e como - ¥ = L(s) = ¥, Vs € Sd-l, segue que - (bd + 7)) s Q(s) s - eo’
vs e s*7%,
Logo, o malor expoente de Lyapunov para a equa o (S.) com

controle u, (x) = Dix negativo e portanto, (S.) estabiliz vel.
Corol rio 7.1: Toda equa o (S) control vel estabiliz vel.

Prova: Se (S) control vel, o mesmo ocorre para (D); logo, o

resultado segue do teorema anterior.

Teorema 7.2: Se (D) control vel, ent o existe controle u, tal que

(S') com esse controle exponencialmente est vel na m dia quadr tica.

Prova:

Se D1 uma matriz constante dxd, a solu o da equa o (S') com

controle ul(t,x) = ul(x) = Dlx e condi o inicial X(0) = Xo dada por:

t
X(t) = X(t,0,X ,u ) = et(A*CD) X + J e (t=S)(A*C D Jpy (o) qu(s)
0

t

- et(A+C1D1) { Xo + [e—s(A-rCiDI)BX(S) dw(s)} .

0

43



Logo,
t
E|x()]? s 2[eHA*CD))2 {|xc‘2 . |B|2J

| e-S(A+C1D1) | E | X(s)] 24s }
o

Portanto,

t
|et(A+C1D1)|°2E|X(t)|zs 2{|Xo|2 + |B|2J |e—S(A+C1D1)|'2E|X(s)|2ds }
(]
Pela desigualdade de Gronwall-Bellman segue que

2
]et(A+ch1) | -2 2 ez] B|“t

E[X®)]* = 2|x | , ¥Vt € [0,T).

2
Logo, E|X(t)|* = 2[X | e'2[BI"t 1 tACD) 2 v oo Ty,
Sendo (D) controlavel, dado m > |B|2, existe £ > 0, F matriz real

constante dxd tal que

|et(A+ClF)l s ? e-mt’ YVt = o.

Portanto, tomando Dl = F, obtemos:

2
E[x®)|? = 2£7|x |2 ¢ 2™ BT vt ¢ fo,m.

Observando que a desigualdade acima ¢ valida para todo T

2 2, 2 _-2(m-|B|*)t
real, segue que E|X(t)|° = 2¢ ]Xo| e , Vt = 0, e portanto, a
solugdo da equagdo (s) com controle ul(x) = Fx é exponencialmente

estivel na média quadrética.

Corolirio 7.2: Se (D) é controlavel, entdo existe controle u tal que

*
(S ) com esse controle é assint6ticamente estavel globalmente.
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Prova: Com efeito, a controlabilidade de (D) garante a existéncia de
um controle que estabiliza (S.), isto €, a solugho de (S.) com esse
controle é assint6ticamente estavel; como os coeficientes da equacho
sfo independentes do tempo, isso acarreta a estabilidade assintética
global.

Na realidade, o teorema anterior é valido para p > 2, mas a

demonstrac8o é muito mais trabalhosa.

Teorema 7.2.a: Se (D) é controldvel, ent3o existe controle u tal que

(S ) com esse controle ¢ exponencialmente estavel na p-média, V p > 2.

Prova: Se (D ) é uma matriz real constante dxd, a solugfo da equag8o
(S ) com controle u (x) = D x e condigdo inicial X(0) = X ¢ dada por:

t
X(t,O,Xo,U,) = X(t) = et(A+C1D1)Xo + J’ (t S)(A+c D )B X(s) dw(s) =

()
t
= et(A*CxDl){ X + J' () (A+CD))p X(s) dwl(s) }]
0 )
Dado p > 2, sek = Zp, entdo!
t
|X(0)|P = k| et(“CxDx)l" { |X°|” + [ ~S(A*CDJB X(s) dwls) ,,}
0

e portanto,

t
J S(A+CIDI)B X(s) dw(s) }
0

E|X(0)|? = k| eHATCD) p { Ix,|P +E
Seja g(s) = e—S(A+C1D1)B X(s), 0 =s =T
Para todo n € N,

t t

JE]g(s)la ds = J |eSACD) 12 1812 £|x(s) | s < w.

0 0
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t

Portanto, E|J gls) dw(s)]z“ < . ([1], pag. 81).

0
t

Logo, E]J gls) dw(s)|? < =, Vp > 2, t € [0,T).
0

Pela desigualdade de H8lder-Burkh®lder, obtemos:

t t
E[J gls) dw(s)|? = c, tiiz— EJ |g(s)|® ds,
] 0
onde Cp é uma constante que depende somente de p.
Portanto,
p-2.t
E|X(t)|? = klet(A+anl)|P{|Xo|p+ Cp|B|pt 2 J |e_S(A+C1D1)IPE|X(S)|pds}s

0

p~-2 Lt
sklet(A+C1D1)|p{]XOIPCPiBPT z IIe-S(A+01D1)|pE[X(s)[pds},

0

t € [0,T].
2z
Seja B =k CplB]P T 2 . Entso, para t € lo,T],
t
t(A+C D)
le 11

PE|X(M|® = k|X_|P + BJ |eSA*CD) | P x(5)|P ds.
0

Pela desigualdade de Gronwall-Bellman, segue que

E|X(t)|? = k]Xolp eBtlet(A+C1D1)|P. t € [0,T).
Seja m > B/p. Sendo (D) controlavel, existe £ > 0, F matriz real

t(A+C1F) l <

constante dxd tal que |e 1} e—mt, vVizo.

Portanto,

E[x()]® = k|X |* & e PP B i ¢ [0,TI.
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Observando que a desigualdade acima é valida para todo T real,
obtemos que existe ul(x) = Fx tal que a solugiio da equacho (S') com

esse controle é exponencialmente estavel na p-média, Vp > 2.

A controlabilidade de (D) é uma condigio suficiente para a

estabilizacfio de (S.). porém nio & necessaria, como mostra o exemplo

abaixo.

Exemplo: Seja

-1 o0 1 1 0o -1
A= 0 -1 |=-1C=1, 1B ol
1 1-1-

Como posto | Cl ACll = posto [ 1 1-1-11° 1, a equacdo

;'(t) = Ay(t) + C1 u(t) ndo & controlavel.

Por outro lado, tomando D1 = [_i_i], segue que C1D1 =0e

para a equagio
dX(t) = (A + C1 Dl) X(t) dt + BX(t) dwl(t)

= AX(t) dt + BX(t) dwl(t) ,

l 1 2 2 1 1
obtemos Q(s) = <(A + C1 Dl)s,s> + -?IBSM - Bs,sd =-14+ 5 = -5
Vs € S.

Logo, dX(t) = [AX(t) + C1 ul(t,X(t))] dt + BX(t)dw(t) ¢é
estabilizavel.

Teorema 7.3: Se det C1 # 0, entdo existe controle u que estabiliza
-
(s ).
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Prova: Seja D1 = - C;llA + (y + €)Id}, onde € > 0.

Entéo,

1 2 2
Qls) = <(A + Cl Dl)s,s> Y 5 |Bs]” - <Bs,s>

=-(+e)+Ls)s-€e<0, Vs e s
e portanto, a equacgdo (S') com controle ul(x) = Dlx é estabilizavel.

Denotemos por (So) a equagio (S') com ul(s,x) E 0 e seja
Qo(s) = <As,s> + L(s), Vs € s*7.

Proposicdo 7.2: Se Qo(S) < 0, Vs € Sd_l, entdo existe controle u  que
estabiliza (S.).

Prova: Se D1 = - C;, entéo
'
Qls) = <(A + C D))s,s> + L(s) = Q,(s) - ]]Clsn <0
e portanto, ul(x) = - C;x é um controle que estabiliza a equacéo (S.).

Observacgdo: Se A { O e seu maior autovalor € menor que -7, entdo Qo(S)
d-1
<0, Vs € S

Proposicdo 7.3: Se (So) é assint6ticamente estdvel, ent8o existe

controle que estabiliza (S.).

Prova:
Caso_I:

Se det Cl # 0, seja D1 = - —ll(— C_l, com k suficientemente
grande.

Entao, Clul(x) = ClD]x = - —i—x e os coeficientes das

equagdes (So) e (S") satisfazem:
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1
+ |Bx - Bx| = —|x| ,

o - 4

numa vizinhanga suficientemente pequena de x = 0.
Portanto, segue do teorema 1.1, pag. 248, em ([4]), que (sh

com controle u1 é estabilizavel.

Caso II:
Suponhamos que det C1 = 0.

Se Cl = (CU)' seja Dl = (le) com

"

d = _d.l__ (=k),i=j=1,
1 Zc N

J1

J=

1
{ 0, outros casos

onde N é constante suficientemente grande.

Como
c k
11

Cbh

segue que

kZ[ Z & ] - [Nz Z:] .

tr [CD(CD)’]
11 11
j: J:l

2
Logo, uchlxl < [tr [ClDl(ClDl)’]] Ix} = v §x] . com ¥

suficientemente pequeno.

Obtemos, utilizando o mesmo teorema que no caso I, que existe

controle ul(x) = Dlx que estabiliza (S.).
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Examinaremos a seguir o caso escalar.

Consideremos as equagdes:

dx(t) = ax(t) dt + bx(t) dw(t) (1)

dx(t) = [ax(t) + clul(t,x(t))] dt + bx(t) dwl(t) (2)

2
Caso I: a « %

Neste caso, (1) é assint6ticamente estavel.

2
Tomando d1 de modo que a + c d1 < %, o controle ul(x) =

dlx estabiliza a equacgdo (2).

2

b’

3 ’

Por outro lado, sed = c [ b -a + 1] entdo
2
—2— +1>

logo, o controle ul(x) = dx desestabiliza a equagdo (2), isto ¢, (2)

com esse controle n3o é assint6é6ticamente estavel.

b2
Caso II: a 2 > -

Neste caso, a equagdo (1) nd3o é assint6ticamente estavel.
2

b -
5 logo, a equacao
(2) com controle ul(x) = Clx nio é assint6ticamente estavel.

Tomando d = C , a + Cd =a+C2>
1 1 11 1

Por outro lado, se d1 =~-(a +1) C;l, entdo a + Cd = -1 <

b? oy € portanto, (2) com controle ul(x) = dlx ¢ assint6ticamente
estavel.

Conclusdo: Podemos estabilizar ou desestabilizar a equacdo (2)

independente do comportamento da equagio (1).

50



Em alguns casos, tal fenémeno se repete para dimensfio d > I,

CoOmo veremos a seguir.

Teorema 7.4: Se det Cl # 0, entdo existe controle feedback u  que

desestabiliza (S°).

Prova: Se Dl = C;ll('l + €)ild - A], com &€ > 0, entio A + C1D1 = (y +

e)ld e portanto, Q(s) = <(A + Cle)s' s> + L(s) = ¥ + € + L(s); logo,

€sQls)s2y+e, Vs es*
Daf, o controle ul(x) = Dlx desestabiliza a equagfio (2).

Proposicio 7.4: Se Qo(s) > 0, Vs € Sd'l, existe controle

desestabiliza a equagio (S.)'.

Prova: Seja D1 = + C;' Logo, A + chx = A+ CIC; e entéo,

Qls) = <(A + CD)Js, > + Lis) = Q(s) + |C:(s)]* > 0, Vs e 5

e portanto, ul(x) = CICI x desestabiliza (S.).
Observacao: Se A e B s3o antisimétricas,
1 2 a-1
Q,(s) = = |Bs|]" >0, Vses™.
Se A > O e seu menor autovalor € maior que 7, entéo

Q,(s) > 0, Vs e s,

Teorema 7.5: Se (So) € assint6ticamente estavel, existe u tal que

(S') com controle v ndo é estabilizavel,
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Prova: Se C: ¢ a inversa generalizada de Cx' entéo C1C: ¢ uma matriz

simétrica; logo, ¢ =  max <C1Cis, s> = maijor autovalor de CIC‘ e
a-1 !
s €S
c, = min <C1C§ s, 8> = menor autovalor de CIC': .
s e s*!

Como (So) é assint6ticamente estavel, seu maior expoente de

Lyapunov A é negativo, onde

A= J Qo(s) dv(s).

Sd-l

Temos dois casos:
() Qs) <O, Vse g1

Seja -~ £ = min { Qo(s): s e s } . Se Dl = C:, entdo c, s
<D s, s>=sc ,Vsesth
11 1

Se c2 < 0, tomando k de modo que k02 > ¢, obtemos

Qls) = Q (s) + <CDs, s> > ke, - £> 0, ¥s e S°.
Logo, o controle ul(x) = ka x desestabiliza a equago (S').

(II). Qo muda de sinal.
Suponhamos que - m = Qo(S) <M, Vs € %7, onde m, M > 0.
Como no caso (I), se c2 < 0, tomamos k de modo que kc2 > m.
Daf,

Qs) = Q,ls) + qcclcf s, >k, -m>0, Vs e g¥?

e portanto, o controle ul(x) = ka X desestabiliza (S').

Observagio: Se considerarmos a equagdo (S), obtemos resultados
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analogos aos teoremas 7.2 e 7.2.a.

Como, por hip6tese, as fungdes matriciais A e Cl sdo

limitadas, pelo teorema 1.10 o sistema (D) & uniformemente
estabilizavel se e somente se & uniforme em relagdo A controlabilidade.

Repetindo as demonstracdes passo a passo podemos enunciar:

Teorema 7.2.b:Se o sistema (D) ¢é |uniforme em relagio &
controlabilidade, entd3o existe controle feedback que torna a equagdo

(S) exponencialmente estavel na p-média, Vp = 2.

8. ESTABILIZAGAO - PARTE II

. . . . . d
Consideremos a equacdo diferencial linear estocéstica no R:

dax(t) = A(t)X(t)dt + [B(t)X(t) + Cz(t)uz(t,X(t))] dwl(t) } (Sl)
X(t) = X € R?

cujos coeficientes satisfazem as hip6teses (Hz) do paréagrafo 2.

Consideremos também a seguinte equagdo deterministica:

y(t) = B(t)y(t) + cz(t)ﬁz(t) } (E)
yit) = X e rR?

com seus coeficientes satisfazendo as hipoteses (Hl) do paragrafo 1.

Nosso objetivo é estudar a estabilizagdo (ou
desestabilizacio) da equagio (S) através das equagdes (Sl) e (E), de
modo analogo ao feito no paragrafo anterior.

Suponhamos que os coeficientes das equagSes (S), (Sl) e (E)
sé@o constantes.

Se existe um controle feedback u, que estabiliza a equagdo

(Sl), entdo considerando ul(s,x) = (CfCl - Id) x, obtemos que a equagio
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(S) com controles u1 e u2 também ¢é estabilizavel. De fato, a equacgio
(S) com os controles u eu, é transformada na equacgio (Sl).

Logo, podemos estabilizar a equag8o (S) através da equagho

(Sx); daj, o interesse em estabilizarmos a equacgio (Sl).

Lema 8.1: Seja B uma matriz real constante dxd e suponhamos que ¢(B) =

{bx' cees bd} possui d elementos distintos, todos com o mesmo sinal.

Entdo, o(B'B) = {bf, b:} i

Prova: Se b é autovalor de B associado ao autovalor v, temos:
B'Bv = B’(Bv) = B’(bv) = bB'v = b(bv) = bv.

Logo, b’ & autovalor de B’B, isto €, o quadrado de todo

autovalor de B é autovalor de B’'B e como sdo todos distintos, segue que

o(B'B) = {bz, bz} i
1 d

Se uz(s,x) = sz, a expressdo que define um expoente de
Lyapunov para (Sl) com controle u, € dada por:

1 2 2 da-1
Q(s) = <As,s> + > (B + C2D2)s| (B + CzDz)s,s> , Vs eS .

Observamos que podemos considerar, sem perda de generalidade,

que a matriz A é simétrica.

Teorema 8.1: Se (E) é controlavel existe controle feedback u, que
estabiliza (S).

Prova: Sejam a o menor e a, 0 maior autovalor de A.

Temos dois casos a considerar:

Caso I: ad >0
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Sejac)OtalqueseA={b1<b2(...(bd=ng+e},com

v Zad-r € < b1’ entéo A n o(B) = ¢ .

Observamos que existe € > O nas condi¢gdes acima pois caso
contrario, B teria infinitos autovalores.

Como (E) €& controlavel, pelo teorema 1.12 existe uma matriz
D2 real dxd tal que A = o(B + CzDz)'

Se B1 = B + CzDz' pelos lema 7.1 e 8.1, segue que
- 1, . a1 | _ 1 .2 1 . ) d-1 | _
min {_2—<B1Bls’s>’ s €S } = 7b1 e max {7@1315,5% s €S } =
2
Lyt
2 q 2
bf 1 1 2
Logo, a + 5 < <As, s> + 7<B1Bls,s> =< a, + 7[ b1 + £ ] ,
d-1
Vs € S .

Por outro lado, min { - (Bls,s>2 . s e s } = - [b? + e) e

max { - < Bls,s>2: s e s*1 } = - bf.

1 2 2 _
Portanto, Q(s) = a, + > [b1 + e] b1 = Vs

d-1

Mas, por hipétese, V 2ad + e < bl, isto é, 2ad + & - bf <0

Daf, Q(s) < 0, ¥s € S Logo (S) com controle uz(s,x) =

sz ¢ assint6ticamente estavel e portanto, (S) é estabilizavel.

Caso IIL: ad <0

Seja A = { b1 < bz ...« bd } conjunto de d numeros reais

positivos com bj < - Zad e tal que o(B) n A = ¢.
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Como (E) é controlavel, existe uma matriz D3 real dxd tal que
A =c(B + czDa)'
Seja B. =B + CD._.
2 2°3

Logo,
1 , . d-1 1.2
max{(As,s>+ 7<Bszs,s>. s €S }sad+ ?bd<0.
Portanto, Q(s) < 0, Vs € s
Daf, (51) com controle uz(s,x) = Dax é assint6ticamente

estavel e portanto, (S) é estabilizavel.

A controlabilidade da equagio (E) é uma condig&o necesséaria
para a estabilizagdo de (Sl), porém nao ¢é suficiente, como mostra o

exemplo abaixo.

_ o _ (11 11
Exemplo: Sejam A = B = - Id (2x2), Cz-[l 1]»D2 [_1_1]-

Como posto [ C2 BC2] = 1, a equacdo y(t) = By(t) + Czﬁ(t) nio
é controlével.

Por outro lado, como CZD2 = 0 obtemos para equacao
dxX(t) = AX(t)dt + (B + CzDz) X(t) dw(t)

= AX(t)dt + BX(t) dw(t)

o seguinte resultado:

Qls) = <As,> + 5 <B'Bs,S> - Bs,H= - 1+ % —i=- —g-<o, Vs € S.

Portanto, a equagdo é estabilizavel.

Teorema 8.2: A equagdo (S) pode ser estabilizada se det Cz # 0.

Prova: Seja D2 = C:(kld - B), com k um ntmero real a ser
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determinado.

Logo, B + CZDz = k Id e portanto,
Qls) = <As,s> + %_-kz - %% = <As,8> - -é—k"‘. vs € s*.

Seja a o maior autovalor de A.

Se a > 0, escolhemos k de modo a termos a ¢ %kz; se a < 0,
k pode ser qualquer nGmero real ndo nulo.

Em ambos os casos obtemos Q(s) < 0, Vs € s*! e portanto, (S)

pode ser estabilizada.

Examinaremos a seguir o que ocorre em dimensao 1.

Consideremos as equagbes na reta:

dx(t)

ax(t)dt + bx(t) dw(t) (1)

dx(t)

ax(t)dt + [bx + czuz(x)] dw(t) (2)

2
Caso I. a < —g—

Neste caso, a equacdo (1) é assint6ticamente estéavel.

2
2V |a| - b (b + czdz)

Se d2 = c, , entdo —————— = 2]|a] > a; logo, o

controle uz(x) = dzx estabiliza a equacgdo (2).
(® + c,d )

Se a ¢ 0, nao existe d2 tal que a > — logo, nao
existe controle que desestabiliza (2).

Porém, se a > 0 considerando d_ = %(\/E - b), obtemos

2

(b + czda)2 a
—s = 5 ¢ a e portanto, o0 controle uz(x) = dax

desestabiliza (2).

b2

Caso II: az -5

Neste caso, a equagdo (1) ndo é assint6ticamente estavel.
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2/ - b b+ cd)’
Seja d2 = — logo, — —— = 2a > a e portanto,
2

a equag3o (2) com controle uz(x) = dzx ¢ assint6ticamente estavel.

(b + cd)? 2
_ =3b 23 _ b
Por outro lado, seja d3 = 2c2 ; logo, —s = 5 <
b2
5 S 3 portanto, o controle ua(x) = dax desestabiliza a equag8o (2).
Conclusio: A equacdo (2) pode ser estabilizada ou desestabilizada

se a equacio (1) ndo é assintéticamente estavel.
Porém, se a equagdo (1) é assintéticamente estavel nem sempre
¢ possivel desestabilizar a equagio (2).

Veremos a seguir o que ocorre em dimensdo z 2.

Teorema 8.3: Suponhamos que A > 0. Se det C2 # 0, podemos

desestabilizar a equacdo (S).

Prova: Seja a o menor autovalor da matriz A e definamos D2 = C;llk
Id - B], onde k é um naGmero real tal que K < 2a.
Entdo, B + CzDz = k Id e portanto,

Qs) = As,®> + 4K -k = s - 2K Vs € s

Como k% < 2a, segue que 0 < a - -—;—kz = Qs), vs € s*7, e
portanto, a equagdo (Sl) com controle uz(x) = sz ndo ¢é

assint6ticamente estavel.

Se B é uma matriz dxd qualquer, consideremos a seguinte
funcgéo:

1

LB(s) = = B’'Bs,s> - Bs.s>?, Vs € s¥,

Temos os seguintes resultados:
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Lema 8.2: Seja H = [b -:} .coma2+b2=1 e a «
0.

1

Prova: Com efeito, como H'H = Id e {Hs,s> = a, segue que LH(s) = -

-a®>0, vs e s°L
Corolario 8.1: Consideremos as seguintes matrizes dxd:

B1=[H 0].sedélmpar

0 o
H O O o
B2= 6 H 00 , se d é par.
0 O o
0 0O O H

Entdo, LB >0 e LB > 0. Portanto, existe sempre uma
1 2
matriz B tal que L (s) > 0, Vs € s,
B

Teorema 8.4: Suponhamos gue det C2 # 0. Se A < O é sempre possive]

desestabilizar a equagao (S).

Prova: Seja D2 = C;I(ﬁ - B), onde B & uma matriz tal que L (s) > O,

w

vs e 7.
Como B + CzDz = ﬁ, obtemos Q(s) = <As,s> + %(ﬁ’ﬁs,s) -
(I'§s,s>2 = <As,s> + L (s), Vs € s*1,

B

Sejam - a o menor autovalor de A e m o minimo de L_ .

B
Se a < m, segue que Qls) =z - a +m>0, Vs e s,

Se a > m, existe k > 1 tal que a < kK’m.

Tomando B = kB, obtemos LB (>0, vses*™, e kK’m é o
1
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minimo de LB . Dal segue que Q(s) > k’m - a, vs e s*7.
1

Portanto, existe controle feedback uz(x) = sz que
desestabiliza a equagéo (Sx); logo, podemos desestabilizar a equagio
(S).

Corolario 8.2: Se det C2 # 0, entdo podemos desestabilizar a equacgio
(S).

Prova: Sejam a o menor e a, 0 major autovalor da matriz A. Temos

trés casos a considerar:
Caso I: a1 >0

Nesse caso, A é positiva definida e o resultado é o teorema
8.3.

Caso II: :-.n.d <0

Nesse caso, A é negativa definida e o resultado é o teorema
8.4,

C.so Ill: a <0O0<a
I | d

Seja D, = C;l(ﬁ - B), onde B é uma matriz tal que L (s)> o,

d-1 B
Vs e S .

Como B + C2D2 = §, segue que Q(s) = <As,s> + L (s), Vs e
B

Sejam m o minimo e M o méximo da funcédo L_ . Entéo, al +m s

B
Q(s) = a + M, Vs € g%,

Sea +m>0, Qs)>0, Vs e st
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Sea1+m<0.sejak)ltalquekzm+a1)0.

Tomando Bl = k§, o minimo de LkB é kzm. Logo, Qfs) = a1 +
1
k’m > 0, Vs € s*.

Portanto, sempre existe um controle que desestabiliza a

equagao (S1 ).
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