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SUMARIO

No Capituleo I, apds apresentagaoc do debate sobre implicacdes
ideologicas no uso da Matematica em Economia, & feita uma anilise
das principais linhas tedricas dos modelos de crescimento econdmi
co. Essa anadlise tem como referencial a instabilidade inerente ao
crescimento da economia capitalista, demonstrada no nmodelo de
Harrod-Domar. Termina definindo a teoria de crescimento econdémico

otimo, mostrando porque o modelo de von Neumann & o mais signifi-

cativo desta classe.

0 Capitulo II apresenta, em todos os detalhes, este modelo

incluindo um dispositivo didatico desenvolvido por KOCPMANS,T.C..

O Capitulo III apresenta as versoes Morishima e Radner da
conjetura de "Turnpike", obtida ao se relaxar algumas das severas

restricoes do modelo inicial de von Neumann.

No Capitulo IV sao feitos comentarios sobre o desenvolvimen-
to recente do assunto ¢ feitas interligagoes com outros sistemas

ecconomicos, os de Walras ¢ Sraffa.,



SUMMARY

In Chapter I, after presenting a debate on the ideological
implications of using Mathematics in Economics, an analysis of
the main theoretical lines of economic growth models is made.
This analysis has as the basic framework the inherent instability
of the growth of a capitalistic economy, shown in Harrod-
-Domar model. It ends with the definition of optimal economic
growth, showing why von Neumann model is the most significant

in its class.

Chapter II presents a detailed analysis of this model, in-

cluding a didactic device improved by KOOPMANS, T.C..

Chapter III presents Morishima's and Radner's versions of
the "Turnpike" conjecture, obtained by weakening some of the

strong constraints in the original von Neumann model.

In Chapter IV, some comments on recent developments of the
theme and some links to the Walras and Sraffa eccnomic sistems

are made,



CAPTTULO I
SOBRE TEORIAS DE CRESCIMENTO ECONOMICO

Este capltulo visa introduzir o debate {ainda ndc generaliza
do entre cconomistas © matematicos) sobre o uso de instrumental ma
tematico na formulagao e manejo dos fendmenos econdmicos, e as im

plicagdes ideoldgicas inerentes a este uso.

Pretende apresentazr o problema a um pablico ainda nao fami-
liarizado com o assunto e localizar corretamente o objetivo pelo
gual foi escolhido o medelo de von Neumann {(Cap. II) e seus des-
dobramentos recentes {(principalmente os teoremas de "Turnpike” -
Cap. ITI} como o exemplo mals significativo ¢ relevante das assim
chamadas Teorias de Crescimento Econdmico Otimo. O Cap. IV contem
uma analise do modelo e seus desdobramentcs, utilizando os concei

tos aqgui desenvolvidos.
A - IDEOLOGIA E MATEMATICA NA ECONOMIA
3 importdncia da discussao se prende a uma visao predominan-

te entre muitos economistas, especialmente ligados a assim chama-

X O .0 B ‘ :
da Escola Neo-Classica ; de gue o desenvolvimento da teoria

{(*} (e.g.ROBBINS, L.C.R. "An Essay on the Nature and Significance
of Economic Science”, MacMillan, London,1933; VON MISES,I.. -

Epistemulogic Problaus of FHooromices (1933), Van Nostrand, New York, 1960).



econémica deve conduzir, necessariamente, a uma eliminecio

*)

fatores ideolégicos(

dog

na analise desta ciéncia (sic). Por causa

disto, ela chegard cade vez mals perto das suas "leis naturais®™ ,

as guals, a semelhanca das da Fisica e da Matemitica, independe —

penderiam do tempo e da forma de organizacao social do homem,

(*) "... gquando a palavra "ideclogia" & usada, isto deve necessa-

riamente se referir a um sistema completo de pensamento coor-

denado de crengas ¢ idéias, gque forma um referencial, ou

N

grupo especial de conceltos interrelacionados, para nogoes,

analises, aplicagoes e conclusoes mais especificas e particu

lares”
DOBB, M.H. - "Theories of vValue and Distribution since Adam
smith (Ideology and Economic Theory), Cambridge, University

Press, Cambridge, 1973, pp.l.



Neste sentido, gualquer formulacgao econdémica gue revele a
existéncia de julgamentos de valor &, no minimo, tautoldgica, pa-
ra nap dizer a - cientifica. Além dissc, usando categorias de ani-
lise do positivismo 1dgico, com o0 qual procura sua afirmacao filo
sOfica, essa visao coloca que uma teoria, para ser dita cientifi-
ca, deve ser inerentemente verificavel no mundo real (ndc confun-
dir com o empiricismo); gualsquer sentencas ou teorias que nao
possuem a propr®:dade da ve.{fi{cabifidade nao passam de “ruidos
sem significado”. Como este método deve ser aplicado indiferencia
damente, a qualgquer teoria, segue-se que nao faz qualquer distin-
cdo entre as ciéncias naturais e as ciéncias sociais, cujas teo-
rias cdevem preencher os mesmos reguisitos para serem consideradas
clentificas.

Outra forte marca do positivismo 18gico & a insisténcia em
que 0 primeiro passo da teoria deve ser sempre consequéncia da ob
servagac direta ou da percepgac pelos sentidos; ou seja, um resul

tado do¢ contato com © mundo empirico, seguindo depois um processo

de racionalizagao e, finalmente, verificagao {(empirica, novamen-
te), Isto implica que a Economia, para ser considerada uma ciéncia,
deve partir da observagao do mundo real, afirmar a sua tecria e

as suas sentengas, e verifica~las em confrontagac com a realidade.
Usando outra linguagem, a BEconomia deve ser Positiva, ao fazer

afirmagoes cientificas sobre o que "é". Afirmagdes sobre © que
"deve ser" nao sohrevivem ao teste da verificabilidade e, portan-
to, naoc sao cientificas mas julgamentos de valor. Isto significa

que a Economia nao pode ser "Normativa" pols se assim fosse, ndo



*
seria umna ciencia( }.

A refutagao dessa visao filesGfica do neo-classicismo & fei-
te, em todo seu alcance, em KATOUZIAN,I1.11] , nac sendo escopo deste
trabalho. Contentamo-nos em registrar gue "estes dois c¢ritérios
mals importantes do positivismo ldgico - 1.&., verificabilidade e
verificagéo - eles mesmos vem a ser julgamentos de valor. Mas,
de acordo com estes masmos criterics, julgamentos‘de valor Sa0

. ) ) (%)

(na melhor das hipOteses) nada mais gue tautologias" . Ao co-
mentar a visao neo~classica, DOBB mostra que ela tem embutida co
mo interpretacao para ideclogia um conceito que "guarda estreita
relagao com a fafsa consciencia Hegeliana que serve para cobstrulr
a visao do homem sobre si me~mo e sobre suas condigoes de existén

N . .. , -
cia . Ressalta gque, 30 contrario, a essencia do conceitc &,
justamente, o de tornar claro o "carater relativo das ideias, his
toricamente falando; se algo deve ser visto como ndo mais que um
aspecto ou elemento delas, ocu comoc caracterizando—-as no seu todo.

I tal relatividade histdrica pode abarcar tanto a v.isao da essen-

c{a como a parcialidade, talvez de tal modo interior a situacao

{(*} Karl Popper desenvolve em "Razao du Revolugao?, em "The Log-
ic Of the Social Sciences" e em "The Logic of Sientific Dis-
covering” um teste para a ciéncia baseado na gfalsd{icabitidade e

gatsificagde, ao invés da vendlfdeabilidade e vendficacan.

(**) KATOUZIAN, H., "Tdeology and Method in Economics", New York

University Press, London, 1980, pp-. 52.
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gque desafie qualauor separagao analitica complctu( ). Por todos
estes motivos, devemos olhar com bastante cautela o objetivo de
se nrocurar as leis naturais e atemporais da LEconomia, procura

esta na qual a Matematica tem sido, dadas suas caracteristicas,um
instrumento privilegiado e poderoso de persuasac no uso cotidiano

L

dos due intentam tal objetivo.

Seguindo outra linha de raciocinio, Joseph Schumpeter assen—
ta esta discussao em torno do seu conceito de "visao": o formato
complexo da realidade e da natureza dos problemas que se confron-
tam com a humanidade, em qualquer situacao historicamente dada ,
¢ inevitavelmente ideoldgico. A ideolecgia, portanto, "entra no ni
vel mais basico, no ato cognitivo pré-analitico®™. A teoria econd-
mica tem seu inicio "com material provido por nossa v{sac das coi
sas", "sendo esta visac ideoldgica quase que por definigdo” desde

" . ; - w { X%
que "ela incorpora o ¢uadro de coisas como noOs as vemos . con-
clui seu pensamento ressaltando gue “enguanto © reusamento Econo-
mico"” deve ser guase que inevitavelmente condicionado ideologica-
mente, a2 "Andlise EconOmica'" pode ser tratada como independente e
objetiva - uma grande provisao de técnicas formals e instrumentos

governados por padrces supra-histdricos e regras a serem discuti-

L]
das e assentadas independentemente"{ )
(*) DOBB, M.H. op. cit. pp. 1.
(**} SCHUMPETER, J. - "History of Economic Analysis", New York and

London, 19%4, pp. 37, citado em DOBB, M.H. op.cit. pp. 3.

(***) DOBB, M.H., op. cit. pp. 4.



Este ponto de vista mostra uma abertura para a discuscsaoc de
quais hipdteses gue devem ser escolhidas para efeito de anialise
da realidade econdmica e que essa escolha &, inevitavelmente,
condicionada pela experiéncia e v{sa¢ do sujeito acerca desta rea
lidade. Todavia, uma vez feita a escolha, o desenrclar de resul-
tados e conclustes decorrentes destas hipdteses & tarefa de "Ana-
lise Econdmica", com as qualidades descritas acima. Essa posicao
ainda @ insatisfatoria. No dizer de DOBB, "este pontc de vista
Schumpeteriano, gualificado e explanado com grandes reservas, &
claramente relacionado com a vis3o mais crua e direta da andlise
econdmica como uma "caixa gde feéramentas“, sendo (pelc menos na
sua forma moderna} puramente instrumental, ligada com técnicas
passiveis de aplicagao a uma grande variedade de propdsitos e si-

tuagdes. Como tal, ela nao tem interesse em julgamentos normati-

vos, e nao e concebida com propdsitos especificos de uso - 5
clarificar os problemas do mencepolio fazedor de lucros (profit-
making) ou aqueles do planejador de uma economia socialista .

Esta concepgao do papel do economista puro tem sido, naturalmente,
reforcada pela onda de métodos matemiticos e formas axiomaticas
&nl ecdnomia, ac ponto de purgar o sujeito de nogdes, elementos ou
relagbes nac passiveis de serem guantificadas e expressas num sis

*
tema de equagées"( .

A separac3o entre a escolha das hipOteses (ideologica por na
tureza) e o método de analise (independente do objeto e da ideolo

gia na escolha) ainda & inconsistente. O estudo das propriedades

{*) UOBB, M.H. op. cit., pp. 4.



de uma estrutura forsal de proposigdes e sentencgas € um problema
relevante enquanto tal. Entretanto, se esta estrutura almeja a
descrigao de um sistema econdmico propriamente ditc, ndo é possi-
vel separar o processo de resolugao e conclusdes das questdes pa-
ra as guals ela fol montada e, portanto, da dimensaoc social dos
problemas econdmicos que procura abordar. Neste sentide, esvanece
se a independéncia do conteudo econdmico e a objetividade propos-
ta por Schumpeter. Em resumo, "um modelo matematico pode ser {{n-
ten alia, deve ser) examinado em seus aspectos inteiramente for-
mals, como un i estrutura consistente. Ao mesme tempo, gqua Lteoria
econfmica, sua propria estrutura @ relevante para as afirmagoes

aque esteija fazendo sobre a realidade - para a qualidade de seu

diagnbstico. Escelhendo uma estrutura em preferéncia a outra, v}
modelador naoc somente prové um marco ou referencial dentro do
gue pode Operar © pensamento humano, mas estd dando énfase SO-

bre certos fatores ou relacoes e excluindo outros, ou relegando —
os a sombra; e assim fazendo, ele pode ser julgado por distorcer
ou eclarear a realidade e, portanto, conduzindo a uma base verossi

mel (ou inverossimel) para interpretagac e predigéo“( )

Feitas as ressaivas scbre o uso superficial, generalizado e,
muitas vezes, indevido da Matemdtica na formulagac e tradugao de
problemas econdmicos, motivado muitec mais por motivos profissio —

nalis (necessidade de afirmagéo, enquanto membro da "comunidade

cientifica" e a grande fungac dos “"papers" publicados para promoegaoc

+

(*} DOBB, M.H., op. cit., pp. 7.



e aceitagao profissional{t)J do que por contribuigdes relevantes
ao conhecimento econdmico, devemos nos preocupar com outra criti-
ca, em outro extremo, que langa uma grande desconfianga scbre qual
quer tentativa de fazer "modelos" econdmicos, especialmente os ma
tematicos, j& gue estes estariam contribuindo fundamentalmente pa
ra obscurecer 0Os aspectos essenciails da Economia, seu cgarater so-
cial, histdrico e politico. Ainda mais longe, esses "modelos” es-
tariam sendo usados deliberadamente por aqueles que sao, por ideo
logia, favordveis a manutengao do 4fatus-quo,servindo como justifi
cativa para certas praticas econdomicas, politica e ideologicamen-
te ja definidas. Além dissc, o ato da modelagem seria uma espécie
de diversionismo anestesiante, ja gque, chamando atengag para os
quebra-cabeg¢as dal resultante e gque nac tém nenhuma importancia
real, os problemas atualis e reais da Economia nao mereceriam a
atrencao necessaria, possibilitando a implementagao de politicas
econdmicas que apenas mantém o quadro atual. Essa formulacdac tem
sido fregquentemente usada por autores usuarios das categorias mar
xistas de analise econdmica. Ela entretanto, envolve um erro de

concepcdo sobre o que seja um modelo matematico e sobre o uso dos

instrumentos guantitativos e formalizantes a disposigao.

(*) Para uma interessante e original analise sobre o papel das
pressoes sociais e académicas na avalanche de publicagoes clen-
tificas irrelevantes e nao criativas, ver KATOUZIAN, op. cit.,
cap. 9.

Sobre o assunto, com uma abordagem psicanalitica, ver BARTHES,
R., "Escritores, Intelectuais, Professores e outros ensaios” ,

Editorial Presenca, Lisboa, 1974,



Para responder a esta critica, levantamos uma reflexido sobre
0 ato de fazer modelos, gue esta colocada para todos os estudio -
sos das ciéncias sociais, para nao dizer das ciéncias naturais.Um
historiader preocupado com o tema levanta que "a andlise de mode-
lo ¢ desnecessaria guando se deseja apenas descrever a atividade
economica de uma area num dado momento. Se a descrigao da ativida
de econdmica & vista como o objetivo primordial da histdria econd
mica, a utilidade do raciccinio por meio de mcdelc & com razao
posta em divida. Para o estudo descritivo, os eventos e os fendme
nos ganham importancia pela frequéncia de sua recorréncia" "Se,
contudo, algquéem acha que ©os historiadores, em geral, € ©s histo-
riadores economicos, em particular, devem tentar chegar a genera-
lizacoes, esse alguém deve também, concordar em que ninguém pode
se satisfazer com generalizacOes sobre aspectos particulares iso-
lados da realidade social, e que devemos, em Qltima analise, co-
limar nessa casc a criagac de todo um conjunto de pronunciamentos
gerais relativos acs problemas fundamentais do funcicnamento =
evolugao dos sistemas econdmicos, isto e, a criacac de wma teoria
geral, Se aceitarmos esse objetivo, sera necessario o raciocinio
com base em modelo; a prética mostrou que ele &, muitas vezes ,
aplicado também por estudiosos que o reﬁeitam". "A construgac de
um modelo & sempre tarefa muito delicada e controversa. legquar
que alguns eventos sejam tirados de seu contexto social, e outros
completamente desprezadns. A maloria dos historiadores censura es
sas praticas, témendo, ndo sem razao, que sejam inteiramente arbi

trarias. Podemos apenas dizer gue esses métodos sao inevitavels
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na pesquisa histdrica o gue eles proprios os aplicam também., Afi-
nal, gquando falamos da "polis" grega, do cesarisme, do feoudalismo,
da era das guerras religiosas estamos, metodologicamente falando,
adotando um procedimento anadlogo ac usado na construgac de um mo-
delo. E, o que & melhor, a construgac de um modelc econdmico pro-
procicna~-ncs mals possibilidades de verificar a corregao dos mé-

w (%)

todos e procedimentos aplicados .

O raciocinio apresentado nao faz mengao explicita sobre a ca
racterizacac desses modelos como matematicos; assumimos, pois,que
se aplica a qualquer dos tipos. Entendemos que ele responde pela
necessidade (eventual ou permanente) de construgao de modelos, no
caso matematicos,em Economia. Nao se deve, pols, descarta-los, a
priond, nem de supor gue apenas através desta forma se poderia re
presentar os mals encobertos segredos da "cieéncia" econdmica, o
que, como vimos, um modelo, mesme na sua forma matematica, mais
pura, nao & uma representagao (tao abstrata) de fatos econdmicos
que nao & afetado por influéncias ideoldgicas. Exige-se do modela
dor (matemadtico, econcmista,...)}) uma sdlida base do instrumento e
do objeto; um conhecimento amplo das questoes ideoldgicas e econd
micas envolvidas neste mister, além da indispensavel familiarida-

de com o raciocinio matematico, para uma correta adeguagao de mei

os e fins.

(*) XKULA, W., "Da Tipclogia dos Sistemas EconOmicos", in Economia

{varios autores), Editora FGV, Rio, 1981, pp. 122-124. fste
artigo @ um comentario sobre a obra "Objet et Méthode de L'an

thropologie Economique"de MAURICE GODELIER em L'Homme,v. 5, n® 2.
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Uma variante da critica a modelagem matematica & de que este
instrumento, por sua propria natureza, nao pode contribuir para o
entendimento dos fendmenos histdricos, politicos e sociais que de
terminam ¢ comportamento economico da sociedade, fendbmenos nao
passiveis de guantificacaoc per se. Eles poderiam gerar, no maximo,
leis gualitativas referentes a sistemas econdmicos bem definidos
historicamente, nao generalizantes, e, portanto, o raciocinio ma-
tematico seria de pouquissima utilidade. Respondemos a isto res-—
saltando que abstragdo e gen ralizagio & um processo de racioci -
nio 10gico e, por causa desta ldogica, ndo éanti-natuzal (comc se
procura fazer crer) que dispositivos matemdticos sejam usados,quen

do for o caso, na formulagac e construgao de um modelo tedricao.

vamos, pois, resumir nossa abordagem ao problema de modela -

gem matemdtica na Economia, através dos seguintes tdplcos:

"i} O uso de qualquer técnica, incluindo matemdtica, em qual
quer pesquisa cientifica, incluindo economia, @ legitima, guando

ajuda a analise, sua exposigac e/ou sua precisao.

ii) A matematica & uma dessas técnicas, ou meio de exposigao.
Ela nao & {nerentemente superior a qualquer cutra; ela nao pode,
por si mesma, adicionar algo & substdncia da teoria; e ela nao
concede qualguer honraria especial a seu usuario. Alguém acredita
ria, hoje, que a habilidosa exposigao de uma teoria em métrica po@
tica conferiria, enguanto tal, um status superior ao seu autor?

-

iii) As formulacdes matematicas de teorias econdmicas sao, ds

vezes, Uteis para a clareza e economia de palavras, oque-especialmente



em vigta da "avalanche de publicagoes” - & desejavel.

iv}) As formulagoes matematicas de teorias econdmicas siao, as
vezes, sem utilidade, obscurantistas ou mistificadoras guando ten
dem a esconder idéias simples ¢ claras atrads de técnicas complica

das e tedlosas.

v) A "revolucdo matemdtica’ & uma aplicagdo {inteligivel das
ferramentas da analise matemdtica ac corpo existente da teoria e-
conomica e seus desenveolvimentos futuros, Nao & simplesmente una
questdo do uso isolado de técnicas matematicas, onde for apropria

do, na teoria econdmica.

vi} Isto pode encorajar a exclusao da investigagao  tebdrica
de importantes problemas, categorias ou variavels gue nao sao fa-

cilmente suscetivels a manipulagac matemédtica.

vii} Em contraste, pode levar a uma crescente concentragéo da
anfilise tedrica an problemas remotos ¢ quebra-cabegas imaginarios

que podem ser facilmente manipulados pelas tecnicas matematicas.

viii) A adogao de uma: atitude irracional pela profissac econd-
wicn om considerar formulagoes matemiticas como (nerenfemen ¢ su-
periores agquelas gue usam outros métodos, poderia levar a uma gi-
tuacdao onde idéias inteligiveis e inteiramente claras sac artifi-
cialmente apresentadas na forma matematica, exclusivamente para
mostrar que o autor @ "altamente dotado" e, logo, facilitar a pu-
blicagdo de seus trabalhos e a promogao de sSua carreira. Apropria

damente, Popper descreveu tal atitude como "o culto da
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-
ininteligibilidade, o cultc da linguagem altissonante”( J:

B -~ TEORIAS DE CRESCIMENTO ECONOMICO: UMA INTRODUGCAO

Devemos, inicialmente, fazer distingac entre ¢ gue se chanma
de Teoria de Desenvolvimenty Economico e Teoria de Crescimento. O

mesmo serd feito em relagdo 3s chamadas Teorias de Ciclo.

Aceita- se como definicao para Teondia de Crescimento Economi-
ca aguela gque se volta, fundamentalmente, para ¢ estudo do compor-
tamentco da economia capitalista desenvolvida, com um horizonte de
tempo, para todos os efeitos, ilimitado. E pleonastico ressaltar
que deve ter caracteristicas inerentemente din3micas (no seantido
de opostas As estaticas). Para montar um referencial de analise
das teorias existentes, descreveremos algumas Oticas,sob as guais
podem ser estudadas as propriedades, a longo prazo, da economia

capitalinta devenvolvidas

i} EQUILIBRIQ MOMENTANEO

Como ¢ nome diz, nao pode ser confundido com o estado esta-
cionario de uma ecconomia estagnada. .

ii) TRAJETORIAS DINAMICAS

Dadas as hipbteses e condigoes de contorno da teoria,pode-se
“prever" o comportamento futuro das variaveis ou comparar-se os

resultados "previstos’ com efetivamente acontecidos.

(*)KATOUZIAN, H. op. cit., pp. 166-167.
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1i1) EQUILIBRIOC DINAMICO
Também conhecido <omo estado de crescimento estacionaric, on
de o crescimento das variaveis em estudo se di 3s mesmas taxas. A
atengao se concentra, principalmente, na demonstragac de existén-

cia {ou nao), unicidade e estabilidade de tal equilibrio.

iv) PROPRIEDADES ASSINTOTICAS E CATENARIAS

As propriedades assintbticas tém como pressuposto um horizon
te de tempo infinito, no gual ¢ sistema podera tingir {(ou naQ)um
equilibrio dinamico. As propriedades catendrias saoc semelhantes
3s assintdticas, mas tém o pressuposto de um horizonte de tempo

nao infinito mas grande o suficiente.

v) DINAMICA COMPARATIVA

Estudo das propriedades dinamicas através da variagao de um
parametro por vez (p. €X., O ponto inicial da trajetdrial.

vi) DESEQUILIBRIO SISTEMATICO

Partindo d¢ principico de gque nao ha motivos para a existén-
cia de equillbrio dinimico entre as variaveis, estuda-sc a tendén

cia e propriedades desse desequilibrio,

Situados estes porntos, poderiamos caracterizar uma Tecida de

Pesenvodfvimento como a que se volta para o estudo de econocmias nao—
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_ N D
desenvolvidas

(principalmente as capitalistas) e as condigaoes
para superacac dos desequilibrios estruturais existentes. Uma
Teordia de Clclo se diferenciaria da de crescimente, fundamental —
mente, pela colocagac de um horizonte de tempo finito e nac muito
grande. B evidente que, frente ac critério de diferenciagao utili

zado, teremos casos de teorias que poderiam ser classificadas si-

multaneamente nas duas categorias (p. ex., Harrod-Domar).

Tiverps o dominio desde o final do seculo passado até os  ancs
20, da assim chamada "Microeconomia" que, embora voltada para os
problemas de uma industria .solada, utilizava os mesmos parame-
tros para a analise da economia como um todo; ¢ comportamento  do
todo & a somatdria do comportamento das partes. Com o inicio da
profunda recessao, em 1929, seu eguivalente macro, a "Teoria do
Equilibrioc Econdmico Ceral", com sua analise estatica, nao resis-
tiu & forga dos fatos. A necessidade de pensar as variaveis macro
~econbnicas de uma forma que nac fosse a mera somatdria do compor
tamento dos "agentes econonicos" e descobrir suas formas proprias
obrigou 0s tedricos mencs ortodoxos a um grande esforgo analiti-
cu e um rompimento (maior ou menor) com os canones estabelecidos.
I grande o mérito de Keynes ao demeonstrar que o sistema nao tende,

necessariamente, ao pleno emprego através dos mecanismnos - de

(*) para uma visao panorémica das questoes do descnvolvimenlo Ver
MYRDAL , G, {1} . Além disso, BLITZER, C.R., CLARK, I’.B.&TAYLOR,
L. |1} mostram algumas experiéncias interessantes de plancija —
mento para o desenvolvimento, além de uma boa apresentagdo do

instrumental disponivel.



equilibrio (no caso, abaixamento de salarios). Sua defesa da in~
tervengao do Estado para garantir a demanda agregada & um marco,
ao romper, dentro da corrente dominante, com a "Lei de Say" . (toda
oferta gera sua propria demanda), que se aplica mais propriamente
a uma sociedade de egcambo mas nac a uma economia capitalista in-
dustrial. Tal rompimento ja €ra antigo na economia marxista(*), o}

(que nae tira os méritous de Koynes,

Entretanto, somente apds o final da 112 Guerra Mundial & gue
a questao do crescimento econdmico estaria na ordem do dia: :  as
cconomias arruinadas pela guerra tentando se reerguer rapidamente;
os palses subdegenvolvidos querendo iniciar seu desenvelvimento
econdmico; ©0s palses capitalistas avangados, livres (por algum
tempeo) do fantasma da depressao, tentando maximizar seu crescimen
to a longo prazo e os palses socialistaes determinados a superar
a cconomia capitalista através da rapida expansao do setor indus-
trial pesado e de matérias primas. Estas condigoes tiveram pleno
reflexo no desenvolvimento da teoria econdOmica. BEmbora publicado

R
inicialmente em 1939, ¢ famoso trabalho de HARROD, R.P. []] (=)

{*) Além das famosas teorias de sub-consumo de Rosa Luxemburgoe ,
Tugan-Baranovsky e outros, ver "Teerias da Mais-Valila”,de Marx,
conforme cltagao do EAPOUZIAN, I L],

(**) Embora com algumas diferengas,praticamente a mesma estrutura
& delineada por DOMAR, E.D. [ 1], sendo o modelo conhecido co-
mo Harrod-Domar. Usamos apenas o nome do primeiroe por am ques

tho de precedénciao histdrica na apresentagao do trabalho.
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encontrou no pos~guerra O ambiente prepicio para a retomada de um
dos chjetos centrals das analises dos economistas classicos, o
crescimento da economia. Devido & sua importdncia, ndo s6 histdri
ca mas por cclocar os pontos centrails de andlise e, por isso, dar
um referencial de classificagao dos trabalhos gue se seguiram, &

necessaria (e feita abaixo) uma exposi¢do mais detalhada do mesmo.

Com base em um modelo agregado de um Gnico setor, com rela -
cdo :capital-produto (C} constante e relagao poupanga liguida - pro
duto {(g) também constante, a preocupagac de Harrod & com a taxa de
crescimento da renda {igual a do produto), se constante no tempo
e tendéncias {em resumo, as condigoes de existéncia de um cresci-
mento estacion&rio). A oferta de mac-de-obra €& nac restritiva ao
processo de crescimento (em principio), crescendo a uma taxa dada
{(n). O progresso técnico (no sentido de poupador de mdo-de-obra )
cresce a uma taxa dada (m). A estrutura de pre¢o & suposta cons-—

tante. Nestas condi¢des, uma unidade de capital gera % -unpida-
des de produto, © que gera g unidades de poupanca liquida. Essa
sera, portanto, a adigdo ao estodue existente de capital (na ver-

dade, sua taxa de crescimento) .

Ao assumir que o nivel de investimento € fungao da variagao
esperada da demanda efetiva e gue este investimento, por sua vez,
gera um certo nivel de demanda efetiva, acopla pela primeira vez
na Litoratura ccondmica os chamados "principio de acelevagao® 8
teoria do "multiplicader". Usando a formulagao de HAHN, F. H. &

MATTHEWS, R.C.0. (1} , temo ::
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L, = &, ~¥, ¢ "aceleragao”

Y, = > I "multipiicador”

onde € - relaguo capital-produto

s - taxa de poupanga

It - investimento realizado no periodo t
Xe ™ produgdo esperada para O tempo t
Y " producgao realizada no periodo t

A proporgao entre demanda real (produgao realizada) e a de-

manda esperada (produgac esperada) sera

onde at & a chamada taxa "garantida" de crescimento e & funcio
da expectativa de demanda no tempu t. E relevante perceber gue a
expectativa de demanda 30 se tornara real se @t = % , Oou seja ,
& chamada de "garantida" porque s0 se realiza guando & a esperada.

2 sc nao & a esperada?

Essa &€ a origem da imagem do modele de Harrod, o "fio da na-
valha", pois se os investidores investem a uma taxa (real} maior
do gque a “"garantida", o crescimento (real) serd maior gque o espe-
rado e eles teradc a sensagac de ter investido menos do que deviam,

aumentand® suas espectativas para o perlodo seguinte. Entretanto,
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se investem a uma taxa menor que a “garantida”, terao a sensagéo

de que investiram demais, ¢.terando para menos suas espectativas.

Esta conclusio, enraizada na anadlise Keynesiana, f£oi um gran
de chogue para os defenscores da tese de gque o sistema econdmico
tende naturalmente para o equilibrio, bastando deixar livres as
forgcas de mercado. A possibilidade de ajustamento simplesmente pe
la variacac de pre¢os levaria a um outro "fio de navalha"”, entre
o crescimento com inflagao e o decrescimento sem inflagao, j& que
os ajustamentos de expectativas se dariam em cima do movimente dos
precos e naoc mais da produgaoc. Pe gqualquer maneira, entra na §is-
cussao econdmica uma instabilidade inerente ao sistema capitalis-

ta, desafiando a antiga teoria.

Para estudar os mecanismos pelos guails pode ser atenuada ou
{segqundo alguns autores) suprimida esta instabilidade, & preciso
gue se defina a taxa "natural” de crescimento: para que © cresci-
mento da sconomia nao demande mais forca de trabalho do gue a dis
ponivel, a taxa de crescimento real, a longo prazo, nao pode ser
maior que a de crescimento da forga de trabalho (n} mais a taxa
de progresso técnico {(m), no sentido definido anteriocrmente. Ou
seja,

S
taxa "garantida" = texa “natural” : c = ntao

Tan

Pode~se pensar no controle de qualquer uma (ou mails) dessas vari
veis para os ajustamentos julgados necessarios; a escolha da wva-

ridvel de controle oferece um razoavel referencial para anilise
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(*)

dos modelos de c¢rescimento economico existentes

* %
0s modelos da Escola de Cambridge (U.K.)( )

introduzen nes
ta economis de um setor a separagaoc .m duas classes (trabalhado —
res e capitelistas), com diferentes propensoes a consumir (sw e
S. ¢ respectivamente} e chamam de P a partic¢ao proporcional da

renda da classe capitalista na renda total. Portanto,
5 = P.s_+ (1 - P)s '
o] \

de onde se poderia deduzir uma especial proporcac P que teria um

papel equilibrador no modelo de Harrod:

in+m} ¢ - s

W
P:
5.~ S
c W
Embora essa abordagem exija hipOteses bastante severas (p.
ex., pleno emprego e coeficientes de poupanga rigidos), ha um

grande avango no entendimento dos mecanismos de crescimento econd

mico com a introdugao explicita de uma teoria de distribuigio.

(*) Conforme SEN, A.K. [2]; Para uma analise mais didatica, do
ponto de vista matematico, embora um tanto quanto parcial na

analise econdmica, ver WAN, H.Y. [1}.

(**) ROBINSON, J. [2]! e {4], KAHN , R.F. (1], PASINETTI, L.L.J1L]

KALDOR, N. {1] , KALDOR, N. & MIRRLEES, J.A. [1}.
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Evidentemente; a poupanga nao & o Gnico aspecto pelo qual &
feita a anilise. Foram seis os grupos de condigoes, assinalados
por ROBINSON, J.[2] e [4], para o estudo do crescimento, equilil -

brado ou nao.
a) Condigdes Técnicas
b} Politica de Investimento
¢) Hipdteses sobre Poupanga
d) Condigoes de Competitividade
e) Barganha de Salarios

f) Condig¢oes de Financiamento.

No que se refere as condigoes técnicas, abriu-se um debate
sobre © progresso técnico incorporado {ou nao) as maguings, antes
e/ou depois de sua operagao, tendo por panc de fundo a hipOtese
de perfeita substitutabilidade de capital por mao-de-obra, nas fa
mosas "fungoes de produgao". Segundo a tradigao neoclassica, essa
substitutabilidade se da ex-anfe, na escolha do equipamento ou
¢ex-post, na alocagao de mais (ou menos) forga de trabalho na ope-
(*)

ragao das maguinas (modelos "putty-putty” ). Em outros termos,

significa que a relagao capital-trabalho & perfeitamente variavel.

(*) A tradugao ao pé da letra (massa de vidraceirc) nao tem qual-
quer semelhanca com a idéia da palavra em inglés. Esta gquer

dar uma idéia de total moldabilidade.



A novidade fol Iintroduzida por RCBINSON, J. [2] ¢ [4], e, sub-
sequentemente, por BLISS, C. (1], DOBB, M.H. {1], XALDOR, H. &
MIRRLEES, J.A. (1], PHELPS, E.S. [1l] , SEN, A.X. {1} (modelos
”putty—clay“(*)}. Nestes modelos tembém e, assumido que o namero

de tecnicas alternativas e finito, novamente indo contra & corren

" . {**}
te neo~classica

Usando, principalmente os elementos listados acima para ca-
racterizar os varios tipos de crescimento, equilibrado ou n3oc, in

troduziu a seguinte classificacao dos mesmos:

IDADE DE OURO: "Com uma taxa de acumulacac desejada igual a
taxa possivel, formada pela taxa de crescimento da popu
lagao e pela produgac peh capita, comegando com gquase
pleno emprego o uma composicao do estoque de cquilpamen-—-
to apropriada & taxa desejada de acumulagac, mantém - se
um nivel gque ge aproxima muiteo do pleno emprego. A ida-

ok ok
de de curo e isso“( )

(*) Clay = barro e da idéia de rigidez apbs uma fase maledvel.

(**) Essa discussao nao se completa sem o acompanhamento da Famo-
sa "Controvésia de Cambridge", acerca da mensurabilidade @
homogeneidade do Capital. Come a introdugac ao assunto deve,
necessariemente, ser extensa, nao o fazemos neste traba

lho. Ver HARCOURT, G.C. & LAING, N.F. |[1}.

(***) ROBINSON, J. [4}.
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IDADE DE OURO CAPENGA: "Uma taxa de acumulagao de  capital
constante pode ocorrer abaixo do plenc emprego. 0 esto-
que de equipamento apresenta a composigao adeguada a
taxa de acumulacao desejada mas nao & suficiente para

*
empregar toda a forga de trabalho”( ].

IDADE DE CHUMBO: ¢ emprego creésce a uma taxa menor do gue a

da forca de trabalho. Desemprego crescente,.

IDADE DE OURO LIMITEDA: Taxa de acumulagao de capital deseja
da constante e maior gue a soma da taxa de crescimento
da forga de trabalho com a taxa de progressc técnico
(instabilidade a curto prazo, provocando rearranjos es-

truturais).

IDADE DE PLATINA CALOPINTE: Crescimento acelerado 4o sator
de bens de capital, mals investimento no sctor ¢ apro-
veitamento da mao-~de-cbra disponivel. Taxa de lucro se
eleva e saldrio real cai. Com escolha de métodos de
produ¢ao menos mecanizados, sO padra o "galope” com ©

pleno emprego ou patamar minimo aceitavel de salario.

IDADE DE PLATINA RASTEJANTE: Taxa de acumulacao decrescente
devido a escassez de mao—-de—obkra e alta da taxa de Jju-

ros; produgﬁo aumentando em intensidade de capital mas

{(*) ROBINSON, J. [4].
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mantendo pleno emprego.

IDADE DE OUROC BASTARDA: A rigidez (patamar minimo) da  taxa
de salarios reais, a despeito do desemprego, impede uma
elevagac da taxa de acumulagao, na auséncia de progres
S0 técnico {"nivel baixo"). Pode surgir, também,"...com
um nivel de saldrics reais bastante elevado, quando os
trabalhadores organizados dispoem de poder para Se oOpor
a queda da taxa de salarios reais. Qualquer tentativa de
elevar a texa de acumulagao, a menos que seja acompanha
da por uma redugao suficiente do consumo derivado  dos
lucroes, vé-se entao frustrada por uma elevacao inflacio
naria das taxas de sall@rios nominais. Numa situagac co-
mo essa, a taxa de acumulagac se acha limitada pela "bar

reira inflacionéria""(*].

IDADE DE PLATINA BASTARDA: mesma situagac anterior, com prg
gresso técnico. "Entao um nivel constante de salarios
reais e compativel com uma elevacac da relagao entre o
investimento brutc € o consumc. Assim, a aceleragao da
acumulacac pode ocorrer Sem provocar inflagéo“(*).
0Os modelos neoclassicos bisicos como SOLOW, R.M, [1] e {41,

SWAN, T.W. [1} e [2] , TOBIN, J. [1] , entre outros, assentam so-

bre a relagdo capital-produto a maneira de fazer os ajustamentos

(*} ROBINSON, J. [4].
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necessarios. Se a taxa nAatural (m+n) &€ menor que a garantida {%),
héd uma aproximagac da barreira do pleno emprego e o decorrente
aumento da taxa de salarios, provocando investimento em técnicas
mais intensivas em capital, aumentando C e, consequentemente, di-
minuindo = . O raciocinio inverso se aplica, com a diminuigéo de

C
s .
C, e aumentc de 3. Isto acontece, sem tirar nem por, no mcdelo de

c
"Idade de Platina Rastejante", ja descrito; entretanto, o que &
uma das possibilidades 1a, para a teoria neo-classica & a inica
possibilidade. Fm outras palavras, nao existe instabilidade no
sistema econdmico. O mesmo comportamento de ajustamento do merca-
do & estendido as espectativas dos empresdrios, no que se refere
as diferenccas entre a taxa garantida e a taxa real de crescimen=-
to. Nao ha um comportamento previsivel a padion( do investimento ,
bastando garantir as condigSes de concorréncia perfeita para 0

estabelecimento do equilibric. Para uma critica a esta falta de

uma fungdo de investimento, ver HAHN, F.H.[2] e SEN, A.K. (1] .

Finalmente, como em todeos os modelos a taxa de crescimento
da populacac & assumida como exBgena, resta apenas a andlise das
causas do progresso tecnico. KBLDOR, N. [1] e [2] procura
estabelecer uma relagao entre o progresso tecnoldgico e a acumula
¢Ac de capital. Em KALDOR, N. & MIRRLEES, J.A. [1], & assumida
uma “fungdc progresso técnico que institui: a taxa anual de cres-
cimento da produtividade por trabalhador operando novaes equipamen
tos como uma fungace de taxa do investimento por trabalhador®. AR-
ROW, K.J. (1] assume o aprendizado como funcao da socma do investi

mento bruto passado. Usando a hipdtese de igualdade entre a
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produtividade marginal e o prego dos fatores, SOLOW, R.M. [2] che-
ga a conclusao de que 87.5% do crescimento da produgao per capifa,
nos Estados Unidos, de 1909 a 1949, se deve 3s mudangas técnicas

e 0os 12.5% restantes ac usc de capital (sic!).

Para finalizar o tema, deve-se registrar o aparecimento de mo
delos neoclassicos com 2 setores: setor de bens de capital ¢ se-
tor de bens de consumo. Inicialmente por MEADE, J.E. (11, UZAWA,
H. [1] e SOLOW, R.M. [3], os problemas de existencia, estabilida-
de e unicidade da traijetdoria de crescimento balanceado, além de
equilibrios momentineos foram apresentados, também, por HAHN, P.
H. [2] e HAHN, F.H. & MATTHEWS, R.C.O. (1], entre outros. Esse ra
mo de andlise tem produzidco wm sem-numero de trabalhos nos Glti-
mos 20 anos, com alte formalizagao matemdtica e baixa contribui -

gac 8 analise econdmica, ndo merecendo agui um aprofundamento.

C ~ CRESCIMENTO ECONOMICC OTIMO

Podemos definir como uma Teoria de Crescimento Econdmico 04
mo aquela que, dentro do referencial de andlise apresentado, pro-
cura estudar as condigoOes de existéncis, unicidade e estabilidade
do crescimento & maxima taxa possivel (no casc, de acumulagao).
Usando a linguagem de Joan Rcbinson, o estudo da Idade de Quro.Um
trabalho importante e pioneiro no assunto & RAMSEY, F.P. {1]. Ou-
tros secundadrios, como LAING, N.F.[1] e_PHELPS, E.S. [2] nao se-
rao considerados. Procuraremos mostrar agui a importancia do mode

lo apresentade por von Neumann, J. [l}j, com seus desdobramentos
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posteriores, principalmente o5 assim chamados teoremas de "Turn —
*

pike"( ), no contexto apresentado e na analise econdmica. Ao es-

tudo do modelo propriamente dito, dedicaremos os proximos capitu-

los deste trabalho.

A preocupacao de von Neumann no seu trabalho foil determinar
gqual a taxa maxima de crescimento balanceado e constante de uma
economia multisetorial, dadas as técnicas de producdo disponiveis,
sem problemas de consumo ou restricao de mao-de-obra. A propria
estrutura de pregos e a taxa de lucro (no trabalho, taxa de rendi
mento) sao derivadas da determinagdc das técnicas a serem usadas
e que fornecem a malor taxa de crescimento procurada. Bo final,de
monstra que, para as hipbteses dadas, as taxas referidas Sao
iguais, sem desemprego (ver Idade de Ouro). O métode de analise
empregado, completamente original para a época abriu caminho para,
pelc menos, quatro ramos relacionados da economia matematica: Teo
ria de Jogos, Programagao Linear, Analise Insumo-Produto Dindmi-
ca e Analise de Atividades. Além dissc, segundo KOOPMANS, 7. C.
1]: "... o trabalho contem o primeirc modelo rigoroso, formal e
inteiramente explicito de teoria do capital nao agregado conheci-

do deste autor", 'Embora tenha partido de pressupostos neoclassioos,

(*) Para os teoremas, ver, fundamentalmente, MORISHIMA, M. [1} e
RADNER, R. [1]. Para analises ccm variagaes sobre o modelo de
von Neumarn, ver MORISHIMA, M. [l] e [2], MATHUR, G. {1], LOS
J. & WIECZOREK, A. [1], LOS, J. & LO5, M.W. [1}, além do capl

tulo IV deste trabalho,
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ao relacionar o capital fixo como um produto, ao final do periodo
de produgao, torna impossivel a aplicagao da "Teoria da Producao’
necclassica, com suas curvas de iso~-produto. Estabelece um pata-
mar minimo de sal&rio real, nc nivel de sobrevivencia da mao - de-
-obra. O sistema de pregos €& determinade pelas técnicas utiliza —
das e, portanto, prescinde de uma unidade de medida, do capital.
0 nivel de pregos independe completamente da base monetiria. Como
se vé, nao se ajusta ao esquadrc neoclassicc. Alguns autores, co-
mo MATTHUR, G. [1l] e DOBB, M.H. [4] , usando come pontc em comum
o fato de que a estrutura de pregos independe da estrutura de con
sumo ou de demanda, estabelecem lacos multo fortes entre ¢ modelo
de von Neumann e o apresentado por SRALFFA, P. [{1l], chegando Ma~- -
thur falar num sistema Sraffa-von Neumann. Além deles, autores
como MORISHIMA, M. [1] e BOSE, A. [l] , intentam fazer uma aproxi-
magao entre o apresentado por von Neumann e um pretenso "Modelo
de Equilibrio Economico Geral" que Marx teris esbogade, sem che-
gar a degenvolv .-lo, tarefa a que esses autores se propoem. Sem en
trar no mérito da questao, acreditamos ter mostrado a importdncia
do estudo deste modelo gue, a partir de hipGteses econémicas bas
tante irreallstas e introduzindo (para a €poca €  por um LOepO
bastante longo) um instrumento de analise hermético e sofisticado,
conseguiu levantar questdes em 3dreas de andlise e escolas econdmi

cas bem diferentes, além de criar novos metodos.

A partir de sua "irrealidade” econdmica, outros pensadores fi

zeram tentativas de trazé-lo para mals perto da terra. Poderiamos

traduzir essa irrealidade em guatro pontos principais:
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a} Técnicas de produgac constantes no tempo.

b) O crescimento & um fim em si mesmo, mantendo o padrdoc de
consumo constante, ao nivel de subsisténcia, para producao de

mao-de-obra {(economia escravagista) .

¢} Crescimento balanceado, ou seja, a taxa de crescimento de
todos 05 setores (como insumos ou come produtos) e igual e cons-

tante no tempo.

d) Estoque inicial de capital ja esta em proporcgao oOtima, ou
seja, aquela composigao gque, face as técnicas disponiveis, propor

cionam crescimento maximo.

DORFMAN, R., SAMUELSON, P.A. & SOLOW, R.M. [l], pioneiramen-
te, apresentam a conjetura de gque, ao se remover as cbjegoes )
e d), descartando © crescimento balanceado e assuminde um estoque
de capital historicamente dado, e trocando o objetivo de cresci —
mento balanceado maximo pela consecugao de um estogue maximo de
capital, de dada composigéo, ac final de um tempo dado {(T), a tra
jetdria de crescimento maximo se aproxima da trajetdria  de von
Neumann, andando muito préxima da mesma até um determinado ponto
em que se afastard para atingir a proporciac dada. A Figura 1 ex-
poe, graficamen*e, a conjetura de "Turnpike"” para uma eccnomia de
dois setores. (Esse nome € tomado de empréstimo & lingua inglesa ,
sendo gue sua tradugao por "auto-estrada” nao conseguiria expres-

sar todo seu significado).
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Figura 1 - A conijetura de "Turnpike".

Ls primeiras e mais importantes provas desta conjetura foram
as de RADNER, R. {1} e MORISHIMA, M. {1l. (ver capitulec III}). A-

1ém dessas, devemos citar as de MCKENZIE, L.w.l[1l e [2], Furuva ,
A, & INADA, K. [1] e NIKAIDG, H. [1], entre outras. As consequén-
cias sobre o modelo de von Neumann e sua aplicabilidade ainda nac
estao suficientemente desenvolvidas, 3endo os mals racentes MORIS
HIMA, M. 3], MCKENZIE, L.W. e ZAUBERMAN, A. in LOS, J. & LOS, M.
Ww. [11 e MURAKAMI, Y., TOKOYAMA, K, & TSUKUI, J. [1}. Este ultime,
usando uma generalizag¢ao do modelo dinamico de Leontief, tenta
mostrar uma possivel trajetdria tipoc "Turnpike" na economia japo-

nesa entre 1963 e 1866. Em LANCASTER. K. [1], encontranes um
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exemplo explicito da conjetura, inclusive com definicao das fun-
¢oes apropriadas, usando calculo variacional como instrumento de

demonstracac.

E campo aberto a especulagao intelectual e/ou pragmatica a
extensac desgsa linha de pensamento econdmico, devendo ser ressal-

tado que pouco tem sido feito nesta direcao, nos ultimos anos.



capiTULO 1T

0 MODELO DE EQUILIBRIO ECONOMICO GERAL DE JOHN VON NEUMANN (*)

A - INTRODUCAO

Neste capitulo, apresentamos o Modelo de Equilibrio Econdmi-
co Geral, de von Neumann, com sua simplicidade matematica, e to-
das as hipbteses econdmicas gue nos pareceram mais relevantes. A
maior parte delas ja & expliclitada no artigo original; entretanto,
como ficard claro no item B, e no capitulo IV,  muitas hipbte-
ses implicitas devem ser tornadas claras, para que as conclusoes
possam ter uma abrangéncia malor do que a proposta originariamen-
te. De uma maneira geral, foram adotados os pressupostos da assim
chamada Escola Necclassica de Lausanne, sendc ainda consideradas

hipbteses adicionais para que pudesse expressar, matematicamente,

(*} Publicado, primciramente, no volume Ergebnisse cines Mathemti
schen Seminars,editado por Karl Menger (Viena,1938),sob o titulo
"Uber ein Gkonomisches Gleichungssystem und eine Verallgemeinerung
des Brouwerschen Fixpunktsatzes". Traduzido para o Inglés por G.
Morgenstern, publicadc na Review of Economic Studies, 13, 1945-46 ,
1-9,com ¢ titulo "A Model of General Economie¢ Equilibrium". Entre
tanto, Jja tinha sido apresentado num Seminadrio de Matematica  na

Universidade de Princeton, U.S.A., em 1932,
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0 slstema chamado, por cle, de Leconomia. A apresentacao sera fei-
ta numa ordem ligeiramente diferente da do autor, de maneira a

torna-la, segundo nossa opiniaoc, mais diddtica.

B - O MODELO

Consideremos o seguinte problema: existem n bens (*) Gl’GZ’
,...,Gn que podem ser produzidos por m pProcessos Pl’PZ""’Pm
Que processos serao usados (no sentido de "lucrativos") e que

precos serao obtidos para os bens? E evidente que uma resposta de
pende da outra, o gue, em termos matematicos, significa que a so-

lugao, se existir, sera implicita.

Em cada processo Pi {(i=1,2,...,m} sao consumidas quantidades
a.. (expressas em unidades peculiares a cada bem Gj) e produzidas
guantidades bij {mesmas unidades de aij} do bem Gj (i=1,2,...,n}.

Pode-se representar um processo da maneira abaixo:

Considerando que OS Processos Pi serao acionados com uma Cer

ta intensidade x, (i=1,2,...,m) o chamando a produgao total de
Lens por Feonomia (B), teremos:
m
E = © x,P, (2)
. ii
i=1

(*) A definicao de bem, neste artigo, & bastante ampla, abrangen-

do, entre outros, a mao de obra.
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Na resolucao, o autor se interessa apenas pelos estados em
gue a Economia se expande sem mudanca de estyrutura, 1.8., a pro-
porcac entre as intensidades X{1¥ge .« X~ permanece constante;
embora possam mudar seus valores os X, - Nesse caso, as intensida-
des serao multiplicadas por um mesmo fator o, chamado cocficien-

te de expansao da Economia,
Neste ponto, devemos colocar as hipdtese implicitas até agora:

(i) Como nac hia imposigac scbre n (numerc de bens) e m (numeroc de
processos tecnicamente possivels), a possibilidade de m>n signi-
fica que nao & possivel solucionar o problema atrayds de métodos

triviais de resolucao de equagoes.

(ii) Como cada hem Gj & produzido a partir dos outros, inclusive
ele proprio, caracterizando os chamados processos circulares de
produgac, estao incluidos nos Gj os "fatores naturais dJde produ-
¢ao (*); no entanto, seus coeficientes bij devem ser, necessaria-

mente, nulos.

13 e bij constantes, independentemente da

intensidade de acionamento do processo Pi’ e caracterizada a si-

{(1ii) Ao se aszumir os a

tuagao de retorno constante de escala.

(iv) Estao implicitas, na formulacao do problema, as condicdes de

concorréncia pura, a longo prazo,

(*) Por "fatores naturais de producao" subentende-se os insumos

para os quais nao existe processc de producio disponivel,
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(v) Como nao foi imposto nenhum limitante aos valores x suben-

i!
tende-se que os "fatores de produgao" podem ser expandidos ilimie

tadamente.

{(vi) A existéncia e crescimento da forga de trabalho sio considew
rados apenas como produtes de um processo de producac cujos insu-
mos sao as necessidades minimas vitais do trabalhador, constitudn
do o seu salario. Conclui-se que o trabalhador nio poupa, enguan-
to que a classe propriet@ria nac consome, poupando e reinvestindo

a totalidade da sua renda.
Em relagao cspeclifica aos processos de produg3o, temos:

(vii) Cada processo tem a duracaco de uma unidade de tempo, Os que

tiverem duracao maior sao fraclonados em processos de duragdo uni

taria, com a introdugao dos produtos intermedilrios como bens adi

ciconais, se necessario,

(viii) A utilizacao ¢ depreciagao dos bens de capital & levada em
consideracao ao se colocar cada estagio de desgaste como um  bem

adicional, com um processo P, especifico.

(xi) E perfeitamente caracterizavel, pela definicao dada, um pro-

cesso de produgao conjunta.

(x) Se pensarmos em duas propor¢oes diferentes de insumos € um
mesmo processo, tecnicamente falando, temos, para efeitec do meode-

lo, dois processos distintos,
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0 objetivo perseguido & um estado de equilibrio nac-estacio-
nario do s{sfema econcmi{ce, com os precos dos bens e o coeficien—
te de ¢xpansao constantes, tais gue nao alterem a estrutura econd
mica, a partir do momentoc em que esse estado seja atingido., Tal
situagdo & denominada estado gquase-estaciondrio, por Champernow-
n~, em seu artigo comentdrio a respeito do modelo de Von Neumann,
comparando~o com O crescimento de um cristal mergulhade numa so-

lugao de seu proprio sal (*).

As varidveis numéricas do problema serao:

(i) as intensidades xl,xz,...,xm dos processos Pl'PZ""’Pm ;

respectivamente.
(i1} o coeficiente de expansac da Economia, «o.

Paralelamente, sac consideradas as variidveis dualils asso-

cladas

(ii1) os precgos NS CYRRERS dos bens Gl‘GQ""fGn' respecti-
vamente.

(*) CHAMPERNOWNE, D.G., A Note on J. V. Neumann's Article on "A
Model of Economic Equilibrium"”, Review of Economic Studies, 13,

1945-1946, 10~18.
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L
100°

mento, dada em % por unidade de tempo, (*) num total de m+n+ 2

(iv} o fator de rendimento, #(g = 1 + Z €& a taxa de rendi-

variaveis.

Como restrigdes de "bom sense" ds varidveis

xi > 0 (i=1,2,...,m) (3)
yj > 0 (i=1,2,...,n) {4)
m

T x., » 0 (5)
i=1 T

n

T v, > 0 (0)
j=1

Com as duas primeiras, descartamos uma eventual solugéo com
intensidades {preg¢os)} negativas (os), sem sentido palpavel,e, com
as Ultimas, uma solugao trivial do problema, com intensidades

{pregos) nulas (os).

Além dessas, temos as chamadas restrigoes economicas.

(*) O termo Z seria a renumeragac dada ao capitalista pela aplica

cado do capital no processo ecoridmico.
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m m
o iil 1351 < iZ} bl]xl (3=1,2, ;M) (7}
(*) (*%)
m M
Sc oo iil aijxi < iil bijxi . para algum j = 1,
entao Y, = 0 {74)

No que se refere as variedades duais,

n n
8 L a,.y.> L Db..v. (i=1,2,...,m) (8)
j=1 1377 j=1 i173
(*) (**)
n n
Se B ¥ a,.y. > I b.,.y., , para algum i = g,
i=1 373 j=1 117]
entao Ky = 0 {8")

(*) Muito embora o artigo tivesse sido apresentado cercade 15 anos

antes da primeira formulacao tebrica de Programagao Linear (Dant-

2ig,G.B. - 1947), essas condig¢Oes sao nada mais que as conhecidas
condigoes de folgas complementares em P.L. Além disso, & apontada
com pilecnerismo , uma simetria dual de variaveis, quando se fala
dos X, eo conceito de "processo nac usade”, por um lado, e dos

y, eo concelto de "bem livre", por outro.
(**) Usando notacao matricial, teriamos (B-uaA)x > 0 (7)
v'{B-aA)x = 0 (7"
y'(B-BA) < 0 (8)
. y'(B-BA)x = 0 {(8")

x>0 , y' >0, A= (aij) e B = (bij)
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A tradugao de (7), (7'} & de que & impossivel se consumir,
no processo total, mais do que & produzido do bem Gj' Se, entre-
tanto, menos & consumidc {(excesso de produgéo), Gr se torna um
bem livre e seu prego Y. = 0.

De (8), {(8') deduz-se gue, no equilibrio, nenhum lucro & au-
ferido nos processos Pi (ou seja, ou os pregos ou a taxa de rendi
mento aumentariam, descaracterizando o equilibric). No entanto, se
houver perda no processo P, este nao sera acionado e teri2 inten-
sidades X, = 0.

As condigoes abaixo sae colocadas para qualificar economica-

e b, ., sendo que (ii) vai assegurar a

mnente o8 coeficientes a. i3’

ij
unicidade dos valores de o e B.

(i) aij >0, bij > 0 (i=1,2,...,m; 3=1,2,...,n)

! o= - 1= *
(1i) aij + bij >0 {i=1,2,...,m; i=1,2,...,n} (9} {*)

T—

(*) A condigao (ii) dificilmente poderia tomar um ar de veracidade
eéonémica: no entanto, ela & minimizada,em seu irrealismo,por Von
Neumann, ao ressaltar que os coeficientes aj§ o bij podem ser ar-
bitrariamente peguenos e substituilr, sem muita perda, um coefici-
ente nulo. Esse problema fol totalmente superado na prova de exis
téncia de solugao do modelo de von Neumann, feita por Kemeny et
al., 1956, ao substituir essa condigao por outra menos restritiva,

gue & apresentada abaixo:

b,. >0 {i=1,2,...,m)

a.. » 0 (3=1,2,...,n} . i

(1)

Herd
[ e

3
Traduzida, diz rmue cada processco precisa de,pelc menos, um in-

sSumo para sua operac¢ao e que cada bem pode ser produzido por, pe-

lo menos, um processo. (Ver Apendice II).
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Em (i), exclui-se coeficientes de producac negativos. Em
{(ii1), & dito gque todos os bens Gj en-—

tram em todOs 0S processces Pi' como insumo e/ou como produto.

Ao se procurary x_,xz,...,xm,g ,yl,yz,...,yn,fs solucaoc do
problema, nao interessa tanto os valores dos x, ou aos Yj ms suas
Proporgoes X, iX,i...:iX € y iy i...:¥, , O que reduz © numero de
variadveis de m+n+2 para m+n. Embora de (7}, (7'), {8, (8'}) ti-

remos m+n restrigoes, nao se pode garantir a existéncia de solu

¢do, ja que tais condigdes sac de desigualdade.

C - SOLUGAEO

Na busca da solugao do problema, devem ser descartadas, ini-
cialmente, as solugdes triviais com varios P, idénticos ou se com
binando linearmente para formar outros processos. Outra possibili
dade desconsiderada & s de alguns bens entrarem em cada processo
P, na mesma proporc¢ac fixa. Devemos partir, pois, para a prova da
existéncia de, pelo menos uma solucgao L R  SERREE VS S SRR §

e gue, se houver mais de uma solugao, « e B devem ter o mesmo va-
lor para todas elas (por sclugao, entende-se uma m-upla xi(i.:]ﬂ
y2,...,Mm} e uma n-upla yj (3=1,2,...,n) que satisfacam, simulta-~

neamente, as condigoes de (3) a (3').

Congideremon uma solugdo hipotdtica Xyt o yj,ﬂ de (3y-(8'),
Pela condigaoc (6), sabemos que existe pelo menos uma igualdade em
(7). Equivalentemente, pela condicac (5), existe pelo menos wna

igualdade em (8). Por isso:



a = min
J=1,2,...

g = max
i=1,2,...

s 11

Y

=
i1
P

[{ IR i
o
S

.
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(11}

Concluimos, entao, que o e B sao determinadas univocamente, dados

os X, e yj. As condigdes (7), (7'} e (8), (8') podem, agora,
ser reescritas como:
yj = 0 pura todo 3J=1,2,...,n para o gual
n
iil bij i _
- nao assume seu valor minimo (7*)
x K
i=1 37
X, = 0 para tode i=1,2,...,m para o dqual
n
¥ b..
i=1 1373 - .
5 nao assume seu valor maximo {8%*)
L a,.Y.
g=1 1373
. * * -
Congiderando X{ Xy X en (7%} e 'SR CYERRYS S {8*) como da

dos, passamos a verificar

as condigoes (3)-~(6),

(7

em que situacac preencheriam,

e (87,

também,
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Crinm X' um conjunte de variaveis (xi,xé,...,x') satisfazendo
m

condicces analogas a (3), (5):

e Y' um conjunto de variaveis (Y]r¥5ieeesy)) s as andlogas a (4),

(6):

yl > 0 (3=1,2,...,n) (4"}
n
Loyl >0 (6")

Seija, ainda, a funcao

m n
L b,.xiy!
Do e 177175
R S e e e (12)

J m n
) T a,.x!vy!
pup ey 13T

Chamemos X = {xl,x2,...,xm), Y = {yl,yz,...,yn} a solugao

hipotética dada. Fazendo X,Y¥ e X',Y' livremente variavels, mas de
maneira a sempre satisfazer (3)-(6) e (3')-(6"), respectivamente,

podemos reegerever (7*) e (8*) da maneira gue se segue:
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¢ (X,Y') assume seu valor minimo para Y' se Y' =Y (7%%)

i

$(X',Y) assume seu valor maximo para X' se X' =

t
e

(8**)

O nosso problema, que era achar uma sclucaoc que satisfizesse
(3)~(8'), se transforma em achar uma solugao de (7*%),(8**) e pode

ser formulado da maneira que se segue:

“Considerando (X',¥') no dominic definido por (3')-(6'), des
cubra um ponto de sela X' =X, Y' =Y, i.é., onde ¢(X,Y"') assume

seu valor minimo para Y' =Y e ¢(X',¥) seu valor maximo para X' = X",

Uma consequéncia das condigoes (7), (7*}, (10) e (8), (&%)

r

(11) & que, respectivamente,

n m
L L b,.x,
=1 [i;l 1] l]yj
o= = - = ¢(X,Y)
b b 2 .
j=1 EIIAEE Y5
e
m n
O LYl X,
o . 13437 71
g = 1ml jnl = §(X,Y)
) [ ) S R ]}(
i=1  §=1 13%3° 74

ou seja, se ¢(X',¥') tem um ponto de sela para X'=X e Y'=Y

L

entao,

a = B = ¢(X,Y) = valor da funcac no ponto de sela (13)
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Com issc, o objetivo, agora, se resume a provar aue a fungao
tem, pelo menos, um ponto de sela.

Por causa da homogeneidade da fungao ¢{(X',Y'), pode ser fei-
ta uma normalizacadc de varidveis, substitutivamente ds condigoes

(5'} e (6'). Definamos, entaoc, o conjunto § por

m
I x; =1 {5%)
e 0 conjunto 7T por

0 (4')

=1 (6%)

(5,T sao simplex(*) de, respectivamente, m-1 e n-~1 dimensoes)

(*} SIMPLEX: Chamamos de simplex de k dimensOes ao conjunto de

todos o0s pontos gue podem Ser expressos na forma

i k

AR . E Ai = 1 ki > G {(i=1,2,...,k} .,
i . ~ .

onde X (i=0,1,...,k) sao pontos tais que seus vVetores correspon

dentes sao linearmente independentes,
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Alternativamente & formulagaoc anterior (ponto de sela), pode

mos encarar o problema como a procura de uma solugao X = (xl, Xy
,...,xm) em S & Y = (yl,yz,...,yn) em T satisfazendo (7*) e (8%),

Para garantir existéncia de uma solucao para o problema, nes
ta formulagao, von Neumann prova © lema enunciado abaixo e cuja

demonstragac esta no Apéndice I.

LEMA: Seja R™ o egspaco m-dimensional de todos os pontos X=(xl,x2,

,...,xm), R" o espaco n-dimensional de todos os pontos *Yz(yl,yz,

m-+1

,...,yn), R o espag¢o M+n dimensional de todos os pontos (X,Y¥Y)=

. m n m+n
- (xl,xz,...,xm ; yl,yz,...,yn). Um conjunto, no R, R ou R’ .
que seja nao vazio, convexo,limitade e fechado, chamaremos um con-
. . o .0 . m n :
junto C. Sejam 8, T  conjuntos C no R e R, respectivamente, e
L+ P
seia s %19 o conjuntoe de todos (X,Y) no R™" onde o dominio de

x & s° e o de Y, T°. Sejam V, W dois subconjuntos fechados de 5%«

x 79, para cada X em SD, seja o conjunto Q(X) de todos Y com (X,Y)
; o . :
em V um conjunto C; para cada Y em T , seja o conjunto P(Y} de to

dos X com (X,Y) em W um conjunto C. Entac V e W tém, pelo menos ,

um ponto em comumn.

A solugao decorre, quando fazemos g =5, ™ =1, v = conjun
to de todos (X,Y')satisfazendo {(7*) e W = conjunte de todos (X',
,Y) satisfazendo (8%*). B visivel que V,W sao fechados e que os
conjuntos s° = S, T = T, Q{X), P(Y) sao todos simplex, i.é., con
juntos C. Os pnntos comuns destes V,W saoc nossa solugéo (%X,Y) =
= (xl,xz,...,xm, yl,yz,...,yn), que satisfazem, evidentemente ,

aos dois enunciados apresentados.
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Muito embora possam existir varios (X,Y) como solugado, pro-
varemos que todos eles devem implicar em o e B idénticos. Tomemos
Xl,Yl,al,Bl e Xz,Yz,az,Bz como duas solugdes. De {7%*), (8**) ¢

(13) segue-se que

oy =By = 0K, Y 2 @KLY, e ay = By = $(X, Y0 > 90X, Y,)

= 2’ 2

ay = 82 < a, = B1 .  por lsso, al==Bl =a2-—82 c.qg.d.

£ de se ressaltar que o = £ > 0 , podendo ser maior, menor ou
igual a 1, o que implicaria em expansao, retragao ou estabiliza —

¢do da economia, respectivamente.

Entdc, até agora mostramos gue:

-~ Pelo menos uma solugao X,Y¥,a,B8 existe. Para todas as solugoes:

o= o= plK,Y) (L3)

Em outras palavras, o fator de rendimento e o coeficiente de ex-
pansao da economia sao lguais e determinados univocamente pelos
processos tecnicamente possiveis Pl""’Pm'
as duas formulagdes abaixo servirao apenas para melhor carac

terizar o e PB.
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Primeiramente, analiscmos um possivel estado da economia

com consideragoes puramente técnicas, tendo um fator de expansio

! X

por unidade de tempo. Isto &, para as intensidades Xy Mo s vnr X
- L

se aplica:

X, > 0 (3"}
m
) x; > 0 (5')
i=1
e
m m
a' L oa,.x! < I bi‘xf (7"
T N
Note-se que pre¢os nao sao levados em consideragao. Seja X
yj,u,B uma solucac do nosso problema original (3)-(8'}, Multi-
n
plicando (7") por yj e fazendo L, temos:
i=1
m n m n
a' I I oa,. Xy, < L L b,.x'y.
i=1 4= 1} 7T i=1 3,1 M3
e portanto, o < ¢(X,¥). Por causa de [(8**) e (13), temos
a' < (X', Y) < ¢{X,¥) = a =8 (15)

Em seguida, consideremos um sistema de preg¢os conde o fator

de rendimento 8' se aplica, sem outro tipo de lucro. Isto 2, para
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0S precgos yi,...,yé se¢ aplica
, > 0 4’
yj > 4"
I
oyl » 0 (6")
j=1 "
[ =
n n
B' ¥ a,.yi> I b,.vl (8")

Semelhantemente, nao estamos levando em consideragaoc as in-

tensidades de produgao. Seja Xyr Yar 0y f como acima. Multipli-

J
- n
cando (8") por %, e fazendo T, temos:
i=1
m n m n
B! r I a,.x.y. < L ) C Xy
j=1 4=1 *F 3 7T 4=1 4=1 ) I
e portanto, B' i_¢(X,Y'). Por causa de {(7**) e (13), temos:

B' > ¢(X,Y') > ¢{X,¥) = a = B (16)

Formalizando estes dois resultados:

i} 0 maior (tecnicamente falando) fator de espansao o’ da econo-

mia como um todo & o' = o = 8, independentemente dos precgos.



49

ii) o menor fator de rendimento a' no qual & possivel um sistema
de pregos sem lucro e #' = u = B, independentemente das intensida

des de producgac.

D - UM DISPOSITIVO DIDATICO (*)

Esta secgao apresenta, em forma didatica, uma economia de
dols setores, explicitandoc as conjeturas de von Neumann sobre creg

cimentoe balanceado Otimo.

Uma at{vidade & definida como o processo pelo qual um par
X = (xl,x2) de insumos, disponivel no inicio do periodo, & conver
tido no par y = (yl,yz} de produtos, disponivel ao final do pe-
riodo. Chamamos de ftecnofogd{a a um conjunto de atividades disponl
veis (permanece constante para todos o0s perlodos futurocs). As
gquantidades de insumo ou produto da atividade (x,y) sac nao-nega-

tivas. As hipdteses sobre a tecnologia sao:

i) Proporedlonafidade {Retorno Constante de Escala) .

Se uma atividade (x,y) = {(Xl,xz), (yl,yz)} é factivel (no
sentido técnicoe) entao todas as atividades A (x,y) = (x,\y) =
= {(lxl'AX2)’ (Ayl,ky2}}, obtidas pela multiplicagdc por um esca-

lar nao-negativo gao factiveis. O conjunto de todas as atividades
proporcionais a alguma atividade nao-nula determinada sera chama-
do de processo. Uma atividade nao-nula usada para especificar um

processo sera chamada "atividade definidora™.

(*) Apresentado em Koopmans [1].
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ii) Additividade {(Auséncia de (Des)Economias Externas)

Se duas atividades (x,y) e (x',y') sao ambas factiveis, en-
‘é’ 5 'y = 43t 4! e ¥ b =
tao, sua soma (x+x') (e txy,x 4xl), (y *+¥{,¥,7y})} também é
factivel.

111} Realdismo

Para um par de limitantes positivos gl,gz dos insumos sem-
pre corresponde um par de limitantes positivos Ny, dos pro-

dutos, tal que para todas as atividades factiveis nas quais xy <
< El; X, < 52, deve-se ter Yq < nys Yo < N, Em outras palavras,
nao se pede obter uma quantidade ilimitada de produtos a partir

de uma quantidade limitada de insumos(*)

iv) Fechamento

Por conveniéncla matematica & assumido que o conjunto de ati
vidados factiveis (x,y) no capago do quatro coordenadas Xy Xo, Y

Yo ¢ fechado, i.e., contém todos os pontos de sua fronteira.

v) L{ivne Dispondbilidade

Se uma at vidade (x,y) ¢ factivel e sec (x',y') & uma ativida
de com quantidades nao-menores de insumos (xi > xi e xi > x2) e
nao-maiores quantidades de produtos (0 < yi < Y, e 0 < yé < y2) ,

(*) Tsto & uma hipdtese correspodente a de Gale [1] de gue nao se
pode produzir algo a partir do nada, i.&., se (x,y) e factivel e

x.=x.=0, entdo, yl=y2:O. Sendo, pela hipdtese i) poder-se-ia esco

1 72
lher um 2 tal que Axl = sz = 0 < El’€2 mas A Yy > u, -



entao (x',y') & também factivel. Isto &, se num periodo em que a
atividade (x,y) acontece, sendo que (x',y'} & a desejada, o exces
5 d : <3 1 __ 1 _ — T

o de insumo (xl Xy %y x2) ou o excesso de produto (yl Vi Yy

-y, & disponivel sem qualquer custo.

vi} Producac Posditiva

Como o produto ac final de um pericdo & o insumo do periocdo
sequinte, e estamos tratando de um modelc sem trocas com o0 exte-
rior, & necessario que Yy ? 0 e Y, > 0; caso contriario, uma
mercadoria inicialmente presente desapareceria do sistema apds um

periodo de producao.

Qualquer sequencia de stividades factiveis (xt,yt) = {{XE .
x;), (yi,yg)} (t=1,2,...,T) serada chamada de thrajetoria de cnescd-

mento se o par de predutos das atividades de cada periodo & ilgual

ao par de insumos para aquelas do perilodo seguinte,

to_ bt t+l  t+l t+1
Y - {ylly?) = (xl !X2 ) = ¥
No sistema de eixos {xl,x2), também chamado de espago-merca-

doria, uma trajetdria pode ser representada, como na Figura 1 ,

(pag.SZ}pela sequéncia de pontos ou "estados” xl,yl:=x2,y2 = x3 .

,...,yTFl = xT,yr. £ conhecida como trajetdria embora, na verda-
de seja uma sequéncia discreta (nac-continuva) de "estados". Cada

ois estados sucessivos contituem u " desta ajetoria.
d tad tituem uma "etapa" desta tr tori
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X1 ¥y

' ¥

Figura 1 - Uma Trajetdria de Crescimento

A discussac de von Neumann limitou-se as "trajetdrias de cres
cimento proporciconal"”, onde cada etapa & uma "atividade de cresci-
mento proporcional”. Esta pode ser definida como a atividade nao-
-nula {x,y) = {(xl,xz), (yl,yz)} na qual os produtos sao multi-

plos contantes dos insumos

y]_ = le yz = ‘11}{2 U > 0 [

onde o fator positivo constante (u) & chamado de fafor de crescd-

mento, o termo {(n-1) serd chamado de taxa de crescimento. 0
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mesmo fator p se aplica a todas as “"etapas". Ha crescimento real

se | > 1, estacionariedade se 4y = 1 e contragﬁo se u < 1. Os

produtos ac término do tempo dado (T), numa "trajetéria de cresci
, . . 11

mento proporcional", com insumos iniciais x),x; e um fator de

crescimento U, sao

Na figura 2, temos tal tipo de trajetoria.

X2 ¥2

X

2!‘ Yl

Figura 2 - Uma Trajetoria de Crescimento Proporcional.

£ necessario, agqora,desenvolver um diagrama que consiga re-

presentar as restrigoes de factibilidade, que nao podem ser
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divisadas nas figuras anteriores. Para tal, dever-se-ia trabalhar
num espago quadri~dimensional das variaveis Xy1Xy 3 ¥YyrYge Entre
tanto, a hipdtese i), da proporcionalidade, através de um artifi-
cioc de "normalizagao” dos insumos, permite gue se realize o traba
lho no ospago tri-dimensional. E o que se seque.

Se (x',y') e uma atividade ndo-nula, pelo menos um dos seus

insumos xi, X, deve ser positivo (ver nota sobre hipbtese iii)).

Portanto, sua soma xi+xi é positiva. Aplicando-se um fator de

normalizagéo A = l/xi4~xé a4 atividade dada (x',¥'}, obtemos uma

nova atividade

UV O N N B S PO £ . O
S R TS R S RIS R SRS AL TR R

com a propriedade de que a soma de seus insumos € igual a unidade.

Como este artiflcic & arbitrario e tem um objetivo de reduzir uma
dimensdo do "espago-mercadoria", nao se deve especular sobre a
heterogeneidade das quantidades somadas para se efetuar a normali
zagao.

Cada processo nao-nulo &, agora, representado por apenas uma
atividade normalizada. pPortanto, uma tecnologla pode ser represen
tada por um conjunto de atividades normalizadas. Corresponde a ca

da par de insumos um ponto no segmento de reta de comprimento
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unitadrio, conforme demonst'a a Figura 3.

Figura 3 - Representac¢ao dos Insumos Normalizados

Esse segmento € chamade de segmento ~ x. A reta que o contém

serve, simultaneamente como eixo-—xl (de origem Ol, para a direi-

ta) e eixo 0, (de origem 0,/ para a esquerda) . Adicionando, pex
pendicularmente ac segmento, 0§ eixos Yy, e Y, (perpendiculares
entre si) construimos o espago-mercadoria normalizado . A tecnolg
gia @, agora, representada por um conjunto 2 de pontos {Xl’ylyzl'
onde cada ponto 2z Yrepresenta uma atividade factivel normalizada
{(xl, lﬁxl), (yl,yz)}. Pode-se, portanto, usar a expressao ativi-
dade z embora cada ponto z tenha apenas treés coordenadas. 0Os pon-
tos de Z estaop acima ou no plano (horizontal) X) =¥y 3 em frente
ocu no plano (vertical} xl-yz, entre cu em um dos planos (verti-
cais) y, -y, que contém a origem Oi = (0,0,0) ou a origem

02 = (1,0,0), conforme a Figura 4.



|
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Figura 4 - Um Conjunto Factivel no Espaco-Mercadoria Normalizado

Um ponto 2z = (xl,yl,yzl, pertencente a %, com a proapricdade
de gue Z nao contenha pontos da forma_z':b&,kyl,xyz) com ) > 1 ,
sera chamado de max{imaf{. Ele representa uma atividade que nao com
porta um aumento preporcional dos produtos a partir da mesma quan
tidade de insumos. Evidentemente, eles sd podem ser encontrados

na fronteira de Z (gue & fechado - ver hipotese iv)).

A Figura 4 mostra um possivel formato de 2, onde para cada
valor particular de insumo normalizado, © conjunte de produtos
factiveis & dado pela intersecgac de Z com plano vertical paralelo

ao plano Y, " Y, € que contém X = (x1,0,0).



Dada a tecnologia, a maior taxa de crescimentc proporcional
que pode ser obtido de insumos dados dependeri da proporgao entre
esses insumos. O problema de von Neumann passa a Ser procurarx pe-
la maior taxa obtenivel a partir de gqualquer proporgac de insumos,

e gqual & essa proporgao gue leva & taxa maxima.

Para facilitar a busca, vamos considerar, no diagrama, a re-

~ : : - 1
presentagao do crescimento proporcional. 0 par de insumos s

= (0,1), que corresponde ao ponto Oy origina a atividade g (1)

= {0,0,p), no eixo Yy a distancia v de Ol' Similarmente, xfz) =

2 (2)

= (1,0), representado por 02, origina = (1,u,0}), no elxo

Yy & distdncia u de O,. Todos os outros pontos serao representa

Z , com suas respectivas coordenadas em

Um fator de crescimento malor §i' originaria um segmento seme

: C o= 1
lhante, apenas aumentando a distancia entre Ol e Z[ ) e 02 a7z

17, (7}

Indicaremos, pols, O segmento 2 Z por S{u}, visto na Figura

{2)

5, na pagina seguinte.
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Figura 5 - Representacao do Crescimento Proporcional

Colocando num mesmo diagrama as Figuras 4 e 5, consequimos vi
sualizar a soluglo grafica do modelo de von Neumann. Algebrica-
mente, ¢ crescimento proporciconal factivel, para um determinado fa
tor u, € representado por um ponto de Z que também  pertenga @ a
S(y). Procura-se, pois, © maior valor (u*) de y para o gqual 2 e
S(yu) tenham pelo menos, um pontd em comum.

Como Se vé na Figura 6, ha um Unico maior valor u*  para o
gual 2 e S(y) tém um ponto em comum. Qualguer valor acima desse
u* implica nad ndo~existéncia de pontoc em comum e gualquer valor

abaixo diz que sempre & possivel encontrar um maior. Qualqgquer



ponto Z*, comum entre Z e 5{u*) sera chamado de "atividade de von
Neumann" e esta conduz ac crescimento proporcional maxino, a taxa
p*. O conjunto de todas as atividades proporcicnais a esta sera

chamado de "processo de von Neumann®,

s
) — 2 (2)*
z _
.
Figura 6 - Constru¢ao de uma Atividade de Crescimento Proporcio-

nal Maximo {de won Neumann}.

0 fermato arredondado da fronteira de Z garante que apenas
uma atividade normalizada sera a de von Neumann. Em termos matema
ticos, a convexidade estrita da tecnoclogia garante a unicidade do
processc de von Neumann. Alem disso, o exemplo apresenta insumos
e produtog positives porque z* nac & nenhum dos pontos extremos

(1)* (2)* . : ] = .
z ou z de S8{(u*). Exemplos mals completos sac dados nas
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Figuras 8, 9 e 10.

Se tivéssemos imposto a hipdtese v} (Livre Disponibilidade)
ao conjunto Z, o seu formato {supondo apenas uma tecnologia dispo

nivel) seria o mostrado na Figura 7.

z
vA
% / e
2 I 1
e b4 e
O ; 02
/ \
Yy
//E'
Figura 7 - Implicagdes da Livre Disponibilidade

Se 0 ponto z = (x],yl,yz) pertence a 2, pela disponibilidade

de parte ou tude de um ou ambos produtds, ©s pontos do retangulo
xz'zz" também pertencem a %, Como as origens Ol e 02 pertencem a
qualquer conjunto de produgao normalizado, pertencem, portanto, a
7. Comod este & convexg, o poliedro Olz‘zz"o2 deve estar inteira -

mente contido em 2. Isto implica gque, Z sempre & tri-dimensilconal,

nac podendo ser reduzido a um planc ou uma linha.
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Uma trajetdria de crescimento proporcional que consista de
atividades concr tnentes ac nesmo processo de von Neumann sera cha
mada de “trajetdria de von Neumann". Ndo hd nenhuma outra trajetd
ria de crescimento proporcional alternativa, qualgquer gque seja o

, . 1 ,
insumo inicial x° dessa alternativa.

A seqguir, sera estabelecida a relagao entre uma “trajetoria
de von Neumann” e o sistema de pregos que a sustenta. Ela se da
através do "Teorema da Separagdo para Conjuntos Convexos", abaixo

enunciado: (*)

TEOREMA. Se A ¢ B sa¢ conjfuntos convexcs ho espago thi-dimensdional
que ndo tém pontos em comum, entdo exdste um plano P que separa A
¢ B, no sentido de que cada ponto de A eslda em P ou om un semé-plano
deteaminade por P, enquanto que cada ponte de B esta em P ou RO

outre semd-plano deteaminado por P.

Este teorema pode ser aplicado aos conjuntos S{n*), que re-
- O 1
presenta a reta gque contém S{(pu*}), e 4, que representa ¢ conjunto

de pontos interiores de 2. Mostra-se que as coordenadas do plano

W D -
P que separa S{(u*) e Z nos dao o slstema de pregos procuradeos; se

nac, vejamos (consultar Figura 6} :

(*) Uma demonstracdo desse teorema, para n dimensces, existe em
DEBREU, G.- "Separation Theorem for Convex Sets", in KOOPMANS, T.
C. & BAUSCH, A.F. - "Selected Topics in Economics Involving Mathe

matical Reasoning", SIAM Rev., Vol. 1, pp. 79-148,
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A equagao geral de P sera do tipo

ax) * Yy topyY, = 4,

(2) *

1) ~
(1) = (0,0,u*) e 2 = {l,u*,0) estdo em P, obtemos

Como Z

pela substituigao dessas coordenadas na equagdoc geral

* = & = —-— -
WP, = a,  u*py; = q,-q = q

Reintroduzindo X, = l-—xl, a equagac do plano se torna

1(X,y) = plyl-rpzyz-u* (pyxy ¥ Pyx,) = 0.

A funcdo mw{x,y) €& positiva em um lado de P e negativa em ou-

tro. Tomando a inequagao

— — *
TT(K,Y) - plyl+p2 2 u (plX1+P2X2) _<_ Or

esta inclui todos os pontos de Z. O sinal < se aplica a tocdos os
pontes de Z que nao z¥, i@ que este & 0 Unico em comum entre Z e
P. Como Z contém as duas orjigens (0,0,0) e (1,0,0), vemos, subsg-
tituindo na inequacgac, que Py 2 a, p, > 0 mas nunca pl==p2:=0
Como as origens ndo pertencem a P, nac se aplica a igualdade e,
portanto, p; > 0 e p, > 0.

Podemos, agora, interpretar py € P, como os 'pregos” das mer

cadorias "1" e "2", respectivamente, devendo ser ressaltada sua
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constancia no tempo. Do mesmo modo, u*-1l=r pode ser interpreta
do gomo "taxa d- rendimente' para o perlodo e p*=1+4+r como © "fa
tor de rendimento". O termo & esquerda representa o valor dos pro
dutos Yir Yor ac final do periodo, menos ¢ valor dos insumos Xy
Yo nc inlcio, multiplicado por um fator de rendimento. Isto &, ©
"lucro" em usar a atividade (x,y) durante um perlodo, com o siste

ma de pregos Pyr Pyr T- Como z* esta em P, o lucro mwix*,y*) da

atividade de crescimento proporcional maximo & exatamente zero.

Alem disso, o lucro wix,y) de qualquer -atividade factivel
(x;y) & ndo positive. Com esse sentido, pode-se dizer que o siste
ma de precgos pl,p2,r, se permanecer constante atraves do tempo ,
"sustenta" a (s} trajetdria (s) de crescimento de von Neumann., O
conceito de prego aqui usado se aplica indiferentemente & situa-
¢ao de mercados competitivos ou a de uma economia com planejamen-

to centralizado, sendo, na verdade, um indicador de eficiéncia na

alocagao de recursos.

0 prego relativo das mercadorias pl/p2 pode ser deduzido co

mo se segue (acompanhar na Figura 6): A interseccao do plano
T{x*,y) com o planc perpendicular ac eixo Xy, 1O ponto xi, nos
da a reta Ztlfz(zr e sua equagao sera’

- * & * =
Pryp * Pp¥y T wTipyx{ ¥ pox3) =0

Gu

1
P!
*

Py¥y ¥ Pp¥y = (X + P x3)
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Seus interceptos nos planos X, " ¥, & X =Yy serao respec
tivamente,
—_ Cx — C*
Y. & — e Y, = T
1 P, 2 Py
Py ¥ '
Portanteo, — = — Em outras palavras, o preco relativo

Py ¥
das mercadorias & a inclinagao da reta paralela ao plano yl-y2 e

tangente ao conjunto 2, podendo ser lida diretamente no grafico ,

através dos interceptos com o$ planos x, -y, e X) T ¥p-

No caso apresentado, a solugac e unica devido & hipStese de
convexidade estrita. Se nao for assumida tal hipdtese (ou seja, o
conjunto Z pode ser apenas convexo), € possivel que haja mais de
uma atividade basica que tenha n(x,v) = 0. Neste caso, a ativida-
de de crescimento madximo sera uma média ponderzda dessas ativida-
des, com pesos positivos perfeitamente determinaveis, ou seja,

(X%, y%) = A, (X5, 95 + 2. (02, v5) 4 o vt (25,95

1

No exemplo que seque, representado na Figura 8, esse casoc & co-
locado. A tabela representa atividades disponiveis para producao
de alimentos e ferramentas, a partir de alimentos e ferramentas
Déterminaremoé algebrica e graficamente a atividade (ou combina —

cao de atividades) gue possibilita um  crescimento balanceado
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maximo (as quantidades ja estac normalizadas) .

Produz Alimentcs Produz Ferramentas
(1) (2) (3} {4) (5} (6)
Insumos
1 - Ferramentas 0,2 0,5 0,8 0,1
2 - Alimentos 1 0,8 0,5 0,2 1 0,9
Produtos
1 - Ferramentas 0,1 0,3 0,5 0,5 0,6
2 - Alimentos 1 1,3 1,5 1,55
Tabela 1 - Um Exemplo Numérico

Evidentemente, o conjunto 7 (tecnologia) normalizado &  um
poliedro, como se vé na Figura 8, configurando um caso de convexi

dade nao-estrita.
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e
r”"z(’ir P
»f”fﬂ,fﬁzz 24
//
\\ S(u*}
%2 N 0
-] S
5) >

Y, e

Figura 8 - Atividade de von Neumann e Plano Separador

para a Tecnologia da Tabela 1.

Examinando o poliedro, percebemos gue a linha de crescimento

proporcional S{u*) cortara uma (ou talvez duas) das linhas que

2 (6) (2) (3 (4)

as atividades Z Z ou % Sem aten

unem a atividade
tarmos para um método sistematico para determinagao de S{u*) e

sua interseccdc com o poliedro %, facamos a hipdtese de que S{p*)

intercepta apenas a aresta 2:352[53. Entao, determinamos p* a par

tir da condicac de que o ponto (xl,yl,y2)==z*=:k23-+[1-—})26 tem

produtos proporcicnais aos insumos, com fator u* de proporcionali

dade.
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Usando as coordenadas de 2(3) e 2(6), da Tabela 1, obtemos
0,30 +0,6(1-2%)=u*{0,5x+0,1{(L~-2x)} (ferramentas)
=p*{0,5A+0,9(1-x)} {(alimentos) ,
gue nos leva a
X 9 -p* _ 6 - u*
dp* + 15 4u* + 3

Resolvendo a equaqéo do 29 grau resultante, obtemgs u* =1,292
comc a unica raiz positiva. O valor correspondente de ) & 0,576

A atividade de von Neumann serd

(x*,y*} =0,576{(0,5;0,5),(0,3;1,5)} +0,424 {{0,1;0,9),(0,6;0)}

(x*,y*) = {(0,331;0,669), (0,427;0,865)}
Substituindo as coordenadas de 2(6) e Z(B) na equagao w{x,y)=
Pl -
= 0, obtemos — = 2,48. Tomando alimentos como numerario, obtemos
2

p; = 2,48 e P,y = 1. 0 semi-plano correspondente ter& a condicao

o< 0,

2,48yl +y2—l,292(2,48}{1+}{2 <

onde a desigualdade estrita se aplica a todas as atividades que

nao Z{3) ou Z(G) ou combinagdo convexa das mesmas. Confirma-se,
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entao, que z* @ a Onica atividade (normalizada) de von Neumann

com taxa de crescimentoc maxima de 0,292,

Para completar a secgao vamos mostrar que somente uma ativi-
dade de von Neumann leva a um sistema de precos positivos que sus

tentam o crescimento proporcional. Suponhamos uma atividade pro-

porcional qualquer (x',y') = (x',p'x"'"}), com y' > 0 e com um
sistema de pregos pi > 0, pé > 0 (nao sao nulos ac mesmo tem-
po) . Para sustentar o crescimento balanceade, w'({X,y) = piyl +

+ phiy, = p'(pixl + péxz) < 0 para todas as atividades factiveis.

A equacgio para uma atividade de von Neumann (x*,y*) sera
gk gkYy = oty 1ok — 1 {nis* + pluk
(X rY ) Plyl + p2Y2 L (plxl pzxz < 0
Como y*¥ = prx*
1 ' _ * VK | J—" -
Pi¥] * ppys — wrippxf +opyxi) =0
Subtraindo e cancelando onde & devido,
L 1 ] * I *
(u w'y(pyx] + pyx3) <0
Sabe-se que xi e KE sac nac negativos (e nac nulos ao mesmo

tempo), e p; e p, sd0 positivos por hipdtese. Portanto, (u* -p')<

< 0; por outro lado, como u* & a maxima taxa de crescimento pro-

porcional, pu*-yu' > 0, o que implica u* =y e que a atividade

considerada {(x',y') & de von Nedmann. Portanto, qualquer atividade
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"sustentada” por um par de pregos positives & uma atividade de
von Neumann. A Figura 9 apresenta um caso de muitas atividades de

von Neumann.

1€
_,...--‘"""“-_‘_Fr".ﬂ
/.‘M’—.—.“ 13
2
S{u*)
X
1
\ =
S*
P
—
¥y,
Figura 9 - Caso de varias atividades de von Neumann.

A Figura 10 representa um caso de atividade lGnica de von Neu

mann numa tecneloygla com bause Sinfla,
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Figura 10 - Atividade Unica de von Neumann

numa Tecnologia com Base Finita.
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APENDICE I

Chamaremos a um conjunto nao~vazio, convexo, fechado ¢ limi-
tado um conjunto C.

Sejam So, 7° conjuntos no R" e Rn, respectivamente, e s° x 7°
o conjunte de todos os pontos (X,Y), no Rm+n' onde o dominic X & .
s° e o dominio de ¥ & T°. Sejam V,W dols subconjuntos fechados de
SOX'TO. Fara cada X em SO, seja o conjunte Q(X) de todos Y com
{X,Y}) em V um conjuntc C; para cada Y em To, seja o conjunto P(Y)

de todos X com (X,Y) em W um conjunto €. Entac, V e W tém,pelo me

nes, um ponto em comum.

PROVA:

Primeiramente, consideremos V. Para cada X em SO, escolhemos
um ponto YO(X) de Q(X) (por exemplo o c.g. deste conjunto, cm ge
ral, nio serd possivel escolher Y°(X) como fungao continua de X.

Definimos entao, para e > 0 ,

wo{X,X') = Max (0,1 - % . distancia (X,X'))

Agora, seja Y (X) o centro de gravidade dos YO(X‘) com fun-

cao densidade (relativa) w® (X,X'), onde o dominio de X' & 8°. Is-

-

to &, se

YO = 0,y 0), YR = v T,y 0
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entao

y;(x) :J wE(X,X')yg}(X*}dX'J wo (X, X')dx"
s@ s®

Podemos tirar algumas propriedades de & (X) (para gualquer ¢ > 0}

i} YE(X) estd em TO.

PROVA:

O, ur - , o £ -

Y {X'") esta em Q(X') e, portanto, em T, Como ¥ (X} & o cen-
tro de gravidade dos pontos Yo x') e ™ & convexo, Y5 (%) tambémn

- O
esta em T,

ii) YE(X) & uma fungao continua de X (para todo dominio de s°)

PROVA:

-

B suficiente provar para cada yg(x). Agora, WE{X,X'} & uma

fungao continua de X, através dos X'; J wo (X,X')ax' & sempre ale)
O
S

sitiva e teodos os y?{X) sdo limitados (830 coordenadas do conjun-
to limitado §°). A continuidade dos yg(X] segue, portantc, de sua

propria definigao.

iii) Para cada 6 > 0, existe ¢ = 50(5) > 0 tal gue a distan-

£
clia de cada ponto (X,Y O(X)) em V & menor que 4.
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PROVA:

Assuma o contrario. Entao deve existir 4§ > 0 e uma sequén-

cla de Ly 7 0 com 1lim r, = 0 tal quc para cada v = 1,2,... exis-
LY LN
. o - €,
te em X, em S~ para o gual a distancia (X,, ¥ J(Xy}) seria > @&
€
A fortiori, Y J(XU} estd a uma distancia > % de todo Q(X'}, Com
uma distancia (xv,X') g:% Todos X,, v = 1,2,..., estao em 5@ e

tém portanto, um ponto de acumulacio X* em 8°; segue-se que exis-
te uma subseguéncia de Xy, v = 1,2,..., convergindo para X*, para

sempre & valida. Substituindo esta

[ )

cuja distancia (X, X*)

subsequéncia para os ¢ X vemos gue estd justificado assumir

v! \‘}'

gue lim Xv = X*, disténcia (X, X*) ?=%- Logo, podemos usar X' = X*
para qualquer v = 1,2,..., e, em conseguéncia, sempre temos

£
Y v(Xv) a uma distancia > % de Q(X*).

Sendo Q(X*) convexo, o conjunto de todos ©s pontos com  uma
¢

W

distancia menor que % de Q(X*) também & convexo. Como Y (X,) nao

partence a este conjunto e como @ o centro de gravidade dos pon-
tos Y°(X') com distdncia {x\fx') < ¢ (porque para distancias (X,
LX) > EQ' 4;a%xv,x‘) = 0, de acordo com sua definicao), nem to-
dos estes pontos pertencem ac conjunto em discussao. Portanto, e-
xiste um X' = Xv para o qual a distancia (XQ,XL) < €, e onde a

distanclia entre YO(X;) e Q(X*} & > %

Como lim X = X* e lim distdncia (X,,X{) = 0, lim X, = X*.
Todos YO(XU} pertencem a 7 e tem, portanto, um ponto de acumula-
¢ao Y*. Em con-eguéncila, (i*,¥Y*) & um ponto de acumulacao dos

(Xvﬂ Yotxv)) e como todos elesg pertencem a V, (X*,¥Y*) pertence a
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V, (X*,Y*} pertence a V, também Y* estd, portanto, em Q{(X*). Ago

ra, a distancia de cada ¥Y°(X ) & > % . Isto & uma contradigan e
a prova estd completa.
As condigoes (i) - (iii), conjuntamente, asseguram: para ca-

da & > 0, existe uma aplicacao continua YS(X) de §” num subcon-

junto de 7° onde a distancia de cada ponto {X,yéx)) em V & menor’

que §. (E sO por Y (%) = Y& (X), com ¢ = £, F EO{GJ).

Intercambiando s° e TO, V e W, obtemos agora: para cada 6 >0

existe uma aplicagac continua XG(Y) de T° num subconjunto de s°,

onde a distancia de cada ponto (X (Y),Y) em W & menor que §.

Fazendo £, (X) = X (Y (X)) f.(X) @ uma aplicagac continua de

SO num subconijunto de s°. como SO & um conjunto ¢, e, portanto ,

topologicamente um simplex, podemos usar o Teorema do Ponto Fixo,

de L,E.J. Brouwer {*); fﬁ(x) tem um ponto fixo. Isto &, existe um

x® em s° para o qual x® = fﬁ(xa} = xé(yétxﬁ)). Sendo y° = Y6(X5),

temos }*{{'i = Xa{Yé). Consequentemente, as distancias do ponto

§

,Yﬁ) no R aV e aW sao menores que §, A distdncia de V a

{a +n
W & menor que 26. Como & valido para gualguer § > 0, a distancia
entre V, W & igual a 0. Como V, W siaoc fechados e limitados, eles

tém,pelo menos,um ponto em comum, O gue prova completando o lema.

(*} Uma prova do Teorema do Ponto Fixo, de L.E.J, Brouwcr (1909-
~1910} pode ser encontrada no Capitule I do livro: NIKAIDO, H. -~
Convex Structures and Economic Theory, Academic Press, 1968. Uma
importante extensao desse teorema, desenvolvida por S.Kakutani,em

1941, tambdm & apresentada neste livro.
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APENDICE 1II

Aqui, apresentamos a solugao do modelo de Von Neumann (i.8&.,
a prova da existéncia de pelo menos uma solugao} sob condigoes me
nos restritivas que as originais. Esta solugao & devida a Xemeny,
J.G., Morgenstern, 0. e Thompson, G.L., no artigoc "A Generaliza-.
tion of the von Neumann Model of an Expanding Economy", Econome -
trica, Vol. 24 (Abril 1956}, pp. 115-135. Ela faz usoc do Teorema
de Tucker (1956), que & apresentado sem a demonstragéo correspon-
dente, mas acompanhado de trés corolirios e suas respectivas de-
monstragoes. Para a do Teorema de Tucker, pode se recomendar, en-
tre outras, a apresentada em NIKAIDO, H. - "Convex Structures and

Economic Theory", Academic Press, 1968,

TEOREMA DE TUCKER (1956). Seja A uma mataiz necal mxn ¢ p € R"
x € R". Entdo, o sdistema de desigualdades Lincares A‘p > 0 ¢ 0

sistema de equagoes Lineares BAx = 0, com nestrdigoes de ndo-negatld

vidade x > 0, sempre tém wm par de solucoes p ¢ x tal que Aptx >0

COROLARIO 1 (Lema de Farkas—Minkowski). Seja A wuma matriz real
mxn, b,p € Rm, x € R. Entao, uma condigao necessadria e suficien

te para a equagaoc Ax = b tenha uma solugac né&o negativa x > 0 &

gue p'A > 0 implique em p'b > 0.

I

PROVA: (Necessario). Sc¢ AX b para algum x > 0 e se p'A > 0,

p'b = p'(Ax) = (p'A}x > 0.
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(Suficiente). Aplicando o teorema de Tucker & matriz (A,-b},

g € n+1l

mx {n+l}, obtém-se um par de sclugdes p € " e R de

p >0 (A,~bly =0 , vy > 0
-b' -
tal que
Al
pt+y>20
—h!

A primeira desigualdade pode ser rearranjada para p'A > 0,

p'b < 0. Entretanto, temos p'b > 0 por hipbtese, pois p'A > 0,
Com isso p'b = 0, que combinado com a ltima desigualdade leva a
Yol 0. As desigualdades remanescentes reduzem-se a Ax=h, x>0

se definirmos

COROLARIC 2 {Tucker, 1956). Seja T uma matriz real anti-simétrica.
Entac o sistema de desigualdades Tw > 0, w > 0 tem solugac tal

que Tw + w > 0.

PROVA: Aplicando o Teorema de Tucker 3 matriz (T',I), onde I & a

matriz identidade de mesma ordem de T, tem-se a solugac p e x de



T T
p > 0 (T',I)x =0, x>0 p+x > Q

I N I

Seja u = (X,,... v = - ! = ¢
J ( ll‘ fxn) ¥ v (xn‘{'l’ ;xzn) } X (Xl,-. ,in)

As relagoes acima, se tornam

Tp >0, p >0 Tu+v=0 ,u>0, v>0

Tp+u >0 , p+ v > 0q,

Como T & anti-simétrica, T'=-T, e a terceira relagéo origina Tu=

= v. Portanto, fazendo w =p + u, Tw =Tp + Tu =Tp + v > {

Tw + W (Tpt+v} + (p+u) =

(Tp+u) + (p+v) > 0

c.qg.d.

COROLARIO 3 (Tucker, 1956). Seja A uma matriz real mxn. Existem
solugoes p de A'p > 0, p > 0 e x de -Ax > 0, x > O, tal que

X + A'p > 0, p-Ax > 0.

PROVA: Aplicamos o Corclario 2 a matriz anti-simétrica T, de or-

dem mxn, definida por
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cnde o 0 superior esquerdo & a matriz nula de ordem n e o 0 infe-

rior direito @ a matriz nula de ordem m.

Existe w satisfazendo Tw > 0, w > 0, Tw + w > 0. Se fizermos

W, pune W
( 17 " mtn !

as relagoes acima levam aco resultado desejado.

TEOREMA DE KEMMENY, J.G., MORGENSTERN, O. & THOMPSON, G.L. {1956)

Sefam as mathizes xeais A = (aij) e B = {bij) tais que
a4 20, by >0 (d=lim; i=1,...,n) (1)
m
r a,. » 0 (i=1, s 1) {2)
i=1 1]
n
L b,. >0 (=1, ...,m) (3)
j=1
Entao

(i) Ha uma solugao {p,x%,a,B8) de

(B~ aB)x > 0 (4)
p' (B - gA) < O (5)
p'(B-aAlx = 0 (6)

{1}

i1
o

p' (B~ BA}xX
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p >0, x>0 (8)
que satisfaz a
p'Bx » @ {9)
n n
P,=0 se, e 86 se, « L a,.x, < % b,. {10)
) m n
x,=0 se, e s0 se, B I a,.p L b..p (11)
3 =1 *+J i =1 ighi

{il) o = B para qualquer (p,x,a,B) que satisfaga (6}, (7) e (9).

PROVA:

(1) Considera-se, primeiramente, o conjunto de nimeros reats
= {w/ (B~wA)x > 0, para algum x > 0}. T # ¢ J& que contém ao
menos w=0. Mostra-se,a seguir, gue T & limitado superiomente, Pa

ra isso, seja

H}ﬂS

. . e M = max .
. 1 17

Entao, L > 0, pela condigac (2) e M/L > w para qualquer w & T ,
configurande a limitagao superior.Logo, B =sup w scobre todos w € T
& finito. Seija {wv} uma sequéncia convergindo para 6 em [I'. Para
cada v, ha, por definigao um x” > 0 satisfazendo (B-wvA)xv >0,

cuja homogeneidade possibilita-nes assumir gque os componentes de
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A
%X somados perfazem a unidade. Podemos, pols, sem perda de genera
- |j -
lidade, assumir que {x\} tambem converge para algum = > 0, Em
-

consequéncia, temos, no limite, (B - 8A}% >0, x>0, implicando

0 ET e 8 = max w sgbre todos w & T,

Agora, demonstra-ge que (3) implica 8 > 0. De fato, BxX > 0
para x = (1,1,...,1)' por (3), enquanto que (B-wA)x > 0 para w
pequeno £ positivo. Logo, [ contém nimeros positivos e 8 deve ser

positivo.

Pelo Corolario 3 do Teorema de Tucker, ja apresentado, apli-
cando~se & matriz OA-B, mxn, obtemos um vetor m-dimensional p

e um n-dimensional x tal que

(BA' -~ B'jp >0 , p >0 {12}

(B-8a)x >0 , x>0 (13)

€4 (0N - B )p - 0 {14)

p + (B-0AlX > O (15}
Entao, (p,X,qa,B) para o = 8 = 0 & uma solugao desedada, COmo
serf vistoe em seqguida. be fato, como 6 € ', hd, por definigao ,

um % > 0 com (B-O0A)% > 0. Em vista de (12), este x satisfaz
a x'(8A' -B')p = p'(6A-B)x = 0. Pré~multiplicando (14} por %, se

gue-se que X'X » 0, o gque descarta » = 0 ¢ implica x > 0.

i

Em seguida, prova-se (%), onde se descarta p 0. Para isto,
suponhamos que (9) nac fosse valido e, logo, p'Bx = 0. Seja

J = {i/p; » 0}. sela também, fAk]i; {Bx]i representando os i-&simos
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componentes de Ax e Bx, respectivamente. Entao, (15) implica que
[BX]i —B[Ax]i >0 para 1 € J. Por outro lado, como p > @, Bx >

> 0, a hipdtese p'Bx = 0 implica [Bx]; = 0 para i € J, Em vista de
8 >0 e (13), implica que [F\X]i = 0 para i € J. Logo, (B~-wh)x >
> 0 @ ainda valido para o mesmo x > 0, se § & trocadc por um W
maior que #, embora suficientemente proxime. Isto & contraditorio .
com a propriedade de 8 ser o maximo em [. Com 1ss0, mostramos que
p>0, x>0 e (9. além do mais, (12} e (13) significam o mesmo
que {4) e (5) para a = 8 = 0. Entao (6) e (7} sdo consequéncias
imediatas de {(4) e (5) numa situagac em gue o = R , Falta, ain-

L 1]

da, checar (l0) e (l1l). Sua parte "se" segue de (4) - {(8) enguan-

to gue a parte "sd se" & assegurada por (14) e (15).
(ii) op'Ax = p'Bx = Rp'Ax por {(6) e (7). Como p'Bx > 0, p'Ax

nac tem determinante nulo, de modo que o = g = p_Bx C.Q.D.
p'Ax



CAPITULO TIIX

TEOREMA DE TURNPIKE

A - VERSAQ MORISHIMA : CASC SEM PRODUCAC CONJUNTA

0 sistema econoOmico, aqui, & constituide de n indiastrias, ca
da uma delas produzindo apenas um bem, caracterizando o caso sem
produgao conjunta. Cada bem i pode ser confeccionado por m., pro-
cessos (atividades) diferentes, mutuamente excludentes, 0s quais

utilizam como insumos 08 mesmos bens produzidos no sistema,

A matriz de coeficientes de insumo {matriz de insumo) sera
n
nac-negativa, de ordem nxm {(m = I mi) e representada por A
i=1
ai al ai ai a% ai
1 My 2 2 n n
“¥
1 My 2 2 n n
n n n n n n
all ‘e am} a12 . am2 . aln a_
my m, m
n
m= I ml
i=1
0 coeficiente de insumo, a; , consiste do insumo tecnologico
i

e do "insumo salario'.
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A siwésima atividade (processo) da industria i & definida

por um vetor coluna n-dimensicnal, a, = {a” ,a ,...,an 1 que
i i S 24

representa os insumos dos n bens por unidade do produto i. A ma-

triz A @ o conjunte do total de atividades.

Pela suposig¢ac de nenhuma produg¢ac conjunta, a matriz de coe
ficientes de produtos (matriz de produto), representada por B, se

ra da mesma ordem de A, da forma

1 ... 1 0 . 0 . 0 0
0 0 I ... 1 0 . 0
0 LI ) 0 0 LI B 0 * a = l - o 1
L'"E_-.—ﬂ o 7 ——— _J '._._._ﬂ,\(_,_,a -
My Mo m

Denominando y_ & produgao do bem 1 através da si«ésima ati-
i
vidade da induastria i, e D, Seu prego, seja

|

...,yl ;y2 pees Y Iy
n n

m
e

Y = {yl ¥y ¥

S
1) 1,772

r
1 2 my

vetor coluna m~dimensional, e P o= [pl,pz,...,pn], vetor linha n-
-dimensjional. B assumido que o perlodo de produgac de cada produ
to e a vida de cada insumoc € de uma unidade de tempo. Pela nota-
cao dada, o modelo de Von Neumann pode ser formulado através das

segulntes desigualdades:
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PB < f.PA (1)

PBY = £ , PAY {2)

BY > g . AY {3}

PBY = g . PAY (4)

PBY > O {5) (*) -
onde f = {l+ taxa de rendimentc) e g = {1 + taxa de crescimento)

(ver Capitulo II}.

Achemos solugdes para (1)-(5). Se cada indastria seleciona um
um Unico processo entre aqueles ao seu dispor, ha ml X T, X"'KHB
conjuntos possiveis de processos que podem ser adotados pela eco-
nomia. Eles podem ser arranjados em determinada ordem e represen-
tados por a,B,...-,u. Seja o o conjunte de processos {51'52”°"%9

no gual a indistria i seleciona seu s,~ésimo processo (i=1,2,...,

,n) e definamos

Evidentemente, B & uma matriz de ordem n xn. Como ela € nao
) -
~negativa, tem um autovalor h(T oue € nao-negativo e de valor abso

luto nio menor gue gualgquer outro.

(*}) Embora esta condigao nao seja a da formulagao original, sua
introdugao facilita a resolugao sem descaracterizar o problema

conforme Kemeny, Morgenstern & Thompson (Ver Apéndice II1).
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Seja A = [ael,ae?,...,aen} um conjunto de processos tal que

ho < h (o=a,B,...,1) {h_ & maior dos autovalores de A_) e se-

jam x e P o0s autovetores {coluna e linha, respectivamente) as-

sociados a h , i.&,, h x =Ax_ e hP=PAa . Seja
E £ L | S £ & [

in o i-

~@simo componente de X, e seja YE um vetor coluna m-dimensional

i*ésimo componente & Koy quande s, = e,, e zZero
1 X

quando s, # e, . E assumido, também, que :

tal que seu s

HIPOTESE 1 - A_ g indecomponivel.

HIPOTESE 2 - A é inica, 1i.8&., nao existe A, tal que hy, = h, .

8 €

Como serad mostrade no Lema 1, AE € o conjunto de processos
que corresponde & configuragdoc de Von Neumann e gera © crescimen-—
to maximo. A hipotese 1 - implica que quandc a indlistria i sele-
cicna seu ei—ésimo processo {(i=1,2,...,n), o sistema nio se par-
te em subsistemas auto-suficientes (onde os bens a eles pertencen
tes s3c produzidos a partir deles mesmos). Isto significa gque uma
vez que o conjunto de processos £ seja adotado, nenhum subconjun-
to de indistrias pode crescer, indefinidamente, a uma taxa dife-
rente do resto do sistema econdmico. Por outro lado, a hipOtese
2 - significa que s& existe um processo em cada indlstria aque &
consistente com o crescimento mdximo. Apesar de severamente res-

tritivas, elas sao introduzidas para garantir a unicidade do raio

de Von Neumann.
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LEMA 1. Sejam r,er, dois nimercs positives. O sistema (1) ~ (5)
s i = - = Ll = = - l
tem solugoes tais que Y = rl Ye’ P = r2 PE e f =g = hE . Con-
versamente, se Y, P, £, g sao sclucdes para (1) - (5}, entao,
_ -1
Y = r, -Ye, P = r, -PE e f =g = ha ; em outras palavras, 08

raios de prego e produgao, no equilibrioc, e as taxas de rendimen-

to e crescimento, no equilibrio, sac univocamente determinadas.

PROVA. Seja A_ um conjunto de atividades que nac contém qualguer

das atividades de AE. Mostraremos, primeiro, que

hpP < PA (6)

Suponha-se © contrario, ou seia, que alguns componentes, por
exemplo, os primeiroc j componentes de hepe sejam maiores ou

iguais aos seus correspondentes de PEA Ao substitulr as primei-

£
ras 3 colunas de nE pOr estas de Ap, temos AG tal que
hEPE > PEAO (7)
Seja he a maior railz caracteristica de Ay e x, seu auto-
-vetor (coluna) associado com h, . Como Aj & nao nula e nac-nega-
tiva, a hipdotege 1 implica que P & estritamente positivo {ver
Teorema 3, Apendice de Morishima [ % ]) . Segue-se, pois, que ,
hgpex > P Ay 0 henge > 0. Deduz-se que h€ > he, entrando en
contradigdo com a definigdo de A_ e a hipbtese 2. Portanto ,
h P <« P A_.
£ € € g
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Juntando-se esta relacgao com hCPE = PFAE, temos (rZPEJB <

~1 . i -
< hE (r2PE)A, onde r2 > 0. Alem disso, sabendo-se a definicao de

-1 -1
! h Blr. Y = —_ -
YE tem-se ( 1 r_J ha A(rlYE) e (rng)B(rlYg) hE (12Pﬁ)A(rlYeL
n G. > g & - p
onde ry > Como r,P 0 e ryx,. > 0, & claro que uszHHrIYE]*
....l - -

> 0. Portanto, Y = ¥, P=r P e f =g = hg sao solugoes

(L}-(5).

Para a demonstragao conversa, sejam Y, P, £, g solugdes de

{1)=-{(5}). De (2), (4) e {(5) vem que £ = g. A partir de (3)

._l N
f PSBY 3_P8AY. Como hepe < PEAE’ temos hePEB < PEA, de maneira

r

que hePeBY < PEAY. Portanto,

£ 1o By > P AY » h_P _BY (8)
€ — E o £ £

Como PE & positivo e Y , nac negativo e nao nulo, PFBY deve
-1 .
ser positivo, Logo, £ > he' Por outre lado, hEBYF = AYE. Como

BY >0, 0 < hrPBYE = PAY_. De (1) temos f"lpBYF < PAY . Portan-

to,

~1 i

f "PBY < PAY = h PBY {9)

£ — [ C [
-1 . P §
de onde segue~se due hs > £ 7. Por isso, hE = f
Com esta Ultima relagao, (3) se torna uma igualdade, que,
juntamente com a definigao de ¥ e (1), leva a h P = PAL. Como
[ iy -

A e indecomponivel, P deve ser proporcional a PE (P = rlp~)' Ana
£ 3

logamente, (8) torna-se uma igualdade. Com (6), vé~-se que © 5, ~

-&sime componente de ¥ & zero vara todo s, # ey - Seque~-se gue
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h X >AX, onde X e um vetor n-dimensional tal que seu i-&si
mo componente & igual ao Si—ésimo corpenente de Y. Como P> g,
hEX = AEX; caso contraric, haveria contradigdc com {(4). A indecom

ponibilidade de Ae implica gue X & proporcional a x . Segue-se
[

que Y = rzYE . C.0.D.

Por causa deste Lema 1, & justificavel chamar X, e P de
configuracgles, se pre¢o e de produgao, de vVon Neumann, respectiva-
mente; he e chamado de fator de desconto e h;l, fator de cresci
mento de Von Neumann. Quande um conjunto de atividades AU (ac in-
vés de Ae) & adotado, o fator de crescimento sera h; . Como
ha < ho' temos que o conjunto de atividades de Von Neumann gexa
crescimento maximo.

Seja Y(t) um vetor coluna m-dimensional representando a in-
tensidade de produgac e X(0) um vetor coluna n-dimensional repre-

sentande o estogue inicial. Uma sequéncia {Y(l),...,Y(T)} de veto

res intensidade & chamada 6actluef, dado X(0), se

Y({t) > 0O (t=1,2,...,T)

AY (1) < X{(0)

AY (t+l) < BY(t) {t=1,2,...,T=1)

Seja x* uma dada estrutura de estogue (vetor coluna n-dimen

sional, com soma dos componentes igual 3 unidade), num ponto pres-

xi(T)

crito de tempo T. Seja g um numero definideo como g =min (-
i

)

x*
1
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onde xi(T) & o i-&simo compcnente de BY(T) e xz, o de x*. Como

X* & ndo-negativo e nao~nulo, g & nao negativo; temos, entao ,
gx* < BY(T). Uma trajetoria factivel & dita eficiente, se ndo ha
trajetoria factivel {Y'(1),...,¥'{(T}} tal que g' > g. Portanto,
uma trajetdria eficiente de producgao come¢ando de X(0}) e chegan-
do a x* & encontrada ao se resolver o seguinte problema de pro-

gramagao linear (identificadoc como PL 1):

Max hzq 5.4

AY (1} < X{0)

AY (t+1) < BY({t) (t=1,2,...,T-1)
gx* < BY(t)

Y{t) > 0 (t=1,2,...,T)

q> U

0 problema dual correspondente (identificado como PL 2), &:

Min P{0}X{0) s.4.
P(t)A > P(t+1)B (£=0,1,2,...,T~1)
P(T)x* > hz

p{t) > O (t=0,1,2,...,T)

pelo teorema fundamental da dualidade, Min P(0)X(0)=Max hiq'

desde que existam.
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Para os lemas seguintes, serao feltas as hipOteses:

HIPOTESE 3 - AE & primitiva.

HIPOTESE 4 ~ Para cada bem I, hd pelo menos uma indiistria i que o
usa indispensavelmente.

A matriz {(nxn) A & dita primitiva se nao pode ser trans-

formada, peor permutagSes das mesmas linhas e colunas, na forma

0 A12 0 00
0 0 A23 . . 0
0 0 0 Ak—l,k
Akl 0 0 .- . 0

com submatrizes guadradas na diagonal principal. Logo, se A, fos

se imprimitiva, haveria permutag¢oes simultdneas de linhas e colu-

nas pelas quais AE poderia ser transformada em

" -
A12 A23. Akl 0 . 0
0 A23 A34. . Al2 . 0
0 0 e AklAlZ"'Akul,k
e J

Podemos traduzir a HIPOTESE 3 - da seguinte maneira: Se A

for imprimitiva, as mercadorias no sistema poderiam ser divididas

em k grupos mutuamente disjuntos, tais que as wmercadorias do
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primeiro grupo somente produziriam as do segundo, as do segundo ,
somente as do terceiro, até que as do k-&simo grupe produziriam as
as do primeiro grupo, de modo que, apds k periodos, os insumos de
mercadorias de qualguer grupo seriam convertidos, independentemen
te dos outros grupos, em produtos das mercadorias desse mesmo gru
po. De acordo com isto, embora ¢ sistema seja indecomponivel por
hipdtese, poderemos montar uma nova unidade de tempo, igual a k
periodos anteriores, olhandc apenas para os insumos iniciais e
produtos finais nesta nova unidade, e tornar o sistema decomponi-
vel.,

Podemos dizer que a HIPUTESE 1 descarta a jindepcndéncia sim-

ples e a HIPCESE 3, a independencia composta.

seja (P{(0), P(Ll),...,P(T)) a solugdo gue minimiza PL 2. Seja

a. uma atividade da indQstria & tal que P(xt) a =min[P(t) a

!
Ji i 1
, Pltyay - .,§(t)am }; evidentemente, j, depende de P(t), denota
i i
mos por isso, fa, ,a. ,...,a, | por A_. Temos, entao:
Ji 32 In t

LEMA 2. Sejam o vetor estogue inicial X(0) e a confiquragac ter-
minal da produgdo x*, do problema oroginal PL 1, estritamente po-
sitives. Ent3c, a solugado P(0), P{1),...,P(T}, do dual PL 2, sa-

tisfaz a

P(L)A(t) = P(t+1) (€=0,1,2,...,T-1)

PROVA. Primeiramente, prova-se que se nido ha produgaoc nula de qual-

quer mercadoria, no periodo final, nao ha em qualquer periodo.
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seja (Y(1),¥(2},...,Y(T),q) a solucao de PL 1. Como X(0) » 0 ,
g > 0. Como x* > 0, BY(T) » 0, de modo que para cada j, pelo me-

nos um y & estritamente positivo. Por outro lade, a HIPOTESE 4
J
implica que para cada i ha pelo menos um j tal gue a; > 0 para
b
todo Sj = lj’zj""’nj' Dai, AY(T) > 0, o gue implica BY{T-1} > 0
Peloc mesmo argumento, mostra-se que BY{t) > 0, para todo t=1, 2,

AU

Do teorema fundamental da dualidade, resulta preco igual a
cusco, a menos que a produgac correspondente seja zerc. Portanta,
o fato estabelecido acima implica igualdade de custos e pregos,
onde se aplica. Isto &, para cada i (i=1,2,...,n} e para cada t

(t=0,1,2,...,,m1), existe peloc menos um a, tal que ?{t)aj =
i B i
= pl {t+1), onde pi{t+l) @ o i-é&simo componente de P(t+l).

Das restrigoes de PL 2, temos que ﬁ(t)as > pi{t+l) (s, =
i
=1,,2 LY i=1,2,...,n). Dal, para cada i, aguele E(t)aj que
21

iguala Pi (t+1) serd o menor entre ?(t)al ;E(t)az ,...,P(t)am

1 1 L

LEMA 3. Seja a uma atividade da indastria 1 tal que Plt)a =

Ri ii
= min[P{t)al ree PRI | e denotemos [ai ENRERRTLY ] , no tem—
i My 1 2 n
po t, por A . Consideremos & equagao dinamica
P{t+l} = P(t)At < P(t}AG (0 = G, €, i) (10)
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Qualquer trajetdria (10) que comece de uma posi¢do nao - negativa
arbitraria P(0) # 0, eventualmente se aproxima do raio de Prego

de Von Neumann, i.e.,

lim =c=cte >0 {i=1,...,n) (11)

onde Pi(t) e Pei 580 05 i-ésimos componentes de P(t) e P , res
3

pectivamente.

~

PROVA. Seja P_ uma matriz (n x n) diagonal cujos elementos  nao-
~nulos SA0 P 4 ... D e seja Z21{t) =z lz, (v),...,z ()] =
€4 n 1 n

= P(t)n_“BIT . Como P(t+l) < P(E)A_ , de (10), obtemos

- ~=1l, -1 .
Z(t+1) < Z(L)B A P_'hTt (12)
14 que h;tP;l > 0. Por outro lado, voltando a (6}, verificamos
gue para L = | 1,L,...,1} um vetor linha n-dimensional,
L=1pap ™t cwpap Tyt (13)
£ £ £ 9 E - £ t £ ¢
Em seguida, definimos as duas sequéncias [c{t)} = {minlzl&J,
,-..0z (1) e (C(t)) = {max[z,(t),...,z_{t)]}. Como
n 1 n
s . -l -1 5 o a-l -1 -
Z{(t)P A P "h < C{t}LP A P "h , de (12} e (13) temos,
e e & = £7e"e e

1

B
2 (£+1) < C(t)LP A _P_“h_

= C({t}L . Portanto, C{t} > C{g+l).
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1 -1

Similarmente , de (10) e {13), c (&)L

b

c{t)LP A P "h_
= £t e €

t

, ~ /\_l _l .
6(t)P€AtP€ h.” = 2{(t*l), o que implica c(t) < c(t+1l). Portanto

r

C({t) nunca cresce, cl{t) nunca decresce e C{t) > cft), de modo gue

os dols limites existam:

lim C{t) = C e lim c¢(t) = ¢

t+ o t+ w

Suponhamos, entac que, C > ¢. Dado gualguer nimerc positivo

8§, consideremos os seguintes n vetores-linha:

c;=le,C+6,...,Ct6l, c,=[C+8,c,CHr4,...,CH+6),...,
;€ = fC+6,...,C+8,¢c] .
Corraspondentemante a 6, podemos descobrir um t  tao  grande que

Z(t) < c, para pelo menos um i. Logo, de {12) ,

l "l}v

Z (£+v) < Z{t)[P A P h (14)

\ . =1 -1, v .
E evidentc que lPEAePElhE l° » 0, ja que, por ser Aa inde-
componivel e primitiva, existe um inteiro positivo v  tal que

s

aY > 0; alem disso, PE e matriz diagonal com todos o©s elementos

£

da diagonal positivos e hE > 0.

Por causa disso, se & & tomado muito pegueno, cada componen-

menor que C, pois C » ¢. Entac, fi-

[

te do lado direito de (14

nalmente, temos C(ttv) = max|z {t+v),...,zn{t+v)} <, o gue €

1
contraditdrio com o ja demonstrado, gue C(t+v) > C, Portanto,
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C=c¢c e lim z. {t) = c.
t-+m

Para provar a positividade de ¢, temos, de (10}, gue:
Z(t+l}f>eh8 = Z{t)ﬁght. Por um argumento semelhante ao da prova do

lema 1, chegamo : X .
' g s a hExE < At c Logo,

-~

X > 4 p .
e 2 (t)Pghaxa Como P h x> O e

Z(t+1)% hox = z(t)P A
£ E £ £ £

t
Z(0)y » 0, Z{t) nac pode convergir para zero. Portanto, lim z. (t}=

trw
=c> 0 c.q.d.

0O Lema 3, acima provado, pcede ser traduzido como: Seja N
um dado cone de vizinhanga do raio de prego de Von Neumann e seja
P{t,P(0)) a trajetdria, que satisfaz (10) e comega em P(0); para
P(0) > 0, existe un inteiro finito t{(P(0)}), gue depende de N, tal
que, para todos os intelros t naoc menores que t{P(0)}, a trajetd-

ria P(t,P(0)) permanece dentro de N.

Seja t{P{0)) o menor desses inteiros: ele indica o tempo ne
cessario para P{t,P(0)) entrar em N; quanto menor, malor serd a
velocidade de convergencia de P(t,P(0)) para o raio de prego de

von Neumann.

0 Lema 4, provado em sequida, aperfeicoa ¢ Lema 3, estabele-

cendo a uniformidade de convergéncia.

LEMA 4. Para qualquer N especificado e qualquer ponto P* # (@ '
existe uma vizinhanga de P* tal qgue, para todo t nac menor que t*

(inteiro deprndente de N e P*), a trajetdria P{t,P(0)) que comega
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em qualquer P(0} # 0, na vizinhanga de P*, permanece dentro de N;

isto &, T(P{0)) < t* para todo P(0) nesta vizinhanga de P*.

PROVA: Seja Ag um conjunto de atividades que nao conteém nenhuma
dag atividades de A ., Como h P =P A e PA < P A {(ver {(&}} ,
£ £ € £ € €'e 3

£
Prﬂg 5 PE&?“lAF para todo s inteiro positivo; portanto, existe uw

cone de vizinhanga H do raio de prego de Von Neumann PE tal que

parxa gualguer ponto P pertencente & H, PAS < PA5‘1A5{5:1,2,...,rL

Lo

ende ¥ & um inteiro abaixo definido. Seja P(t,P¥) a trajetoria
gue satisfaz (10} e comega em P*, Pelo Lema 3, pode-se determinar

o menor inteiro t. tal gue quando t > t P{t,P*) sempre perten-

1
oo a0 Interior de H.

1f

Sejam AS,A?,...,A% -1 conijuntes de atividades escolhidos en-
1 1

tre o8 possivelis Aﬁ (¢ = a,B,-..,u) tais que:

B(t+1,P¥) =P (t, P*)-AY < P(£,P*)A_ (6 = 0,f,...,u; t=0,1,...,
,£y=1) (16)

onde PLO,P?) & P¥*, Em seguida, sejam § = Eél,é?,.._,an} e P(O) =

@ P¥ 4§ entao, uma sequencia finita (AE,A?,...,A? _1) & determi-

1
nada, suatisfazendo as desigualdades

Eipsl B{G)) = P{t,P(O}iﬁz L ?{t,P{G})AU 0 = oL, B,...,n 1 t=0,1,

r---ft}_"‘l) {l?}
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onde P{0,P(0 ) = P(0). De (16), obtém-se gue
* o= *
P(tl,P ) P*AOAE.».A;l#l (18)
e de (17),

{19)

N 0,0 o)
P(tl,P(O))--P(O}AOA1

N S

=p*a%a%. . .a% 4 4sa9°. . .a°
l < o

1 tl—l 1 tlﬂl

Podemos, agora, classificar todos os possiveis conjuntes de
atividades AO {o = a,Bs--.,u) em dois grupos, GE e Gt : 05 con-
juntos A, tais que P[t,P*)ACJ = P(t,P*)A;, sac membros de Gf e os

demais de G _. Suponhamos que Ai pertenca a G . Como P(t,P*}A} #

.

# P(t,P*)Ai e P(t,?*}A; < P(t,P*)A0 podemcs mostrar que se

t ?
P{t,P(0)) esta suficientemente perto de P({,P*), entaoc
P(t,P(0))A ¥ p{t,P(O)}Ag , onde Q¥ R significa que pelo me-

nos um componente do vetor R & maior que seu correspondente em Q.

Tal relacao contradiz {17). Logc, se

o(t,P(0)) = P{t,P*), Ai € 6r i.e. P(t,P*}A*=:P(t,P*}Ai

(t=l,p2,¢0.,t,71) (20)

1

Para © que se seque, P(0) & tomado perto o suficiente de P*

que (20) @ valida para t = 0,1,...,t.,-1.

1
Como DPilt+l,p*) = P{t,P*)A*t e P{0,P*) = P*, segue-se de
*] = DPhARAK * = pxp® o *
(20) que P(tl,P ) P AoAl"fAt -1 P AO...At -y - Como P{trP )

1 1
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pertence ao incterior de H, ve-se, de (18) e (19), que se a norma
do vetor 6 & suficientemente pequena, P(t,,P(0)) também pertence

a H. Se isto & verdade, temos, de {15},
Pit,,P(0))A° < P(t,,P0)A *A (0 = a,p Wis =1 r)
ll’ g == ll' ¢ o ¥ L] ! IR ]

Vemos, entao, gque A. @ o conjunto de atividades menos custo
SO em P(tl,P(O)), P(t1+l,P{0)),...,P(tl+r—l,P(0)}, tal que P{t1 +
+ 5,P{0)) = P(tl+s—l, P(O})AE (s = 1,...,x). E claro que a: se-

gquencia finita {P({t,P{0})} (t=t.,...,t.+r) assim obtida satisfaz

1 1

{10} .

Consideremos, agora, a equagac a diferengas, linear

P{t+1) = P(t) AF (21).

vamos deduzir que para gqualguer cone de vizinhanga K do raio de
prego de Von Neumann, existe um inteiro tE{K} > 0, tal que para
t > tE(K}, qualquer trajetGria (21) comegande de uma posigao ini-
cial arbitraria permanece dentro de K. Seja EE(P) G IMENOr valor

dos t (P) tais que, para ¢t > t (P), a trajetdria (21), comegando
3 = ¢

do ponto inicial P, permanece dentro de K. Seja P' = AP, A & um
escalar positivo; entao, descobrimos que ?E(P) = EC(P').

Sejam o8 vetores linha n-dimensionais Pl =11,0,..., 0] '
P2 =[¢,1,0,...,0] ,...,Pn ={0,...,0,1] e seja tE[K} o maximo en

tre  t (Pl),?{ (P‘g},...,E (™). para P(0) = [p, (0),...,p_ (0))
£ t 3 n
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n
tal que L p,(0) = 1, nos temos P(t) = P(G}A§==pl(0)PlA§ + oL+
j=1 :
n.t it .
+ Pn(G)P Ar‘ Se t > tr(K}’ P AE € K para todo i. Como K & conve
n ‘
xo, L p.(0)JP'A € K para todo t » t (K).
j=1 1 3 = g

Seja K contido em N e tao pequenc gue PA_ < PAg & valido pa-

ra qualquer P em K e para qualquer A&r gue nac contenha qualguer
das atividades de Ae. Seja r = tE{K}. Vemos, pois, que P(tl-rr,
,P(O))AE < P(tl+r,P(U)}Ag de modo que, a partir de (10}, P(tl+r +

+1,P(0)} = P[tl+r,P(O))AE . Logo, P{t,+r+1,P{0)) pertence a K

1
Com 0 mesmo argumento, veé-se gue P(tl+r',P(0)) pertence a K para
tode r' > r. Portanto, se P(0) pertence a uma vizinhanga de P*
suficientemente pequena, P(t,P{0}) permanece em K (logo, em N) ,
gquando t » t* = t, + r. Portanto, t(P(0)) < t*.

LEMA 5. Seja a funcac objetive P(0})X{0) do problema PL 2 com um

minimo em P(0) = PT(O). Entao, cada componente de PT(O} nac tende

a infinito mesmo se T tende a infinito.

PROVA., Seija P€ um auto-vetor de B tal que hEPE = PEAEe ngg==l.
Seja

P(t) = h'P (t=0,1,...,T) (22)

pe (6), vemos gque (22) & uma solugao factivel de PL 2. Com toda

certeza, PT{OJX(O) < ng{ﬂ).

Finalmente, podemos anunciar o
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TEOREMA 1 ("Turnpike") - Se o tempe T de programagdo ¢ . suficiente
mente ghande em PLY, a trajetordia eficiente do ponte indicdal X(0)
{maloh que zero} axe o aadlo feaminal x* (mador que zeao! permane-
cerd a malon parte do tempo T dentro de uma dada {arbitraniamente

pequena) vizinhanga do nradlc de produto de Von Neumann,

PROVA. Foi visto no Lema 2 que para todo t < T a solugao P(L)
para PL 2 coincide com a solugdao de (10} para o conjunto inicial

de pregos P_(0). E facilmente demonstravel que PT(O) # 0 para to-

T
do T. Pelo Lema 5, podemos tomar, dentro do ortante nac-negativo,
um cubc I gue contenha todos os PT(O) {(T=1,2,... ). Vamos assc-
ciar a cada ponto de P* de T' uma vizinhanga U(P*) para a qual a

assercdo do Lema 4 & valida. Entao, I' & completamente coberto pe-

la totalidade dessas U(P*). Como I & fechado e limitadoe, pode ser

coberto por um numerc finito desses U(P*), digamos U(P;) (i=1,2 ,
S

Sejam os t, associados com P*¥, no Lema 4, denotados por
t,(P*), e seja T, = max(t*(Pi),t*{PEE,...,t*(Pi)). E claro que

para t > T, a trajetdria (10) que comega em gualquer ponto ini-
cial P(0) de I permanece dentro do cone de vizinhanga K do raio
de von Neumann. Logo, para um T Suficgentemente grande, P(t,PT(OH
permanece dentrc de K, para t no intervalo [T,;T] (Portanto, a con
vergéncia uniforme estabelecida no Lema 4, junto com a limitagao
ne Lema 5, permitemnos determinar um tempo finito, independente —

mente do tempo de programagao, tal que, apdos agquele tempo, a se-

quéncia de pregos estard dentrd do cone de vizinhanga do rajio de
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preco de Von Neumann).

Como PAC < PAg em K, seque~se, do tegrema fundamental da dua

lidade em programagao linear, gue, na solugdo de PL 1, os y_ (t)
24

correspondentes a gualquer atividade que nao as de A sap zero pa-
ra todo t € [T, +1,T], isto &, as atividades que estac no raio de
Von Neumann sempre serdo escolhidas apds um tempo finito T,. Por-

tanto,

A X(t+1) £ X(E) (£=T,41,...,T)

onde X(t) = {yel{t),...,yen(t)} & um vetor n-dimensional. Como o
vetor P_ (raio de prego de Von Neumann) & positivo, € sempre pos-
sivel tomar K tao peguenoc que qualquer pontc P em K seja estrita-
mente positivo. Entdo, P(t,P(0) > 0 para todo t em {T,,T|. Segue-

se, pois, do teorema fundamental da dualidade, gque AFX(t+1)=X(t)

(t = T, 4l,..., T~1)
e X(T) = qTx* > 0 (23)
Se escrevermos
X{t) = qTW(T-'t) (¢ = T, +1,...,T) , {24}

a equagao (23) se torna

ACW(s—l) = W(s) {s =1,2,...,T-T,~1) (25)
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onde W(0) = x*. Como A_ e indecomponivel e primitiva, o0 mesmo ar-
gumento do Lema 3 pode ser aplicado. A solugao para (25), se o va
lor de s & extendido sgem limite, converge para o raio de produto
de Von Neumann, i.é., existe um inteiro finito tal que para todo
5 nac-menor gue e€sse jinteiro, Wi{s) permanece dentro de uma dada
vizinhanca do raio de Von Neumann. Logo, guando T & suficlentemen

te grande, a solugao de (25) permanece dentro da vizinhanga para

todo s em [/T, T~-7,-1] . Isto, junto com (24}, implica gue a
trajetdria eficiente de X(t) permanecera, para todec @t em

[(T,+1, T-/T] , na prescrita vizinhanga do raio de Von Neumann.

Além disso, & de se notar que lim T = VT) - (Tytl) ] 1, o que

T -+ e T

completa a prova.
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B ~ VERSAQO RADNER

A prova do teorema estd relacicnada com sequéncias factiveis
que, dados o numero de periodos de programacao (N) e o ponto ini=-

)}, gue expressa uma determina

cial (Eo) maximizam uma fungao u{xy

da preferéncia, ac final do periocdo de programacac. Essa seqguén —

N

cila maximizante deve pertencer ao conjunte de todas as {xn} 0
- n:

tec
nologicamente factiveis; a funcao u é definida no espago-mercado-
ria {ortante ndo negativo do espago Euclidiano m-dimensional). Tal

sequéncia serd chamada de u-ofima.

0 vetor x, m-dimensional, representa as mercadorias usadas
como insumo no processo produtivo, no inicio do periodo usado co-
mo unidade de tempo. O vetor y representa o produto, ao final do
mesmo, sendo o insumo para o periodo seguinte. O conjunto de to-
dos os pares (i,z) tecnologicamente possiveis & considerado o me s

mo para todos os periodos e representado por T.

A - HIPOTESES FUNDAMENTAIS

Al) T & um cone fechado no ortante nao-negativo do espago

Euclidiano 2m—dimensional.
A2) Se (0,y) esta em T, entaoc y = 0.

A3) A fungdo u & nao-negativa e continua no espago mercado —

ria e existe x tal que ul(x) > 0.
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A4) A fungao u & "guase-homogénea", i.&., para quaisquer ve-
tores X' e ﬁ", m-dimensiconais, e qualgquer k > 0, u{x')>
> u(x") se, e somente se ulkx') > u(kx"). Sem perda

de generalidade, pode-se assumir homogeneidade de grau 1.

As segquintes definigOes serac uteis:

-

O vetor x e dito balanceado se existe p > 0, real, tal que
(x, px) esta em T. O numerc p & chamado de "fator de crescimento”

associado (A "taxa de crescimento" associada & {p-1)).

0 "coeficiente de expansdo” de qualgquer par (x,y) &

Ax,y) = max{c/y > cx} . (1)

& chamada {factivel, dado Xy o se

- . N
Uma sequencia {gn}nzo

{x para n = 0,1,...,N-1, esta em T.

Zn' Xp-1)

A “"distancia” entre dois vetores X,z sera dada por

, onde Ixi = (x,%}

Dadoe um vetor p, m-dimensional,. e um real positivo u, © par

{p,u) serd chamado de um par de "equilibrio prego~rendimento® se

p -y - ux) < 0 para todo (EJZ} em T; {2)



onde p+y & o produto escalar

D,

m
)
1 1

Yy

i -

B - SOLUGAQ

Foili provade por von Neumann que, para certas condigoes sobre

T, existe %,p e p tal gue

1) 3 & balanceado, com fator de crescimento p

2) {p,p} @ um par de equilibric prego-rendimento.

O termo (X,p,p) satisfazendo 1) e 2} serd chamado de "equill
brio de crescimento balanceado de von Neumann". O raio gue contém

% serd chamado de "raio de von Neumann”.

TEQOREMA DE "TURNPIKE" - Sob as hipoteses Al a Ad, se

i) (g,p,p} e um equilibrio de von Neumann

ii) p-{y-px) < 0 para todo (x,y) em T que nae sefa propor-

cdional a (x,pX)

iii) ex{ste um numere K > 0 tal que para todos o3 vetohes x

!
u(x) < K p-x

iv) um veZoa indcdlad % ¢ dado taf gque para afgum real L > 0,
(x , LX) esta em T.

X
-0

v) ul{x} » 0
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entao, para gualguer ¢ > 0, existe um real § tal que, para gual-

.- N - - v
quer N e gualquer seqguéncia {ﬁn}nxo u-otima, o numero de perio-
dos nos guais d(ﬁn,ﬁ) > ¢ nao pode ser maior gue S.

Antes da demonstracac do Teorema, deve~se provar o lema abal

X0:
LEMA. Sob as hipdteses Al e A2, e as condigoes (i) e (ii), para

qualquer ¢ » 0 existe um & > 0 tal que, para qualquer (E'XJ en

T para o qual d(x,X) > £, segue-se que
pry < {p-8p-x
PROVA. De Al e A2, decorre gque O conjunto

1 5y /Loy esti em T e Ixl = 1)

il

2 limitado. Sendo, haveria uma sequéncia (Ek' yk) tal que x|

e lyl+o ; entdo, a sequéncia
X Y
(—F, =Ky k=12,
Ly, ! Iy,

sendo limitada e estando em T, teria um ponto limite (0,y) em T,

com Iy? = 1 , © que contradiz AZ.
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Voltando ao Lema, suponhames O contrario , ou seja, existe
um € > 0 e uma sequéncia (gk, Xk} em T, tal gue B > 0 ,
dlxr ) 2 ¢ e
B Yy
e — P (4)
Px
Por normallizagao, pode-se tomar bt =1 ko= 1,2,...

Logo, a sequéncia (X Zk) & limitada e tem, pois, um ponRto
limite (x, z). Como a sequéncia Prx, e também limitada, segue-se
de (4) que p {(y - px) =0; entretanto, este fato e o de que (x,y)n®
pode ser proporcional a (x,px) contradizem a condigdo (ii). Por-

tanto, © lema esta provado.

PROVA DO TEOREMM, Definamos uma sequéncia

X = X
~0 o
~ N ~ ~
(%) n=0 por J % 7 LX (5)
o~ _ n_l/‘\
LS Lp x n=1,...,N

}N

n=p Que seja fac

Consideremos um £ > 0 e uma sequéncia {fn
e .
tivel, dado X, - Para gualquery perlcdo n para o gual dtinfi) > g,

segue—-se do lema due

o

R Xpyp £ (07 O0R X, (

onde § > 0 @ como no lema.
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Por ocutro lado, por definicac de equilibric de von Neumann, tem-
se, para todo n,
PtX .1 2 PR X, (7)
Supondo que d(ﬁn,i) > E por P periodos, temos de {6} e (7},
prxy s 0 -850 B (8)
Pela condigao (iii) do enunciado,
ulx,) 2 K{p-—é)PpN_P B X, (9}
Por outro lado, de (5) e da homogeneldade de u,
u(gy) = Lot w0 (10)
Cembinando (9) ¢ (10),
U(iﬁin < C{E:Q)P . onde
u(X) P :
_ Foex
) Lu(x)

Logo,

N .
para {ﬁn}nﬁo ser Otima, deve-se ter
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ol ;£)P >1 , ouseja, P < —=245
L 2
log(p_él

A prova e completada, tomando-se

S = max |1, —29 C (11)
0
log f'ﬁ:“g)

OBSERVACOES GERAIS

1. Um cone convexo C serd chamadc de "cone estritamente con-
vexo" se para gqualsquer pontos a € L oem €, nao-proporcionals, &
qualquer 0 < a < 1, o ponto aa + {l-a)b estad no intericr de C.
Um cone deste tipo preencher& a condicao (ii)} do enunciado. Em
geral, ela ndo & satisfeit'. quando T & poliédrico (o casc tratado
por von Neumann). Ressalte-se gue um "cone estritamente convexo”

nao e um conjunto estritamente convexo.
2. A condigdao (iii) & satisfeita se, por exemplc, p > 0.

3. A condigao {(iv) & satisfeita se houver livre disponibili-
dade {ver pag.S()) e X prové guantidades positivas de todas as
mercadorias para as guais x € positive. Por cutro lado, a condi-
¢do (iv) pode ser enfraquecida para: € dado um vetor inicial X,
tal gue para algum numerc L > 0 e algum inteiro N > 1, ha uma

sequéncia factivel de x, a L& em N, pericdos.
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4. A condicao (v) pode ser enfraquecida: para algum inteiro
Nl > 0 e algum vetor vetor y para o qual uly) > 0, ha uma sequég
cia factivel de X para y em N, periodos.

Com © enfraquecimento de (iv) e (v), indicado, a equagﬁo(ll)

deve se modificar por

S = max NO-%N1 tog ¢
0
log(pwﬁ}
5. Consideremos O caso especial no qual u{x) = w- %, onde W

(132

um vetor nao negativo, pré-determinade. Uma condigao necessiria
e suficiente parez satisfazer (iii) sera w, = 0 para todo i para
o gqual Py = 0. Nestas circunstancias, o mesmo valor de K que po-

de ser usado em (iii) &

Y
K = max - e, correspondentemente, isto da .o valor
pi>0 Pj
PR X, w,
a C, no teore .a, de C = ——————— max — .

Lw-% p;>0 Fi



CAPITULO 1v

SOBRE VYON NEUMANN E "TURNPIKE"

A - SO0OBRE von NEUMANN

Nesta secgao, sistematizamos as observacdes sobre o modelo
de von Neumann para facilitar o entendimento das repercussOes do

mesmo ha teoria de crescimento econdmico.

i - DIFERENCAS COM O EQUILIBRIC WALRASIANO

Os modelos estaticos de equilibrio econdmico geral (walrasia
nos) contém uma dificuldade (inscolivel no seu quadro tedrico) re-
ferente a contabilizacao dos bens de capital: se sao produtivos
ja no periodo em que s3ao produzidos, o total de bens de  capital
utilizades na producao, neste periodo, & indeterminado e, conse-
quentemente, & indeterminada a configuragao de equilibrio. Se sdo
produtivos no pericdo subsequente a sua produgdo, € impossivel con
sequir no mercado de bens de capital a igualdade entre as variss
taxas de retorno, nio sendo possivel por isso, satisfazer a todas
as eqguagoes de equilibrio. A superagao, feita por von Neumann, @
feita pela suposicdo de gue ndo ha bens originais; os proprios

meios de produgac sao produtos noO processe em gue entram.

No que se refere a distribuicao, as formas de renda, em Wal

-ras, sao renumeracoes pelo usp dos fatores de produgdoc.Como tals
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nac existem no raciocinio Neumanniano, o excesso de valor de pro-
dugao de um periocdo em relagd3o ac seu antecedente sd pode ser do

tipo de um extra retirado aoc trabalho {(lembrando mais-valia).

ii} PROXIMIDADES COM SISTEMA DE SRAFFA

Em Sraffa, a taxa maxima de lucro {quando a taxa de salirios
& nula) & igual a taxa de crescimento da economia, ja gque o consu
mo dos capitalistas & desprezado. Esta situacgdo & exatamente a
abordada por von Neumann. Nos dols sistemas, igualmente, o siste-
ma de precos & completamente independente da estrutura de consumo.
Ha uma relagdc inversa, explicita em Sraffa, entre salirios e lu-
cros (ou entre salarios e taxa de acumulaqéo); embora em von Neu-
mann a taxa de salarioc real seja dada e a taxa de acumulagao dedu
zida, rada impede fazer o rocilocinio causal inverso. Nos dois sis

temas nao existem consideragoes sobre base monetaria.

iii) DIFERENCAS COM O SISTEMA DE SRAFFA

Enguanto Sraffa trabalha com a hipdtese de pleno empregc, {(co
me todos os modelos de Cambridge), em von Neumann & assumida a
existéncia de um "exército industrial de reserva", com a mao-de-
~obra sempre disponivel, em quantidades ilimitadas, a taxa dada
de salarios. Além disso, o caso de produ¢ac conjunta €  tratado
apenas em von Neumann. Q problema de medigao de capital  através

da mercadoria-padrac, em Sraffa, & superado, no modelo neunanniano,
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pela hipdtese de crescimento balanceado, sende que os bens, 330
guantidades dadas inicialmente constituiram a equivalente a merca
doria-padrac. A suposicao de retorno constante de escala, funda-
mental em von Neumann (coeficientes constantes), & completamente

supérflua em Sraffa.

iv) DEPRECIACAO DE BENS DE CAPITAL

Ao colocar os bens de capital como insumos e como produtos,
sem usar as fOrmulas tradicionais de imputar uma dada taxa de de-
preciagao, o modelo de von Neumann define como Unico critério pa-
ra a determinagac de sua vida util o critério de lucratividade ;

quando deixar de dar lucro, torna-se um bem livre.

v) von NEUMANN E HARROD

Segundo Harrod {ver capitulo I), a taxa de crescimento real
da Ecounomia, a longo prazo, nao pode exceder a taxa "natural"; co

mo essa restricdc nac aparece em nenhum momento no desenvolvimen-

to neumanniano, e de se supor gque esse problema fatalmente apare-
cera a taxas grandes de crescimento.

vi) CRESCIMENTQO NAO~BALANCEADO

Uma hipotese de aplicagac do sistema de von Neumann a um sis

tema econfmico de crescimento nao-balanceado e a possibilidade
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deste conter subsistemas interiores que estejam com crescimento ba

lanceado, mesmo que a taxas diferentes,

vii) TIPO DE ECONOMIA

A questao de aplicagao do modelo a uma eccnomia com mercado
livre e competitivo ou centralmente planejada & indiferente fren-

te & formulag¢do posta por von Neumann.

viii) SETOR NAO-PRODUTIVO

Embora de dificil insergao, ha noticias de tentativas de in-
trodugdo de setores ndo-con' encionais na analise neumanniana, co-

mo servigos em geral, servigos piblicos basicos, etc.

ix) MODELO ABERTO

Da mesma maneira, recentes trabalhos estao feitos na introdu
¢ao de uma estrutura de consumc exogenamente determinada. Vear

LOS, J. & LOS, M.W. [1] e MORISHIMA, M. [2].

B - SOBRE "TURNPIKE"

i) EXTENSAO DOS RESULTADOS

Apds RADNLR, R. [l] e MORISHIMA, M. [l], o resultado mais in

portante na area foi desenvolvido por NIKAIDO, H. [1l. A  prova
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de Radner nao garante gue os periodos gastos na vizinhanga da tra
jetdtia de "Turnpike" sejam consecutivos, velo a ser feito a-

penas no artigo citado,

ii} APLICACOES

Dadas as severas restrigOes para se garantir a existéncia de
tal trajetdria, & uma tarefa ingrata procurar reproduzi-ia, mesmo
numa economia com uma centrallzagdo guase total. Num sistema de
livre competigac isso & praticamente impossivel. Espera-se, por
desenvoelvimentos que posgsibilitem © relaxamento de algumas condi-

¢oes, o gue, eventualmente, poderia tornar esta teoria factivel.
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