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SUNÃRIO 

No Cap1 tu lo I, apo;, apresentaçao do debate sobre ünplicaçõcs 

Jdcol6gicas no uso du Maternãtica em Economia, e feita uma anâlise 

das principais linhas teóricas dos modelos de crescimento econômi 

co. Essa anãlise tem como referencial a instabilidade inerente ao 

crescimento da economi<:. capi tulista, demonstrada no modelo de 

Harrod-Domar. 'l'ermina definindo a teoria de crescimento econômico 

Ótimo, mostrando porque o modelo de von Neumann é o maL:.; siq-n:i.fi­

cativo desta classe. 

O Capitulo II apresenta, em todos os detalhes, estG modelo 

incluindo um dispositivo didático desenvolvido por 1\00NiJ\NS, T. C .. 

O Capitulo III apresenta as versoes Morish1ma e Radner ôa 

conjetura de "Turnpike", obtida ao se relaxar alqwnas elas sovc:ras 

re:;triç6cn do modelo inicial. Jc von Ncumann. 

No Capitulo IV são fcütos comentários sobre o dEJsenvolvimen­

Lo rccentu do assunto t; fc•iLas intc,rliyaçüos com outrus ::;iotcrnc~s 

t~con6micos, os de W~lrns c Sraffa. 



SUMMARY 

In Chapter I, after presenting a debate on the ideological 

implications of using Mathematics in Economics, an analysis of 

the rnain theoretical lines of econornic ~rowth models is made. 

This analysis has as the basic framework the inherent instabHity 

of the growth of a capitalistic economy, shown in Harrod­

-Domar model. It ends with the definition of optimal economic 

growth, showing why von Neumann rnodel is the most significant 

in its class. 

Chapter II presents a detailed analysis of this model, in­

cluding a didactic device irnproved by KOOPMANS, T.C .. 

Chapter III present~. Morishirna 1 s and Radner 1 s versions o f 

the 11 Turnpike 11 conjecture, obtained by weakening some of the 

strong constraints in the original von Neumann model. 

In Chapter IV, some comments on recent developments of the 

theme and some links to the Walras and Sraffa economic sistems 

are made. 



CAPl'I'ULO I 

SOBRE 'l'EORIAS DE CkESC IMENTO ECONOMlCO 

Este capitulo visa introduzir o debate (ainda n~o generaliz~ 

do enLrc cconomlstds c .'lkttc!méiticos) sobre o uso de instn.mlcnli:ü ma 

temático na formulaçâo e manejo dos fenômenos econômicos, c as .im 

pli.cações ideológicas inerentes a este uso. 

Pretende a.prescnté.r o problema a um público ainda nao fami-

linrizado com o assunto c localizar corretamente o objetivo pelo 

qual foi escolhido o modelo de von Newnann (Cap. II) e seus des-· 

dobramentos recentes (principalmente os teoremas de "Turnpike" 

Cap. III) como o exemrJlO muis significativo c relevante das assim 

chamadas Teorias de Crescimento Econômico Otimo. O Cap. IV contém 

uma análise do modelo E:: seus desdobramentos, utilizando os concei 

tos aqui desenvolvidos. 

A - IDEOLOGIA E MATEMÁr.i.'ICA NA ECON01'1IA 

A importância da discussão se prende a urna visão predominan-

te entre muitos economistas, especialmente ligados à assim chama-

1 1, . I* I 
diJ Esco a Neo-C asslca , de que o desenvolvimento da teoria 

(*} (e.g.HOBBINS, L.C.R. "l',n Essay on the Nature and Significance: 

of EcoJ~OmiC Scicnce", 1>1acM.illan 1 London,l'.l33; VON MlSl·:S,L. 

EpislcmuloljiC Pruh]ccJ,LS of l·:..__.,unoJilics (1933), Vem N:"Jstrand, N:.~':l York,l960). 
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econômica deve conduzir, Df:CEssariamente, a uma eliminc.ção 

fatores ideol6gicos(*) na an~lise desta ciência (sic). Por 

dos 

cu. usa 

disto, ela chegarã cada vez m0is perto das suas ''leis naturais'' 

as quais, à semelhança das da Fisica e da Matemática, indcpende 

penderiam do tE·mpo e da forma de organização social do homem. 

I •) " quando a palavra "ideologia" e usada, isto c1ev0 necessa~ 

riamt:nte se referir a um sistema completo de pensamonto coor-

denudo de crenças c iUéias, que rormu um referencial, ou um 

grupo especial de conceitos interrelacionados, para noçoes, 

an~lises, aplicaç6es e conclusões mais especific3s e partic~ 

lares" 

OOBB, M.ll. - '"rhcoJ_-ie~; of Value dDd Dislribt,tion sincc Adam 

Smi th ( Ideology unO. Et:onomic 'l'heory) , Cambridge, Uni ver si. ty 

Press, Cambridge, 1973, pp.l. 
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Neste sentido, qualquer formulação econômica que revele a 

0xistência de julgamentos de valor é, no mlnimo, tautolÓgica, pa~ 

ra não dizer a- científica. Além disse, usando categorias de ana.­

lise do positivismo lÓgico, com o qual procura sua afirm~'H,-:ão filo 

sófica, essa visão coloca que uma teoria, para ser dita ci.entifi­

ca, deve ser inerentemr:_:nte verificável no mundo real (não confun-

dir com o empiricisrno); quaisquer sentenças ou teoriDs 

possuem a propr' ~dade ela v e .. t6i.c.abJ.LZ.dade. não passam de 

rrue nao 

"ruidos 

sem significado". Como este método deve ser aplicado indiferencia 

damente, a qualquer teoria, segue-se que não faz qualquer distin­

ção entre as ciências naturais e as ciências sociais, cujas teo­

riHS eevem preencher os mesmos requisitos para serem consideradas 

cicntlficas. 

Outra forte marca do positivismo lógico é a insistência em 

que o primeiro passo da teoria deve ~er sempre consequêncla da ob 

servação direta ou da verccpção pelos sentidos; ou sejw., um resul 

tado dv contato com o mundo emplrico, seguindo depois um processo 

do racionalizaçâo e, finalmente, verificaç~o (e~pirica, novamen-

te), Isto implica que a Economia, para ser considerada uma ci~ncia, 

deve partir da observação do mundo real, afin:1ar a sua teori.a e 

as suas sentenças, e VErificá-las em confrontação cü!TL ct realidade. 

Usando outra linguagem, a Econornia deve ser Positj.va, élO fazer 

afirmaç6es cientificas sobre o que ''ê''. Afirmaç6es sobre o que 

"deve ser" nao sobrevivem ao teste da verificabilidado e, portan­

to, nio s~o cientificas mas julgamentos de valor. Isto significa 

que a Economia nio pode ser "Normativa" pois se assim fosse, nao 
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:seria uma ciencia (*) 

li. refutuyiio dessa vís.::Ío .filo~;Ófica do neo-classJcisn1o é fei·-

te., em todo seu alcance, em Kl\TODZIAN,l!.]l] , nãc sendo escopo deste 

traLalho. Contentamo-nos em registrar que "estes dois critérios 

mais importantes do positivismo lÓgico- i.ê., verificabilidade e 

verificação- eles mesmos vêm a ser julgamentos de valor. Has, 

de acordo com estEs mesmos critérios, julgamentos de valor sao 

(na melhor das hipóteses) ( *'') 
nada mais que tautologias" . Ao co-

mentar a visão neo-clássica, DOBB mostra que ela tem embutida c~ 

mo interpretação para ideologia um conceito que "guarda estreita 

relaçâo com a 6al~a conJci~ncia Hegeliana que serve para obstruir 

a visão do homem sobre si me~mo e sobre suas condições de exi.stên 

cia" (**) Ressalta que, ao contrário, a essência do conceito e, 

justumente, o de ton1ar cL:.1ra o ''caráter relativo da o> idéids, bis 

toricamente falando; se algo deve ser visto como não mais que um 

aspecto ou elemento delas, ou como caracterizando-as no seu todo. 

E tal relatividade hist6rica pode abarcar tanto a V~6~u da C6hCtl-

cia como a parcialidade, talvez de tal modo interior a situação 

( *) Kar 1 Popper desenvolve em "Ráz ão ou Revolução?, em "The Log-

ic of the Social Sciences'' e em ''The Logic of Sientific Dis-

covering" um teste para a ciência baseado na 6,<C~(~z;:',ÚiÍfÍA<,I~· e 

(**) KATOUZIAN, B., "Ic1eology and Method :i.n Econornics", Nev1 York 

University Prcss, I.rlndon, 1980, pp. 52. 
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rpw dcl;ilfi r-. qua] qur~r -
!l!'[><~r;lç;lo 1 • . 1 I *I d!ld JllCil cump eLa . Por todos 

estes motivos, devemos olhar com bastante cautela o objetivo de 

se nrocurar as leis naturais e atemporais da Economia, procura 

estu na qual a Matemática tem sido, dadas suas caracteristic:as,um 

instrumento privilegiado e poderoso de persuasãc no uso cotidiano 

dos que intentam tal objetivo. 

Seguindo outra linha de raciocínio, Joseph Schumpc,ter assen-

ta esta discussão em to.r:no do seu conceito de 11 visão": o formato 

complexo da realidade e da natureza dos problema.s que se confron-

tam com a humanidade, em qualquer situação historicamente dada , 

é inevitavelmente ideológico. A ideologia, portanto, "entr.::1. no ni 

vel mais básico, no ato cognitivo pré-analitico". A teoria econô-

mica tem seu inlcio 11 com material provido por nossa v-toã:o das coi 

sas", "sendo esta v-lhão ideolÓgica quase gue por definição" desde 

que "ela incorpora o quadro de coisas corno nós as vemos" ( * *) . con-

clui seu pensamento ressaltando que "enquanto o r•ensamento Econô-

mico'' deve ser quase que inevitavelmente condicionado ideologica-

1ncnte, a "l\nálisn Econômica" pode ser tn1tada como independente e 

olJjetiva- uma grande provisão de técnicas formais e instrumentos 

governados por padrÕes supra-histórico~ e regras a serem d.i.scuti-

das e assentadas 
' ,. { * * *) 
~ndependentemente · 

(*) DOBB, M.H. op. cit. pp. l. 

(**) SCHUMPETER, J. - "History of Economic Analysis", New York and 

London, 1954, pp. 37, citado em DOBB, M.H. op.cit. pp. 3. 

(***) DOBD, M.H., op. cit. pp. 4". 
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Este ponto de vista mostra uma abertura p<:.ra a discussão de 

quais hipóteses que devem ser escolhidas para efeito de análise 

da realidade econômica e que essa escolha e, inevi tave1 me.'!nte, 

condicion2da pela experi&ncia e vi~~o do sujeito acerca desta rea 

!idade. Todavia, uma vez feita a escolha, o desenrolar de resul-

tados e conclusões decorrente·s destas hipóteses ~ tarefa de ''Anb-

li se Econômica'', com as qualidades descritas acima. Essa posição 

ainda é insatisfatória. No dizer de DOBB, "este ponto de vista 

Schumpeteriõno, qualificado e explanado com grandes reservas, e 

claramente relacionado com a visão mais crua e direta dÇJ análise 

econômica como uma "cv.ixa de ferramentas", sendo (pelo menos na 

suu. forma moderna) pur2.mente instrumental, ligada com técnicas 

pusslveis de aplicação a uma grande variedade de propósitos e si-

t'--laçõr::s. Como tal, ela nao tErn interesse em julgamento2 norma.ti-

vos, e nao é concebida com pro pó si tos especificas de uso se 

clarificar os problema::; elo monovólio fazedor de lucros (pn)fLt-

uu aqueles do planejador de uma economia sociall::;ta . 

Esta concepção do papel do economista puro tem sido, naturalmente, 

reforçada pela onda de métodos matemáticos e formas axiomáticas 

em economia, ao ponto à.c purgar o sujeito de noçoes, elementos ou 

relações nãc passlvei.s de serem quar.ti!icadas e expressas num sis 

- ( *) 
tema de equaçoes" 

A separaçao entre a escolha das hipóteses (ideológica par na 

tureza) e o método de análise (independente do objeto e da ideolo 

gia na escolha) ainda e inconsistente. O estudo das propriedades 

(*) DOBB, M.H. op. cit., pp. 4. 
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de uma estrutura fori·.ul de proposições e sentenças é um l'roblerna 

relevante enquanto tal. Entretanto, se esta estrutura <llm,::;;ja a 

descrição de um sistcmu econômico propriamente dite., não é possí-

vel separar o processo de resolução e conclusões das questões pa-

ra as quais ela foi montada e, portanto, da dimensão social dos 

problerr.as econômicos que procura abordar. Neste sentido, esvanec~ 

se a independência do conteúdo econômico e a objetividade propos-

tc:c por Schumpeter. Em resumo, 11 Um modelo matemático pode ser (,{n-

te.n a.' f_) a, deve ser) examinado em seus aspectos inteiramente for-

mais, como un. i estrutura consistente. Ao mesmo tempo, qua teoria 

econômica, sun própr:\.a estrutura é relevante para as afirmações 

que esteja fazendo :;obre a realidade - para a qualidade de seu 

diagnóstico. Escolhendo uma estrutura em preferência a outra, o 

modelador não somente provê um marco ou referencial dentro do 

que pode operar o pensamento humano, mas está dando ênfase so-

bre certos fatores ou relações e excluindo outros, ou n~legando-

os à sombra; e assim fazendo, ele pode ser julgado por distorcer 

ou clarear a realidade e, portanto, conduzindo a unta base 

mel (ou inverosslmel) I' I para interpretaçâo e predição'' 

• 
vcross~ 

Feitas as ressalvas sobre o uso superficial, generalizado e, 

muitas vezes, indevido da Hatemãtica na formulação e tradução de 

problemas econômicos .. motivado muito mais por motivos profissio-

nais (necessidüde de afirmação, enquanto membro da ''comunidade 

cientlfica" e a grande função dos "papers" vublicac.los pcrra promoçao 

(*) DOBB, M.H., op. cit., pp. 7. 
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·t . E' . -1 (1t) d -e ace1-açao pro_ lSSlona~ ) o que por contribuiçoes relevantes 

ao conhecimento econômico, devemos nos preocupar com outra críti-

ca., em outro extremo, que lança uma grande desconfiança ~XJbre qua.1 

quer tentativa de fazer "modelos" econômicos, especialmente os ma 

temáticos, já que estes estariam contribuindo fundamentalmente p~ 

ra obscurecer os aspectos essenciais da Economia, seu caráter so-

cial, histórico e político. Ainda mais longe, esses "modelos" es-

tariam sendo usados deliberadamente por aqueles que são, por ide~ 

logia, favoráveis à manutenção do ~tatu~-quo,servindo como justif~ 

cativa para certas pr2lticas econômicas, polÍtica e ideologicamen-

te já definidas. Além disse, o ato da modelagem seria uma espécie 

de diversionismo anestesiante, já que, chamando atenção para os 

quebra-cabeças dai resultante e que não têm nenhuma impol-tância 

real, os problemas atuais e reais da Economia não mereceriam a 

atenção necessária, possibilitando a implementação de politicas 

econômicas que apenas mantêm o quadro atual. Essa formulação tem 

sido frequentemente usada por autores usuários das categorias mar 

xistas de análise econômica. Ela entretanto, envolve um erro de 

concepçao sobre o que seJa um modelo matemático e sobre o uso dos 

i 1,strumentos quantitativos e formalizantes à disposição. 

( *) Para uma interessante e original análise sobre o papel das 

pressões sociais e acadêmicas na avalanche de publicações cien­

tificas irrelevantes e não crio.tivas, ver I<ATOUZIAN, op. cit., 

cap. 5. 

Sobre o as:::;un to, com uma abordagem psicanali ti c a, ver BAR'rEES, 

R., ''Escritores, Intelectuais, Professores e outros ensaios'' 

Editorial Presença, Lisboa~ 1974. 
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Para responder a esta criticu, levantamos umu reflexão sobre 

o ato de fazer modelos, gue está colocada para todos os estudio --

sos das ciências sociais, para nâo dizer das ciências natur·ais.U8 

historiador preocupado com o tema levanta que "a an5lise dE:' n<ode·-

lo é der:mecessâria quu.ndo Sú deseja apenas descrever a d.t:lvidétde 

econômica de uma area num dado momento. Se a descrição da ativida 

de econômica é vista como o objetivo primordial du história cconô 

mica, a utilidade do raçiocínio por meio de modelo e com razao 

posta em dúvida. Para o estudo descritivo, os eventos e os fenôm~~ 

nos ganham importância pela frequência de sua recorrência" "Se, 

contudo, alguém acha que os historiadores, em geral, e os histo-

riadores econômicos, em particular, devem tentar chegar a genera-

lizações, esse alguém deve também, concordar em que ninguém pode 

se satisfazer com gener~lizaç6es sobre aspectos particulares iso-

ludos da realidade social, e que devemos, em Última análJse, co-

limar nessa caso a criação de todo um conjunto de pronuncLótmentos 

gerais relativos aos problemas fundamentais do funcionamento e 

evolução dos sistemas econômicos, isto é, a criução de uma teoria 

geral. Se aceitarmos esse objetivo, será necessário o 
. < • rac.lOClnlo 

com base em modelo; a prática mostrou que ele é, muitas vezes 

aplicado também por estudiosos que o rejeitam". "A const.t-u\~ão de 

um modelo é sempre tarefa muito delicada e controversa. Heque:c 

lJllC alguns eventos sejain tiraJos de seu contexto social, c outros 

completamente desprezados. A maioria dos histortadores censura es 

sas práticas, temendo, não sem razão, que sejam inteiramente arbi 

trG.rlas. Podemos apenas di;wr que esses métodos sao inev.LLb'Jci::-; 
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na pesquisa histórica c: que eles própr1os os aplicant também. Afi-

nal, quando falamos da "polis" grega, do cesarismo, do fl?Udal.ismo, 

da era das guerras religiosas estamos, metodologicamente falando, 

adotando um procedimento análogo ao usado na construção de um mo­

delo. E, o que é melhor, a construção de um modelo econômico pro­

procionu-nos mais poss.Lbilidades de verificar a correção dos me­

todos e procedimentos aplicados"(*). 

O raciocinio apresentndo não faL: menção explic:lta sobre a c~ 

racterização desses modelos como matemáticos; assumimos, pois,que 

se aplica a qualquer dos tipos. Entendemos que ele responde pela 

necessidade (eventual ou permanente) de construção de modelos, no 

caso matemáticos, em Economia. Não se deve, pois, descartá-los, a 

p!t-{__oJti, nem de supor que apenas através desta forma se poderia re 

presentar os mais encobertos segredos da "ciência" econômica, já 

que, como vimos, um modelo, mesmo na sua forma matemática, mais 

pura, nao é uma representação (tão abstrata) de fatos econômicos 

que não é afetado por influências ideológicas. Exige-se do model~ 

dor (matemático, economista, ... ) uma sólida base do instrumento e 

do objeto; um conhecimento amplo das questões ideológicas e econª-

mL . .:as envolvidas nestE~ mister, além da indispensé-.vel familiarida-

de com o raciocínio matemático, paru uma correta adequação de mei 

os e fins. 

(*) KULA, W., "Da Tipclogia dos Sistemas Econômicos", in Economia 

(vários autores), Editora FGV, Rio, 1981, pp. 122-124. Este 

artiqo é um comentií.r:io .sobre a obra "Objct ct Mét:bodc de; L'an 

thropologie :tconoml.que"de w,.uR:rCE GJDELIER e..rn L' Homme, v. 5; n'? 2. 
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Uma VcJ.riante da critica ã modelagem matemática é de que este 

instrumento, por sua própria natureza, nao pode contribuir para o 

entendimento dos fenômenos históricos, poli ticos e sociais que d~~ 

terminam o comportamento econômico da sociedade, fenômenos nao 

passíveis de quantificação pe.!t f:.e.. Eles poderiam gerar, no máximo, 

leis qualitativas referentes a si.stemas econômicos bem definidos 

historicamente, não gen("ralizantes, e, portanto, o raciocinio ma-­

temático seria de pouquissirna utilidade. Respondemos a isto res­

saltando que abstração e gen' ralização é um processo de racioci -·­

nio lógico e, por causa desta lógica, não é anti-natu:r.·al (como se 

procura fazer crer) que dispositivos matemáticos sejam usados,~ 

do for o caso, na formulação e construção de um modelo teó:r:ico. 

Vamos, pois, resumir nossa abordagem ao problema de modelo. 

9exn matemática na Economia, através dos seguintes tópicos: 

"i) O uso de qualquer técnicar incluindo matemática, em qua~1 

quer pesquisa científíc3, incluindo economia, é legitima, quando 

ajuda a análise, sua exposição e/ou sua precisão. 

ii) A matemática e uma dessas técnicas, ou meio de exposição. 

Ela não é .{neJte.ntemente. superior a qualquer outra; ela nao pode, 

por si mesma, adicionar algo à substância da teoria; e ela nao 

concede qualquer honraria especial a seu usuário. Alguém acredit~ 

ria, hoje, que a habilidosa exposição de uma t.eoria em métrica poª 

tica conferiria, enquonto tal, um status superior ao seu autor? 

iii) As formulações matemáticas de teorias econômicas sao, as 

vezes, úteis para a clareza e economia de palavras, o que-especialmente 
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iv) !'l.s formu.lações matemáticas de teorias econômica.s ·-sao, as 

vezes, sem utilidade, obscurantistas ou mistificadoras quando te.!_~ 

dem a esconder idéias f:>imples c claras atrás de técnicas complic,?: 

das e tediosas. 

v) A "revolução matemática" e uma aplicação in:te.l-<..g:Z.ve-1:. das 

ferramentas da análise fi\atemática ao corpo existente da teoria e-

conôrnica e seus desenvolvimentos futuros. Não é simplesme:nte UJrra 

questão do uso isolado de técnicas matemáticas, onde for apropri~ 

do, na teoria econômica. 

vi) Isto pode encorajar a exclusão da investigação teórica 

de importantes problemas, categorias ou variáveis que nao são fa-

cilmente suscetlveis à manipulação matemática. 

vii) Em contraste, r;ode levar a uma crescente concentraçao da 

é!nálise teórica _l[l problemns remotos ~ quebL·a-cc:.tbcças im.::tgin5.rios 

que podem ser facilmente manipulados pelas técnicas matemáticas. 

viii) A adoção de um,·; atitude irracional pela profissão econô-

po..; 1·iorcs àquelas que USd!ll outros métodos, poderia lcvur <J. umél si·-

tuaç:ão onde idéias inteligíveis e inteiramente claras são art.ifi-

cialmente apresentadas na forma matemática, exclusivamente para 

muslrJr qu~ o autor 6 ''i•ltamentc dotado'' c, logo, facilitar a pu-

blicução de seus trabalhos e a promoçao de sua carreiru. Apropri~ 

damente, Popper descreveu tal atitude como "o culto da 
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inintelig1bilidade, o culto da linguagem altissonante''(*) 

B - TEORIAS DE CRESCIE\ENTO ECON0HICO: UMA INTRODUÇÃO 

Devemos, inicialmente, fazer distinção entre o que se chanta 

de Teoria de De6eJtvoiuimentu EtOJI3nJico e Teoria de C~eJeimeJltO. O 

mesmo será feito em relação às chamadas Teorias de Ciclo. 

Aceita- se como definição para Te.oh~a de CJt.e..oc..i.men-to Ec.onôm-t­

c.a aquela que se volta, fundamentalmente, para o estudo do compor­

tamento da economia C<'tpitalista desenvolvida, com um horizonte de 

tempo, para todos os üfeitos, ilimitado. E: pleonástico ressaltar 

que deve ter caracterJ.sticas inerentemente dinâmicas {no se-ntido 

de opostas às estáticas). Para montar um referencial de anál:Lse 

das teorias existentes, descreveremos algumas óticas,sob as quais 

podem ser estudadas as propriedades, a longo prazo, da economia 

i) EQUILÍBRIO MOHEN'l'ÂNEO 

Como o nome diz, não pode ser confundido com o estado esta-

cionãrio de uma economia estagnada. ,, 

i i) 'rRAJETÚRIAS O_LNÃMICAS 

Dadas as hipóteses e condiçOes de contorno da teoria,pode-se 

"preve:c" o comportamento futuro das variáveis ou comparal·-se os 

resultados "p.L'evistos" com efetivamente acontecidos. 

(*)KA'lDUf,lAJ:'.I, B. op. cit., pp. 166-167. 



iii) EQUIL1Bitl0 DlN~MlCO 

'l'ambém conhecido como çstado de crescimento estac.Lon2lrio, on 

de o crescimento das vari5.veis em estudo se d5 3.s mcsm;Js taxo.s. li. 

utenção se concentra, principalmente, na demonstração de existên­

cia {ou não) , unicidade e estabilidade de tal equilÍbrio. 

iv) PROPRIEDADES ASSIN'I'0TICAS E CATENÃRIAS 

As propriedades a~ssintóticas têm como pressuposto um horizon 

te de tempo infinito, no qual o sistema poderá tingir (ou não)um ·' 

equillbrio dinâmico. As propriedades catenárias sao semelhantes 

às assintóticas, mas têm o pressuposto de um horizonte de te miJO 

nao infinito mas grande o suficiente. 

v) DINÂMICA COMPAHATIVJ\ 

Estudo das propriedades dinâmicas através da vari.ação de um 

parâmetro por vez (p. ex., o ponto inicial àa trajetória). 

vi} DESEQUIL!BRIO SISTEMÁTICO 

Partindo do princípio de que não há motivos para a existên­

cLl Jc cquillbrio dln2imico entre us vurlúvcls, cstudu-~-;e: a teudên 

cia e propriedades desse dcsequilibrio, 

Situados estes por:tos, poderíamos caracterizar uma 7e.oJt_{a de. 

Veól'.HVotv~_tJI\'.11-tO como a que se volta para o estudo de economias não-
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desenvolvidas(*) (principalmente as capitalistas) c as condições 

para superação dos descquillbrios estruturais existentes. Uma 

Te,u!i..-i.a de. C,éc..to se diferenciaria da de crescimento, fundumental­

mente, pela colocação de um horizonte de tempo finito e não muito 

grande. f: evidente que, frente ao critério de diferenciação utili 

zado, teremos casos de teorias que poderiam ser classificadas si­

multaneamente nas duas categoria:::> (p. ex., Barrod-Domar). 

'l'ivenos o dominio desde o final do século passado até os anos 

20, da assim chamada ".Microeconomia" que, embora voltada para os 

problemas de um~ indústria ~solada, utilizava os mesmos parâme-

tros para a análise da economia como wu todo; o comportamentü do 

todo é a somatõria do comportamento das partes. Com o início da 

profunda recessao, em 1929, seu equivalente macro, a "Teoria do 

Equilibrio Econ6mico Ceral'', com sua an~lise est~tica, n~o resis­

tiu à força dos fatos. A necessidade de pensar as varlÓ.veis macr_2. 

-econômicas de uma fonna que nao fosse a mera somatória do compor 

tumento dos "agentes econômicos" e descobrir suas formc:ts próprias 

obrigou os teóricos menos ortodoxos a um grande esforço cmalíti­

cv e um rompimento (maior ou menor) com os cânones estabelec-tdos. 

r: <.JrD.ndc o mérito de Kc!yrwn .)0 dcmonstr.lr t1lll~ o ~-.istem<t ni:ío tCIH]c, 

nccessat·1amente, õlü pleno emprego através dos meca11i .c-:mn~; 

( *) 1-'ara urna visão punorâmica das questões do dc::;cnvolvim.:;nLQ 1 ver 

MY11D/\l. G. llJ. Além diG!>0 1 BLI'l'ZEI<, C.R., CLAHK, P.U.&'l'AYLOR, 

L. [lj mostram algumas experiências interessuntes de pla.moja. ~ 

menta para o desenvolvimento, além de uma boa apresent.aç~{o do 

instrumental disponível. 
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equiLi.brio (no caso, abaixamento de salários). Sua defi.:"-Sa da in­

tervcw,~ão do Estado para sarantir a demanda agregada é um ma.x.:co, 

dO romper, dentro da corrente dominunte, com et "Lei de Say" (toda 

oferta gera sua própria demanda), que se aplica mais propriamente 

::, uma sociedade de escambo mas não a uma economia capitalista in·­

dustrial. 'l'al rompimento já éra antigo na economia marxista("'), o 

\lUC· não tirll. os m6rito:,: dt! Koyncs. 

Entretanto, somente apos o final da II~ Guerra Mundial e que 

a questão do crescimento econômico estaria na ordem do dia: as 

economias arruinadas p;:üa guerra tentando se reerguer rapidamente; 

os países subdesenvolvidos querendo iniciar seu desenvolvimento 

econômico; os países capitalistas avançados, livres (por algum 

tempo) do fantasma da depressão, tentando maximizar seu crescimen 

tu a longo prazo e os palses socialistas determinados a superar 

a economia capitalista através dd rápida expansão do setor indus­

trial pesado e de matérias primas. Estas condições tiveram pleno 

reflexo no desenvolvimento da teoria econômica. Embora publicado 

inicialmente em 1939, o famoso trabalho de HARROD, R.F. lll ("*) 

(*) Além das famosas teorias de sub-consumo de Rosa Luxemburgo , 

'J'u~un-13aranovsky c outros, vc:r '"1\_'orias du J:vl.J.is-varid",UcHlrx, 

L:Ul\Íunm~ L:lluçi:io d,": ft\1\J\J:I.JN,I,I!.! J ]. 

(*"')Embora com algumas diferenças ,praticamente a mesma est.rut.ura 

& delineada por D0f.1AH, E.D. [1], sendo o modelo conhecido co-

ro.o IL:n_·rod-Domar. Usamos apenas o nome do primelro por UIP.LI qt::el§_ 

tão rlc precedC,nciu histórica na aprc~;enL.H.,~ão do tl·dbalho. 
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encontrou no pos-guerra o aQbiente prcpicio para a retomada de um 

dos cbjetos centrais d~s an~lises dos economistas cl5ssicos, o 

crescimento da economLt. Devido à sua importância, não só llistórJ:. 

ca mas por colocar os pontos ccntl-uis de análise e, por i:.;so, dar 

um referencial de classificação dos trabalhos que se se~juiram, e 

necessária (e feita abaixo) uma exposição mais detalhada do mesmo. 

Com base em um moUelo agregado de um único setor, com r ela-

çao :capital-produto (C) constante e relação poupança liquida··- pr~ 

duto (.5) também constani.-:e, a preocupaçao de Harrod é com a taxa de 

cresciment_o da renda {igual à do produto), se constante no tempo 

e tendências {em resumo, _as condições de existência de um cresci-

menta estacionário). A oferta de mão-de-obra é não restritiva ao 

proc€',550 de cre~cimento (err. principio), crescendo a uma taxa duda 

(n) . O progresso técnico (no sentido de poupador de mào-de-obra } 

cresce a uma taxa dada (m). A estrutura de preço é suposta cons-

tante. Nestas condições, uma unidade de capital gera l 
c 

des de produto, o que gera~ unidades de poupança liquida. 

unida-

Essa 

sera, portanto, a adiçi"io ao estoque existente de capital (ncl ver-

dade, sua taxa de crescimento). 

l\o nGsUinir que o n::ívc~l de invc;:;t.imcnto c função da varic1çi:io 

esperada da demarcda efetiva e que este investimento, por su2 vez, 

gera um certo nlvel de demanda efetiva, acopla pela primeira vez 

Ih\ lJ.LoruLurn UCUIIÔl111L·,t u~; clh_unado::; "prJnclpi(l de· dcclcrt-t(;.1o" e 

teoria do "multiplicador". Usando a formulação de HAHN, F. H. & 

MA'l'THEWS, R.C.O. [lJ teme,: 



l 
,, I+-., ~ 

onde C - relaçuo capit:ll-produto 

s - taxa de poupança 

I - investimento realizado no periodo t 
t 

Xt - produção esperada para o tempo t 

Yt - produção realizada no período t 
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"u.celeraçõ.o" 

"multiplicador" 

A proporçao entre demanda real (produção realizada) c a de-

manda esperada {produção esperada) ser a 

C X = -'(-t 
5 

- y t-1 
X I 

t 

-onde gt é a chamada taxa "garantida" de crescimento e É: função 

da expectutiva de derr.anda nu tempo t. f: relevante; perceber 4Uc a 

expectatj_va de demanda :3Ó se tornará real se 

e chamada de "garantida" porque so se rt:.aliza quando é a eó:iperada. 

F' ~;a nua e a esperada? 

Essa é a or.i.gem da imagem do modelo de Hac:_-rod, o "fio da nu-

valha", pois se os invGstidores investem a urna. taxa (real} maior 

do que a '\J'arantida", o crescimento (real) será maior que o espe-

rado e eles terân <1 sensação de ter investJdo menos do que deviam, 

aumentandO suas espectativas para o perlodo seguinte. Entretunto, 
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se invC'stem a uma taxa menor que a "garantida", terão a .sensa\·ão 

de que investir-lffi demais, < .~.-terando para menos suus espectativa.s. 

Esta conclusão, enraizada na análise Keynesiana, foi urn gra12 

de choque para os defensores da tese de que o sistema econômico 

tende naturalmente para o eq1ülibrio, bastando deixar liv_res as 

forças de mercado. A possibilidade de ajustamento simplesmente P!:: 

la variação de preços .Levaria a um outro "fio de navalha", entre 

o crescimento com inflação e o decrescimento sem inflação, já que 

os ajustamentos de expectativas se dariam em cima do movimenro dos 

preços e não mais da produção. De qualquer maneira, entra na 4is-

cussao econômica uma instabilidade inerente ao sistema capitalis-

ta, desafiando a antiga teoria. 

Para estudar os mecanismos pelos quais pode ser atenuadc.. ou 

(segundo alguns autores) suprimida esta instabilidade, é preciso 

que se defina a taxa "natural 11 de crescimento: para que o cresci-

menta da economia não demande mais força de trubalho do que c.t d.is 

--
ponivel, a taxa de crescimento real, a longo prazo, nao pode ser 

maior que a de crescimento da força de trabalho (n) mais a taxa 

de progresso técnico (m), no sentido definido anteriormente. Ou 

seja, 

taxa "garantida" t(:xa 0 natural" 
s 
c == n + m. 

Pode-se pensar no controle de qualquer uma (ou mais) dessas variá 

veis para os ajustamentos julgados necess~rios; a escolha da va-

riável de controle ofe[ece um razoável referencial para análise 



I *) 
dos modelos de crescimento econômico existentes 

Os modelo.:, da Escola de Cambridg!f, (U.K.) (**) introduzem 

-ta economia de um setor a separaçao ...__m dua5 classes (trabalhado 

res e capitalistas), com diferentes propens6es a consumir (s 
w 
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e 

"'c: , respectivamente} e chamam de P a particção propon.:ional da 

renda da classe capitalista na renda total. Portanto, 

s=P.s+(l-P)s 
c w 

de onde se poderia deduzir uma especial proporçao P que teria um 

papel equilibrador no modelo de Harrod: 

( n + m} C - s 
w p ~ ------------"-

.:-; - s 
c w 

Embora essa abordagem exija hip6teses bastante severas (p. 

ex., pleno emprego e coeficientes de poupança rigidos), um 

grande avanço no entendimento dos mecanismos de crescimento econô 

mico com a introdução expllci ta de uma teoria de distribuiç~o. 

(*) Conforme SEN, A.K. [2]; Para uma análise mais didática, do 

ponto de vista matemático, embora um tanto quanto parcial na 

u.náLise econômica, ver WAN, li. Y. [l] 

(**) ROBINSON, J. [2) e {4), KAHN , R.F. [l], PASINET'I'I, L.L.[l] 

KALDOR, N. [ lI KALDOR, N. & MIRRLEES, J.A- [lj-
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Evidentemente, a poup.o:nça não e o Único aspecto pe.Lo qual e 

f e:>" ta a análise. Foram seis os grupos de condições, assino.lados 

por ROBINSON, J .[ 2] e [ 4], para o estudo do crescimento, equL1i --

-brado ou nao. 

a) Condições Técnicas 

b) Polltica de Investimento 

c) Hipóteses sobre Poupança 

d) Condições de Competitividade 

e) Barganha de Salários 

f) Condições de Financiamento. 

No que se refere;. as cc,ndições técnice,s, abriu-se um debate 

sobre o progresso técnico incorporado (ou não) às máquinês, antes 

ejou depois de sua operação, tendo por pano de fundo a hipótese 

de perfeita substi tutabilidade de capital por mão-de-obra, nas f a 

mosas "funçÕes de produção". Segundo a tradição neoclãssica, essa 

substitutabilidade se dá ex-ante, na escolha do equipamento ou 

ex-po~t, na alocação de mais (ou menos) força de trabalho na ope­

ração das máquinas (modelos "putty-pu"t;ty" (*)). Em outros termos, 

significa que a rel<J.çâo capital-trabalho e perfeitamente vólr.iávc;;l. 

(*) A tradução ao pé ela letra (massa de vidraceiro) 
-nno tem qual-

quer semelhança com a idéia da palavra e:n inglês. gsta quer 

dar uma idéia de total mold'abiLi.dade. 
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A novidndc foi introduzid~ por HGBINSON, J. [2] c [4], u, sub-

sequentemente, por BLISS, c. [ll, DOBB, M.H. [1] KALDOH, N. & 

MIHHLEES, J.A. [l], PHELPS, E.S. [l] , SEN, A.K. [l] 

"putty-clay" (*)). Nestes modelos t,::_mbém é, assumido 

(modelos 

que u numero 

de técnic!3.S alternativas é finito, novamente indo contra c_ coJ:-ren 

te neo-cl&ssj_ca{**). 

Usando, principalmente os elementos listados acima para ca­

racterizar os vários tj_pos ele crescimento, equilibrado ou nao, in 

traduziu a seguinte classificação dos mesmos: 

IDADE DE OURO: "Com uma taxa de acumulação desejada igual a 

taxa possível, formada pela taxa de crescimento da [JDP~ 

lação c pela produção pC!i eo.pi..ta, começando com quase 

pleno c1npn~qo (! urna compoHlç;-io do ü!3toquc ele (~quip<lll\L:n-

to apropriada a taxa desejada de acumulação, mantém- se 

um nível que se aproxima muito do pleno emprego .. A idu··· 

de de ouro e ( * * *) 
isso" 

(*) Clay =barro e d~t ldéL:.l. de rigidez apos uma fase rn.::~leável. 

(**) Essa discussão nao se completa sem o acompanhamento ela fumo-

sa "Controvésia d{;) Cambridge", acerca da mensurabilidade e 

homogeneidade do Capital. Como a introdução ao assunto deve, 

necessariamente,ser extensa, nao o fazemos neste t~raba 

lho. Ver HARCOURT, G.C. & LAING, N.F. [1]. 

(***) ROBINSON, J. [4}. 
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IDADE DE OURO CAPENGA: "Uma taxa de acumulação de capital 

constante podü ocorrer abaixo do pleno ernpreyo. O csto-

que de eq1iipamento apresenta a composição adequada a 

taxa de RCUtnulação desejada mas não é suficiente para 

empregar toda a força de trabalho" { *) • 

IDADE DE CHUMBO: O emprego cresce a uroa taxa menor do que a 

da força de t.rabalho. Desemprego crescente. 

IDADE DE OURO LIMITADA: Taxa de acumulação de capital deseja 

da constante e mr,ior que a sorna da taxa de crescimento 

da força de trabalho com a taxa de progresso t_écnico 

(instabilidade a curto prazo, provocando rear:ranjos es-

truturais). 

IDADE DE PLATINA GALOP/.NTE: Crescimento act:lerado do setor 

de bE!DS de capital, mais investimento no setor c apro­

veitamento da mão-dr,-cbra disponível. Taxa de lucro se 

eleva e salário real cai. Com escolha de métodos de 

produção menos mecanizados, só pára o "galope" com o 

pleno emprego ou patamar mínimo aceitável de salário. 

IDADE DE PLATINA ImSTEJANTE: Taxa de acumulação decrescente 

devido a escassez de mão-de-obra e alta da taxa de ju-

ros; produção aumentando em intensidade de capital mas 

(*) ROBINSON, J. [4]. 
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mantendo pleno emprego. 

IDADE DE OURO BAS~'ARDA: A rigidez (patamar minimo) da taxa 

de salários reais, a despeito de. desemprego, impede uma 

elevação da taxa de acumulação, na ausência de progre_§_ 

so técnico ( 11 nÍvel baixo"). Pode surgir, também 1 " ••• com 

um nível de salários reais bastante elevado, quando os 

trabalhadores organizados dispõem de poder para se opor 

à queda da taxa de salários reais. Qualquer tentativa de 

elevar a t:::.xa de acumulação, a menos que seja acompanh5! 

da por uma redução suficiente do consumo derivado dos 

lucros, vê-se então frustrada por uma elevação inflacis_ 

nária das taxas ele salários nominais. Numa situação co-

mo essa, a taxa de acumulação se acha limitada pela "bar 

reira inflacionária'"'(*). 

IDADE DE PLATINJ, BAS'l'ARDA: mesma situação anterior 1 cem pr~ 

gresso técnico. "Então um nlvel constante de salários 

reais é compatlvel com uma elevação da :relação entre o 

investimento bruto e o consumo. Assim, a aceleração da 

- ( *) 
acumulação pode ocorrer sem provocar inflaçao" . 

os modelos neoclássicos básicos como SOLOW, R.M. [1] e l4l, 

SWAN, T.W. [1] e [2] 1 TOBIN, J. [1] , entre outros, assentam so-

bre a relação capital···produto a maneira de fazer os ajustamentos 

(*) ROBINSON, J. [4). 
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necessários. Se a taxa na.tuJta.t (m+n} é menor que a ga!to.n.tida {f), 

há. uma aproximação da barreira do pleno emprego e o decorrente 

aumento da taxa de salários, provocando investimento em técnicas 

mais intensivas em capital, aumentando C e, consequenternente, di­

minuindo ~ . O raciocinio inverso se aplica, com a diminuição de 

c, e aumento s 
de c· Isto acontece, sem tirar nem por, no modelo de 

"Idade de Platina Rastejante", já descrito; entretanto( o que é 

uma das possibilidades lá, para a teoria neo-clássica é a ÚnicR 

possibilidade. Em outras palavras, nao existe instabilidade no 

sistema econômico. O tuesmo comportamento de ajustamento do merca-

de, é estendido às espectativas dos empresários, no que se refere 

as diferencças entre n taxa ga~antida e a taxa real de crcscimen-

Lu. Ntio há wn comportamento vrevislvcl a p!t-ioJti.. do 1nvcut1wento, 

bastando gar·antir as condições de concorrência perfeita para o 

estabelecimento do equilibrio. Para um<• crítica a esta falta de 

uma função de investimento, ver HAHN, F.H. [2] e SEN, A.K. [l] 

Finalmente, como em todos os modelos a taxa de crescl_mento 

da população é assumida como exógena, resta apenus a análise das 

causas do progresso tecnico. KALDOR, N. [ l ] e [ 2 1 procura 

estabelecer uma relação entre o progresso tecnológico e a acumula 

çãe: de capital. Em KALDOR, N. tft MIRRLEES, J.A. [1], e assumida 

uma "função progresso técnico que institui: a taxa anual de cres­

cimento da produtividilde por trabalhador ope_Jtando novo:, e_qtu:pame.~ 

to.6 como urna função de taxa do investimento por trabalhador". AR-

ROW, K.J. {l] assume o aprendizado como função da soma do investi 

menta bruto passado. Usando a hipótese de igualdade entre a 
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produtividade marginal e o preço dos fatores, SOLOW, R .M. [ 21 che­

ga à conclu~ão de que 87.5% do crescimento da produção pe!t c.ápLta, 

nos Estados Unidos, de 1909 a 1949, se deve às mudanças técnicas 

e os 12.5% restantes ao uso de capital (sic~). 

Para finalizar o tem~ deve-se registrar o aparecimento de rn~ 

de los neoclássicos com 2 setores: setor de bens de capital e se­

tor de bens de consumo. Inicialmente por MEADE, J.E: [l], UZAWA, 

H. [1] e SOLOW, R.M. [ 3], os problemas de existência, estabilida­

de e unicidade da trajetória de crescimento balanceado, além de 

oquillbt·:loa momontEinoos foram apresentados, também, por I!AHN, F. 

H. [2] e HAHN, F.H. & MATTHEWS, R.C.O. [l], entre outros. Esse ra 

mo de análise tem produzido um sem-número de trabalhos nos últi­

mos 20 anos, com alL~ formalização matemática e baixa contribui 

çao à análise econômica, ndo merecendo aqui uru nprofundumento. 

C - CRESCIMENTO ECON0MICO 0TIMO 

Podemos definir como uma T-eoJt~a de. C!te.6c..{me.nto EconÔrtl..i.c.o OtJ. 

mo aquela que, dentro do referencial de análise apresentado, pro­

cura estudar dS condiçÕes de existênciô, unicidade e estabilidade 

do crescimento à máxima taxa possivel (no caso, de acumulação). 

Usando a linguagem de Joan Rcbinson, o estudo da Idade de Ouro.Um 

trabalho importante e pioneiro no assunto é RAMSEY, F. P. tll . Ou­

tros secundários, como LAING, N.F.[l] e PHELPS, E.S. [ 21 nao se­

rão considerados. Prvcuraremos mostrar aqui a importância do mode 

lo apresentado por von Neumann, J. [1} , com seus desdobramentos 
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posteriores, principalmente o.:. assim chamados teoremas de "Turn­

pike"(*), no contexto apresentado e na análise econômica. Ao es-

tudo do modelo propri.:J.rnente dito, dedicaremos os próximos capítu­

los deste trabalho. 

A preocupaçao de von Neumann no seu trabalho foi determinar 

qual a taxa máxima de crescimento balanceado e constante de uma 

economia multisetoria.l, dadas as técnicas de produção disponiveis, 

sem problemas de consumo ou restrição de mão-de-obra. A própria 

estrutura de preços e a taxa de lucro (no trabalho, taxa de rendi 

menta} são de:~::ivadas da determinação das técnicas a serem usadas 

e que fornecem a maior. taxa de crescimento procurada. Ao final,de 

monstra que, para as hipóteses dadas, as taxas referidas sao 

iguais, sem desemprego (ver Idade de Ouro) . O método de análise 

empregado, completamente original para a época abriu caminho para, 

pelo menos, quatro ramos relacionados da economia matemática: Teo 

ria de Jogos, Programação Linear, Análise Insumo-Produto Dinâmi­

ca e Análise de Atividades. Além disso, segundo KOOPMANS, '1'. C. 

[l]: " ..• o trabalho contém o primeiro modelo rigoroso, formal e 

inteiramente explícito de teoria do capital não agregaào conheci­

do deste autor", 'Embora tenha partido de pressupostos neoclássiOJs, 

(*) Para os teoremas, ver, fundamentalmente, MORISHIMA, M. fl] e 

RADNER, R. [l] . Para análises com variações sobre o modelo de 

von Neumann, ver MORISHIMA, M. [1] e [2], MATHUR, G. [l] 1 LOS, 

J. & WIECZOREK, A. [1], LOS, J. & LOS, M.W. [1] 1 além do capf 

tulo IV deste trabalho. 
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ao relacionar o capitz,l fixo como um produto, ao final do perlodo 

de produção, torna imposslvel a aplicação da 11 Teoria da Produção 11 

neoclássica, com suns curvas de iso-produto. Estabelece wn pata­

mar mínimo de salário real, no nível de sobrevivência da mão- de­

-obra. O sistema de preços é determinado pelas técnicas utiliza­

das e, portanto, prescinde d(~ urna unidade de medida, do capital. 

O nl vel de preços independe completamente da base monetária. Como 

se vê, não se ajusta ao esquadro neoclássicG. Alguns autores, co­

mo MATTHUR, G. [1] e DOBB 1 M.H. [ 4] , usando como ponto em comum 

o fato de que a estrutura de preços independe da estrutura de con 

sumo ou de demcmda, estabelecf,m laços muito fortes entre o modelo 

de von Neumann e o apresentado por. SRi.FFA 1 P. [1] 1 chegando Ha­

thur falar num sistema Sraffa-von Neumann. Além deles, autores 

como MORISHIMA, M. [1] e BOSE, A. [1] 1 intentam fazer uma aproxi-

mação entre o apresentado por von Neumann e um pretenso "Modelo 

de Eq<üllbrio Econômico Geral" que Marx tE:ria esboçado, sem che­

gar a desenvol,- _:··lo, tarefa a que esses autores se propõem. Sem e~ 

trar no mérito da questão, acreditamos ter mostrado a importância 

do estudo deste modelo que, a partir de hipóteses econômicas bas 

Lctl1Le irrectli::>téi8 e inl.t:udu~indo (pal:ct a eiJOCd e por um 

bastante longo) um instrumento de análise hermético e sofisticado, 

conseguiu levantar qu8stões em áreas de análise e escolas cconômi 

cas bem diferentes, além de criar novos métodos. 

A partil- de sua "irrealidade" econômica, outros pensadores fi_ 

zeram tentativas de trazê-lo para mais perto da terra. Poderíamos 

traduzir essa irrealidade em quàtro pontos principais: 
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a) Técnicas de produção constantes no tempo. 

b) O crescimento é um fim em si rnf:srr.o, mantendo o padrão de 

consumo constante, ao nlvel de subsistência, para produção de 

mão-de-obra {economia escravagista) . 

c) Crescimento balanceado, ou seja, a taxa de crescimento de 

todos os setores (corno insumos ou como produtos) e igual e cons-

tante no tempo. 

d) Estoque inicial de capital já está em proporção Õtjma, ou 

seja, aquela composição que, face às técnicas disponiveis, propoE 

cionam crescimento máximo. 

OORFMAN, R., SAMUELSON, P.A. & SOLOW, R.M. [1], p1oneirarnen-

te, apresentam a conjetura de que, ao se remover as objeçÕes c) 

e d), descartando o crescimento balanceado e assumindo um estoque 

de capital historicamente dado, e trocando o objetivo de cresci-

menta balanceado máximo pela consecuç~o de um estoque máximo de 

capital, de dada composiçãc, ao final de um tempo dado (T), a tra 

jetória de crescimento máximo se aproxima da tr~jetória de von 

Neumann, andando muito próxima da mesma até um determinado ponto 

-em que se afastará para atingir a proporçao dada. A Figura 1 ex-

poe, graficamen .... e, a conjet.1ra de "Turnpike" para uma economia de 

dois setores. (Esse nome é tomado de empréstimo à lingua inglesa , 

sendo que sua tradução por "auto-estrada" não conseguiria expres-

sar todo seu significado) . 
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/ 

) 2 1 
X =y 

Figura 1- A conjetura de ''Turnpike''. 

As primeiras e mais importantef'. provas desta conjetura foram 

as de RADNER, R. {1] e MORIS[-liMA, M. !1] . (ver capitulo III). A-

lém dessas, devemos citar as de MCKENZIEI' L.W.[l] e [2], FURUYA, 

A. & !NADA, K. [1] e NIKAIDG, H. [1], entre outras. As consequên-

cias sobre o modelo de von Neumann e sua aplicabilidade ainda não 

e~tão sufic.ientemente desenvolvidas, Sendo os mais recentes HOHIS 

I!HtA, M. f 3], MCKENZIE, L.W. e ZAUI3EHMAN, A. ln LOS; J. & LO~, H. 

W. [1] e MURAKAMI, Y., TOKOYl->.HA, K. & TSUKUI, ~T. [l]. Este liltimo, 

usando uma generalizaç3o do modelo dinâm.ico de Leontief, tenta 

mostrar uma possivel trajetória tipo "Turnpike" na economia japo-

nesa entre 1963 e 1966. Ero LANC,ASTEH. K. [1] , encontra1nus um 
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exemplo explícito da conjetura, inclusive com definição das fun­

ções apropriadas, usando cálculo variacional como instrumento de 

demonstração. 

F; campo aberto a especulação intelectual e/ou pragmática a 

extensão dessa linha de pensamento econômico, devendo ser ressal­

tado que pouco tem sido feito nesta direção, nos últimos anos. 



CAP1TULO II 

O MODELO DE EQUIL!BRIO ECON0!1ICO GERAL DE JOHN VON NEUMANN ( *) 

A - IN'rRODUÇÃO 

Neste capitulo, apresentamos o Modelo de Equilibrio Econômi­

co Geral, de von Neumann, com sua simplicidade matemática, e to­

das as hipóteses econômicas que nos pareceram mais relevantes. A 

maior parte delas já é explicitada no artigo original; entretanto, 

como ficará claro no ítem B, e no capítulo IV, muit.as hipóte­

ses impllcitas devem ser tornadas claras, para que as conclusões 

possam ter uma abrangência maior do que a proposta originariamen­

te. De uma maneira geral, foram adotados os pressupostos da assim 

chamada Escola Neoclásstca de Lausanne, sendo ainda consideradas 

hipóteses adicionais para que pudesse expressar, matematicamente, 

( ") Publicndo, primei ramcnte, no volume Erqcbnlsse e ines MatheJTnt.i. 

schen Seminars,editado por Karl Menger (Viena,l938) ,sob o título 

"Uber ein Okonomisches Gleichungssystem und eine Verallgemeinerung 

dcs Brouwerschen Fixpunktsatzes". 'rraduzido para o Inglês por G. 

Morgenstern,publicado na Review of Economic Studies,l3, 1945~46 , 

l-9,com o titulo "A !'-lodel of General Economic Equilibrium". Entr~ 

tanto, já tinha sido apresentado num Seminário de Matemática na 

Universidade de Princeton, U.S.A., em 1932. 
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u :oiió.itl!liiU chU!lliJUo, lJOY ele, Uu Lconornin .. I\ aprcsento.çi'io SCT,'l fei-

ta numa ordem ligeiramente diferente da do autor, de rnnneiru a 

torná-la, segundo nossJ opinião, mais didâtica. 

B - O MODELO 

Consideremos o seguinte problema: existem n bens (*) c
1

,c
2

, 

1 ••• ,Gn que podem ser produzidos por m 

Que processos serão usados (no sentido de "lucrativos") e que 

preços serão obtidos para os bens? B evidente que uma resposta d~ 

pende da outra, o que, em termos matemáticos, significa que a so-

lução, se existir, sera impllcita. 

-
Em cada processo P. (i=l, 2, ... , m) sao consumidas quantidades 

' 
aij (expressas em unidades peculiares a cada bem Gj) e produzidas 

quantidades b
43

. (mesmas unidades de a .. ) do bem G. (j=l,2, •.. ,n) . 
.l. ~J J 

Pode-se representar um processo da maneira abaixo: 

n 
L 

j~l 

a .. G. 
q J 

n 
L 

j~l 

b .. G. 
>] J 

(l) 

Considerando que os processos P. serao acionados com uma cer 
' 

t:t intensidade xi (i=l, 2, ... ,m) e chaffiando a produçao total de 

l>cns por Economia (E), teremos: 

E 
m 
L 

i=l 
x.P. 
' ' 

I 2 I 

(') A definição de bem, neste artigo, e bastante ampla, abrangen~ 

do, entre outros, a mão de obra. 
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Na resolução, o autor se interessa apenas pelos estados em 

que a Economia se expande sem mudança de estrutura, i.é., a pro-

porçao entre as intensidades x1 ,x2 , ... ,xm permanece constante, 

embora possam mudar seus valores os x .. Nesse caso, as intensida­
l 

dcs serão multiplicadas por um mesmo fator a, chamado cocficien-

te de expansão da Economia, 

Neste ponto, devemos colocar as hipótese implÍcitas até agoru; 

(i) Como não há imposição sobre n (número de bens) e m (número de 

processos tecnicamente poss1veis), a possibilidqde de m >n sígni-

fica que não é possível solucionar o problema através de métodos 

triviais de resolução de equações. 

(ii) Como cada bem G. é produzido a partir dos outros, 
J 

inclusive 

ele próprio, caracterizando os chamados processos circulares de 

produção, estão incluidos nos G. os "fatores naturais c:.e produ­
] 

-
çao (*); no entanto, seus coeficientes D .. devem ser, necessaria­

lJ 

mente, nulos. 

(iii) Ao se assumir os a 1 j e bij constantes, inrlepen<'l.enteiTI.ente da 

intensidade de acionamento do processo P1 , e caracterizada a si­

tuação de retorno constante de escala. 

(iv) Estão impllcitas, na formulação do problema, as condições C.e 

concorrência pura, a longo prazo, 

(*) Por "fatores naturais de produção" subentende-se os insumos 

para os quais não existe procesSo de produção disponlvel, 



-(v) Como na o foi imposto nenhum limitante aos valores x 1 i 
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subcn-

tende-se que os "fatores de produção" podem ser expandidos ilimi-

tadamentc. 

(vi) A existªncia e crescimento da força de trabalho sao conside-

rados apenas como produtos de um processo de produção cujos insu­

mos são as necessidades minimas vitais do trabalhador, constitu~n 

do o seu salário. Conclui-se que o trabalhador não poupa
1 

enquan­

to que a classe proprietária nao consome, poupando e reinvestlndo 

a totalidade da sua renda. 

Em relação cspeclficn aos processos de produção, temos: 

(vii) Cada ?recesso tem a duração de uma unidade de tempo, Os aue 

tiverem duração maior sao fracionados em processos de duração uni 

tdria 1 com a introdução dos produtos intermccHários como bens adi 

cionais, se necessário. 

(viii) A utilização c depreciação dos bens de capital é levada em 

consideração ao se colocar cada estágio de desgaste como um bem 

adicional, com um processo P. específico. 
1 

(xi) E: perfeitamente caracterizável, pe.J-a def::.nição dada, um pro-

cesso de produção conjunta. 

-(x) Se pensarmos em duas proporçoes diferentes de insumos e um 

mesmo processo, tecnicamente falando, ternos, para efeito do mode-

lo, dois processos distintos. 
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O objetivo perseguido 6 um estado de equilibrio não-estacio-

nãrio do 6i6tema econ~mico, com os ~~eçoó do~ benó e o coeficien-

te de l'Xp,w1an consto.ntcs, tais que não alterem u estruturLJ. econ§_ 

mica, a partir do momento em que esse estado seja atingido. Tal 

situação é denominada estado quase-estacionário, por Champernow-

n0, em seu artigo comentário a respeito do modelo de Von Netooann, 

comparando-o com o crescimento de um cristal mergulhado numa so-

lução de seu próprio sal (*). 

-As variáveis numéricas do problema serao: 

(i) as intensidades dos processos 

1-especti vamente. 

-(ii) o coeficiente de expansao da Economia, a. 

Paralelamente, são consideradas as variáveis duais asso-

ciadas 

resoecti-

varnente. 

(*) CHAMPERNm'lNE, D.G., A Note on J. V. Neumann's Article on "A 

Model of Economic Equilibrium", Review of Economic Studies, 13, 

1945-1946, 10-18. 
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(iv} o fator de rendimento, (3{6::: l + l~ü' Z e a taxa de :rendi-

menta, dada em % por unidade de tempo, ( *) num total de m + n + 2 

variáveis. 

Como restriçÕes de "bom senso" as variáveis 

{i::::l,2, ... ,m) I 31 

(i=l,2, ... ,n) I 4 I 

m 
I X. > o 

i=l 1 
I 51 

n 
z yj > o 

j=l 
16 I 

Com as duas primeiras, descartamos uma eventual solução com 

intensidades (preços) negativas (os), sem sentido palpável,e, com 

as Últimas, uma solução trivial do problema, com intensidades 

(preços) nulas (os). 

Além dessas, temos as chamadas restrições econômicas. 

-(*) O termo Z seria a renumeraçao dada ao capitalista pela aplic~ 

çao do capital no processo econômico. 



m m 
U [ a .. X, < [ b, .X, 

i=l lJ 1 i=l lJ 1 
(j;:;l,2, ... ,m) 

m 
J = r, 

então ~ o 

No que se refere as variedades duais, 

n 
L 

j=l 

n 
Se ~ r a1 j y j > 

i=l 

n 
L 

j~l 

n 
L 

j~l 

(1=1,2, ... ,rn) 

para algum i = s, 

então x = O 
5 
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17) 

1*1 1**1 

I 7' I 

I 8 I 

(*I (**) 

I 8 ' I 

(*) Muito embora o artigo t-.ivesse sido apresentado cercade 15 anos 

antes da pt·imeira formulação teórica de Programação L.ineur- (Dant~ 

zig,G.B. -1947), essa~, condições são nada mais que as conhecidas 

condiçÕes de folgas complementares em P. L. Além disso, é apon.tuda 

com J?ionerismo , uma simetria dual de variáveis, quando se fala 

dos x
1 

e o conceito de "processo não usado", por um lado, c dos 

y
1 

e o conceito de "bem livre", por outro. 

(**)Usando notação matricial, tcrlamos (B-o.A)x >O 

y'(B-aAix ~O 

y I ( B - Ç-)A) < o 

y'IB-8A)x~o 

X > 0 y' > O , A = (aij) e B ~ (b .. ) 
lJ 

17) 

( 7') 

I 8 l 

I 8' I 
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A traduçâo de (7), (7') e de que 6 impossivel se consumir, 

no processo total, mais do que é produzido do bem G .. Se, 
J 

entre-

tanto, menos e consumido (excesso de produção), Gr se torna um 

bem livre e seu preço y = o. 
r 

De {8), (8') deduz-se gue, no equilibrio, nenhum lucro e au-

ferido nos processos P. (ou seja, ou os preços ou a taxa de rendi 
1 

menta aumentariam, descaracterizando o equillbrio). No entanto, se 

houver perda no processo P , este não será acionado e terá inten­
s 

sidades x
9 

= O. 

Aa condições abaixo aao colocadas para qualificar economica-

mente os coeficientes a 1 j e bij' sendo que (ii) vai assegurar a 

unicidade dos valores de a e e. 

I i l aij > o bij > o (i=l,2, ... ,m; j=l,2, ..• ,n) 

lii) a. + b .. > o (i=l,2, ... ,m; j=l,2, ... ,n) I 9 l I* l 
1j 1) 

(*) A condição (ii) dificilmente noderia tomar um arde veracidade 

econômica; no entanto, ela é minimizada,em seu irrealismo,por Von 

Neuman:1, ao ressaltar que os coeficientes aij , bij podem ser ar­

bitrariamente pequenos e substituir, sem muita perda, um coefici­

ente nulo. Esse problema foi totalmente superado na prova de exis 

tência de solução do modelo de von Neumann, feita por Kemeny et 

al., 1956, ao sebstituir essa condição por outra menos restritiva, 

que é apresentada abaixo: 

(i i) ' > o (j=l,2, ... ,n) 
n 
l: 

j=l 
b. 

1J 
> o (i=ol,2, ... ,m) 

'l'r<-~duzida. diz nuc cada processo prccisu de,pelo menos, um in-

sumo para sua operaçao e que cada bem 

lo menos, um processo. (Ver Aoêndice 

pode 

II) . 

ser produzido por, pe-
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Em (i), exclui-se coeficientes de producão negativos. Em 

(i i), é di to que todos os bens Gj en-

tram em todos os processos P., como insumo e/ou como produto. 
l 

do 

problema, não interessa tanto os valores dos x
1 

ou dos yj nns suas 

proporções x
1

:x
2

: ... :xm e y
1

:y
2

: ... :yn, o que reduz o número de 

variáveis de m+n+2 para m+n. Embora de (7), {7'), {8), (8') ti-

remos m + n restrições, não se pode garantir a existência de solu 

ção, já que tais condições s~o de desigualdade. 

C - SOLUÇÃO 

Na busca da solução do problema, devem ser descartadas, ini-

cialmente, as soluções triviais com vários P. idênticos ou se com 
l 

binando linearmente para formar outros processos. Outru. possibil.!_ 

dade desconsiderada e a. de alguns bens entrarem em cada processo 

pi na mesma proporçao fixa. Devemos partir, pois, para a prova da 

existência de, pelo menos uma solução x1 :x
2

: ... :xm' y 1 :y2
: ... :yn 

e gue, se houver mais de uma solução, n e 13 devem ter o mesmo va-

lor para todas elas (por solução, entende-se urna m-upla xi (:i.:::: 1, 

,2, ... ,m) e uma n-upla yj (j=l,2, ... ,n) gue satisfaçam, simulta­

neamente, às condições de (3) a (8'). 

Conu1dpremon um<1 !;oluç,\o hipot.(:tica x
1
,1t, yj 1 ~l tk· (3}-(8'). 

Pela condição (6), sabemos que existe pelo menos uma j_gualdade em 

(7). Equivalentemente, pela condição (5), existe pelo menos wtta 

igualdade em (8}. Por isso: 
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m 
r b . . X. 

i=l l] l 

a = min (lO) 
j :=:1, 2 J 

m 
.•. , n 

~ a. .x. 
i=l l] l 

n 
J: bijyj 

i=l 
B -· max I ll I 

i""l,2, ... ,m n 

' a .. y. 
j=l "]] 

Concluimos, então, que ~ e 8 sao determinadas univocamente, dados 

os c yj. As condições (7), (7 1
) e (8), (8 1

) podem, 

ser reescritas como: 

yj ~O puro todo j=l,2, ... ,n pura o qual 

m 
I bi .X. 

i=l J l 

m 
I a 1 jxi 

i=l 

= o 

n 
[ b. ·Y. 

l] J 

nao assume seu valor minimo 

para todo i=l,2, ... ,m para o qual 

agora, 

17* I 

i=l 
n 

nao assume seu valor máximo (8*) 

J: aijyj 
i=l 

Considerando x
1

,x
2

, ... ,xm em (7*) e y
1

,y2 , ... ,yn em (8*) como da­

dos, passamos a verificar em que situação preencherj.am, também, 

as condições (3)-(6), (7) {_,. (8). 
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,C",~·j··\1 1 X' um con]'unto ele vuriávcis I'<' ' 'I ti f d - - 1 ,x2 , ... ,xm su ::>uzcno 

condições anãlogas a (3), (5): 

I 5' I 

e Y' um conjunto de variáveis (yi,y2, ... ,y~), as análogas a (4), 

( 6 I : 

y'. > o 
J 

(j=l,2, ... ,n) 

Seja, 

y ~ > o 
J 

ainda, a função 

m n 
1: ).: b, .x~y'. 

i=l . =1 1 J 1 J = ____ 0 ___ ----
n 

" j=l 
' ' a .. xly. 

J J - J 

( 4 ' I 

( 6 ' I 

I 12 I 

Chamemos X= (x
1
,x

2
, ... ,xm), Y = {y

1
,y

2
, ..• ,y

0
) a solução 

hipotêtica dada. Fazendo X,Y e X' ,Y' livremente vari5vcis, mas de 

maneira a sempre satisfazer (3)-(6) e (3')-(6'), respectivamente, 

podemos reescreifer (7*) e (8*) da maneira que se segue: 
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rjl(X,Y') assume seu valor minimo para Y' se Y' :o:::y 17 **) 

!jJ (X', Y) assume seu vttlor máximo para X' se X' ""X (8**) 

O nosso problema, que era achar uma solução que satisfizesse 

( 3)- ( 8'), se transforma em achar wna solução de (7**), (8**) c pode 

ser formulado da maneira que se segue: 

"Considerando (X' ,Y') no dominio definido por (3' )-(6'), de.!?_ 

cubra um ponto de sela X'= X, Y' = Y, i.é., onde 4> (X, y•) assume 

seu valor rnlnimo para Y' = Y e cp (X', Y) seu valor má:x.irro p:rra X' = X11
• 

Uma consequência das condições (7), (7*), (lO) e (8), (8*} 

(11) é que, respectivamente, 

a = 

e 

B = 

n 

" =l 
n 
l: 

j=l 

rn 
l: 

i=l 

I 
m 
L 

i=l 
m 
L 

i=l 

n 
l: 

j=l 
n 
l: 

j=l 

b. x.] y. 
l] l J 

aijxi]yj 

b .. y .] X, 
l] J l 

-- <f(X,Y) 

= <f(X,Y) 

ou seja, se iJi(X',Y'l tem um pont.o de sela para X' ==-X e Y' =Y 

então, 

a = 13 -- <}l{X,Y) =valor da função no ponto de sela (13) 
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Com isso, o objetivo, agora, se resume a provar que a função 

tem, pelo menos, um ponto de sela. 

Por causa da homo9encidade da função i:fl{X',Y'), pode ser fei-

ta uma normalização de variáveis, substitutivamente as condiçÕes 

(5') e (6'). Definamos, então, o conjuntoS por 

x' 
i 

m 
L 

i=l 

> o 

e o conjunto T por 

y'. 
J 

n 
L 

j=l 

o 

y '. o= l 
J 

I 3' I 

(5*1 

I 4' I 

I 6 *I 

(S,T sao simplex(*) de, respectivamente, m-1 e n-1 dimensões) 

("") SIMPLEX: Chamamos de sirnplex de k dimensões ao conjunto de 

todos os pontos que podem ser expressos n~ forma 

k 
J: 

i=O 

onde 

k 
J: À. = l 

i=O 
l 

o (i=l,2, •.• ,k) 

i x (i=O,l, ... ,k) sao pontos tais que seus vetores correspon 

dentes são linearmente independentes. 



Alternativamente à formulação anterior (ponto de sela), pod~ 

mos encarar o problema como a procura de uma solução X~ (x
1

, x
2

, 

, •.. ,xm) em Se Y= (y
1

,y
2

, ... ,yn) emT satisfazendo (7*) e (8*). 

Para garantir existência de uma solução para o problema, nes 

tu. formulação, von Neumann prova o lema enunciado abaixo e cuja 

demonstração está no Apêndice I. 

LEMA: Seja Rm o espaço m-dimensional de todos os pontos X= (x
1

, x
2

, 

, ••• , xrn) , R0 o espaço o-dimensional de todos os pontos Y = ( y 
1

, y 
2

, 

) Rrn+n 
, ... ,yn' o espaço m+n dimension~l de todos os pontos (X,Y)= 

m n m+n = (x
1

,x
2

, ... ,xm i y
1

,y
2

, ... ,y
0

). Um conjunto, no R, R ou R , 

que seja não vazio, convexo, limitado e fechado,chamaremos um can-

o 0 · C Rrn e Rn, t" t junto c. Sejam S , 'l' conJuntos no respec lvamen e, e 

seja s0 x T 0 o conjunto de todos {X,Y) no Rm+n onde o dom1nio de 

X é s0 e o de Y, T0 . Sejam V, W dois subconjuntos fechados de S
0

x 

x •r0
• Para cada X em s 0 , seja o conjunto Q(X) de todos Y com (X,Y) 

em V um conjunto C i para cada Y em •r0
, seja o conjunto P (Y) de to 

dos X com {X,Y) em W um conjunto C. Então V e W têm, pelo menos , 

um ponto em comum. 

A solução decorre, quando fazemos S0 
= ,s, T0 

= T, V = conju.!:!_ 

to de todos (X,Y 1 )satisfazendo (7*) e W =conjunto de todos (X', 

,Y) satisfazendo (8*) • ll visivel que v,w sao fechados e que os 

conjuntos 50 = s, To = T, Q(X)' P(Y) -
S.:!O todos 

juntos c. Os pontos comuns destes v,w sao nossa 

= (x1 ,x
2

, ... ,xm, y1 ,y 2 , ... ,yn), que satisfazem, 

nos dois enunciados ar1rosentndos. 

simplex, i. é.' con 

solução (X, Y) = 

evidentemente 
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Muito embora possam existir vários (X,Y) como solução, pro­

varemos que todos eles devem implicar em a e S idênticos. Tomemos 

x 1 ,Y1 ,a 1 ,s 1 e x 2 ,Y 2 ,CI!
2

,r3
2 

como duas soluções. De (7**),(8**) e 

(13) segue-se que 

e 

portanto, 

Por simetr i_n, 

por isso, c.q.d. 

t; de se rcsGaltar qtJe a ::: B > O , podendo ser maior, menor ou 

igual a 1, o que implicaria em expansao, retraç~o ou estabiliza­

çao da economia, respectivamente. 

Então, até agora mostramos que: 

-Pelo menos uma soluç~o X,Y,a,B existe. Para todas as soluç6es: 

'i' (X, Y) I lJI 

Em outras palavras, o fator de rendimento e o coeficiente de ex­

pansão da economia sao iguais e determinados univocillnente pelos 

processos tecnicamente posslveis P 1 , ... , Pm 

As duas formulaçôes abaixo servirdo apenas para melhor carac 

terizar a e B . 
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Primeiramente, un;--1 !_j :;crnos um posslvel estado da c:conomia 

com considerações puramente técnicas, tendo um fator de expansao 

tx' por unidade de tempo. Isto é, para as intensidades x
1
,x

2
, ... , \n 

se aplica: 

> o I 3' l 

m 
~ x: > o I s' I 

i=l 
, 

e 

m m 
a' " a .. x ~ < " b .. x: I 7" I 

i~l 
>] 1 

i""l 
1] 1 

Note-se que preços nao sao levados em consideração. 

yj 1 a,S uma solução do nosso problema original (3)-(8'). 

n 
plicando 17"1 por y. e fazendo t 

J i=l 
temos: 

a' 
m 
l: 

i=l 

e portanto, 

n 

" j~l 

,, 

a .. x~y. < 
1 J l J 

m 

" i=l 
b .. X~ y. 

lJ l J 

~(X,Y). Por causa de !8**) e (13), temos 

Seja x., 
1 

Hulti-

ex'< Ql(X',Y) < qJ(X,Y) I 151 

Em seguida, consideremos um sistema de preços onde o fator 

de rendimento B' se aplica, sem.outro tipo de lucro. Isto é, para 



os preços yi, ... ,y; se aplica 

e 

B' 
n 
l: 

j=l 

y. > o 
J 

y'. > o 
J 

n 
l: 

j=l 
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( 4 ' I 

( 6' I 

( 8" I 

Semelhantemente, não estamos levando em consideração as in-

tensidades de produção. Seja 

cando (8") por x
1 

e fazendo 

rn 
8' 

x1 , yj, a, 8 como acima. Multipli­

n 
!. temos: 

i=l 

a 1 jxiyJ~ < L 
i=l 

n 
L 

j=l 

e portanto, 6' > !tJ{X,Y'). Por causa de {7**) e (13), ternos: 

8' > ~(X,Y') I 16 I 

Formalizando estes dois resultados: 

i) O maior (tecnicarnent.e falando) fator de espansao Lt' da econo-

mia como um torlo é o:.' = o. = B, independentemente dos preços. 



49 

ii) o menor fator de no!ndimento rt' no qual é possível um sistema 

de preços sem lucro ê ,~· ; u = S, independentemente da• · t 11s'da - ~ 1n e 1 

dcs de produção. 

D - UM DISPOSITIVO DIDf,TICO ( *) 

Esta secçao apresenta, em forma didática, uma economia de 

dois setores, explicitando as conjeturas de von Neumann sobre cres 

cimento balanceado ótimo. 

Uma atividade é definida como o processo pelo qual um par 

x = (x 1 ,x 2) de insumos,. disponível no inicio do período, e conver 

tido no par y = (y
1

,y
2

) de produtos, disponível ao final do pe­

ríodo. Chamamos de teenoto9)_a_ a um conjunto de atividades dispon.~ 

veis (permanece constante para todos os períodos futuros). As 

quantidades de insumo ou produto da atividdde (x, y) sao nao-nega-

tivas. As hipóteses sol1re a tecnologia são: 

. ) >. Phopo~eionalidade (Retorno Constante de Escala) . 

Se uma atividade (x,y) "" { Cx
1

,x
2
l, (y

1
,y

2
l} é factível (no 

sentido técnico) então todas as atividades ,\(x,y) = (,\x,,\y) 

::::: { (.Xx
1

,,\x
2
), (,\y

1
dy

2
)}, obtidas pE;la.multiplicação por um escu­

lllr n;o-n~gativo são factlv~is. O conjunto de todas as atividades 

proporcionais a alguma atividade não-nula determinada será chama­

do de p!r.oce-6<'>0. Uma atividade não-nula usada para especificar um 

processo será chamada "atividade definidora". 

( *) Apresentado em Koopmans ll] 
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ii) Aditividade (Ausªncia de (Des)Economias Externas) 

Se duas atividades (x, y) e {x', y') -
sao ambas factiveis, en-

tão, sua soma (x+x') ""{(x
1
+xi,x

2
+x_2), (y

1
+yi,y

2
+y2l} também e 

factivel. 

iii) Rcalümo 

Para um par de limitantes positivos ~ 1 ,~ 2 dos insumos sem­

pre corresponde um par de limitantes positivos n 1 ,n
2 

dos pro-

dutos, tal que para todas as atividades factiveis nas quais X < 
l -

~ s
1

, x 2 ~ ~ 2 • deve-se ter y1 2 n1 , y2 ~ n
2

. Em outras palavras, 

nao se pode obter uma quantidade ilimitada de produtos a partir 

de uma quantidade limitada de insumos(*) 

iv) Fec.hame.nto 

Por conveniência matemática é assumido que o conjunto de at~ 

v.tdndoo fact!vnin (x,y) no Cflp<tç:o de qll>ttr.o coordenadas x 1 ,xi,y 1 , 

y
2 

é fechado, i. é., cont8m todos os pontos de sua fronteira. 

v) liune Vióponib~lidade 

Se uma at vidadc (x,yJ é factlvcl e se (x',y') e uma utivida 

de com quantidades não-menores de ins~os (x' > x• ex' > x
2

) 
l - l 2 - e 

não-maiores quantidades de produtos (0 < y' ' y e O < y' ' y ) -l-1 -2-2 

(*) Isto é uma hipÓtese corrcspodente a de Gale [lI de que nao se 

pode produzir algo a partir do nada, i.§., se (x,y) ~ factlvel e 

poder-se-ia esco 

lher um À tal que ÀX = 
1 
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então (x',y') e tamb&m factivel. Isto e, se num periodo em que a 

atividade (x,y) acontece, sendo que (x',y') é a desejada, 0 exces 

so de insumos {xi-x
1

, x2-x 2 J ou o excesso de produto (y
1
-yÍ, y

2
-

- Y2l é disponivel ~em qualquer custo. 

vi) PJtocluç_ão Po-6.<"-t-Zva 

Como o produto ao final de um periodo é o insumo do perlodo 

seguinte, e estamos tratando de um modelo sPm trocas com o exte-

rior, é necessário que o e Yz > O; caso contrário, uma 

mercadoria inicialmente presente desapareceria do sistema após um 

período de produção. 

Qualquer sequência de atividades factiveis t t 
(x , y ) 

(t=1,2, ... ,T) ser~ chamada de tJtajet5hia de CJt~óci-

menta se o par de produtos das atividades de cada periodo é igual 

ao par de insumos para aquelas do periodo seguinte, 

t+l 
X 

No sistema de eixos (x
1

,x
2
), também chamado de espaço-merca­

doria, uma trajetória pode ser repres~ntada, como na Figura l 

( pag .5?-J pela sequência dE: pontos ou "estados" x 1 ,y 1 = x 2 ,y 2 3 
o X 

T-l T T . -, ... ,y = x ,y. ~ conhec1da_ como trajetoria embora, na verda-

de seja uma sE:quência discreta (não-continua) de "estados". Cada 

dois estados sncessivos contituem uma "etapa" desta trajetória. 
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Figura 1 - Uma Trajet5ria de Crescimento 

A discussão de von Neumann limitou-se às "trajetórias de cres 

cimento proporcior;al", onde cada etapa é uma "atividade de cresci-

menta proporcional". Esta pode ser definida como a atividade não-

plos cantantes dos insumos 

w > o 

onde o fator positivo constante (LJl e chamado de 6atoJt de. c:te-.lc-Z-

me.n-to, o termo (fi-l) sera chamado de .taxa de_ C.Jte-Oc.imento. o 
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mesmo fator p se aplica a todas as "etapas". Há crescimento real 

se u > l, estacionariedade se ~~ ~ 1 e contração se 11 < l Os 

produtos ao término do tempo dado (T), ntllTla "trajetória de cresc~ 

menta proporcional", com insumos iniciais 

-
crescimento \.J , sao 

( )
T+l l 

= ~ xl ( ) T+ l l 
" x2 

Nil figura 2, temos tal tipo de trajetória. 

l 
X 

e um fator 

F~gura 2 -Uma Trajetória de Crescimento Proporcional. 

de 

t: necessário, aqora, desenvolver um diãgrama que consiga re-

presentar as restrições de factibilidade, que nao podem ser 
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divisadas nas figuras anteriores. Para tal, dever-se-ia trabalhar 

num espaço quadri-dimensional das variáveis x
1

,x
2 

; y
1

,y
2

. Entr~ 

tanto, a hipÓtese i), d,;t proporcionalidade, através de um artifi~· 

cJo de "normalização" dos insumos, permite que se realize o traba 

lho no espaço tri-dimensional. E: o que se segue. 

Se (x' ,y') é uma atividade não-nula, pelo menos um dos seus 

insumos xi, x; deve ser positivo (ver nota sobre hipótese iiil). 

Portanto, sua soma x'+x' é positiva. Aplicando-se um l 2 fator de 

normalização À = 1/x' + x' à atividade dada (x' ,y') 1 obtemos uma 
l 2 

nova atividade 

(x,y) = ('Ax', 'Ay') 
x' 

l 
= { (x 1 +x 1 

l 2 

x' 
2 

xi+xl) 
l 2 

y' 
2 

X'+X'l}, 
l 2 

com a propriedade de que a soma de seus insumos e igual a unidade. 

x' 
l + X I +X' 

l 2 

x' 
2 

= l x + x' 
l 2 

Como este artiflcio é arbitrário e tem um objetivo de reduzir uma 

dimensão do "espaço-merradoria", 
-ndo se deve especular sobre a 

heterogeneidade das quantidades somadas para se efetua.-r a normali 

-zaçao. 

Cada processo não-nulo é, agora, representado por apenas uma 

atividade normalizada. ·eortanto, uma tecnologia pode ser repn~se~ 

tada por um conjunto de atividades normalizadas. Corresponde a c~ 

da par de insumos um ponto no segmento de reta de comprimento 



ss 

unitário, conforme dcmonst' a a Figura 3. 

''1 + "- _J __ ::_ ___ "I 

X 

Figura 3 - Representação dos Insumos Normalizados 

Esse segmento é chamado de segmento- x. A reta que o contém 

serve, simultaneamente como eixo- x
1 

(de origem o
1

, para a direi-

ta) e eixo o
2 

(de origem o
2

, para a esquerda). Adictonando, pe~ 

pendicularmente ac seqmento, os eixos e Y
2 

(perpendiculares 

entre ai) constru1mos o espaço-mercadoria normalizado . l\ tecnolo 

gL-.1 é, agora, representada por um conjunto Z de pontos {x 1 ,y
1

y
2

J, 

onde cada ponto z n"presenta uma atividade factivel normalizada 

( (x
1

, l-x
1

), (y
1

,y
7
l}. Pode-se, portanto, usar a expressão ativi­

dude z embora cadn püll to z tenha apenas três coordenadas. Os pon-

tos de Z estão acima uu no plano (horizontal) x
1

- y
1 

; em frente 

ou no plano (vertical) x
1

- y
2

, entre ou em um dos planos 

cais) y
1

- y
2 

que contêm a origem O~ :o: (O, O, O) 

o
2 

= (1,0,0), conforme a Figura 4. 

ou a 

(verti-

origem 
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X 
1 -

~igura 4 - Um Conjunto Factivel no Espaço-Mercadoria Normalizado 

Um ponto z:::: (x
1

,y
1

,y
2

J, pertencente a Z, com a p:copricdade 

de que Z não contenha pontos d<J. forma z'=(x
1
,\y

1
,\y

2
) com \ > 1 

será chamaria de max..tn-1at. Ele representa urna atividade que nao com 

porta um aumento proporcion«l dos produtos a partir da mesma qua_12 

tidade de insumos. Evidentemente, eles só podem ser encontrados 

na fronteira deZ (que e fechado- ver hipótese iv)). 

A Figura 4 mostra um posslvel formato de z, onde para cada 

valor particular de insumo normalizado, o conjunto de produ tos 

fact1vei s é dado pela intersecção de Z com plano vertical paralelo 
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Dada a tecnologia, a maior taxa de crescimento proporc1onal 

que pode ser obtido de jnsumos dados dependerá da proporç~o entre 

esses insumos. O problema de von Neumann passa a ser procurar pe­

la maior taxa obtenivel a partir de qualquer proporção de insumos, 

e qual é essa proporçao que leva à taxa máxima. 

Para facilitar a busca, vamos considerar, no diagrama, a re-

presentação do crescimento proporcional. o par de i1'1.sumos X ( 1_) = 

z I l) = = (0,1), que corresponde ao ponto 0 1 , origina a atividade 

= (O, O,lJ), no eixo y
2

, a distância JJ Similarmente, x{Z) = 

= (1,0), representado por o 2 , origina =(1,\-l,O),no eixo 

y
1

, à distância l-! de 0 2 . Todos os outros pontos serão represent~ 

dos no segmento ;,-rrr;,nr , com suas respectivas coordenadas em 

e o z ( 2 ) 
l 

Um fator de crescimento maior 11' originaria um segmento sem~ 

lhan te, apenas aumentandO a distância entre 

Indicaremos, pois, o segmento z(l)z (2.) por 

5, na página seguinte. 

Z (l) e O 
2 

GZ( 2 ). 

S{v), visto na F'igura 
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Figura 5 - Representação do Crescimento Proporcional 

/ 
' / 

Colocando num mesmo diagrama as Figuras 4 e 5, conseguirros vi 

sualizar a solução gráfica do modelo de von Neumann. Algebrica-

mente, o crescimento proporcional factível, para um determinado fa 

tor w, e representado por um ponto de Z que também pertença a 

S(J-1). Procura-se, pois, o maior valor (~1*) de \.1 para o qual Z e 

S(\-.1) tenham pelo menos, um ponto em comum. 

Como se vê na Figura 6, há um único maior valor tJ * para o 

qual z e S (J._ll têm urr, ponto em comum. Qualquer valor acima desse 

lJ* implica na não-existência de ponto em comum e qualquer valor 

abaixo dtz que sempre e posslvel encontrar um maior. Qualquer 
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ponto Z*, comum entre z e S(u*) sera chamado de "atividade de von 

Neumann" e esta conduz ao crescimento proporcional máximo, a taxa 

~*. O conjunto de todas as atividades proporcionais a esta sera 

cham~do de "processo de von Neumann". 

z 

Figura 6 - Construção de uma Atividade de Crescimento 

nal Máximo {de von Newnann) . 

{ 2) * z 

Proporei o-

O formato arredondado da fronte_irà de Z garante que apenas 

uma atividade normalizada será a de von Neumann. Em termos matemã 

ticos, a convexidade estrita da tecnologia garante a unicidade do 

processo de von Neumann. Além disso, o exemplo apresenta insumos 

e produtos positivos porque z* não é nenhum dos pontos extremos 

z(l)* ou z( 2 )* de S(~*}. Exemplo$ mais completos sao dados nas 



60 

Figuras 8, 9 e 10. 

Se tivéssemos imposto a hipótese v) (Livre Disponibilidade) 

ao conjunto Z, o seu formato (supondo apenas uma te,cnologia disp~ 

n1vel) seria o mostrado na Figura 7. 

/, y 
1 z' 

z" 

Figura 7 - Implicações da Livre Disponibilidade 

--1>-

Se o ponto z "' (x
1
,y

1
,y

2
l pertence a Z, pela disponibiU.dade 

de parte ou tudo de um ou ambos produtOs, os pontos do retângulo 

xz'zz" também pertencem a Z. Como as origens o 1 e 0 2 pertencem a 

qualquer conjunto de pr·oclução normalizado, pertencem, portanto, a 

Z. Como este é convexo, o poliedro o 1 z 1 zz 11 0 2 deve estar inteira 

mente contido em Z. Isto implic<t que, Z sempre é tri-dimensional, 

não podendo ser reduzido a um plano ou uma linha. 
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Uma trajetória de crescimento proporcional que consista de 

atividades concr -~nentes ao L1esmo processo de von Neumann será cha 

mada de "trajetória de von Neumann". Não há nenhuma outra trajeté, 

ria de crescimento proporcional alternativa, qualquer que seja o 

insumo inicial x 1 dessa altern~tiva. 

A seguir, sera estabelecida a relação entre uma "trajetória 

de von Neumann" e o sistema de preços que a sustenta. Ela se dá 

através do "'l'eorema du Separação para Conjuntos Convexos", abaixo 

enunciado: ( *) 

TEOREMA. Se. A e. B Jao con.ju..nto-6 conue.xo.t. no e.bpaç.o tJti-dime.n.bionat 

que nao t~m ponto~ em comum, ent~o e.xióte. um plano P que óepa4a A 

e B, no Je.rd..ido de que cada ponto de A e.6tâ. em P ou em 11111 ~('mL-pl.'.ano 

dete~m.inado po~ P, enquan~o que cada pon~o de B e6~~ en1 P ou 110 

outho ~emi-pla~o dete~minado po~ P. 

Este teorema pode ser aplicado aos conjuntos S(JJ*) que re-

o 
presenta a reta que contém S(l-1*), e Z, que representa o conjunto 

de pontos interiores de Z. Mostra-se que as coordenadas do plano 

P que separa ~(u*) 
o 

e Z nos dâo o sistema de preços procurados; se 

não, vejamos (consultar Figura 6): 

(*) Uma demonstração desse teorema, para n dimensões, existe em 

DEBREU, G.- "Separation Theorem for Convex Sets", in KOOPMANS, T. 

C. & BAUSCH, A. F. - "Se lected Topics in Economics Invol v j_ng Ma the 

matical Reasoning", SIAM Rev., Vol. 1, pp. 79-148. 



62 

A equaçao geral de P sera do tipo 

Como Z(l)* = (0,0,~*) e z( 2 )* = (1,~*,0) estão em P, obtemos 

pela substituição dessas coordenadas na equação geral 

v*P 2 

Reintroduzindo x
2 

= 1 - x
1

, a equaçao do plano se torna 

A função n{x,y) é positiva em um lado de P e negativa em ou­

tro. Tomando a inequação 

esta inclui todos os pontos de Z. O sinal < se aplica a todos os 

pontos de Z que nao z*, já que este é o único em comum entre Z e 

P. Como Z contém as duas orjgens (O,O,Ó) e (1,0,0), vemos, subs-

tituindo na inequação, que p
1 

;:_ O, p
2 

> O mas nunca p
1 

= p 2 =O . 

Como as origens não pertencem a P, não se aplica a igualdade e, 

portanto, p
1 

> O e p 2 > O. 

Podemos, agora, interpretar p
1 

e p
2 

como os 11 preços" das mer 

cadorias "1 11 e "2 11
, respectivame'nte, devendo ser ressaltada sua 
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constância no tempo. Do mesmo modo, )J* -1 ==r pode ser interpret~ 

elo corno "taxa {l' rendiml~nto'' püra o pcrlodo o JJ* = 1 +r como o "fu. 

tor de rendimento". O termo à esquerda representa o valor dos pr.Q. 

dutos y 1 , y 2 , ao final do per1odo, menos o valor doG insumos x
1

, 

x
2

, no inicio, multiplicado por um fator de rendimento. Isto é, o 

"lucro" em usar a utivitlude (x,y) ducüntc um pcrlodo, com u sist.§:_ 

ma de preços p
1

, p
2

, r. Como z* está em P, o lucro rr(x*,y*) da 

atividade de crescimento proporcional máximo é exatamente zero. 

Além disso, o lucro rr(x,y) de qualquer atiVidade factlvel 

(x,.y) é não positivo. Com esse sentido, pode-se dizer que o siste 

ma de preços p
1

,p
2
,r, se permanecer constante através do tempo 

"sustenta" a (s) trajetória (s) de crescimento de von Neumann. O 

conceito de preço aqui usado se aplica indiferentemente à situa-

ção de mercados competi ti vos ou à de uma economia com planejamen-

to centralizado, sendo, na verdade, um indicador de eficiência na 

alocação de recursos. 

O preço relativo das mcrcadorins p1/p 2 pode ser deduzido co 

mo se segue (acompanhar na Figuru 6): A intersecção 

n(x*,y) com o plano perpendicular ao eixo x
1

, no ponto 

dá a reta 
:-mz 1 -·z (2) e sua equaçao será· 

ou 

P Y + p y o IJ:>.- (p X* + p x*) = C* 
1 1 2 2 1 1 z 2 

do 

"' •'-1' 

plano 

nos 
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Seus interceptas nos planos e x
1

- y
1

, serao respe.s:_ 

tivamente, 

C* 
yl - e 

pl 

Portanto, 
pl Yz 

Em outras palavras, o Ilreço relativo 
Pz Y1 

das mercadorias é a inclinação da reta paralela ao plano y
1

- y 2 e 

tangente ao conjunto Z, podendo ser lida diretamente no gráfico 

através dos interceptas com os planos x1 - y 2 e x
1

- y
1

. 

No caso apresentado, a solução é unica devido à hipótese de 

convexidade estrita. Se não for assumida tal hipótese (ou seja, o 

conjunto z pode ser apenas convexo) , é possível que haja mais de 

uma atividade básica que tenha 11 (x,y) = O. Neste caso, a a ti vida-

de de crescimento máximo será uma média ponderc.da dessas ativ.ida-

des, com pesos positivos perfeitamente determináveis, ou seja, 

(x*,y*) , I 2 2 I 
/1.2 X I y + ... + 

Ih 1, 2, ... , k I 

No exemplo que segue, representado na Figura 8, esse caso é co-

locado. A tabela representa atividades disponlveis para produção 

de alimentos e ferramentas, a partir de alimentos e ferramentas 

Determinaremos algébrica e graficamente a atividade (ou combina 

ção de atividades) que possibilita um crescimento balanceado 
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máximo (as quantidades já estão normalizado.s) . 

PnJduz Alimentos Produz Ferramentas 

11 I I 2 I I 3 I I 4 I I 5 I I 6 I 

Insumos 

1 - Ferramentas 0,2 0,5 0,8 o' l 

2 - Alimentos 1 0,8 o' 5 o' 2 1 o' 9 

Produtos 

1 - Ferramentas 0,1 o' 3 o' 5 0,5 0,6 

2 - Alimentos 1 1' 3 l' 5 1,55 

Tabela 1 - Um Exemplo Numérico 

Evidentemente, o conjunto Z (tecnologia) normalizado c um 

poliedro, como se vê na Figura 8, configurando um caso de convexi 

dade não-estrita. 
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Figura 8 - Atividade de von Neumann e Plano Separador 

para a Tecnologia da Tabela 1. 

Examinando o poliedro, percebemos que a linha de crescimento 

proporcional S{~"') cortará uma (ou talvez duas) das linhas que 

d 
(6) - . . (2) (3) (4) 

unem a ativi ade Z as atlV1dades Z , Z ou Z . Sem aten 

tarmos para um método sistemático para determinação de S (p*) e 

sua intersecçao com o poliedro Z, façamos a hipótese de que S(p*) 

intercepta apenas a aresta ~)z( 6 ). Então, determinamos p* a pa~ 

tir da condição de que tem 

p..t:odutos proporcionais aos insumos, com fator ].1* de proporcionali_ 

dade. 
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I 3 I I 6 I Usando as coordenadas de Z e Z , da Tabela 1, obtemos 

0,3\ + 0,611- \) ="*{0,5\ + O,lll- \)} 

que nos leva a 

\ = 

= "*(0,5\ + 0,911- \)} 

9 - 1-l * 
41-l* + 15 

6 - \.1 * 

4J,J * + 3 

(ferramentas) 

(alimentos) 

Resolvendo a equaçao do 29 grau resultante, obtemos ~1* =1,292 

como a única raíz positiva. O valor correspondente de À é 0,576 . 

A atividade de von Neumann será 

(x*,y*) = 0,576{ (0,5;0,5) I (0,3;1,5)} + 0,424 {(0,1;0,9) I (0,6;0)} 

lx*,y*l = {10,331;0,669), 10,427;0,865)) 

Sub~;tituindo as coordenadas de Z (6 ) e Z (J) na equação n(x,y) = 

p1 
= O, obtemos = 2,48. Tomando alimentos como numerário, obtemos 

p2 

p
1 

= 2,48 e p
2 

= 1. O semi-plano correspondente terá a condição 

onde a desigualdade estrita se aplica a todas as atividades que 

não Z(]) ou z( 6 ) ou combinação'convexa das mesmas. Confirma-se, 
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então, que z* é a Única atividade (normalizada) de von Neumann 

com taxa de crescimento máxima de O, 29 2. 

Para completar a secção vamos mostrar que somente uma ativi-

dade de von Neumann leva a um sistema de preços positivos que su.§_ 

tentam o crescimento proporcional. Suponhamos uma atividade pro-

porcional qualquer (x',y') :=:: (x',p'x'), com p' > O e com um 

sistema de preços Pi > O, p I ) o 
2 -

(não sao nulos ao mesmo tem-

po) . Para sustentar o crescimento balanceado, n' (x,y) = p'y + 
l l 

+ P2Yz- ~· (pix1 + pzx
2

) ~O para todas as atividades factlveis. 

A equação para uma atividade de von Neumann (x*,y*) sera 

n' (x*, y*) < o 

Como y* = w*x* , 

P 'y* + p'y*- fJ*(p'x* + p'x*} :=:O l l 2 2 l l 2 2 

Subtraindo e cancelando onde e devido, 

Sabe-se que x* e x * l 2 
·~ 

sao nao negativos (e nao nulos ao mesmo 

tempO) , e Pi e P:2 são positivos por hipÓtese. Portanto, ( 1J * - p' ) ~ 

::_. O; por outro lado, como l-l* é n. máxima taxa de crescimento pro-

porcional, )J* -JJ' > O, o que implica p* = )1
1 e que a atividade 

considerada (x 1 ,y 1
) é de von NeUmann. Portanto, qualquer atividade 
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"sustentada" por um par de preços positivos é uma atividade de 

von Neumann. A Figura 9 apresenta um caso de muitas atividades de 

von Neumann. 

Figura 9 - Caso de várias atividades ele von Neumann. 

A Figura 10 representa wn caso de atividade única de von Neu 



s ( ~ *) 

Figura 10 - Atividade Onica de von Neumann 

numa Tecnologia coro I3use Finita. 
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AP!:NDICE I 

Chamaremos a um conjunto não-vazio, convexo, fechado 0 limi-

tado um conjunto C. 

Sejam S0
, 'r0 conjuntos no Rm e Rn, respectivamente, e s 0 x '1' 0 

o conjunto de todos os pontos (X, Y), no Rm+n, onde o dominio X é 

S0 e o dom!nio de Y é '1'
0 . Sejam V, W doi. s subconjuntos fechados de 

s 0 
x T

0
. Para cada X em s 0

, seja o conjunto Q(X) de todos Y com 

o . 
(X, Y) em V um conjunto C; para cada Y em T , seJa o conjunto P (Y) 

de todos X com {X,Y) em W um conjunto C. Então, V e W têm,pelo me 

nos, um ponto em comum. 

PROVA: 

Primeiramente, consideremos V. Para cada X em 5°, escolhemos 

um ponto y0 (X) de Q(X) (por exemplo o c.g. deste conjunto, em g~ 

ral, não será possível escolher Y0 (X) corno função contínua de X. 

Definimos então, para E > O , 

l 
= Max(O,l -

€ 
distância (X,X')) 

Agora, seja Y (X) o centro de gravidade dos Y0 (X') com fun­

ção densidade (relativa) wr_ (X, X') , onde o dominio de X 1 é S0
• Is-

to é, se 

{y~ (x} r o •• ,y~ (x)), yE (X) = (y~ {x), ••. , y~ (x)) I 
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então 

yjlxl 

Podemos tirar algumas propriedades de YE: (X) (para qualquer E: >O) 

PROVA: 

Y0 (X') está em Q(X'} e, portanto, em T0 . Como YE(X} e o cen­

tro de gravidade dos pontos Y0 (X') e T0 é convexo, Y~(X) também 

- o esta em T . 

ii) YE' (X) é uma função contínua de X (para todo domínio deS0 ) 

PROVA: 

t suficiente provar para 

função continua de X, através 

cada y~(X). 

dos X'~ f 
0 s 

Agora, WE:(X,X'l é uma 

wE(X,X')dX' é sempre p~ 

o - -sitiva e todos os yj (X) sao limitados (sao coordenadas do conjun-

to limitado s 0
). A continuidade dos y: {X) segue, portanto, de sua 

J 

[lr6pria definição. 

111) Para cada 

cia de cada ponto 

6 > O, existe 
(: 

(X,Y 0 (X)) em V 

E = <. (:5) > O tal que a distân­
o 

e mono r que 6. 
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Assuma o contrário. Então deve existir ~ ~ O e uma scqu6n-

cia de L v > O com lim ' . \) = O tal que para cada cxis-
v ·t ''" 

50 
c 

te em XV em para o qual a distância {X\) I y 'JIXvll seria > ó . 
( o ,, 

está distância A fortiori, y , IX I a uma > 
2 

de todo Q (X' I, com v '' 

uma distância (Xv,X') 
o 

< 1 . Todos X\'' v= 1,2, ... , estão em 

têm portanto, um ponto de acumulação X* em S0 ; segue-se que exis-

te uma subsequência de Xv, v~ 1,2, ... , convergindo para X*, para 

cuja distância (X·v,X*) 
ó 

::;,2 sempre é válida. Substituindo esta 

subsequência para os o:\1, X \J' vemos 

que lirn X =X*, distância (X",X*} 

que está justificado assumir 

o 
~~ 2· Logo, podemos usar X'"" X* 

v ' 
para qualquer v= 1,2, ... , e, em consequência, 

yEv(X,) a uma distâncJ.a >~de Q(X*}. 

Sendo Q(X*) convexo, o conjunto de todos os 

distância menor que ~ de Q(X*) também é convexo. 

sempre temos 

pontos com 
f ,, 

Como Y (X) 

uma 

-na o 

pertence a este conjunto e corno e o centro de gravidade dos pon-

tos Y0 (X') com dist~ncia (X X' I 
\/ 

< c (porque para dist5.ncias 
c 

,X') > E , w \1(X ,X 1 ) = O, de acordo com sua definição), nem to-

" " 
dos estes pontos pertencem ao conjunto em discussão. Portanto, e-

xiste um X' = X\J para o qual a distância (Xv,X~ l < t:, e onde a 

distância entre Y 0 (X~) e Q(X*) é > ~ 

Como lim Xv =X* e lim distância {Xv,X~J = O, lim X~ = X*. 

Todos y 0 (X\
1
) pertencem a T0 e têm, portanto, um ponto de acumula­

ção Y*. Em con roequêncl a, ( .\. *, Y*} é um ponto de acumulação dos 

(X\l)' Y0 (X,)) e como todos eles. pertencem a V f (X* f Y*) pertence a 
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V, (X*,Y*) pertence a V, também Y* está, portanto, em Q(X*). Ag~ 

ra, a distância de cada Y0 (X ) é ô - -> 2 . Isto e urna contradiçao e 

a prova está completa. 

As condições {i) - (iii), conjuntamente, asseguram: para ca­

da 8 >O, existe uma aplicação continua Y
6

(x) de s0 num subcon­

junto de T
0 

onde a distância de cada ponto {X,YdX)) em V e menor 

que 6. (~ só por Y
6 

(X) com F~ = E = E ( 6) ) • 
o o 

o o Intercarnbiando S e T , V e W, obtemos agora: para cada 8 >O 

existe uma apl.1.cação continua x
6 

(Y) de '1'
0 num subconjunto de s0 , 

onde a distância de cada ponto {X
6

(Y) ,Y) em W e menor que ó. 

So · de s 0 . Como S0 e- · num subconJunto um conJunto C 1 e, portanto r 

topologicamente um simplcx, podemos usar o Teorema do Ponto Fixo, 

de L.E.J. Brouwer (*)i f
6

{X) tem um ponto fixo. Isto e, existe um 

Xô em So ô f ( ô) para o qual X = ô X 

as distâncias do 

.. ó Y6) R 
l"' , no m+n a V e a W são menores que 6. A distâncj_a de 

ponto 

v a 

W é menor que 26. Como é válido para qualquer 5 > O, a distância 

entre V, W é igual a O. Como V, W são fechados e limita dos, eles 

têm,pelo menos,um ponto em comum, o que prova completando o lema. 

L*) Uma prova do Teon:mél. do Ponto Fixo, de L. E o J o Brouwcr (!909-

-1910) pode ser encontrada no Capitulo I do livro: NIKAIDO, H. 

Convex Structures and Economic Theory, Academic Press, 1968. Uma 

importante extensão desse teorema, desenvolvida por S.Kakutani,em 

1941, também é apresentada neste livro. 
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APE:NDICE II 

Aqui, apresentamos a solução do modelo de Von Neumann {i.é., 

a prova da existência de pelo menos uma solução) sob condições m.::. 

nos restritivas que as originais. Esta solução é devida a Kemeny, 

J.G., Morgenstern, O. e Thompson, G.L., no artigo "A Generaliza-. 

t.ion of the von Neumann Model of an Expanding Economy", Econome-

trica, Vol. 24 (Abril 1956}, pp. 115-135. Ela faz uso do 'l'eorema 

de Tucker (1956), que é apresentado sem a demonstração correspon-

dente, mas acompanhado de três corolários e suas respectivas de-

monstrações. Para a do Teorema de Tucker, pode se recomendar, en-

tre outras, a apresentada em NIKAIDO, H. - "Convex Structures and 

Economic Theory 11
, Academic Press, 1968. 

TEOREMA DE TUCKER (1956}. Se.ja A uma ma-Ut..i.z l!.eat rn x n e_ p E Rm 

x E Rn. En~ão, o l.l..i..6-f~?.ma de dc.6.-i.gu.af'.dade6 L{.ncake..6 A'p > O e o 

vidade x > O, 1empJte t~m um paft de -sotu.ç.Õe,s p ex ta.e. que. A'p+x>O. 

COROLÂRIO 1 (Lema de Farkas-Minkowski). Seja A uma rnatriz real 

b E Rm E Rn E -m x n, , p - , x . · n ta o, uma condição necessária e suficie~ 

te para a equaçao Ax = b tenha uma solução não negativa x > O e 

que p'A > O implique em p'b > O. 

PROVA: (Necessário). Se Ax = b para algum x > O e se p'A > O, 

p'b = p' (Ax) = (p'A)x > O. 
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(Suficiente). Aplicando o teorema de Tucker a matriz (A, -b}, 

rn x (n+l), obtém-se wn par de soluções p E Rm e y E Rn+l de 

I A' 

1-b' 
p > o (A,-b)y ~ O y ' o 

tal que 

A' 
p + y > o 

-b' 

A primeira desigualdade pode ser rearranjada para p'A > O, 

p'b < O. Entretanto, temos p'b ~O por hipótese, pois p'A > O. 

Com isso p'b = O, que combinado com a Última desigualdade leva a 

yn+l > O. As desigualdades remanescentes reduzem-se a Ax = b, x >O 

se dcfinirmofl 

X ~ para j=l,2, ... ,n c.q.d. 

COROLARIO 2 (Tucker, 1956). Seja T uma matriz real anti-simétrica. 

Então o sistema de desigualdades Tw > O, w > O tem solução tal 

que Tw + w > O. 

PROVA: Aplicando o Teorema de Tucker à matriz ('111
, I), onde I é a 

matriz identidade de mesma ordem de T, tem-se a soluçõo p e x de 



T 
p > o (T',I)x --0, x > 0 p +X > 0 

I I 

Seja u = (x1 , ... ,xn)', v= (xn+
1

, ... ,x
2
n}', x = (x

1
, ... ,x

2
n)'. 

As relações acima, se ton1arn 

Tp > o I p > o T'u + v o f u > o, v> o 

Tp + u > O p+v>O, 

77 

Como T é anti-simétrica, T' = -T, e a terceira relação oL-igina Tu= 

= v. Portanto, fazendo w = p + u, Tw = Tp + Tu = Tp + v > O 

Tw + w = (Tp+v) + (p+u) = 

(Tp+ul + (p+v) > O 

c.q. d. 

COROLÂRIO 3 (Tucker, 1956). Seja A uma matriz real m x n. Existem 

soluções p de A 1 p > O, p > O e x de -Ax > O, x > O, tal que 

x + A'p > 0, p-Ax > O. 

PROVA: Aplicamos o Corolário 2 a matriz anti-simétrica 'l', de or-

dem m x n, definida por· 

O A' 
T -

-A O 
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onde o O superior esquerdo é a matriz nula de ordem n e o O infe-

rior direito é a matriz nula de ordem m. 

Existe w satisfazendo 'I'w > O, w > O, Tw + w > O. Se fizermos 

x = {wl' ... ,wn)' ' p = (wn+l' ... ,wm+n)' ' w = (w
1

, ... , w ) ' 
m+n 

as relações acima levam ao resultado desejado. 

'l'EOREMA DE KEMMENY, J.G., MORGENS'rER.N", O. & THOMPSON, G.L. {1956) 

> o ' 

m 
E a1 J. > o 

i=l 

Então 

(i=l, ..• ,m 

(j=l, ... ,n) 

(j=l, ... ,m) 

{i) Há uma solução (p,x,c~,Sl de 

(B- aA}x >O 

p' ( B - 8A) _:: O 

p' (B- aA}x =O 

p'(B-BA)x=O 

j=l, .•. ,n) (1) 

( 2) 

( 3) 

( 4) 

( 5) 

( 6) 

( 7) 
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p > 0, X > Ú ( 8) 

que satisfaz a 

p' Dx > o ( 9) 

n n 
p =o se, e só se, a J: a 1 jxj < J: b. .x' (lO) i 

j=l j=l 1) J 

m n 
x. =o - s ~ E b .. p. se, e so se, aijpi > ( ll) 

J i=l j=l 1] 1 

(ii) a=~ para qualquer (p 1 x,o. 1 13) que satisfaça (6), {7) e {9). 

PROVA: 

(i) Considera-se, primeiramente, o conjunto de números reais 

r= {w/ (B-wA)x >O, para algum x .?:_O}. r I rp já que contêm ao 

menos w =O. Mostra-se,a seguir, que r é limitado superíomente, Pa 

ra isso, seja 

m 
L = min E 

i i=l 
a. lj 

e M = max 
j 

m 

L bij 
i=l 

Então, L > O, pela condição (2) e M/L > w para qualquer w E r 

configurando a limitação superior.Logo, tl = sup w sobre todos w E r 

é finito. Seja {w } urna. sequencia convergindo para 8 em r. Para 
v 

cada w há, por definição um xv > O satisfazendo (8- w A)xv > O , 
v - v 

cuja homogeneidade possibilita-n.os assumir que os componentes de 
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xv somados perfazem a unidade. Podemos, pois, sem perda de gcner~ 

.L idade, assumir que { x \!} também converge para algum x > O. Em 

consequência, temos, no limite, (B- OA)X > O, X> o, implicando 

o E r e e = max w sobre todos w E r. 

Agora, demonstra-se que (3) implica O > O. De fato, BX > o 

para x = (l,l, ••. ,l)' por (3), enquanto que {B-wA)X >O para w 

pequeno e positivo. Logo, r contém números positivos e e deve ser 

positivo. 

Pelo Corolário 3 do Teorema de Tucker, já apresentado, apli-

cando-se à matriz 8A- B, m x n, obtemos um vetor m-dimensional p 

e um n-dimensional x ta.l que 

(GA'- B')p_: O p_: O (12) 

(B- 9A) X > 0 X > 0 ( 13) 

>< -t (0/\ 1 -11 1 )Jl (J I l ~ l 

p + (B-OA}x >O (15) 

Então, (p,x,a,Bl para o:= 0 =O e uma solução desejada, como 

::>c r fi visto ern se9uida. 1J12 fato, como () E J' 1 há, por definlçúo , 

um X > O com {B- OA}X >O. Em vista de (12), este 
A 

X satisfaz 

a .X 1 (8A 1 - B 1 )p = p 1 (OA- B)x = 0 .. Pré-multiplicando (14) por x, se 

gue-se que ~·x > 0 1 o que descarta x O e implica x > O. 

Em seguida, prova-se (9), onde se descarta p O. Para isto, 

suponhnmos que (9) não fosse válido e, logo, p'Bx =O. Seja 

J ~ ( i/pi > O}. Seja também, [AÍ<] 1 , [Bx] . representando os i-ésimos 
l . 
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componentes de Ax e Bx, respectivamente. Então, (15) implica que 

[Bx] i -D[Ax] i > O para i ~ J. Por outro lado, como p _:. O, Bx > 

> O, a hipótese p 1 BX = O implica [nx] i = O para i E J, E:rn vü;ta de 

8 > 0 e (13), implica que [Ax], =O para i E J. Logo, (B-wA)x > 
l 

> O e ainda válido para o mesmo x _:. O, se 8 é trocado por um w 

maior que 8, embora suficientemente próximo. Isto é contraditório 

com a propriedade de 8 ser o máximo em r. Com isso, mostramos que 

p ~O, x -~O e (9). Além do mais, (12) e (13) significam o mesmo 

que (4) e (5) para a = S -- O. Então (6) e (7) " ~ . sao consequenclas 

imediatas de {4) e (5) numa situação em que a = S , Falta, ain-

da, checar (10) e (11). Sua parte ''se'' segue de (4) - {8) enquan-

to que a parte ''s6 se'' é assegurada por (14) e (15). 

{ii) ap 1 Ax = p'Bx = Pp'Ax por (6) e (7). Como p'Bx >O, p'Ax 

não tem determinante nulo, de modo que a = f'; = ~ C.Q. D. 
p' Ax 



CAP1TULO I II 

TEOREHA DE TURNPIKE 

A- VERSÃO MORISIJIMA CASO SEM PHODUÇ!íO CONJUNTA 

O sistema econômico, aqui, é constituldo de n indústrius, c~ 

ela uma dolns produz.tnclo apenas um h0.m, curactcrizêlnclG o cauo sem 

produção conjunta. Cada bem i pode ser confeccionado por m
1 

pro­

cessos (atividades) diferentes, mutuamente excludentes, os quais 

utilizam como insumos os mesmos bens produzidos no sistema. 

A matriz de coeficientes de insumo {matriz de insumo) sera 
n 

não-negativa, de ordem n x m (rn = I m1 ) e representada por A 
i=l 

1 1 
a1 a 

ml l 

2 2 
A = a1 a 

ml l 

n an al 
l ml 
<.--~ 

m1 

n 
m = L m

1 i=l 

1 1 
a1 a 

m2 2 

a2 2 a 
12 m2 

n n 
a 12 . . . am2 , 

'------y---

m2 

O coeficiente de insumo, 

e do "insumo salário". 

1 a1 
al m n n 

2 2 
al a 

m 
n n 

. 
n n J a
1 

a 

~-E--,~--~' 

m 
n 

consiste do insumo tecnológico 



A s 1 -ésima atividade (processo) da indústria i 

por um vetor coluna. n-dimensional, a 
S. 

l 

l 2 
= {a , a , ... 

s. s' 
l l 
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e definida 

que 

representa os insumos dos n bens por unidade do produto i. A ma-

triz A é o conjunto do total de atividades. 

Pela suposição de nenhuma produção conjunta, a matriz de coe 

ficientes de produtos {matriz de produto), representada por D, se 

rã da mesma ordem de A, da forma 

l . . . l o ... o 

o ... o l ... l 

o ... o o o 

o ... o 

o ... o 

m 
n 

l 

Denominando y 
si 

a produção do bem i através da s
1 
-ésima a ti-

vidade da indGstria i, c 

Y = {yl ·Yz '· · · 
l l 

seu prec;o, scju. 

' I y } 
mn 

vetor coluna m-dimcnsional, e P ~~ [ p
1

,o
2

, ... ,p
11
], vetor linha n­

-dimensional. f: assumido que o perlo:::lo de produção de cada produ 

to e a vida de cada insumo é de uma unidade de tempo. Pela nota-

ção dada, o modelo de Von Neumann pode ser formulado através das 

seguintes desiqualdad~s: 
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PB < f PA I li 
"" 

PBY ~ f . PAY I 21 

BY > g AY I 31 

PI3Y ~ g • PAY I 41 

PBY > o I s I I* I 

onde f = (1 +taxa de rendimento) e g = (l + taxa de crescimento) 

(ver Capítulo II). 

Achemos soluções para (1)-(5). Se cada indústria seleciona um 

um Único processo entre aqueles ao seu dispor 1 há m
1 

x m2 x ... x mn 

conjuntos posslveis de processos que podem ser adotados pela eco-

nomia. Eles podem ser arranjados em determinada ordem e represen-

tndos por a.,s, ... ,)J. Seja o o conjunto de processos {s 1 ,s 2 , ... ,s
0
) 

no qual a indústria i seleciona seu s.-ésimo processo (i~l,2, ... , 
L 

,n) e definamos 

(o=a,s, ... ,~) 

Evidentemente, A é uma matriz de ordem n x n. Como ela é não 
" 

-negativa, tem um autovalor h que é 'não-negativo e de valor abso 
c• 

luto não menor que qualquer outro. 

{ *) Embora esta condição nao seja a da formulação originul, sua 

introdução facllitu a resolução sem dcscuracteriznr o problema 

conforme Kemeny, Morgen.stern &' 'I'hompson (Ver Apêndice II). 
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=[a a , ... ,a 
el' e2 en 

Seja A 
E 

um conjunto de processos tal que 

hE~,h 0 {o=a,B, ... ,p) {h e maior dos autovalores de A ) e se-
E E 

jam x e P os autovetores tcoluna e linha, respectivamente) as-

saciados a h , i.~., h X ; A X e h~Pc= P,.A, .. Seja xri o i-
E LC CL L. '-'- L 

-ésimo componente de x e seja Y um vetor coluna 
E E 

m-dimensional 

tal que seu s
1

-ésimo componente é x . , quando 
n 

quando s 1 f; e
1

. t: assumido, também, que : 

HIPÓTESE 1 - A é indecomponivel. c 

s. = e., e 
' ' 

HIPOTESE 2- As e única, i.é., nao existe A
8 

tal que he =h~ 

zero 

Como Rerá mostrado no Lema 1, As é o conjunto de processos 

que corresponde à configuração de Von Neumann e gera o crescimen-

to máximo. A hipótese l - implica que quando a indústria i sele-

ciona seu e. -és imo processo (i= 1, 2, ... , n), o sistema não se par­
' 

te em subsistemas auto-suficientes (onde os bens a eles pertence~ 

tes sao produzidos a partir deles mesmos). Isto significa que uma 

vez que o conjunto de processos E seja adotado, nenhur11 subconjun-

to de indústrias pode crescer, indefinidamente, a uma taxa dife-

rente do resto do sistema econômico. Por outro lado, a hipótese 

2 - significa que só existe um processo em cada indústria que e 

consistente com o crescimento máximo. Apesar de severamente res-

tritivas, elas são introduzidas para garantir a unicidade do raio 

de Von Neumann. 
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LEMA l. Sejam r
1 

e r
2 

dois números positivos. O sistema (l) (5) 

tem soluções tais que Y = r 
1 

· Y E, Po=r ·P e 
2 s 

f ~ g ~ 
-l 

h . Con­
e 

versamente, se Y, P, C g são soluções para (1)- (5), então, 

Y = r
1 

• YE, P :;;; r • p e 
2 f~ 

-l 
g = h 

c em outras palavras, os 

raios de preço e produção, no equilibrio, e as taxas de rcr:dimen-

to e crescimento, no cquilibrio, são univocamente determinadas. 

PROVA. Seja -AF, um conjunto de atividades que nao contém qualquer 

das atividades de A • Mostraremos, primeiro, que 
E 

h P < P A 
E f.: E ~ 

I 6) 

Suponha-se o contrário, ou seja, que alguns componentes, por 

exemplo, os primeiros j componentes de h p 
E E 

sejam maiores ou 

iguais aos seus correspondentes de PEAS. Ao substituir as primei­

ras j colunas de AE por estas de A(, temos AG tal que 

h P > Pc-AO { c '-
I 7 l 

Seja he a maior ralz caracterlstica de Ae e seu auto-

-vetor (coluna) associado com h
8

. C<?rno A
8 

é nao nula e não-nega-

tiva, a hipótese 1 implica que P e estritamente posit.ivo 
E 

Teorema 3, Apêndice de M.orishima [ "1 ] ) . Segue-se, pois, 

h p x > P A
8

x
6

= h
8

P x
8 

> O. Deduz-se que h > h
8

, entrando 
c c 8 - € l c -

{ver 

gue , 

em 

contradição c.om a definição de A e a hipótese 2. 
E 

Portanto , 
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Juntando-se esta .relação com h P ~ P A , temos 
C E: E E 

ir
2

P )B < 
[ -

-1 
< h (r

2
P )A, onde 

C E 
r 2 > O. Além 

-1 
= h A (r 

1 
Y ) 

disso, sabendo-se a definição de 

-1 
e (r 2Pc)B(r 1 Yf)=hE (r

2
Pf}A(r

1
Yf), 

onde r 1 > O. Como 
C E 

r 2 Pc > O e r x > o, 
1 c 

> o. Portanto, Y -= r Y P 
l L' 

r
2

P e 
E 

f = g sao soluções 

(1)-(5). 

Para a demonstração conversa, sejam Y, P, f, g soluções de 

(1)-(5). De (2), (4) e (5) vem que f= g. A partir de (3) 

f-lPEBY > Pf.AY. Como h€PE < PEAE,' temos hEPEB _2 PEA, de maneira 

que h P BY < P AY. Portanto, 
E E E 

-1 
f P BY > P AY > h P BY 

E t: E S 

Como P é positivo e Y 
E 

nao negativo -e nao nulo, P BY 
E 

( 8) 

deve 

ser positivo. Logo, 
-1 

f > h . 
E 

Por outro lado, h BY ~ AY , Como 
E C f_ 

BY > 0, 0 < h PBY = PAY , De 
E 

{1) temos f-
1

PnY < PAY . Portan-
E C E E c: 

to, 

-1 
f PBY < PAY = h PBY 

C c C E 

de onde segue-se que h 
E 

-1 
> f . Por iSso, h 

E 

-1 = f . 

Com esta Última relação, (9) se torna uma igualdade, 

J·untamente com a definição de Y e (1), leva a h P = PA. 
C E E 

( 9) 

que, 

Como 

A é indecomponlvel, P deve ser proporcional a P (P = r P ) . Ana 
f: E 1 i:: 

logamente, (8) torna-se uma igualdade. Com (6), vê-se que o s.­
" 

-és imo componente de Y é zero Dar a todo si 'f e
1

. Seque-se que 
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h X > A X , onde X 
E - t: 

e um vetor n-dimensional tal que seu i-ési 

mo componente é igual ao s.-ésimo corponente de Y. Como 
l 

p ~ > Ü 1 

L 

hEX = AcX; caso contr~rio, haveria contradição com (4}. A indecom 

ponibilidade de A implica que X é proporcional a x 
E <: 

Segue-se 

C.Q.D. 

Por causa deste .Lema 1, é justificável chamar xE e PE de 

configurações, ..~e preço e de produção, de Von Neumann, respectiva-

mente,· h< e chamado de fator de desconto 
-l fator de cresci e h< ' 

menta de Von Neumann. Quando um conjunto de atividades Ao (ao in-

vés de AE) é adotado, o fator de crescimento será 
-l 

h . 
o 

Como 

h < h , temos que o conjunto de atividades de Von Neumann 
€ o 

gera 

crescimento máximo. 

Seja Y(t) um vetor colun~1 m-dimensionul .representando u in-

tensidade de produção e X (O) wn vetor coluno n-dimensiona l repre-

sentando o estoque inicial. Uma sequência {Y(l) , ... ,Y{T)} de veto 

res intensj.d4de 6 chamada 6actluel, dado X(O), se 

Y (tI > o (t=l,2, ... ,T) 

AY(ll , X(OI 

AY(t+ll < BY(tl {t=1,2, ... ,T-l) 

Seja x* uma dada estrutura de estoque {vetor coluna n-dtme~ 

sional, com soma dos componentes igual à unidade), num ponto pres­

x. (TI 
q =min(--~) 

i xi 
de tempo 1'. SE:Jja q um qúmero definido como c rito 
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onde x
1 

('r) é o i-ésimo componente de BY (T) e x_i, o de x*. Como 

x* é não-negativo e não-nulo, q é não negativo; temos, então , 

qx* ~ BY(T). Uma trajetória factível é dita eficiente, se não há 

trajetória factível {Y' (l}, ... ,Y' (T)} tal que q' > q. Portanto, 

uma trajetória eficiente de produção começando de X (O) e chf:gan-

do a x* é encontrada ao se resolver o seguinte problema de pro-

gramação linear (identificado como PL 1): 

AY(l) ' X(O) 

AY(t+l) < BY(t) (t=l, 2, ... ,T-1) 

qx* ::_. BY (t) 

Y(t) > O (t=l,2, .. ,,T) 

q , o 

o problema dual correspondente (identifJ.cado como PL 2), é: 

Min P(O)X{O) s.a. 

P(t)A > P(t+l)B (t-0,1,2, •.. ,T-1) 

P(T)x* 

P(t) >• O (t=O, l, 2, .•. ,T) 

Pelo teox·ema fundamental da dualidade, Min P ( 0) X (O )=Max 

desde que existam. 

T 
h q, 

s 



Para os lemas seguintes, serao Íeitas as hipóteses: 

IIIP6TESE 3 - A 
E 
-e primitiva. 

90 

1-liPOTESE 4 Para cada bem i, há pelo menos uma _indústria j que o 

usa indispensavelmente. 

A matriz {n x n) A é dita primitiva se nao pode ser trans­
E 

formada, por permutações das mesma::> linhas e colunas, na forma 

o o o o 

o o o 

o o o 

o 

com submatrizes quadradas na diagonal principal. Logo, se Ar. fo~ 

se imprimitiva, haveriu permutações simultâneas de linhas e colu-

nas pelas quais poderia ser transformada em 

o 

o 

o o 

Podemos traduzir a HIPÚTESE 3 - da seguinte maneira: Se At: 

for imprimitiva, as mercadorias no sistema poder.iam ser divididas 

em k grupos mutuamente disjunto~, tais que as mercadorias do 
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primeiro grupo somente produziriam as do segundo, as do segundo 1 

somente as do terceiro, até que as do k-ésimo grupo produziriam as 

as do primeiro grupo, de modo que, após k periodos, os inswnos de 

mercador.ias de qualquer grupo seriam convertidos, independenteme!! 

te dos outros grupos, em produtos das mercadorias desse mesmo gr!!_ 

po. De acordo com isto, embora o sistema seja indecomponivel por 

hipótese, poderemos montar uma nova unidade de tempo, igual a k 

perlodos anteriores, olhando apenas para os insumos iniciais e 

produtos finais nesta nova unidade, e tornar o sistema decomponi-

vel. 

Podemos dizer quo a IllPÜTESE 1 descarta n indepandênciu sim­

ples e a HIPC·.'ESE 3, a independência composta. 

Seja (i?{O), P(l), ... ,P(T)) a solução q•.1e minimiza PL 2. Seja 

a. uma atividade d~ indústria é tal que P(t) 
]i 

=min !.P(t) a
1

_ 
~ 

, P!t)a
2 

, ... ,P(t)a ); evidentemente, j. dependedeP(t), denota 
. m. ~ 
l ] 

mos por isso, por At. Temos, então: 

LEMA 2. Sejam o vetor estoque inic.ial X(O) e a confiÇfuração ter-

minal da produção x* ' 
do problema oroginal PL 1, estritamente po-

sitivos. Então 1 a soluçâo P(O), ~(l) ; ... ,P!T}, do dual PL 2, sa-

tisfaz a 

Pltlilltl P I t+ l) (t=O, 1, 2, ... ,T-1) 

PROVA. Primeiramente, prova-se que se não há produção nula de qual-

quer mercadoria, no período final, "não há em qualquer per lodo. 
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Seja ( Y (li , Y ( 21 , ••• , Y l'r I , q I a solução de PL l. Como x I DI > o ' 
q > o. Como x' > o' BY(TI > o' de modo que para cada i ' pelo me-

- estritamente positivo. nos um Ys. e Por outro lado, a HIPM'ESE 4 
l 

implica que para cada i há pelo menos um j tal que ai 
sj 

> o para 

todo S.= l.,2., ... ,n .. Dai, AY(T) >O, o que implica aY(T-1) > Q 
l l l l 

Pelo mesmo argumento, mostra-se que BY{t) > O, para todo t=l, 2, 

I ••• I T. 

Do teorema fundamental da dualidade, resulta preço igual a 

cusco, a menos que a produção correspondente sejq zero. Portanto, 

o fato estabelecido ac:õ.ma implica igualdade de custos e preços, 

onde se aplica. Isto é 1 para cada i (i=l,2, ... ,n) e para cada t 

(t=O,l, 2, ..• ,.,.,-l}, existe 

= pi (t+ll, onde pi (t+ll é 

pelo menos um a. tal que 
li 

P(tla. 
li 

o i-ésimo componente de P(t+l). 

Das restriçÕes de PL 2, temos que ~(t)a > Pi (t+l) 
si 

""1.,2., ... ,m.; 
1 1 1 

1=1,2, ... ,n). Dai, para cada i, aquele 

(s. = 
1 

iguala Pi {t+l) sera o menor entre P(t)al. ,P(t)a
2

. , ... ,P(t.)am. 
1 1 1 

LEMA 3. Seja a
1

. uma atividade da indústria i tal que 
1 

= min1P(t)a
1 

, ... ,P(t)a l 
i mi 

e denotemos [a 1 , a .Q, , ••• , a, l , no tem-
l 2 Kn 

po t, por At. Consideremos a equação dinâmica 

P(t+ll = P(tiAt ' P(tiA
0 

(o= a, ... ,s, ... ,u) (lO) 
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Qualquer trajetória (10) que comece de uma posição nao - negativa 

arbitriria P(O) tO, eventualmente se aproxima do raio de preço 

de Von Neumann, .i. é. , 

=c=cte>O (i=l, ... ,n) llll 

onde P 
1 

I ti e P sao os i-ésirnos componentes de p (t) e p , res 
Ei E 

pectivamente. 

A 

PROVA. Seja P r:: uma matriz ( n x n) diagonal cujos elementos na o-

-nulos sao p I""' rP 
El r.n 

e seja 

- P(t)h-tp-l . Como P(t+l} < P(t)A , de {10), obtemos 
E E E 

z lt+1 I I 12 I 

já que 
-t'-1 h P >O. Por outro lado, voltando a {6), 
E E 

verificamos 

que para L= l 1,1, ... ,ll um vetor linha n-dimensional, 

113 I 

Em seguida, definimos as Juas sequências {c{t)} = {minlz
1
(t), 

, .•• ,zn(t)]} e (C(t)} = {max[z
1

(t), ... ,zn(t)]}. Como 

de I 12 I e 113 I temos, 

zlt+ll Portanto, C(t) > C(t+l). 
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Similarmente , de (10) e (13), c (t)L ~ c(t)L~ A P- 1h- 1 < 
E t E ( 

~{t)P A p-lh-l = Z(t+l), o que implica c(t) < c(t+1). 
C t E E Por·tanto 

C(t) nunca cresce, c (t) nunca decresce e C (t) ~c (t), de modo que 

os dois limites existam: 

lim c (t) - C e 
t+ w 

lim c (t) :::: c . 
t+ ro 

Suponhamos, então que, C > c. Dado qualquer número posi-tivo 

é; consideremos os seguintes n vetores-linha: 

c
1

=[c,C+ó, ... ,C+õ], c
2

=[C+6,c,C+ó, ... ,C+6], ... , 

, c ;:; [C+6, ..• ,C+6,c] 
n 

C\).rronpondentornonto ,1 fi, podomon dc~>cobri.r um t tão qrundc que 

Z (t) ~ c
1 

para pelo menos um i. Logo, de (12) 

Z(t+v) " " l l v 
< z (t)[P A p- h- I < 

L I_ E E 
(14) 

""-1-lv 
E evidente que lP A~ h ] ~ O, J·i que, por ser A inde-

EEE: E t: 

componí vel e primi ti vn, existe urn inteiro positivo v tul que 

A v > O; além disso, P é matriz diagonal com todos os elementos 
c c 

da diagonal positivos c h > o. 
c 

Por causa disso, se ó é tomado muito pequeno, cada componen-

te do lado direito de (14) e menor que C, pois C > c. Então, fi-

nalmente, temos C(t+v) ~ max[z
1

(t+v), ... ,zn{t+v)] <C, o que e 

contraditório Cúll"' o já deraonstrado, que C (t+v) > C. Portanto, 
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Para provar a positividade de c, temos, de (lO), que: 

Z(t+l)P h = Z{t)P A. Por um argumento semelhante ao da prova do 
E: S E t 

lema 1, chegamos a h X 
E E 

Z(t+llP h x = Z{t)PEAtxc > Z(t)P h x. Como P h x > O e 
E E S E E E E C E 

Z(O) >O, Z(t) não pode convergir para zero. Portanto, 

= c > o c.q.d. 

O Lema 3, acima provado, pode ser traduzido como: 

lim z. (t)= 
l t -~ ro 

Seja N 

um dado cone de vizinhança do raio de preço de Von Neumann e se]a 

P(t,P(O)) a trajetória 1 que satisfaz {10) e começa em P(O); para 

P(O) ~O, exiyte wn inteiro fjnito t{P(O}), que depende de N,tal 

que, para todos os inteiros t não menores que t(P(O)}, a trajetó-

ria P(t,P(O}) permanece dentro de N. 

Seja t(P(O)} o menor desses inteiros; ele indica o tempo ne 

cessãrio para P{t,P(O)) entrar em N; quanto menor, maior será a 

velocidade de convergência de P(t,P(O)) para o raio de preço de 

von Neumann. 

O Lema 4, provado em seguida, ~perfeiçoa o Lema 3, estabele-

cendo a un iformida.d(~ de convergência. 

LEMA 4. Para qualquer N especificado e qualquer ponto P* 1 O 

existe uma v-J.zinhança de P* tal que, para todo t não menor que t* 

(inteiro depr~dente de N e P*), a trajetória P(t,P(O)) que começa 
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em qualquer P(O) f o, na vizintH<l1Ç.J. de P*, permanece dent_ro de N; 

isto i, ~(P(O)) < t* para todo P(O) nesta vizinhança de P*. 

PROVA: Seja AÇ um conjunto de atividades que nao contém nenhurn.a 

das atividades de A. Como h P = P A e P,.Ac < P,..A~_(ver (6}) , 
f. f:[ [[ ~'- "-'7 

6 p A 
f. t: 

<. p As-lA para todo s inteiro posi ti_vo; portant_o, 
t f: ~ 

existe um· 

cone de viz1.nhança H do raio de preço de Von Neumann P ta1 que 
E 

p,;tra qualquer ponto P pertencente a H, PA 6 < 
E 

s-1 
PA A_ (S='lr 2 1 •• , ,r), 

E i; 

onde r é um inteiro abaixo definido. Seja P(t,P*) a trajetória 

que satisfaz (lO} e começa em P*. Pelo Lema 3, pode-se determinar 

o menor inteiro t
1 

tal que quando t.,;::, t
1

, P(t.,P*) sempre perten­

ce ao interlor de H. 

Sejam A*,Af, ... ,A~ _1 conjuntos àe atividades escolhidos en-
o - l -

treospossiveis A (o=a,e,, ... ,\J) taisque: 
o 

P(t+l,P*') =P(t,P'if)·At* < P(t P*)A 
' o lo a,f3, ... 1 ).1; t""O,l, .•. , 

onde P(UfP*) :·.:, P*. Em seguida, so::~jam 

"" P* + 6~ então, uma sequência finita 

na-daí e~<t.isfazend.o ato desigualdades 

P(t,P(Ü) IA 
o 

( 16) 

t=O,l, 

I 17 I 
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onde P(O,P(O ) = P{O). o~ (16), obtém-se que 

(18) 

e d8 (17), 

o o o o A A
1 
... A 1 o t -

1 
(19) 

Podemos, agora, classificar todos os posslveis conjuntos de 

atividades A 
o 

os con-

juntos A
0 

tais que P(t,P*)A
0 

= P(t,P*)A~, são membros de G~ e os 

o 
demais de Gt. Suponhamos que At pertença a Gt. Como P(t,P*)At I 

~ P(t,P*)A~ e P(t,P*)A~ ~ P(t,P*)A~ , podemos mostrar que se 

P(t,P(O)} está suficientemente perto de P(t,P*), então 

P(t,P(O))A~! P(t,P(O))A~ onde Q :> R significa que peJo me-

nos um componente do vetor R é maior que seu correspondente em Q. 

'l'al relação cont.radiz {17). Logc, se 

P(t,P(Ü)) = P(t,P*), A~ E Gt_ i.c. P(t,P*)A*=P(t,P*)A~ 

(t:=ol ,-2 f o • • 1 tl-1) (2Q) 

Para o que se segue, P(O) é tomado perto o suficiente de P* 

quo (20) é v5l.ida p<1ra t = 0,1, ... ,t
1
-l 

Como P(t+l,P*) -- P(t,P*)A*t e P{O,P*) = P*, segue-se de 

120) que 
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pertence ao i.ilcerior de H, ve-se, de (18) e (19), que se a norma 

do vetor 6 é suficientemente pequena, P(t
1

,P(O)} também pertence 

a 1-1. Se lsto é verdade, temos, de (15), 

5 l, ... , r) 

Vemos, então, que A~ é o conjunto de atividades menos custo 

soem P(t
1

,P(0)}, P(t
1
+l,P(O)), ... ,P(t

1
+r-l,P(O)), tal que P(tl + 

(s = l, ... ,r). ~claro que a se-

quência finita {P(t,P{O} )} (t=t
1

, ... ,t
1

+r) assim obtida satisfaz 

(lo) . 

Consideremos, agora, a equaçao a diferenças, linear 

P(t+l)=Pit)A 
E 

I 21) . 

Vamos deduzir que para qualquer cone de vizinhança K do raio de 

preço de Von Neumann, existe um inteiro t (K) > O, tal que 
E 

para 

t > t (Kl, qualquer trajetória (21) começando de uma posição in1-
E 

cial arbitrária permanece dentro de K. Seja t {P) o menor 
E 

valor 

dos t (P) tais que, para t > t (P), a trajetória (21), começando 
ê E 

do ponto inicial P, permanece: dentro 'de K. Seja P' = ÀP, À e um 

escalar positivo; então, descobrimos que t (P) t (P I ) • 

c 

Sejam os vetores U.nha n-dimensionais P
1 =I 1,0, ... , O] 

P 2 = [ 0,1,0, ... ,O] , ... ,Pn = [O, ... ,O,l] e seja t (K) o máximo en 
E 

tre 
- l - 2 - n 
t (P ),t IP ), ... ,t (P ). Para PIO)= [p

1
IO), ... ,pn(O)) 

E E r 
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tal que L pi (0) = l, 

i=l 
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-nos temos P(t) 

t > t (K), PiAt E K 
[ E 

para todo i. Como K e conve 

xo, 
n 
E 

i=l 

i 
p.(O)P A E K 

l E 
para todo t ) t I K) 

E 

Seja K contido em N e tão pequenO que PA < PA é váU.do pa-
E é 

ra qualquer P em K e para qualquer A que não contenha qualquer 
[, 

das atividades de A. Seja r= t {K). Vemos, pois, que P(t
1 

+r, 
E E 

,P(O))AE < P(t 1 +r,P(O))A~ de modo que, a partir de (lO) 1 P(t
1
+r + 

+l,P(O)) = P(t
1

+r,P(O))At: . Logo, P(t
1
+r+l,P(O)) pertence a K 

Com o mesmo argumento, vê-se que P(t
1
+r' ,P(O)) pertence a K para 

todo r• >r. Portanto, se P(O) pE:,rtence a uma vizinhança de P* 

suficientemente pequena, P(t,P{O)} permanece em K (logo, em N) 

quando t > t* ~ t
1 

+r. Portanto, t(P(O)) < t*. 

LEMA 5. Seja a função objetivo P(O)X{O) do problema PL 2 com urn 

mlnimo em P(O) = PT(O). Então, cada componente de PT(O) não tende 

a infin:lto mesmo se T tende a infinito. 

PROVA. Seja P€ um auto-vetor de A,_ u~l que 

Seja 

p (ti 

PAePx*=l. 
EE: f:E: 

(22) 

De (6), vemos que (22) é uma solução factível de PL 2. Com toda 

Finalmente, podemos anunciar o 
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TEOREMA l ('"rurnpike") - Se. o tempo T d(: p!tog!tamaç.ao e ,~u6-<-c i_C'_n.t! 

mente. g!tande. em PLl, a tJtajet6Jtia e6ieie.nte do ponto ~nicial X(O) 

lmaiolt que. ze.!to) atE o ltelio te.Jtminal x* (maio!t que. ze!lu) pe.'lnwHe-

c.e.Jta a maiofL pa!t:t? do tempo T de.n:tl!o de uma dada (aJtbi_.Ur.aJt.i.anle.n.tr?_ 

pequena) vizinhança do Jtaio de. p!tuduto de Vun Ne.umann. 

PROVA. Foi visto no Lema 2 que para todo t ~ T a solução P I t l 

para PL 2 coincide com a solução de (10) para o conjunto ini.cial 

de prAÇOS PT(O). 1:: facilmente demonstrável que PT(O) f:. O para to­

do T. Pelo Lema 5, podemos tomar, dentro do ortante não-negativo, 

um cubo r que contenha todos os PT(O) (T=l,2, ..• ) . Vamos asso­

ciar a cada ponto de P* de r uma vizinhança U(P*) para a qual a 

asserção do Lema 4 é válida. Então, r é completamente coberto pe-

la totalidade dessas fJ(P*). Como r é fechado e lim.itado, pode ser 

coberto por um número finito desses U(P*) 1 digamos U(P~) (i=l,2 , 
l 

1••"/k). 

Sejam os t* 0ssociados com P*, no Lema 4, denotados por 

t*(P*), e seja T* = max(t*(Pi),t*(P2), .•• ,t*(Pk_)), :t: claro gue 

para t > T* a trajetória {10} que começa em qualquer ponto ini-

c.i.al p{Q) de r permanece dentro do cone de vizinhnnça K do raio 

de Von Neumann. Logo, para um T suficientemente grande, P(t,PT(Q)) 

permanece dentro de K, para t no intervalo [ T*;T] (Portanto, a co!.!_ 

vergência uniforme estabelecida no Lema 4, junto com a limitação 

no Lema 5, permite-nos determinar um tempo finito, independente-

mente do tempo de programação, tal que, após aquele tempo, a se-

qu~ncia do preços estarã dentro do cone de vizinhança do raio de 

tJ /V 
{;JFJ) 
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preço de Von Ncumann). 

Como PAc < PA~ em K, segue-se, do teorema fundamental da dua 

!idade em programação linear, que, na solução de PL 1, os y { t} 
S. 

l 

correspondentes a qualquer atividade que não as de At: são zero pa-

ra todo tE [T*+l,T], isto ê, as atividades que estãc no raio de 

Von Neumann sempre serão escolhidas etpós wn tempo finito T*. Por-

tanto, 

A X(t+l) < X(t) 
c 

(t=T.+l, ... ,T) 

onde X(t) = {y 
1

{t) , •.. ,y (t)} é um vetor n-dirnensional. Como o 
e en 

vetor P s (raio de preço de Von Neumann} é positivo, é sempre pos­

sível tomar K tão pequeno que qualquer ponto P em K seja est_rita-

mente positivo. Então, P(t,P{O) >O para todo tem !T*,T]. Segue-

se, pois, do teoL·ema fundamental da dualidade, que 

(t = Tél, ... , T-1) 

e X (TI -

Se escrevermos 

a equaçao (23) se torna 

A W(s-1) "W(s) 
c 

q x* > O 
T 

(t = T*+l, ... ,T) 

(s "·1, 2, ... ,1'- T.-ll 

A X(t+li"X(tl 
[' 

( 2 3 I 

( 2 4) 

( 2 5 I 
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onde W(O) = x*. Como AL é indecomponivel e primitiva 1 o mesmo ar­

gumento do Lema 3 pode ser aplicado. A solução para (25), se o va 

lar de s é extendido sem limite, converge para o raio de produto 

de Von Newnann, i.é., existe um inteiro finito tal que para todo 

s nao-menor que esse inteiro, W{s) permanece dentro de uma dada 

vizinhtmça do raio de Von Neumann. Logo, quando T é suficientemen 

te grande, a solução de (25) permanece dentro da vizinhança para 

todo s em I IT, T -'I'*-1] 

trajetória eficiente de X(t) 

Isto, junto com (24), implica que a 

permanecerá, para todo t em 

l T*+l, T- IT] , na prescrita vizinhança do raio de Von Neumann. 

Além disso, é de se notar que lim 
'(T- IT)- (T.+l) I = 1 , o que 

T 

completa a prova. 
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B - VERSÃO RADNEH 

A prova do teorema está relacionada com sequências factiveis 

que, dados o número de perlodos de programação (N) e o ponto ini-

cial (x ) maximizam uma função u (xN}, que expressa wna determina -o 
da preferência, ao final do perlodo de programaçao. Essa seguén -

cia maximizante deve pertencer ao conjunto de todas 

nologicamente factíveis; a função u é definida no espaço-mr:rcado-

ria {ortante não negativo do espaço Euclidiano m-dimensional). Tal 

sequência será chamada de u-Õt~ma. 

O vetor~~ rn-dimensional, representa as mercadorias usadas 

como insumo no processo produtivo, no inicio do perlodo usado co-

mo unidade de tEmpo. O vetor y representa o produto, ao final do 

mesmo, sendo o insumo para o perlodo seguinte. O conjunto de to-

dos os pares (x,y) tecnologicamente possíveis é considerado o mes 

mo para todos os períodos e representado por T. 

A - lliPÓTESES FUNDAMEN'rAIS 

Al) T é um cone fechado no ortante não-negativo 

Euclidiano 2m-dimensional. 

A2) Se (O,y) está em T, então y ~ O. 

do espaço 

A3) A função u e não-negativa e continua no espaço mercado-

ria e existe x tal que u(x) > O. 
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A4) A função ué "guase-homogênna", i.é., para quaisquer ve-

tores x 1 e ~" 1 m-dirnensionais, e qualquer k > O 1 u {~')?, 

2:, u(x") se, e somente se u(kx') -~ u(kx"). Sem perda 

de generalidade, pode-se assumir homogeneidade de grau l. 

As seguintes definições serao úteis: 

O vetor x é dj_ to balanceado se existe p > O, real, tal que 

(~, p~) está em •r. O número p é chamado de "fator de crescimento" 

associado (A ''taxa de crescimento" associada é {p-1)). 

O "coeficiente de expansão" de qualquer par ()f,_y) e 

À (x,y) = max{c I y > c~} 

Uma sequência N 
{x ) é chamada 1 aetlv~t, dado -n n~o 0 

(~n' ~n-l), para n = 0,1, ... ,N-1, está em T. 

X -o 

A "distância·" entre dois vetores ~~ ~ -sera dadn por 

I 
X z I - ------

~ ~~ 11 ~i 
, onde 11 xü 

111 

se 

Dado um vetor p, m-dimensj_onal,. e um real positivo IJ, o par 

(p,p) será chamado de um par de 11 equilibrio preço-rendünento" se 

p (y- \l.::~) < O para todo I 2 I 

E > o \J > o I 31 



onde ~·x e o produto escalar 

B - SOLUÇAO 

m 

í: piyi . 
i=l 
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Foi provado por von Neumann que, para certas condições sobre 

" T, existe ~,p e p tal que 

" 1) x e balanceado, com fator de crescimento p 

2) (p,p) é um par de equilíbrio preço-rendimento. 

O termo (~,p, p) satisfazendo 1) e 2) será chamado de "equil.!_ 

brio de crescimento balanceado de von Neurnann". O raio que contém 

X será chamado de "raio de von Neumann". 

'rEOREMA DE "TURNPIKE" ~· Sob a<S hipÕte.-6 e.-6 Al a A4, ó e 

i) (X,p,p) ~um equi..f2.btr._i..o de von Neuman;1 

ii) P· {y- p~) < O pafla todo (x, y) -em T que nao óe.ja 

ciona.l a (.§_, p~) 

iii) exi..óte um nume~o K > O tal que paha todoó 04 veto~e6 x 

i v) 

u(x) < K p·:: 

um veto~ i..ni..cial x ~ dado tal que paha algum heal L > O, 
-o 

(x , LX) eótâ. r._m T. 
-o 

v)u(B_)>O 
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então, para qualquer c > O, existe um real S tal que, para qual-

quer N e qualquer sequência u-Ótirna, o numero de perío-

dos nos quais d(x ,X) > c 
-n ~- "~· 

não pode ser maior que S. 

Antes da demonstração do Teorema, deve-se provar o lema J.bai 

xo: 

LEMA. Sob as hipóteses Al e A2, e as condições (i) e (ii), para 

qualquer c > O existe um ú > O tal que, para qualquer (x,y} c:>m 

T para o qual d (~, Rl > E, segue- se que 

p•y<(p-6)!' X 

PROVA. De Al e A2, decorre que o conjunto 

T
1 

_ {y i (~,y) está em Te UxU = l} 

e limitado. Senão, haveria uma sequência (~, ~k) tal que U ~kll l 

e ~~I -+ oo ; então, a sequência 

sendo limitada e estando em T, teria um ponto limite (0 1 Yl em 'I', 

com iyD = 1 , o que contradiz A2. 



Voltando ao Lema, suponhamos o contrário , ou seja, 

um s > O e uma sequência (~, ~) em T, tal que P ·x > O 
- -k 

d(~k'~)>c e 

Por normalização, pode-·se tomür ~~I = 1 k=l,2, ... 
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existe 

I 4 I 

Logo, a sequência (~k' ~k) é limitada e tem, p:lis, um ponto 

limite (~, Yl. Como a sequência ~·~k é também limitada, segue-se 

de (4) que ~ (Z- p:;) =:o O; entretanto, este fato e o de que (;,::fJnã:l 

pode ser proporcional .:l (~, p~) contradizem a condição (i i) Por-

tanto, o lema entá provado. 

PROVA DO 'fEOREMI'\. Definamos uma sequência 

I .• 
X = X 

I 
--o -o 

- IN A 

I 5 I (~n n=O por 
) ="l = LX 

I Lp 
n-1" 1, ..• , N X X n -

I_ 
-n -

Consideremos um F_ > Ü e uma seq_uên c i a {x }N que seja fa~ 
-n n=O -

tive!, dado x. Para qualquer periodo n para o qual d(x ,XJ > s, -o -n - = 

segue-se do lema que 

anUe 6 > O é como no lema. 

X -n 
( 6) 
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Por outro lado, por definição de equilíbrio de von Neumann, tem-

se, para todo n, 

E · ~n+l '· p P X -n I 71 

Supondo que d(x,X)>c -n- = 
por P periodos, temos de (G) e (7}, 

P N-P 
p • x < (p - à) p p·x 
- -N= ---o 

Pela condição (iii) do enunciado, 

u(~N) 
P N-P 

>I<{p-6)p p•x = - --o 

Por outro lado, de {5) e da homogeneidade de u, 

Combinando (9) c (lO), 

u(~N) 

c = 
Kp p·x 

- ..<J 

Lu(;{) 

onde 

N 
Logo, para {~ 0 } n=,O ser ótima, deve-se ter 

I 8 I 

I 9 I 

(lO) 



ou seja, p < _ _,1'-'o~g_C_ 

log ( _e_ó I 
p-

A prova e completada, tomando-se 

S = max [ 1, 

OBSERVAÇÕES GERAIS 

log c 

log(~ 6 1 
p-
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( 11) 

1. Um cone convexo C ser a chamado de "cone estritamente con-

vexo" se para 4Udit;qut~r.· ponlOB ú e !::. em C, nâu-·proporcionais, e 

qualquer O < a < l, o ponto aa + (l-a)~ está no interior de C. 

Um cone deste tipo preencherá a condição (ii) do enunciado. Em 

geral, ela não é satisfeit· quando T é poliédrico (o caso tratado 

por von Neumann). Ressalte-se que um "cone estritamente convexo" 

nao é um conjunto estritamente convexo. 

2. A condição (i.ii) é satisfeita se, por exemplo, p > O. 

3. A condiç~o (iv) e satisfeita se houver livre disponibili-

dado (ver pag. 5O ) e x. prove quantldiHles positivas de todas 
·-o as 

mercadorias para as q~1ais ~ é P'.)sitivo. Por outro lado, a condi-

ção (iv) pode ser enfraquecida para: é dado um vetor inicial ~ 

Lll que para algum numero L > O e algum inteiro N0 ,;;: 1, 

sequência factível de~ a LX em N
0 

períodos. 

há uma 
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4. 1\ conr1ição (v) pode ser enfraquecida: para algum inteiro 

N
1

;;, O e algum vetor vetor y para o qual u(y) > O, há uma seque~ 

A 

cia factlvel de ~ para y em N
1 

per iodos. 

Com o enfraquecimento de (i v) e (v), indicado, a equação (11) 

deve se modificar 1~r 

log c 

p 
log 1-,1 p-u 

5. Consideremos o caso especial no qual u(x) = ~ • ~~ onde w 

é um vetor não negativo, pré-determinado. Uma condição necessária 

e suficiente p<!rc. satisfazer (iii) será w. = o 
l 

para. todo i para 

o qual p. =O. Nestas circunstãnci~s, o mesmo valor de K que po­
l 

de ser usado em (iii) é 

a c, no te ore .-.a, de c 

e, correspondentemente, isto dá o valor 

pp·x - -o 

LW • X 



C/\P!TULO IV 

SOBRE VON NEUMANN E '"l'URNPIKE" 

A - SOBRE von NEUMANN 

Nesta secçao, sistematizamos as observações sobre o modelo 

de von Neurnann para facilitar o entendimento das repercussoes do 

mesmo na teoria de crescimento econômico. 

i - DIFERENÇ/\S COM O EQUIL!BRIO HALR/\SI/\NO 

Os modelos estát.icos de equilíbrio econômico geral (~,oJalrasia 

no.:.) contém uma dificuldade (insolúvel no seu quadro teórico) re­

ferente à contabilização dos bens de capital: se sao produtivos 

já no período em que são produzidos, o total de bens de capital 

utilizados na produção, neste período, é indeterminado e, canse-

quentemente, é indeterminada a configuração de equilihrio. Se sao 

produtivos no periodo subsequente à sua produção, é impossível con 

seguir no mercado de bens de capital a igualdade entre as várias 

taxas de retorno, não sendo possivel .por isso, satisfazer a todas 

as equações de equilÍbrio. A superação, feita por von Neumann, e 

feita pela suposição de que não há bens originais; o~; p.r·óprios 

meios de produção sao produtos no processo em que entram. 

No qUE! se refere a distribuição 1 as formas de renda, em Hal 

-ras, são renumerações pelo uso dos fatores de produção.como tais 
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nu o existem no raciocinio Neumanni.ano, o excesso de valor de pro~ 

dução de um periodo em relação ao seu antecedentE só pode ser do 

tipo de um extra retirado ao trabalho (lembrando mai.s-valia). 

ii} PROXIMIDADES COM SISTEMA DE SRAFFA 

Em Sraffa, a taxa máxima de lucro (quando a taxa de salários 

e nula) é igual a taxa de crescimento da economia, já que o cons~ 

mo dos capitalistas é desprezado. Esta situação é exatamente a 

abordada. por von Neumann. Nos dois sistemas, igualmente, o siste­

ma de preços e completamente independente da estrutura de consumo. 

Há uma relação inversa .. expllcita em Sraffa, entre salários c lu­

cros (ou entre salários e taxa de acumulação); embora em von Neu­

mann a taxa de salário real s~;:ja dada e a taxa de acumulação dedu 

zida, r: a da impede fazer o rc.cioclnio causal inverso. Nos dois sis 

temas não existem cons:i.Gerações sobre base monetária. 

iii) DIFERENÇAS COM O SISTEMA DE SRAFFA 

Enquanto Sraffa trabalha com a hipótese de pleno emprego r (co 

mo todos os modelos de cambridge), em Von Neumann é asSl.Jmi.da a 

existência de um "exército industrial de reserva", com a mão-de-

-obra sempre disponivel r em quantidades ilirni tada.s, a taxa 

de salários. Além disso, o caso de produção conjunta e 

apenas em von Neumann. O problema de medição de capital 

dada 

tratado 

através 

da mercadoria-padrão, em Sraffa, é superado, no modelo neumanniano, 
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pela hip6tese de crescimento balanceado, sendo que os bens, sao 

quantidades dadas inicialmente consti tuiram a equivalente ,1 merca 

doria-padr~o. A suposiç~o de retorno constante de escala, funda­

mental em von Neumann (coeficientes constantes) , ~ completamente 

supérflua em Sraffa. 

iv) DEPRECIAÇÃO DE BENS DE CAPITAL 

Ao colocar os bens de capital como insumos e ccmo produtos, 

sem usar as fórmulas tradicionais de imputar uma dada taxa de de­

preciação, o modelo de von Neumann define como único critério pa­

ra a determinação de sua vida Ütil o critério de lucratividade 

quando deixar de dar lucro, torna-se um bem livre. 

v) von NEUMANN E HARROD 

Segundo Harrod (ver capitulo I), a taxa de crescimento real 

da Ecunomia, a longo prazo, não pode exceder a taxa "natural"; co 

mo essa restrição nao aparece em nenhum momento no desenvoJ.v.imen­

to neumanniano, é de se supor que esse problema fatalmente apare-

ce1-·á a taxas grandes de crescimento. 

vi) CRESCIMENTO NÃO-BALANCEADO 

Uma hipótese de aplicação do sistema de von Neumann a um sis 

tema econômico de crescimento nã.o-bala,1ceado e a possibili<'l<tde 
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deste conter subsistema.s interiores que estejam com crescimento ba 

lanceado, mesmo que a taxas diferentes. 

vii) TIPO DE ECONOMIA 

A quest[io de aplicr~ção do modelo a uma economia com mercado 

livre e competitivo ou centralmente planejada é indiferente fren­

te à formulação posta por von Neumann, 

viii) SETOR NÃO-PRODUTIVO 

Embora de dificil inserção, há notícias de tentativas de in­

trodução de setores não-con·2ncionais na análise neumanniana, co­

mo serviços em qeral, serviços público:, básicos, etc. 

ix) MODELO ABERTO 

Da mesma mr;neira, recentes trabalhos estão feitos na int.rodu 

ção de wna estrutura de consumo exogenamente determinada. Ver 

LOS, J. & LOS, M.W. [l] e MORISHIMA, M. [2] . 

O - SOBRE ''TURNPIKE'' 

i) EXTENSÃO DOS RESULTADOS 

Após RADNf:R, R. ]l] e MORISHIMA, M. [l], o resultado mal.s im 

portante na área foi desenvolvido por NIKAIDO, H. [1] . A prova 
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de Hadner não garante que os períodos gastos na vizinhança da tr~ 

jetótia de "TurnpikE:" sejam consecutivos, 

penas no artigo citado. 

ii) APLICAÇOES 

veio a ser feito a-

Dadas as severas restrições para se garantir a existência de 

tal trajetória, é urna tarefa ingrata procurar reproduzi-la, mesmo 

numa economia com uma centralização quase total. Num sistema de 

livre competição isso é praticamente impossivel. Espera-se, por 

desenvolvimentos que possibilitem o relaxamento de algumas condi­

ções, o que, eventualmente, poderia tornar esta teoria factível. 
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