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Resumo

Neste trabalho estudamos condigdes de estabilidade para os Referenciais
de Frenet de aplicagdes ¢ : M — (F(n).dsi_, ). Mostramos que os Ref-
erenciais de Frenet apesar de holomorfos, ndo sdo estdveis relativamente a
“um conjunto de métricas de tipo Borel, inclusive a métrica de Killing. Ver-
emos antes alguns resultados de aplicacOes harmoénicas; geometria complexa
de F(n): correspondéncia entre torneios e estrutura quase complexa numa

variedade bandeira.

Abstract

In this work we study the stability conditions for Eells-\Vood maps ¢ :
M2 — (F(n), dsiz( ’\13))' We show that Eells-Wood maps are holomorphics,
but are pot stable relatively to a field of Borel type metric, include the killing
metric. We will see at the beging some results of harmonic maps. complex

geometry, correspondence between tournaments and quasi-complex structure

in a flag manifold.
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Introducao

Seja ¢ : (M,g) — (N,h) uma aplicacdo suave entre duas Variedades
Riemannianas. A energia de ¢ é dada por F(¢) = [,,(1/2)ld¢v, . Temos
que ¢ € harmonica se e somente se ¢ € um ponto critico da energia.
 Neste trabalho estudamos alguns aspectos das aphcagoes harmonicas en-
tre variedades bandeira F(n) = {{L1,... ,Ly), L; L L; Vi#j, e &L, =C"}.

Eells e Wood mostraram em [[5]] que podemos escrever ¢ : (ho(2),... , hn(2})
M — F(n), onde h : M — CP""!, Estas aplicacées sao chamadas de Refer-
enciais de Frenet.

Dada uma aplicagdo ¢ : (my,... ,ma) : {M,q) — (F(n)?dsim(/\ﬁ), escreve-
mos & energia de ¢ como E(@) := f,, > Aij]A%|?v,. Demonstramos entao
a:

(Segunda Variagio da Energia) Seja ¢ = (my,... ,mn) : (M?,q) — (F(n), dsa=s,)

uma aplicacao harmonica. Entéo:

& 5 8q dq_ g
(O = 10 = 4Re | (0l Gl + 280 [ (gt She,

BEsta expressao nos permitiu mostrar os resultados que seguem sobre es-
tabilidade de maneira simples.

Chamamos ¢ estével se I5(q) > 0 para qualquer variagio q: M — u(n).

Mostramos que os Referenciais de Frenet ndo sao estdveis em relagao a
algumas métricas de tipo Borel, incluindo a métrica de Killing:

Teorema: Seja ¢ : (my,...m,) : M?* — (F(n),J, dsif:(xgj)) uma aplicagdo
de Eells Wood. Consideremos A’ = ()} a seguinte pertubacio da métrica

de Kahler {A = (Ay;):



/\gj(i<j)= Aijsej=1i+1
Aij ~ €k, € = O para j # ¢+ 1, 1§kg§”“—”§"-‘ﬁ
“onde A = (X;;) é métrica de Kahler. Entdo i nfo é estdvel.

Corolario: Seja ¢ : (7, ...m,) : M? — (F(n), J, métrica de Killing) uma
aplicacao de Eells-Wood. Entao 1 néo é estavel.

No capitulo 1 vemos alguns resultados preliminares sobre aplicagdes har-
monicas tendo como base a monografia feita por Eells e Lemaire [4]. No
capitulo 2 estudamos a geometria complexa de uma variedade bandeira. No
capitulo 3 demonstramos uma importante correspéndencia 1:1 entre torneios
e estruturas quase complexas em variedades bandeiras, feita pela primeira
vez por Burstall e Salamon em [3]. Ainda no capitulo 3 estudamos os Ref-
erenciais de Frenet com base no trabalho de Eells-Wood [5]. Terminamos
nosso trabalho com o estudo da estabilidade de aplicacbes harmonicas entre

variedades bandeira, com base no trabalho do orientador Negreiros [15].



Capitulo 1
Aplicacoes Harmonicas

1.1 Aplicagoes Harmoénicas

Sejam (M, g) e (N,h) duas variedades Riemannianas compactas, conexas,
orientavels e sem bordo, m e n suas respectivas dimensées. Seja ¢ : (M, g) —
(N, k) uma aplicagao suave. Denotaremos por |d¢| sua norma em um ponto
x de M, induzida pelas métricas g e h, isto é, a norma Hilbert Schimdt da
aplicacao linear do(z).

Se (z*) e (u*) sao coordenadas locais numa vizinhanca de = e ¢{z) re-

spectivamente temos:

|do|* = g7 has(¢)0 )

onde (¢%) = (8¢>/0z").
Observemos que |d¢|* pode ser visto como o trago de ¢"h calculado com

respeito a g:



|do| =< g,¢"h >=< g,¢*h >.

Definicdo . A densidade de energia de ¢ é a funcio e(¢) = 1/2ido!%. A
energia de ¢ é o nimero real E(¢) = [, e(¢)v,.

~ Podemos notar .qu.e péra (iua,l.qﬁe.r”aplicé;gé.o temos E (é) 2 0 .e.c.;ﬁe E(m) =
0 <= ¢ é constante.

Definicao . : A aplicagdo ¢ : M — N ¢ dita harmonica <=> é um ponto
critico da energia, isto é, para todo v € C(¢7'TN) temos D, E(¢) = 0,
onde D, E(¢) é definido como segue: para um dado v, considere a familia de

aplicacoes ¢; tal que ¢y = ¢ e ¢,/0tl,o = v. Tomando ¢(r} = expyr)tv,
teremos D, E(¢) = dE(¢;)/dt|s—o-

Teorema 1.1.1. Uma aplicagdo ¢ : M — N € harménica <> satisfaz a

equacdo de Euler-Lagrange Vdo = 1(¢) = 0, onde Vdg é chamada campo

tensorial de ¢.

Demonstracao: Para qualquer familia ¢; com ¢g = ¢ e 8¢, /0t|1—0 temos:

GE @m0 = & [y e(00)vgle=o
= 1/2f,, & < doy, do: > vglimo
= [i; < Voado:, dor > vgli=o
onde d¢; ¢ a diferencial de @ = ¢; ao longo de M, t é fixo e Vg5 € a
derivada covariante em T"(M x R) ® ®~1TN,
Para X € T'M, temos:



(Vormdd)X = VIS (dg, - X) - dév - Vo X

a/0t
= VI, (d®-X)-0
= vy e 2y do[2, X]
= v -0
Temos assim:
"(“i%(;m[mo = [y < VL. de: > vgleg

= [o; <dv,do, > v,
= [y <v,d'de > v,

= —fM<U,7'¢,>Ug

Se ¢ é harmonica entao ¢ = () para qualquer X e 7, = 0.

Exemplo 1.1.1. A aplicacdo identidade I : (M, g) — (M, g) é trivialmente

harménica.

Exemplo 1.1.2. Se N=R, a aplica¢do harménica f : (M,g9} — R é uma

funcao harmonica.

Exemplo 1.1.3. SeM éo circulo S?, aaplicacio ¢ : S* — (N, h) é harménica
<= ¢ é uma geodésica parametrizada pelo comprimento de arco. De fato,

a equagio T{¢) = 0 reduz-se a V¢’ = 0.

Definigdo . : Para uma aplicacio ¢ : (M, g) — {N,h) a forma quadrdtica

Vd¢ é chamada segunda forma fundamental da aplicacao ¢.

Proposicdo 1.1.2. Para XY € C(TM) temos:

10



Vdg(X,Y) =VE ™dg Y — dp(VHY)
Basta observar que Vdo(X,Y) = (Vxdg)Y.
Corolario 1.1.2.1. Vx(d$) ¢ simetrico, i.e., para todo XY € C(TM)
temos Vdo(X,Y) = Vdp(Y, X).

Demonstragao: Como V¥ e V¥ tem torsdo nulas, temos:

Vd(X,Y) = Vd(¥,X) = Vi V(oY) ~V§ TV(do- X) - dp(VHY — Vifa)

= do¢- [X,)Y|-do-[X.Y]|=0
Isto mostra em particular que Vdg¢ é de fato uma forma quadratica em
cada ponto z € M, visto que para X,Y € C(TM) e f € C(M), temos
Vdo(fX,Y) = (Vixdd)Y = fVdp(X,Y) e Vdo(X, fY) = (Vsr, X) =
fVde(X.Y).

Coroldrio 1.1.2.2. Para qualquer ¢ € C{M, N), a I-formad¢ € A (¢~ TN}
é fechada.

Corolério 1.1.2.3. Uma aplicacio ¢ : (M,g) — (N,h) € harmbnica se e

somente se € 1 forma harménica com valores em ¢ 'TN.

Definicdo . A curvatura média da imersdo é o traco da segunda forma fun-

damental dividida por m= dim M.
Temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.1.3. Uma imersdo Riemanniana € harmoénica se e somente

se € minimal.

11



Considere a curvatura média de ¢, ou seja, (1/m)traceVde = (1/m)r(¢).
Esta é uma secéo de ¢~ 'TR" que é normal a imagem de N, logo é vista como

uma sec¢éo do fibrado normal V(N, M). Sua derivada covariante é definida

por V4((1/m)trvdg).

como a projecio em V(N,M) de sua derivada em ¢~ 'TR", e a denotaremos

Definigdo . ¢ tem curvatura média constante se V-((1/m)trVde) = 0.

Esta condiggo é equivalente a |((1/m)trVde)| ser constante.

1.2 Variedades quase Kahler

Definig¢ao . M é chamada variedade quase complexa se é uma variedade real

com um campo de endomorfismos J de TM tal que J? = -1,

Seja M uma variedade quase complexa. M tem dimensio par e suas duas
seccbes tem dimensiio m = dimpM/2 = dimeM. Denotaremos por TCM
o fibrado tangente complexificado cuja fibra em x é T,M ® C, e por J% o

respectivo operador complexificado definido por:

LY T*M — TEM
u-v—ilv — Ju+ V-1 v

Como J? = —I seus autovalores sio v/—1 e —y/1. Denotaremos seus auto
espacos associados por 7'M (fibrado tangente holomorfo) e T”M (fibrado
tangente anti-holomorfo}. Logo T°M = T'M & T”M. Observemos que

T'M = T'M (complexo conjugado). Esta decomposicdo induz um dual

T*M =T"M@T*"M, com T*'M = (T'M)* e T*"M = (T M)*.

12



Suponhamos M com uma méfrica quase Hermitiana, isto é, uma métrica
Riemanniana tal que g{JX,JY) = ¢g(X,Y). Desta forma g induz uma for-
ma Hermitiana em T°M, associando a X,Y € T o ntimero g{X,Y). Se

(67)j=1,..m € um referencial local em T*'M, escrevemos g = g;z6’ g
Defini¢do . : A forma de Kahler w em TM é w(X,Y) = g(X, JY). A forma

de Kahler ¢ uma 2-forma com componentes w;; = —ig;-

Definicao . : Uma variedade quase Hermitiana (M, J, g} é chamada quase

Kahler se dw = 0.

Seja ¢ : (M, J, g} — (N, J h) uma aplicacio suave entre variedades quase
Hermitianas. Sua diferencial complexificada d“¢ : TM — T M determina
varias diferenciais parciais por composi¢ao com as inclusoes em T'M e T"M

em TS M e as projecdes de TN sobre T'N e T”N. Definimos assim:

8¢ . T'M — T'N
86 . T'M —T'N
8¢ : T'M —T'N
8¢ : T'"M —T"N

Podemos notar que 8¢ = J¢ ¢ 8¢ = 55 Temos por construgao

dGlpyg = 8¢ + 99 € dlrup = I+ I

Definicao . : Uma aplicagao ¢ é chamada holomorfa (anti-holomorfa) «<—
Jodop=dpoJ (Jodp = —dpoJ). ¢ é =+ holomorfa se ¢ é holomorfa ou

anti-holomorfa.

13



Nota-se que ¢ é holomorfa se e somente se J¢ = 0 e ¢ é anti-holomorfa
se e somente se d¢ = (.
Usando as estruturas quase Hermitianas de M e N definiremos agora as

densidades parciais de energia de ¢ como:

d(¢) = 106 = gThazee;
e'(g) = |82 = gOh,50%8
onde @7 (¢%) € a matriz de representagao de Jo (0) no referencial local

escolhido.

Temos e(¢) = €(6) + €(6).

Seja M compacta e definamos:

E'(¢) = [y €@y
E'¢) = [ye" (@),
E(¢) = E'(¢)+E"(9)
Observe que ¢ é holomorfa se e somente se E'(¢) = 0 e anti-holomorfa se

e somente se E"(¢) = 0.

1.3 Teorema de Lichnerowcz

Demonstraremos nesta secao o Teorema de Lichnerowcz que nos serd muito

1til nos préoximos capitulos.

Lema 1.3.1. Sew™ ew™ representam as formas de Kahler em M e N, entdo:

k() =€'(¢) — €"(¢) =< ™, "™ > .

14



Demonstracao: Com o referencial acims temos

M N MGk i N Myik e 2B N
< W g > (WMl — (WM Fegelul;

Como {wh)7* = igh e wN = —ih,; temos:

< WM, Wt >= gRe260h, 5 — g $260h 5 = € (8) — €"(9).

Lema 1.3.2. (Lema da Homotopia) Seja ¢ » M — N uma famiia de
aplicagoes suaves entre variedades diferencidveis M e N, parametrizada por

t, ¢ seja w uma 2-forma fechada em N. Entao:

3 * _ ® a¢t
'éz(ﬁbtw) = d(éﬂ((‘é’;)w)

onde (X )w denota o produto interior do vetor X com a 2-forma w.

Demonstragao: Como dw=0, em M temos d(¢;w) = 0 para todo t. Considere
a aplicacdo suave ® : R® M — N, definida por ®(¢,z) = ¢y(x}. Seja D a
diferencial exterior em R ® N. Temos D(®*w) = 0.

Afirmamos que &*w = ¢} + Dt A ¢} (i{0,/Ft)w).

De fato, para quaisquer X, Y € C{TM) temos:

OW(X,Y) =w(d® X,dD-Y) = wldg - X,do - Y) = ¢"w(X,Y)

e Dt(X) = 0.
Para X € C(T'M) temos:

15



w2, X) = w($,dd X)
= (i(%)w)(der - X)
= QDt(@(am)w)

= Dt (IG5 X)

e oTw(d/0t, X} = 0.

Temos assim:

0 = D(@w)
= D(¢;) + D(Dt A ¢; (i( )w))
= Dt A L(¢w) + d(¢;w) — Dt A D(¢;(i(%)w))
= DtA(§(drw) — d(}(i(%Hw)))

Teorema 1.3.1. (Teorema de Lichnerowicz) Se M e N sio variedades quase
Kahler, entdo K(¢) = E'(¢) — E"(¢) € um invariante homotdpico, i.e., €

constante em componentes conexas de C{M,N).

Demonstragdo: Seja = o operador Hodge. Temos:

k(g)vg =< w x> Vg = WM At = @™ A M.

Seja. ¢p e ¢1 duas aplicagdes de M em N homotépicas através da familia

&5, t € [0,1]. Como w é fechado temos pelo Lema da Homotopia:

1 1 s
Pt — gt = / -é%(;a*wf‘f)dt =d / qj;‘z'(%tﬂw Ldt = da.
o g

16



onde o é uma forma em M. Assim

(k(@1) = k(do))ug = ( :;WN - ¢EWN) A x™ = da A w™ = d{a A =)

. uma vez que d(xw™) = d{w™1/(m —~ 1)} = .O.,.éer.ido.m a dimensio
complexa de M.

Portanto:

K(61) — K (o) = f d(a A o) = 0.
M
Para uma variagdo ¢: temos E'(¢;) — E"{9;) = K(¢é;) uma constante

donde:

OE (¢:)  OE"(¢)
ot Ot

_ 1 ,59E(¢)
=1/2 ot

Coroldrio 1.3.1.1. Os pontos criticos de E’, E” ¢ E coincidem. Portanto,

numa dada classe de homotopia os munimos de E’, E7 e E coincidem.

Demonstracao: Temos ¢g € ¢ na mesma classe. Assim

E'(¢) — E'(¢o) = E"(¢) — E"(¢o)

portanto se E'(¢p) < E'(¢) para todo ¢, E7(¢p) < E"(9).
Similarmente, como E{¢) = K(¢) + 2E"(¢y), temos E(¢) — 2E"(¢) =
E(do) — 2E"(¢0), ou E(¢) — E(¢g) = 2E"(¢) — 2E"(¢), portanto o minimo

coincide.

17



Corolario 1.3.1.2. Se ¢ € uma aplicacdo = holomorfa entre variedades

Kahler, entdo ¢ € harménica € um minimo absoluto de E em sua closse.

De fato, uma aplicacdo holomorfa satisfaz E”(¢) = 0 e portanto é um

minimo absoluto de E” em sua classe...

18



Capitulo 2
Geometria Complexa de F(n)

2.1 Variedades Bandeiras Maximais

Definicao . (Geométrica) Uma variedade bandeira maximal F'(n) consiste
no espago formado por n-uplas (L4, -, L,) tais que L; é um subspaco de

Cﬂ, Lz AL LJ,VE #] e @2;1 LI = CT,
Via a acao natural de U(n} em F(n) obtemos:

Definigao . (Algébrica) F(n) = %”) ondeU(n) = {A € M(nxn,C); AA' =
AA* =1}, T é o toro maximal de U(n),ie., T =U(1) x --- x U(1).

Seja p = T(F(n))(r) o espago tangente de F(n) em (T) e

un) ={X eMnxnCiX+X+x=0}=pdu{l)& -2 u(l)

Exemplo 2.1.1. Seja n=3. Seja X € u(3)

19



vl T12 T3
X = Ty  V—1re T3
T —Tm V-lrs

onde z11, Ta2, T3z € R. Temos

0 z2 213 V—=1zn 0 0
X=1 —z5 0 =z | + -0 V=lzx 0 =p® (u(l) & u(l) @ u(l))
—Z3 —Zz3 O 0 0 vV—1z33
Logo
0 12 413
p= —d;z 0 agy | a;€C 151#7<3

—a13 —agz O
Usando a acao natural de U(n) em F'(n) Borel-Hirzebruch mostraram que
existem 2% estruturas quase complexas invariantes.
Seja {e;,. .. ,e,} uma base candnica de C* ¢ E; == subspago de C" gerado
por e;. Temos:

Lema 2.1.1. u(n)® = gl(n,C) = C,.

Demonstragio: Obviamente u(n)}® C C,. Reciprocamente, dado X € C,

existern A, B € u(n) tal que X = A+ +/~1B. De fato, basta tomar

A:X_X eB=X+X

2 2/ —1




Temos:

u(n)* ®C, = Hom(C",C")=C"gC"

= (e 0F,)0(Ei6 ok,

14

onde E;Ej significa E; @ F;.

Portanto se E; = ae;,a € C teremos E; = ae;,a € C.

Seja DS = E,E; ® E;E;. Consideremos Dy; = Df; Mu(n). Temos:

P =D, EE;ep™ =@, EE.

Dado g : M? — u(n) definimos naturalmente 5L € T(M)* ® p*¥ e & €
T(M)" @p*.

2.2 Meétricas de Borel

Estudemos agora as métricas U(n) invariantes em F(n), chamadas métricas
de Borel, muito importante para a teoria de aplicacoes harmonicas em var-

iedades bandeira.
Introduzamos ¢ método do referéncial maovel.

Um referencial consiste de um conjunto ordenado de n vetores linearmente

independentes (Z1,...,Z,) tais que

ZiN.. NZ, #0
Um referencial é chamado unitéario se temos também:
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(Zi, Zj) = by (2.2.2.1)

Temos

dZ; = Y w;Z;
J

onde as w;; 530 1-formas, chamadas, formas de Maurer-Cartan.

Proposicao 2.2.1. As formas de Maurer-Cartan sio anti-Hermitianas, isto

€, satisfazem

Demonstracgao:

Derivando (2.2.2.1):

Assim temos:

O Wik, Z3) + (2, Y wipZi) =0

Usando a linearidade do produto interno e (2.2.2.1):
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Finalmente obtemos:

Proposigao 2.2.2. As forma.é de Maurer-Cartan 'sdti'sfa;zem'd"e(jﬁdg:d'b:' |
duwy; = Zwa’fc N Wi
k

Demonstracdo:

Temos

dZ; = wyZ;
i

Tomando a derivada exterior obtemos:

S, dugZ; — wgdZ; =

YAy = 3 wirdZy =

Z_j dwiz Z; — 3 wik (Zg wkaj) =
S dwigZy = Y (o win Awig) Zy =
2 (dwgZ; = g wig Awyg) Z; =

o o o o O

Todas as métricas invariantes 4 esquerda sobre F(n) tem a forma

onde A = (X;;) é uma matriz real simétrica satisfazendo:
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Ay > Oseis#j
Aij = Osei=j
Estas métricas sao chamadas métricas tipo Borel. =~ o
Seja A, B € F(n)y. Temos dsi_, (4, B) = X Nijtr(E:AE;Bx),
onde A;; — Az > 0,75 = 0,Vi, 5. Se Ay; = 1,Vi # j temos a métrica induzida
em F(n) pela forma de Killing de U(n}. A métrica de Killing em U(n) é
dada por:

(A, By =tr(AB=), A, B € u(n) =U(n);.

Borel em [2] descreveu o conjunto de métricas de Kahler invariantes a

menos de permutagdo dada pela seguinte matriz simétrica:

[0 M Mt oo o Mt A
0 Az Az + Az :
0 As
A=
2N 0 s
\ 0 /

Consideremos (F(n),.J,dss). Vale lembrar que a forma de Kahler em

F{n}) é dada por:

Q(A, B) = {a,JB)
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onde A, B € p = T(F(n))r — F(n).

Definicao . Uma estrutura quase complexa invariante J é dita integravel se
(F(n), J) é uma variedade complexa, ou seja, admite sistemas de coordenadas

locais complexas com mudangas de coordenadas holomorfas.

Teorema 2.2.3. Newlander-Niremberg: Uma estrutura quase complexa J €

integravel se e somente J satisfaz as equacdesde integrabilidade de Newlander-

Niremberg:

[JA,JB] ~ A, Bl + J|A,B]+ J[JA,B] = WA, B € p.
Demonstragao: Ver [7]

Exemplo 2.2.1. : Notemos que as duas estruturas quase complexas invari-

antes de G (C") sdo integriveis.

L 0 A B 0 v—14
1 _A 0 )| | JTIAt o

o))

Observacdo 1. Temos que a Variedade de Grassman

ou

Uln) x U(n — k)
U(k)

GL(C™) = ( . J1, métrica de Kiliing)
é também chamada variedade de Killing e foi descoberta por Fubini-Study.
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Temos que uma variedade {F'(n), J, ds,) é quase Kahler se DQ = 0.

Definicdo . Se J for integrével entdo (F(n), J,ds) € dita uma variedade de

Kahler. Se dQ%? =0 (F(n), J,dsy) é dita (1,2)-simplética.
" Podemos enunciar assim o Teorema de Lichnerowcs:

Teorema 2.2.4. [10] Seja ¢ : (M?,g) —~ (F(n),J,dss) uma apliacacdo

holomorfa e dsi (1,2)-simplética. Entdo ¢ é harmonica.

Teorema 2.2.5. [2]: Existem infinitos A tal que (F(n), J,dss) € uma var-
iedade de Kahler.

No capitulo 3 veremos que (F (n),J,dsa) ¢ uma variedade quase-kahler

se e somente se € uma variedade kahler.

2.3 Variedades Bandeiras Generalizadas

Defini¢do . : Chamamos variedade bandeira complexa a

U(N)

Flry, - i N) = =
i N) = e X O

onde ry +---+71, = N.

F(r1, -+ ,7a; N) é um espaco homogéneo completamente redutivel:

u(N) = [u{rs) + -+ ulrn)] ® [Bicymy)

onde
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my; = {A = (Ag € w(N); t.g. Ay = 0se (k1) # (i,7)e(s, )}
sendo A € gl(ry x r;C} sua representacio istropica.

Consideremos sua versao complexificada:

MS ={A = (An € gl(N;C)t.q. Ay = 0 se (k,{) #(i,7)e(4, 1)} = Eij ® Eji

sendo E; 1= A= (Akg € u(N)/ Ay =0se (k I) # (i,j)U(T‘;) LERRD U(Tﬂ)
invariante e irredutivel. Para A = (Aw) € E;; qualquer temos:
A= (Ay) ++v—1(A}) onde

% (kD) =(,5)
AL=S =55 (kD) =(,9)
0 c.C
[+

g (k1) =(5,9)

At
Aa=3 —5 kD=0.D
0 c.C

Assim ¢ facil notar que:

A= (Ay) — V-1{A}) € Ej;

Similarmente temos:

Ey = Ej[@i;myl° = ®ix; By
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2.4 Estruturas-f em Variedades Bandeira

Definicao . : Uma estrutura-f em F = F(ry,--- , 7,; N) é uma secdo F de
End{TF((ry, -- ,ra; N)) tal que 7> + F = 0.

Uma estrutura-f U(N) invariante em F(r, -, 7,; N) pode ser identifica-
da com um H endomotrfismo equivariante 7 de &;;L;; tal que F 34+ F =0,
onde H = U(ry) x --- x U(r,). Usando o que [[6]] chama de Lema de Schur’s
. todas U(N) estruturas-f invariantes podem ser construidas como segue:

Seja € = (¢;;) uma matriz anti-simétrica nxn tomando valores no conjunto

{1,0, —1}. Defina:

V=1 autoespago de F = @1 F;;
—v/=1 autoespago de F = & ,1E;; = Be,,—-1Fj
0 autoespago de F = D, —oFE;;
Podemos definir assim um H endomorfismo equivariante F de ©;+;F;; que
pode ser visto como uma extensao C-linear de um endomorfismo equivariante
H de ®;c;mij POIS B, 1 Eij € @, ——1 Ey; sdo conjugados e

[©cy=1Ey] M &e=1 By = {0}

Definigao . A dimensdo complexa do autoespaco v —1 de F é o posto de
F.

Suponha que a estrutura-F F é definida por ¢(F) = (F;; Entao:

rankF = dimgc[v—lautoespago deF| = dime ® Fiy=1 Lij = Z dimcE;; = Z 7T
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Definicao . Uma estrutura-f 7 numa variedade bandeira com a propriedade

[F.,F_] C hé chamada uma estrutura-f horinzontal, onde:

Fi = V-lautoespago

F_ = —4/—1 auto-espaco

b= u(ry)+ - +ulr)

Dado A € Ej; podemos escrever:

[0\

A= A; m(g,...:()’Aijgg...’())
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Ai

Similarmente para B € Ey.

Logo

{A,B] = AB - BA =

A'i 7

s
I
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[0

_ B ﬂ(gy...,{)’Ai,gﬁ...’g)

\ 0/

= (4,8 ) - (BaA")

Assim temos:

0 seijk.lsao distintos ouj # [
Ey, BEy) = E; seij=ki#1
Ey — Ej; se j=k, i=I]
O Teorema a seguir caracteriza as estruturas-f horizontais numa var-

iedade bandeira complexa em termos das e-matrizes.

Teorema 2.5.1. Seja F uma estrutura-f invariente em F. Entdo F é hor-
izontal se e somente se existe uma n permutacdo o tal que: 1) o e o ndo

tem pontos fizos; i) (1, )| Fiy =1C (k,o(k))/k=1,2,-- ,n

Demonstragdo: Uma condigio equivalente de horizontabilidade é [F., F,] C

h® [[16]]. Note que Fy = /-1 autoespaco de F = &g -y E;;. Portanto
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[Fy, Fiy] C h® se e somente se Fy; = Fiy = 1,{i,5) # (k,I) implica que
i # k e j # 1. Da anti-simetria de ¢(F) segue que F é horizontal se e
somente se existe uma permutagdo de ordem n o tal que i) e ii) sdo validas.

Temos entao:

Proposigao 2.5.2. Seja F em F(ry,--- , 1,3 N) uma variedade bandeira comn-
plexa com altura ; 1 e J uma estrutura quase compleza em F. FEntdo J €

horizontal se e somente se n=3 e J € ndo integrdvel.

Seja M uma superficie riemaniana com coordenada complexa local z e

1M — F(ry, ... ,rq; N)
uma aplica¢dao numa variedade bandeira.

Definicdo . Seja 7; a projecado ortogonal sobre E;. Chamamos de segunda

forma fundamental de ¢ a:

A =mjoz—om i#]

Oz
Definicao . Uma aplicacdo ¢ : M — F(ry,... ,7r,; N) é dita subordinada a

uma matriz-€ se Aj; == 0 quando ¢; # 1, i # j. Temos ¢;; € ~1.0,1V4, 5.

Proposigao 2.5.3. Uma aplicacdo ¢ : M — F(ry,... ,ry; N) € f-holomorfa
relotiva a uma estrutura-f F invariante sobre F' se e somente se € subordi-

nada @ €(F)

Prova: Uma aplicacdo ¢ : M — F(ri,...,r; N) é f-holomorfa se e

somente se
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déoF = Fodg (2.5.2.1)

onde J é a estrutura complexa da superficie de Riemann. De [[16]] temos
que (2.5) vale se e somente se d¢ (56;) & v/ —1 — auto-espago deF. Note que

a forma de Maurer-Cartan d4 um isomorfismo familiar

¢ ITF(ry,... ,r; N)° = @i+ jEE; (2.5.2.2)
= @i # jHom(EE;) (2.5.2.3)

Portanto sob este isomorfismo a componente de d¢ em Hom(E;, E;) é

Aj; (ver [[10]]). Por conjugacdo temos que o subespaco Ej; corresponde a

E;E; = Hom/(E;, E;). Assim,
v —1 autoespaco de F = @z, Hom(E;, Ej)

Segue que ¢ é f-holomorfa relativa a F se e somente se Fj; # 1, 1 # 7

implica que Aj; = 0.

Definicao . Uma aplicacio ¢ : M — F(ry,... ,rn; N) é chamada equi-

harmonica se € harmonica em relagio a qualquer métrica de Borel.

Corolario 2.5.3.1. Suponha que ¢ : M — F(ry,... ,rp: N) € subordina-
da o uma e-matriz, i.e., associada a uma estrutura-f horizontel. Entdo
¢ = (d1,...,0n) € uma aplicag@o equiharmonica ¢ cada &; : M* — G, n €

harménica pare 7 = 1,2,... ,n.
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Capitulo 3

Torneios e Referéncial de

Frenet

3.1 Torneios e Aplicacoes Harmonicas

Definigao . Um torneio, 7, é um conjunto T de jogadores com uma. relacao

- que associa a todo par um vencedor. Assim se s,t € T, s 5 ¢ entdo ou

s—tout— s

N

1 3

Se T tem n elementos escrevemos 7| = n e chamamos 7 um n-torneio.
T pode ser representado por uma grafo em que T é o conjunto de vértices e

quaisquer dois vértices s,t € T séo ligados por uma aresta orientada s — ¢.
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Definicdo . Um homomorfismo 7 — 7" entre dois torneios é uma aplicacao
G

¢ : T — T’ que preserva as relacdes de dominacgio i.e.

s =t = ¢(s) = o) ouo(s) — H(t).
Se ¢ ¢é bijetiva T e 7' sao ditos isomorfos.

Um n-torneio determina um vetor de resultado:

(Ula-" 7Un):OSUIS-~-_<_UnSn—1:
n

You=0)

1

cujas componentes sao os numeros de jogos vencidos por cada jogador.

Temos assim que torneios isomorfos tém identicos vetores de resultados.

Definicao . Chamamos 7, o n-torneio cannico se ¢ — j se e somente se

1< 7.

Teorema 3.1.1 ([3]). A menos de isomorfismo, 7,, € 0 inico torneio candnico

satisfazendo as seguintes condigdes
1. a relacdo de domanio € transitiva, ie., i — jej—k=1i—k,
2. nao emistem circuitos, i.e., caminhos fechadosiy — 19 — ...~ i — iy,

3. o vetor de resultado € {0,1,2,... ,n—1).
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Um torneio 7 ¢ dito ser irredutivel se ndo existe um homomorfismo de 7
em T2 = (0,1). Mais especificamente 7 ¢é simples se ndo existe homomorfismo

de 7" sobre qualquer torneio £ com 1 < |£} < |T].
Um torneio é chamado forte se todo par ¢, 7 € 7 pode ser ligado por um

‘caminho

P gy~ dp = L — 1= ]
Teorema 3.1.2 ([3]). Um torneio T ¢ forte <= T € irredutivel.

Definicao . Dado n > 3 e um sunconjunute ¢ C 7 = 1,... ,n, o torneio

Grassmanniano 7 (n,¢) é dado por:

. . i>37 L,j€oout,jeoc =T\o

1 ] >
i1<j 1€T,jJECONIENJE T

J4 podemos enunciar e demonstrar o teorema que “relaciona”’ as es-

truturas quase complexa invariante J de uma variedade bandeira F'(n) e

torneios. Este resultado tém importantes aplicacGes na teoria de aplicagoes

harmoénicas.

Teorema 3.1.3 ([3]). Exziste uma correspondéncia 1:1 entre as estruturas

quase compleza invariante J em F(n) e n-torneios T (J) tal que:
1. T(J) € isomorfo ao torneio candnico se e somente se J € integrdvel.
2. As seguintes afirmacdes sao equivalentes:
(a) T(J) € forte
(b) J é integrdvel
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(¢) Ndo existe uma projecao holomorfa homogénea de F sobre uma

Grassmaniana compleza.

Demonstragao:
Consideremos a aplicagio A*m -+ u(N). Assim o colchete de Lie pode

ser calculado com uma elementar teoria de representacdo. Como visto no

capitulo 2:

. - 0 se 1, 7, k, | sao todos distintos,
(EEj By =<

EED sej=ki#]
Portanto m!® é fechada sob o colchete de Lie se e somente se § — j —
k = i — k. Segue do Teorema de Newlander-Niremberg que J é integravel
se e somente se 7 (J) é transitivo, i.e., isomorfo ao torneio canénico. Temos

também que E;E; sio gerados por colchetes de Lie de m! se e somente se é

um caminho

1wl =l ... =l =]

A Variedade Grasmanniana G,(C") é um caso especial de uma variedade
bandeira com n = 2 r = ry. Esta possul uma estrutura complexa candnica

correspondente ao torneio candnico 75. A projecio homogénea:

U oUW

7T:F:U(r;{)><---><U(v"n) Ulryx Uln—r)

= G.(IC7)

é determinada por um subconjunto o C 1,...ncom r =), ;. Agora

7 aplica a bandeira (E1,... , E,) no r-dimensional subspaco F = @i F;. A
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diferencial 7, da identidade mergulha E;E; no (1,0) espaco EE* C TEG,(CV)
se e somente se 7 € 0,7 € ¢°. Temos que 7 é holomorfa se ¢ somente se

T(J) tem 7 — j quando i € 0,7 € ¢° no caso que existe um epimorfismo
T(J}— Ta.

Lema 3.1.1. Um n-torneio € isomorfo ao torneio candnico se e somente se

ndo tem 3-ciclo, i.e., seu grafo associado ndo contém figuras do tipo:

Demonstracao:

E suficiente mostrar que qualquer N-torneio 7 com um circuito,

41— o — ... — i 7

tem um 3-ciclo. Para I = 3 é ébvio. Suponhamos entdo [ = r(> 3).

Considermos o seguinte (r + 1)-ciclo

ilﬁé’ig—)...*'?ir—*ir.;!_;ﬁ—?i]_

Assim ou

. (3.1.3.1)
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ou

b — 0y (3.1.3.2)

Se vale (3..1.3,1) nés temos um 3-ciclo

i}“"’ir“?’...—)'ﬁ'r.*_lﬁi}h

Se vale (3.1.3.2) nds temos o r-ciclo

1 = dg = L = L = 0

Por inducéo este inclue um 3-ciclo.

Seja M uma superficie de Riemann. Consideremos o fibrado vetorial triv-
ial CV sobre M. Um subfibrado E de CV com fibra C” define uma aplicacao
ég : M — G.{C") numa variedade Grassmanniana da seguinte forma:
¢g(m) é igual a fibra F,,. Reciprocamente, uma aplicacio em G,(C¥) de-
termina um subfibrado de CV de posto r. Seja 7,7+ = I — 7 a projecio

ortogonal sobre E e seu complemento ortogonal E+. Se z é uma coordenada

complexa local em M, o operador

’ %,
E dz

d4 uma estrutura holomorfa E com se¢bes holomorfas s caracterizadas

pela equacdo dgs = 0. O pull-back de ¢ nos d4:
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05 TG (CM)C = EE! @ EE*

e sob este isomorfismo, a diferencial de ¢g é identificado com a segunda

forma fundamental de E em CV, que é representadd localmente peio homo-

morfismo

b=ato—on, Af=wto——onx

z az

Defini¢ao . Um subfibrado E de CV é chamado harménico se
AIE < ag—. = E.J_ o AIE

para qualquer escolha da coordenada z.
Assim temos que E é harmonica se e somente se A%00y = Opro A e como
oL = —(A%)*, se somente se £ é harmdnica. Portanto E é um fibrado
harménico se e somente se ¢z € uma aplicacio harmonica entre variedade
Grassmanniana com métrica Riemanniana simétrica.
Mais geralmente consideramos uma cole¢do (F;)i<i<n de subfibrados or-

togonais de C" com fibras C™ tal que 3, r; = N. Portanto

Definimos assim uma aplicacao

U(N)
Ulry) x ... x U{rp)

W M —

41



numa variedade bandeira. Chamaremos a colecio de subfibrados E; por

bandeira mével. Por analogia com o caso n = 2 temos

O'il"j

9
EE

Agjmﬂ_'ioﬂoﬁja A’m?{zO

3 i
onde m; denota a projecdo ortogonal sobre E;. Para ¢ # j temos as

segunda forma fundamental de E; relacionadas por:

(Aiys. 1) + (s, Ajjt) =0, 1]

portanto —Af; = (A};)* é a adjunta de Aj;. Assim Aj; define um homo-

morfismo de E; em £;, i # 7, ou, uma secio

dz @ Aj; € T(M, s ® Hom(E}, Ei)),

onde £ = AYWM é seu fibrado candnico. Esta seciio é holomorfa se e

somente se

9 o A;j = A;j o 3}’,
onde 87 = A7,
Mo e Negreiros provaram em [11] o seguinte teorema:

Teorema 3.1.4. Sejo UX,Y) =3 Ajwiz(X)Jwy (V). Temos

1
gdﬁ = Z Ciix¥isk

i<j<k
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onde

Cijr = Uij — Uk + Uik
Ui = Irnfwy; A wip A wiz)

Temos entao o importante resultado:

Proposicao 3.1.5. [12] A métrica de Killing em F(N) ¢é (1, 2)-simplética

se e somente se n # 3.

Idéia da Demonstracio De 3.1.4 temos

(1/9)dQ = > Cin¥is

i<j<k
Portanto, dsi é (1,2)-simplética se e somente se dQ3* = 0 se e somente

se

Cijx = 0 quando ¥, € C? @ c2t (3.1.3.3)

Mas Cyjr = €; — €ik + €jk # 0. Portanto (3.1.3.3) é equivalente a ¥ j;, €
C%3 g C30 para qualquer i < j < k. Mas nés podemos provar que o mimero
de 3 ciclos num torneio 7; é igual a (§). B impossivel portanto, se n > 3,
pois usando a desigualdade de Gaule [13] temos que o ndmero de 3-ciclos em
7, é menor ou igual a (1/24)(n? ~ n) se n é impar e (1/24)(n® — 4n) se n é

par.

Teorema 3.1.6 ([9]). A estrutura quase compleza J € integrivel <> (F(N),

¢ uma variedade complera <= J satisfaz as equacdes de integrabilidade de
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Newlander-Niremberg <= o torneio associado ndo contém 3-ciclos (ou cir-

cuito) <= 1 € isomorfo a 7,,.

Teorema 3.1.7. Considere (F(n),J,ds3). Tal variedade é Kahler se e so-

mente se € quase-kahler.

Demonstracdo:

Se uma variedade é Kahler obviamente ela é quase-kahler. Mostremos a
reciproca. Seja J uma estrutura quase integravel sobre F(n). Temos que
existe U, j & = Im{wy; Awparir Aw;z € CEOHCO3. Como J nio é integravel,

7; possue um 3-ciclo. Logo €;; = —¢; = ;. Assim

Cijk = Uij — Ui+ Ujp = Aij + Mg+ Ajp # 0O

Logo df! # 0 que contradiz a hipétese de F'(n) ser quase-kahler.

3.2 Referenciais de Frenet

Seja F' : M ~ CP™ uma aplicacdo de uma superficie de Riemann num n-
espaco projetivo complexo. Dizemos que f é cheia se sua imagem ndo estd
em nenhum subspago préprio de CP™. Chamarmos de levantamento de f em
um conjunto aberto U de M uma aplicacio suave fiy : U — C*™\0 tal que
wo fy=femU, onde m: C*"\Q — CP™ é a projecio candnica.

Seja f: M — CP" uma aplicacdo holomorfa.

Definicao . Para 0 < o < o definimos o a-ésimo espaco osculador de f em
7€M b,z) = 0.(f)(x) = espago gerado por & fu{z): 0 <+ < @, onde Fyy

é o levantamento de { sobre um conjunto aberto contendo z.
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Lema 3.2.1. Se f ¢ cheia entdo para algum z € M, dim 6,(z) =n + 1.

Demonstragdo: Suponhamos por absurdo que o lema nao seja verdadeiro.
Entao para z em algum subconjunto aberto U, para algum ~v € {1,... n}
07 fu(z) é linearmente dependente em {#°fy(z) : 0 < a < y}. Por
diferenciacéo todas as derivadas superiores serdo linearmente dependentes
destas derivadas. Assim, as imagens de fy estarao contidas num subconjun-
to préprio de C**'. Como f é analitica, f est4 no mesmo subspacgo, o que
contradiz a hipétese de que f é cheia.

Considereremos agora o conjunto

A={z e M: dimd,(r) <n+1}

E para qualquer inteiro o (0 < o < n) definimos f, : M\A — Gopt (CV1

COomo

Lema 3.2.2. Emiste uma dnica extensdo de f, de uma aplicacdo holomorfa

fa M - Ga+1(({:n+1).

Demonstracdo: Seja x € M. Escolhemos uma carta U contendo z e um

levantamento holomorfo fir de f em U. Considere a aplicagio w : U —

APHIC™? definido por

w(z) = fulz) NI fulz) AL . AT fy(T) (3.2.3.1)
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podemos ver que w ¢ holomorfo e para z € A, fu{z) = (o + 1}-plano
definido por w(z). Se x € A podemos escrever w(z'} = (z(z’) — z(z) YW (z)
para todo x’ em alguma vizinhanga aberta U' de z, onde p € um inteiro
positivo e W : U’ — A™FIC™*! ¢ holomorfa e nao nula. Como W'(z) pode
“ser decomposta para todo z’ # r, também pode ser decomposta para &’ =z
e nés podemos definir f,(x) como o (a + 1)-subspago dimensional definido
por W{(z). Da expressdo (3.2.3.1) vemos que w ndo depende da carta U e do

levantamento f,. Como M\ A € denso em M, segue a unicidade.

Definicao . A aplicacio fy é chamada ¢ = 7oy : M — a-ésima curva

associada de f
Veremos agora como construir aplicacdes harmonicas em CP™.

Lema 3.2.3. Seja M,Y, N variedades riemannianas, 7 : Y — N uma sub-
mersdo riemanniana e ¥ : M — Y uma aplicacao harménica. Suponha que
1 € horizontal com respeito o 7, i.e., para cada v € M dy(z) aplica T,M no

espaco horizontal de w. Entdo ¢ =moy: M — N € harménica.

Demonstracao:

Para cada x € M o campo tensorial de ¢ é dado por:

7(0) = 3 Vin(dyes), dules).

onde Vdr ¢ a segunda forma fundamental da aplicagdo 7 e {e;} é uma
base ortonormal do espago tangente T.M. Assim, por hipdtese cada vetor

dis(e;) é horizontal e Vdr (€', ¢’} = 0 para qualquer vetor horizontal ¢’ € TY.

Segue entdo que 7(¢) = 0.

46



Seja r, s inteiros ndo negativos (0 < r + s < n). Seja

Hps = {(V,W) € Go(C™) x G4(C™) - V L W}

" Colocando t = (n + 1) — (r + 8), temos a variedade bandeira definida no

cap{tulo 2

oo Uln+1)
T Uy x Uls) x U(t)
Se s = n — r temos a submersao Riemanniana 7 : H,; — CP" =

Uln+1)/U(r) x U(s) x Ut} dado pela inclusdo de U(r) x U(s) em U(n).
Geometricamente w{V, W) = (V' + W)+

Definigdo . Seja f : M — CP"™ uma aplicacido holomorfa cheia de uma

superficie de Riemann. Chamaremos g = f+ , : M — CP" de polar de f.

Caracterizaremos a seguir a aplicacao polar em termos de levantamentos

locais.
Lema 3.2.4. Seja f : M — CP™ uma aplicacdo holomorfa

1. Se f € cheia, sua polar g € anti-holomorfa e cheia. Para gqualquer

levantamento local

(8 fo,8%gy) =0 Va, 620+ <n—1(3.232)
(0" fulz),8%gu{z)) # OzeM (3.2.3.3)

para todo o, 3 > O,a+ F = n.
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2. Reciprocamente, se f : M — CP™ € uma aplicacido suave satisfazendo
(1) pare algum o,3 > 0, + 3 = n, entdo f e g sdo cheias e g € a
polar de f.

Demonstragao:

1. Para # = 0 a primeira equagdo de (1) é imediata. Como f é cheia,
& () ndo estd em f,_;(z) para z € M\ A. Logo a segunda equagao de
(1) também ¢ valida para 8 = 0. O resultado segue para outros «, 3.
A anti-holomorficidade de g segue de sua definicio. Resta provar que
g é cheia. Suponha que Aggy(x) + - + A\,0"ngy{z) = 0 para algum
ponto x € M onde a segunda equagéo de (1) valha. Tomando o produto
interno sucessivamente com fy(z),d fy(z),... 8™ fu(z) teremos A, =

... = Xg = 0. Pela reciproca do lema (3.2.1), g é cheia.
2. Aniloga a (1).
Observacdo 2. Se g € polar de f, o conjunto de pontos z, onde
dim espago gerado por {&'” fu(z)} < n+ 1 e dim espaco gerado por {6’5 gr{z)} <n—+1

coincidem.

Consideremos agora uma aplicacao holomorfa cheia f : M — CP* e
r € [0,n] inteiro. Seja g a polar de f e s = n — r. Podemos definir assim a

aplicagio ¥ : M — H,; tal que ¥(x) = (fr_1{z), gs—1{2))-
Lema 3.2.5. A aplicacdo m € horizontal com respeito a m : H, s — CP™.

Demonstracao: E suficiente mostrar que ¥ : M — H.y ~— G(C*1) x

G,(C™1) é horizontal com respeito a I1 : U — CP™, onde U = {(V,W) €
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G(C™ x G,(C™ : dim{V + W) = n e INV,W) = (V+ W)L E
suficiente mostrar que &'y e 8"y € T'U sao horizontais. Mostraremos
para &p. Temos (VW) = ¢(z) = (f,_1,9:)). Como g é antiholomorfa
¢ (z) = (0'fr-1(2),0). Podemos identificar o subspago vertical de Ty, U
com TG (VeW)} C TLG.(C™1} = L{V, V1), Seja fi (9v) um levantamento
holomorfo {anti-holomorfo} de f (g) respectivamente em alguma vizinhanga
de z. Defina A C M. Suponhamos que z ¢ A. Entdo segundo a observagao
acima, {0*fu(z) : 0 < a <7 ~1} e {8Pgy(z) : 0 < 8 < s — 1} sdo
linearmente independentes. O primeiro conjunto de vetores gera V. Como
§o fu(x) = 8 fu(z) € V para todo i < r, vemos que o isomorfismo
B TLG(CPH — LV, V) que (&' f._1{z)) € L{V,V' tem imagem na
projecao de 9" fy(z) sobre V+. Mas &@1(z) é horizontal se e somente se
h(& fr_1(z)) € L(V,V*) é perpendicular a L(V, W), i.e., se e somente se
a projecao de &' fy(z) sobre V+ é perpendicular a W. Isto segue da ortog-

onalidade de V e W e das relagbes de isotropia (3.2.3.3) e (3.2.3.3), pois
{3’”3 gu{z):0< 3 <s~1} gera W. A horizontabilidade dos pontos isolados

de A segue por continuidade.

Proposigao 3.2.1. Seja f : M — CP™ uma aplicacdo holomorfa cheia entre
uma superficie de Riemann e r um inteiro (0 < r < n). Definad: M — CP™

por

o(x) = fr—l(‘r)Jm N friz)

ou equivalentemente
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o(z) = (fro1(2) & gomr)™,
onde g € a polar de f e s =n — r. Enido ¢ é harmdnica.

Demonstracdo: A aplicagio ¢ € a composicio da aplicagao v definida acima
e a submersao Riemanniana 7 : H,, — CP". Afirmmamos que ¢ é harmonica.
De fato, como uma aplicacio em G.{C""!) x G,(C"*!), suas componentes
sao + holomorfas, e pelo Lema (3.2.1}, é também horizontal com respeito a

7. Portanto pelo Lema (3.2.1), ¢ é harmédnica.

Observagao 3. 1. Ser = 0 entdo o=1Ff é holomortfa; se r = n entdo ¢ = g

é anti-holomorfa.
2. Temos as seguintes expressoes equivalentes para ¢

(25(33) = gs-l(x)lﬂgs(x):
o(z) = frlz)t Ngs(@)

Podemos enunciar agora o Teorema de Eells-Wood:

Teorema 3.2.2. /5] Seja f : M — CP™ uma aplicacdo holomorfa ¢ v um
inteiro (0 < r < n). Defina hy : M — CP™ como na proposicdo 3.2.1 por

hi(x) = froa(@)= N fr(z)

Entio hy € uma aplicacdo harménica. Portanto, dedo ¢ : (CP*, g) —

(CP™*) harménica existe dnicos k e h tal que ¢ = hy.
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Este teorema nos fornece um conjunto natural de aplicacoes @ : M —
F(n): ¥ = (ho(2), ..., hn-1{2)) para uma aplicagdo h : M — CP"~* holo-

morfa e cheia. Chamaremos esta aplicagido de Referéncial de Frenet.

Teorema 3.2.3 ([9]). Seja ¢ : M? — f(ry,...,rn) uma aplicacdo subordi-

nada o uma matriz ¢ horizontal. Enido:

¢ = (¢1,--. ,¢n) € equi-harménica e cada ¢; € harménica

Teorema 3.2.4. Os Referénciais de Frenet ¢ = (hg,... ,hn_1) : M?* —

F(n) sdo equi-harmdnicas.

Demonstragdo: Seja ¢ : M — CP™ ! uma aplicacao harmoénica cheia e

isotrépica (¢ = hi). Seu diagrama é&

$o—= O = - Py

Considere ¥ = (hg,... ,hn_y) : M? — F(n) a Referénciais de Frenet

subordinada a estrutura- f horizontal seguinte:

[0 1 o0 0 )
10 1 0 0
0 -1 1 0

F =
0 0
0 0 1
\ o 0 -1 0

Pelo Teorema de Black ¥ é harmoénica.

A reciproca do Teorema de Black néo é sempre verdadeira. Ver [[10]].
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Capitulo 4

Estabilidade em Variedade

Bandeira

4.1 KEquacgoes de Aplicacoes Harmonicas

Seja ® : M — U(n) o levantamento da aplicagio ¢ : M — F(n), ie.,
p=rmobondenw:U(n) — —Lf%l = F(n} é a projecao natural. Sejae;,... ,e,
uma base canonica de C" e 7; a matriz da projecio ortogonal em E;, onde
E; é o subspago de C™ gerado por e;.

Temos que m; : M — gl(n,C) satisfaz Aj;(e1,... ,en) = (e1,... ,€n) AL,
onde AF = m %2, Para V € T(¢"(T(F(n))), seja g = ¢"A(V), onde ¢"3 :
¢*(TF(n)) — M x u{n) é o pull-back da forma de Maurer Cartan.

Definimos agora a variagdo de ¢ por:

&i{z) = (exp(~tq)D)
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Lema 4.1.1. 1. ém; = £|om;(t) = 7}, 4.

a .
2. Zimy,ql =524 + 75, 521

5. 8(AY) = BlueoA¥(t) = 14T, q] — ;.

Demonstragao:

1. Da definicao temos m; = ®L;®” onde E; é a matriz n X n com 1 na

(i, j) posigao e zero no restante. Portanto:
m;(t) = e ;e

Assim d7; = %]moﬂj(ﬂ = —q7; + 739 = [75,4].
2. Direto

3. Usando (1} e (2} temos

8(AY) = gZle=0A¥(t)
= gglt:e(’ﬂ"z‘(t)?fé@
= (Fleom(t) G2+ migs (Flmom; (1))
[Wv;,ﬂi']% + ﬁi%[ﬁj:ﬂ
= [AY,q] - ﬂ“i%ﬁj

Observacgéo 4. Claramente m;7; = 0 quando ¢ # 7.
Lema 4.1.2. 1. Re ({47, az],¢) =0

2. (AY,mBw;) = (A?, B)
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5. (A%, lg,la, A])) = —(la, A7), [g. A7)
4. (AY, miGinsq) = —(A¥g, mGim))
5. (A’ij, q'frgg’ﬂ'jq> (qu ’ﬂ—aa 7—3)
VB €C,, q¢: M — u(n) onde AV '=7,22

8z -

Demonstracao:

1. Temos AY = —A¥Y. Portanto [AY, A¥]* = [AY', A¥]. Portanto

2 Re([AL, AY),q) = ([AF, A9, q) + (¢, [AY, AY])
= tr([AL, A¥)g") + tr(g[AT, AY])
= —tr([AL, AY)q) + tr(g[AL, A¥]) = O

(A¥,m;Bm;) = tr(AYnB n})
= (m%i?er*m)
= tr (m%" n; B )
= —tr (£2r}B")
= tr (m e ~ B*)
= (A7, B)

3. (AY,pisZim;q) = tr(A¥gq n}(8)n}) = —tr(A¥qr;(8)*r;) = —(A¥q, w;5n;)
4. (ASq,n%n;) = tr{AI7 (L) ;") = —tr(gA¥m (8" m) = — (gAY, 7 %r))

Definicdo . Seja ¢ = (m;,... , 7o} : (M, q) ~— (F(n),dsiz()\m()\ij)}). Defini-

mos a energia de ¢ como:
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= / > Aild¥ Py,
M
Calculemos agora as equactes de Euler-Lagrange para o problema varia-

—gional:

ggltzoE(%) = [y > i )\ij?%[tﬂ[Aij (t) Py,
= 2Re fM Eij }‘zj <A223?a %Itng? (f))'b’g
= 2Re [y, 2 A (A7,[A7.q] - ﬁig%ﬂ’ﬁvﬂ

Temos assim 34|,.0E(¢;) = I + I onde

I = RefMZz.j)\ij(Aij,[Aij,qbvg
II = ‘RefMEij’\ij<Aija7ri‘g“z'7‘—i>vg

Pelo Lema (4.1.2) temos I = 0. Usando Teorema de Stoke’s temos:

II = —Re [, > A Ag,ng
= —Re [, > A{Z5=, Qug — Re [, 5 Ay 2{AY, ghug
= "RefM ;:Q)Ug
onde A} =37 A AY.

Temos a seguinte proposicao

Proposigao 4.1.1. ¢ : (M?, g} — (F(n),ds3) € harménica se e somente se

2 AN = 0 se e somente se ZAL + £ 5 Ay, onde:

A = Z/\ijﬂr-éfi
Ai} = X:/\Uﬂ'z a2
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4.2 Segunda Variacao da Energia para aplicacoes

em F(n)
Lema 4.2.1.
o Somtt) ﬂ
—5;2—‘3::0 = [lmi, ql. q!.
Demonstragdo: Por definicio temos: m;(t) = e™™me'. Entdo Zm(t) =

£ i it .
—getim;e!? + e "mgetd. Como [g, 9] = 0, temos

= = e "[m, gle"

ot

Portanto:
627@(2&) 1. 4
5 =0 = ~qlmi g + [mi glg = ([, gl g

Teorema 4.2.1. (Sequnda Variacdo da Fnergia) Seja ¢ = (71,... . 7%n) ¢

(M?,q) — (F(n),dsa=»,,) wma aplicagdo harménica. Entdo:

d o a9 9, %
e —p = = - + Tige !

Demonstracdo:

Pela definicao de F(¢,) temos:

B} =3 /M Mg (AT (1), A% (£)),
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Entao

LE(p) = 2Rey N [, {A9(t), ZlimoA¥(t)}u,. Portanto
LEG) = 2y T Al Zleo((0). Sl AT0)) + 2Re 3 ¥ [, (A7, £ A7 (),
Logo:

d 6
MQ z_',l if - = {.
P ONm =28 [ (Gloat?, o) 2Ry [ (450 =1

Analisaremos I e II separadamente. Comecemos com II. Temos:

Re’S" N [y (A7, Zalima A0y = Re Y Ay [, (A7, ol E(m:(t) ),
= Re XAy Sy (A% Bleeo [( B2 + m(t) 2(37,(1))]
= ReY N [, (A7, Zlecom(t) 5L + Zlimomi(t) 2 (2 ]imoms(
T2 (S imom; (8))) 0

= ReX Ay [1, (A7, 7,4, )52 + 2[ms, )& ([ms, ¢))+
+mig (75, a1 al))vg

= Re) X [,,(AY, A+ B+ C,

Onde:

on; on; o 05 OT; 5 4
A= [ri ] g5~ = [rig — gmi, 5= g 5y T AT+ AL

B = 2,45 (. q)
= 2(mgq—gm) ({%z—jﬂ} + [WJ g?é)

= qu%ziq — Qm-qrz% + 277,;q7rj3 ’rzqa 7; — 2qA%q + 2q¢zq 52 =+ 2q; Ti5a
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C = W’i'é@;([[ﬂj? ’ﬁ:gl)

i Om; T
A¥g® — 27‘":5 mjq = Mg q — 2migm; az + Tig; (q )5+ T"zqza .

Portanto

A+B+C = @AY —20A%¢ + mZ(¢*)m;—
~—2m%§7z“jq - Qm-qggwj + 2q7r,-§%7rj =
o 2
= g, lg, AV + w5 m; — 2mglnyq—

—Zm%ffrj + 2qmg%7?j
Temos assim:
IT = 2ReY N [y, (AY, 1a, g, AY)) + m%m;—
—2m;%riq — 2mq L, + 2qmi 3w v,
Aplicando o Lema {4.1.2) obtemos:

Il = ~—2R8 Z )\ij fM([Q: A?L [Q': Aizj}UQ
+4RE S Nyj [, {[AY, qmiGem;)+

2

+2ReS Ny [, (AT, 9L

dz

—~4Re Y A fM A?Ji@‘éggﬂ"j)%

Como ¢ é harmonica, podemos usar a Proposicao (4.1.1) obtendo:

Red” X f,,(AY, %;;)Ug = Re [, (AL, fj';z e
R _RefM '5'35 z)7q2>U9:8‘
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Portanto

~4 Re Z )\ij IM (Aij, W’iQ%Wj>UQ
+4Re Z /\zg fM q, AZ f W’BZWJ)

Por outro lado, usando o Lema (4.1.2) temos:

I = 2ReY N [, ([AY, q] - 7:5in;, [AY, q] — mi5em; ),
= 2ReS" N [, ([A¥. g, [Az,qév
~4Re Y Nij [1,([AY gl 7, %7, v,
+2Re > Ny fM(Wignga gg’)'”g

Finalmente temos:

LBl = I=I+1I=
= —4Re) A fM A?a‘?%)%'}'
+2Re 3 Xyj [y dmigins. §E)vg
= 4Re [,,(qA2, §)vg + 2Re 3 Xy [ (mi5hms, vy

4.3 Estabilidade em F(n)

Definigao . A" = (}};) é dita ser uma pertubagio de A = \;; associada a
aplicacio ¢ = (my,... ,7,) : M? — F(n) se
1. A;:] = Az’j 5e (ZJ) % (21:.71) (31:7/1) . 1(ir:jr)e(jrair)§

2. X

ik

=X, Fe>0paral <k <r;

3' A'lzl.?l = A-;lzl = ... o= A:'TJT £ A.;TZ’F‘ v 0 Onde dsAﬁ()\z_}) e dSA"ﬁ(Azj’) Séo

métricas do tipo Borel.
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Lema 4.3.1. Seja ¢ = (m1,...,7,) : M? — F(n) uma aplicagdo equi-

harmoénica. Fntdo:
Ij\s"(Q) = I¢ Q) + fM 261 ( iy g'g%lz + |7rj'1 5q771112) + oot
-t 2€T (iﬂ'?‘r Bzﬂ]fig + IWJr T%‘[Q))

Demonstragio: 13.(q) = 4Re [,, (gAY, §)v, + 2Re(m227;, 2uy. Mas AY =
AD pois AUt = ANM = ... = Abir = At o (. Portanto

I£(q) = 4Re [, (gAY, Z)vy +2Re 3" Nyj [ (miim;, S )v,+
+2Re Sy e [y (17 5275 2 + Iy §2ma, | ) Vg
o f!‘f +2ReY e [y, (Emi 2|+ ]ﬂ‘h L7 1)
Definigdo . Uma aplicacdo harmoénica ¢ : (M?,q) — (F(n),J,ds3) é dita

estavel se I2(g) > 0 para qualquer variacio g : M2 — u(n).

Teorema 4.3.1 ([7]). Seja ¢ : (M2, J1,q) — (F(n),J,ds}) uma aplicagio

holomorfa entre variedades de Kahler. Entdo ¢ € harménica estdvel.

Estudaremos agora a estabilidade dos Referenciais de Frenet com respeito

a métricas do tipo Borel.

Teorema 4.3.2. Seja ¢ : (m,...7,) : M? — (F(n), J.ds{,_ ) um Refer-
g
encais de Frenet. Consideremos A" = (X;) a seguinte pertubacdo da métrica

de Kahler (A = {X;;):

i ] = ‘) J—
N1 < j) = Aij sej=2,...,n—1
N n=1)(n=2)
Aij ek, & 2 0 para 1 < kb < =

Entao ¢ € estdvel.
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Demonstracdo:

Seja J uma estrutura quase complexa tal que ¢ : (M, 1) — (F{n),J) é

holomorfa. De acordo com o lema (4.3.1) temos:

IZ{g) = f¢ 9)+fM [251(|7Tz Wa! +|7f3“a“%7?1|) et

-+ 2¢ ([ﬁgzﬂ'ni + |7r 2mt) v 2 0

pois do Teorema de Lichnerowciz’s I}‘f(q) >0etodoer, >0paral <k <
[=(2)—(n—1)= =t

Teorema 4.3.3. Seja ¢ = (m,...,m) : (M,q) — (F(n},J,ds3)) uma
aplicacdo de Eells-Wood. Consideremos a seguinte pertubacdo da métrica
de Kahler A = (N\y):

Niggirg = €k € >0 parai =iy, € j = jg,
X = ko€ [1,0= 22 N
Aij caso contrario

Entdo ¢ € estdvel.

Demonstracao:

Sabemos que existe ¢ : M — wu(n) tal que I5(g) = 0. Aplicando o
Lema {4.3.1) temos:

15 = I3+ fo, 260 (I Smpy B g P, 2) + -+
+ o+ (26, (;Tr?ko aqﬁjkai + ]ﬂ-.?k(

+ 26’" (lﬂlraijrlz + t’rjr 7r1'r[2
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se escolhermos ¢ tal que

dq dg
Tikg 5, ko # 0 ou my, 3, i # (.

Mais gefalmente temos:

Teorema 4.3.4. Sejaty : (m1,... M) : M? — (F(n), J,ds},_ . ,) uma aplicagdo
i
de Eells Wood. Consideremos A" = (\;) a seguinte pertubacdo da métrica

de Kahler (A = (Ay):

Ve o Aijsej=i+1
Aij(z ) j) - ] 1 (1) (r~2)
Xij— €, 6 20 paraj £i+1, 1 <k tinnd

onde A = ();;) € métrica de Kahler. Entdo 1 ndo € estdvel.
Demonstragio: Seja g tal que I3(g) = 0, m;, ‘g%ﬁj}_ # 0 ouny, %Wﬁ #0,...,m, g’g‘ﬁjr #
0 ou Trj,g—g—m-r 0.

Aplicando o Lema (4.1.2) obtemos:

Ij’f’(Q) = Iﬁ(‘?) + fM [*Qﬁl (iﬂ-h g'%ﬂ_hlg + |7rj1 gg'ﬂ-iz ig) Tt
4 (=2¢) (Ims, 2 2 + |7, B 2) vg < O
Corolario 4.3.4.1 ([14]). Seja v : (71,...7,) : M? — (F(n), J, métrica de
Killing) ume aplicagio de Eells-Wood. Entdo 1 ndo € estdvel.

Demonstragao: Basta aplicar o Teorema para Az = Aoz = ... = Ay =

1, qml,...,e;mn—?,ondel:(—"—“l%“—'—”ﬂ_—_n_z,
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