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INTRODUCAKD

No infcio deste sBculo Meyer provou que toda ma
triz {(oxn) A simétrica, unimodular, indefinida, com coeficien-~
tes inteiroes e n > 5 pode ser diagonalizada.

Nos meades da déﬁada de 20 Hasse intreduziu o pro
cesso da localizagao, afim de estudar é relagzo entre as “formas
quadraticas localmente e globalmeﬁte, determinando completamente
uma classe de invariantes para formas quadraticas. No inicio da

decada de 50, Kneser refez a prova do teorema de Meyer usando um

refinamento da tecnmica de Hasse. O problema foi somente reformu-~

lado geometricamenté-éﬁ'térmoé de teoria local. A-principal par-
te da prova consiste em mostrar gque SO existe uma classe no genus
espinorial de A e a rgformﬁlagéo desta proposigao & o teorema da
aproximacao forte. Desse resultado conclui-se tambfm que o nime-
ro de classe em cada genus & finito. Esses resultados podem ser
exteﬁdi&os a varias classes de grupos.

0 objetivo deste trabalho & demonstrar o teorema
da aproximagzo forte para o grupo espinorial com o minimo de de

- - 'l - b . - - - »
talhes possivel, daili a restrigao as dimensoes maiores ou ilguais a

5. Para nao prolongar demais o trabalho e evidenciar as ideias en



volvidas cujo objetivo principal & a aproximacao dos geradores ,
decidimos omitir algumas provas, as quais o leitor podera, depois
de compreendido o global, c0nsu1tér [o].

No capitulo I introduzimes a mocio de corpos com
valorizacao e completamento e demonstramos os teoremas da aproxi
magEo fraca e da aproximacao forte para o completado F?)- de  um
corpo F.

ﬁo capitulo II apresentamos uma geometria ortggg
nal para um espaco vetorial de dimensao finita e estudamos certos
grupos de transformagoes lineareég mais especificamente o grupo

Ortogonal, seus principais subgrupos e sua geragao por simetrias.

No capitulo III estudamos o grupo ortogonal so-=
bre corpos com valori;agses e sobre corpbs globais; como tambem o
teorema da aproximacao fraca péra rotagoes.

E, finalmente no cap{tuio IV apresentamos o teo-

rema da aproximagao forte para rotagoes, para dimensoes maiores

ou iguais a 3.



CAPITULO I

CORPOS P.ADICOS

§1. CORPOS COM VALORIZAGDES

0 conceito de valorizagao & utiligado com a fina
lidade de introduzir uma estrutura de espagos métricos em corpos
e dai obter novos corpos através do completamento. Serao conside
rados“conhecidos os resultados mals elementares de espagos métri

cos e grupos topologicos. -

VALORIZACAO
Seja F um corpo. Uma valarizagio de F & uma apli
cagao [ [:F+R que sati..-zhflaz
(i) e > 0sea £0 e |0] =0 ‘-
(ii)y e8| = |a] ]8].
(1ii)  [a+8] < lal+]B]

Se | |: F+R & uma aplicagao que satisfaz as

condigoes i), ii) e mais

iv) [a+B] < max (|a],[B])
entao | | também & uma valorizagao. Isto acontece pois se | | sa-
tisfaz iv) entao ] ]_satisfaz.iii).
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A valorizagﬁo'se%é trivial quando [a] = 1 _para

todo o € F H seré’nio-arquimediana quando.satisfaz a condigao iv)
e arquimediana caso.contrarto._

Quando a valorizagao for n;o arquimediana verifi

camos que o conjunto dos elementos onde ela € menor ou igual que

1 & fechado relativamente a soma e multiplicagzo, e portanto ss-

se conjunto forma uma sub—anel de F, chamado anel dos inteiros de

iFI

VALORIZACAO NAO ARQUIMEDIANA

<

Proposigao 1.1 - | | & n3o arquimediana se e somente se & 1i

mitada sobre os naturais de F. . a

Demonstragdo: Admitamos inicialmente que | | & nEo arquime-
diana. Desde gue todo natural de F & uma soma finita da forma
1 + { + 1 41..1.-ent30 por iv) [1+.3.+1I < 1 e isto mostra que
| | @ 1imitada sobre os n;turais de F.

" Reciprocamente se para todo inteiro natural m em

F, existe M > 0 tal que |m] < M , entao

@ + B]" = |(a + B)®]

- Ian + (?)an'—‘l B;’.'.-FBH.]
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11 al® +- 1 [ al™ e leu e [1]]8]"

<
< Ml{lal® + Ja|® T [g]+...+ |8},
< M(n + 1) {max (laf,[B])}"
Portanto,
K’ h
la+8 | < M % (n+1) max (|al,]|B]

€, quando n*® teremos o resultado desejado

c.q.d,

Observacao 1.2 - Este resultado tem duas consequencias ime —
diatas. ) ) :

1) Um coxpo de caracteristica p > 0 nie pode ter valo

C -

tizagao arquimediana,
2) Uma valorizagao de uma extensao E de F & nao arqui

mediana se e somente se a valorizacao induzida sobre F & nao ar-

quimediana.

Principio da Dominagao: Em um corpo nio arquimediano temos

[a1+...+an] « lag] se e | < ]a1] para i > 1 .

Demonstracao: Aplicando o principio da indugao, basta pro-

var que |a+B| = [a| quando {af > |B]
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Temos
la] = [a + 8 - 8| < max([B[,[a + B])
e assim
[e] < |a + B] pois por hipotese [a] > [B] .
Mas
o+ gl ¢ max (lal,[B]) = |af
lego
o + 8] = [of . c.q.d.
Como consequéncia desse resultado temos:
o : .
Lema 1.3 - Se a, & convergente, e ]ai] < la1l para i > 1,
i:- . ‘J .
entao ’
m . - . ’ .
| Tl =yl .-

VALORIZAGUES COMPLETAS

™.,

Seja | | uma valorizag¢zo em F. Entao podemos de-

finir uma distancia em F da seguinte maneira
d(a,B) = |a-B] , para o,8 em F

Dessa forma podemos falar em topologia metrica e consequentemen-
te introduzir conceitos de sequencia de Cauchy e completamento
com respeito a d(a,B). Diremos que | | & completa se toda sequen

cia de Cauchy em F tem limite em F.
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VALORIZACUES DISCRETAS

Seja F.um corpo e consideremos o conjunto
[Fl = {]a] |a & F} onde | | & uma valorizagao nEo—tfivial.
Observamos que IFI tem estrutura de grupo multiplicativo e que ele
e infinita. 0 conjunto |F|] sera denominado grupo de valorizacao de [ 1.
Definigdao 1.4 ~ Uma valorizagao & dita discreta se:
(i) | | & ndao trivial
(ii) Se |F| & um subgrupo ciclico do grupo multiplica-

tivo P dos numeros reais positivos.

§2. APROXIMACAC FRACA R

VALORIZACUES EQUIVALENTES o -
:éonsideremos duas valorizagoes | [%;e | |2 em um

mesmo corpo F. Elas sao equivalentes e escrevemos | ]1 ~ | '2 s

se definem a mesma topologia sobre F.

Lema 2.1 ~ Sejam | I1 e | [2 valorizagoes sobre F. Entao sao

equivalentes:

W -1,
(ii) ’al1 < 1 se e somente se [alz < 1
(iii) Existe um nGmero real positivo r tal que

la]; = Ia]z para todo o € F.
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Demonstragao: (i) implica (ii)

Basta mostrar que se |a|, < 1 entdo [al, < 1. A

- -l - -
reclproca € analoga.

Seja N = {x € F lez < 1}. Este conjunto & uma
vizinhanga de 0 na topologia induzida por [ [2 .
n n - ]
Desde que Ia f1 = fu[1 e Ia|1 < 1 e sempre possivel encontrar

n tal que o € N. Logo |a [; < 1 e, consequentemente, Ia]2 < 1
(ii) implica (iii)

Usando a contraposigao de (ii) temos que ’a[1= 1

™

se e somente se [al, = 1 . Logo | [, € trivial se e somente se
L]

l |2 e trivial. — - U _ - -

Vamos supor que | [1 e | |2 nao. sao triviais. Logo ‘existe a € F

tal que O <J[a°] < 1 e, pela hipotese, 0 < ]aalz < 1. Assim

1

|a$[2 = Idol: onde r = log [aob !/ log ]a°,1 > 0.

Agora se existe o tal que [af, # la[: , assumimos entao
]a[2 < la]: . Logo existe um racional m/ , com n>0 tal que

lal, < le 1, o, ]a°|: the |a]7 e isto significa que

> 1 o que contraria a hipdtese.

Se e#iste um r tal que ]al: = [a]z para todo-a€ F
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entao e evidente que | |, e | definem a mesma topologia em F

e 1

e, portanto sao equivalentes.
c.q.d,

LUGARES PRIMOS

Consideremos um corpo F.
Denominamos lugar primo, ou lugar uma classe de

equivalencia de valorizagoes de F,

sao equivalentes}

Lu.g_ar Primo P =H I'P l I IP

. Cada [ ,? e fj define uma mesma topologia em F. A essa topologia
denominamos topologia P-Edica em F. Se P; contém pelo menos uma

valorizagao trivial, entao dizemos que § & trivial. Analogamen~

te definimos lugares arquimedianos, nao arquimedianos, completos

e

e discretos.,

N .
~ -

Definicao 2.2 - Seja f) uﬁflugar em F, dizemos que F & com -

pleto em ?) se existe pelo menos uma valorizagao completa em‘P .

Observagao 2.3
1) Como cbnsequgncia de que l I: = ] ,2 s ao eﬁuiva—
lentes, vemos que se F e completﬁ entao toda valorizagio em P &
completa.

2) Se f? e trivial em F entao F & completo. Aqui to

da sequEncia de Cauchy tem a forma a1,a2,...,an,a arsslsees Que



converge para o .
Definicao 2.4 - Dois lugares'P e c]‘r‘ sao iguais se e somente

se as suas topologias sao as mesmas.

TEOREMA DA APROXIMAGCAO FRACA

Antes sera necessario provarmos o seguinte resul

tado:
Lema 2.5 - Seja {| 'l /,(1 <X € n)} um conjunte finito de
valorizacoes nao equivalentes e nao triviais em F. Entao existe

ac € F tal que ]a]1 > 1 e lali“< 1 para 2 < ) s n .

Demonstracao: (Por indugao sobre n)

Pata n = 1, isto & verificado pelo fato de que

[_|1 € nao trivial. Para n =_2,.consideremos l '1 e | ]2 nao

equivalentes. Logo existem b e ¢ em F tal que

.|bl1 < 1e|b12 21 e ICJ1 > 1 e Icl2< 1 .
Logo, basta considerarmos = %% para ﬁbtermos
. le] ]cf
laly = [$1, = —2 > 1 e Jal,= [S],=—2 <1
1 b '1 2
LIP N Y

Finalmente, admitamos que o resultado seja véli
do para (n-1). Sejam b com [b!1 > 1 e !bll < % onde 2 <A £ n-1

e ¢ com ]c!1 < 1 e Ié[n < 1 . Se Ib]n < 1, esta provado.
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Se lb]n = 1, colocamos ¢ = cb’ com r suficientemente grande e
obtemos fcbrl1 > 1.fcbr[l < 1{2< X < n). Finalmente, se

[b],

n > 1, constantamos que

'c:l)t se A =1 oul = n.

eb®
tende a
1 +bT
X 0 se 2 <X < n-1
BT
Assim o = , com r suficientemente grande, &
1+b %
o elemento desejado,
I c-qod'b

F

TEOREMA DA APROXIMAGAO FRACA:  seja {[ |y /1 <A < )} um conjun
to finito de valo;izagges‘nﬁo equivalentes e nao triviais de F.
Consideremos n elementos ak(1 €A £ n) em F. Entao para cada £>0

existe um elemento « em F tal que le - aklk 2 g, para 1 £1<n,

Demonstragao: : .
Para cada i (1 £ i £ n) podemos encontrar b, € F
onde [b;[, > 1 e |b;[, <1 para (X # i), isto pelo lema 2.5 .

Se r tende a infinito vemos. que

1 sobre | |,

i tende a

T

1+bir _ 0 sobre | 'l se A # 1
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e portanto,

r
2 ivi
e = X converge para ¢, sSobre a topologia de
r . T i =
1=1 1+b, :
finida por | {i . Entao a = e, , com r suficientemente grande.

c.q.d.

§3. APROXIMAGAO FORTE

CLASSE RESIDUAL
Sejam F um corpo .arbitrario e € um lugar primo

‘nao arquimediano. -

*

-
e

Definimos:

o(P) = {u e FI lale < 1}
w(P) = {a e Ff lalp= 1} | .
n(f) ='{aeF| lal, < 1} -

N -

Segue—-se das cdhsideragaes feitas na pag. 2 que:

Lema 3.1 - 0(P ) & subanel de F tal que 1 € O(f).

Lema 3.2 - P = q se e somente se O(f ) = 0(F ). O anel 0(P)
& chamado anel dos inteiros de F em .
Notemos que O(f’) = F se e somente se F & um lu

gar trivial em F e que m(P ) & o @nico ideal maximal de 0O(P)s o

qual chamamos ideal maximal de F em %3 .
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Claramente o conjunto u(f ) & um subgrupo multi-
plicativo de O0(# ) e consiste precisamente de todos os elementos
inversiveis de 0(13 ). u(P) e chamado grupo das unidades de F
em P .

Lema 3.3 - P = ? se e somente se n(f) = o(HF) .

Lema 3.4 - m(P) = 0 se e somente se P & um lugar trivial.

Definigdo 3.5: 0 corpo de classe de residuos de F em P & o
_conjunto O(P )/m(:P)

CONJUNTO DE DEDEKIND

“ 4

Seja S # ¢ um conjuntb de lugar em um corpo F.

S & chamado conjuntd“““c-l'e“ Dedekind se:

1) Todo lugar de § E discreto. -

2) Para cada o em F, temos ]a[r < 1 para quase todo
Pes.

3) Quande 4 e CI" sao lugares distintos em S, entgo\

para cada € > 0 e g em F temos
la - 1[Cf <e e l“lf’ <e, IGIP < 1 para todo
L}
Pes-(3uU¢g ).
O anel de inteiros de F em S &definido como sen

do 0(s) =1QS 0(P) e
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o subgrupo multiplicativo u(§) = (gg u(f’) de 0(S) que consiste
¥ -
exatamente dos elementos inversiveis de 0(8) sera denominado gru

pe das unidades de F em S.

Exemplo 3.6 - 0 conjunto dos lugares nao arquimedianos sobre

o8 racionais e Dedekind.
TEOREMA DA APROXIMACAO FORTE

Com ¢ auxilio do terceiro axioma para conjuntos
de Dedekind, podemos obter um novo teorema de aproximagao que em

certas situagoes importantes & wais forte que o teorema de apro-

i’

ximagao apresentado no paragrafo anterior.

Teorema da A[-)r'oa-c_:i‘ﬁég&'o Foft_e - Seja T um subconjunto finito
de um conjunto de Dedekind de lugares S em F. Para:cada f € 5,
consideremos um elemeﬁio o p em F, Entao, para cada g > 0, exis
te A € F tal que
IA - aflf < g para todo f’ €T
e | IAl? < 4 para todo P e S—f“.
Demonstracao: Esta prova serd dividida em tres partes.
1) Pelo teorema da Aproximagao Fraca podemos assu—
mir que S & um conjunto infinito de lugares e que ]a?|q < 1 para

todo T’ € T e todo c{-e S-T.
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Para isso pod-emos adicionar a 'I',—_-se necessario, I.tddos aqueles
Cfe S-T em que lor.,]gler. >1 , para no mfnim;o um ap e tomar ag = 0
para todo novo q . De acorde com o axioma 2 de Dedekind este mno
vo conjunto T obtido ainda & fimito. Entao -provando o r'resultgdo
para esse movo T teremos provado para o T original. Do mesmo mo-
do podemos assumir, acrescentando um lugar a T se necessario, que
T consiste de pelo menos dois lugares.

2) Seja P un; lugar fi:_co em T. Para cada C[- em T-p
podemos encontrar um elemento_ de 0(S) que esta arbitrariamen.te
perto de 1 em :P e de 0 em Cf. Procedendo analo'gamente para cada

Cf em T-P e multiplicando os elementos ‘obtidos, encontraremos

—

do mesmo modo um element;wﬁe 0(S) qué est3 arbitrariamente perto
de 1 em ,P e de 0 em t.odo q‘ em T-ff » 1sto pelo fato da multipli
cagiq ser continua na fopologia p-adica. 0 resultado obtido indi
caremos por A‘P para cadal P er.

3) Consideremos, entzo_o elemento da forma E 0o Ap.

FET

Este elemento satisfaz

l Z ap A“P I‘]" <€ 1. para todo ‘f € 5T

,PGT

pela escolha de T e de A? .

Pela continuidade da adic3o e multiplicagao isto
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pode ser feito arbitrariamente perto de @, simultanéamente em to
do 13 em T, pelas constru¢oes das aproximagoes AP da parte 2),

o que & suficiente.,

c.q.d.

Corolario 3.7 - Seja T um subconjunto finito de um conjunto
de Dedekind § de lugares em F. Sejam q? e ]FIio s para cadaf’& S,
tais que €p = 1 , para quase todo # € 5. Entao existe um A & F

‘tal qv.e-]A[;P = €p , para todo » €T e |A|? < eP para todo%iesf

Demonstracao: ‘Podemos assumir, aplicando T se: necessario,
que €p = 1 para todo P e s-T.

Consideremos a? € F, para cada P € T, de tal ma

T

.-

neira que ]a?l? =€p -

Escolhendo A em F tal que
\"\

|a - a.’o[f, < Ia’f’lf' para todo P €T .
]A['P < 1 para todo P e s-T .

. obtemos o elemento desejado.

c.q.d.

§4. CORPOS LOCAIS E GLOBAIS
CORPOS RACIONAIS
Definigao 4.1 - Seja F um corpo. O corpo primo K de F € 0o me

nor subcorpo de F.



_15_

Observagao 4.2 - Sejam F um corpo e K seu corpo primo.
1) Se a caracteristica de F € zero entao K.E o cor-
po dos racionais.
2) Se a caracteristica de F &€ p primo entao K & o

corpo finito F , que consiste das classes de inteiros modulo ..

Definicao 4.3 - Um corpo F & dito corpo de nimeros algebricos

se F for uma extensao finita dos racionais.

Definicao 4.4 --Um corpo F & dito corpo de fungoes algebricos

se F for uma extensao finita do corpo Fp(x), onde x & transcenden
" .
te sobre Fp . '

-

A“quaqugr desses corpos F denominamos corpo glo

bal. E chamamos de corpo racional global a Qe a F?(x).'

LUGAR P-ADICO EM Q : o -
Cada primo p de Q determina um lugar chamado lu

gat p—adico em Q.

E definido da sequinte maneira:

It
L] .
Jie
cl:

Todo o € Q pode ser escrito de maneira inica na forma a
com u, v € z e tais que P nao divide u e v. O expoente i seri
chamada ordem de 0 e sera denotado por ordra . Definiremos

ordP 1) = @
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Definimos [a|, = A" onde X €R e 0 <X < 1.

'P
Proposicao 4.5 - A valorizagao | ].P assim definida & nao ar

quimediana e independe da escolha de A.

Demonstragao: Pela definigao de [a|? = A" vemos claramente

que ela e nao arquimediana. Mostraremos que | |_ independe da

b
escolha de X. |

Seja o = p {% um elemento qualquer de Q e con-

staerenos [alf = A} o lalf =2 -
log A J
1
log 1, T ie——
Seja r = TBEPT% « Desde que (‘GI?) = A1 log 12‘-

log 12 . ) . . , _
= (A, Tog k1)1 = (12)1 = ]aLg_, cogcluimos que | l; e | l_P sao

Do . =

-

equivalentes. _ ~.
C+q.d.

\\ )

0 CORPO DOS RACIONAIS P,ADICOS - Qp

" Consideremos o corpo dos numeros racionais Q e um
priﬁq P em Q. G primo P determina um lugar p.adico :P em Q.

Definimos o completado de Q em P como o conjunto
Q? . O anel dos inteiros de Qp g chamado o anel dos inteiros

- - - L]
P.adicos e e escrito como £ .
p
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Proposicao 4.6 - Q@ & denso em Qp .

Demonstragao: E evidente usando a definigao de Qp.
] ' c.q.d.

Proposicao 4.7 - Qp &€ completo.
Uemonstragﬁo: Como Qp & o completado de Q, entac segue, por

um resultade elementar para espagos métricos completados, que o

completado & completo.

_c.q.d.
. o 9
Proposicao 4.8 - Toda série da forma z a, p converge on
f=-m

de a, pertence ao conjunto {0,1,...p-1}.

N “y

Demonstracao:
o | ‘ - .i )

Consideremos as somas parceais B, =

Se m > n
N
I ¢ la_y 2™ et lae™D)
Bm - Bn a < max{ja vest+|a p
| o 1D ey sl € mendlag, .
. 1 .m
e, consequentemente, |Bm - Bn]p 5'(1r) .
,Portanto'{Bﬁ} & uma sequencia de Cauchy em Qp e,
R oD ) 2'
pela proposigao anterior, ) a, p° , com a, pertencente ao com
L=-m

junto {0,...,p=1}, converge.

c.q.d.
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Proposicao 4.9 - Todo elemento em Qp e da forma

% .
o = ] a. p> onde a, € {0,1,...,p~1} e ordpa = n.
Pt 1 1 . F
i=n :
Demonstracao:
1) Podemos colocar o = Epn para algum g em uEﬁ] onde

Sejam C = {0,...,p~1} e a € C tal que'e = a mod mEﬁl; Entao

n '

0 =a_ p *+ 0 com ord;;d' > n . Analogamente aplicamos o mesmo

processo para ' para obtermos o" e assim por diante. Depois de

(m+1) transformacoes, obtemos

n+m (m+1)

- n . : m+1
= L . > +

o a p S S aqu P + 0 com ordP{x n+m
e considerando an . an+1 s ey an+m em C, As somas parclais
m+n ) ' © - R

al P convergem para ¢, & portanto o = z aﬂ P

L=n N 2=n

2) Para mostrar a unicidade vamos supor que existam

oo B . _aa -
duas expressoes tais que a = } ¢, pho= ] 4 p’ com
i=n i=n
C{, di_ e.{o,‘l,.l..p""‘l} -
Seja K o primeiro inteiro tal que cx # d, » ou seja e; = d; para
m 1] m -
- . 4 o i i
n <1 < k , Multiplicando a equagao z c; P = z di ) por
o i=k . i=k
-k i i
p obtemos ck + Z c; P = dk + di P~ . Portanto des
i=lk+1 i=k+1 ’

ea forma t; £ d.: mod p. E desde ﬁue ci e dk estao na mesma classe

k K
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residual entao e = dy 0 que & absurdo.

c.q;d.
0 ANEL DOS INTEIROS P.ADICOS Zﬁ
Obgervemos priﬁeiro que o anel dos inteiros Zp

w -
R . . . "1
coincide com o conjunto das séaries E a; p onde n > 0 .
i=n

Proposigao 4.10 - Zp ¢ aberto e compacto.

[

Demonstragao: Na topologia dado por |p* {%[p =11 com 0r<1,

Z e claramente um aberto. Mostraremos que Zp € um compacto.

: [
Consideremos a aplicagac é: Z_—+ T L onde
o - P n=0
i
Xn = Z/ » dada por &( I a;, p ) = (a,,I » Agseersd gv o)

PZ i=n

Claramente ¢ & continua e bijetora. Portanto

oo T Lt T -

Z = 7 X_ e, como cada X_ & compacto, entao Z_ & compacto.
a=0 ©° n . P
“e.q.d.
“

Proposicao 4.11 - zp e completo.

Demonstracao: Segue-se do fato de que Zp e compacto.

CORPOS LOCAIS

Um corpo local & um conjunto consistindo de um
lugar‘P e um corpo F tais que

1) P & completo e discreto.

2) A classe residual em P e finita.

Exemplo 4']2.“ Qp e corpo local



CAPTTULO 11

0 GRUPO ORTOGONAL E SUA GERAGAOQ

o propaéitocneéte capitulo & de introduzir uma
forma quadratica e uma geometria ortdgonal'em um espago de diﬁeg
sZo.finita e esfudar certos grupos de transformagoes lineares ;
mais especificamente o grupo Ortogonal;_seus.principais'subg:u-
pPos e tgmbém sua geragao. Em todo este capitulo F denotara um

corpo de caracteristica diferente de 2,

§1. ESPACOS QUADRATICOS E FORMASIQUADRKTicAS

Seja .V:um espaco vetorial sobre F. Uma forma bi

-

VTinear simetrica B: V x V+F & uma aplicagao que verifica as se~

guintes propriedades:

(i) -.B(K,Y'Fﬁ) = B(XQY) + B(x?Z)
(ii) B{ax,y) = aB(x,y)
(iii) B(x,v) = B(y,x) para'todd X, y-e.z EVecé€rF,

A aplicagao g: V+F definida por g{x) = B(x,x) &
chamada uma forma quadratica.
Para q sao validas

(i) q (tix) = alq(x)

-20-
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(ii). g(x+y) = q(x) + q(y) + 2 B(x,¥y)

m m i
L1 .X.) = \ 2 L0, .3 X,
(1i1) q(i£1a;xl) 121 q(31? + aizj a0y Blx;,x)

Se g(V) = F ‘entao V sera chamado universal.

ESPAGCO QUADRATICO

Definicao 1.1 - Um espago gquadratico € um espago vetorial V
sobre F, de dimensao finita, munido de uma forma bilinear simétri

ca B e uma forma quadratica q.
MATRIZ DE UM ESPACO QUADRATICO

Seja'{x1,...xn} ﬁma base do espaco quadiatico V.

Entao N = (B(xi,xi)) & chamada a matriz do espaco quadratico V,

——
R -

em relagao a base dada.

Se'{x;,...,x;} & uma outra base de V - e
N
N' ='(B(x£?x§)) entao N' = TUNT, onde T @ matriz transformacao de
base.
DISCRIMINANTE

-
-

Definigao 1.2 - 0 discriminante dos vetores {21,...zm} e o
determinante da matricz (B(zi,zj)), que denotamos por dB(z1,...sz

Em particular se N &€ a matriz de V em relagao a

base'{xq,...,xn} entao dB(x1,...xn) = det N .

Em relagao a uma outra base {x;,...x;}, desde que
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N' = TFNT, temos dB(x;,...x;) = ude(x1,...xn) onde a==defr=detTE

Logo a imagem canonica dV de dg (x,,...x ) em {0} U(f/fz) indepen

de da base e sera echamada discriminante do espacgo V.

DECOMPOSIQAO ORTOGONAL

Definigdo 1.3 - Sejam V um espago quadratico e B e q as for-
mas bilinear e quadratica associada. Dois subespagos U e W de V
sao ortogonais se B(V,W) = 0.

DPizemos que V tem decomposigao ortogoanl em sub-

espagos V ,...,V_ e indicamos V = V, 1 coo 1 V., se
(i) Y =V,

e LIS --0 vr "

T R ~

(ii) n(vi,vjj“a~o 1<icj<r
Um subespago U de V e componente ortogond1 de V

Se existe um subespago W de V tal que V = U | W .

Lema 1.3 - Todo espago quadratico nao-nulo tem uma base orto

gonal.

Demonstrégio: Se q(V) = 0, entao qualquer base de V e ortogo

nal. Caso contrario, seja x € V com q(x) # 0. Consideremos uma

B (x‘?xz) B (x_,xn)

base {x ,xz,...,xn} para V. Entao {x, Xy © x,."xn--ET;T—x

q(x)

& ainda uma base para V e as ultimos (n—-1) vetores geram um sub-

espago W onde B(x,W) = 0. Assim, aplicando indugdo sobre a dimen
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sao de V,obtemos 0 resultado desejado.
COMPLEMENTO ORTGGONAL E RADICAL

.Seja U subespago do espago quadraﬁico V. 0 con~-
.junto U*_ﬂ'{x € V| B(x,y) = 0 para todo y € U} & um subespago de
V chamado complemento ArtngonaT de U em V.,

0 conjunto rad U = {x e v | Bix.y) = 6, para to
de y € U} & um éubéspago de U chamado radical de U. Observemos

*
que rad V =V .

.

Definigdaoc 1.5 - Um subespagc U de um espago quadratico V &

regular se rad U = 0.

—_ -

Proposigao 1.6 - Sé}é”v-um espago quadratico eV = Vote ¥V,

ecom B(Vi,vj) =0 para 1 £1i<j < r .

,
1} rad V = rad V, #eeet rad vV .
2) V & regular se e somente se cada Vi € regular.

3) Se V & regular entao V = v1_l...l L

Demonstracgao: Em (1) consideremos x € rad V e escrevemos
X = E_xk_com cada % e VX' Para cada i (1£i<r) temos B(xi,vi) =
= B(zxis V:) ¢ B(x,V) = 0 , o que mostra que, x; € rad V, e, con

sequentemente, x € I rad Vi .

Reciprocamente, considereando x = zxx, com cada
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% € rad ‘lJl ,. temos B(x,V).E- B(:{-;‘,V1)+...+B(xr , Vr) =0 o que
significa que x € rad V .

A parte (2) & uma consequéencia imediata da defi-
nigac de espago quadratico regular e da parte (1).

Para a demonstragao de (3) @ somente necessario

MOStYar que a soma V, +...+ v ¢ direta. Assim, seja 0=x +...tx_,

1

com x; @ Vi s 1 €1i < r. Entao 0 = B(x1 +'f'+ X s Vi)= Bbg,\&)e,

"

.portanto, Xy € rad Vi o .

c.q.d.

Proposicac 1.7 - Um espaco quadratico V & regular se e somen

te se.dB vV #0. _ .i&

——

Demonstragﬁo: Consideremos uﬁa base ortogonal'{x1,...xn}de v.
Entao, V f Fx1 l...l Fxn . Pela proposigao ante-
~rior, V e regular se ¢ somente se cada in € regular. Porem in
& regular se e somente se q(x;) # 0. Logo V & regular se e somen
te se q(x1)...q(xn) # 0 ; isto &, se e somente se dB(x1...xn) #0.
ceqysd,.
Proposicao 1.8 - Seja U um subespago regular do espago qua-
dratico V. Entao U E componente ortogonal de V e se V = U l W

- *
entae W =10 .
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Demonstragao: Seja'{x1,..;,xp} uma base ortogonal para U,

U = Fx1 l e i Fxp_.

Um elemento Z em V pode ser escrito como 2z = y+w

com y = B(z,x,) X, too.t B(z’%gl X, onde cada q(x;) # 0 pois U é
alx,)} q(xp)

regular.

Claramente, y € U e desde que B(w1xi)l= 0 para

. ' * *
1<i<c<p,we€?l . Isto mostra que V =TU + U .
. * . %
Agora U N U = rad U = 0. Assim, V = U &8 U e

& ~ %
portanto V = U l U ., S5e V = U“l W, entao W& U . Mas, como pro-

, * - C- . Lk . *
vamos que V = U l U , entao dim W = dim U . Dessa maneira W=1U.

T ——

c.q.d.

DECOMPOSICAO RADICAL

—

Consideremos o rad V de um espago quadratico V e
U um subespago de V para qual V = U & rad V., Entao segue—se- que

V=20 l rad V e chamamos isto de decomposicao radical de V,
ISOTROPIA B

Seja x # 0 em um espago quadratico V. Dizemos
que x & isotropico se q(x) # 0 e anisotropico caso contrario.V &

isotropico se contém um vetor isotrdpico e anisotropico se todo

Vetor nao nulo & anisotrdpico. V & totalmente isotropico se V# 0
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e q(V)’= 0.
PLANO HIPERBOLICO

Um espago quadratico V & chamado plano hiperbaii

. . - - o 1
€0, se a matriz de V, em relacao a alguma base de V, a (1 0).
Assim todos os planos hiperbdlicos sao regulares com discriminan
te -1 . R

Cbservag3o 1.9 - Seja V um plano hiperbdlico escrito como
"V = Fx + Fy com q(x) = q(y) = 0. Entao as retas Fx e Fy sao ‘as
tnicas retas isotrdpicas de V; ; isto claramente & verificado pe

la equagao q(ax + By) = 208 B(x.y). Esta équag;o tambem mostra

que q(V) = F , ou“seja que todoc plano hiperbdlico & universal.

Ptoposiggo 1.10 - Seja V um espago quadratico Z-dimensional;
As~seguinte§ afirmacoes sao equivalentes.
1) V & plano hiperbdolico
2} V e isotropico e regular
3) th= -1 .
N ."Demonstragﬁﬁz (1) implica (2)
Se V & um plano hiperbolico entao a matriz de V

- : - 01 =
em relagao a alguma base {x1 » xi} e (1 0) . Logo q‘xi) =0 e,

portanto, V & isotropico.
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V & regular, pois se x = ax, + sz € rad V, en-

t§o’B(x,xd+x2) =0 e ‘B(x,x1—x2) = 0 , de onde segue-se_que
a + 8 =.0 e a.- B =0, ou seja aqn 0 =R e, consgquenteménte,
X =‘0.

(7 "{2) impTlica (3) -.Seja X vetor isotropico em V ,

e {x,v} uma base para V; entao a matriz de V tem a forma (g,s)qg
de B{(x,y) = B8 e B(y,y) ='Y . Assim, 4V = —82 . Porém, V e regular,
- 2 -~ . > 22 o
B €F e, desde que -8 e =1 sao iguais em F/F~ , temos dV = -1 ,
(3) implica (j). Se V & regular entao temos que

q(V) # 0, Sejamoa # 0 e x € V ta1 que q{x) - o. Desde que V &

regular Fx & componente ortogonzl de V. Logo V = Fx | Fy para al

gum ¥y € V. Como por hipitese dV = -1 , temos que gq(x). q(y) # 0.

Assim, podemos assumir que q(y)

~0" e V = F(xty) + F(x-y)
: _2 a

\.

A matriz de V nessa base & facilmente escrita co

0
mo (1;

). Portanto, V & plano hiperbolico.

¢.q.d.

Proposicao 1.11 - Sejam V espago quadriatico regular, U subes
page de V com q(U) = O e‘{x1,...,xr} uma base para U. Entao exis
te um subespago H1 l...l Hr de V, onde cada Hi e um plano hiper

bolico com x. € H. .
- folid 1 ‘1
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Demonstragdo: (Por indugao 'sobre r)
Se r = 1, seja_y1 € V com B(x1,y1) # 0 e coloca

mos H, = Fx

1 1 + Fy1 « Entac H

1 € um plano hiperbolico com a pro —

priedade de pedida.

Para r > 1 4 colocamos Ur-1 = Ex1 toe..t Fx . e
- %* %* ]
U. = U. Entao U._4CU_ e, assim, U C“Ur-1" Consideremos
* * ' - :
Y, € Ur_1 - Ur e coloquemos Hr = Fx_ + Fyr . Entao B(xi,yr)‘= 0

‘para 1 £ i € r-1 e B(xr,yr) # 0. Assim, R e um plano hiperboli-

%

co contendo X, . Como X € U e y

r—1 e, por

x -
€ U entao H < U
T r -

b -1 b

. . % : B - . _ *
consegulnte, Ur—1 c Hr . Desde que V g regular e vV = Hr l Hr’ en

~ x . . R ] -
tao Hr e regular e, aplicando a hipotese de indugao a Ur—1 toma-

*
c H com

. *_ . \
do como um subespago de H_ , obtemos H, | ..... | B .

r-1

x; € H; para 1 £ i % g-1. Portanto, H1 l...l Hr—1 l Hr satisfaz

as condigoes exigidas.\
c.q.d.
§2. GRUPO ORTOGONAL
REPRESENTACDES t SIMETRIAS
Definicao 2.1 - Sejam V e.w esPagos.quadrEticos e qe q' as
respectivas formas quadraticas. Uma ﬁransformagio linear oG: Y-*W

€ uma representacao de V em W, se q'(ox) = q(x), para todo x€ V.
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Definigao 2.2 - Uma isometria de V em ﬁ e uma representacao
de ‘V em W:igjetifa.‘OS'espagos V e W serao chamados isométricos se
existif uma isometria de V em W.

0 conjunto de todas as isometrias de V em W seri
denotado por On(V,V).

Se V. = W entao ¢ & inversivel e isso mostra que
o_(V,V) 2 um subgrupo do grupo GL (V) das transformagdes linea —
res inversiveis de V em V. 0 grupo 0 _(¥,V) & chamado grupo orto-

.gonal de V, em relagao a q e sera indicado simplesmente por 0 (V).
INVOLUGDES E SIMETRIAS

Definig3ao 2.3 - Seja V um espago quadritico. Uma aplicacao

o: V+V & uma invblugao se Gz = 1v , onde 1v denota a aplicacao

identidade em V.
As mais importantes das involugoes siao as Sime —

trias ; isto &, sao as aplicacoes Oy: V- V dadas por

T (x) = x -.2B(x!z) y , onde y € V & tal que q(y)} # O.
y q(y) : i ‘

Como consequéncia imediata da definigao de KY te
mos as seguintes afirmagoes:
—_ T & linear

-— %. €& involucao
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-— t; & uma representagao injetiva e, portanto
t& e o (V).
&
— Z%(x) = x para todo x € (Fy) e 2;(x) = -x para

todo x € Fy.

Proposicao 2.4 - Sejam U e W subespagos isométricos regulares

- . ~ & ., - .
de um espago quadratico V. Entao U e W sac lsometricos.

Demonstrag¢do: 1) Vamos supor inicialmente que U e W sao re-
‘tas, ou seja U = Fx e W = Fy , com q(x) = q(y) # 0. Entao

q{xty) + q(x~y) = 29(x) + =q(§) % 4q(x) e, por conseguinte q{x+vy)
ou q(x~y) @ nao nulo. Trocando v ﬁﬁr -y ;é necessario, podemos

assumir que q(x-y) # 0 e consideremos a simetria Z;“' . Assim te

_ A

mos, E;Y"x X = x -.gﬁé%;§§%l (x-y) e, desde que
q(x-y) = q(x) + q(y) = 2B(x,y)

= q(x) - 2B(x,y)

= 2B(x,x"y) ,
entao G x = y. Portanto { v = w o que significa que

y=x _ =y '
* X . -
U e W sao isometricos.
2)  No caso geral, usaremos indugao.sobre a dim U.

Desde que U e W sao isométricos, podemos considerar as decomposi

goes nao triviais U = U,1 l UZ e W = W1 l_Wz s+ COm U1 = W1 e
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m

-— — - - - - — ®
U, =W, . Entao pela hipdtese d& indug2o, temos que U, luv
] - ] * . . -
i1sometrico a WZ l W e, portanto, existe uma decomposigao

U2 l U =X l Y com X = Wz e Y =W . Mas'entao X = Wz = U2 e a

- ) - - % k . &
hipotese de indugao garante que Y = U . Logo W =1U .

TEOREMA DE WITT

Sejam V e V' espagos quadraticos regulares isome
tricos, U um subespago de V, e 0 uma isometria de U em V'. Entao

existe um prelongamento de O a uma isometria de V sobre V'.

I

Demonstracao: Escrevemos U =W | rad U e 'seja'{x1,...,xr}

uma base para rad U. ™ Pela proposigao 1.11 deste capitulo.existe

-

Lo .
um subespago H = H1 l . l Hr do espago W mna qual cada Hi e

plano hiperbolico, tal que X; & Hi . Desde que H & regular, H de

- * . #
compoe W e portanto existe um subespago S de W tal que

Ve=n]|s5]|W.

- Sejam U' cU , W' = aw e vx; = Ox, ,para 1<i<r,

Assim, rad U' = o(rad U) = Fx; +...+ Fx! e U' =W | rad U' .Re

1

petindo o processo de construgao obtemos V' = H' | s' | W' com

o' =8 [.....] H onde cada H{ & um plano hiperbdlico contendo
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Agora,lexiste claramente uma isometria de H so-
brée H' que coincide com ¢ em cada x; e, consequentementg em rad U.
Verifi;amos tambem que 0 leva W eﬁ w'. Légo, existe_um prolonga-
mento de ¢ a uma isometria ' de H l W sobre H' l W'. Aplicando
a proposicao anterior, vemos que S & isometrico a S§'. Portanto ,.
existe um prolongamento de O para uma isomeiria de V sobre V'.

c.q.d.

§3. GERAGAO DO GRUPO ORTOGONAL

Se V @ um espago gquadratico regular, mostraremos

que ag simetrias geram On(V) e faremos um estudo sobre certos sub

-3

[] + . -
grupos de On(V) talswcqmolon s Qn e Zn .

Proposicao 3.1 - Se o € 0_ (V) entao deto = + 1 .

Demonstragao: Sejam‘{x1,...,xn} uma base para V e M a matriz

de V em relagao a base dada.

Seja 0 uma isometria de Ve T = (tij) a matriz de

na base dada, isto &, 8%& = ztij Xg . Logo'{cx1,...dx;} & uma

base de V & a matriz associada a V nesta base também & M, desde

que ¢ e uvma isometria. Assim, M = Tt MT e det M = det Tt, det M,
det T, de on@e.segue—se que (det T)2 = 1, ou deto= + 1 .

c.q.d.
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-

Definicao 3.2 -~ 0 & uma rotacao se detg = + 1 .

-

Definicio 3.3 - 0 & uma reflexdo se detg = - 1

M - + . - — ‘ )
Sejam 0n = {o/% e rotagao, detg = +_1} e

0
n

.{G/B ¢ reflexao, detg = - 1}

=+

Proposigdao 3.4 - o

& subgrupo normal de o (V).

= ~ - +
Demonstrag¢ao: Dados 0,e 0, € OE(V) entao 0, © 021 e On(V) pois

det G.U;1 = det ©

-1 .+ -
1° det G, = 1. Assin On(V) e subgrupo de On(V).

Se 0 € OZ(V) e 0 € on(v) entao E'-1U T € OE(V) pois
det T = det 0 = + 4. Portanto, 0:'6 subgrupo normal de On(V).
. cega.d,

—_

~ Observacdo 3.4a - Og-ﬁﬁo & subgrupo de 0 . Isto ¢ devido ao

fato de que dados o

1% 93 € O;J, G400, ¢ 0; , pois det 0,0, = 1.

Proposigao 3.5 - Se V & um plano hiperbdlico e ¢ uma isome —

tria de V em V a qual & identidade em um subespago totalmente iso

tropico maximal de V, entaoc o & uma rotacgao.

Demonstragao: Sejé M o subespago totalmente isotrSpicé maxi
mal de V, tal que dim M = r , Eufzo 2r e a dimensao de V. Pela
proposigﬁo 1.11 deste capitulo, existe um outro subespago N de V
totalmente iSotrEpicq maximal tal que V = M & N, Para x € Me y€N

* ' *
temos: 0x = x e B(x,0y-y) = 0. Assim, gy-y € M . Mas como MCM
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. ~ *
comparando as dimensoes, vemos que M=M ., Logo Uy-y € M para todo
y € N.
Agora, se {x1,...,xr} & uma base de M e

'{y1,...,yr} & uma base para N entao {xq,...,x y1,...,yr} e uma

r’
base para V e, usando o fato de que G(xi) = x; para todo x; € M.
para todo ¥ € N, teremos det 6= 1. Portanto, 0 e uma rotaggo.

c.q.d.

Proposicao 3.6 - Seja U um hiperplano de um espago quadrati-
"eco regular V & seja 0 uma isometria de U em V. Se U & regular,

existem dois prolongamentos de ¢ a V que diferem por uma simetria.

e

Se U e ngoqregulag, existe um unico prolongamento de 0 a V.

C

Demonstracao: 1) Primeiramente vamos supor o caso onde U &

um hiperplano regular. Pelo teorema de Witt existe um prolonga —

mento 01 de ¢ a V. Seja Ty um elemento de 0n . Entao g, e um

prolongamento de ¢ se e somente sSe 02101 € idenfidade em U. Isto
significa que o, e 0, Z; sao o¢ unicos prolongamen;os de d, on-
de Fg € uma reta ortogénal_ao hiperplano U.

2) Agora vamos supor que U nao seja regular. Sabe —

mos que existe pelo menos um prolongamento de o a V. Se existis-

se um outro, teriamos um fa em O , o qual e identidade em U, mas
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nao em V. Vamos mostrar que isso e impossivel. Desde que U & um
. x . ' LI

hiperplano, U e uma reta. Logo rad U = UNV & uma reta Fx ., Por
isse, uma decomposicao radical de U conduz a uma decomposigao
Y =W l (Fx + F&), com q(x) = Q(y), e W& U.

hgora, p deixa W fixo e, portanto, deixa tambeéem
Fx + F_ fixo. Desde que Px = x entao Py = oy para algum escalar o,
Mas B{x y) = B(px,py) = Bi{x,ay) = o B(x,y) e isso mostra que p &

a identidade em U € tambem a identidade em V. Assim 0 tem axata-

mente um prolongamento.

GERAGAO DE 0, POR SIMETRIAS

C

’?ara a demonstragao do teorema da geragao de On
por simetrias sera necessirio antes o seguinte resultado:
Lema 3.7 - Seja V um espago quadratico regular. Se ¢ # 1y e
uma isometria em V. satisfazendo a condicgae (*j. "Se x € anisotrd

pico em V entao 0x - x # 0 e q(ox-x) = 0", entaon > 4, n e
par e O € uma rotagEo.
Demonstracao: £ evidente que nao podemos ter n = 1. Se n= 2

e x € anisotropico, usando a condigao (*), concluiremos que X e

Ox sao linearmente independentes e d(x,0x) = 0. Essas condigoes
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contrariam o fate de V ser regular. Assim devemos ter n > 3. Fi
nalmente sera mostrado que n e par e que 0O & uma rotaggo.. Para
esta demonstragac ainda necessitaremos mostrar que a condigao (¥)
.t#mbém & satisfeite para elementos isotropicos de V, ou seja
q{(Txr-x) % 0 para todo x € V. Para isso, consideremos y um elemen
to isctropico em V. Entao axiste um plano hiperﬁﬁlico B que con-
tem y e decompae V, isto &€, V = B i H1 . Logo existe z em V, tal
que qu) # 0 e B(y,z) = 0. Portanto, q{y+ez) # 0 para todoe € F
e, consequentemente, q(0y~y) + 2¢c B(gy-y , 0z-z) = q{o(y+tez) ~

- {y+ez)) ~ ezq(cz-z) = 0 . Em particular tomando ¢ = + 1, encon

traremos o resultado desejado, ou seja q{oy-y) = 0 , como ¥ &

isotropico. Logo, © espagouw = {G~1) V satisfaz q{(W) = 0 e, se
. * -
considerarmoes x em V ¢ vy em W , teremos B{x,oy-y) = 0. Portanto,
. AN
‘ *
Oy~-y € rad V = 0 de onde segue~se gque Oy = y, para todo y € W .
. . - x . " % %
Aplicando a condigao (*) obtemos q{(W ) = 0. Assim, WC W E{W ) =W.
Portanto n e par e dim W = u%m ; em outras palavras, V € um espa
¢o hiperbdlico e W & unm subespacgo totalmente isotropice maximal.

- - - * . a
Mas, come ¢ & uma identidade em W = W , concluimos pela proposi-

gao 3.5 que O & uma rotacao,

cet).d.
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Teorema 3.8 - Toda isometria ¢ de um espago quadratico regu-
lar n-dimensional em si mesmo & um produto de no maximo n 'sSime=
trias.

Demonstracao: 1) (Por indugzo sobre n)

trivial,

®

Para n = 1
Para n > 1. Vamos supor que existe um vetor ani-

sotropice x com Ox = X. Entac a restriggo gl de ¢ a um hiperpla-
ki)

no U brtogonal a Fx & um elemento de On—1(U)‘ Usand»n a hipotese de
indugao, 0 & um produto de no maximo (n-1) simetrias em relagao 2
retas em U. Cada uma dessas simetrias tem um prolongamento natu-

ral a V por meio de uma simetria comsiderada em relagao a reta

original em U. O produto desses prolongamentos colocados na ordem
original coincidem com ¢ em U e tambem em F¥ , onde & e o produto
\. -
sao identidades. Logo eles coincidem em V. Portanto, 0 & um pro-
duto de no maximo (n-1) simetrias quando O deixa um vetor aniso-
tropico fixo.
A proxima suposigao & que existe x anisotropico

com q(0x-x) # 0. Consideremos a simetria Byy—x definida em V. Ve

e o} i fixo. s terior, G g a
mos qu Z&x-x deixa x fixo. Logo, pelo caso anterior, % x=x

o produto de no maximo (n-1) simetrias, portanto O & o produto de

no maximo n simetrias. Entao provamos, nesses dois, que qualquer
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‘simetria que nao satisfaz a condigdo (x) "Se x & anisotropico em
.'." - ~ i -, ) -, " M N
V,entao ox~x e 1sotropico em V' , gatisfaz o teorema,

Finalmente, consideremos ¢ em V qua satisfaz a
condigao (%), Entao, pelo lema 3.7 ¢ & rotacao e n & par. Seja &
simetria de V. Desde que © ¢ & uma reflexao, entao GO nao satis -
faz a2 condicao (*) e, por conseguinte, B0 & um produto de no ma
ximo n simetrias. Logo, 0 & um produto de no maximo n+1 simetrias

No entanto, ¢ e uma rotagao e n+1 e impar, de onde concluimos que

-0 s0 pode ser um produto de no maximo n simetrias.

Definicao 3.9 - Seja 0 uma isometria de V. O conjunto

{x e V lox = x} & um subespago de V chamade espago fixo de o.

-

Corolario 3.10 - Se 0 & um produto de n simetrias, entao a di

mensao de seu espaco fixo & no minimo n-r. -

Demonstragao: Pelo teorema 3.8, 0 = f%...té onde cada ?i e

-

uma simetria., Sejam U, o espago fixo de t& s para 1 €1 £ r e U

) espagd fixo de 0. Entao U, N...N U, C U pois se x € 010..J3U

1 r

entao 2%(x) = L..= zi(x) e’, consequentemente, o(x) = S(x) ...
- ﬁi(x) = x. 1Isto & suficiente para mostrar que cada us & um
hiperplano de V e entao dim (U1n ee N Ur) > n—-r . Esta Gltima

~afirmag¢do € demonstrada por indugao sobre r.
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e um hiperplano, temos

Para r = 1, desde que U1

dim U1 =.n-1.

‘Para' r > 1 ,

[] . o= » - - 4 n
~dim (U1ﬁ .ol N Ur) d1m(U1ﬂ...nUr_1)+d1m Ur dlm(ﬂhn:” Ur_?+ug

> (n-r+1) + (n~1)~(n) = n-r.
Ceged
Corolario 3.11 - Suponhamos que O seja um produto de n sime-
trias. Entao ela ppde ser expressa como um produto de n simetrias,

‘com a primeira ou a ultima escolhida arbitrariamente.

Demonstragdo: Escrevemos O como um produto de n simetrias ,

[

ou seja 0 = a..;“T%-u.Sg % € uma simetria qualquer entido pode —

mos expressar ©¢ como um produto de no maximo n simetrias. Logo

¥ . . .
6 =7. %y «-- T, com T < n+l. Entao detg'= (-1)T . Mas, por hi

potese, det O = (-1)n. Concluimos, entEo, que r e n tem a mesma

paridade. Em particular r € n. Se r<n, colocamos um numero par

de simetrias iguais 2 T no final e obtemos o = 352 . Gi . Isto

permite-nos escolher a primeira simetria de uma maneira arbitra-

-

ria e, analogamente, a ultima.

¢c.q.d.
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§4. ALGUNS SUBGRUPOS DE On(V)

Alem de 0: , podemos considarar os subgfupos e

e Zn de on(v).

0 SUBGRUPO COMUTADOR e, DE Un

Denotaremos por_Qn o subgrupo comutador de‘On .
+ + ~ 5
Claramente Qn C 0n . 05 subgrupos 0n s Qn sao definidos somente

para espagos regulares nao nulos.

Proposigao 4.1 - @ contem os quadrados de todos os elementos
- . . -1 =1
de 0, e e gerado pelos comutadores da fo;ma z;z;zxz§ = sz§2§ Ty

onde 3x e ZY sao simetrias. Em particular Qn e gerado pelos qua

ot
drados dos elementos de On‘;
Demonstragaoc: Seja G subgrupo de 0n gerade pelos comutadores

. . _ ) - -1
do tipo Ex’gy q‘ty . P_ara qualquer © € 0n , temos O G'X g Zo,x €,

entao

_ -1 ;
U(ﬁ%ﬁyt%a§)0 = adxthyabxcby 0 que mostra que G &

um subgrupe normal de O, .
Consideremos on(G ='{E¥ = T _+ G}. Para quaisquer

i i (-} z .-— ._ .-— = Kl T - - 7 --— o
simetrias @_ , CY temos & ty T, a§ 1 ou T 6& 6& T, s
que significa que 0 /G & comutativoe. Entao Q@ c G. Mas cca,

por definigao e, portanto, G = Qn .
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Finalmente, de -

62 = T T C '...'E ST T e G
m 1

1 LI m. 1 .‘am=1

1 m
segue-se gue 02 € G = Qn . ﬂesde que Qn = G & gerado pelos qua-
drados do tipo (3x2§)2 concluimos que'ﬂn E‘gerado pelos quadradoes
de todos elementos de 0: .

c.afd.

Proposicao 4.2 - Qn e tambem o subgrupo comutador de 0: quan

do n > 3.

-

Demonstragdao - (Vide [0] , pag 107)

Observacao 4.3

T— . -

Quando nu;ﬂ1 o grupo 0, &€ um grupo de dois elemen
tos e sua estrutura e trivial. Se n=2, sabemos que 6; e comutatl
vo e, por isso, Seu grupo comutador e 1V « Veremos mais adiante
que 92 = 1 se e somente se V & um plano hiperbolico sobre um cor
po com tras elementos.

Sabemos que o subgrupeo comuéador 92 de 02 é gera
do pelo coﬁjunto dos quadrados de todas rotacoes. Mas esse conjun
to & um grupo, desde que 0; e comutativo. Logo 92 e o conjunto

dos quadrados de todas rotagoes e, simbolicamente, denotamos
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0 CENTRO Za DE On . -

Zn(V) denota o centro de On(V) de um espago qua-

dratico V.
Observacao 4.5

i) Pode-se provar que Z_ = {+ 1v}'exceto quando V &
um plano hiperbdlico sobre um corpo com trés elementos. Neste ca

so excepcional Z, = 0, . (Vide fo], 43:12)

+

- +
e 0NZ e o centro
n n n

ii) Se n > 3 entao o centro de O

de @ €0 nz . (Vide (0], 43:13a) .



CAPITULO TII

APROXIMAGAO FRACA PARA ROTAGDES

§1. GRUPO ORTOGONAL SOBRE CORPOS COM YALORIZAGOES

Neste paragrafo F denota um corpo com valoriza —
gEo qualquer, nao necessariamente um corpo global, | | ou ] |? a
vaiorizagﬁo dada em F e P o lugar detefminado pela valorizaggo.
'V & um espago vetorial n-dimensional sobre F, LF(V) denota a al-
gebra das transformagaes iineares em V, e Hn(F) denota a algebra

das matrizes nxn sobre F. Seja {xi,..,xn}.uma base para V. Todas

as normas || [ serao consideradas em relagao a essa base.
NORMA EM V ,
n
Dado x € V , X = I a.%x, (a¢. € F), a norma de x
_ PRt e S |
€ definida por Ix]| = mgx Iai[?.
Agsim, || H? ou || | & uma fungio real com as se

guintes propriedades.

1 Jlxll>0 se xev e f0l =0
2] lax]| = |e| §x|| , para todo c € F e x € V.

33 Jx+yll < llx[l+]lyf para todo x,y € V.,

-42-
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No caso nao arquimediano temos

max("x” Jyl> para todo x,y € V ,

I=+y |} <
com [ty l = maxdlxLlylD se [[xl # {y]
0 espago vetorial V pode ser considerado um espa
¢o gétrico, com a2 metrica dada por d{(x,y) = ”g—yﬂ pa?a todo

X,y € V.
As aplicagoes (x,y) — kx+y) de VxV em V
| X _f* -x de V em V
L (e,x) — ax de FxV em V

sao continuas em relagao a topologia de V. e isto significa que

V e um espago vetorial topoldgico sobre um corpo topolégico ¥F.

T

NORMA EM L (V)

Seja o € LF(V). Escrevemos o(xj) = g aijxi(gijeF)

para 1 £ j < n , e definimos a norma de G pela equagao

"O"P = ?a§|ai.| = mex"axj”

i,j 1F j
denotamos a norma em LF(V) por | ﬂ? ou simplesmente | || .
Entao, ” ” tormna LF(V) um espago vetorial normado; isto e, as se

guintes propriedades sao verificadas.

11 flolf> 0, c € L (V) como #0 e [lof =0

2) ”aoﬂ = [al [c] para todo oo € F, o € LF(V)

3) o +B] < floll+[Z]] para todo o,% € L (V)
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0 espago vetorial LF(V) esta provido com uma to-
pologica métrica na qual a distﬁncia entre 0 e 0 ¢ definido por
d(0,%) = [lo -T| .

No caso nao arquimediano, temos

llo +3] < max(oll,I51) para todo o , T € L (V)
com T +all = max(flo]l,{|5l) se Jlo] # 5}
Da mesma maneira,como em V, pode-se verificar que
‘LF(V) e também um espago vetoria1 topologico sobre um corpo topo
10gico. Temos também leis nultiplicativas em V e en LF(V) a con

siderar. Em V

allo ]| [x] em geral H

o=

1A

Noil |x)} se niae arquimediana

““Fllﬂt” em geral

1A

e em LF(V) "U'U]I

foll 1Tl se nao arquimediana

Logo a funcgao (0,3) + g & de Lp (V)% Lg (V) > L (V)
e continua. Isto faz com que L (V) seja um anel topologico.

As aplicacoes (¢ yT) > O+ .40

1,.-. 1

(01,...,cr) * O4.es. O, sSao conti

nunas.

Assim as aplicacoes (0,x) + ox de LF(V)x VemVe



g + detO de LF(V)'em F sao continuas. A continuidade do determi-
nante mostra que Gﬂn(v) ¢ um subconjunto aberto de LF(V). Se nos

1

restringirmos a G£n(V) verificaremos que o > G de_GQn(V) am

Ge (V) e continua.
NORMA EM Mn(F) _

Podemos tambem introduiir a norma | | em Mn(F)pE
1a equagaq
"(aij)ﬂP' = ?a¥[aijl? para uma matriz (aij) sobre F.

»

Denotamos a norma por ”a:j|h#hou “aij” . Observemos que 2 norma

HUH de uma transformacao linear o & igual a norma de sua matriz

-

na baSe‘{x1}...xﬁT R

NORMA ESPINORIAL o _

Y -
Proposigdao 1.1 - Se V & um espago quadratico regular e

S ,...?Ju sao simetrias tais que B ... G = 1, , entao

llTl r uy u. v

q(u1)...q(ur) € fz ..

Demonstracgao: Devido o fato de envolver Klgebras de Clifford,
o qual nao @ de nosso objetivo eétudar, vamos omitir tal demons-
tragao. (Vide T_O], pag 136).
Seja V um espacgo nao nulo quadratico regular e n

dimensional, com suas respectivas forma bilinear simetrica B e
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forma quadratica associada q. Consideremos © em_On(V). Pelo teo-

rema da geragcao em ﬂn(V), O pode ser expressa como um produto de

simetrias, ou seja 0 = ‘3; ews t; . Suponhamos que isto seja
1 r
feito de outra forma, ou seja ¢ = Zv e Gv . Entao como
1 s
6.6 1 = 1 temos
. v’

(R SN SO
4 ur ) 1 .

e, pelo resultado anterior assumido,

q(u1)... q(ur) = q5v1?... q(vs) {mod fz)

A imagem caﬁonicd'de q(ua)... q(ur) em F]fz e

chamada norma espinorial de ¢ e € indicada por 6(c). De acordo

T

com o que vimos acima,ﬁ.esta bem definida, pois independe da re-—

presentagao de g. Claramente 06(¢.T) = 6(g).9(8).
Assim temos um homomorfismo de grupos

G t 0 - ﬁ/

n =2

F .

0 nosso maior interesse e sobre a norma espinorial de reflexoes

e passaremos entao a considerar a restrigao

L
0 nucleo desta restricao e indicado por o, (V) .

Assim 0 (V) = {c € o:(v)!e(d) =1}
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0 comutador claramente tem norma espinorial 1, assim

1
. < 0 < 0

< 0
“n n -

<+
n 13

Notemos ainda que cada um desses subgrupes & normal em 0n .

Observacao 1.2 - A equagao 66= o, com ¢ em F, frequentemen-
te vai-aparecer; isto realmente significa que 00 &€ a imagen canﬁ

nica de o em F/-Z . Ocasionalmente olharemos 60 como toda a
F

classe aﬁz s c¢olocade como um subconjunto de F . Mais geralmen=-
te, se X & um subconjunto qualquer de 0, 0 sTmbolo 6X & a ima-

gem de X em ﬁ/.z através de 9 ; mas também a olharemos como sen
F .

do o conjunto

’lj.

B(x) =""LJ)-06(0) F2 de X em
o€X h :

Se X @& um subgrupo de 0, entao 8(X) € um subgrupo de F .
«

Proposicao 1.3 - Seja V um espago quadratico regular n-dimen
. ~ + - ' b . .
sional com n * 2 . Entao B(On) e um subgrupo de F , consistindo
de todos so escalares nao nulos da forma Gypeeesly,  coOm

2r < n e Gyseee O, ~ em q(V).

DemonstragEo: 0 resultado segue, usando o fato de que

g€o

8(0)) = L+ 8 (o) F2
n .

c.q.d.
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Proposigao 1.4 - Sejam u1,..--.,ur e V,,...,V _ vetores aniso
tropicos em um espaco gquadratico regular V e suponhamos que

(q(u1),...q(ur)) seja uma permutagao de (g(v1),...,q(vr)) entao

% ...-?:u =T, ... %, - (moa Q)

Demonstracgao: Seja‘{w1,...,wr} uma reordenagao de'{v1,...,v9

tal que q(wi) = q(ui) para 1 <1 <r .
Seja =—: On-i- 0n o homomorfismo matural de
/o,

0 em O . ‘Desde que O g comunativo, entao
n 1/9 - i/g - s
n n

e, consequentemente,

T vy o ouy u_ = (3§1 3u1)...(ﬁwr zhr)(modﬂn)

Asgim, & suficiente provar que 'Gw'?{‘ € 2 sempre que qw) = q(u) #0 .

Pelo teorema de Witt existe um ¢ € On tal que

- -1 -1 -
Entao ¢ B'w g = zcw = 311 e, portanto, 'szu =0 ¢ ’qu o eq, .
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Proposicao 1.5 - Seja V subespago regular de um espago qua

dratico V. Se q(U) = q(V) e Q(VU) = O"(U) entao (V) = 0'(V).

Demonstracaoc: Sejs o € 0'(V)., Pelo teorema da geracao pode-

mos expressar ¢ como um produto de simetrias

Tomemos Uysereu, € U com q(ui) = q(vi) para 1 £ 1 € r e seja

/) =0 coe G € 0'(V) . Entao O ef Q(V) pela proposigao 1.4
U, L N

e, portanto, e suficiente provar que ,P e Q). Se considerar-
mos a decomposicao V = U J_ W, ént'éo/)é} _l_ 1w com/s e o(V)

desde cada ui es;:ejaf'em- J. Mas 'B()-‘J) = e(fl) = 1 de onde segue=-se

que /; e 0"(U) ou/B € QEU) .- e, portanto,/:)e Qv .
| . c.q.d.

Proposigﬁo'T.S - Se V & isotropico entao §1(V) = 0'(V).

Demonstragao: Seja H c V um planc hiperbSlico. Entao

q(h) F = q(v), pois todo planoc hiperbolico & universa]_._ e

- Q(R) 0'(H) pela obsefvagﬁo 4.3 do capitulo II. Logo (V) = 0' )

usando a proposicao. anterior.

c.q.d.



_50_

§2. 0 GRUPO ORTOGONAL SOBRE CORPOS GLOBAIS

LOCALIZAGAD
E € uma extensao de F.
Defini¢ao 2.1 - Consideremos dois espagos vetoriais V e W de
dimensao finita sobre corpos E, F respectivamen;e.FDizemos que

W e F-edificagao de V se:
i) vVew
ii) Toda base de V sobre E & também uma base de W so

bre ¥,

Observacao 2;2 - SeV & um espago'quédritico regular n-dimen
sional sobre um Qgrﬁdmglobal f e F? g o comﬁletamento de F, usa
remos_ﬂp para indicar a ﬂp—edificagzo de V (como um espago veto
rial ou como um espago quadratico) e diremos que %P e uma;?-edi
ficggzo ou localizagao de V em P - Aqui D € um lugar nio ar —
quimediano ou discreto.

Desde que Vp S um espago vétorial sobre um cor-—
po com valorizagao FP , podemos introduzir uma norma | |H> EU1VF
e LEP(Vf) com respeito a uma base qualquer de V? ; em particular

com respeito a uma base qualquer de V sobre F. Observemos que

| ”r independe da base escolhida.
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Definigao 2.3 - Se 0 € LF(V), entao existe uma unieca transfor
magao linear U? em “# induzidae por ¢ em V. Diremos que G? é a
Ioca]i'zag'a'o de ¢ em p.

Claramente sao verificadas as seguintes proprie-

dades, em relagao a uma certa base de V.
1 - (o +3)FP =0?P +?;P
3) (ad)? = GUP ’ detcr = detd , para todo 0,G em

'LF(V) e todo & em F. ~

Em particular a aplicagaoc o =+ 0? € um homomorfis

mo injetor de LF(V) ;m_Lﬁ$€Vé). Cléramente, usando as definigoes
e prODriedades rélatiouadas, as seguintes afirma93§s s3o verifi-
_cadaé: N : -

- 8e 0 & uma isomeﬁria entao GP_E uma isometria.

uma rotagao entao % e uma rotagao.

™

- Se @

- 8e Bh ¢ uma simetria de V com respeito a reta Fu.eg

e uma simetria de V? com respeito a re-

P

tao.(§u)

ta F_u .

?

Denotaremos por Ap a imagem de um subconjunto A

de L.(V) em Ly (YP) atraveés de uma localizagao em P Temos, en-
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tao, : 1 0 W)P < on(v?)
i, (0 p énnw},)
Wy 0} (Vo)

a. 0 (V)?P < 0:1(\7;'0) -

" TEOREMA DA APROXIMACAO FRACA PARA ROTACDES

Sejam V. um espago quadratico regular sobre um
corpo global F e T um conjunto finito de lugares em F. Para cada
;P em T}seja S”;P e um elemento de ‘0+(V;P). Ent’éo para cada > 0,

existe 0 em 01 (V) tal qr.m_l[cs-!;"‘;f,][;P <€ , para todo pem T.

Demonstragﬁo: Cada ‘ﬂP em 0+(V?) pode ser expresso - Como um

produto de simetrias f??i"ﬁu;p --...Bu{m ,» onde uiiP sao vetores ani
% r .

sotropicos em QP . O numero r & impar e sempre podemos conside-

rar o mesmo niumero para todo T: (adicionando quadrados de simetrias,
se necessario). Pelo teorema da Aproximagao Fraca aplicada as
coordenadas do vetor u{P em uﬁa"base'{x1...xn} de V, obtemos um

vetor u, em V tal que "“1_“?|H3 € arbitrariamente pequeno para to

do P em T. Pelo fato da aplicagao u—+€lser contfnua)entao ql
1

esta arbitrariamente perto de "CuiP +» Se repetirmos o processo pa
1

rai=1,...,r obteremos vetores anisotropicos Ugseeesl de v

com [|G, - T, P ”"P arbitrariamente pequeno para todo 1 < i ¢ r e
i i
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todo P em T. Logo, pela continuidade da multiplicacgao em Ly (VP),
?

segue~se que Hau - tu

- Gu,p ’Cu?" < g , para todo ;P em
1 r i T

) + -
T. Se considerarmos ¢ = tu .un Cu € 0 (V), entao teremos o
4 r

resultado desejado, ou seja Hc-‘.’r’;PH? < ¢ para todop em T.

c.q.d.

Observag¢io 2.4 - Pode-se provar que se V &€ um espago quadra-
tico regular n-dimensional sobre um corpo global F e ¢ & um ele-

! + -~ - —
mento de On(V), entao ¢ esta em Rn(V) se ¢ somente se G? esta em

Qn(v?), para cadg lugar P em F.



CAPITULO IV

APROXIMAGKO FORTE PARA ROTACDES

0 principal objetivo desse capitulo & a prova do
teorema da aproximagao fcrte para rotagoes,como também apresen-
tar diversas aplicagoes do tal teorema.

As principais notagoes continuam sendo as mesmas
usadas nos capitulos anteriores, ou seja'?‘é um corpo de caracte
ristica diferente de 2, O =-0(S) & o anel éos inteiros de F mno
conjunto de Dedekind de lugares é; u = uIS) & o grupo das unida-

des de F em § e V_E_pm espago vetorial n dimensional sobre F.

e

§1. LATICES

Definimos um ideal fracionario a de F em § como
um O-modulo nao nulo d C F com a seguinte propriedade: existe
um }\ # 0 em O tal que 13. C 0 ., Denotaremos por I = I(S) com o
conjunto de todos ideais fracionarios de F em S, |

Consideremos o conjunto FM = {ax1fa € F, x € M}
onde M C V & um 0-Modulo. Desde que M & um O-modulo e F e o cox

po -quociente de O, entao temos

FM = {a-1 X o €0, a# 0, x & M} .

-54-
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Claramente observamos que FM € um subespago veto
rial de V. Dados a € F e d €1 , definimos os seguintes conjun

tos-

oM = {ox | xeM} e dAM={:] Bx |Bed, xen

finita

0s conjuntos oM e dM sao 0-mddulos e as seguin

tes propriedades sao facilmente verificadas

i) Q(MTIN) = oM aN , o € F

ii) (00)M oM , o € F~

1i1) (ad)¥

1

a@M) , 0. € F e ae 1
iv) (a.+j>-)M = ay +.'bM e @b)M = aCbM) ,a;b €1
vﬂh) a.(u-m) =AM + dN - m |

vi) F(M+N) = FM + FN .

\\

Definigio 1.1 - Um 0-m3dulo M €C Ve um latice em V se existe

uma base {x,,...x } en V tal que M C Ox, +...+ Oxn . Se M satisg

1
fizer a propriedade acima e FM = V, diremos que M & um latice so

bre v.: ' .

Observacao 1.2 - -Em particular Ox, +...4 Ox & um latice so

bre V.
Proposicao 1.3 - - Seja L um latice em um espago vetorial V so

bre F. Entao um O0-modulo M em V & um latice em V se e somente se
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existe o # 0 em 0O tal que CtMC:.: L .

Demonstracdao: Admitamos que M seja um latice em V. Entao e-

ziste uma base {x1...,xn} de V tal que M QZOXﬁ ot Oxn . Desde

que L & um latice scbre V, podemos encontrar n elementos linear-
mente independentes {yq,...,yn} em L tal que xj= i£1aijy}(aije F).

No entanto esses a;. gerzm um certo ideal fracionario e, portan-~

to, existe um ¢ # 0 em C tal que (ta., € 0 para todo i,j . Assim,

ij
ax360y1 +...4 0y _C L . Logo aM C L .

}3

Reciprocamente vamos supor que existe o # ¢ em O
‘tal que oM C L . Desde que L & um latice, existe uma base

‘{21,...,zn} de V tal que L Q;qu +...+ 0z, portanto
z, z '
L Q.O(?r)+...+0(??) . Logo M & um latice em V.

M g.a_1

Corotario 1.4 - Seja U um subespago de V com MC U Q.V.'Entao

M e um latice em V se e somente se M & um latice em U,

‘Demonstragao: Sejam-{x1,...,xr} uma base para U e

%,y . S aseens ' a0’ ara V. Conside
{ 42 2Xp o Xoyas ,xn} uma extensao dessa base par & le

remos L' = Ox1 +o.ot Oxr e L = Ox1 ot Oxn . Se M & um latice

em U entao oM g L! Q_L, para algum o nao nulo em 0. Portanto M

e um latice am V. ,

Reciprocamente, se M € um latice em V entao exis
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te um ® nao nulo em 0 tal que oM L. Portanto, aM C LNU = L'
e,'assim; M & um latice em U.

Sejam V um espago vetorial n-dimensional sobre F
e V? a 13—edificag50 ou localizagao de V em f>. Seja L um lati-
ce em V. Uma ;’O-edificagﬁo ou localizacgao Lp de Lem 7 & o

0,.-mdodulo gerado por L em QP . Claramente L¥, 2 um latice em EP.

?

Proposigao 1.5 - Sejam S um conjunto de Dedekind de lugares
em F, L um latice em um espago vetorial V sobre F e seja 0 um ele
‘mento do espaco das transformagoes lineares &e V em V sobre F .
Entao cag L‘;P = (o‘L);P para .todo P em S.

Demonstracao:  Vamos gxpressér.L = awy1 oyt aryr onde Eii

sao ideais fracionarios e v elementos de V. Portanto,

0'_? L’.P = o;f_, (a1P y1 +.I..+ a.r;F yr)

(0y, ) +...4+ a-qg(gyr)

a,
= @, (oy,) +...+d (o7 ))p
- (GLXT

c.q.d.

Como consequencia imediata temos:

: + + R
on(L):P < Qn(L;P) e Or(L)fP -C—'On(LP) para todo;ra em S.
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{!r«0bservagao 1.5.- Seguelimediatamente da definicao de latice,
que todo submodulo de um latice & um latice. Em particular se LI
e K sio latices em V-entao LNK E.um latice em V e a Proposicio

1.3_tamb€m mostra que oL , AL e L+K sao latices em V para algum
O €F a a e I. Claramente 0x, com x € V e dx com ae I, sao
latices. Em particular, todo 0-Modulo finitamente gerado em V e

um latice.
BASES

Consideremos L um latice em V. Um conjunto de ve

tores em L & linearmente independente sobre O se e somente se es

i

se conjuntc e linearmante independente sobre F.

Pefinicdo 1.7 - O conjunto {x ,...,xn} e uma base para L,

1.
se tal conjunto e uma base no sentido de O-modulos; ou seja, se
'{x1,...xn} € linearmente independente e gera L sobre 0. Assim
‘{xﬁ""’xn} € uma base para L se e somente se € uma base para FL
com L = Ox, +...+ Ox_,
1 o 'n

Definigac 1.8 -~ Um latice que tem uma base & chamado um la-

tice livre. ' ’

Observacao 1.9 - Qualquer duas bases de um latice livre

tem o0 mesmo numero de eleméntos e esse numero & chamado dimensao
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de L e'a denotado por dim L.
Todo iatice I & quase livre no sentido de que ele
pode ser expresso na forma L =Elx1 + Oxr +oat Oxr Feom Zl« Cum

ideal fracionario e {x ,...,xn} uma base para FL. Claramente,

1

se todo ideal fracionario e prinecipal, todo latice e livre.

MATRIZ DE UM LATICE

-Uma matriz guadrada (aij) com coeficientes em F
& integral (com respeito a 0) se cada um de seus coeficientes es

,) & integral e det(a,.) = 1, diremos que (aij)é

"tz em 0. Se (a. .
e ij ij’,

unimodular. i

égjéwv-umhesﬁaga quadratico e B a forma bilinear
agsociada. Sé L E_um latice livre.sqbre V, entao existe ;ma base
'{x1,...xn}.dg V tal que L = 0x1'+...+ Oxn . Definimos como matriz
de L na base'fx1,..;xn} a matriz N-= (B(xi,xj)), isto e, a matriz
de V na bése'{x1,...xn}. Se N_E ﬁﬂimogular diremos que L @ uni
modular,

Sejam U e V espacos quadraticos e L é K latices
em U e V, respectivamente. 0 latice K & representado por L e de

notamos por KL , se existe uma representagao 0: FK+FL tal que

oK C L. Dizemos que existe uma isometria de K em L e denotamos
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K>—L se existe uma isometria 0: FK+ FL tal que 0K L L .
Dois latices K e L sao isométricos se existe uma
igsometria o: FK -+ FL tal que 6K = L e denotamos K >=+L 'ou K = L.
Uma matriz M & integralmente representada por uma
matriz N; se existe uma matriz T com coeficientes em O tal que
M = tTfN T e denotamos M -+ N (sobre 0). Se T & unimodular, dize-
mos que M e N sa0 integralmente equivalentes e escrevemos M = N

(sobre 0).

Sejam U e V espagos quadraticos.

Prososicao 1.10 - Sejam K e L latices em U e V, com matrizes

M e N respectivamente. Entzo,

1) K > L se e somente se M + N (sobre 0)

-

‘N (sobre 0)

2) K =1 se e somente se M

“

Demonstragao: (vide [0] , pg 222)
CLASSE DE UM LATICE

Consideremos um espago quadratico regular V so-
bre F e K e L latices sobre V. Dizemos que K e L estao na mesma
classe de isometria se K = gL para algum O em On(V) e denotare —

+ »
mos classe de L por cfs L. Denotaremos por c¢f£s L o conjunto dos

latices em V tal que K = 0L onde ¢ esta em 0+(V).
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Seja L um latice em V, O conjunto 0O(L)={o 8_0(V)|0'L=L}
e claramente um subgrupé de 0(V), chamado grupo das unidades de L
er V. Indicaremos 0+(L) = O(L)F\0+(V) .

A aplicaggo determinante det & O(L)+ {+1,-1}.tem
como nﬁcieo 0+(L). Portanto 0+(L) € um subgrupo normal de O(L).
Definimos 07 (L) = 0(L)N0O (V). Logo O(L) = 0*(L)NO™(L) e
o*wyno (L) = ¢ . |

Observagao .11 = 1) Seja F um corpo locai, Logo se o € O(V),

det 0 = + 1 e isfo significd que det 0 & uma unidade. Assim,

"Gﬂ > 1 . Agora consideremos a latice M = Ox1 +...% Oxn onde

'{xq,...xn} & uma base em V usada na definigao de H H. Entao a as

sergzo [lo]l = 1 se e somente se loll « 1 & equivalente a oM C M e

assim OM = M, Dessa maneira os elementos de 0(M) sao precisamen-

te as isometrias de V com fio| = 1 .

2) Consideremos um latice L em V. Podemos verificar
- que oL = L, para todo ¢ em On(V) que esta suficientemente perto

de 1, . Para isto consideremos uma base'{x;,...x;} de'L e seja

v

T - -
” Il a norma em relacao a esta nova base, Entao todo 0 que esta

' L)
suficientemente perto de 1y satisfaz {o - 1V” < 1. Assim cada ©

satisfaz |[¢||' = 1 . Logo oL = L.
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3) Sejam L e K latices em V e suponhamos que K = AL
para algum A em On(V), Podemos verificar que oL = K para todo ©
er On(v) gque esta suficientemente perto de A. Pela escolha de ¢
suficientemente perto de X podemos assumir que Hi10-1v115 suficien

| .oy -1 -4 '
temente pequenc, pols hl_ U-1v[|f ]R ]16-l|1. Porem pela parte
(2) todo A-1U que esta suficientemente perto de 1v faz com que
(A"1U)L = L. Logo todo 0 que esta suficientemente perto de A faz

gL = AL = K.
§2. GENUS E GENUS ESPINORIAL -

Sejam V um espacge quadratico regular sobre um
corpo global F, S um conjunto de Dedekind consistindo de quase to
dos os lugares sobre F e @ o conjunto de lugares nao triviais so

bre F. .
0 GRUPO DAS ROTACUES DECOMPOSTAS EM-Jv

L] - +
Consideremos o grupo multiplicativo m O (VP) ’

;PGQ
consistindo do produto direto de todos os grupos 0+(YP). Um ele
mento desse grupo & definido por suas_coofdenadas ou seja

' +
= € 0 (V . Definimos J, = {) = I = 1
I =(Qpdpen (Tp € 0 (V) v = 0= dp)|ilple
para todof* em 2} como sendo o grupo das rotagoes decompostas do

X;Pe 0'(V;P) para todo ;F

espaco quadratice V e seja JG ={] e Iy
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em Q} . Observemos ainda que J& € subgrupo normal de Jy e que

Jv/ , & comutativo.
JV“
Observacao 2.1 - 1) Se ¢ & um elementoc de 0% (V), entiao o©

tem uma localizacgao UP para cada?b em e ||0’-|.;!|;F= 1 para quase

todo;ID. Logo ¢ determina uma rotacac decomposta ',(0')=(GP);P€ Q.
A aplicagao ¢ » (¢) determina um isomorfismo natural de 0+(V)
em Jv .

2) Definimos © subgrupo J, de Jy , onde L € um latice
em V em relagao ao conjunto de lugares em S, pela equagao
J. ="{} e J 1€ 0t (Ly) para t;do em S}. Se 0 & um elemento
L v P P r -
- +,_.
de 0+(L), entao c% esta em 0 (L' ) para todo~P em S.
GENUS ' . . —

Definigdo 2.2 =~ 0 genus (gen L) de um latice L em V & o con
junto de todos os latices K em V com a seguinte propriedade: pa
ra cada'P em S existe uma isometria E¥j em O(QP) tal que
: qu = Z;PL;P . Segue imediatamente da definigao que gen K = g_en- L
se e somente se cis KP = cis L? . para todo;P em S.

] C) - -— . + - -

Definicao 2.3 - 0 genus proprio (gen L) de um latice L em V e
© conjunto de todos os latices K em V com a seguinte propriedade:

Para cada jf) em S existe uma rotagao ZP emn OYVP) tal que 1(73= Ir? L’P'
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R
Da mesma forma, gen+K = gen*L se e somente se c£s+KP = cis LP pa

ra todo ;P em S,

"Observacgao 2.4 - Pelo fato de que cisl e c2s’L coincidem

. - . . +
sobre corpos locais entao, nesse caso, gen L coincide com gen L.

Observagdo 2.5 - Podemos tambem mostrar que o genus de um la
tice L em V pode ser descrito em termos de rotagSes decompostas,

ou seja K € gen L se e somente K = JL para algum ] em N

Definicio 2.6 - Um latice K em V esta no mesmo genus espino-
rial de L.Se existe uma ?som;trig 0 em OP(V) e uma rotagao E¥)Em-
.0!(V*), em cada $>emﬁs, tal que K? = UP : ET)Lf>para todoT>em 5.
Podemos exp}essaf_tar“defipigao en termos de rotagoes decompostas,
o? seja, existe 0 em On(V) .e Z' em‘Jé tal que K 5(JEL l Usare
mos spnlL ﬁﬁra @enotar o conjuqtq de latices no-mesmo genus espi-
norial de L. Claraménté podemos verificar, pelo uso das defini —
goes, que-latices que estao na mesma élaSSe de isometria estdo mo
mesmo genus espinorial, e latices no mesmo genus espinorial ectao
no mesmo genus. Temos entao que glsL C spnlL £ genL .

Denotaremos por h(L) o nuwmero de Eiésgeé de 1so-

metria em genL e g(L) o niumero de genera espinoriais em genlL .

Pode ser verificado que g(L) e h(L) sao sempre finitos.
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De.finigﬁd 2.7 - Um latice K-;sta no mesmo genus proprio espi
norial de um latice L se existe uma rotagao g em 0+(V) e uma ro-
tagao EF em 0'(VP), em cada P em S, tal_que K¥>= qP XF LP » Pa
ra todojp em 5. Esta definigao pode ser expressa em termos de ro
tagoes decompostas, ou seja que existe © em 0+(V) e z em J% ’
para cada T:em s, fal gque K = 0 I L. Usaremos spn+L para denotar
o conjunto de latices no mesmo genus prSPrio espinorial de L. Da
.mesma forma temos que: cts’t C spn+L}g gen+L e que Rt (L) & o nu-
mero de classes proprias em genl e gt (L) o niimero de genera

- . . . . - + + o e
proprios espinoriais em genL. Os numeros h (L) e g (L) B8ac ambos

finitos.

T

APLICAGCAO DA APROXIMAGAO FRACA PARA ROTACUES

—

Sejam K um latice em genL e T um subconjuuto fi-
nito de lugares S. Queremos provar que existe um latice . XK' em
+ .
cls K tal que K#, = LP para todo f)em T.
"Pela definigao de genus existe uma rotagao 9% em
+
s (V?), para cada? em T, tal que y;P K;P = L;,P . Usando o teore
ma da aproximagao fraca para rotagoes existe uma rotagac O em
+ - . \ :
0 (V) tal que Jo —ﬁP”P e arbitrariamente pequeno para cada P em

T. Se as aproximagoes sao suficientemente boas, entac teremos,



“h b=

devido. 2 ‘proposigao 1.5 e a observagao 1.11 due (UK)P= UP KP =
= QFK?= LTJ, para todo‘? em T. Portanto OK esta em cﬂst. Lo

go este € o latice K' procurado.

.§3. APROXIMACAO FCRTE PARA ROTAGUES

A difereﬁga entre aproximagao Fraca e Forte e
due no teorema da aproximagﬁo forte e ;equeridq ainda que o ele-
mento. 0 que aproxima cada Hﬁ, tenha matriz a cqeficientes intei-
-fﬁs, para todo lugar P que nao esﬁa em T, onde T € um subconjun-
to finito de um conjunto de iuga?es S.

0 teorema da aproximacao forte nao & valido pa-
ra todo espago qu;dfético,e_ném pafa 0¥ (V). Contudo ele & valido
numa situagao bastante geral, no.caso onde trabalhamos com o gru
po 0" (V) e.requeremos'que o conjunto de lugares seja indefinido.

Sejam S um conjunto de Dedekind consistirndo  de
quage todos os lugares em um corpo global F, V um espago quadra-
tico regular sobre F e o conjunto de 1ug§fes nao triviais so-
bre F.

DefiﬁigEO 3.1 - 0 conjunto § & indefinido para V se existe

pelo menos um lugar;P (arquimediano ou discreto) em R-8 tal que

WP e isotropico. Se Vi} e anisotropico para cada P em Q-5, dize
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mos que S & um conjunto definido de lugares para V.
0 teorema seguinte sera admitido sem demongtra-—
caon.

Teorema 3.2 - Sejam V um espago quadratico regular com forma
quadratica g, sobre um cerpo global F, com dim V > 5, § um conjun
to indéfinido de lugares para V e T um;subconjuﬁtd finito de 8.
Seja a um elemento nao nulo de q(V) tal que, para cadaa0 em S8 ,
existé um ZP em V com q(ZP) = a e ”Z?‘Hgf 1 para todo13 em S5-T.
Entao para cada € > 0 , existe um 2 em V com q(Z) = a tal que
|]Z||.‘F < 4 para todo 13 em S-~T

e ' Z-2 < e ara todo em T.

Demonstrag'io: (Vide [o], pag 311)

Vamos provar o teorema da aproximagao forte para

rotagoes, onde dimV > 5.

TEOREMA DA APROXIMAGAO FORTE: Sejam V um espago quadritico
reguiar sobre um corpo global F, com dimV > 5 , S um cﬁnjunto ig
definido de lugares para V e T um subconjﬁnto finito de S. .Seja
(‘-?;P uma rotagaoc em O' (V;P) para cada P em T. Entao para cada e>0 '
existe uma rotagao ¢ em 0'(V) tal que |o -‘;{gP”‘P( € para todo'YOeT-'

e "Uﬂ?nﬂ 1 para todO'? em S5-T.
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Demonstr‘agao: Seja {x1,..-.,xn} uma base para V, a qual deter
mina todas as normas | HF » Podemos assumir que 0 < ¢ < 1. Va-
mos dividir a prova em duas partes:

1) Primeiramente vamos supor que cada ?? e um "pe-
queno comutador", isto &, ‘:F;]o = & .6 % . ¢ . onde
. up vp up vp
2%_\3 gv sao simetrias de EP com respeito aos vetores anisotrd
P

picos uP e v?' de V? . Pelo tecrema da Aproximagﬁo Fraca usa
do nas coordenadas de up em relagao a base dada para V, podemos
encontrar um vetor n- em V, o qual esta arbitrariamente perto pa
ra up , cada-p em T, Assim pela. continuidade da aplicacao

x —'-'Ex » podemos assumir que %u esta arbitrariamente perte de Zu ’

T— -

para cada? em T. Aplic:;més o mesmo procedimento ao vetor vf, pa
ra obter um ve--.tcl)r v em V tal que a simetrig Zv esta arbitraria-
meﬁte perto de gv s p\ara cada ;'D -em T. Pela continuidade da mul
éiplicag?m em LF (VP)’ podemos assumir ciue existe vetores u e v

?)

em V tal que

Il

< T.
wp £ para todo;fb e

12, %, %, %, - Z’u* z‘vﬂn Z“P z
Seja w =gv“' Entao Z,'w = sz;gv e, portanto, te-

mos um par de vetores u e w em V com q(u) = q(w) # 0, tal que

| IIZuZ'w - 50? ”'? < g para tode qD € T. Logo, e suficiente
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encontrar O e' 0'(V) com ||o‘||? =-‘i para todo P € S-T, e |[0—-'ZUZW||P<E
para todo f=e T. Para isso consideremos o latice.L = 0x1+...+0x#
em V. Podemos assumir que u e w estao em L (se necessario podemos
troca-los por Au e Av com um A em 0). Sejg T1 um subconjunto f1
nito de S$-T tal que LP e unimodular com q(u) = q(w) uma unidade
em cada‘P em 5 - (Tﬁ'UT)' Aplicando o teorema 3.2, podemos encon
trar um vetor z em L, com q(z) = q(u) =-q(W),taiquez esﬁiaxbﬁri

e arbitrariamente perto de

.riamente perto de u para todo~r em T,

W, para todqu em T. Assim pela continuidade da aplicagao x - g;
podemos entao assumir que a simetria 'gz‘esta arbitrariamente per
to de 'Z; s para todo;P € T. Seja © =Z 7.5 . Entao 0 esta em

w S _ uz o
0'(V). Pela continuidade da multiplicacdo, podemos supor que o

que esta arbitrariamente perto de 1“? » para todo?D em T1 e arbi

trariamente perto de Z}w s para todo ;'O em T, ou seja,

(K para todo P € T,

II;P =1
[[0' - gquH < € para todo T’J e T

Resta somente provar que HUI%>=1 para todo TD em

S-(T;l UT). Mas como u e Vv sao elementos de L._P , para cada ;]O , com

gq(u) = q(z) uma unidade em;P . conclgimos que z; e Z; éEo-uﬁidg

des de LP » pela definicao de simetria. Portanto qr & uma unida
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de de.Qf . Logo “Uﬂ%)u 1 para todo 11? S-(T11JT).
2) Agora vamos supor que cada y%; seja um elemento
arbitrario de Qn(vP)’ para ?3em T. Podemos expressar na forma
I_ﬁ_._r i -

.g%;- %P cos ﬂp onde ¥ e um pequeno comutador em On(ﬁp). Podemos
assumir que tamos o mMesme NUMEro I, paraatodoq? em T, adicionan-
do um “pequeno comutador" trivial quando necessario., Pela pri—
meira parte podemos encontrar ¥ em 0'(V) com ¥' arbitrariamente

perto de ?i s para cada;P em T e HTiH?= 1 , para cada.$$em S-T.

Fazemos isso para cada i = 1,...,r, Portanto, 0 = ?1...Wr e o
elemento desejado. ' A ‘;
APLICACUES - , )

Encerraremos o capitulo aplicando Teorema da Apli

cagao Forte para as classes de isometria.

Teorema 3.3 - Seja V um espago quadratico regular sobre o cor
po global F com dim V > 5 , S um conjunto indefinido de lugares

: . ' . ' ~ + +
para V e L um latice em V com respeito a S. Entao cfs L = spn L

e csL = spnL .

Demonstragao: Vamos provar que c®sL = spunl. A demonstragao

-

+ + - - > .
de cs L = spn L & analoga. Consideremos um latice L em spnlL, en

tao devemos provar que L estd em cfsL. Pela definigdo de genus
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espinorial, existem 0 em O(V) e }

P em 0'(V?) tais gque Kpﬂ PZ-PLYD’

para todo‘P € S. Entao (0-11()7.1J = Z? HP s Ppara todo P em 5, Mas
o_qK € clsK. Portanto, podemos assumir que g = 1V. Assim‘ﬂp=2PLP
‘para todo;) em 5.

Fixemos uma base X4ye-+X%, para V e sejam “ [HJ

a norma definida com respeito a esta bhase em EP , para cada 43

em S e M o latice M = Ox1+...+0xn . Consideremos um subeconjunto

fini;é T de S tal que KF = L? = KP » Dara todd;P em S—T.'Por;ag
to pelo ﬁeorema da aproximacao forte para rotagoes, existe uma
rotagao p em 0'(V) tal que “pﬂ$ ;_1 ,_pafa todo P € s-T, com
e - I?Hq) arbiFrariaygﬁfe pequeno, para todo-fiem T. A primeira
condig'éo tem como resultac‘i; (pL)’.P RP?MT'P = K;P para todo;P em S-T
e éa segunda condigﬁo\?esulta que podemos obter-pJ;L? = Kf,, pa
ra todo ?)em T, pela escolha de uma boa aprdximagso na selgsgo
de p. Entao (pL)P = P para todo;P em S, Logo, pL = K e K€ clsL.
c.q.d.
0 teorema acima tem comb consequencia o seguinte
resultado.
Teorema 3.4 - Sejam V um espago quadratico regular, com

dimV > 5 , sobre o corpo dos numeros racionais Q e S um conjunto

indefinido de lugares para V. Se L e K sao latices unimodulares,
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O ® +
entao cfs L = cfs K .
Este € o famoso teorema de Meyer cuja prova data
do inicio deste século. Uma prova simples de tal teorema & encon

trada em [Sr]'.
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