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t"riz (nxn) 

I N T R O O U Ç A O 

No inicio deste século Meyer provou que toda ma 

A sim~trica, unimodular, indefinida, com coeficien-

tes inteiros e n ~ 5 pode ser diagonalizada. 

Nos meados da década de 20 Hasse introduziu o pr.2_ 

cesso da localização, afim de estudar a relação entre as -formas 

quadráticas localmente e globalmente, determinando completamente 

uma classe de invariantes para formas quadráticas. No inicio da 

decada de 50, Kneser refez a prov~ do teprema de Meyer usando um 

refinamento da tecnica de Hasse. O problema foi somente reformu

lado geometricamente em termos de teoria local. A principal par-

te da prova consiste em mostrar que sÓ existe uma classe no genus 

esPinorial de A e a reformulação desta proposição ê o teorema da 

aproximação forte. Desse resultado conclui-se tambêm que o nÚme

ro de classe em cada genus é finito. Esses resultados podem ser 

extendidos a vârias classes de grupos. 

O objetivo deste trabalho ê demonstrar o teorema 

da aproximação forte para o grupo espinorial com o minimo de de 

talhes possLvel, dai a restrição às dimensÕes maiores ou iguais a 

S~ Para não prolongar demais o trabalho e evidenciar as ideias en 
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volvidas cujo objetivo princip~l ~ a aproximaç~o dos geradores 
' 

decidimos omitir algumas provas, as quais o leitor poderâ, depois 

dE comp1.·eendido o global, consultar [o]. 

No capÍtulo I introduzimos a noçao de corpos com 

valorização e completamente e demonstramos os teoremas da aproxi 

mação fraca e da aproximação forte para o completado F1f 

corpo F. 

de um 

No capÍtulo II apresentamos uma geoilletria ortog~ 

nal para um espaço vetorial de dimensão finita e estudamos certos 

grupos de transformaç~es lineares; mais especificamente o grupo 

Ortogonal, seus principais subgrupos e sua geração por simetrias. 

No capÍtulo I!I estudamos o grupo ortogonal so

bre corpos com valorizaçÕes e sobre corpos globais, como também o 

teorema da aproximação fraca para rotaçÕes. 

E, finalmente no capÍtulo IV apresentamos o teo-

rema da aproximação forte para rotaçÕes, para dimensÕes maiores 

ou iguais a 5. 
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CAPITULO I 

CORPOS P.AD!COS 

§1. CORPOS COM VALOR!ZAÇOES 

O conceito de valorização ê utili~ado com a fina 

lidade de introduzir uma estrutura de espaços métricos em corpos 

e dai obter novos corpos através do completamente. Serão consid~ 

rados conhecidos os resultados mais elementares de espaços métri 

cos e grupos topolÔgicos. 

VALORIZAÇM 

S~ja F um corpo. Uma valorização de F e uma apli 

-caçao I: F +m. que satisfaz 

(i) I a I > O se ex ~ O e lo I • o 

(ii) laal • lal.lal. 

(iii) la+al < lal+lal 

Se j J: F +m. i uma aplicação que satisfaz as 

condiçÕes i), ii) e mais 

iv) la+al ~ max <lal.lal> 

então j j também ê uma valorização. Isto acontece pois se J J sa-

tisfaz iv) então / satisfaz iii). 

-01-
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A valorização se;:-â trivial quando la/ "" 1 para 

. 
todo a e F sera não-arquimediana quando satisfaz a condição iv) 

e arquimediana caso contrâri,o. 

Quando a valorização fÔr nao arquimediana verifi 

camas q~e o conj.unto dos elementos onde ela é menor ou igual que 

1 ê fechado relativamente ã soma e multiplic~çâo, e portanto es-

se conjunto forma uma sub-anel de F, chamado anel dos inteiros de 

.F • 

VALORIZAÇ~O N~O ARQUIMEO!ANA 

Proposição 1.1 - ê não arquimedi~na se e somente se ê li 

mitada sobre os naturais de F. 

Demonstração: Admitamos inicialmente que é- nao arquime-

diana. Desde que todo natural de F ê uma soma finita da forma 

1 + 1 + 1 + ••• 1. então por iv) /1+._..+11 < 1 e isto mostra que 

ê limitada sobre os naturais de F. 

Reciprocamente &·e para todo inteiro natural m em 

F, existe M > O tal que lml ~ M , entao 

• lan + (n1)a·n-1 s· Bnj + ••• + 

' 
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< M(n + n {max <lai.IBI>Jn 

Portanto, 

1 
(n+1) ,n max <lai.IBI 

e, quando n~oo teremos o resultado desejado 

c.q.d. 

Observação 1.2- Este resultado tem duas consequências ime-

diatas. 

1) Um de - . o - pode valo eorp~ caracterJ.stJ.ca p > na o ter 

.. - arquimediana. r1.zaçao 

2) Uma valorização de uma ext:ensao E de F - - arqu!_ e na o 

mediana se e somente se a valorização induzida sobre F e nao ar-

quimediana. 

Principio da Dominação: -Em .um corpo nao arquimediano temos 

i > 1 • 

Demonstração: Aplicando o principio da indução, basta pro-

var que la+BI = lal quando lal > IBI 
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Temos 

/a/ = /a+ S- S/ < max(/S/,Ja + S/) 

e assim 

/a/ < /a+ S/ pois por hipotese /a/ > /S/ • 

Mas 

Ja +S/ < max (/a/,/S/l K /a/ 

logo 
Ja+S/=Ja/. c.q.d. 

~ . Como consequencta desse resultado temoa; 

lema 1.3- Se r a. ê convergente, 
1 i• 

entao 

I r a. r = /a 1 / 
i =1 1 

VALORIZAÇUES COMPLET-AS 

> 1 • 

Seja / / uma valorização em F. Entao podemos de-

finir uma distância em F da seguinte maneira 

d(a,S) = /a-S/ , para a,S em F 

Dessa forma podemos falar em topologia métrica e consequentemen-

te introduzir conceitos de sequência de Cauchy e completamente 

com respeito ã d(a,a). Diremos que / / ê completa se toda sequê~ 

cia de Cauchy em F tem limite em F. 
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VALORIZAÇOES DISCRETAS 

Seja F um corpo e consideremos o conjunto 

/F/ ={/a/ Ja e F} onde / / ê uma valorização não-trivial. 

Observamos que /F/ tem estrutura de grupo multiplicativo e que ele 

ê infinito. O conjunto /F/ serâ denominado grupo de valorização de/ /. 

Definição 1.4- Uma valorização é dita discreta se: 

(i) é não trivial 

(ii) Se /F/ ê um subgrupo cíclico do grupo multiplica-

tivo P dos números reais positivos. 

§Z. APROXIMAÇ~O FRACA I 

VALORIZAÇOES EQUIVALENTES 

Consideremos duas valorizaçÕes / /
1

_ e / /
2 

em um 

mesmo corpo F. Elas são equivalentes e escrevemos / / 1 ;:; / / 2 

se definem a mesma topologia sobre F • 

' 

. Lema 2.1 -Sejam / /
1 

e / /
2 

valorizaçÕes sobrP. F. Então são 

equivalentes: 

(i) I 11 - 12 
(ii) / ex /1 < 1 se e somente se /a/2 < 1 

(iii) Existe um número real positivo r tal que 

/a/~ D /cx/2 para todo a e F. 
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Demonstração: (i) implica (ii) 

Basta mostrar que se /a/ 1 < 1 entao /a/ 2 < 1. A 

. - -rec~proca e analoga. 

Seja N = {x e F I /x/ 2 < 1}. Este conjunto ê uma 

vizinhança de O na topologia induzida por / / 2 • 

Desde que e -e sempre possível encontrar 

t 1 n e N L Jn Jn2 < 1 t J J < 1 n a que a • ogo ~ e, consequentemen e, a 
2 

(ii) implica (iii") 

Usarido a contiaposiçio de (ii) temos que /a/ 1 ~ 1 

se e somente se /a/
2 

= 1 Logo / / 1 ê trivial se e somente se 

• 

J / 2 é trivial. ---

Vamos supor que não sao triviais. Logo'existe a e F 
o 

tal que O< ./a
0

J 1 < 1 e, pela hipotese, O< /a0 J 2 < 1. Assim 

Agora se existe a tal que /a/ 2 ~ /a/~ , assumimos entao 

• 

/aJ~ • Logo 

/ao/2 mfn = 

existe um racional mtn , com n >O tal que 

ln0Jr1 IDfn J Jr ~ < " 1 e isto significa que 

(iii) implica (i) 

Se existe um r tal que JaJ~ • /a/ 2 para todo,ae F 
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então ê evidente que 1
2 

definem a mesma topologia em F 

-e, portanto sao equivalentes. 
c.q.d. 

LUGARES PRIMOS 

Consideremos um corpo F. 

Denominamos lugar primo, ou lugar uma classe de 

equivalência de valorizaçÕes de F. 

Lugar Primo ;f' =[I l.p I · sao equivalentes) ;p 

Cada /.p e f define uma mesma topologia em F. A essa topologia 

denominamos topologia ;p-ãdica em F. Se 'f,. contêm pelo menos uma 

valorização trivial,"' então dizemos que :p é trivial. Analogamen-

-----
te definimos lugares ar~uimedianos, não arquimedianos, completos 

e- discretos. 

Definição 2.2 -.Seja f um lugar em F, dizemos que Fê com-

pleto em f se existe pelo menos uma valorização completa em f . 

Observação 2.3 

1) Como consequencia de que I r1 - I I . 
2 

sao equ~va-

lentes, vemos que se F ê completo então toda valorização em fJ é 

completa. 

2) Se f ê trivial em F entao F e completo. Aqui t~ 
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converge para a • 

Definição 2.4 - Dois lugares f e Cf -sao iguais se e somente 

se as suas topologias -sao as mesmas. 

TEOREMA DA APROXIMAÇ~O FRACA 

Antes ser; necessirio provarmos o seguinte r•sul 

tado: 

Lema 2.5 - Seja {j /l / (1 ~À ~ n)} um conjunto finito de 

valorizaç;es nio e~uivalentes e riio triviais em F. Entio existe 

a e F tal que I a 11 > 1 e I a I~ < 1 para 2 < ~ < n . 

Demonstração: (Por indução sobre n) 
• 

-
Para n • 1, isto ê verificado pelo fato de que 

/_ / 1 i ·nao trivial. Para n = 2, consideremos 

equivalentes. Logo existem b e c em F tal que 

lb 11 < 1 e Ih 12 > 1 e 

Logo, basta considerarmos «= ~ para obtermos 

I 
c I c 11 ai = 1-1 =-

1 b 1 lbl1 
> 1 e 

-na o 

Finalmente, admitamos que o resultado seja vâli 

do para (n-1). Sejam b com lbl
1 

> 1 e lb I~ < t onde 2 ~ ~ < n-1 

e c com /c/ 1 < 1 e /é/
0 

< 1 • Se /b/ 0 < 1, estã provado. 
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Se col"ocamos a r = cb com r suficientemente grande e 

lciÀ se À = 1 ou À = n. 

tende a 

O se 2 < À < n-1 

Assim ex = , com r suficientemente grande, e 

o elemento desejado. 
c.q.d-. 

TEOREMA DA APROXIMAÇ~O FRACA: Seja {I IÀ /1 S À S n)} um conju!'. 
• 

to finito de valorizaçÕes.não equivalentes e não triviais de F. 

Consideremos n elementos aÀ (1 ~À ~ n) em F. Então para cada E>O 

existe um elemento a em F tal que la - ").IÀ < E , para 1 S À~ n. 

Demonstração: 

Para cada i (1 _< i < n) podemos encontrar b. e F 
- 1 

lbÍ[À < 1 para (À# i), isto pelo lema 2.5 • 

Se r tende a infinito vemos. que 

b.r 
~ tende a 

1+b. f 
1 

• 

1 sobre I I· 
1 

O sobre I IÀ se À ~ i 



e port~nto, 

c 
r 

n 
= I 

i =1 

r cx.b. 
1 1 

1+b.r 
1 

L 
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converge para ai sobre a topologia de 

finida por j Então a = cr , com r suficientemente grande. 

c.q.d. 

§3. APROXIMAÇ~O FORTE 

CLASSE RESIDUAL 

Sej~m F um corpo .arbitrário e f um lugar primo 

-·nao arquimediano. 

Definimos: ' ' 
O'( f') • {« e FI lcxll' < 1} -

~~ 

u ( ;p) = {a e r ( /ex[,= 1} 

m( f' ) = {ex e FI I ex/~< 1} 

Segue-se das c6nsideraç~es feitas na pig. 2 que: 

lema 3.1 - O(f) é subanel de F tàl que 1 e O(f'). 

lema 3.2 -'f' ='f se e somente se O(f) = O('f). O anel O(f) 

e chamado anel dos inteiros de F em 

Notemos que O('f) = F se e somente se f ê um 1_! 

gar trivial em F e que m(f) é o Único ideal maximal de O(;p), o 

qual chamamos ideal maximal de F em f . 
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Claramente o c'onjunto u(f) .é um subgrupo multi-

plicativo de O(f) e consiste precisamente de todos os elementos 

inversiveis de O(f). u( f) é chamado grupo das unidades de F 

em f . 

lema 3.3 - f' ~ Cf se e somente se m(f) ~ m('f) • 

Lema 3.4- mCf-) =O se e somente se ;p é um lugar trivial. 

Definição 3.5: O corpo de classe de resíduos de F em f e o 

conjunto O (f ) I m ('f ) 

CONJUNTO DE DEDEKIND 

Seja S ~ * um conjunto de lugar em um corpo F. 

-S e chamado conjunto d~ Dedekind se: 

1) Todo lugar de S é discreto. 

2) Para cada a em F~ temos Ja [f < 1 para quase todo 

f e s. 

• 
3) Quando 'f e <f -sao lugares distintos em S, ent&o 

para cada e: > O e a em F temos 

< E e I"~·, < E ' < 1 para todo 

O anel de inteiros de F em Sé definido· como sen 

do o(s) =[e's OCfl e 
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o subgrupo multiplicativo u(s)· = Q 
f 

uCf) de O(S) que consiste 

exatamente dos elementos inversíveis de O(S) serã denominado gr~ 

po das unidades de F em S~ 

Exemplo 3.6 - O conjunto dos lugares nao arquimedianos sobre 

os racionais e Dedekind. 

TEOREMA DA APROXIMAÇAO FORTE 

Com o auxilio do terceiro axioma para conjuntos 

de Dedekind, podemos obter um novo teorema de aproximação que em 

certas situaçoes importantes é mais forte que o teorema de apro-

ximaçao apresentado no paragrafo anterior. 

-----
Teorema da Aproxim-àção Forte - Seja T um subconjunto finito 

de um conjunto de Dedekind de lugares S em F. Para ·cada f e 5 , 

coitsideremos um elemento a ;p em F. Então, para cada E > O, exis 

te A e F tal que 

e para todo f € S-T· • 

Demonstração: Esta prova serâ dividida em três partes. 

1) Pelo teorema da Aproximação Fraca podemos assu--

mir que S i um conjunto infinito de lugares e que ja·plf ~ 1 para 

todo f e T e todo te S-T. 
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Para isso podemos adicionar a Tr se necessirio, tódos aqueles 

<j'e S-T em que lafl'f > 1 
.. 

, para no m1n1mo um af e tomar aq: "' O 

para todo novo ~ • De acor4o com o axioma 2 de Dedekind este ~o 

vo conjunto T obtido ainda ~ finito. Entio provando o ~resultado 

para esse novo ~ teremos provado para o T original. Do mesmo mo-

do podemos assumir, acrescentando um lugar a T se necessário, que 

T consiste de pelo menos dois lugares. 

2) Seja f> um lugar fixo em T. Para cada cf em T-f 

podemos encontrar um elemento de O(S) que estâ arbitrariamente 

perto de 1 em f e de O em Cf. Procedendo analogamente para cada 

e multiplicando os elementos obtidos, encontraremos 

'' 
do mesmo modo um elemento de O{S) que estã arbitrariamente perto 

de 1 em f e de O em todo 'f em T-f isto pelo fato da multipli 

' 
caçao ser continua na topologia p-idica. O resultado obtid6 indi 

caremos por A:p para cada f e T. 

3) Consideremos I entao o ele.mento da forma r a,fJA;p. 
f€T 

Este elemento satisfaz 

< 1 , para todo ·~ e S-T 

pela escolha de T e de Af . 

Pela continuidade da adição e multiplicação isto 
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pode ser feito arbitrariamente ~rto de a, simultaneamente em to 

do 'f' em T, pelas construçÕes das aproximações Af> da parte 2), 

o que é suficiente. 

c.q.d. 

Coro lã rio 3.7 - Seja T um subconjunto finito de um conjunto 

de Dedekind s de lugares em F. Sejam <.p e I F li' • para cada f e s • 

tais que 'f = 1 • para quase todo .p e s·. Então e xis te um A e F 

tal que IAI;p = <;p • para todo f e T e IAJ-1' <'f para todo:feS. 

Demonstração: Podemos as~umir, aplicando T se. necessirio, 

= 1 para todo f e S-T. 

Consideremos e F, para cada f e T, de tal ma 

Escolhendo A em F tal que 

r IA - "pl.p < la'f'lf 

[lAif ~ 1 para todo f 

para todo f e T . 

e S-T , 

obtemos o elemento desejado. 

c.q.d. 

§4. CORPOS LOCAIS E GLOBAIS 

CORPOS RACIONAIS 

Definição 4.1 - Seja F um coTpo. o. corpo primo K de F -e o me 

nor subcorpo de F. 

' 
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Ob~ervação 4.2 Sejam F um corpo e K seu corpo primo. 

1) Se a característica de F ê zero então K -e o cor-

po dos racionais. 

2) Se a característica de F é f primo entao K ê o 

corpo finito F , que consiste das classes de inteiros modulo • 

Definição 4.3 - Um corpo F ê dito corpo de números algébricos 

se F fÔr uma extensão finita dos racionais. 

Definição 4.4 ~-um corpo F é 'dito corpo de funç~es algébricos 

se F fÔr uma extensão finita do corpo Ff (x), onde x ê transcendeu_ 

• 
A-qualquer desses corpos F denominamos corpo gl~ 

bal. E chamamos de corpo racional global a Q e a Ff(x). 

LUGAR P-ADICO EM Q 

Cada primo p de Q determina um lugar chamado lu 

gar p-âdico em Q. 

f definido Ua sequinte maneira: 

. 
Todo a € Q pode ser escrito de maneira única na forma a 

com u, v e z e tais que p nao divide u e v. O expoente i serã 

chamada ordem de a e serã denotado por ordpa Definiremos 
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Definimos !alp = Ài onde À e lR e O< À < 1 • 

Proposiçio 4.5 - A valorizaçio ] lp assim definida e nao ar 

quimediana e independe da escolha de À. 

Demonstração: Pela definição de lalp = Ài vemos claramente 

que ela - -e nao arquimediana. Mostraremos que ]f' independe da 

escolha de À. 

Seja a u 
v 

um elemento qualquer de Q e con-

si de remos 

Seja r = 
log ).. 2 . 

• (À
1 

log À 1 ) 1 = (À 2 )i = 

equivalentes. 

log 

log 

= À i 
2 

Ã2 

À1 
<o Desde ~ue 

lall ' 
conclui mos 

O CORPO DOS RACIONAIS P.ADICOS - Qp 

log À 1 

(I a 1;) r i 
À2 "" À 1 log 

I 11 lf -que e sao 
f 

= 

Consideremos o corpo dos números racionais Q e um 

primo p em Q • .C primo P determina um lugar p.âdico f em Q. 

Definimos o completado de Q em fl como o conjunto 

Qf • O anel dos inteiros de Qf 

p.ãdicos e ê escrito como E 
p 

ê chamado o anel dos inteiros 
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Prpposição 4.6 - Q ê denso em Qp 

Demonstração: ~ evidente usando a definição de Qp. 

c.q.d. 

Proposição 4.7- Qp ê completo. 

Demonstração: Como Qp ê o completado de Q, então segue, por 

um resultado elementar para espaços métricos completados, que o 

-completado e completo. 

c.q.d. 

w 

Proposição 4.8 - Toda série da forma r 
!o:-m 

de a 1 pertence ao conjunto {0,1, ••• p-1}. 

! 

Demonstração: 

Consid-eremos as somas parceais 

Se m > n 

jBm - Bnj 
p 

e, consequentemente, jBm- Bnj 
p 

converge on 

i 
·~ 

1=-m 

Portanto {B _} ê uma sequincia de Cauchy em Qp e, 
m 

pela proposição anterior, í 
R.=-m 

, com a1 pertencente ao con 

junto.{O, ••• ,p-1}, converge. 

c.q.d. 
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Proposição 4.9 Todo elemen-to Qp - da forma - em e 

= i 

" = L a. p onde a. e {0,1, .... ,p-1} 
Í""ll 

1 1 
eordpa.=n. 

Demonstração: 

1) Podemos colocar a = E:·pn para algum e: em u[f] onde 

ord fl ex. = n • 

Sejam C= {O, ... ,p-1} e a e c 
n 

tal que E ;; a
0 

mod mCfJ. En-tão 

com ordf!ci, > n Analogamente aplicamos o mesmo 

processo para a' para obtermos a'' e assim por diante. Depois de 

(m+1) transformaçÕes, obtemos 

n 
a "" a p + ••• + 

n 
n+m + ex (m+1) 

3 n+m p coro 
ro+1 

ord f a > n+m 

e considerando a
0 

, a
0

+ 1 , •• o ' a em C. n+m As somas parciais 

ro+n 

r 
!mn 

duas 

ci, 

Seja 

n < -· 
-k 

p 

a P
t 

1 convergem para a, e portanto 

" 
2) Para mostrar a unicidade vamos supor que existam 

= = - tais r i r d. i expressoes que a = c. p = p coro 
i=n • i=n 

1 

d. e 
1 

{0,1, •.• p·-1} o 

k o primeiro inteiro tal que ck + dk ' ou seja c o = di para 
1 

= = i i < k Multiplicando r i I d. o a equaçao Co p = p por 
1 1 

Í""k i•k = 
obtemos ck r i 

dk ! d. i Portanto des + c. p • + p o 

i-=k+1 
1 

ick+1 1 

aa forma '=k - dk mod p. E desde que c~· e dk: estao na mesma classe 



.-19-

residual então ck g dk -o_ que- e ,.absurdo. 

c.q.d. 

O ANEL DOS INTEIR9S P.ADICOS Zp 

Observemos primeiro que a· anel dos inteiros Z 
p 

coincide com o conjunto das séries l: "i 
i=n 

'i 
p 

Proposição 4.10- Z é aberto e compacto. 
p 

onde n ~ O • 

Demonstração: Na topologia dado com 0<).,-< 1 , 

Z é claramente um aberto~ Mostraremos que Z ~ um compacto. 
' p p 

Consideremos a aplicaç;o $: 
M 

, dada por ~( r 
i=n 

z 
p 

, .... ). 

Claramente ~ ê contínua e bijetora. Portanto 

'M ·- -'lf X
0 

e, como cada X
0 

e compacto, entao Zp e compacto. 
n=O 

' 
Proposição 4.11 - z é completo. 
' p 

Demonstração: Segue-se do fato· de que zp e compacto. 

CORPOS LOCAIS 

onde 

-Um corpo local e um conjunto consistindo de um 

lugar f e um corpo F tais que 

1) ;:p é completo e discreto. 

2) A classe residua;L em if' é fi·çlita. 

Exemplo 4.12- Qp é corpo local 



CAPÍTULO -li 

O GRVPO ORTOGONAL E SUA GERAÇ~O 

O propósito neste capÍtulO é de introduzir uma 

forma· quadrática e uma geometria ort~gonal em um espaço de dimen 

são finita e estudar certos grupos de transforMaçÕes lineares ; 

mais especificamente o grupo Ortogonal, seus principais subgru-

pos e também sua geração. Em todo este capítulo F denotará um 

corpo de característica diferente de 2. 

§1. ESPAÇOS QUADR~TICOS E FORMAS QUADR~TICAS 

Seja.V:pm espaço vetorial sobre F. Uma forma b1 

linear simétrica B: V x V+F ê uma aplicação que verifica as se-

guintes propriedades: 

(i) B(x,y+Z) = B(x~y) + B(x,z) 

(ii) B(ax,y) • aB(x,y) 

. (iii) B(x,y) = B(y,x) para .todo x, y e z e V e a e F. 

A aplicação g: V +F definida por q{x) "' -B(x,x) e 

chamada uma forma quadrãtica. 

Para q são válidas 

(i) q(~x) = ~ 2 q(x) 

-20-
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(ii) q(x+y) = q(x) + q(y)-+ 2 B(x,y) 

(iii) 
m 

q( I <X.x.) = 
i=1 ~ ].. 

m 
I q (x.) 

• 1 
1 =1 

• 2" I 
i<j 

a..et. B(x. ,x.) 
].. J l. J 

Se g(V) = F •entio V seri chamado universal. 

ESPAÇO QUADR~T!CO 

Definição 1.1 -Um espaço quadrãtico é um espaço vetorial V 

sobre F, de dimensão finita, munido de uma forma bilinear sim_étri 

ca B e uma forma quadrática q. 

MATRIZ DE UM ESPAÇO QUADR~TICO 

Seja {x1 , ••• xn} uma base· do espaço quad~itico V. 

Então N .. (B(x. ,x.)) é chamada a matriz do espaço quad-rático V, 
l. -.l --· -em relação a base dada. 

{ ' . } -Se x1 , .•• ,xn e uma outra base de V •• 
' 

N' ~ (B(x!,x!)) então Nr = TtNT, onde T é matriz transform~çio de 
. 1 J 

base. 

DISCRIMINANTE 

• 
Definição 1.2- O discriminante dos vetores {z 1 , ••• zm} -e o 

Em particular se N ê a matriz de V em relação -a 

Em relação -a uma outra base {x.;, ••• x~}, desde que 
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N I .. TtNT • onde a= detT = detTt • 

Logo a imagem canonica dV indepe~ 

de da base e seri chamada di.sc~iminante do espaço V. 

DECOMPOSIÇ~O ORTOGONAL 

Definição 1.3- Sejam V um espaço quadrâtido e B e q as for-

mas bilinear e quadrática associada. Dois subespaços U e W de V 

sao ort~gonais se B(V,W) ~ O. 

Dizemos que v tem decomposição ortogoanl em sub-

espaços v 1 , ••• ,vr e indicamos V= _v 1 1 ... 1 Vr , se 

(ii) 
·~. 

B(V.,V.) a-o 1 ~i< j <r 
1 J 

Um subespaço u de V é componente ortogonal de v 

se existe um subespaço W de V tal que V = U 1 W • 

Lema 1.3- Todo espaço quadrât~co nio-nulo tem uma base orto 

gana 1. 

Demonstração: Se q(V) = O, entao qualquer base de V é ortog~ 

nal. Caso contrário, seja x e V com q(x) ~ O. Consideremos uma 

e ainda uma base para v e as Últimos cn-1) vetores geram um sub-

espaço W onde B(x.W) ~ Oa Assim, aplicando indução sobre a dimen 
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-sao de V,obtemos o resultado deSejado. 

COMPLEMENTO ORTOGONAL E RADICAL 

Seja U subespaço do espaço quadrático V. O con-

junto u* = {x e v I B(x,y) = o para todo y e U} é um subespaço de 

V chamad~ complemento ortogonal de U em v. 

O conjunto rad U ~·{x eU-, B(x.y) =O, para to 

do y e U} é um subespaço de U chamado radical de U. Observemos 

• que rad V = V 

Definição 1.5- Um subespaço U de um espaço quadrático V é 

regular se rad U =O. 

Proposição 1.6- Seja-v um espaço quadrático e V= v
1

+ ••• +Vr, 

eom B(Vi,Vj) = o para 1 < i < j < r • - -
' 

1) rad v = rad v1 + ••• + rad v 
r 

2) v - regular e se e somente v. - regular. se cada e 
1 

3) Se v - regular v v1_1· · ·1 v r e entao = . 

pemonstração: Em (1) consideremos x e rad V e escrevemos 

X- r XX com cada XX e VÀ o Para cada i (1~i~r) temos B(xi,Vi) -

.. BCI~, Vi) ç B(x,V.) =O , o que mostra que, 

sequentemente, X e I rad v. 
1 

x. e rad v. 
1 1 

e, con 

Reciprocamente, considereando X "" I~, com cada 
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, temos B(x~V) c B(~ 1 ,v 1 )+ ••• +B(x , V)= O 
r . r 

o que 

significa que x e rad V 

A parte (2) ê uma consequencia imediata da defi-

niçao de espaço quadrático regular e da parte (1). 

Para a demonstração de (3) é somente necessário 

mostrar que a soma v
1 

+ ••• + Vr é direta. Assim, seja O=x
1

+ ••• +xr, 

. portanto, e rad V . 
1 

= o 

Então 0 ::o B(x
1 

+ ••• + x , V.}= B(x., V.) e·, 
r:;. l.l. 

Proposição 1.7- Um espaço quàdrâtic~ V é regular se e somen 

te se dB V 1- O. 
. --

Demonstração: Consideremos uma base ortogonal· {x
1

, ••• x } de V. 
- n 

Então, V= Fx1 l•••l Fxn. Pela proposição ante-

rior, V é regular se e somente se cada Fxi é regular. Porem Fx. 
1 

ê regular se e somente se q(xi) 1- O. Logo V é regular se e some~ 

Proposição 1.8- Seja U um subespaço regular do espaço qua-

drãtico V • 

• entao W = U 

Então U ê componente ortogonal de V e se V = U 1 W 
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Demonstração: Seja.{x
1

, •• :,xp} uma base ortogonal para U, 

Um elemento i em V pode ser escrito como z = y+w 

com y + •• o+ B(z,xn) d d ( ) ' O pois U .-~ xp on e ca a q x 1 r 

q (xp) 

regular. 

Claramente, y e U e desde que B(w
1

x 1 ) = O para 

1 < i ~ p , w e u* Isto mostra que V = U + u* 

Agora U n • • U = rad u =o. Assim, V = u e U e 

portanto V = U 1 u*. Se V- U 1 W, então W cu* Mas, como pro-

Vamos que V = U 1 u* - . * . * , entao dim W "" d~m U • Dessa mane1ra W = U. 

c.q.d. 

DECOMPOSIÇ~O RADICAL 

Consideremos o rad V de um espaço quadrático V e 

U um subespaço de V para qual V = U 61 r~d V. Então segue-se· que 

V = U 1 rad V e chamamos isto de decomposição radical de v. 

ISDTROPIA 

Seja x F O em um espaço quadrático V. Dizemos 

que x é isotrôpico se q(x) F O e anisotrÕpico caso contrãrio.V ê 

isotrõpico se contêm um vetor isotrÓpico e anisotrÕpico se todo 

vetor não nulo ê anisotrõpico. V é totalmente isotrÕpico se v;. O 
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e q(V).• o. 

PLANO HIPERBOL!CO 

Um espaço quadrãtico V ê chamado plano hiperbÕli 

co, se a matriz de V~ em relação a alguma base de V, ê 

Assim todos os planos hiperbÓlicos são regulares com discriminan 

te -1 

Observação 1.9- Seja V um plano hiperbÕlico escrito como 

V "Fx + Fy com q(x) = q(y) ~ O. Então as retas Fx e Fy são -as 

Únicas retas isotrÔpicas de v. 
1 

; isto claramente ê verificado p~ 

la equaçao q(ax + 6y) = 2a6 B(x.y). Esta equaçao também mostra 

que q(V) =F , ou-seja que todo plano hiperbólico é universal. 

Proposição 1.10- Seja V um espaço quadrático 2-dimensional. 

As,seguintes afirmaçÕes são equivalentes. 

1) v e plano hiperbólico 

2) V ê isotrÕpico e regular 

3) dV = -1 

Demonstração: (1) implica (2) 

Se V é um plano hiperbólico então a matriz de V 

em relação a alguma base { x
1 

~ x
2
) ê e, 

portanto, V ê isotrÕpico. 
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V ê regular, pois se x = ax1 + Bx2 e rad V, en-

a + 8 =O e a. - B = O , ou seja a .. O = B e, consequentemente, 

X "" 0. 

· (_2) "implica (3) - Seja x vetor isotrÓpico em V , 

e {x,y} uma base para V; entao a matriz de V tem a forma (BO B) on 
y -

de B(x 1y) = B e B(y,y) = y • Assim, dV 2 = -B Porim, V i regular, 

o • 2 - • ·2 
~ e F e, desde que -S e -1 sao iguais em F/F , temos dV = -1 • 

(3) implica ( 1 ) • Se V -e regular entao temos que 

q(V) ~O. Sejam a I O e x e V 'tal que·q(x) ~a. Desde que V~ 

regular F_x ê eomponent:e ortogonal de V. Logo V = Fx 1 Fy para al 
----

tum y e V. Como por hipÓt~se dV = -1 , temos que q(x). q(y) +O. 

Assim, podemos assumir que q(y) =-a. e V= F(~) + F(x-y) 

mo 1 
o) • 

2 " 

A matriz de V nessa bàse é facilmente escrita co 

Portanto, V é plano hiperbÓlico. 

c.q.d .. 

Proposição 1.11 -Sejam V espaço quadrático regular, U sube~ 

paço de V com q(U) =O e. {x1 , ..• ,xr} uma base para U. Então exi~ 

te um subespaço H
1 

bÔlico com x. e H. 
1 1 

1·. ·1 H 
r 

de V, onde cada H. é um plano hipe~ 
1 
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Demonstração: (Por indução -sobre r) 

Então H1 é um plano hiperbÓlico com a pro-

priedade de pedida. 

Para r > 1 , colocamos U r-1 e 

assim, Consideremos 

• - u 
r e coloquemos Hr = Fxr + Fyr 

•para 1 5 i 5 r-1 e B(x ,y ) f O. Assim, Hr i um plano hiperb5li
r r 

c:o contendo x 
r 

• e ur __ 
1 

e yr e . -
U 1 entao H 
r- r 

por 

conseguinte, Ur_; ~ * H 
r 

Desde que V e regular e V = Hr 1 • H , en 
r -

- . -tao Hr e regular ~' aplicando a hipótese de induçio a Ur_ 1 toma-

do como um subespaço . ' de Hr , obtemos H1 ~ ••••• 1 H r-1 
-

* c H 
- r 

com 

xi € Hi para 1 ~i~ r-1. Portanto, H1 1···1 Hr_ 1 l Hr satisfaz 

as condiçÕes exigidas. 

c:.q.d. 

§2. GRUPO ORTOGONAL 

REPRESENTAÇOES E SIMETRIAS 

Definição 2.1 -Sejam V e W espaços quadráticos e q e q' as 

respectivas formas quadráticas. Uma transformação linear o: V+W 

é uma representação de V em w, se q'(a:x) = q(x), para todo xeV. 
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Definição 2.2 Uma isometria de V em W é uma representação 

de ·V em W i~jetiva. Os espaços V e W -ser ao chamados isométricos se 

existir uma isometria de V em W. 

O conjunto de todas as isometrias de V em W serã 

denotado por O (V,V). 
n 

Se V = W entao cr ê inversível e isso mostra que 

O (V,V) ê um subgrupo do grupo GL (V) das transformações linea-
n n 

res inversíveis de V em V. O grupo O (V,V) ê chamado grupo orto
n 

_gonal de V, em relação a q e sera indicado simplesmente por On(V). 

INVOLUÇOES E SIMETRIAS 

De.finição 2.3-- _S~ja V um espaço quadrático. Uma aplicação 

a: v~v ê uma involução se c 2 = 1v , onde 1v denota a aplicação 

identidade em V. 

As m·ais importantes das involuções sao as sime-

trias ; is·to ê, são as aplicaç~es ~y: V+ V dadas por 

K X- 2B(x,y) y , onde y e v ê tal que q(y) + o. 
q (y) 

Como consequência imediata da definição de ~ te y 

mos as seguintes afirmaçÕes: 

t é linear 
y 

?;y é -i nvo luç ão 
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b e uma representaçao injetiva e, portanto 
y 

?;Y e on (V). 

Zy(x) = X para todo X e (Fy)* e Gy(x) = -x para 

todo x € Fy. 

Proposição 2.4 - Sejam U e W subespaços isométricos regulares 

• • de um espaço quadrático V. Então U e W são isométricos. 

-Demonstração: 1) Vamos supor inicialmente que U e W sao re-

tas, ou seja U = Fx e W Fy , com q{x) = q(y) F O. Então 

q(x+y) + q(x-y) = 2q(x) + =q{y) = 4q(x) e, por conseguinte q(x+y) 

ou q (x-y) ê -na o nulo. Trocando y por -y - . se necessarJ.o, podemos 

assumir que q (r.-y) f. O e_ consideremos a simetria \-y Assim te 

mos, '7 2B(x,x-y) (x- ) e, 
"'y-x x = x- . q(x-y) Y desde que 

q(x-y) • q(x) + q(y) - 2B(x,y) 

• q(x) - 2B(x,y) 

• 2B(x,x-y) , 

-entao ~ x = y. Portanto y-x 
z; 
x-y 

• • U • W o que significa que 

• • U e W sao isométricos. 

2) No caso geral, usaremos indução. sobre a dim U. 

Desde que U e W são isométricos, podemos considerar as decomposi 

u :: 
1 

11, e 
' 
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• hip~tese d~ induçio, temos que u2 1 u 

e' portanto, existe uma decomposição 

- . 
-e 

Uz 1 U = X 1 y com X ;, w2 e Y = w • Mas_ entio X : W2 : e a 

• hipótese de indução garante que Y ; U • 

TEOREMA DE WITT 

. - . 
Lqgo W = U 

c.q.d. 

Sejam V e V' espaços quadráticos regulares isomé 

tricos, U um subespaço de V, e cr uma isometria deU em V'. Então 

existe um prolongamento de cr a uma isometria de V sobre V'. 

Demonstração: Escrevemos U = W 1 rad U e seja'{x 1 , ••• ,xr} 

uma base para rad--u.·----Peb! proposição 1.11 deste capítulo .existe 

um subespaço H = H1 1 • ••• l Hr do espaço W na qaal cada H. 
~ 1 

-e 

plano hiperbÓlico, tal que x. e H. 
1 1 

• Desde que H é regular, H de 

• • compoe W e portanto existe um subespaço S de W tal que 

Assim, rad U' ""cr(rad U) = Fx1 + ••• + Fx; e U' • W 1 rad U' •. Re 

petindo o processo de construção obtemos V' =H' 1 S' 1 W' com 

x! 
1 • 

1· ... ·1 H' onde cada H! ê um plano hiperbÓlico contendo 
r 1 
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Agora, existe el2ramente uma isometria de H so-

bre H' que coincide com O em cada x. e, 
> 

consequentemente em rad U. 

Verificamos também que o leva W em W'. Logo, existe um prolonga-

t d - • t · cr' de H 1 W sobre H' 1 W'. Ap1 1 cando men o e v a uma ~some r~a ~ 

a proposiçio anterior, vemos que Sé isométrico aS'. Portanto 

existe um_ prolongamento de a para uma isom~tria de V sobre V'. 

c.q.d. 

§3. GERAÇ~O DO GRUPo ORTOGONAL 

Se V ê um espàço quadrático regular, mostraremos 

que as simetrias geram O (V) e faremos um estudo sobre certos sub 
n 

• 
+ grupos de O (V) tais --Como O 

n n 
e z 

n 

Proposição 3.1 - Se cr € O (V) entao det cr = + 1 
n 

Demonstração: Sejam.{x
1

, ••• ,xn} uma base para VeM a matriz 

de V em relação a base dada. 

Seja a uma isometria de V e T "" (t •. ) a matriz de 
>J 

na base dada, isto -e, crx . 
·J 

x •• Logo.{ax
1

, ••• crx--} é 
' n 

base de V é a matriz associada a V nesta base também é M, 

uma 

desde 

que~ é uma isometria. Assim, M = Tt MT e det M = det Tt, det M, 

2 det T, de onde segue-se que (det T) = 1, ou det CJ ~= + 1 • 

c.q.d. 
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Definição 3.2 - a é uma rotaçao se detcr = + 1 . 

Definição 3.3 - cr ê uma reflexão se deta G - 1 

Sejam rotação, det a= + 1} e 

o; ='{aja e reflexão, deter=- 1} 

Proposição 3.4 - O+ ê subgrupo normal de O (V). 
n n 

Demonstração: Dados ~e a
2 

e pois 

-1 
a. a 

2 
= de t a 

1 
• det 

-1 
"2 = 1. Assim é subgrupo de On(V). 

+ -Se <1 e O {V) e o 
. n 

. - --1 e o (V) entao a . a 
n 

- + • a e o (V) po1.s 
n 

- --1 
det a = det a "" + 1. Portanto, 

• 

Observação 3.4a - o 
n 

- -nao e 

o+·é subgrupo normal de O (V). 
n n 

c.q.d • 

subgrupo de On Isto é devido ao 

Proposição 3.5 ~Se V~ um plano hiperb5lico e a uma isome-

tria de V em V a qual é identidade em um subespaço totalmente fuo 

trópico maximal de V, então a ê uma rotação. 

Demonstração: Seja M o subespaço totalmente isotrÕpico maxi 

mal de V, tal que dim M = r Então 2r ê a dimensão de V. Pela 

proposiçao 1.11 deste capÍtulo, existe um outro subespaço N de V 

totalmente isotrÔpico maximal tal que V = M e N. Para x € M e y€N 

temos: crx = x e B(x,ay-y) • O. • • Assim, cry-y e M • Mas como MCM 
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• comparando as dimensÕes, vemos que M=M • Logo cry-y e M para todo 

y e N. 

Agorà, se {x1 , .•• ,xr} ~uma base de Me 

base para V e, usando o fato de que cr(x.) a x. para todo x. e M 
' ' ' -para todo yi e N, teremos det cr= 1. Portanto, a e uma rotaçao. 

c.q.d. 

Proposição 3.6. ~ Seja U um hiperplano de um espaço quadriti-

co regular V e seja a uma isometria de U em V. Se U é regular, 

existem dois prolongamentos de a a V que diferem por uma simetrM. 

Se U ~ nio ,regula~, existe um ;nieo prolongamento de cr a V. 

Demonstração: 1) Primeiramente vamos supor o -caso onde U e 

um hiperplano regular. Pelo teorema de Witt existe um prolonga-

menta cr
1 

de a a V. Seja cr 2 uffi elemento qe 0
0 

-e um 

prolongamento de a se e somente se cr; 1 ~ 1 ê identidade em U. Isto 

significa que cr
1 

e cr
1 
~ são os Únicos prolongamentos de cr, 9n-

de FY, é uma reta ortogonal ao hiperplano U. 

2) Agora vamos supor que U nio seja regular. Sabe-

mos que existe pelo menos um prolongamento de cr a V. Se eXistis-

se um outro, teriamos um~ em 0
0 

, o qual ê identidade em U, m~ 
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não em V. Vamos mostrar que is'so ê impossível. Desde que U ê um 

. * .. * h~perplano, U e uma reta. Logo rad U ""UI"\ V e uma reta FX. Por 

isso~ uma decomposição radical de U conduz a uma decomposição 

V= W 1 (F"+ Fy), com q(x) = Q(y), e WC. U. 

Agora, p deixa W fixo e, portanto, deixa também 

F + F fixo. Desde que px "' x entao py = o.y para algum escalar a. 
X y 

Mas B(x -y) = B(px,py) ""B(x,a.y) IC a B(x,y) -e isso mostra que p e 

a identidade em U ê tambem a identidade em V. Assim a tem exata-

mente um prolongamento. 

c. q. d~ 

GERAÇ~O DE On POR SIMETRIAS 

Para a demonstração do teorema da geração de On 

por simetrias será necessário antes o seguinte resultado: 

Lema 3.7 - Seja V um espaço quadrático regular. Se cr ~ ~V -e 

uma isometria em V satisfazendo a condição (*). ''Se x e anisotr6 

pico em V então Gx - x f O e ( ~ ) O" ' q vx-x = entao n ?: 4, n -e 

-par ~ a e uma rotaçao. 

Demonstração: f!: evidente que nao podemos ter n = 1. Se n = 2 

e X é anisotrÔpÍco, Üsando a COndição (*), concluiremos que X e 

Gx sao linearmente independentes e d(x,crx) a O. Essas condiçÕes 
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contrariam o fato de V ser regUlar. Assim devemos ter n ~ 3. Fi 

nalmente serã mostrado quê n e par e que a e uma rotaçao. Para 

esta demonstração ainda necessitaremos mostrar que a condição (*) 

também e satisfeita para elementos isotrÕpicos de v, ou seja 

q(ox-x) = O para todo x e V. Para iuso, consideremos y um elemen 

to isotrõpico em V. Então existe um plano hiperbÓlico H que con-

tem y e decompÕe V~ isto é, V =H l H1 • Logo existe z em V, tal 

que q(z) #o e B(y,z) =o. Portanto, q(y+ez) ;. o ,?ara todo E" e F 

e, consequentemente, q(ay-y) + 2E B(cry-y , az-z) = q(o-(y+e:z)-

- (y+Ez)) - e 2q(crz-z) = O • Em particular tomando é = ~ 1, encon 

traremos o resultado desejado, ou seja q(cry-y) = O , eomo y -e 

isotrópico. Logo, o espaço W = (cr-1} V satisfaz q(W) = O e, se 

• considerarmos x em V e y em W , teremos B(x~cry-y) e O. Portanto, 

• uy-y e rad V ~ O de onde segue-se que ay = y, para todo y e W 

Aplicando a condição * "' * * (*) obtemos q (W ) "" O. Assim, WS W ~ {W ) =W. 

Portanto n ê par e dim W n 
=-r; -em outras palavras, V e um esp~ 

ço hiperbÓlico e W ê um subespaço totalmente isotrôpico maximal. 

Mas, como a é uma identidade em W = w*, concluimos pela proposi-

- -çao 3.5 que cr e uma ;otaçao. 
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Teorema 3.8 - Toda isometria a de um espaço quadrático regu-

lar n-dimensional em si mesmo ' um produto de no miximo n sime-

tri as. 

Demonstração~ 1) (Por indução sobre n) 

Para n = 1 e trivial. 

Para n > 1. Vamos supor que existe um vetor ani-

sotrôpico x com ax == x. Então a restrição a I de a a um hiperpla
U . 

no U ortogonal a Fx ê um elemento de On_ 1 (u). Usand~ a hipótese~ 

indução, a é um produto de no_mãximo (n-1) simetrias em relação a 

retas em U. Cada uma dessas simetrias tem um prolongamento natu-

ral a V por meio de uma simetria considerada em relação ã reta 

original em U. O produto desses prolongamentos colocados na ordem 

original coincidem com a em U e também em FX , onde à e o produto 

são identidades. Logo eles coincidem em V. Portanto, a é um pro-

duto de no máximo (n-1) simetrias quando a deixa um vetor aniso-

trÕpico fixo. 

A prÕxima suposição ê que existe x anisotrÓpico 

com q(ax-x) #O. Consideremos a simetria ~ definida em V. '-'o'x-x 

mos que '(;" CJ x-x deixa x fixo. Logo, pelo caso anterior, ~ a ax-x 

V e 

-e 

o produto de no máximo (n-1) simetrias, portanto a ê. o produto de 

no mãximo n simetrias. Então provamos, nesses dois, que qualquer 
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simetria que nio satisfaz a condiçio (x) ''Se x ~ anisotr6pico em 

~~~ntio ox-x ~ isotr6pico em~·· , satisfaz o teorema. 

Finalmente~ consideremos o em V qua satisfaz a 

condição (*),Então, pelo lema 3.7 a ê rotaçao e n ê par. Seja~ 

simetria de V. Desde que b a é uma reflexão, entao ~a não satis 

faz a condição (*) e, por conseguinte, ~cr ê um produto de no ma 

ximo n simetrias. Logo, o i um produto de no miximo n+1 simetria~ 

No entanto, o é uma rotaçao e n+1 ê Ímpar, de onde concluímos que 

·a sõ pode ser um produto de np máximo n simetrias. 

Definição 3.9 - Seja a uma isometria de V. O conjunto 

"{x e V !crx = x} ê_u~_yubespaço de V chamado espaço fixo de cr. 

Corolârio 3.10- Se a é um produto de n simetrias, entao a di 

mensao de seu espaço fixo é no mínimo n-r. 

Demonstração: Pelo teorema 3.8, a = õ1 ••• t>r onde cada ~i -e 

uma simetria. Sejam Ui o espaço fixo de ~i , para 1 < i < r e U 

o espaço fixo de a. Então u
1 

n ••. f\ ur C U pois se x e U'1 O •• J1 Ur 

entao ê:;
1 

(x) = ••• = ~r(x) e·, consequentemente~ o(x) = (; (x) ... 
Isto ê suficiente para mostrar que cada Ui é um 

hiperplano de V e entao dim (u
1

n ... n U ) > n-r • Esta Última 
r -

afirmação é demonstrada por indução sobre r. 
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Para r= 1, desde que u
1 

ê um hiperplano, temos 

diin u
1 

"' n-1. 

• 

> (n-r+1) + (n-1)-(n) ~ n-r. 

c.q.d 

Corolãrio 3.11 - Suponhamos que cr seja um produto de n sime-

trias. Então ela ppde ser expressa como um produto de n simetrias, 

com a primeira ou a Gltima es~olhida arbitrariamente. 

Demonstração: Escrevemos a como um produto de n simetrias 

ou seja cr =· ~ ••• --c:;n --. _Se b ê uma simetria qualquer então pode-

mos expressar ~o como um produto de no máXimo n simetrias. Logo 

' ' a = '&:. -r;-2 ••• ~r com r ~ n+1. Então det a·= (-1)r Mas, por h!_ 

potese, det cr = (-1)n. Concluímos, então, que r e n tem a 

paridade. Em particular r :5 n. Se r< n, -colocamos um numero 

de simetrias iguais e õ no final e obtemos a ' l> 
r 

mesma 

par 

Isto 

permite-nos escolher a primeira simetria de uma maneira arbitrá-

ria e, analogamente, a Última. 

c.q.d. 
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§4, ALGUNS SUBGRUPOS DE On(V) 

Alem de o: , podemos considerar os subgrupos nn 

O SUBGRUPO COMUTADOR On DE On 

Denotaremos por 0
0 

o subgrupo comutador de On 

Claramente Q 
n 

+ 
C O • Os subgrupos 

n 

para espaços regulares não nulos. 

!l s ao definidos somente 
n 

Proposição 4.1 - n contem os quadrados de todos os elementos 
n 

-e e gerado pelos comutadores da forma 'óxZ'y't.x~y 

Onde~ e~ são sim~trias. Em particular n é gerado pelos qu~ 
x y n 

drados dos elementos de 

Demonstração: Seja G subgrupo de O gerado pelos 
n 

comutadores 

do tipo C"'Z;?:"t:. 
xy"Xy 

Para qualquer a e 0
0 

, temos a 
-1 

a "' ~ax e' 

entao 

-e 

um subgrupo normal de On • 

Consideremos O /G = {~ = ~ + G}. Para quaisquer 
n · X X 

ou ~ .c = ~ -~ ' 
X y y X 

o 

que significa que O /G ê comutativo. Então n c G. Mas GCQ 
n. n- n 

por definição e, portanto, G = !l 
n • 
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Finalmente, de 

(; 
1 

• • • t; 
m 

l:; 
1 

o •• u 
m 
- (; 

1 

Desde que 0 
n 

= G 

c; 
m 

0 
m = 1 

-e gerado pelos qua-

drados do tipo (Z:?: ) 2 
concluimos 

X y 
que· n é gerado pelos quadrados 

n 

de todos elementos de o+ 
n 

c.q.d. 

Proposição 4.2 - 0
0 

é também o subgrupo comutador de 

do n > 3. 

Demonstração - (Vide [o] pag 107) 

Observação 4.3 
··~ 

quaE 

Quando n = 1 o grupo o
1 

ê um grupo de dois elemen 

-tos e sua estrutura e trivial. Se n=2, sabemos que 
"--+ 
02 é comutati 

vo e, por isso, seu grupo comutador ê 1V • Veremos mais adiante 

que 0 2 = 1 se e somente se V e um plano hiperbÓlico sobre um cor 

po com três elementos. 

Sabemos que o subgrupo comutador n2 de o 2 é ger~ 

do pelo conjunto dos quadrados de todas rotaçÕes. Mas esse conjuE 

- + ~ • to e um grupo, desde que o 2 e comutat1vo. Logo U2 ê o conjunto 

dos quadrados de todas rotaçoes e, simbolicamente, denotamos 
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O CENTRO Z
0 

DE 0
0 

Z (V) denota o centro de O (V) de um espaço qua-
n n 

drâtico V. 

Observação 4.5 

i) Pode-se provar que Z
0 

= {! 1v} ·exceto quando V i 

um plano hiperbÓlico sobre um corpo com três elementos. Neste ca 

so excepcional z 2 = o2 {Vide [o], 43:12) 

1'1') o+e-o+n Se n ~ 3 entao o centro de n n Z
0 

e o centro 

{Vide [o], 43:13a) • 

--~--



CAPITULO UI 

APROXIMAÇ~O FRACA PARA ROTAÇOES 

§1. GRUPO ORTOGONAL SOBRE CORPOS COM VALORIZAÇOES 

Neste par;grafo F denota um corpo com valoriza-

ção qualquer, não necessariamente um corpo global, ] ] ou ] ]p a 

valorização dada em F e f o lugar determinado pela valorização. 

,v ê um espaço vetorial o-dimensional sobre F, LF(V) denota a âl-

gebra das transformaçÕes lineares em V, eM (F) denota a âlgebra 
n 

das matrizes nxn sobre F. Seja {x1, .• ,xn} uma base para V. Todas 

as normas 11 ~ serão consideradas em relação a essa base. 

NORMA EM V 

Dado X € V , X • 

ê definida por llxll = max 
i 

n 
L Cl.X. 

i=1 l. l. 
(<l.eF), 

' 
a norma de x 

Assim, I! ]~ ou 1J ]] é uma função real com as se 

guintes propriedades. 

1 ) llxll >O 
. 

se x e V e lloll ·o 

2) ll<lxll = 1"1 llxll , para todo <l e F e x e V. 

3) llx+yll ~ llxii+IIYII para todo x,y e V. 
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-No caso nao arqu·imediano temos 

!lx+yll < max<!!xl! ,!!YIIl para todo x,y e V , 

com 11 x+y 11 = max(ll x I!.IIYJ!l se 11 x 11 f IIY!I 

O espaço vetorial V pode s~r con~iderado um esp~ 

ço métrico, com a métrica dada por d(x,y) = llx-yl! para todo 

x,y e v. 

As aplicações (x,y) __.. (x+y) de VxV em V 

x -+ -x de V em V 

__ (a,x) -... ax de FxV em V 

sao continuas em relação a topologia de V e isto significa que 

V ê um espaço vet~rial topol;gico sobre um corpo topolGgico F. 
-----

a . . x. (a .. e F) 
1 J l. . 1J 

para 1 < j ~ n , e definimos a norma de cr pela equação 

= max!l crx. 11 
j J 

= max!a. ·I, 
• • l. J , 
1.J 

denotamos a norma em 11 11., ou simplesmente 11 11 • 

Então, ]J !f torna LF(V) um espaço vetorial normado; isto ê, as se 

guintes propriedades são verificadas. 

1 l 11 a 11 > O , a e LF (V) com a f O e 11 O 11 = O 

2} l!acr~ = !a! ~"H para todo a e F, a e LF(V) 

3} !lcr +ê;ll ~ llcrl!+ll"ll para todocr,!ie LF(V) • 



O espaço vetoria-l LF(V} está provido com uma to-

pologica métrica na qual a distância entre cr e~ é definido por 

d (cr ,'t) = 11 cr - ·q 

No caso nao arquimediano, temos 

!ler H[[ < max([[cr[[, [[?i[[) para todo cr , "(;e LF(V) 

com [[1> + cr [[ = rnax(!icr [i, [[t[[l se llcr [[ +.li 'C[[ 

Da mesma maneira 1 como em V, pode-se verificar que 

'LF(V) é também um espaço vetorial topolÓgico sobre um corpo top~ 

lÓgico. Temos também leis multiplicativas em V e em LF(V) a con 

siderar. Em V 

F[cr[[ [[xl! em geral 

[[ crx [[ < . -
11 crI! 11 x 11 

- arquimediana se na o 

rllq[[ !1:[[ em geral 

11 cr 1> 11 < -
lo 11 I! 'C[[ - arquimediana se na o 

Logo a função (cr ,?i). + cr Zi de LF (V) x LF (V)+ LF (V) 

ê contínua. IstO faz com que LF(V) seja um anel topolÓgico. 

nuas. 

Assim as aplicaç;es (a~x) + ax de LF(V)x V em V e 
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a~ detcr de LF(V) em F são contlnuas. A continuidade do determi-

naTite mostra que G1
0

{V) é um subconjunto aberto de LF(V). Se nos 

restringirmos a GR.
0

-(V) verificaremos que o+ a- 1 de GR.
0 

(V) em 

Podemos também introduzir a norma ]] ]] em M
0 

(F) p~ 

-la equaçao 

= max]a .. 1~ ·para uma matriz (a .• ) sobre F. 
. • 1J 'r l.J 
1,] 

Denotamos a norma por 11 aij li ;p. ou .11 aij 11 Observemos que a norma 

1]a][ de uma transformação linear a é igual a norma de sua matriz 

NORMA ESPINORIAL 

Proposição·l.l - Se Vê um espaço quadrático regular e 

'"õ , ••• (j sao simetrias tais que 
u1 ur 

Demonstraçã.O: Devido o fato de envolver Álgebras de Clifford, 

o qual não ê de nosso objetivo estudar, vamos omitir tal demons-

traçao. (Vide [o], pag 136). 

Seja V um espaço não nulo quadrático regular e n 

dimensional 1 com suas respectivas forma bilinear simétrica B e 



-46-

forma quadrática associada q. Consideremos a em O (V). Pelo teo
n 

rema da geração em On(V), a pode ser expressa como um produto de 

simetrias, ou seja a = ~ 
u~ 

feito de outra forma, ou seja a • 

Suponhamos que isto seja 

" 1 v 

t 
·V 

s 
Então como 

e, pelo resultado anterior assumido, 

A imagem canonica 

·z (mod F ) 

. • 2 
de q(u;) ••• q(ur) em F/F -e 

chamada norma espinorial de a e ê indicada por e(cr). De acordo 

com o que vimos acima
1
9.estã bem definida, pois independe dare-

presentaçao de cr. Claramente 6(cr.~) = 6(cr).6(t). 

Assim temos um homomorfismo de grupos 

• e : On-> F/·Z 
F 

O nosso maior interesse e sobre a norma espinorial de reflexões 

e passaremos então a considerar a restrição 

• 
F;.z 

F 

O nÚcleo desta restrição ê indicado por 
• 

O (V) 
n 

Assim O'(V) ={o e O+(VJ!9(a) =1} 
n ... , n 

• 
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O comutador claramente tem norma espinorial 1, assim 

' o c 
n -

O+ co 
n n 

Notemos ainda que cada um desses subgrupos e normal em On 

Observação 1.2- A equaçao Sa= ~, com n em F, frequentemen-

te vai ·aparecer; isto realmente significa que 80 ê a imagem cano 

nica de ex em • 
F/•2 

F 
Ocasionalmente olharemos 8a como toda a 

• 2 
classe a.F • colocado como um subconjunto de F Mais geralmen-' 

te, se X ê um subconjunto qualquer de O , o sfmbolo 8X é a ima
n 

gem de X em F I. 2 
F 

através de 8 ; mas também a olharemos como sen 

do o conjunto 

e<x> --·u 
<1€X 

. 
de X em F 

' ' 

. 
Se X -e um subgrupo de On entao 8(X) é um subgrupo de F 

Proposição 1.3- Seja V um espaço quadrático regular n-dime~ 

sional com n ~ 2 • - + -Entao S(O ) e 
n 

• 
um subgrupo de F , consistindo 

de todos so escalares não nulos da forma a 1 ~ ••• ,a 2r com 

2r < n e 

Demonstração: 

em q(V). 

O resultado segue, usando o fato de que 

t:.J+ 
GeO 

n 

c.q.d. 
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Proposição 1.4- Sejam u
1

, •• -.,ur e v 1 , ... ,vr vetores aniso 

trópicos em um espaço quadrático regular V e suponhamos que 

'4, ... 
1 

z; 
u 

r 

Demonstração: Seja· {w
1

, •.• ,wr} uma reordenação de· {v,.., .• , ,v} , r 

o 
n 

em 

'?;v 
r 

Seja -: O .. O j o homomorfismo 
n n n 

.n 

natural de 

:nesde que O'/ n [l 
n 

ê comunativo, entao 

.. . '(; ... ~ ... 'Cu c <?:., t ) ... ((; 
tur v1 u1 r 1 u1 w r 

) 

e, consequentemente, 

~v .. . ~ ~ ... z;u (Z' t ) ... (0 t ) (mod Qn) v1 u1 -r r "1 u
1 

w u 
r r 

Assim, e suficiente provar que ~ (; e n sempre que q(w) • q(u) f O 

aw = u. 

Então a (;'w 
-1 

a 

w u n 

Pelo teorema de Witt existe um a € O tal que 
n 

- t aw 
• t: 

u 
e, portanto, '0'0 

w u 
(J z--1 

w 

c.q.d. 
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Pr.oposição 1.5 - Seja U subespaço regular de um es-paço qu_:: 

• 
dr.âtico V. Se q( V) = q(V) e !1( V) =O (V) então íl(V) =O (V). 

Demonstração: Sej~ a e O'(V), Pelo teorema da geraçao pode-

mos expressar a como um produto de simetrias 

... 

U com q(u.) = q(v.) para 1 ;: i ~ r 
1 1 

e seja 

eo:(v). Então a e ,;n(V) pela proposição 1.4 

e, portanto, é suficiente provar que ~e Q(V). Se considerar-

mos a decomposição V = U l W, então j'= j l1w comj e O( U) 

desde cada _,ui es t_:_j a·· em- V .. Mas _e qn = e <f> = 1 de onde segue-se 

que j e o. ( v) ou j e Q ( v) e, portanto~;;;e Q(V). 

c.q.d. 

Proposição ·1.6- Se V é isotrópico então Q(V) = O'(V). 

Demonstração: Seja H c V um plano· hiperbÓlico. Então 

q(h) =F • q(V), pois todo plano hiperbÓlico é universal e 

O(H) = 0 1 (H) pela observação 4.3 do capÍtulo II. Logo Q(V) =O'~) 

usando a proposiçi~ anterior. 

c.q.d. 
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§2. O GRUPO ORTOGONAL SOBRE CORPOS GLOBAIS 

LOCALIZAÇM 

E ê uma extensao de F. 

Definição 2.1 -Consideremos dois espaços vetoriais V e W de 

dimensão finita sobre corpos E, F respectivamente.rDizemos que 

W é F-edificação de v se: 

i) v c w 

ii) Toda bas~ de V sobre E e também uma base de W so 

bre F. 

Observação 2.2 - Se V é um espaço quadrático regular n-dime~ 

sional sobre um corpO global F e F~ ê o completamente de F, us~ 

remos V;p para indicar a F;p-edificação de V (como um espaço vet~ 

rial ou como um espaço quadrático) e diremos que Vf ê uma ;p-edi 

fi cação ou localização de V em ;p . Aqui f ê um lugar não. ar-

químediano ou discreto. 

Desde que V~ ê um espaço vetorial sobre um cor-

po com valorização F'f , podemos introduzir uma norma 11 ll;p em Vp 

e Ir- (V.p) com respeito a uma base qualquer de V;p ; em particular 

f . 
com respeito a uma base qualquer de V sobre F. Observemos que 

llf independe da base escolhida. 
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Definição 2.3- Se a e ~(V}, entao existe urna Única transfor 

. -maça o linear af' em V;p induzida por a em V. Diremos que ar é a 

localização de cr em f· 

Claramente sao verificadas as seguintes proprie-

dades, em relação a uma certa base de V. 

1 ) (o + 0);p = o?' + "r 
2) (o 1; )f = ";p . -r; 1' 

3) (ao);p = a" r • de tcrf "' de tO' • para todo cr, r; em 

r,. (V) e todo a em F. 

Em particular a aplicação a ~ af 
•· 

é um homomorfis 

mo injetor ·a e ~(V) em I-r {V.p). Claram~nte, usando as definições 
. ;p 

e propriedades relacionadas, as seguintes afirmaçÕes são verifi-

eadas: 

Se - isometria isometria. " e uma entao "f e uma 

Se " -e uma rotaçao -entao ar e uma rotaçao. 

Se 'l;u - simetria de v respeito F e uma com a re_ta en 
u 

ta o ê uma simetria com respeito a re-

ta Ff u 

Denotaremos a imagem de um subconjunto A 

de ~(V) em LF (Vf) através de uma localização em f. Temos, en-
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- On(V)(' On(V"f) tao, c 

.. n (V l;p ~ ri n (V f') 

O~(V)if' c O~(V;p) 

• • 
e on (V l;p c on CV;pl 

TEOREMA DA AFROXIMAÇ~O FRACA PARA RDTAÇUES 

Sejam ·V: um espaço quadrático' regular sobre um 

corpo global F e T um conjunto finito de lugares em F. Para cada 

T1 seja 'fif' - + Então E > O, f em e um elemento de O (V;(') • para cada 

existe o em o+ (v) tal que llcr- P;p ll;p < E • para todo f em T. 

Demonstração: Cada 'f;p em o+ (V;p) 

produto de simetrias 'f;0-=~?.;; ;p ••• 'õ ~ 
. , ut ur 

pode ser expresso r como um 

, onde u.~ são vetores ani • 
sotrOpicos em Vf • O número r ê impar e sempre podemos conside-

rar o mesmo número para todo f (adicionando quadrados de simetrhs, 

se necessário). Pelo teorema da Aproxi~ação Fraca aplicada às 

coordenadas do vetor u
1
f em uma-base {x1 ••• xn} de V, obtemos um 

vetor u
1 

em V tal que lf u 1 -u~]!;p é arbitrariamente pequeno para to 

do~ em T. Pelo fato da aplicação u -+ "Z,;u 

estã arbitrariamente perto de ~ f . Se repetirmos o processo p~ 
u1 

ra i= 1, ••• ,r obteremos vetores anisotrÕpicos u 1 , ••• ,u de V 
. r 

com ]]0u. - 'Ziu.:P ll;p arbitrariamente pequeno para todo 1 :; i < r e 
1 • 
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todo -p em T. Logo, pela contiO.uidade da multiplicação em Ir- (Vp), 

r 
segue-se que !lõ ... 't - <:; f ... 't ;p 11 < E , para todo ;p em 

u1 ur u1 ur . 

T. Se considerarmos cr a~ ••• ~ e O+(V), então teremos o 
u1 ur 

resultado desejado, ou seja Hcr -P;pll;p < e: para todo ;p em T. 

c.q.d. 

Observação 2.4 ~ Pode-se provar que se V é um espaço quadrã-

tico regular n-dimensional sobre um corpo global F e cr ê um ele-

mente de o:(V), então cr estâ em Qn(V) se e someute se crf está em 

On (V f), para cada lugar íf em F. 

----



CAPÍTULO IV 

APROXIMAÇAO FORTE PARA ROTAÇ0ES 

O principal objetivo desse cap{tulo é a prova do 

teorema da aproximação fcrte para rotaçoes 1 como também apresen-

tar diversas aplicaçÕes do tal teorema. 

As principais notaçÕes continuam sendo as mesmas 

usadas nos cap!tulos anteriores, ou seja p· ê um corpo de caract~ 

rÍstica diferente de 2, O = -O(S) é o anel dos inteiros de F no 

conjunto de Dedekind de lugares S~ u ~ ~(S} i o grupo das unida-

-des de F em S e V e um espaço vetorial n dimensional sobre F. 

§1. LATICES 

Definimos um ideal fracionãrio él de F em S como 

um O-modulo nao nulo a C F com a seguinte propriedade: exiSte 

um À .;. O em O tal que Àa Ç O • Denotaremos por I "" I(S) com o 

conjunto de todos ideais fracionários de F em S. 

Consideremos o conjunto FM = {ax la e F, x e M} 

onde M' V ê um 0-MÕdulo. Desde que M ê um O-módulo e F ê o cor 

po :quociente de O, entao temos 

FM = {a- 1 x j a e o , a F o, x e M} 
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Claramente observamos que FM ê um subespaço vet~ 

riàl de V. Dados a e F e a e I , definimos ~s seguintes conju~ 

tos 

a.M = {a.x X e M} e aM = { .l: ~X I 8 e a . X e M} 
finita 

Os conjuntos aM -sao O-mÓdulos e as segui!!. 

tes propriedades são facilmentn verificadas 

i) a(MnN) "" a.M () aN • a e F 

i i) (aO)M = aM • a e F· 

iii) (a4)M = a (<l.M) • a € F e. a e I 

i v) (d+D)M = dM +.:hM e <af>JM = ad:>MJ . a ;1> e I 

v) d(M+N) . = dM + d\1 

vi) F(M+N) = FM + FN 

Definição 1.1 -Um 0-mÓdut'o M C V é um 1atice em V se existe 

uma base {x1 , ••• x
0

} em V tal queM C oX 1 + ••• + Ox
0 

• SeM satis 

fizer a propri~dade acima e FM • V, diremos queM ê um latice so 

bre v. 

Observação 1.2- -Em particular Ox
1 

+ ••• + Ox
0 

ê um latice so 

bre V. 

Proposição 1.3- Seja L um lãtice em um espaço vetorial V so 

bre F. Então um 0-mÕdulo M em V ê um lâtice em V se e somente se 
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existe a~ O em O tal que aMG L . 

Demonst~ação: Admitamos que M seja um latice em V. Então e-

xiste uma base {x1 ..• ,xn} de V tal queM C Ox 1 + ••• + Oxn. Desde 

que L i um latice sebre V, podemos encontrar n elementos linear-

mente independentes {y 1 , ••. ,yn} em L tal que xj= l: a .• y. (a .. e F). 
i=1 ~J l. l.J 

No entanto esses a .. ger~m um certo ideal fracionário e, portan-
1J 

to, existe um a ~ O em C tal que aa .• € O para todo i,j 
1J 

ax j e Oy 1 + ••• + Oy n C L • Logo ctM C L 

. Assim, 

Reciprocamente vamos supor que existe a ~ O em O 

tal que a.M C L Desde que L e um latice, existe uma base 

·{z 1 , ••• ,zn} de V ~al _que L C oz 1 +~ .. + Ozn , portanto 

1 z 1 z . 
M C a- L C 0(--)+ ... +0(~) 

a a · Logo M é um latice em V. 

Corolãrio 1.4- Seja u um subespaço de V com M CU C V. Então 

M ê um !atice em V se e somente se M é ~m !atice em U. 

Demonstração: Sejam {x1 , ••• ,xr} uma base para U e 

remos L' = Ox 1 + ••• + Oxr e L= Ox1 + ..• + Oxn Se M ê um !atice 

em U entao aM C L' C .L, para algum a não nulo em O. Portanto M 

ê um latice em V. 

Reciprocamente, se M ê um latice em V entao exis 
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te um et nao nulo em O tal que aM C. L. Portanto, aM Ç Lí\U = L' 

e, assim, -M • um latice em U. 

Sejaill V um espaço vetorial n-dimensional sobre F 

e V"(l a f-edificação ou localização de V em f. Seja L um lati-

c e em V. Uma f-edificação ou localização Ltp de L em 'f -e o 

Of-mÔdulo gerado por L em Vf . Claramente L~ e um latice em v.f. 

Proposição 1.5- Sejam S um conjunto de Dedekind de lugares 

em F, L um latice em um espaço vetorial V sobre F e seja a um ele 

mente do espaço das transform-açÕes lineares de V em V sobre F . 

Então "f Lf = ( crL l;p para todo ;p em s o 

• 

Demonstração:- Vamos ~xpressar L • él.1 y 1 +ooo+dy r r 

sao ideais fracionários e y. elementos de V. Portanto, 
1 

+o o o+ a (cry ) q> . r 

+ooo+d (cry )k-. 
r r ·r 

c.q.d. 

Como consequência imediata temos: 

onde ai 

e 
+ + 

O (L},-, C. O (l....J para 
r ·r - n ,.... 

todo if em S. 
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c· ccObservaçio 1.6- Segue imediatamente da definição de latice, 

-que todo submodulo de um latice e um latice. Em particular se L 

e K são !atices em V· então L("'K é um latice em V e a Proposição 

1.3 também mostra que ctL , aL e L+K são latices em V para algum 

a e F e a e I. Claramente Ox, com X e v 2 ax com Ol.e r, sao. 

!atices. Em particular, todo O-Modulo finitamente gerado em V ~ 

um latice. 

BASES 

Consideremos -L um latice em V. Um conjunto de ve 

teres em L e linearmente independente sobre O se e somente se es 

se conjuntc é linearme~te indepe·ndente sobre F. 

Definição 1. 7 - O conjunto· {x
1 

, ... ,x}; uma base para 
n 

L, 

se tal conjunto ê uma base no sentido de O-modulas; ou seja, se 

"{x1 , ••• xn} ê linearmente independente e gera L sobre O. Assim 

"{x~, ••• ,xn} i uma base para L se e somente se i uma base para FL 

com L= .ox
1 

+ ••• + Ox 
n 

Defini çio 1. 8 -

tice I i vre. 

Um latice que tem uma base é chamado um lã-

Observação 1.9- Qualquer duas bases de um latice livre 

tem o mesmo número de elementos e esse número é chamado dimensão 
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de L e' é denotado por dim L. 

Todo lâtice L é quase livre no sentido de que ele 

pode ser expresso na. forma L =àlx
1 

+ Oxr + ••• + Ox 
r 

com um 

ideal fracionãrio e {x 1 ~···~xn} uma base para FL. Claramente, 

se todo ideal fracionário é principal, todo !atice ê livre. 

MATRIZ DE UM LAT!CE 

Uma matriz quadrada (a .. ) com coeficientes em F 
1J 

é integral (com respeito a O) se cada um de seus coeficientes e~ 

tâ em O. Se 

U'tl.imodular. 

(a .. ) ê integral 
1J 

e det(a .. ) 
. ' 1J ' 

= 1, diremos que (a .. )~ 
1J 

Sejà-v um __ espaço quadrático e B a forma bilinear 

associada. Se L é um latice livre sobre V, então existe uma base 

"{x
1

, ... xn} de y tal que L= ox
1 

+ ••• + Oxn. Definimos como matriz 

-e, a matriz 

Se N é urtimodular diremos que L é uni. 

modular. 

Sejam U e V espaços quadráticos e L e K !atices 

em U e V, respectivamente. O !atice K é representado por L e de 

notamos por K-4 L , se existe uma representaçao a: FK + FL tal que 

<1K c;;;_ L. Dizemos que existe uma isometria de K em L e denotamos 
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K >-L se existe uma isometria 0': FK~ FL tal que crK C. L • 

Dois !atices K e L são isométricos se existe uma 

isnmetria cr: FK-+ FL tal que crK = L e denotamos K >-+L ou K ;, L. 

Uma matriz M ê integralmente representada por uma 

matriz N, se existe uma matriz T com coeficientes em O tal que 

M = tT N T e denotamos H ~ N (sobre O). Se T é unimodular, dize-

mos que M e N são integralmente equivalentes e escrevemos M ~ N 

(sobre O). 

Sejam U e V ~~paços quadriticos. 

Proposição 1.10- Sejam K e L·latice.s em U e V, com matrizes 

M e N respectivamente. Então, 

1) K +L se e somente se M + N (sobre O) 

2) - -K =L se e somente seM =:N (sobre O) 

Demonstração: (Vide [o] , pg 222) 

CLASSE DE UM LATICE 

Consideremos um espaço quadrático regular V so-

bre F e K e L latices sobre V. Dizemos que K e L estão na mesma 

classe de isometria se K ~ cL para algum c em On{V) e denotare-

mos classe de L por eis L. + Denotaremos por eis L o conjunto dos 

latices em V tal que K = crL onde c estâ em O+{V). 
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Seja L úm látiCe em V. O conjunto O(L)::o {cr € O(V)[crL=L} 

ê claramente um subgrupo de O(V), chamado grupo das unidades de L 

ew V. Indicaremos O+ (L) = O (L) (J O+ (V) • 

A aplicação determinante det ~ O(L)~'{+1,-1}.tem 

como núcleo O+(L). Portanto O+(L) ê um subgrupo normal ãe O(L). 

Definimos 0-(L) "" O(L) t"'O-(V). + -Logo O (L) = O (L) (\O (L) e 

Observação 1.11 - 1) Seja F um corpo local~ Logo se a e O(V), 

det a = + 1 e isto sigriificã que det cr e uma unidade. Assim, 

lia I > 1 Agora consideremos a !aticeM= Ox
1 

+ •.• + Ox
0 

onde 

. {x 1 ~ ••• x
0

} é uma base __ ~m V usada na definição de [I ][. Então a as 

serçao !!cri!"" 1 se e somente se ~cri!~ 1 é equivalente a aM C M e 

as•im crM = M. Dessa maneira os elementos de O(M) sio precisamen-

te as isometrias de V com ~cri]= 1 • 

2) Consideremos um latice L em V. Podemos verificar 

que crL = L, para todo cr em O (V) que esta suficientemente 
n 

perto 

de 1v . Para isto consideremos uma base· {x.;, ••• x~} de' L e seja 

11 11' a norma em relação a esta nova base, Então todo cr que esta 

• suficientemente perto de 1V satisfaz !!cr- 1v!! < 1. Assim cada a 

satisfaz lia 11' = 1 • Logo aL • L. 

, ..... 
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3) Sejam L e K la.tices em V e suponhamos que K o:: ÀL 

para algum À em O (V). Podemos verificar que crL = K para todo a 
n 

etr O (V) que está suficientemente perto de À. Pela escolha de o 
n 

suficientemente perto de À podemos assumir que [!i" 1cr-1v!! ê suficien 

temente pequeno, pois JiÀ - 1a-1vll ~ JP.- 111cr-À li. Porem pela parte 

(2) todo À -
1a que esta suficientemente_perto de 1V faz com que 

(À- 1a)L =L. Logo todo cr que está suficientemente perto de À faz 

crL=ÀL=K. 

§2. GENUS E GENUS ESPINORIAL · 

Sejam V um espaço quadrático regular sobre um 

corpo global F, S-um·conj~nto de Dedekind consistindo de quase to 

dos os lugares sobre F e n o conjunto de lugares n~o triviais so 

bre F. 

O GRUPO DAS ROTAÇOES DECOMPOSTAS EM JV · 

Consideremos o grupo multiplicativo n 
;pen 

+ consistindo do produto direto de todos os grupos O (Vf). Um ele 

desse - definido por coordenadas ou seja mento grupo e suas 

I =<I'I'lfen <Ir e O+(V ) ) . Definimos Jv = li = <Irl !11 Irll;p = 
1 

para todo ;p em n} como sendo o grupo das rotaçoes de.compostas do 

espaço quadrático V e seja J~ ~{Í e JV IIfe O'(lP) para todo 1f 
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em n} .• Observemos ainda que JV é subgrupo normal de JV e que 

Jvj. ' 
Jv\ 

e comutativo. 

Observação 2.1 1 J Se O - + e um elemento de O (V), entao 

tem uma localização ap para cada r em 

todo f. Logo a determina uma rotaçao decomposta 

A aplicação a + (a) determina um isomorfismo natural de 

2) Deffnimos o subgrup·o JL de JV , onde L ê um latice 

em V em relação ao conjunto de lugares em s, pela equação 

+ 
~ (Lf') para todo f em s}. Se a ê u_m elemento 

entao esta ~~ O+(L. ) para todo f em S. 

GENUS 

Definição_ 2.2 - O genus (gen L) de um latice L em V ~ o con 

junto de todos os !atices K em V com a seguinte propriedade: p~ 

ra cada f em S existe uma isometria I~ em O(V~) tal que 

~ ~ Íf ~ . Segue imediatamente da definição que gen K = gen L 

se e somente para todo~ em S. 

Definição 2.3- O genus prÕprio (gen+L) de um latice L em Vê 

o conjunto da todos os latices K em V com a seguinte propriedade: 

Para cada? em s existe uma rotação Lr em olvf) tal que ISf= rf L.p· 

• 



Da mesma forma, 

r a- todo .f em S. 

+ gen K 
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+ + = gen L se e somente se c~s Kp 

Observação 2.4 --Pelo fato de que cisL e + eis L coincidem 

+ 
sobre corpos locais então, nesse caso, gen L coincide com gen L. 

Observação 2.5 - Podemos tambem mostrar que o genus de um 1~ 

tice L em V pod~ ser descrito em termos de rotaçÕes decompostas, 

ou seja K e gen L se e somente K = ÍL para algum L em JV • 

Definição 2.6 - Um latice K em v estã no mesmo genus espino-

rial de L se existe uma isometria cr em O (V) 
.n 

e uma rotação r,p em 

L;p L;p para todof em S. 

Podemos expressar ta~ defj~ição em termos de rotaç~es decompostas, 

ou seja., existe cr em O (V) 
n e L em J' . v tal que K •<J l:L • Usare 

mos spnL para denotar o conjunto de !atices no-mesmo genus espi-

norial de L. Claramente podemos verificar, pelo uso das defini-

ç·Ões, que latices que estão na mesma classe de isometria estao no 

mesmo genus espinorial, e latices no mesmo genus espinorial eetao 

no mesmo genus. Temos entao que cisL C spnL ~ genL • 

Denotaremos por h(L) o n~mero de cla•Ae~ de iso-

metria em gen L e g(L) o número de gene r a espinoriais em gen L 

Pode ser verificado que g(L) e h(L) são sempre finitos. 
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Definição 2.7- Um latice K-estâ no mesmo genus prõprio espl 

norial de um lâtice L se existe + uma rotaçao o em O (V) e uma ro-

taçao em em cad~ f' em S, tal que K;p = cr;p l:f Lf' 

ra todo~ em S. Esta definição pode ser expressa em termos de ro 

taçoes decompostas, ou seja que existe cr em O+{V) e I em JV 
para cada f em S, tal que K ~ O L L. Usaremos spn+L para denotar 

o conjunto de !atices no mesmo genus prÓprio espinorial de L. Da 

.mesma forma temos que: + + + 
c~s C spn L C gen L + ( ) - -e que h L e o nu-

mero de classes prÓprias em genL e g+(L) o número de genera 

pr6prios espinoriais em genL. Os n~meros· h+(L) e g+(L) iio ~mbo~ 

finitoS. 

APLICAÇ~O DA APROXIMAÇ~O FRACA PARA ROTAÇOES 

Sejam R um látice em genL e T um subconjunto fi-

nito de lugares S. Queremos provar que existe um latice _ K 1 em 

+ eis K tal que K' 
f para todo f em T. 

Pela definição de genus existe uma rotaçao ~p em 

Usando o teore 

ma da aproximação fraca para rotaçÕes existe uma rotaçao cr em 

o•(v) tal que !lo -Pif'll;p. é arbitrariamente pequeno pará cada if em 

T. Se as aproximações sio suficientemente boas, então teremos, 
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'proposição 1.5 e a observação 1.11 que (OK)f= crf Kp = 

para todo f em T. 
+ Portanto OK esta em eis K. Lo 

go este ê o latice K' procurado. 

§3. APROXIMAÇ~O FORTE PARA ROTAÇOES 

A diferença entre aproximação Fraca e Forte e 

que no teorema da aproximação forte ê requerido ainda que o ele-

menta. cr que aproxima cada ~f tenha matriz a coeficientes intei-

ros, para todo lugar f que nao esta em T, onde T é um subconjun-

to finito de um conjunto de lugares S. 

O teorema da aproximação forte nao é válido pa-

ra todo espaço qu~drâtico-e nem para O+(V). Contudo ele ê válido 

numa situação bastante geral, no caso onde trabalhamos com o gr~ 

po·O'(V) e requeremos que o conjunto de lugares seja indefinido. 

Sejam S um conjunto de Dedekind consistirido de 

quaSe todos os lugares em um corpo global F, V um espaço quadrá-

tico regular sobre F e no conjunto de lugares nao triviais so-

bre F. 

Definição 3.1 ·o conjuntos é indefinido para V se existe 

pelo menos um lugar f (arquimediano ou discreto) em n-s tal que 

Vf ê isotrôpico. Se Vf é anisotrÕpico para cada f em U-S, dize 
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mos que S ê um conjunto definiâo de lugares para V. 

O teorema seguinte será admitido sem demonstra-

çao. 

Teorema 3.2 - Sejam V um espaço quadrático regular com forma 

quadrática q, sobre um corpo global F~ com dim V ~ 5, S um conjuE 

to indefinido de lugares para V e T um subconjunto finito de S. 

Seja a um elemento nao nulo de q(V) tal que, para cada f em S 

existe um em V com e 1 para todo f em S-T. 

Então para cada e > O , existe um Z em V com q(Z) = a tal que 

< 1 para todo tf em S-T 

e em T. 

Demonstração: (Vide [o], pag 311) 

Vamos provar o teorema da aproximação forte para 

rotaçoes, onde dimV > S. 

TEOREMA DA APROXIMAÇ~O FORTE: Sejam V um espaç~ quadrático 

regular sobre um corpo global F, com dimV > 5 , S um conjunto in 

definido de lugares para V e T um subconjunto finito de S. Seja 

lj';p uma rotação em o: (Vf) para cada if em T. Então para cada e:> O 

existe uma rotaçao cremO' (V) tal que llcr -~ll,:p <e: para todo'fGT 

e 11 o Jl;p = 1 para todo f em S-T. 
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Demonstração: Seja {x1 , •• ~,xn} uma base para V, a qual deter 

mina todas as normas 11 llf . Podemos assumir que O< E< 1. V a-

mos dividir a prova em duas partes: 

1 ) Primeiramente cada ~;p - "pe-vamos supor que e um 

comutador 11
, isto - ~f ~ b '6 0 onde que no e' c 

u'f' v r Uf' v;p • 

-sao simetrias com respeito aos vetores anisotró 

picos uf e vf de "f Pelo teorema da Aproximação Fraca us~ 

do nas coordenadas de uf em relação ã base dada para V, podemos 

encontrar um vetor u· em V, o qual estâ arbitrariamente perto p~ 

ra uf , cada f' em T. Assim pela continuidade da aplicação 

x -* ~ , podemos assumir que t; esta arbitrariamente perto de b , 
X __ u Uf 

"~---- -

para cada f em T. AplicamOs o mesmo procedimento ao vetor vf p~ 

ra obter um vetor v em V tal que a simetriq ~v estã arbitraria

mente perto de g , para cada "1::1 em T. 
v;p • 

Pela continuidade da mul 

tiplicação em LF (V~, podemos assumir que existe vetores 
;p 

u e v 

em V tal que 

11 7 '& bu '6v .. u v - 7: '(_ Z 'l 11 < < 
U-f Vi(' Uf v;p f 

para todo f e T. 

Seja w =b u. Então?;' = G f'b v w v u v e' portanto, te-

mos um par de vetores u e w em V com q(u) = q(w) + O, tal que 

·-Logo, e suficiente 
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encontrar cr e O' (V) com llcrll:r • -1 para todo f e S-T, e llcr-'6)~;wllf'<o 

para todo f e T. Para isso consideremos o latice L~ ox
1

+ ••• +0xn 

em V. Podemos assumir que u.e w estao em L (se necessário podemos 

troca-los por À u e À v com um À em O). Sej~ T1 um subconjunto fi 

nito de S-T tal que L~ é unimoãular com q(u) = q(w) uma unidade 

em cada 'f em S - (T
1 

.ÜT). Aplicando o teorema 3.2, podemos enco.!!;. 

trar um vetor Z em L, com q (z) = q (u) = q (w), tal que z esta arbitr.::, 

.riamente perto de u para todo f em T
1 

e arbitrariamente perto de 

w, para todo ;p em T. Assim pela continuidade da aplicação· x 4- 6x 

podemos então assumir que a simetria ~ · esta arbitrariamente 
z 

Então cr esta em 

pe.! 

O'(V). Pela continuidade da multiplicação, podemos supor que cr 

que está arbitrariamente perto de 1V , para todo f em T1 e arbi 
<!' 

trariamente perto de b 0 , para todo -:o em T, ou seja, 
u w q 

llcrll;f' = 1 para todo f' e T 1 

llcr ~ t ~ 11 < < para todo ~ e T u w ., 

Resta somente provar que ~o[~= 1. para todo f 
S- (T 1 l! T). Mas como u -e v sao elementos de L;p, para cada ;p , 

em 

com 

q(u) = q(z) uma unidade em f , concluimos que ~u e '6z -sao unida 

des de pela definição de simetria. Portanto af -e uma unida --
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de de "f, Logo [[ol!;p= 1 para.todof€ S-(T 1 VT). 

2) Agora vamos supor que cada ~-f seja um elemento 

arbitrário de n
0

(Vf), para~ em T. Podemos expressar na forma 

Pf =~f ... ~~ onde ~i ê um pequeno comutador em 0
0

(Vf). Podemos 

assumir que -temos o mesmo numero r, para, todo 'f em T, adicionao-

do um ''pequeno comutador'' trivial quando necessário. Pela pri-

i i meira parte podemos encontrar~ em O'(V) com~ arbitrariamente 

perto d e mi d .,p 1: , para ca a .
1 

em T e , para cada~ em S-T. 

Fazemos isso para cada i= 1,_ ••• ,r. 
1 r 

Portanto, cr = ~ ••• ~ -e o 

elemento desejado. I 

APL!CAÇOES 

Encerraremos o capÍtulo aplicando Teorema da Apli 

cação Forte para ãs classes de isometria. 

Teorema 3.3 - Seja V um espaço quadrático regular sobre o cor 

po global F com dim V > 5 , S um conjunto indefinido de lugares 

+ + para V e L um latice em V com respeito a S. Então eis L = spn L 

e ci.SL = spnL • 

Demonstração: Vamos provar que ctsL = spnL. A demonstração 

d IJ+ +--e c~s L = spn L e analoga. Consideremos um latice ~ em spnL, e~ 

tão devemos provar que L está em cisL. Pela definição de genus 
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para todo f em S. Mas 

-1 " a K € c~sK. Portanto 7 podemos assumir que a= 1V. Assim Kf=tpLP 

para todo f em S. 

Fixemos uma base x
1

, ••• x
0 

para V e sejam \~. 

a norma definida com respeito a esta base em Vrp , para cada f 
em SeM o latice M = ox1+ ••• +0x

0 
• Consideremos um subconjunto 

finito T de S tal que Kf = ~ = ~ , para todotp em S-T. Porta~ 

to pelo teorema da aproximação forte para rotaçoes, existe uma 

rotaçao p em O' (V) tal que l! p \l;p :::::-1 , para todo ;p € S-T, com 

]] p - I;piJ;p arbi~rariam~~te pequeno, para todo f em T. A primeira 

condição tem como resultado (pL};p = P;p~ = K;p para todo;p em S-T 

e da segunda condição __ resulta que podemos obter P;p L;p = K.f , P.! 

ra todo~ em T, pela escolha de uma boa aproximação na seleção 

de p. Então (pL)f = Kf para todo ;p em S. Logo, pL = K e K € dsL. 

c.q.d. 

O teorema acima tem como consequencia o seguinte 

resultado. 

Teorema 3.4 - SeJam V um espaço quadrâtico regular, com 

dim V;: 5 , sobre o corpo dos números racionais Q e S um conjunto 

indefinido de lugares para v. Se L e K são latices unimodulares, 
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+ + entao eis L = cts K 

Este é o famoso teorema de Meyer cuja prova data 

do inicio deste século. Uma prova simples de tal teorema é encon 

trada em [s J 
. r 

-----
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