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INTRODUÇJIO 

O prolongamento holomorfo em dimensão infinita t.em 

sido objeto de estudos através de dois métodos: utilizando germes 

de funções holomorfas e utilizando o método do espectro. 

Os primeiros resultados parciais foram obtidos por 

Alexander [1], que tentou, via espectro, a construção da envoltô-

ria de holomorfia de um domínio U de um espaço de Banach E, consi-

derando no espaço ~(U) das funçÕes holomorfas definidas sobre U as 

topologias %'
0 

e boo Posteriormente, ainda vi~ espectro, Coeuré 

l1],·munindo o espaço·das funções holomo!fas em domÍnios modelados 

sobre um espaço de Banach com a topologia ~ , e Matos [1], consi 

derando o espaço das funções holomorfas sobre domÍnios modelados 

sobre espaços localmente convexos (e.l.c.) e sobre ~lli, munido da 

topologia ~ , obtiveram as enyol tórias normais.· HirschoHi tz [ 1], 
"' 

utilizando o método- dos germes das funçÕes holomorfas, construiu a 

envoltÓria de holomorfia para domÍnios modelados sobre espaços de 

Banach e a generalização para o caso dos e.l.c. foi feita por No-

verraz [1], enquanto que a construção da envoltôria ~de_ holomorfia 

de domínios modelados sobre e.i.c. separados, via espectro, é devi 

da a Schottenloher [2] 
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O objetivo principal deste trabalho é o estudo· do 

prolongamento das funções Silva-holomorfas (S-holomorfas) através 

dos dois métodos _anteriormente mencionados. 

No capítulo 1, são apresentados os conceitos bási-

cos e as notaçÕes gerais utilizados nos capítulos posteriores. 

. . 
No capltulo 2, utilizando germes de funções S-holo-

morfas, construímos a envoltÔria de S-holomorfia de um domínio mo-

.delado sobre um e.l.c. separado. ~ostramos que esta envoltÓria po~ 

sui uma propriedade de convexidade S-holomorfa e que as funçÕes S-

-holomorfas separam seus pontos. 

No capÍtulo 3, ao estudarmos o espectro 1 do esp~ 

ço U 3 (U) Gas funçÕes S-holomorfas sobre um domínio U de um e.Lc.s. 

E, E possuindo um sistema fundamental ~ de limitados completos e 

sendo i&5 cu) munido da top~logia 'b , temos por objetivO, tornar o e 

j uma variedade modelada sobre E tal que as funções S-holomorfas· 

sobre U se estenda; a :f Deste modo, a envoltória normal de S-ho-

lomorfia de-U é obtida . 

. No capítulo 4, o conceito de classes regulares ~V 

que sao definidas- por coberturas admissíveis )) de domínios modela 

dos sobre e.l.c.s. é de fundamental importância. Primeiro construí 

mos uma continuação S-holornorfa simultânea maximal de uma classere 
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gular tal que sua restrição Jlv,B 
• e tonelada para cada B 

via o espectro :f <.F v) de · JIV. Então usamos este resultado para 

construir a envo~tória de S-holomorfia de certos domÍnios X com a 

ajuda do espectro 1<i&8 (X)) de 

No capÍtlll? 5, introduzimos urna propriedade de a-

proximação para estudar a convexidade polinomial. Provaffios alguns 

resultados de aproximaç-ão e finalmente mostramos que todo aberto 

conexo S-Runge de um e.l.c.s. co~ a propriedade da S-aproximação 

forte tem envoltÓria normal de S-holomorfia que é ~b-convexa. 

Quero externar aqui meus agradecimentosao Prof. Dr. 

Mário Carvalho de Matos por sua orientaÇão e estímulo, aos. colegas 

do IMECC, particularmente ao grupo de Holomorfia, Pelo constante 

incentivo e ao meu ·marido, por sua compreensão, carinho e apoio. 
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R E S U M O 

Se~am E espaço localmente convexo complexO· separ~ 

do, U um subconjunto aberto r.ão vazio de E, X um domínic modelado 

sobre E, 1&8 CX) os espaços das funções Silva-holomorfas 

so9re U e X respectivamente. Util~zando germes de funções Silva-h~ 

lomorfas construímos a envoltÓria de S-holomorfia de.X. Consideran 

do os espaços e .1&
5 

(X) munidos da topologia <:;
0

e , obti-

·vemos, via espectro; a envoltória normal de S-holomorfia de U e a 

envoltÓria de S-holomorfia de certos domínios X. Finalmente, intr~ 

duzimos uma propriedade de aproximação para estudar a convexidade 

polinomial. 
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CAPÍTULO 1 

NOTAÇOES E CONCEITOS B~SICOS 

Neste trabaiho -E será sempre um espaço localmente con

vexo complexo separado (e.l.c.s) e U um subconjunto aberto não va

zio de E. A famÍlia ·cte todos os subconjuntos fechados, limitados e 

absolutamente conve;os cte E será denotada por ~E . Denotaremos par 

E8 o subesp":_ço vetorial de t.gerado por B €.'BE e normado pelo fun

cional de Minkowski, p
8 

, ass·ociado a B. SNC(E) in_dicará o conju!!_ 

tõ das seminormas contÍnuas sobre E e para« € SNC(E), x € E e r?O 

a cc-bola de centro x e raio r é dada J?.Or- B«(x,r) = {y € E;o:(x-y)< rl. 

Para cada n 6 JN, representaremos por 1? b (nE) o es 

paço vetorial dOs· polinôrnios-rt-homogêneos de E em~ que são limit~ 

dos sobre os subconjuntos· limitados de E e ~(nE) indicará o subes 

paço vetorial de ~b(nE) dos polinômios n-homogêneos de E em ~ que 

são contínuos. Pb(~E) :: ~( 0 E) :: C . 

1.1 Definição. Uma função P de E em~ ê um poli-

nõmio limitado se existem n:: O, 1, 2, ... , Pk e ~b(kE) com 

k =O, 1, •.. ,n, tais que P = P0 + P1 ~ ... + Pn . Q?b(E) denotará o 

espaço vetorial d€ todos os polinômios limitados de E em ~. 
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1.2 Definição. Uma função f: U--+ [é Silva~ha~ 

lomorfa {5-holomorfa) em Use para todo 1e U existem Pn € ~(nE) 

(n = 0,1, .•. ) tais que para todo B € ~E, existe e8 >O com 

3" + p8 B c. U, tal que 

Hx) = I 
n=O 

P (x·- 'l ) 
n 

uniformemente em ~ + .fBB • Denotaremos por ~S (U) o espaço veto-

rial de todas as funções S-holornorfas de U em ~ • 

Se U (U.) indica o espaço vetorial de todas as fun 

çoes holomorfas de U em a:, tem-se que ~S (U) = 'f& cu> para todo sub 

conjunto aberto não vazio U de um espaço·metrizável ou Silva. 

Para resultados básicos de aplicações holomorfas 

em dimensão infinita ver Nachbin [1] , [2] e Barroso [1]. 

1.3 Proposição. Urna função f € ~S(U) se,e somen 

te se, f J U 11 E € <f&< U 11 E8 ), para todo B € '60E 
B 

1.4 Corolãrio. 1=' (nEll C ífe,
8

(U), para todo 
b u. 

n € JN. 

1.5 Definição .. Diz-se que um subconjunto K de E 

é compacto estrito se existe algum B € ~ tal que K c EB e é com-
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-pacto aJ... Para espaços norrnados-, Fréchet ou "t 'j , compacidade e 

compacidade estrita sao conceitos equivalentes. 

Denotaremos por ~oe a topologia localmente conve 

xa em ~S(U) da convergência uniforme sobre os subconjuntos com-

pactos est~itos deU, isto, é, a topologia gerada pela famflia de 

seminormas pK deflnidas por 

sup 
x€K 

I Hx> I , 

para toda f € 1&5 CU) e K c U compacto estrito. 

Para informações mais detalhadas sobre polinômios 

limitados e funções Silva-holomorfas, cohsul tar Paques [1] 

1 .6 Definição. Dizemos que Ué S-holomorficamen~ 

te convexo em E c~ 5 CU)-convexo) se, para todo subconjunto compacto 

estrito K de u, a envoltÕria ~ 3 CU)-convexa definida por 

I f(x) I < 11 f IIK para toda f e 1es(U)} 

e precompacta em u, - -isto e' K -U8 <uJ e pre~ompacto e existe v, vi-

zinhança de o e!ll E, tal que K 1&s <u> + Vc:.U • 

1.7 Definição.· ( 1 ) Dizemos (X, 'f) -que um par e 

um domínio modelado sobre E se X f- q, - topolÓgico conexo e um espaço 
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Hausdorff e -e um homeomorfismo local. 

(2) Sejam (X, 'f) , (Y, 'P') domfnios modelados sobre E. Uma 

aplicação j de X em Y é chamada um morfismo (ou inclusão fraca) se 

j é contínua e satisfaZ f·= 'f' oj • 

(3) Um subco.njunto compacto K de um dom{nio modelado (X, 'P) 

sobre E é um compacto estrito se ~(K) é um compacto es~rito de E. 

{4) Se (X, r) é um domÍnio modelado sobre E,· Ac X e U C E , 

então A+U =-\..__/ {x + U} onde· x + U = <'fi yl- 1 ('f(x)+U) com V C. X 
x6A 

aberto, 'flv homeomorfismo, x 6 V e f<xl + U c<'flvl(V). 

Escreveremos apenas X no_ lugar de (X, 'f) quando 

nao houver perigo de confusão. 

l.8 Definição. Sejam (X, 'f) um domÍnio modelado 

sobre E e f uma função de· X em il:! • f é -S-holomorfa em X se para 

cada ponto x de X existem V, vizinhança de x em X, e f', função S-

-holomorfa sobre fCV) com valores em C, tais que flv é homeomor 

fismo e ' flv = f o 

Denotaremos por ~ 5 CX) o espaço vetorial de todas 

as funçÕe.s S-holomorfas de X em cr. 
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1.9'0efinição. Seja (X, 'f) um domínio modelado 

sobre E. Para cada B € ~E denotemos 

e definimos a topologia %8 em x8 do seguinte modo: para cada 

x € x
8 

, U c x
8 

é v'izinhança de x em x8 se x € U, lf] U é 1-1 e ~ (U) 

é vizinhança de ~(~) em.EB . Se ()(x) é a famÍlia de tais vizinhan 

ças, então W e vizinhança de x se, e somente se, existe V € ~(x} 

tal que V c.-w. 

1.10 Observação. Com ~s definições acima temos os se 

guintes resultados: 
• 

(1) A restrição de r a X8 e 1 homeomorfismo local de x8 em. 

{2} Cada componente conexa nao vazia de x8 é um domínio mo 

delado sobre E8 para cada B € ~E 

(3) A topologia ~B é mais fina que a topologia induzida. 

Devemos mostrar que a intersecção de cada aberto de 

X com x
8 

é um aberto para ~B • Seja A c X um aberto e considere-

mos A n X8 
Para cada x € A n XB existe por hipÓtese uma vizinhaE 

ça W de x em X com ~~W homeomorfismo. Podemos tornar W.C.A pois A 
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é aberto. -W () x
8 

c A n x8 e como W () x8 e vizinhança de x em x8 · se 

gue o resultado. 

( 4) i: x
8 

<C=.__+, X é contínua. 

( 5 ) então f I X e 1@,( XB) para cada B e l?.>E . 
B 

Se f e 

(6) f e 1e.s(X) se, e somente se, para todo X e X, .existe w 

vizinhança de x em X tal que flw é homeomorfismo e 

para todo B € ÕÕE • 

( 7l Se KC X é compacto estrito e f € 168 (X), então 

sup if(tll < + m 
t€K 

Para cada x € K existe ~x vizinhança de O em E tal 

que 'flx+V. é 
X 

homeomorfismo. Seja Wx vizinhança aberta de O em E 

tal que W c. V 
X X 

e 
n 

K C U {x. + . , 
1=1 

W para 
"i 

todo i. 

Por hipÓtese, tfCK) é compacto estrito de E, logo existe B -~ (?.,E tal 

que \f(K)CE
8 

e é compacto aí, 'f(K) fl{'f'(xi) + Wi} é compacto estri 

to e está contido em 'f<xil + v. 
' 

v. = v para todo i. , l X· 
l 

Para cada i, 1 < - i < - n, seja ' f. 
l 

= f o <'flx.+V. 
l , 

)-1 
' 

então para i = 1 ' ••• ' n, de onde 

segue < + QQ • 

O que demonstra a_afirmação. 
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Em · ~(X) considerar~mos a topologia localmente 

convexa %
0

e da convergência uniforme sobre os subconjuntos campa~ 

tos estritos de X. 

Sejam (.X, 'f) um domínio modelado sobre E e f ·uma 

função S-holomorfa de X em ~ Se U c X é um subconjunto abel'to t:al 

que 'fi U é homeomorf.i~mo e x € U, existe uma sequência (P n )~=O de 

elementos P.n € 'f>b (n·E), n = O, 1, •.. , e uma vizinhança aberta con-

vexa equilibrada v· de zero em E tal que 

-
~ 

+y) = L Pn(y)' 
n=O 

a série convergindo uniformemente para y-€ V. 

e Única e cada P é denotado por 
n . 

f ( x) • 

. Da definição '1_. 7, i tem 4 , segue que a igualdade 

acima pode ser escrita 

f(x+y) = l: 
n=O 

1 
TiT 

-n ó f(x) y 

l.ll Proposição. Se f € r;f{;S (X), ~ domínio mode 

lado sobre E e y € E, então a aplicação 

-n ô f(x)(y) € IT é S-holomorfa em X, n = 0,1, •.• 

1.12 Proposição. · (Integral de Cauchy) Sejam (X,"f) 

domfnio modelado sobre E, f € ~ 5 (X), x € X, V vizinhanÇa· aberta 
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de x tal que l.f'fv é homeomorfismo e existe f' € 1&5 c ~(V)) com 

fi v = f' o 'f' I v . Para Se· V e e> 1 tal que <1-À l 'I' (sl + 

+ À f(x) e 'f(V) para qualquer À € ~ ' IÀ I ~ " ' tem-se que 

1.1 3 Proposição. (Integral de Cauchy). Sejam (X,'I') 

domínio modelado sobre E, f € 'M.S(X), '5 e X, V vizinhança aberta de 

Stal que 'f[y é homeomorfismo e existe f' € 'S&s< 'fCV)) com f[y = 

= f. o '!' I v . Para X e E e e > o tal que '!' (s) + À X e 'f (v) ' para 

qualquer À e ~ , IÀ I -~ (',. 

. 1 

r;; 

para n = 0,1, ... 

1 
2n 

1.14 Proposição. 

f( S + À xl 
i1. n+1 

dÀ 

(Desigualdade de Cauchy). Sejam 

(X, 'f) domÍnio modelado sobre E, f € 'f.&5 CX), 5 € X, V vizinhança 

aberta de S tal que f I V é homeomorfismo e existe f 1 8 ~S ( 'f (V)) 

com f I V = f' o 'f' I V 

'f(S) + l."s BC 'i'CVJ, 

Para B e Q,E e C? B > o tal que· 
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= sup I~! Õn f(:Í)(xll < 
x€B 

para n = 0,1, ... 

1 
n 

I?B 

1.15 Definição. Seja A uma famflia de funções 

S-holomorfas definidas sobre um domínio modelado (X, f) sobre E. 

( 1 ) Um morfismo j: X--+ Y de domínios sobre E ê dito ser 

uma continuação S-liolomorfa simultânea (c. S-h.s) de A se cada fi:A 

se fatora S-holomorficamente atrãvés de j, isto é, existe f' 8 '!f§CY) 

tal que f ; f'oj. 

(2) Urna c.S-h.s. j: X- Y de A .i. dita ser maximal se ela 

se fatora através de q~alquer c.S-h.s de A como um morfismo. Se 

j: X- '&ex) é uma c.S-h.s. maximal de 1&8 CX), então ~(X) é cha 

mado uma envoltÕria de S-·holomorfia de X. 

( 3) X é dito ser um A-domínio de S-holomorfia.se qualquer 

c.S-h.s. de A é um isomorfismo de domínios. X é um dominio de S-ho 

lomorfia -se X é um ~(X) -domÍnio de S_holomorfia. 

A envol tória de S-hoÚnnorfia é o domínio maximal 

de prolongamento simultâneo de todas as funções .S-holomorfas sobre 

X. Toda envoltÓria de S-holomorfia é um domÍnio de S-holomorfia. 
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Para concluir este capÍtulo apresentaremos os con-

ceitos de função plurisubharmônica e de pseudo convexidade. 

1.16 Definição. Seja U um subconjunto aberto de 

um espaço vetorial topolÓgico E. Uma função v: Uc.E -[-=, + =), 

v ~ - ~ , é dita plurisubharmõnica em Use 

a) v é .semicontínua superiormente ( s. c. s.), _isto -e ' 

{Z € U ; v(z) < c} é aberto para todo c real. 

12_) para todo p·ar (a,b) de Ux(E.:.{Q}), a função de uma 

variável comp.lexa 5 l---+ v(a + S b) ê subharmônica 

ou -= em cada componente conexa de 

a + 5 b e ul •. 

P(U) e P
0

(U) denotarão, respectivamente, as famí-

' 
lias das funções· pluris~bharmônicas e plurisubharmônicas contínuas 

sobre U. 

1.17 Definição. Sejam u.urn subconjunto aberto de 

um e.l.c. E, du a função com valores em (O,+ro] definida sobre 

Ux(E-{0}) por 

Diz-se que U é pseudo-convexo se ~ função -log du é plurisubharmô-

nica sobre Ux(E-{0}) . 
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Fixado z' € (E~{O}), a função ct0 é a distância de 

z ao complementar de U na direção z·' 



-CAPITULO 2 

CONSTRUÇ~O DA ENVOLTORIA DE 5-HOLOMORFIA 

VIA GERMES DE FUNÇOES S-HOLOMORFAS. 

Neste cap!tulo, utilizando germes de ~unçõ~s S-ho-

lomorfas, construimos a envoltÓria de S-holomorfia de um espaço c~ 

nexo modelado sobre um espaço localmente convexo separado. Mostra 

mos que.esta envoltÓria possui uma propriedade de convexidade S-ho 

lomorfa e que as funções S-holomorfas separam seus pont~s. 

2.1 Proposição. Sejam E um espaço localmente con 

vexo separado e UC E um subconjunto aberto conexo não vazio. Se 

f, g € ~ 5 CU) e coincidem sobre um aberto não vazlo de U, então 

coincidem sobre tOdo U. 

Oemons tra.ção. Seja A c U um aberto na o va.ziÇ> on-

de f e g coincidem. Sejam a € A, x € U arbitrário, X'. um caminho 

em U que liga a e x. Tem-se que Im 't c: U e é compacto. Seja B e ~E 

tal que I_m Ô cEB, então Im ô C U n EB e A n EBc:. U n EB , A componen-

te conexa U 1 de U (I EB que contem a contem Im ô Por hipótese f;::; g 

em uma vizinhança de a, portanto coincidem, como funções holomorfas, 

em uma vizinhança de a em U 1 , logo coincid·em sobre todo U 1 pelo pr~ 

longamente analítico. Segue daÍ que f(x) = g(x) pois X e U 1
• 

-12-
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Notemos que se F ; n 
i SI 

f. 
~ 

é um produto de espaços 

localmente convexos, f uma aplicação de um espaço localmente conv~ 

xo E em F e se f = (fi)i€I , onde as fi são aplicações coorderiadas 

de E em Fi , então_a aplicação f é S-holomorfa se, e só se, cada fi 

-o e. 

Sejam E um espaço localmente convexo, ~ € E um po~ 

to.de E, V
1 

, v
2 

subconjuntos abertos de E contendo a. Se 

~I 

~I 

sao aplicações S-holomorfas, dizemos que f- g se, e somente se, 

e xis te W c E aberto, a € W c. V 1 r1 v.2 , com f i! W = gi] W , para todo 

i € I. Esta é uma relação de equivalência em 

u 
UC E aberto 
U::> {a} 

nominado um germe da fam11ia (fi)i€! para a. 

2.2 Teorema Todo do~Ínio modelado sobré um espa-

ço localmente convexo separado admite uma envoltória de S-holomor-

fia que é Única a menos de isomorfismo. 
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DemOnstração. Seja (X, 1> um dom{nio modelado so 

bre um espaço localmente convexo ·separado E e I = ~S (X). Para to 

do subconjunto aberto VCE tal que existe subconjunto aber~o UC X 

com f]
0 

homeomorfismo sobre V definimos 

Cons.ideremos o conjunto X' definido por 

-e tal que 

3 VC E aberto com a € V e fi € lOEC_V), Vi € I}. 

Para todo subconjunto aberto VCE, para todo 

(gi)i€I € i~I (QE(V) definimos N(V,(gi)i€I) = {(a,((gi?a)iGI)' a € V}; 

estes conjuntos geram sobre X' urna topologia mais fina que a topo 

logia produto e portanto é separada. Então (X',~') é um espaço mo 

Definimos uma aplicação u': X ~x' do seguinte mo 

do: se x € X, existe uma vizinhança U de x tal que f lu é um horneo 

morfismo deU sobre 1CU), definimos:· 
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Das definições de u' e da topologia de . X'- -temos 

que u' é contínua e é um morfismo de espaços modelados. Como X -e 

-
conexo, temos que u'(X) é conexo em X'. Notemos por X a componente 

-conexa de X' que contem u'(X), por u a restrição u':X--+ X e por 

'f a restrição Temos deste modo que.· 

cX,f> é um domÍniO modelado sobre E e que u é um morfismo de (X,~) 

em <ié, f) . 
-

Mostremos que (X, f) é uma envoltÓria de S-holomor 

fia de (X, 'f). Para cada função j S-holomorfa sobre X definimos uma 

função fj sobre X' como segue: se (a,(Cgi)a)i€I) € X' colocamos 

A função 

' f. a X por f. 
J J 

f: é o prolongamento procurado de j pois é S-holomoPfa so 
J 

bre X, e pela construção de u, j = fj o u. Esta função é Única 

-pois toda outra função g. sobre.X satisfazendo a j = g. o u coinci 
J J 

de 
-- . com fj sobre u(X), que e um aberto de X, e portanto sobre todo. 

X pelo prolongamento S-holomorfo. 

Seja agora, uma extensão S-holomorfa 

v:(X, ~)----+ <?, ii) .. O conjunto ~ 8 CX) é canonicamente isomorfo 

a 1&
5

CX). Seja.] € "Ó&
5

(5() o elemento correspondente a j e ~(X) 

por este isomorfismo. Definimos uma aplicação Ü' de X em X' como 

anteriormente: seja x € X, J € ~ 5 CX) e U uma vizinhança de x tal 
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que flu é homeomorfismo sobre f(U), e colocamos 

Como anteriormente, pode-se verificar que Ü' é contínua, qve é um 

morfismo de espaços modelados e que u' = Ü' o v. Como X é conexo, 

assim é Ü.' (5{), ·segue daÍ que U' (5{) c X . Denotamos por. u o morfis-

mo.restrição de Ü' -a X, 

-
u (X, f) ---+ (X, f) , 

com u = u o v, o que prova que (X, f) é uma envoltÓria de S-holo-

A envoltÓria de S-holomorfia é Única. De fato, se 

jam CX, f> e eX•, f'> duas envoltÓrias de S-holomorfia, aplicando 

a condição de rnaximalidad.e à cada' uma delas obtem-se dois rnorfis-

-
mos <l' : X - X' e 

e (t"' o~· = idu'(X)_ 

que prov~ que (X, ~) 

(i" I : X I X, que satisfazem. G"''oa'= idu(X) 

-
estas identidades se prolongam a X e a X', o 

e (X' , f') sao isomorfas. 

2.3 Proposição. Se (X, 'f ) é um domínio de S-ho~~ 

morfia, as funções S-holomorfas em X separam os pontos de X. 

E~ta proposição segue do resultado análogo para 
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funções holomorfas,·se (X, f) é a envoltÓria de holomorfia de ~,f) 

-
então í!&<iêJ separa pontos de X , mas ~<X> é canonicamente iso-

rnorfo a 'd&CX), ~(X) C U
5

(X) e X é isomorfo a um· subconjunto de 

-X uma vez que X e isomorfo à sua envoltória de S-holomorfia. 

2.4 Definição. Seja CX, 'f) um domÍnio modelado 

sobre um espaço loccllmente convexo E. Para Lodo x € X ~ A c X e 

p € SNC(E) definimos: 

Qp ( x) ;:; s up {r·> O ; - j X~ c: X abertO 

homeomorfo a Bp( 'f (x) ,r)} 

com x € X' e com 
r 

X' r 

inf dp(x) . 
x€A 

2.5 Teorema. Seja (X, 'f) um domínio de S-holomor · 

fia modelado sobre um espaço localmente conexo E. Para todo campa~ 

to estrito K de X, existe uma seminorma contínua p sobre E tal 

carnente convexa de K. 

Demonstração. 

K 1& (X) é a envoltÓria S-holomorfí
S 

Seja p uma seminorma contínua em E 

tal que d (K) = ó > O. Para todo ponto fixo y € E tal que p(y) < ~, 
p 

escolhemos ô
1 

> 1 de modo que, se.Ky = 'f(K) + {t..y; 1.>.! :::; ô 1 } então 

IÀI<ôll>D. 
- 1 

Como K c X é compacto estrito, existe 
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B e !:>E tal que 'J' (K) C. - . E
8 

~ e compacto a1 e 

- /"-.. 
'\'(K 1IJ (X) )C. 'f(K) te, (!D 

s s 
ria equilibrada convexa de B V{:\ y ; IÀ ] < ó 1 }. E C E conti-B + B1 -
nuamente, assim , é compacto aí e t{J(K 1es<X)) C. 

- - -Corno· D.y; E
8 

a e compacto a~, tem-se que Ky e campa E: 

to em E8 • 
1 

1 

Da compacidade de Ky e da defin~ção de função S-h~ 

lomorfa sobre um domínio modelado segue que para cada f e 1&5 (X) 

-existe f S-holomorfa na vizinhança de Ky através da qual f se fat~ 

~a, .isto é, f= f o 'f na vizinhança de K + {).y; ]À] ~ ô 1 }. Esco-

lhemos uma vizinhança W convexa e equilibrada da origem em E tal 

que w8 
1 

= W () E · e 
B1 

Se X € K~(X) e V é vizinhança de x onde 
X 

homeomorfismo' para todo À € (f ' ]À I :::: 1 e w e WB tem-se que 
1 

< sup I ~. ;sn(fo( flv )-1) (f (t)) t\ Y + w l I 
t€K . . t 

I 1 5n f(i'(t)) (\y + ;, l I = sup nT t8K 

-e 
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' 

com vt vizinhança de t O;'Jde 'f é homeomorfismo. Mas 'f(t)+A 1 .À y + 

I 1 -n I -1 !iT 6 (fo('f V J J ('f(x))(Ày+w) I < 
X 

-para todo x € K rin "'s cxJ , À € ~ com ! À I < 1 , w € w8 
1 

que 

l: 
n>D 

sup 
IÀ I ~1 

w€WB 
1 

I~. Í:n(foC~Iv J- 1 Cf(x))(Ày+wJI 
X 

o que prova que para ~odo x € K ~S(X) 

I ~. 6n(fo<flv J- 1 J{~(x)J(z) 
n>O X 

converge uniformemente para z em uma vizinhança e-m E8 
1 

Segue daÍ 

< + ro , 

de cada 

y € Bp (O ,ô). Como isto é válido para todo B € 0E , tem-:- se que a 

série acima define uma função gf S-holomorfa emfó< 1&., (X))+ Bp (0 ,ô) 
9(flv. o 

' -tnl queYpossue para todo x € K ~S(X) o mesmo desenvolvimento de Taybr 
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que f. A bola Bp(o,ô) independe da função f considerada. 

Temos que d (K) > d cK 
p - p 

Supomos 

dp(X) > dp(K i&s<Xl) , então existe x0 € K 1&s(X) tal que 

que 

dp(x
0

) ::: r
0 

< dp(K) = ó. Sejam a; 'fCx
0

), P
0 

= BP(a,ô) e x 0 a com 

ponente conexa de 'f- 1 CP
0

) que contem x
0 

Mostremos que ~~X é injetiva. Da part~ anterior, 
o 

tal que flx 
o 

'f I X • 
o 

Por outro lado, como (X, 'f) é um domínio de S-holomo.rfia, segue do 

teorema 2.4 que ~ 8 CX) s~para os pontos de X. Sejam x,y € X0 Se 

f(x) = 'f(y), então gf( i' (x)) = gf( 'f(y)) e assim f(x) = f(y) para 

toda E € ~ 5 CX), de onde segue que x = y- e que 'f e injetiva. 

= {x € X o 

Consideremos agora r
0 

< r < ó e X1 

p( 'f (x) -a) <r}. Seja Y a união disjunta de X e 

P = {z € E ; p(z-a) <r}. "Define-se a seguinte relação de equivalê~ 

cia sobre Y: 

{1) Se z.€ p· e nao existe x € x1 tal que fCx) = z, então z 

é equivalente apenas a si prÓprio. 

( 2) Se z € P e existe x € x 1 t~l que f(x} = z, então z -e 

equivalente a x. 

( 3) Se x € X e _x Í X1 então x é equivalente apenas a si 

prÓprio. 
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Seja Z o quociente de Y por esta relação de equivalência. Então Z 

é Hausdorff, e a aplicação de Y em E que é i' sobre X e é a inclu-

sao de P em E induz um homeomorfismo local f': Z __.E. Ainda 

mais, a inclusão de X em Y induz urna aplicação 9o x- z tal que 

'!' = 'l''o e Afirmamos que para toda·f € ~s<xl existe F f € i&.s<zl 

tal que Ffo e = f. De fato, desde que existe gf € ~s<Pol tal que 

, definimos uma função Gf sobre Y por Gf[X =f , 

Portanto 

(Z, 'f 1 ) é uma extensão S-holomorfa de (X, f). Corno (X, 4l) é, por 

hipÓtese, um domínio de S-holomorfia, segue que 9 é um isomorfis-· 

mo. Em particular, como Z contem uma p-bo.la de raio r com centro 

B(x
0
), X contem um subconjunto aber>to X~ homeomorfo a esta p-bola, 

com x
0 

€ X~ , o. que contradiz a hipÓtese de que dp(x0 ) = r 0 < r , 
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CAPÍTULO 3 

ENVOLTORIA NORMAL DE S-HOLOMORFIA 

Seja E um espaço localmente convexo separado pos-

suindo um sistema fundamental de limitados à3i completos. Desta 

forma tem-se que EB é Banach para qualquer B € ~ • Seja U um do 

mínio em E e consideremos o eSpaço ífg5 (U) equipado com a topologia 

-J o e"spectro de ~ 8 Cul, isto é, f -e o conjunto tios 

homomorfismos contínuos não nulos de ~ 5 CU) em ~ • 

Nosso objetivo ao estudarmos o espectro f é torná 

-lo uma varíed'ade modelada sobre E tal que as funções S-holomorfas 

sobre U se estendam a :f 

Necessitaremos da derivada direcional complexa. ·Pa 

ra u € E e f € 1t
5

CU) .define-Se uma função Duf sobre U por 

· 3.1 Teorema. Se f, g € ~(U), u, v, u
1

, u
2

, ••• , 

e E e- n €JN, tem-se que 

(a) f r----+- Du f é uma aplicação linear contínua de ~S(U) em 
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(c) 

(d) Dn f L n! Ds (Dt f) ; 
s!t! u+v s+t=n u v 

D~(fg) L n! Ds f Dt ; 

s!t! g 
s+t=n u u (e) 

(D D D f) (x) ; f(n)(x)(u
1 

, ••• ,un) onde f(n) (x) 
u1 u2 u 

n 
(f) 

é a n-ésirna derivada de Fréchet de f em x. 

Demonstraç.ão de (a): Que f~ Du f é ~ma aplica 

çao linear é trivial. Mostremos que é contínua. Seja KC U compac-

to estrito. Devemos mostrar que existe um compacto estrito LC U e 
• 

A > o tal que I!Du fiiK < A - li fll1 
Tomemos A > o tal que 

L ; K + {), u I>. I ~ -1 
; A , À € ~} está contido em U.L -e compacto 

estrito. Fixemos k € K e .tomemos g(À) ; .f(k + À u) para I>. I < A-1 
-

Então por Cauchy, 

Logo, 

As dernons trações de ( b) , (c) , ( d) , (e) · e (f) na o 

apresentam maiores dificuldades. 
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Se h € j , pela definição da topologia 'boe ' 

existe um conjunto compacto estrito K C U e M > O tal que 

Jh(f) J < M llfJJK , para toda f e 1&8 wl • Aplicando este resultado 

para fn, tomando a n-ésima raiz e fazendo n--+ + ~ obtem-se 

Jh(flJ ~ JJfJJK para toda f e 'fb5 <Ul. Quando isto vale para h e f e· 

K C U compacto estrito, denotamos K )" h. Queremos encontrar uma pr9_ 

jeção Tr: :f_....,. E. Seja h € f fixo. Identificamos o espaço vetorial 

das funções lineares de E em ~ que sao limitadas sobre os subconj~ 

tos limitados de E, denotado por• E*, com um subespaço de fe5 (U) e 

encontraremos para h um a € E tal que 

( 1 ) :r(a) = h(Fl • para toda F € E 

Se a existe, então ele é Único * desde que E separa os pontos de E~ 

Tomemos K ç U compacto estrito tal que K > h e seja L a envoltÓria 

convexa fechada de K em E. Então L é compacto estrito. De fato, por 

hipÓtese existe B € ~E tal que K c U n E8 e é compacto aí. A en-

voltÓria convexa fechada L de K em E está contida em E3 que é Ba-

nach e portanto L é compacto em E8 

Queremos encontrar a € L satisfazendo (1). 

Seja 1= {'F1, ... ,Fn} um subcohjunto finito * de E . Define-se 

. 
~1 = {x e L ; Fi(xl = h(F.), 1 < i < n}. Afirmamos que ~'1' ~ . Su 

1 - -
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pomos a: j = ~- Se T: E - CCn é definida por T(x) = 01 (x), ••• ,Fn(X)) , 

entio (h(F 1 >,~ .. ,h(Fn)) =~i T(L). Mas T ~linear e S-cont!nua e 

L é um conjunto convexo compactv estrito e assim e T(L). Pelo teo-

rema da separação, existe um funcional linear G sobre ~n tal que 

(2) Re G(p) > Re G(T(L)) • 

Tornanão f= eGCF1., •.. ,Fn>, temos que f € 1e.
8

CU) e de (2) segue que 

lh(f) I > llfiiL ~ llfiiK a que é um absurdo pois K r h. Assim "'1" ~ 

e tem-se ainda que a: 
1 

é fechado em L desde que L é compacto estri 

to e as Fi sao 8-contínuas. A famÍlia {a:':! ; 1 e um subconjunto 

* finito de E } tem a propriedade da intersecção finita desde que 

«.., n ... n 
. J1 

Assim pela compacidade de L vemos que (\ «'j -e nao vazla, logo se 

então quando ~ = {F} temos que F(a) = h(F), isto é, a 

satisfaz (1) (e portanto a é o Único elemento de n a:j ) e pondo 

rr(h) = a define-se urna aplicação rr: f- E • 

Topologia para j . 

Sejam h € f , K c U compacto estrito com K f h, e 
. . -

V uma vizinhança equilibrada convexa de 9 em E tal que K + V C. U 

Define-se formalmente um funcional linear hu para u € V sobre 
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h (Dn f) u , 

Mostremos que hu é um homomorfismo contínuo de -;res (U). Mostremos 

primeiro que a série converge absolutamente. Como u € V, existe 

o: > 1 tal que {À u ; ]À I ~ a:} C V. Desde que K >- h 

Sejam .k€ K e g(À) = f(k + Àu), À € CC, ]Ã] <a:. Por Cauchy 

( 4) 
n! 
~n 

Seja K K = u 
+ {À u ; [À I < ~l, então K u 

- subconjunto e um compacto 

estrito de li e ( 4) implica que 

[ (Dn f) Ckl I < n! li f[[ , 
u - «n Ku 

portanto 

Isto ( 3) implica que [h(D~ tl I < n! [[f[[K assim com , - n « u 

m m 
1 

L 1 
[h(D~ fl I L 1 [[f[iK [[f[[K 

nT < = , - «n -1 
n"'O n=D u 1-« u 
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A convergência é absoluta e ]hu(f)] < 1 
- 1 1-« 

11 f IIK • Agora 
u 

vamos 

provar que hu é um hornomorfismo.hu é obviamente uma aplicação li-

near, logo basta mostrar que h (fg) ~h (f) h (g). Desde que a es-
u u u 

timativa acima implica 

1 
m: \h(D~ f) I I;1(Dm gll < + oo, 

u n,m 

pode-se trocar a ordem das somatórias abaixo e obter 

1\u(fgl l: 1 h(Dn (fg)) = ----="'" 
n~O 

n. u 

I 1 n! h (05 f) h(Dt g) = nT STIT n>O u u 

s+t;;n 

I 1 h (D5 f) I 1 h(Dt g) = ST tT 
s>O u t:=o u 

= hu(f) hu(g) . 

h - identicamente desde 1 € ;l&s cul Dn na o e zero que e 
u u 1 = o , para 

n > 1 , implica h C 1 ) = h ( 1) = 1 . 
- u 

-Portanto hu e um homomorfismo 

contínuo, e como < _ __:1~ 
- 1-c; -1 

li f IIK segue como anteriormente que 
u 

(5] lhu(f) I < llfiiK 
u 

* P9demos agora calcular rr(hu). Se F € E então 
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D F = F(u) e DnF _ O para n > 1 , assim 
u u 

hu(f) = h(F) + h(F(u)) 

= F(~(h)) + F(u) 

= F(~(h) + u) • 

Disto e da definição de n segue que 

(6) ~(h ) = ~(h) + u 
u 

Se h € f , K _r h, e V vizinhança equilibrada conve-

xa de O em E tal que K + V~ U, consideremos o conjunto Nh V , = 

= {h u 
u € V} Diz-se que W C f é um -aberto se h € W implica que 

existe algum Nh V contido em ~V. Isto dá uma topologia para :f. , . 

Demonstremos agora que u: f -E é um homeomorfismo 

local. De (6), rr sobre N~,V ~ dada por u(hu) = rr(h) + u, assim se 

provarmos que Nh,V é aberto, segue que rr é um homeomorfismo local 

e que niN é um 
h,V 

Seja hu € Nh v· , 

homeomorfismo de Nh V sobre u(h) + V. , 

Existe um K t h com K + V C U e um "compacto estri-

to L t h • Seja H uma vizinhança convexa equilibrada de O em E tal 
u 

que L + W ç U e u + W C V. Se demonstrarmos que se-

gue daÍ que Nh, V ~ um aberto. Se w € W, então u + ~v € V e usando as 
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propried~des da derivãda direcional tem-se que 

Assim (hulw = h 

L 
n>O 

= L 
n;:::o 

= I 
s>O 

= r 
s::::o 

u+w 
€ Nh V 

' 

1 
!iT 

1 
!iT 

h (Dn f) 
u w 

( L 1 
m: m>O 

h(Dm 
u 

(Dn 
w 

f))) 

s! -hh< r Dm(Dn f)) 
n!m! n+m=s 

u w 

1 
~(D~+wf) hu+w(f) • -;;-r = 

s -·· 

e Nh wc Nh,V 
u' 

Desde que ~ é um homeomorf~smo local, f é uma va-

riedade modelada sObre E. Uma função F ~obre f é S-holornorfa quaffio 

I 
-1 

F o ( n N ) -e S-holomorfa sobre n(h) + V para cada Nh,V 
h,V 

Para cada- f € 'J&S (U), de~ine-se f sobre ;j por 

f(h) = h(f), f é S-holomorfa sobre .:f. Seja h € :f e KC U compacto 

estrito tal que K )>h. Seja V uma vizinhança equilibrada de O em E. 

. tal que K + V c U, Vamos mostrar que 

1T(h) + V. Seja 1T(h) + u
0 

€ rr(h) + V. 

fo(n IN )- 1 é S-holomorfa em· 
h,V 

K c_ U é compacto estrito·. 
uo 

Se B € IIOE e K c U n E
8 

e é compacto aí, existe 
uo 

<?s > o e H > O s 

tais que 

11 f IIK + < M fgB - 8 
uo 
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Consideremos a seguinte vizinhança de ~(h) + u
0 

em 

Então 

sup 

te-" 2 

< 

(1T(h) + + t> I = 

• 

-Mostremos agora que a aplicação fo <~IN >- 1 

h,V 
e G-holomorfa em 

nCh) +v. Como 

' 

é suficiente mostrar que a aplicação u ~ h (f) é G-holomorfa so
u 

bre V. Sejam u € V, w € E, e tomemos para :\ € a:: gC\) = hu+.l..w(f). 

Supomos u + À 
0

w € V, mostremos que g é holomorfa para À 
0 

._ Escolhe 
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mos ê > 0 tal que U + À
0

W + (Õ W e V para fí;f < ~. 

IÀ -À I < ~; ternos o 

; (hu+À w)(À-À )w (f) 
o o 

L 
1 

hu+\ w ~n (f0 ; liT 
n~O o (À -À o) é w 

f. 

1 
(À -À )n n . 

-L 
o h ; 

liT (Dfw(f)) • 
&n u+\ w 

n>O o 

Assim se 

Esta série converge uniformente e absolutamente para ]\-\ 0 ] ~ E 

pois u + \ w + 6 w € V implica 
o 

1 
liT 

< + w 

como vimos anteiormente. Assim se f € íf'&5 CU), então f e 'Us<f>. 

Existe uma aplicação _natural i: U ~ ! definida 

por i(x) =homomorfismo avaliação para x (i(x)(f) = f(x) para toda 

f € ~ 5 (U)). Claramente ~ o i = idU • Isto implica que i e 1-1 e 

como ~ é um homeomorfismo local definindo a estrutura S-holomorfa 
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de :f , i é um homeomofismo local holomorfo e consequentemente um 

biholornorfismo de U sobre um subconjunto aberto de J' . Como ·u -e 

aberto conexo, existe uma componente G de :f contendo i(U). Agora 

a aplicação inclysão j: • • • 1.nduz J : 1&
8 

(U) on-

de j*(F) = Foj par-3. F € ~S( ~). j* é 1-1 desde que se F € iGs(~) 

•• e J (F) = O, então F se anula identicamente sobre o conjunto ~ber-

to j(U) C e como G é conexo, F -
.. . * .. O. Tambem J e sobre desde 

que para qualquer função S-holornorfa f e 1&s<U>, 

•• F(j(x)) J (F) (x) = = f(j(x)) = j(x)(f) 

para todo x € ·u. . * ... . . J e um 1.somorf1.smo algébrico. 

seja K C U compacto estrito, 

sup 
t€K 

= sup I<Foj) (tll 
teK 

= s up I F ( x) I = qj ( K) (F) , 
xej (K) 

se F = fi 
0 

tem-se 

= f<x) .. -
J e contínua: 

sendo que qj(K) € SNC( ~<'G>> pois j(K) é compacto estrito de 0, 

desde que J e contínua e ~(j(K)) = K é compacto estrito de E. Mos-

traremos mais tarde que j* é um isomorfismo topológico. 
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Temos também que as funções S-holomorfas sobre ~ 

separam os pontos de 0 . Se h 1 , h 2 € 0 com h 1 t. h 2 
, existe 

f e ~ 8 (U) tal que h
1
(f) t. h 2 (f). A esta função f correspondê urna 

função F =fi~ e ~(G) tal que 

logo FCh
1

) t. FCh 2 ) como tinha sido afirmado. 

3.2 Teorema. S_eja U um domínio em um espaço loca_! 

mente convexo separado possuindo um sistema fundamental de limita-

das ~. completos. Então existe uma variedade modelada conexa G 
" 

sobre E. e um biholomorfismo j: u - (U~ = subconjunto aberto 

de G ) tal que: 

(a) J0
5
<0J separa os pontos de 0 

(b) - qualquer função S-holomorfa sobre U (identificando U 

com UG ) se estende para uma função S-holomorfa sobre 

G e a aplicação extensão ê um isomorfismo topo1Õgico. 

Ainda mais, 0 é maximal com respeito a (a) e (b) no sen 

-tido que se M e uma variedade conexa modelada sobre E e 
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j': U--+ UM (UM= subconjunto aberto de M) é um biholo 

morfismo e (a) e (b) valem com M no lugar de G , então 

M pode ser id~ntificado com um subconjunto aberto de 0 
por um biholomorfisrno que preserva os pontos de U. 

Demonstração. Resta provar a maximalidade de G e 

* o fato que j é um isomorfismo topolÓgico. Provaremos dqui a ·maxi 

malidade de 0 . Seja M dado corno· no teorema. Define-se uma apl~c~ 

çao 

T: M 

x 1---+ T(x) 

por T(x)(f) = f(x) (onde f é a extensão de f aMe onde ideritifi-

ca-se U com um subconjunto de Me também com um subconjunto de i"). 

Como (b) vale, isto é, ~ 8 CM) é ·topologicamente isomorfo a 'á\<U), 

a aplicação avaliação para x é necessariamente um homomorfismo con 

tínuo e T está bem definida. Como (a) vale para 'f&8 CM), T é 1-1. 

Se mostrarmos que T é um biholomorfismo local, en-

- -tão como T e 1-1, segue que T aplica r-1 biholor.mrficamente sobre um 

subconjunto aberto de 0 (desde que M é conexo) enquanto preserva 

os pontos de U. Seja x € M. Coloca-se h = "T(x) € f . Então existe 

um conjunto compacto estrito K C V tal que K r h, por (b) para 
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1G S (M_). Escolhe-se· uma vizinhança equilibrada convexa V de O em E 

tal que K + V C U e x + V C M. Se mostrarmos que T(x+u) = h para u 

u e V, segue daÍ que T é um biholomorfisrno local. De fato, C f, 1T )e (M, Tr1) 

sao variedades modeladas s_obre E e tem-se que: se V c E, x e M 

com x + VC M então existe W vizinhança de x em M tal que n 1 j 
w 

-e 

um homeomorfismo de _W sobre 1T 1 (W) e 'IT 1 (x) + V c Tr 1 CW), sendo que 

I 
-1 

x +V = (n 1 ) 
w 

(7T
1
.(x) +V), portanto 

1t(h) + V .,_..::n_ X + 

7T(h) + u X + U 

-1 -1 -1 noToTr
1 

e 1r
1

oT o~ sao holomorfas (linear mais constante), de on 

-1 
de segue que T e ·T sao holomorfas. 

Seja f € 'ie,
5

(U) e f sua extensão a M. Agora 

g(X) = f(x + À u) é holomorfa em uma vizinhança de ]X] < 1 Como 

g(À) = l: obtem-se, pondo À == 1, f<x + u) = 
n<O 

= l: (Dn f) (x). 
u 

Mas D~ f = (D~ f), desde que as duas coinci-
n>O 

dern sobre U C M, assim 

= 
f(x u) l: 1 (Dn f) (x) + = TI! 

n=O 
u. 

= 
l: 1 h(Dn f) h (f) = nT = , 

n=D 
u u 
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o que implica T(x + u) • = hu , corno quer1amos. 

3.3 Definição. Seja ((l,U) um par de domínios m~ 

delados sobre um espaço localmente convexo separado, com U ç_ Q ; se 

qualquer função S-holomorfa a valores complexos sobre·U se estende 

a 0.. , dizemo~ que ( Q.,U) é um par deS-extensão. Se o isomorfismo 

algébrico induzido ~(U) ___. i&5 CCl) é um isomorfisre~ topolÓgico 

para a topologia da convergencia Uniforme sobre subconjuntos c0m-

pactos estritos dos respectivos espaços, diz-se que ((L,U) e um 

par de S-extensão normal. 

3.4 Teorema. Seja ( Ü..rU) um par de S-extensão. 

Denote a extensão de uma função f € U8 (U) para 0.. por f. Se a 

aplicação f r--+ fCx) é um funcional linear contínuo sobre 

( ~ (U), Goe) para cada ·x € 0..' -então ((L ,U) é um par de s·-exten-

são normal. 

Demonstração. Seja L um subconjunto compacto es-

trito de-O. . Basta provar que existe um subconjunto compacto es-

tri to K de U tal que 11 f IIL ~ 11 f IIK . Isto claramente implica o iso-

morfismo topolÓgico de C <lt8 c QJ, '0 ) com o e 

Por hipÓtese, para todo x € L, f~ f(x) e contí 

nua sobre (~S(U), ~oe)' segue daÍ que existe um subconjunto com-
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pacto estrito Kx deU tal que lí<xll ~ llfiiK . Escolhe-se uma vizi 
X 

nhança: equilibrada convexa fechada Vx de O em E tal que 

(1a1 x + Vxc O.. 

Então como x + V x é uma vizin}:lança de x em 0.. e L é cotnpacto e.stri 

to·, existe x
1 

+ V 
1

. , x
2 

+ V 
2 

, ••• -, xt + V t cobrindo L (estamos iden 

tificando v. = 
~ 

v x. 
~ 

' K. = 
' 

' • ~ o 
para todo' i). Define-se para 

1 < i < t 

Então L. c K. + 2V. cU e L. é um compacto estrito pois como V; 
~ - ~ . ~ - l ~ 

-e 

fechado e L é compacto tem-se que lT(L fi (xi + Vi-)) - TI(xi) é campas;_ 

to e sua intersecção com Vi está ·contida em TI(L) ·que é comp.acto e~ 

trito, de onde segue que L. é compacto estrito. Assim K 
' 

um subconjunto compacto estrito de U. 

L. é 
~ 

Seja x € L. Então x € x. +v. para algum i, portan_ 
~ ' 

to v. contem rr(x) n(xi) e assim X· + À (1T(x) rr(xi)) e Q para 

' ~ 

IÀ I < 1 por ( 1 a) , Seja g(À) = f(xi + À (n(x) - n(x. ))) em uma vi-
- . ~ 

n: 
zinhança de IÀ I < 1 • Então g(Àl = r -*: g(n)(O) implica - n>O 
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g( 1) I 1 g(n)(O) • = nT e ass1.m 
n>O 

~ 

f(x) I 1 
(D~(x) f)(xi) = nT Tr(xi) -

n=O 

Logo 

(1) 

< I 
n>O 

1 
nT 

I (Dn 
. n(x) - TI(x.) 

~ 

IIDn · 
Tr(x) - 1T(x.) 

~ 

Agora _se k € Ki_ , então k +À (n(x) - 1T(x_i)) € U para IÀ l < 2 por 

(1b). Assim se <r' é definido por 

para ]X I < 2 , por Cauchy tem-se que 

, 

o que implica 

( 2) I (D~Cxl - ~ex. l f)(k) I < 
l 

n! 

desde que k + À<-rrCx)-TI(xi)) G Li para IÀ] < 2 
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De (1) e (2) 

li'<xll < llfiL 
l. 

l: 
n>O 

Aplicando este resultado para potências de f e procedendo de modo 

usual obtem-se [f(x) I ::;: !I f[[K que é vá~ido para todo x € L, para to 

da f e 'fe
8

cul; portanto ll'fll < llfiiK para toda f e J%cu) . 

3.5 Corolãri.o. 
·* • . . • . 
J e um lsomorflsmo topolog1co. 

Demonstração. Sabemos que ( G,u) é um para de s-exten 

sao. Como ~ a aplicação avaliação para pontos de 

-contínua sobre 'Jt,S (U). Logo ( 0-, U) é um par de S-extensão normal, 

. . . * o que lmpllca que J é um isomorfismo topolÓgico. 

3.6 Definição. G é chamado a envoltÔria normal de 

S-holomorfia de U. 
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CAPÍTULO 4 

CONSTRUÇ~O DA ENVOLTOR!A DE S-HOLOMORFIA 

VIA ESPECTRO DE CLASSES REGULARES 

• 

Seja E espa9o localmente convexo separado sobre ~- Para 

B € ~E , z € E e r > O a 8-bola 

definida por B~ (z,.r> = Z + r B. 

B 
BE(z,r) com centro z e raio r -e 

Seja (X, 'f) um domínio modelado sobre E. Para cada B e õ3E 

a B-distância ã fron"teirã d~(x) para um ponto X e X é definida por 

B . 
dX(x) = sup.{r > O ; x + rBc.:.X} 

lembrando que x +r B = CP1~. 1 >--
1 (!f'(x) + rB) com Wc:X. aberto, ~lw ho 

me"omorfismo, x e W e 'f'Cx) + r~c:<f!H)(H) 

Definimos 
• 

B 
inf {dxCxl ; x e V) 

para vcx, 
. B B 

e Vr = V+ rB se r € (O,dx(V)). 

IIP 11 8 ' 

Para B € aQE e P € ~b( 0 E;i) definimos 

supiPCxl I· 
xEB 

Seja CX,'P-) um domÍnio modelado sobre E. Se f: X-+- tr e 

uma função S. holomorfa, segue da definição de funç"ão S-holomorfa 

que para cada x € X existe uma e Única sequência 

P n € 't?bC 0 .E), tal que para cada B € '&>E , com '-PCx) e E8 , 

r> O satisfazendo d~(x) > r e 

N 
lim { lf(y) - I Pn(y-x) I; y e B~(x,r)),o, 

N~+ro n>O 

existe 
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é denotado por ~- znf(x) ou 1 
nr 

vizinhança de x tal que ~!v é homeomorfismo e f(x+h) = 

= L 
n>O 

1 
nr 

-n ô f(x)(h). 

-e 

Se f € 1&8 CX), para B € '(QE o B-raio de convergência de 

f para um ponto x € X, ~(x) € E8 , é definido por: 

B . 
O ~ l?t(x) = sup{r >O ; L 

= ( l1m 

4.1 Proposição. Dados f e ~(X) e x € X, para cada 

B € C\OE com 'f(x) € E8 __ , sejam r> O e 
1 -n 

( ~ ê f(x)) como àcima. n: n>O 

Então para todo s € (O,r) e para todo a € B 

Demonstração. Para cada y tal que lf' (y) € lf(x) + sB 

tem-se que f(y) = I -1 .o e 
fo(~ B ) (T(y)) 

BXCx,r) 

holomorfa em i'Cx)· + sB segue o resultado. 

como 
,, -1 

fo<•l B ) 
B (x·,r) 

X 

-e 
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4.2 Definição. Sejam X um dom{nio modelado sobre E e A 

um subconjunto de 1&8 (X). Um sul:_lconjunto D C X será chamado A-liini"; 

tante se [[filo ; sup[f(x) I < + 00 para todo f e A. 
xeD 

4.3 Definição. Um conjunto ~c ~s(X) de funções S-ho 

lomorfas sobre X, X domínio modelado sobre E, sera chamado uma elas-

se regular em X seJlf. cp e se: 

[ 1 J Àfm e Jl, para toda f e Jl, meJN e À e <J: . 
[ 2) 

1 ;snf( )(a) eJI, toda f e Jl' eJN e E\{0}, 
n~ 

para n e a 

onde 1 ;\nf( l (al - n-ésima derivada direção ----;:;-; e a de f na 

de definida 
1 ;snf( a, por ----;:;-; l Cal : X3 X 

1 ;snfW<aJe <~:. ,_ 
----;:;-; 

(3) para todo x € X e para todo B € ~E com fCx) € EB tem-se 

que r;cxl > o' onde r;'u~(x) ; inf {C'~(x) ; f e Jl}. 

4.4 Definição. Uma cobertura aber·ta )J de X, X domínio 

modelado sobre E, será chamada admissivel. se: 

( 1) Para cada U € )) existe W vizinhança de O em E e V €).) tal 

que U+W c V. 

( 2) U V V € )) , para todo U, V € )J • 

Da definição 4. 4 segue. que para todo B € {:)E existe s > O 

tal que d~(U) > s: para cada x € U, x+2W' = Cflv,)- 1
('f(x).+ 2h'') 
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com V'c~ aberto, 'f!v'' homeomorfismo, x € V', ~(x)+2W'c f<V'),W' 

vizinhança da origem em E tal que U+2W' C: V~ Por outro lado, 

para todo B € I:JE existe s >O tal que s BC W' n EB , logo 

f<x) + 2sBCf(x)+2W'C ~(V') e portanto d~(x) ~ 2s, de onde se con 

cl\li que d~(U) > s. 

Denotemos por 11CX) o conjunto de todas as coberturas 

admissíveis de X e po~ w(X) o conjunto de todas as cobertur~s enu 

meráveis admis.gÍveis de X. Para V € f\.CX) defi'ne-se: 

= {f € 

• 

4.5 Lema ( 1 l JJ")) é uma álgebra completa localmente 

convexa Hansdorff para a topologia da ))B convergência (isto· -e ' 

para a topologia da convergência uniforme sobre todos os conjuntos 

UB , U e lJ, B e '6?,E). 

( 2) t.AV é uma classe regular. 

Demonstração. (1) Está claro que cÀ é uma álgebra local v 

mente convexa Hansdorff. c.AV é completa desde que uma rede de Cauchy 

em eAV converge pontualmente para uma ap_licação f: X __,... .a: , pois 

<r e completo, e desde que a convergência é uniforme sobre qualquer 

u8 , com U € V e B € tbE 
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( 21 Mostremos agora que ~ ê uma classe regular. 

a) À fm € ~ , para toda f €. JiV , para todo m € m e para to 

do À e <t pois 

para todo u8 , U ·€ V e B e ~ . 

b) Sejam U, w; V como na definição 4.4 e U + 2WCV. Para 

a€E'\.{O} e x€UB,cornB€~, 

À n+1 
À 

onde (_) > O é tal que À a € W, para todo À satisfazendo IÀ I < ~ , e 

v I c X aberto é tal que 'P I v I é homeol!'~rfisrno. X e v I e 

'f(x) + 2 W ojW '). Portanto 

1 ·n I 1 
11 f llv

8 
. < 1-::-r o f(x)(a) < -- + 00 

' n. . - X'n 
o 

onde B [B {À a; !À I ~ l] - envoltória equilibrada , + < e a convexa 
o -

de B + {Àa; !À I ~ ~} ~ fácil verificar que 

{Àa;IÀI (:'} c /1 1 ·n )(al[[u toda UB + < VB Assim 
1
nr õ f( <.+ 00 para - o B 

.A1! ' \{O} n € IN, isto - 1 ;snf( )(a) € Jl,; . f e a e E e e' nT 

c) Para cada x € X existe U € V com x € U e pela definição 
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4. 4 existe W vizinhança de O em E e V e V tal que U + 2W c V. 

Ainda, para cada B € B 
t?E existe s. > O tal que dX(x) > s • 

De x € U n E8 e f € Jiv segue da desigualdade de Cauchy, para 

li f llx+s8 

Assim se (Ó,s), série l: 1 -n n 
a e r 8 com r e a 11-nr á f<xliiBr < 

n;:o -
11 fllvn E I (____!:_)n - 8 

< e convergente~ o que mostra que ('c(x) > s - s B n>O • l 

para toda f e ;).) 

Consideremos Úma cobertura admissível "\) do -domínio 

(X, \f) sobre E e seja c.AV ·a classe regular sobre X determinada por 

V. Temos que, V B € ~ 

{1) V dá origem a uma cobertura admissível de XB: 

Que ~B é cobertura de x 8 é ÓbVio. Resta mostrar 

que é admissÍvel. Como V é cobertura admissível, para cada U 8 V 

·existe W vizinhança de zero em E e V € l) tal que U+t-JC.. V. Tomando-
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se UB , WB = V7 n EB .= vizinhança de O em EB e VB , tem-se claramen-

= ( U U V) n XB € -v B pois U U V € V por hipótese. 

Ainda mais, como por hipótese existe s > O tal q11e 

(U )B 
B s 

> s e , é fácil ver quP > s e que 

Denotemos e!l. = {flx ; 
B 

f€Jl"J e consideremos 
V,B 

aí a topologia da convergência _uniforme sobre os UB da cobertura 

admissível JJB • 

( 2) cA é uma classe regular sobre XB • 
1}, B 

Que tA. v, B para toda 

f!x € cA,
1 8 , n € JN' e a € E\ {O} segue da seguinte igualdade 

B v• 

1 
n: 

De 

para todo X € XB -, 

(a)) I X 
B 

~V ser uma classe_ regular tem-se que ~B(x) 

B . B ~ 
e COIT'.O f.n (x) = ('J1 (x) para todo X. e XB ' 

lJ V, B 
gue o resultado desejado. 

H 

> o 

se 
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(3) Sejam (Y, ~') domínio modelado sobre E, 

j:X -+Y c.S-h.s. de Jl"\1, A' ={f' € 1&s<Y) ; f'oj € J\v} , 

y - {y € y . B - ' e em Y8 consideremos topologia análoga 

' Obviamente, 'I' I X = 'I' I y o j B 
B B 

Sejam x € x8 e U vizinhança aberta arbitrâria de 

j
8

(x) em Yg . Po!" hÍpÕteSe existe V e~ (j
8

(x)), isto é, vc.y
8 

com 

f' f v 1-1 , 'f''(V) vizinhancja de 'f'(x) em E
8 

, tal que V cU. Como 

fé contínua de x8 em E8 , existe W vizinhança de x em x8 tal que 

'f.(W) C \.f' (V). Podemos tomar í.J de tal sorte que lf!w -e 1 - 1 • Para· 

cada t € Y.J tem-se que 
• 

isto é, j
8

{H) C V c V, e assim j
8 

é contínua de x
8 

em Y
8 

• Deste 

modo, tem-se que j 8 é um morfismo de espaços modelados de X8 em Y8 . 

Mostrenos agora que j 8 e uma c. h. s. de ~~.s· 

Por hipótese, para cada f € Jl.V existe f 1 € US (Y) tal que f=f 'oj, 

logo para cada x e x8 f(x) = f 1 (j(x)) e como j(x) € YB e 

JGcy3 ) tem-se que 

.de jB = f' 1 o 
YB 

flx se 
B 

fatora analiticamente através 
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4.6.Exemplo de recobrimento admissível cuja classe 

regular e tonelada. 

Seja E i espaço complexo Banach para cada i=1. 2 •.••• 

com E
1 

C E
2 

C c E
0 

. c .... c E , onde, para cada i, a topologia 

induzida sobre Ei pela topologia de-Ei+ 1 é a topologia inicial de 

E. e E é o limite indutivo· estrito dos E. 
1 . 1 

Se A = \._) B. (0 ,n) , 
n i=D ~ 

onde Bi+ 1 (0_ ,n) (\ Ei =· Bi (O ,n), tem-se que A
0 

é um subconjunto conve 

xo, equilibrado e aberto em E, U A
0 

=E e )) = {A 0 }~= 1 · é ·um re
n=1 

cobrimento de E. Então se 

li f !IA < + ~ , Vn} , 
n 

~~ é uma classe regular tonelada 

4-.7 Preposição. Seja)} uma cobertura admissível 

do domínio X sobre E tal que, para cadâ B € SE , ~V,B é tonelada. 

Supomos que j: X-+ Y é uma continuação S-holomorfa simultânea de 

J1).) e denotemos A t = {f I e '&&s (Y) f' oj € Jiv}. Então se x e Y8 e 

X JllJ- ~ 

f~ x(f) = f'(x) 

tem-se que 

X fi ~a: 
cJiv,B 

f r---- f'(x) 
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é contÍnua. 

Demonstração. Para cada componente conexa XB f. 4í 

de x8 seja YB a componente conexa de Y8 correspondente a X~ por 

(1) o conjunto z = {x e y~ x é contínua} é aberto em Y~ : 

seja x € Z e u
8 

€ V-8 tal que lilgll ~ c llgl~ 
B 

para·toda g9Ji 
8 ")), 

e um conveniente c :> O • Corno -~ é urna álgebra e X é um homomor-- /J, 8 

fismo podemos tomar c ~ 1 Desde que· ~B ~ uma cobertura admissí 

' vel de x8 , e portanto de x8 ., existe s > O e v8 € ~B .tais que 

(g = 

e cu J8 
B s 

e J/v B c , . 

Pela desigualdade de Cauchy 

temos pa~a tOdo r € (O,s) e a 6 r B , 

L 1+ dn g'(xlal 
n~O 

=L I<~- dn g( )a)'Cxll = 
n~O 

= L 
n>O 

1 -n I lx<""I1T d gC JCall < L 11 n
1 

• 
n>O ' 

dn g( JCalllu 
B 

< 

L 
n>O 

Logo > s para toda g 6 ~l),B • Seja O < r < 

< min {s, (x)}. Para x' ex+ r B c Y:B , como g' € Íbcy~) , . 

g'Cx') = L dn g'(x)('f'<x')- 'f'(x)) , 
n;:o 



se a = 

-so-

'f'cx'l ' então 11 a 118 ~ r - 'f (x), , 

g'(x') 

-

r I ~! 
-n 

< d g'(x)(all - n>O 

= r lxc-1-, dn g r ( )(ali n .. n>O 

I 1 dn g( ) Cal !I U < IIIi! -
n>O 

< 11 g llv 
B 

I (...E...)n 
n>O 8 

B 

Como J/ 8 V• 
e uma álgebra, tem-se que )]g'])x+rB ~ li g l!v , logo, 

B 
pa-

ra todo y € x+rBC. Y B , lí/Cgll = lg'(yll < llgllv para toda 
B 

g €~,B, isto é, x+rBcZ -e portanto Z e aberto. 

( 2 J - ' Z e fechado em Y8 

f suficiente mos~rar que Z -e sequencialmente fecha 

do. Seja Cxn) uma sequência em Z convergindo para x € y~ • C:Xn) 

fracamente limitada em <Jiv,s)' =dual de o4~,B desde que 

xn(g) ::: g'Cx ) 
. n 

g' (x) = X:Cg) com n -+ <» 

-e 

para toda g € Jll); 8 • De Jl")) B ser tonelada segue que cXn) ê 
·' 

e qui-

contínuo. Assim podemos encontrar u8 e )):S tal que !Xn(g)) < llg 110 B 

para todo n €:ll'J e g €Jlv 8 • Assim, lxCg>ll ~ llgflu para toda 
, B 



u 
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g € .A"\J 8 , isto é,·x € z. , 

Da conexidade de Y~ conclui-se que Z = Y~ ,de onde 

segue o resultado desejado. 

4.8 Observação. Para mostrar que X: Jl)J--+ a: 

contÍnua para todo ·x € Y devemos mostrar que existe U € )} e B € 'õJE 

-e 

tal que I x<fl I ~ c 

existe ·B € i?-, E tal 

llf I lu = llflü l!u 
B 8 8 

ll_f I lu para toda f e JJv . Mas para 
B 

que X € y 
.8 , logo pela proposição 

para toda u8 , u e )) e 

' =<flxl<xl-
8 

(f' lx J(x) = f'(xl 
B-

segue que existe U € V e c> o tal que 

cada X e y 

4 • 7 '. como 

;: X:(f) ' 

Construiremos agora a continuação S-holomorfa si-

multânea maximal de uma classe regular ~'V, tal que cfl)),B é tonela 

da para Cada B € 03E , via o espectro 'f <Jl-v) de .Ji·)} . Para uma âl 

gebra complexa A o espectro fCA) de A é o conjunto de homomorfismos 

não nulos de A em ~ . Então usamos êste resultado para construir a 

envoltÔria S-holomorfa de certos domíTiios X com a ajuda do espectro 
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Sejá (X, f) um domÍnio modelado sobre . E e seja 

-j: X---+ y uma c. S-h.s. de Jl)) , onde J) e uma cobertura admis-

• - . - - Jl U ,o* * "'* * SlVel de X. Entao J e tambem uma c. S-h.s. de V T E , r E = 

.;o * -
~ 8 (X)), onde E e o espaço vetorial 

das funções lineares de E em cr que são limitadas sobre os subcon-

juntos limitados de' E, e cada ponto x € Y define uma aplicação ava 

li ação 

- n U .o•E· • -~ ~ x: UI)} 1 ~ ~ 

* -tal que E 3 y>--~ X'? o '-V ) .=;;-<'f' ( x)) € a:: é fracamente contínua, 

i&to é, contínua para a topologia * I>(E ,E). Se Jl B é tonelada pa · 
\), -

ra todo B € rf3E , então é contínua pela observação 4.8. AssW 
• 

e razoável considerar o seguinte conjunto: 

- . e contlnua e 

* * h o '-{' : E ;) p.,...___ h Suo f) € a; é fracamente contínua}. 

Claramente, X = {X; X e X}C jtG<x,!)). Cada 

h € fo<x, 1J) define um vetor qh € E tal que ;U(qh) = h)Mo f) para 

todo? € E* , desde que h o ··f"' é fracamente contínua. jfucx,)n p~ 

de ser munido com uma topologia Hausdorff tal que q: cf'G<X,"\) )-E 

é um homeomorfismo local. Vejamos: dado h er<X,'J), existe 

U € \J e B € ~E_ tais que 
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para toda f € ~v· ·Para estes U e B sejam W e V como na definição 

4.4. Para a € W coloca-se 

(1) L 
n>O 

para f e Jl\) . Tem-se que 

Agora, para x € U (\ "E
8 

, 

1 -n Ir;: ô f(x) (a) I 1 J = 12ifí 
• .IÀ I = 2 

fo<'l!v,l- 1 ('i'(x) + Àa) 

\ n+1 

< sup !f<x + Àall 
!À I= 2 · 

, 

d À I 

tomando-se 8
0 

tal que B ::J B e o- para qualquer X 6 U n E
8

, 

x + À a € (U + 2Vl) n E
8 

C V n E
8 

, então 
. o q 

!-:h ;snf(x) (a) I < n. 

para todo X € u n EB . Logo, 

( 2) 11 f I! v n E L 
8

0 
n>O 

para toda f € ~lJ e para todo a € W (l ~B 
o 

< + 00 

Ainda mais, ha é um homomorfismo, portant~ 
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:f <Jlvl' pois para f~ g e Jl>) 

1 Õn(fg)( )(a) L 1 õif( ) (a )Ir ;;jg( n; = -.-, 
i+j~n 

1. 

~ 

L lh<--h ~iH l<al I Ih<+ Õjg< l<al I < 
i ,j ::0 

* 

~. 

< L 
i, j =O 

L 
n=O 

~ 

llgllv nE 
Bo 

L 
i, j =O 

h( 1 ;sn(fg)( )(a)) ---r;: 

< + ~ 
' 

= í 
n=D 

. ~ h(+ 
l+J=n 

~if( )(a)) h( 1 Õjg( )(a)) 
]!" 

~ 

= c L 
i=O 

c L 
j =O 

h( 1 :Sjg( )(a))) 
]!" 

Para j1 € E temos·, se y o f e Jlv 

)(a) 
' 
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=r (qh) +p(a) = p<qh+a) • 

Assim, se definimos ha(f-'ofl =j-'(qhl •p<al para ye E*, então 

* =;U(qh+a), portanto qha = qh +a pois E separa os pontos de E. 

Mostremos agora que (ha)b = ha+b para a, b.e E tal 

que {a, b, a+b} c W: 

1 znf( ) (a+b) nT 

(h a )b (f) . l: = 
JZ:O 

= L 
jz::O 

= L 
n>O 

para toda f e ,Jl.v • 

i+~=n 
1 ;5i( 1 Zjf< )(b)) = l! JT 

h 
1 

a(]T ~i f( ) (b)) 

< L 
i::o 

h( 1 
l! 

6ic 1 
JT 

zi f( )(b)) 

h( 1 ónf( )(a+b)) = nT ha+b (f) 

( )(a) 

( )(a) ) ) 
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Agora seja y o filtro de vizinhanças abertas abs~ 

lutarnente convexas de O em E. Para definir urna topologia sobre 

jtcx, v) definimos uma base de vizinhanças: para cada h eJ{.cx, V) 

seja 

J'<h) = ({h a ; a e w t}' onde u e-v - determinado e pe-

la continuidade de hl~ ' 
VI, vizinhança de o em E e v e)) sao como 

~")) 

na definição 4.4, VI'. € ,f{>., VI' c VI) . 
Para h 1 , h

2 
e j{Gcx, iJ), con_sideremos N(h 1 ), NCh2 ) onde 

N<hi) e J'chi) = ({(hi) ; i i 
w 1 ' v ' determinados 

ai 

cama anteriormente, wi € Jf, 
, então h := 

para i ~. 

(h 1) 
a, 

• 

2 =· (h ) 
a2 

1 • 2 • 

1 2 Tornando U = V U V € V , existe W vizinhança da origem em E e V e 1J 

tais que U + 2wc_v. Seja Yl' yizinhança da origem em E tal que 

-se que 

= ((h 1) ) 
a

1 
c 

e VI' C H. . Para qualquer c € W' tem-

€ 

portanto N(h) ::: {hc , c € W'} c N(h 
1

)(1 N(h
2

). É fácil ver que a to 

pologia definida por esta base de vizinhanças e uma topologia Haus 
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dorff sobre cfc,<X,JJ) e que q: jt<x,v>- E -e um homeomorfismo 

local. A extensão f de uma· função f € ~V é dada por 

f: ~(X,"))) - ~ 

h ~ f(h) = h(f) • 

f é G-holomorfa, desde que para !zJ pequeno, z e ~ , 

f C h ) = L h(-d-r ;snf(" ) (a) )zn . Mostremos que f é S-holornorfa : 
za n:::_O . n. 

seja N(h) = {ha ; a € W'} uma vizinhança de h em j&<X;'Y); q]N(h) 

- homeomorfismo, q(N(h)) qh e um = + w •• Seja B1 € d:lg tal que 

qh € EB ' então (qh +vi')() EB - vizinhança de qh EB e em 
1 . 1 1 

, portarrto 

-
existe (' > o tal que qh +~B 1 c:Cqh + W')(l EB e 

1 

I -1 (q N(h)) (qh + í:'B1) = {h~b ; b € 81}, logo 

lh~b(fl I ~ 2 llfllvrOEB < + w 

o 
. 

por (2), onde B
0 

= [B 1 U B] e B existe da continuidade de h. Assim 

-sendo, temos que f é S-holomorfa. 

Agora seja G<x, V) a componente de jrG<x,))) que 

contem X e defihimos 

X fo.< x·, v> 



Está claro que J. 
)) 

X--+ 
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1i.cx,))J 

4.9 Proposição. Se 

da para todo B € <J?,E , então J. : X 
)) 

ximal de .Jt
11 

• 

-e uma c.S-h.s. de Jl)) . 

u4v é tal que ~~,B é t~nel~ 

--+ '0cx,""Y> é a c.S-h.s. ma 

Demonstração. Seja j' : X --+X' uma c.S-h.s. de 

JJV. Denotemos por f' € ~ 5 CX;) a. continuação S-holomorfa de te~. 

De acordo com a proposição ~.7, cada x € X' define um homomorfismo 

contínuo X: Jl1J- ~ , X:Cf) = f'(x). Ainda mais, X~o'f)7'"'(1f'(x)) 

* para todo ).L € E Portanto, a aplicação 

j": X' -~(X,))) 

X·~ X 

está bem definida e satisfaz J)) _ = j "oj ' e ~ 1 = q o j ", onde 'fi' é 

o homeomorfismo local de X' em E. Da continuidade de j" segue que 

j 11 (X')c 'tcx, v>. Podemos então concluir que j : X --+ G (X, 1J ) 
li 

é· a c. S-h. s. maximal de Jt)) . 

4.10 Definição. Seja X um domínio modelado sobre 

E. Definimos 

%CXJ = {Ve'Y\.CXJ ;Jl'V,B é tonelada 'IB € lúE}. Dizemos 

que X é um S 'b-dom'ínio se it>5 cxJ = U {j/LJ; V e '0CXJ}. 
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Qualquer domÍnio rnetrizável é um 1;~domÍnio, por-

tanto um S ~-domínio. 

· Define-s~ 

~(X) ={h € :f c'K,s(X)) ; h € GCX,'\.J) para todo 
'G 

V € l:í (X) e existe W € 'fl ECo)::: sistema fundamental de vizinhanças 

de zero em E tal que ha e 'Gcx,l)) para todo a€H, para todol)e'Gcx)}. 

. j6 u 
Para h e ~(X), aew ha = h+W ::: (q lvl-

1 
(q h+Wl onde V é tal que v ")) 

V C 0cx, ~) aberto, h € V, q..) V é homeomorfismo, q ))h+í-:JC. q V (V) , 

para todo ).) € "Gcx>. Logo d~(X,v) (h) > o para todo B € ~ , p~ 

r a todo '\.J e 'GCxl. 

A família de todos os conjuntos· {h a; a e W}C. 0< X, 'V ), 

para todo V € <ícX> e W como acima é uma base de uma topologia 

Hansdorff sobre cft&'Gcx> t.al que q_: cf'&"G<X> ---+ E e um homeomorfis 

mo local (q = qv para todo LJ € '?:7 (X)). A extensão de uma fun

ção f € JIV, V € '0 (X), é dada por 

f: ~(X) ~ 

'0 
h h(f) 

~ 

de ~(X) G'0CX) a componente que contem X 
'0 

Seja 

Então 
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é a c. S-h. s. maximal de 0 { jl >J; v e 'G (X)} • 

4.11 Proposição. Se X é um S '0-domínio, então 

jX: X --+ G(õ(X) é a envoltÓria de S-holomorfia de X. 

Demonstração. A maximalidade de jX é uma canse-

quência da propriedade da intersecção (ver Schottenloher [1]. SE':ja 

j I_: x- X' uma c.S-h.s. de ib8 cx>, então j' -e uma c.S-h.s. de 

cada Jfv' v e (;(X). De acordo com a proposição 4.9 existe mor-

fismo de domínios modelados . ' J\) : X' - Gcx, 'J ) tal que 

j)) . ' j' todo v e 0 (X). . ' - definido ; 
Jv o para J)) e por 

j)) : )Ç'3 X -f-+ X e Gcx,-,; >. ~ fã:cil ver. que a aplicação 

j!l :X'3 € ~(X) está bem definida - contínua C ver dem. X 
,___ X e e 

'G 
prop. 4. 9) , logo j" (X' ) c. '!b'íõcx> e j": X' ---+ 'G'Cõ(X) ê um morfis-

mo de domínios satisfazendo jX = .j" o j' , o que completa -a prova. 



CAP !TU LO 5 

CONVEXIDADE POLINOMIAL 

Neste capÍtulo introduzimos uma propriedade de ap~ 

ximação (P.S-A.F) para estudar a convexidade polinomial. Provamos 

alguns teo~emas de aproximaÇão e um resultado sobre prolongamento 

simultâneo de funções S-holomorfas sobre um aberto S-Runge. 

. -Sejam E um e.l.c.s. e U um subconjunto aberto na o 

vazio de E. 

5.1- Definição. a) Seja A(U) uma família de fun-

ç~es definidas sobre U com valores em ~-- A envolt5ria A(U)-conve-

xa de um conjunto compacto estrito K de U é definida por 

KA(U) = {x eu, IHx)l < llfiiK , para toda f e A(U)} • 

b) Dizemos que U é ACU)-convexo em E se a enVoltÓria A(U)-

-convexa de todo compacto estrito K de U é precornpacta em U, isto 

é, existê V vizinhança de O em E tal que KA(U) + V cU e KA(U) é 

precompacto. 

5.2 Definição. a) Dizemos que U é S-Runge em E 

se l?b(E) é denso. em <'d0
8

(U), (;
0
e). Ué finitamente S-Runge em E 

se, para todo subespaço F de dimensão fini·ta de E, U ()F é R unge em F. 

-61-
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b) Dizemos que Ué finitamente '\:'b(E)-convexo em E ou 

finitamente polinomialmente convexo em E se, para todo subespaço F 

de dimensão finita de E, U (\F é t? (F) -convexo em F. 

5.3 Definição. Dizemos que E tem a propriedade da 

S-aproximação forte (P.S-A.F.) se existe uma famÍlia 1E de proje-

ções de E, limitadas sObre os subconjuntos limitados de E, de pos-

to finito, sendo (u(E))u€E filtrante crescente pela inclusão e com 

a seguinte ·propriedade: 

para todo compacto estrito K de E e toda vizinhan-

ça V de zero em E3 , onde B € ~E é tal que K C E3 e e compacto aí, 

existe u € 1 
E tal que u(x) - X e V para todo X e K. 

Se E -e a soma direta de uma sequência 

00 

(En)n;Q de espaços de Banach com a P.A.F, então E tem a P.S-A.F .. 

5.4 Definição. Dizemos que uma função f: U --+. ~· 

é Silva-contínua, f € L;Sc (U), se para qualquer B € '0E , 

é, flunE 
B 

ê contínua. 

u · Em um e .1. c. s. com P. S-A. F. se Eu ; Im u, E = Ker u, 

para todo u € 1E , tem-se que. E = Eu @ Eu (soma direta topolÓgica). 

A aplicação identidade de E é aderente à· jE para a topologia da 
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convergência compacta estrita. 

Se~a P8 cCU) a famÍlia das funções plurisubharmôni-

cas Silva-contínuas definidas sobre U, denotamos por PS (U(\E ) 
c,u u 

o conjunto das funções f definidas sobre (U ~ E ) @ Eu uor f = gou 
u -

onde g € PSc(U n Eu). Todo elemento f € PSc(U) define um ele~ento 

CflurlE l ou . 
u 

Notações e resultados análogos sao obtidos ao se 

substituir P
80

(U) por '6\CE) ou '@
50

CU). 

Se E tem a P.S-A.F., pode-se aproximar uniformemen 

te sobre compactos estritos as funções Silva-contínuas por funções 

que dependem de um subespaço de dimensão- finita. 

5.5 Proposição. Sejam E e.l.c.s. com a P.S-A.F.? 

U um subconjunto aberto não vazio de E e f € ~Sc(U). Então, para 

todo compacto estrito K deU e ~ > O, existe um elemento u € 1E 
tal que 

X € K. 

f ou € '(;SC,\l(U () E) e lfCx)- fou(xll <c para todo 
u 

Demonstração. Se K é um ·compacto estrito de u, 

existe B € COE ~al qUe K CU n E8 e é compacto aí. Como f € ~Sc(U) 

tem-se que fiU()E € ~(Uc'1EB) e assim f é uniformemente contínua 
B 

sobre K. Logo, dado é > O , existe vizinhança V de zero em EB tal 

que K + VC U n E
8 

e se x-x' € V com x,x' € K+V segue que 
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I f(x) - f(x') I < & • Por outro lado, como E tem a P.S-A.F., ex~ 

te u € 1E tal que u(x)-x ·e V para todo x € K, o que conduz a 

lf(u(x))- f(xJI: lfou(x)- f(xll <E. para todo x € K. 

5.6 Corolãrio. -Se E e um e.l.c.s. com a P.S-A.F. 

tem-se que: 

a) O espaço u 
u€ 'i 

E 

""b (E ) é denso em -(;lb(E) para a topo,u u 

logia da convergência uniforme sobre os compactos estri 

tos de U. 

b) Para todo compacto estrito K de E 

n 
u€ 1-E K í,'b (E) ,u 

Demonstração. a) Segue imediatamente da propos~ 

çao desde que '6'Jb (E ) ,u u é o conjunt9 dos 

elementos ct~ forma P o u onde P e um polinômio sobre Eu 

b) 

em 

Segue da parte (a) pois, como 

nara a topologia 

; 

'6 , tem-se 
o e 

tr'b (E l é ,u u 

O. prÓximo lema encontra-se em Noverraz [1] 

denso 
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5.7 Lema. Seja K um compacto de U. Para todo 

u € i E tal que u(K) c U fem-se: 

-
KPS (UIIE ) c,u u 

, 

ou, equivalentemente, 

que 

-
u(Kp (UnE)) 

Sc,u u 

5.8 Lema. 

(\ 
u€ ~E 

u(K)cU 

/"'-
; u(Klp (UnE) 

Se u 

-Se K e um compacto estrito de U tem-se 

- ' 

KPs cu n E- l c,u u 

Demonstração. f Kp (U) existe 
· Se 

K' = KU{x
0

}. Pela proposição 5.6 existe u € 1E tal que u(K') C. u· 

e lfou(x)- f(x)l <;para todo x € K'. Segue daÍ que 

[fou(x
0

l[ > [f(x
0
l[- +" iff[[K + 2: ~ lfiou[[K +-':r 

ou seja, que xd f -
KpS. (U (\E ) 

c,u u 

5.9 Teorema. Se U é um aberto finitamente Runge 

de um e.l.c.s. com a P.S-A.F., as condiçÕes abaixo são equivalentes: 
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[ 1 ) u • Psc(U)-convexo. e 

[ 2) u . 'Ó-&
8 
(U)-conv~xo • e 

[ 3) u e "G'p (E)-convexo. 

Demonstração. Inicialmente temos que para todo cV:r:tPacto 

estrito K de U, , pois ~b(E)C e assim 

(3) =* (2) • 

- -Mos tremas agora que Kp ( U) C. K.-v._ ( U) 
Se 0 '5 

Para todo 

temos que gjU()EB € i'G<u!IE8 J e assim !gjU()E
8

!egcunE8J 

para todo B € Se X 

x € U n EB 
o 

, K CU n EB e e compacto aÍ, logo 
o 

jg(xl! 

tal que 

de onde segue que x € K~S(U) e fica provada a implicação (2)=* (1). 

Para terminar a demonstração resta provar que, se. 

U é P 5 (U)-convexo, K<-l (E) C Kp (U) , para todo compacto estrito 
c a·b Se 

K deU. Se·U é PSc(U)-convexo, Ué P(U)-convexo, de onde segue 

(ver hoverraz [1], cor. 2.3.7) que, para todo subespaço F de dimen 

são finita de E, un f é pseudo convexo e portanto polinomialmente 

convexo em F, isto é, ~(F)-convexo em F, desde que por hipótese é 

de Runge em F. Do teorema de Runge em dimensão finita segue que 
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-
K '6' ( Fl = KP (U 11 F) para todo 

c 
compacto K de U n F, e como estamos em 

dimensão finita, KPcCU() r) = Kpsc<un F) • Segue daí, pelos 

5.7 e 5.8 que 

= u~E 
u(K) cu 

Í\ 
u€~E KPS (U 1\ E ) c,u u 

- Í\ 
- u€ 'j E 

u(K)c.U 

/'-. 
u(K)\" (E } 

b u 

u(K)C U 

- (\__, 
- u€ JE 

u(K) cU 

o que nos dá a implicação (3) ~ (1) • 

...-"--
u(K)p (UI\E ) 

Se u 

lemas 

= 

, 

5.10 Corolãrio. Se U é finitamente polinomialme~ 

-te convexo em um e.l.c.s. com a P.S-A.F., então ~b(E) = 

Rp (U)·para todo compacto estrito K deU. 
Se 

Demonstração. Ver demonstração do teorema. 

5.11 Corolãrio. Se U e PSc(U)-convexo em um g,l. 

c.s. com a P.S-A.F., as seguinte condições são equivalentes: 

( 1 ) u -e finitamente S-Runge 

( 2) u -e finitamente polinomialmente convexo. 

( 3) u - 'IPb (E) -conve·xo .' e 
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Demonstração. As implicações (1) ::::::::- (3),(1) ~(2) 

aparecem na demonstração do teorema. 

t sempre verdade que (3) ~ (2). Que (2)~ (3) se-

gue do corolário 5.10 e que (2) ~ (1) segue de resultado para di-

mensao finita. 

5.12 Observação. Como em dimensão finita todo 

aberto Runge é. S-Runge, então todo aberto equilibrado em relaçã0 a 

um de seus pontos é finitamente Runge. 

Em um espaço normado E com a P.S-A.F. todo aberto 

finit~mente c?bCE)-convexo é pseudo conv~xo e portanto P50 (U)-con-

vexo (ver" Noverraz [1], resultados 2.1.5 e 2.3.7), temos aSsim a 

equivalência entre as condições (2) e (3) do corolário 5.11. Este 

resultado pode ser genera,lizado para o caso não normado. 

5.13 Teorema. Seja E um e.l.c.s. po~suindo um 

sistema fundamental de seminormas p tais que Ep = (E,p) I _
1 I p (o) 

po~ 

sui a P.s--A.F. Um aberto nao vazlo U de E é 'Ç'b (E)-convexo se, e s-o 

mente se, é finitamente polinomialrnente convexo. 

Demonstração. É suficien.te mostrar que se U é co 

nexo e finitamente polinomialmente convexo ele é 'f-lb(E)-convexo pois 

a recíproca é evidente se lembrarmos que a condição uu é finitamen 
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te polinomialmente Convexo 11 é equivalente a "para todo compacto 

(estrito) K de dimensão finita de u,K 
~(E) 

-e compacto em U". 

Se U é finitamente ~b(E)-convexo, U é pseudo con-

vexo. Seja p uma seminorma tal que U contem uma p-bola de raio não 

nulo. Consideremos a aplicação u : (E,p) --+ (E,p)/ _ 1 , 
p p (O) 

-que e 

sobre e aberta. Por teorema conhecido (ver Noverraz [1], teor. 

2.1.7), -1 
te!(tos que U ·= up. o up(U) e nao e difÍcil ver que 

e também finitamente 'E?bCE .)-convexo. Com efeito, mostrar que up(U) 
p ' 

é finitamente 1?b(Ep)-convex~ é mostrar que para qualque: subespa-

ço vetorial F de dimensão finita de Ep e para qualquer compacto K· 

K~ (F) é compacto. 
b 

Seja e-1 , ••• ,en urna base para 
• 

F 

com e.= u (f.), 1 <i< n, onde f 1 , ... , fn € E e são linearmen
l p l 

te independentes; Seja G o subespaço gerado por {f1 , •.• , fn}, En 

tão up(G) = F, up!G é isomorfismo e Cup[G)-
1

(K) = L é um compacto 

em G, L cu n G, e como ué finitamente (?b(E)-convexo, L1?b(G) e 

compacto. De onde segue o resultado desejado, pois 

, 
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e a correspondência õ?b(G) 

p 

é biunívoca e linear. 

Usando o fato de up(U) ser finitamente ~b(Ep)-con-

vexo prova-se que Vp = int~rior de up(U) é finitamente polinomial-· 

mente convexo em Ep e portanto 

que p é urna norma sobre Ep , e 

l?b<Ep)-convexo em Ep , lembrando 

-1 
como up (Vp) = Up = interior de U 

em (E,p), segue que se Up é ~b(E)-convexo em (E,p) e portanto em 

E, desde que a aplicação ip: E --+ (E,p) é linear, contínua e 

se conclui o teorema: U é a reunião filtrante cres-

cente dos Up e uma reunião filtrante crescente de abertos l?b(E)-coE 

vexos é ainda ç?b(E)-convexa. 

Podemos supor que a topologia de E é definida por 

uma famÍlia de normas e. transferir a demonstração de Ep pa~a (E ,p). 

Mostremos que Up é '!?b (E) -convex.o. Seja K um compacto de dimens_ão· 

finita deU. Existe uma norma p e a> O tais que K + B (O,a)CU = p p 

= interior de U em (E,p). Para todo subesp_aço f de dimensão finita, 

contendo K, tern,-se: K + Bp(O,a)fl FcUpn FcUnf 

= K~b(E) . O aberto U n F é por hipótese ~b(F)-convexo em f e p ~-

duz uma norma sobre F, segue que CR (E)+ B CO,al)nFCUnF 
1\'b . p 

pois, em 

dimensão finita, a passagem à envoltÓria polinomial não diminue a 
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p-distância à fronteira. A inclusão anterior é válida para todo mili 

espaço F de dimensão finita contendo K, assim tem-se que 

que K~ (E)+ B (O,a)CU 
'b p p 

o que prova ser 

finitamente polinomialmente convexo em CE,p), logo polinomialmente 

convexo em (E,p) e portanto em E como querÍamos. 

Da demonstração acima segue a seguinte 

5.14 Proposição. Seja E um e.l.c.s., ~sua topo-

logia e ~' urna topologia. sobre E mais fraca que '0 . Então o in te 

rior para ~' de todo conjunto (;-aberto e finitamente polinomí~ 

mente·convexo é, se não for vazio, finitamente polinomialmente con 

vexo. Ainda mais, se o espaço E satisfaz as hipÓteses do teorema 

5.13, o interior, se não for vazio, de todo conjunto finitamente 

polinomialmente convexo, ·é ~ b (E )"-convexo. 

5.15 Teorema. (Runge) Um aberto U S-holomorfica-

mente convexo em um e.l.c.s. E com a P.S-A.F. é 1?b(E)-convexo se, 

e somente Se, é S-Runge. 

Demonstração. Se U -e S-Runge, para todo compacto 

- -
K de U tem-se que Kp (E) = K~, (U) 

. b "'S 
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Recip:i'>ocamente, seU é 1?b(E) convexo, sejam KC U 

compacto estrito, f € 'fe.3 (U) e é> O. Existe B € BE tal que 

K C U n E
8 

e é compacto existe uma Vizinhança V de zero em 

com K + V C U O E8_ e se x-y € V com x,y € K + V segue que 

IHxl - f(y) I < e., . Seja a € 
'2 

1E tal que u(x) - x € V, Vx€K ;uiE 
B 

é contínua e assim u(K) é compacto em U ()Eu que e t?CE )-convexo, 
u . 

logo, pele teorema de Runge em dimensão finita, existe um polinô-

mio p sobre Eu tal que,~ x € u(K), lf<xl - p<xl I< e1 • Se ií ~pau,· 
. 2 

tem-se que lf<xl- p(xll ~ lf<x)- fou(xll+lfou(x)- pou(xll para 

todo X e K; pela .es-colha de u, I :f(x) - fou(x) l < &;2 e 

I f o uéx) - p o u(x) I < sup 
y€u( K) 

lf<y)- p(yll < , o que termina a 

demonstração. 

5.16 Proposição. Para um domínio U em um e.l.c. 

E as seguintes condições são equivalentes: 

i) -U e pseudo convexo. 

U e P(U)-convexo. 

Demonstração. ver Noverraz [1}, resultados 2.3.6 

e 2.2.1 • 

5.17 Proposição. Seja E ·e.l.c.s. com a P.S-A.F. 

e U c E um aberto pseudo-convexo, finitamente S-Runge. Então para 
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qualquer compacto eStrito K de U, 

-
K'S&s (U) = 

Demonstração. Obviamente 

Mostremos agora que . Seja x
0 

e U, 

x
0 

f KP(U) . Então existe v € P(U) co~ v(x
0

) > sup v(y) • 
y€K 

.Devido -a 

semi continttidade de v existe cr € SNC (E), "Yl.. > O , s > O tais que, 

'lx e K, 
~ 

B(x,2s)c u e v(y) < v(x o) -"L para y € 
. ~ 
B Cx,2s), lem-

brando que 
~ 

B Cx,r) = {y e E ; cc(x-y) < r). Como E tem a P.S-A.F. 

existe e 'f E o::(u(x)-x) • u com < s para X € K. Se ~ = u + X o - u(x
0

), 

1f satisfaz· cc(1f(x) - x) < 2 s para X € K, assim lfi(K) C. U n F onde. 

F = span(tp(E)), e v o 'Y(x) < v(x
0

) - 1(_ para todo X € K. Segue que,. 

para w = vfunF € P(U n F) , sup 

Consequentemente, x . o 

y€~(K) ............ 
(_ ~(K)P(U n F) 

w(y) < v(x ) -"fl < v(x ) = w(x ), 
- o l - o o 

Como U C1 F é pseudo convexo ·e 

Runge, existe um polinômio g; F_. a: com jgCx
0

>1 > llgjj'f'(K) (Horman 

der [1] pág. 53 e 91). Como go~ € '6"b(E) e [go~(x 0 l[ = 

= [g(x0 l[ > [[gf!~(K) = [[go~[[K , segue que x 0 jÍ 'Í"&8 CE), o que ter-

mina a demonstração. 

Das proposições 5.16 e 5.17 segue que 
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5.18 Corolãrio. Seja E e.l.c.s. com a P.S-A.F .. 

Um aberto UC E pseudo convexo e finitamente S-Runge é S-holomorfi-

camente convexo. 

5.19 Teorema. Seja E e.l.c.s. com a P.S-A.F. 

Para um subconjunto abertQ U de E, a~ seguintes propriedades são 

equivalentes: 

a) u -pseudo finitamente S-Runge. e convexo e 

b) u -e S-holomorficamente convexo e S-Runge, 

c) u - 'l?b(E)-convexo. e 

d) u -e finitamente polinomialrnente convexo. 

Demonstração. Que (b) ~ (c) segue do teorema 

5.15, a implicação (c) ~ (d) é trivial, e que (d) ~(a) segue dos 

resultados para dimensão finita (ver Hormander [1], pág. 53). 

Mostremos que (a·) ==> (b). De acordo com o corolária 

5.18 , Ué S-holomorficamente convexo, logo é suficiente 

que um conjunto finitamente S-Runge é um conjunto S-Runge. 

f € :feS (U), é > O , rçc U compacto estrito e B e J3• 
E tal 

mostrar 

Sejam 

que 

K c U n EB e é compacto af. Pela proposição 5. 5 existe u € 1 E tal · 

que llf-f ouiiK < é; 
2 

Seja F = span u(E), portanto dim F < <XI • Como U é 
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finitamente S-Runge. existe um polinÔmio g e Cf>CF) com l!tlunF- g!!ucK{ 

< ét 2 . Assim, gou € 'O'b(E) e l!f-gouliK < llf-fouiiK + llfou-goui!K <~. 

5.20 Teorema. Seja E e.l.c.s. com a P.S-A.F. e 

com 1E tal que se u < v, :i.sto é, se E v C Eu , existe 7r : E -E , 
uv v u 

projeção contÍnua linear, com 7ruv ov ; u e seja K um compacto estri 

to ~b(E)-convexo (K = K~ (E)). Então toda função S-holornorfa 
b 

na 

vizinhança de K e aproximada uniformemente sobre K por po.lir:tômios. 

Para a demonstração deste teorema necessitamos do 

s":guinte lema: 

5. 21 Lema. 

=n 
u€ 'J'E 

€ 1 
E 

fixo, tem-se 

Demonstração. Notaremos Ku = K-~ (E ) 
b,u u 

/'"-. 
= u(K)'r (E ) 

b u 
Por hipótese K =n 

u€ "J'E 

Reciprocamente, q<.E remos 

X € n uo cRU)' logo para todo u € i-E 
u€ 'j'E 

então 

u cí< l. o u 

= 

Seja 

tal que 

x = u
0

(XU). Seja u' a projeção sobre Eu, paralelamente a Eu , isto 

é, u' = IdE - u. ~orno K é um compácto estrito, existe B € ~E tal 

que KC E8 e é compacto aí, logo, para todo u € 1E , u<Kr é um com 
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contínua. Para todo u > u o' 

(\(Í\ E~ 
u <v<u v <17 

o -

__,....__ 
v'((u(K)~ (E ))) 

b u 

- - -

seja 

Notemos que se v< u então Kv ~ Ku . De fato, se t € Ku tem-se que 

/fou(tl/ ~ //fou//K, para toda f e'G'b(Eu). Se g e"G"b(Ev)' 

f; go~vu e'C:'b(Eu) e //Cgo~vu)(u(tll// ~ //go~vulou//K, isto e, 

1/Cgov)(tll/ < //goviiK -, ·cte onde segue que t € K 
v 

' Para todo u > u
0 

temos que Ku é compacto estrito 

desde que 

' K 
u 

-----.. 
c. (u(K)'G (E ) 

b u 

,.--.._.· /'-.. 

/'-.... 
~ u'(u(K)~ (E ))) ; 

b u 

__,....__ 
; u(K)~ (E ) 

b u 
~ u'(u(K)O' (E)) = 

b u 
u(K)lf' (E ) 

b u 

/"", -e u(K)r (E ) e compacto de dimensão finita e portanto compacto es-
b u 

tri to. Para cada u
0 

< v < u ternos que E v 
/'"'-... 

~ v ' ( u ( K )" (E ) ) 
b u 

é fechado. 

Segue daÍ que K~ , para cada u > u 0 , é compacto estrito pois é f~ 

chado, como intersecção de fechados, e está contido em um compacto 

de dimensão firiita. Podemos então concluir que a famÍlia (K 
1

) > 
u u uo 

é uma famÍlia filtrante decrescente de compactos estritos de E. Te 

(\ ' . mos também que u>i.l Ku C K, desde que Ku'C Ku para todo u > u
0 

e· as 
o 
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. ,.--,. K' C n K 
s~m ~>~ u u>u = K, e que 

o o . -De fato, que u (K ) c. u CK ) é o u o u Óbvio. Mostremos -que u (K') ::;. u (K ) o u o u 
...--....._ --seja t € Ku , então u(t) € u(Ku) = u(K),-, (E )c: K e u(t) = 

u-b u u 

= v(u(t)) + u(t) - v(u(t)), como v(u(t)) e Ev e u(t) - v(u(t)) = 
.......... 

= v'(u(t)) segue que u(t) € $ v'(u(K)~ (E ,l 
b u' 

para todo u <v<u o 

e portanto que u(t) € K~ Agora, t = u(t) + t-u(t), u 0 Ct) = 

= u
0
(u(t)) + u

0
(t-u(t)), e corno t-u(t) € Keruc Keru

0
, u

0
(t-u(t))':::O 

e u
0

(t) = u
0

(u(t)) o que nos garante que 

do, para todo u € 1E ' existe x' € K' tal que u (X') =X= uo(Xu). . u u o u 

• ·Como (Ku) é uma famÍlia filtrante decrescente de compactos cuja i~ 

tersecção estâ contida em K, existe uma -subfamÍlia de (X~), ainda 

denotada por • (X), 
u . 

aderente a um ponto X de K. 

• • 

Como u
0

IK' ê contí
u 

nua, tem-se que u
0

(Xu) - u 0 CX), mas u 0 (Xu) = -x para todo u, de 

onde se concluÍ que u
0 

(X). = x € ti
0 

(K), o que termina a demonstra-

çao. 

Demonstração. do teorema 5.20. Fixemos K, é> O, V 

vizinhança-de zero e f uma função S-holomorfa em K + V. Mostremos 

que existe um polinômio P tal que lf(x) - P(x) I < E. uniformemente 

sobre K. 

Pode-se encontrar u
0 

€ 1E -tal que u
0 

(K) C K+V e 



-78-

(1 l lfCx) - f o u
0

(x) I < &1
2 

, para todo x € K. u
0 

é esco-

lhido e fixado tal que u
0

(K) C K + V e (u (i( ) ) é uma família fil
o u 

trante decrescente de compactos estritos (pode-se sempre supor que 

Eu~ Eu e neste caso temos também que ker u c Ker u
0

) cuja inter-

--secçao e igual a u
0

(K) = u
0 (K'G' (E)) 

b 
(vide lema 5.21). Exis~e en-

tão um u tal que u (K ) C K + V. 
O· U 

Seja f a-função 

f:((K+V)n , 

todo x , para todo v € Eu e- E ·u 
o 

• Logo, f é (S-) holo 

morfa, pois uoiE 
é linear contínua com u ( ( (K+V) n E )$(E 8 Eu

0
ll_= 

o uo u 
u 

= (K+V) () Eu
0 

c Eu
0 

-e halo-que é de dimensão finita e f] (K+V) n E 
uo 

holomorfa em seu domínio. f é holomorfa na vizi--
morfa e assim f é 

- /"'-
nhança de u(Ku) = u(K)~b(Eu) pois 

-
lembrando que u

0
(Ku) C (K+V) () Eu

0 

= u
0

(t) + u(t)- u
0
(t). 

u(K )C((K+VlnE )$(E eE l, u u u u o o 

e que, para todo t e K , u(t)= 
u 

Como u(K ) 
u 

/"'-= u(K)p (E ) é um compacto polinomial-
h u 

mente conyexo de Eu , pelo teorema para dimensão finita existe um 

polinômio P sobre E tal que 
. u 
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( 2 J IP<x> - í<x> I < , para todo x € u(Ku) . 

Sejam P = Po u e g = f o ti . Pé o polinÔmio procurado. Com efeito: 

-para todo x € Ku 

( 3 J IP<x) - g(x) I = IP(u(x)) - f(u(x)) I < ~ 
2 por (2) ; 

para todo x € K, I f(x) - F<x) I ~ I f(x) g(x) I + I g(x) - P(x) I mas 

lg(x)- P(xll <+por. (3) pois KCKu e lf<x) g(x) I = 

- de f. f = I f ( x) - f o u(x) I lf<x) - f o u (x) I < o &; 2 por (1). Assim, p~ 

ra todo x € K, I f(x) - P(x) I < e como quer.famos • 

5.22 Teorema. A todo aberto U conexo S-Runge ~e 

um espaço localmente convexo E com a P.S-A.F. pode-se associar um 

aberto conexo V que possui as seguintes propriedades: 

C 1 l toda função S-holomorfa sobre U se prolonga a V e a ap~ 

~S(V) ----+- íe5 cu) é um isomorfismo para a topologia '0
0

e caçao \' 

(diz-se que V e um prolongamento S-holomo:c>fo normal de U). (Ver ca 

pÍtulo 3) 

( 2) V é maximal no seguinte sentido·: todo prolongamento S-

-holomorfo norm'al de U contendo V é idêntico a V. 

(3) V é ~b(E)-convexo •. 

Observemos que a condição (3)·pode ser enunciado do· se 

guinte modo: a envoltÓria S-normal de U é l?b(E)-convexa. 
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Demonstração. Seja V o conjunto ordenado pela ~ 

clusão dos abertos de E que sao prolongamentos S-holomorfos 

normais de u . Para toda cadeia ordenada (V«)a€A de elemen-

tos de \f, o conjunto ·~A V~ é um prolongamento S-holomorfo normal 

de U pois todo compacto estrito de V V o: está contido em um V a:. que 
o -e prolor.gamento normal de U. Afirmar que~: 1&8 <Vl .... <f&8<Ul 

ê um isomorfismo equivale a dizer que a envoltória 1&8 (V)-convexa 

de todo compacto estrito de V está contida na envoltÓria 1G5 (U)-coE 

vexa de um compacto estrito de U. De fato, se ~ é isomorfismo para 

as topologias z; oe -, dado K C V compacto estrito existe L c U com-

pacto ·estrito tal que lll?- 1 (f) I~ S llfiiL ,-o que implica 

K<!Gs<Vlc {x e v l<?-
1
f<xll s llfiiL, He'M,5 <ul}. 

Pelo lema de Zorn,o conjunto Y contem um elemento 

maximal v satisfazendo as condições ( 1 ) e ( 2 ) do teorema. Resta pr~ 

v '(<> b (E)-convexo -v ar que e ou, o que e o mesmo, desde que v -e S-Run 

-ge, que e holomorficamente convexo. Se o aberto v -na o - 1&8 (V l-co-'" e 

vexo, existirá um compacto estrito K
0 

de V e uma famÍlia (x~)~eA em 

K
0 
~S(V) que é aderente a um ponto x

0 
€ C V. Reproduzindo a demons 

tração do teorema 2. 5 , sendo que agora 'f é a :i,dentidade vemos que 

existe uma vizinhança equilibrada V~ de zero tal que K 0 +V~ c V e 

tal que todo elemento f € ' se ·pro longa a V 0 = { x 0 } + V 
0 

em 
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-
uma função f. Dois Casos podem então se apresentar: 

(1 9 ) Para toda f as funções f e f assumem os mesmos valores 

sobre V n V
0 

, isto é, o prolongamento é univalente. Vamos então 

1 mostrar que V V ({x
0

} + ·4 é um prolongamento S-holomorfo nor-

mal de V, o que contradiz a·maximalidade de V. Com efeito, seja 

K C V V (. {xo} + 41 V·o,) ' K compacto estrito, então podemos escrever 

-e um compacto estrito de V e K2 um 

compacto estrito equilibrado (em relação a O) tal que 

com K
0 

+ 2 K2 compacto estrito de V. 

Passamos a demonstrar a seguinte afirmação: 

--------------{xo} + K2C (Ko + 2 K2)~S(V) 
• 

Temos que 'U
5

(V) e ~ (V V V 
0

) se correspondem biu-

nivocamente. Para cada f € "f&SCV) tomemos g € 1&5 cv U V
0

) tal que 

glv 
o 

={xevvv; o 

-
=f, glvn·V =f 

o 
= f . Como 

lg(x)l ~ [[fiiK + 2 K , ~f E 'Í(;8 (V)} , 
o 2 

queremos mostrar que para todo k € K2 , ]g(x
0 

+ k)] < llfiiK +2 K' 
o 2 

para toda f € Para cada x E K .f/ ' o ,_, (V) 
para cada k € K2 

( 1 ) 1 ·n I =-r d g(x)k I < n. 

s 

sup I ~ dn g(tlkl 
t€K0 
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< sup I ~J 
t€K 2n IÀ 1=2 o 

< 

g(t+Àk) 
À n+1 

- , a partir de um certo fndice «
0 

temos que 

€ '3 v t 
-4- o ' e como, para todo k € K2 , x« + k = x« - x

0 
+ 

+ x
0 

+ k, segue que xa: + k -€ {x } + V 
1 

o o on9e g é S-holomorfa. En-

tão g(xcc + k) - g(x
0 

+ k), ·e como 

g(xa: + k) = 1 
liT 

-n 
d g('l,)k ' 

segue que [gCx
0 

+ k)j·~ I I ~- d 0 g(x~)k:[ e por (1) 
n>O 

' 

lg(x0 + k) I ~ L -1-llfiiK 2 K = 2llf11K +2 K Usando este resul 
n>U 2° 'o+ 2 ·a 2 

tado para g 0 € êk,S(V U V ) , extraindo a raiz n-ésima e passando ao· o . 

limite, com n-+- oo , obtemos llf![K +2 
o 

-K , como querl~ 
2 

mos-. 

Agora, como Kc K
1 

U ({x
0

} + K
2

) segue que 

e = 

= I! f I~ V·(K +2 K ) , o que prova que a envol tória 
1 o 2 

.u 1 ' 
cr~s(V + ({x

0
} + -

4
- V

0
))-convexa de qualquer compacto estrito de 
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1 
+ -4- V') está contida na o envol tôria 'á{,S (V) -convexa de um 

compacto estrito de V, isto e, que 1 
-4- V') e 

o prolonga-

mento S-holomorfo normal de V e portanto prolongamento S-holoffiorfo 

normal de U, o que contradiz a maximalidade de V. 

( 2? J Se, para uma função f e 'U,5 <vJ, exiote '5 e v C\ v o tal que 

_t($) F f-c'S) constrói-se a superfÍcie de Riemann de f acima de .U e 

nota-se por 51 o ponto, na segunda folha, correspondente a 5. 

Escolhemos uma vizinhança W, convexa, equilibrada 

de zero em E tal que: 2VJC- v I WB = o , W n EB i!f!!K < 00 , 
+2 WB 

, 
o 

B e BE -e tal que K c 
oiGs<vJ 

V(\ E
8 

K c , o V 11 E
8 e -e compacto 

-

Então . para todo ~ e A, para todo z e w
8 

1 ·n 
sup I 1 dn f(tJz! !li! d f(x~Jz! < li! - t€K

0 

1 2 ;~ kl=2 
f(t + Àz) 

dÀI = sup 
t€K À n+ 1 

o 

1 li f IIK +2 w 
o B 

< + 00 

-
ass2m Í 

n>O 

1 
li! 

define uma função f que é holomorfa 

onde 

-a~. 

em 

x~ + w
8 

, para todo ~ € A, e como isto é verdade para todo B € ~E 

ternos que f é S-holomorfa em x~ +~V, para todo~ € A, flv = f(x) = 

l: 
n>O 



-84-

Como V é S-Runge, existe uma rede de polinomios 

<Pa) tal que Pa ~oe f em v, assim (f-Pa)(S) --+o, pois se v. 

Como 1 1 € x0 + V~ , existe tt tal que J1 € xtt + W e temos que 

<f -

I ~-

1 fi, = sup I 
t€K

0 
2n 

1=2 

n>O 

1 
fi! 

lf-P6><t+À<11-•.>> 
À n+1 

d). I 
1 I(Í-P 

8
) (tH (!; 1-x.)) I < sup - 2n t€K0 

i' I =2 

L = Ko + {US -x >· 1 • , i' I = 2) e um compacto estrito de V, 

( 1 J 

outro. lado, como os polinômios são funções inteiras, tem-se que 

namos ao caso descrito e~ (1~), o que termina a demonstração do 

teorema. 
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