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INTRODUGAO

0 prolongamento holomorfo em diﬁenséo infiﬁita tem
sido objeto de eétudoé atraves de dois métodos: utilizando germes
de fungoes holomorfas e.utilizando o método do espectro.

Os primeirés resultados parciais foram obtidos por
Alexander [1], que tentou, via espectfo, a construcio da envoltd-
ria de holomorfié de um dominio U de um espago de Banach E, consi-

'derando no espacgo #(U) das fungaés holomorfas definidas sobre Uas
.topologias 'Go e G, . Posteriormente, ainda via espectro, Coeurée
[1], munindo o espago-das fungdes holomorfas em dominios modeladésl
sobre um espago de Banach com a topologia T% , e Matos [1], consi
derando o espago-éas fungaes.holomorfas sobre dominios modeladgé
sobre espagos localmente convexos {e.l.¢.) e sobre @BI, munido da
tOpoiogia ‘Gm s obtiveram as.envoltérias normais.‘Hirsohoﬁifz [ﬂ,.
utilizando o método. dos germes das fungaes'holomorfas, construiu a
envoltoria de.holomorfia para dominios modelados sobre é5pa90§ de
Banach e a generalizagac para o caso dos e;l.c. foi feita por No-
verraz [1], enq;anto Aue a construgdo da envoltdria .de hélomorfia

de dominios modelados sobre e.l.c. separados, via espectro, e devi

da a Schottenloher [2] .
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0 objetivo prinéipal deste trabalho € o estudo’ do
prolongamento das fungaesléilva—holomorfas (3-holomorfas) através
dos dois métodoslanteriormente mencionados.

No capitulo 1,_550 apresentados os conceitos basi-
cosS e as notagaes gerais utilizados nos capitulos posteriores.

No capitﬁlo 2, utilizando germes de fungSes-S-holg-
morfas; construimos a envoltdria de S-holomorfia de um dominio mo-
.delado sobre um e.l.c. separado. Mostramos que esta envoltdria pos
sul uma propriedade de convexidade S-holomorfa e que as fungoes S-

-holomorfas separam seus pontoes.

No caéitulo'3, ac estudaPmos o esﬁectro ? a0 espa
go ?%S(U) das fuﬁgaes tholomorfas SObré um dominio U de um e.Lc.s.
E, E possuindo uﬁ sistema fundamental & de 1imitados completos e
senﬁo %S(U) munido da topc?logia T;oe , temos por obje‘tiv‘c? ?ornar‘
§ uma variedade modelada sobre ﬁ tal que as fupgaés S—ﬁolomorfas-
sobre U se estendaﬁ a f .'Desfe modo, a envoltoria normal de'S-ho-
lomorfia de-U & obtida.

No capitulo 4, o conceito de classes regulares(ﬂ\)
que sao definidas. por coberturas adﬁissiveis vV de dominios modela

- * - . " - -
dos sobre e.l.c.s. e de fundamental importancia. Primeiro construl

mos uma continuagio S-holomorfa simultanea maximal de uma classe re
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gular ‘ﬂv tal que sua réstr'igao‘ ‘Hv,B é tonelada; para cada B 91_3E s
via o espectro j(jlv) de.'f%). Entao usamos este resultado para
construir a envoitSria de S-holomorfia de certos dominios X com a
ajuda do espectro T(fés(x)) de f@s(x) .

No capitule 5, introduzimos uma propriedade de a-~
prokimagéo para eStudar.a convekidade polinomial. Provaﬁo§ alguns

resultados de aproximacao e finalmente mostramos que todo aberto

.conexo S—Runge de um e.l.c.s. com a propriedade da S-aproximag&o-

forte tem envoltdria ncrmal de S-holomorfia que é ‘@b-convexa.

Quero externdar agui meus agradecimentosao Prof. Dr.
Mario Carvalho de Matos por sua orientagdo e estimulo, aos. colegas
do IMECC, particularmente ao grupo de Holomorfia, pelo constante

incentivo e ao meu marido, por sua compreensao, carinho e apoio,

T=1lv-



R E S U M 0

Sejam E espago localmente convexo complexo. separa
do, U um subconjunto aberto rnao vazio de E, X um domiﬁic modelado
sobre E, ?@S(ﬁ) e 'ﬂ%(x)'og espagos das fungSesISilva—holomeﬂm
sobre U e X respectivamente. Utilizando germes de.fung5es Silva~ho
lomorfas construimos a envoltoria de S—holomorfia de.X..ConsideraE
do os espagos jﬁS(U) e _?ﬁs(x) munidos da topologia é%e s obti?
‘vemos , Qia espectro; a envoltdria normal de S—hoiomopfié de Ue a
envoltoria de S-holomorfia de cer't.o‘s 'dom'i'nz;.os X. Finalmente, intro
duzimos uma propriedade de aproximagao para estudar. a convexidade

polinomial.,
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CAPTITULO 1

NOTAGOES E CONCEITOS BASICOS
Neste trabalho E sera sempre um espago localmente con-
vexo complexo separade (e.l.c.s) e U um subconjunto aberto nio va-
zio de E. A familia ‘de todos os subconjuntos fechados, limitados e

absolutamerite convefos de E seri denotada por KBE . Denotaremos por

Ep o subespago vetorial de. E. gerado por B EJBE e normado pelo fun-

-

cional de Minkowski, Py > assocliado a B. SNC(E) inﬁicaré o conjun
to das seminormaé cont{nuaé sobre E e para « e SNC(E), # € E e 330.
a =-bola de centro x e raio r & dadawgofth(x,r)= {y € E;={(x-y)<r}.

Para cada n GFN, representaremos por gab(nE) o ég'
pago vetorial dos polinomios ri-homogéneos de E em € que sac limita
dos sobre os subconjuntos limitados de E e P(TE) indigaré o subes
ﬁago vetorial de ﬁ%(nE) dos polindmios n-homogeneos de E em C ‘que

sao continuos. pb(oE) = P°e) = ¢ .

1.1 Definigao.‘ Uma fungdo P de E em € & um poli-
S . - ® (k
nomio limitado se existemn =0, 1, 2,..., P E b( E) com

k =0, ‘1,'...,n, tais que P = Po + P, k... Pn . @D(E) denotara o

" espaco vetorial dé todos os polindmios limitados de E em C.

-1-



1.2 Definig3do. Uma fungidao f: U —> C & Silva<ho-~
lomorfa {(S-holomorfa) em U se para todo T e U existen P € Q(HE)

{n = 0,1,...) tais que para todo B € QE » existe @4 > O con

T Pg B U, tal que

f{x) = Z Pn(x“-'i)

uniformemente em S s .PBB . Denotaremos por 7;@S(U) o espago veto-

rial de todas as fungdes S-holomorfas de U em C .

se % (U) indica o espaco vetorial de todas as fun
¢oes holomorfas de U em €, tem-se que '}@S(U) = B para todo sub

conjunte aberto nao vazio U de um espago’ metrizavel ou Silva.

Para resultados basicos de aplicacgdes holomorfas
em dimens3o infinita ver Nachbin [1] , [2] e Barroso [1].
1.3 Proposigao. Uma fungao f € ?J@S(U) se,e somen

te se, fl g € %(UHEB), para todo B € .BE-‘

B
1.4 Cor_oﬁrio. pb(nE)IU‘ < 3%8({!), -para todo
n € N.

1.5 Definigio. ~ Diz-se que um subconjunto K de E

é compacto estrito se existe algum B € B, tal que K< Ep e & com-
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pacto ai. Para espagos ﬁormados; Fréchet ou Zg Q;, compacidade e
compacidade estrita sao conceitos equivalentes.

ﬁenotaremos por ‘EOe a topologia localmente conve
xa em 7@5(U) da convergencia uniforme sobre os subconjuntos com-
pactos estrito; de U, isto &, a topologia gerada pela familia de

seminormas Py definidas por

pK(f).= sup |f(x)| ,
xEK

para toda f € ?@S(U) e XcU éompacto estrito.

Para informacoes mais detalhadas sobre polinomios

limitados e fungoes Silva-holomorfas; consultar Paques [ﬁ] .

1.6 Definigao. Dizemos que U & S-holomorficamen-
te convexo em E (?ﬂS(U)-convexo) se, para todo subconjunto compacto

estrito K de U, a envoltéria\ ﬁ@S(U)wconvexa definida por

Hf||K para toda f € fgs(U)}

iA

K T CW) ={x € U ; [f{x)}

precompacto e existe V, vi-

1%

& precompacta em U, isto &, K ng(U)

zinhanca de 0 em E, tal gque K j@S(U) + Vo U .

-

1.7 Definigao.: (1) Dizemos que um par (X, ¥) e

um dominio modelado sobre E se X # ¢ € um espago topoldgico cohexo



Hausdorff e Y. X ~+ E & un homeomorfismo loecal.

(2) Sejam (X, ¥) , (Y, ¥') dominios modelados sobre E. Uma

aplicagio j de X em Y & chamada um morfismo (ou inclusao fraca} se

3 € continua e satisfaz Y= Po3 .

(3} Um subcqnjunto compacto K de um dominio modelado (X, ‘¥)

sobre E & um compacto estrito se Y(K) & um compacto estrito de E.

(4) Se (X, ¥) & um dominio modelado sobre E, ACX e UCE ,
entio A+U =._/ {x + U} onde x + U = (?|V)-1 {(P(x)+U) com VC X

xEA
aberto, ?[V homeomorfismo, x € V e 9$(x) + U c:(?[v)(Vj.

Escreveremos apenas X no lugar de (X, ¥) quando

-

nac houver perigo de confusao.

:J}B Definigao: .Sejam (X,¥) um deminio modelado
sobre E e f uma fungao Ae-X em € . f & S-holomorfa em X se para
cada ponto x de X existeﬁ v, vizinhanga de x em X, e f£f', fungao S-
_thpmorfa sobre ?(?) com-valores em @,-tais que ?IV & homecmor
fismo e 'f]V =_ff0 ?|V .

Denotaremos por ?ES(X) oTespaéd vetorial de todas

as fungdes S-holomorfas de X em C.



1.9 Definicao. _Seja (X, ¥) um dominiec modelado

sobre E. Para cada B € KBE denotemos

X, = i{x € X ;3 ¥(x) € Eg}

B
e definimos a topologia 'GB em Xy do seguinte modo: para cada
x € Xg » U Xp € vizinhanga de x em Xp se x € U, ?lU g 1-1 e Y)

& vizinhanga de ¥(x) em E, . Se (x) € a familia de tais vizinhan
cas, entao W & vizinhanga de x se, e somente se, existe V € W (x)

tal que V & W,

1.10 Observagao. Com as definigaes acima temos os sg‘

guintes resultados:

-

(1) A restrigao de T a Xy é 1 homeomorfismo local de X5 em.

(2) Cada componente conexa nao vazia de Xg é um dominio mo

delado sobre Ep para cada B € 8 -

fSJ A topologia 'EB é mais fina que a topologia induzida. '
Devemos mgstrar gue a intersecgac de cada aberte de

X com Xg & um aberto para rGB . Seja A © X um aberto e considere-
‘mos AN iB . Para cada xle AN Xg existe por hipStgse'uma vizinhan

ca W de x em X com ¥, nomeomorfismo. Podemos tomar W< A pois A



€ aberto. WNXg< ANXg e como WN Xy & vizinhanga de x em Xg- se

—

gue o resultado.

XB--C——-+ X € continua.

(4) i:
(5) Se £ € % (x) entio £ e x> para cada B € ®&_ .
: S XB B E
(8] - f € % (X) se, e somente se, paré todo x € X, existe W
S .

vizinhanga de x em X tal que Y|, & homeomorfismo e fIWﬂ ¥ e?@(wan)
_ 3 _ | 3

para todo B € ®; . '

(7]  Se KC X &€ compacto estrito e f € ?@S(x), entao

sup [f(t)] < + o= .

tex . . o
Para cada x € K existe V. vizinhanga de 0 em E tal -
que ?|x+V‘ & homeomorfismo. Sejé W vizinhanga aberta de 0 em E
. o ! :
tal que ‘:’ SV, e KC U {x; W.}, onde W; = W para todo i.

iz i
Por hipdtese, Y(K) & compacto estrito de E, logo existe B e Bp tal

que P(x)c E, e & compacto ai, ¥ (x) ﬂ{‘?(x )+ w } e cornpacto estri

B
to e esta cqntldo em ?(xi) + Vi s Vi = in para tcdo 1. _
Para cada i, 1 € i < n, seja £f. = fo (“P| -1
? = = 2 J i X, +V 2
— ¥ .
- . ) g < - 1 [
entdo | fl|| PAAN P (x) + 7, + o , para i , » n, de onde
segue que [[£]l, = sup [ fll By <t e
K J<ic<n KO {ag + Wyl

0 que demonstra a.afirmagado.



Em ‘Eﬁ%(X) considerargmos a topologia localmente
convexa %%e da convergencia uniforme sobre oé subeconjuntos compac
tos estritos de X.

Sejam (X, ¥) um dominioc modelado sobre E e f -uma
fungao S-holomorfa de X em € . Se UcCX & um subconjunto-aberto fal:
que ?lU & home;ﬁorfismo e x € U, existe uﬁa sequéncia (Pn):=0 de
elementos Rn €-_§g(n£), n =0,1,..., e uma vizinhan¢a aberta con-

vexa equilibrada V de zero em E tal que

a—

fo (PN PG +y) =

ne~1 8

Pn(y) 5

n=0

a saerie convergindo uniformemente pafa v € V. A sequéncia (Pn)ﬁ_o
€ Unica e cada P & denotade por H%T s o£(x) .
.Da definigdo 1.7, item 4 , segue que a igualdade
acima pode ser escrita ; - .
flx+y) = 7§ T s E(x) y .
' n=0 ~ ° : )

1.11" Proposicio. Se £ € $6.(X), X dominio mode
lado sobre E e y € E, entao a aplicagao
3TE¢ M(y): x € X —— 8DE(x)(y) € € & S-holomorfa em X, n = 0,1,...
1.12 Proposigao. - (Integral de Cauchy) Sejam (X,f)

dominio modelado sobre E, f € ?%S(X), x € X, V vizinhanga - aberta



de x tal que Y[y & homeomorfismo e existe f' € ?@S( Y(V)) com
£ly, = £'o ¥y . Para TeV e @> 1 tal que (1-2 3P (%) +

+ A9(x) € Y(V) para qualquer A € € , A} < @ , tem-se que

iy £o (P =0 P + A¢ (%
fo (|7 TCR) = i fl ] — A
Al=Q .

-

1.13 Proposigao. (Ilntegral de Cauchy). Sejam (X,f}
dominio modelado. sohre ;E:, f e ?@S(x), e X, V {rizinhanga aberta de
"gtal que ‘PIV 5 homeomorfismo e existe £' € 'g@S( Y (v)) com flV =
= fto '\Plv . Para x € E é @> o tal que P(%) + A x € Y(V), para

qualquer A € € , |A ] < e

feS e A %)
An+1

e 3 = . j

T
A [=p

da

1.14 Proposigio. (Desigualdade de Cauchy). Sejém
(X, ¥ domfnié modelado sobre E, f € ';E@»SCX), “3'3 e X, Vv .vizinhanga
aberta de 5 tal que \P|v & homeomorfismo e existe £1 @ %S(‘f) (v))
com f|V=f' o"?lv .'Para-Be @’E' e Qg > o tal. que’

P& + pg BS N,



tal que £ = f'oj.

"_%T sh f(E)HB = sup I"%T En f(g)(x)| < _1H sup - E)
- xEB ep X%+ egB

paran = 0,1,... .

1.15 Definigao. Seja A uma familia de fungoes

S-holomorfas definidas sobre um dominio modelado (X,‘P) sobre E.

(1) Um morfismo j: X == Y de dominios sobre E & dito " ser

. uma continuagdo S-holomorfa simultinea (c. S-h.s) de A se cada f€A

se fatora S-holomorficamente através de j, isto &, existe f£'€ ﬂ%ﬁn

{2) Uma ¢.S-h.s. j: X —+ Y de A £ dita ser maximal se ela

se fatora através de qualguer ¢.S5-h.s de A como um morfismo. Se

Ji K e T%(X) € uma c¢.S-h.s. maximal de :%E(X)? entao S(xy & chg_

mado uma enveltoria de S—ho10morﬁia de X.

(3) X & dito ser um A-dominio de S-holomorfia se qualquer
¢.S-h.s. de A & um isomorfismo de dominios. X & um dominio de S-ho

lomorfia se X & um 'ﬁ%(x) - dominio de S.holomorfia.

-

A envoltéria de S-holomorfia é o dominio maximal -

de prolongamento simultaneo de todas as fungdes S-holomorfas sobre

X. Toda envoltdria de S-holomorfia € um dominio de  S-holomorfia.

H
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Para concluir este capitulo apresentaremos os con-

ceitos de func3o plurisubharmonica e de pseudo convexidade.

1.16 Definicao. Seja U um subconjunto aberto de

um espago vetorial topoldgico E. Uma fungdo v: UCE ——[-=, + =),

v # -w , & dita plurisubharmonica em U se

a)

- - ' . - -
v & semicontinua superiormente (s.c.sd,; isto e ,

{2z € U ; v(z) < ¢} & aberto para todo c real.

para todo par (a,b) de Ux(E+{0}), a fungio de uma
variivel complexa §#+— v(a + $b) & subharmdnica

ou -« em cada componente conexa de -

t$eg¢;a+ tbevl..

P(U) e PC(U) denotarac, respectivamente, as fami- .

tias das fungdes plurisubharmonicas e plurisubharmonicas continuas

sobre U.

1.17 Definigao. Sejam U.um subconjunto aberto de

um e.l.c. E, d; a fungdo com valores em (0,+o] definida sobre

Ux(E-{0}) por

dylz,z') = inf{]A| ; 2z +xz' & U},

Diz-se que U & pseudo-convexo se a fungac -log dj é plurisubharmo-

nica sobre Ux(E-{0}) .



-q]=

Fixado z' € (E-{0}), a fungdo dy & a distancia de

z ao complementar de U na diregao z' .



CAPITULO 2
CONSTRUCAO DA ENVOLTORIA DE $-HOLOMORFIA
VIA GERMES DE FUNCODES S-HOLOMORFAS.

Neste capitulo, utilizando germes de fungéés S—hq-
lomorfas, construimos a envqltéfia de S—ﬁolomorfia.de um espago c¢o
nexo modelado sobre um espago -localmente convexo separédo. Mostra
mos que .esta envoltoria possui uma propriedade de convexidade S-ho

lomorfa e que as fungoes S-holomorfas separam seus pontos.

2.1 Proposigao. Sejam E um espago localmente con

vexo separado e UC E um subconjunte aberto conexo n3ao vazio. Se

f, g € %S(U) e coincidem sobre um aberto nac vazio de U, entdo

coincidem sobre todo U.

Demonstragao. Seja Ac U um aberto nao vazio oﬁ—
de f e g coincidem. Sejam a € A, x € U arbitrario, ¥ um caminho
em U que liga a e x. Tem.—-se que Im¥ < U e € compacto. Seja B € ®p
tél gue imE‘CZEﬁ, entdao Im § < UF1EB a AfWEBC:Ufiﬂﬁ . A componén—
te conexa U' de Ur\EB que contem a contem Im¥ . Por hipotese f = g
em uma vizinhanga de a, portanto coincidem, como fungaes_holomorﬁm,
em uma vizinhanca de a em U', logo colncidem soﬁre todo U' pelo pro

longamento analitico. Segue dai que f(x) = g(x) pois x € U'.

_.12..



-13=-.

Notemos que se F = 7 Fi & um produto de espagos
iert

localmente convexos, f uma aplicagao de um espago localmente conve

xo E em F e se £ o= (£.) » onde as f; sdo aplicacoes coordenadas

i‘iel

de E em F; , entdo a aplicagao f & S-holomorfa se, e sé se, cada f
o e,

' Sejam E um espaco localmente convexo, a € E um pon

to.de E, V1 s V2 subconjuntos abertos de I contendo a. Se
£z (F.)spw @ V, —— QF
i‘ier " 1
(o . I
g = (gylier * Vo T T

sdo aplicagdes S-holomorfas, dizemos que f -~ g se, e somente se,
existe WCE aberto, a € WC V, nv, , com fi[w = gi|'w s 'par‘a todo

i € I. Esta &€ uma relagao de equivalencia em

= .ol
HE(a) " UCE aberto %%B(U’m ) e denotamos por ((f.) )'QI a clas
U= {a) i‘a‘i =
se de equivalencia a que f = (fi)ieI pertence. ((fi)a)ieI sera de

nominado um germe da familia (fi}ieI para a.

2.2 Teorema Todo dominio modelado sobré um espa-
~¢o localmente convexo separado admite uma envoltéria de S-holomor-

fia que é {nica a menos de isomorfismo.
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Demonstragio.  Seja (X, ¥) um dominio modelado so
bre um espago localmente convexo 'separado E e I = ‘3%(X). Para to
do subeconjunto aberto VCE tal que existe subeconjunto abérto uc X

com ?]U homeomorfismo sobre V definimos

Oy = 15 ¢ %) 5 3g e B com £ = gofPTN

- Consideremos o cenjunto X' definide por

X'={(a,((£;) dioy) 3 @ € Ee £ = (£5);07 e tal que

JVCE abertocoma €V e £, € O.(), ¥i €1} .

Para todo subconijunto aberto VC E, para todo

(g;)5e1 € igz (OE(V) definimos N(V,(g;);or) = {(a,(g) diar)sa €Vh;

estes conjuntos geram sobre X' uma topologla mais fina que a topo
logia produto e portanto & separada. Entao (X', ¥") € um espago no

delado sobre E definindo Q‘(a,(((fi)a)iel) = a .

Definimos uma aplicacdo u': X —X' do seguinte mo
do: se x € X, existe uma vizinhanga U de x tal que ?IU & um homeo

‘morfismo de U sobre Y (U), definimos:-

wi(x) = (P (), (ol P e y)ier) € X'
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Das definigaes de u' e da topologia de . X' - temos
que u' € continua e & um ﬁbrfismo de espagos.modelados. Como X &
conexo, temnos qué ut({X) & conexo em X'. Notemos por X a componente
conexa de X' que contem u'(X), por u a restrigaoc u':X — X e por
?a restrigao _?'Ii (?(a,(ﬁfi)a)iel) = a). Temos deste modo  que
(i,%) & um dominio modelado sobre E e que u & um morfismo de (X,?)
em (i, @) .

Mostremos que (X, ¥) & uma envoitéria de S~holomor
fia de (X, ¥). Para cada funcao j S-holomorfa sobre X definimos uma
fungao fi.sobre X' como segue: se (a,((g;) iel) e X' colocamos
Ej(%,((gi)a)iel) = gjta). Denotamos a restricao de f% a X por fj .

A fungao %5 é o prolongamento procurado de j pois & S-holomorfa so

bre X, e pela construgao de u, j = fj o u. Esta fungio €& unica

—

pois toda outra fungao-éj sobre .X satisfazendo a j = g5

o'g ceinci
de com %j sobre u{X), que & um aberto de i, e porténto sobre todo.
X relo prolongameﬁto S-holomorfo.

Seja agora, uma extensao tholomorfa
vi{X, ¥) ~—— (X, ¥).. 0 conjunto ﬁ%s(i) & canonicamente isomorfo
a ?%S(x). Seja J € _ﬁg(i)_o elemento correspondente a j.e ‘ﬁ%(X)

por este isomorfismo. Definimos uma aplicacao u' de X em X' como

anteriormente: seja x € X, J € é%s(?) e U uma vizinhanga de x tal
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que 9|, € homeomorfismo sobre ¥(U), e colocamos

- L5 . = -1y
are) = PG, (Gl N5 y)ier? -

Como anteriormente, pode-se verificar que u' & continua, que & um

morfismo de espagos modelados e que u' =z u' o v. Como X e conexo,

assim & u'(X), segue dai que u'(X) € X . Denotamos por u o morfis-~

—
—

mo restricdo de u' i X,
3 (%, Py — (X, ),

com u = u o v, o que prova que (X, ¥) & uma envoltdria de $~holo —

morfia.

A envoltéria de S-holomorfia & Unica. De fato, se
jam (i, P e (%', $') duas envoltdrias de S-holomorfia, aplicando

a condig¢io de maximalidade & cada uma delas obtem-se dois morfis-

mos G : X ~—— X' e §@': X' =— X , que satisfazem. §'oT= i%ﬂx)
e § o' = idu‘(X) ; estas identidades se prolongam a X e a i', 0
que prova que (%, ) e (X' , ¥ sio isomorfas.

2.3 Proposicgao. Se (X,¥) & um domfnio de S-holo - '

morfia, as fungoes S-holomorfas em X separam os pontos de X.

Esta proposigio segue do resultado anidlogo para
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funcdes holomorfas, se (X, P) & a envoltoria de holomorfia de (X,¥).
entio #6(X) separa pontos de X ., mas #(X) & canonicamente iso-
morfo a (X)), oo 1%@(X) e X & isomorfo a um subconjunto de

—

X uma vez que X é isomorfo 2 sua envoltoria de S-holomorfia.

2.4 Definigao. Seja (X, ¥) um dominio modelado
sobre um espago localmente convexo E. Para todo x € X , AC X e
p € SNC(E) definimos:
= . ' - t '
dy (x) = sup{r>0;'J X! < X aberto com x € X} e com Xj

homeomorfo a Bp(‘?(x),r)}‘

d (A) = inf d_(x) . - T -
P xEA P . '

;;;5 Teofema._' Seja (X,‘P)'um dominio de S-holomég'_
fia modelado soﬁre um espago localmentg_conexo E. Para todo compac
to estrito K de.X, existe uma sSeminorma continua é sobre E tail
que dp(R ﬁ@S(X)) = dP(K)'onde K i%S(X) & a envoltdria S-holomorfi-
camente convexa de K.

Demonstragao. Seja p uma seminorma continua em E
tal que qp(K) = § > 0. Pépa todo ponto fixo y € E tal que p(yl)<S§,

.escolhemos §, > 1 de modo que, se. K. = ¥(K) + Ay ;[Allf §,} entao

Yy

dP(K + Ay 3 IA] < Q}) > 0. Como KC X € compacto estrito, existe

»
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Be B tal que Y(K) < E; , & compacto ai e ‘P(K%S(X)) c Eg pois
- 2N L _ .
?(Ki%s(x))C: ?(K)ﬁ%s(ﬁ) - Seja B, = Bufays;s Ix] < 61}] a envolto~
ria equilibrada éonvexa de BU{Ay ;s [A] < 61}. Eq Eqp conti~

< . 1

nuamente, assim Y(K)C EB1 , & compacto al e @(K,ﬁ%(x))ci EB1 .

Como {Ays; [A]| < 8§,}J < E5 e & compacto al, tem-se que Ky & compac.
1 :

to em.EB1 .

Da compacidade de K_ e da definigdo de fungdo S-ho

y B ) —_—
" iomorfa sobre um dominio modeladec segue gque para cada f € 'H%(X)
existe f S-holomorfa na ﬁizinhanga de Ky através da qual f se fato
ra, isto &, £ = f o ? na vizinhanga de K + {Ay; A ] < §,}. Esco-
lhemos uma vizinhanca W convexa e equilibrada da origem em E tal
que W, =WNE, e H%H =M< + o,
B1 B1 Ky+§1wB1

Se x € K,RS(X) ? _Vx e vizinhanga de X onde. ¥ &

homeomorfismo, para todo A € €, A £ 1 e w € Wy tem-se que
: 1

1y 87ty )T HICY DAy W] g
: X

sup |—r 87(£0 (P, DT () Oy + W]
teK : S

A

= sup 1—%T §NOECY (6)) Oy + w)]
tEK ’



-18-

FCPCE) + A,y + w))
122 PR
n+1 1

1

= sup |—1w- J
Ti -
]l1|'61 . X
com V. vizinhanca de t onde Y & homeomorfismo. Mas ?(t)+k1'ljy+

+ AW € Ky + 5, ?34', logo

1 wn -1 1 -~ .
"ET 5 (fo(?]V 1T IR xNOy+w) | < — -uan 8. W
~-n
< M6,
para todo x € X , A €¢ comix| <1 ,we€el . Segue dail
- Fog (X , By '
‘que )
1 ~=n - ‘
) sup JwﬁT 8 (fo(‘f’lV YT ysw) | <+ @,
n>0 |x <1 ’ X '
weW
81
0 que prova que para Todo X e K ﬁ%S(X) 3
;8P soel, DTRG0 ()
n. v
n>0 x .
converge uniformemente para z em uma vizinhanga em Ep de cada.

1 )
v & Bp(O,G). Como isto € valideo para todo B € §5E , tem-se que &

sér&epacima define uma fungao E¢ S-holomorfa emﬁ@,ﬁ%(x))+ BP(O,G)
P’ w : 3

‘ol queYpossue para todo x € K g (y) © mesmo desenvolvimento de Taybr
) )
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que f. A bola Bp(o,&) independe da fungao f considerada.

Temos que dP(K) > dp(? ﬁﬁs(x)). Supomos que
dp(X) > dp(i g%s(x)) , entao existe x, € K ¢%S(X) tal que
dp(xo) = r, < dp‘K? £ §. Sejam a = ?(xo), P0 = Bp(a,ﬁ) e Xb a com
ponente conexa de ?-1(P0) que contem X_ . ‘

Mostremos qﬁe ?IX é injetiva. Dahparte anterior,

o .

para toga f e §&S(X) existe g e.ﬁ%s(PO) tal que f]xo = gg O ?IXO.
Por outro lado, como (X, ¥ ) € um dominio de S—holomqrfié, segue-do )
teorema 2.4 que ﬁés(x) separa os pontos de X. Sejam x,§ € XO ..Se
(%) ="?(y), entdo g (Y (x)) = g (F(y)) e assim £(x) = f(y) para
toda £ € ?%Q(XS, de onde segue éué X =y e que ¥ & injetiva.

Cénsideremos agora r, < r < § e X1 =
= {x € X, p(¥(x) - a) < r}. Seja ¥ a unido disjunta ~de X I.e-
P = {z € E j plz-a)< r}.'Define-ée a séguinte relagdo de equivalén
cia sobre Y:

1) Se z.€ P e nao existe x € X4 tal que i) = z, entéol z
- & equivalente apenas a si préprio.
(2) Se z € P e existe x € X, tal que Y(x) = z, entdo z &
equivalente a Xx.

(3) Se x € X e X ﬁ X, entdo x € equivalente apenas a si

proprio.
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Seja Z o quociente de Y por esta_relag&o de equivaléncia. Entdo Z
& Hausdorff, e a aplicagdo de Y em E que & ¥ sobre X e & a inelu-
sio de P em E induz um homeomorfismo local ': Z —— E. ~ Ainda
mais, a inclusao de X em Y induz uma aplicagaoc 8: X — 2 tal . que
¢ - ¥150 8 . Afirmamos que para toda-f € f@s(x) existe F. € 'ﬁ%(za

tal que F.o 8 ; f.-Dg fato, desde que exis%e ge € j%S(Po) tal que:
f[xo = gfcx¢|xo_, definimos uma fungao G, sobre Y por Gi;lX = f,

Isto induz Fo € H (Z) com Fo 0 8 = £ . Portanto

Gelp = gelp - £ £

(Z, ¥') & uma extensio S-holomorfa de (X, ¥). Como (X,¥) e, por
hipdtese, um dominio de S-holomorfia, segue que 8 & um isomorfis--
mo. Em particular, como Z contem uma p-bola de raio r com centro

&

e(xo), X contem um subeconjunto aberto Xé homeomorfo a esta p-~bola,

1 1z ipo = <
com X e Xr ’ o que contradiz a hipoctese de que dp(xo) To r o,
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CAPITULD 3

ENVOLTORIA NORMAL DE S-HOLOMORFIA

Seja E umleSPago localmente conveko separado pos-
suindo um sisteﬁa fundamental de limitados ‘Bi completos. Desta
formaltem—se que EB & Banach para qualquer B € E% . Seja Yum do
minio em E e consideremos o espago j%é(U) equipado com-a topoiogia
T - Seja I o espectro de ?Eéfu), isto €, f zo conjunto dos

homomorfismos continuos nac nulos de é%S(U) em € .

Nosso objetivo aoc estudarmos a espectro f‘é’torné

-1lo uma variedade modelada sobre E tal que as fungoes S-holomorfas
sobre U se estendam a 3 .
Necessitaremos da derivada direcional complexa. Fa

rau€E e fE€ f@S(U)‘define-Se uma ' fungao D f sobre U por

(D_£)(x) = E?\"_ fCxAawly L o

"3.71 Teorema. Se £, g € 1&%(U), U, vV, Uy, uz,;.”

-

u, €LFE e-n €N, temse que

(a) f+— D, f & uma aplicagdo linear continua de 'ﬁ%(LD em
40 .

(b) p, D, f=D, D, f.



{c)

(d)

(e)

(£)

-F 3~

n - oh by -
pg, £=<"D) £, =¢c¢.

n n! s,~t

D £f= 3 —= DZ(D° £)
utv s++t=n s.T:. "uw

n - \ "~ n! s 1
Du(fg) - s+£=n CRES Du ? Du &

(D, D, ... D £ = £ o,,...,u) onde £ (x)

(1Y

a n-ésima derivada de Fréchet de f em Xx.

Demonstragdo de (a): Que f +— D, f € uma aplica

¢3o linear & trivial. Mostremos que é continua. Seja XC U compac-

to estrito. Devemos mostrar que existe um compacto estrito LC U e

-

A > 0 tal que ”ﬁu f”K < A HfHL . Tomemos A > 0 tal que

L=X+ {Auj; [A] <A

T, % € ¢} estd contido em U.L & compacto

1

estrito. Fixemos k € K e tomemos g(A) = .f(k + Au) para [A] ¢ A7 .

Entao por Cauchy,

Lego,

lgrco)| < ¢a”]

-1
) “g“{k;lkl < A_1} .
!Duf(k)l <A ”fHL , e assim D fll, < A hell, -

As demonstragdes de (b), (e), (d), (e)'e (f) nao

apresentam maiores dificuldades.
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Se h € Y s pelé definicao da topologia '6;e 5
existe um conjunto compacfb estrito KC U e M>0 tal que
Ihee)] < M |[£ll ; para toda f € 'ﬂ%(U) . Aplicando este resultado
para £, tomando a n—ésima raiz e fazendo n —+ + ® obtem-se
[n¢e)! < [[£ll, para toda £ € 'ﬂ%(U). Quando isto vale para h € $ e -
K(;'U compacto estrto, denotamos K ¥ h. Queremos encontrar.uma pro
jegao ﬂ::r—"¢ E. Seia h‘e T fixo. Identificamos 0 espacgo vetorial
~das fungdes lineares de E em C que sao limitadaé sobre os subconiun
x

tos limitados de E, denotado por E , com um subespago de ﬂ%(U) e

encontraremos para h um a € E tal que
. - . _ *
(1} F(a) = h(F)} para toda F € E .

Se .a existe, entac ele & unico desde que g éepara os pontos de E:
Tomemos K< U compacto estrifo tal que X } h e seja L a envoltdria
convexa fechada de K eﬁ E. Entdo L & compacto estrito. De.fato,por
hipotese existe B € GBE tal que K< U NEy e € compacto ai. A eh~
vdltﬁria convexa fechada L de K em E estd contida em Ep que & Ba-

nach e portante L & compacto em E, .

Queremos encontrar a € L satisfazendo (1).

wte

Seja T - {F,5...,F } um subconjunto finito de E . Define-se

“op = {x eL; Pigx) = h(F;), 1 ¢ i ¢ n}. Afirmamos gue ¢:¥¢ ¢ . Su



wZg=

pPoOmos m,} = ¢. Se T: E — ¢ & definida por T(x)-= (Ejl(x),...,Fn(X)) s -

entao (h(F1),;.;,h(Fn)) =.b # T(L). Mas T & linear e S-continua e

L & um conjunto éonvexo compacto estrito e assim € T(L). Pelo teo-

rema da separacao, existe um funcional linear G sobre " tal que
(2) Re G{p) > Re G(?(L)) .

Tomando £ = e®(Fts+++sFn)

, temos que f € 'ﬂ%(U) e de (2) segue que
|lh¢EX[ > FEll, 2 £l @ que & um absurdo pois X ¢ h. Assim mT;# 9
e tem-se ainda gque a'j é fechado em L desde que L & compacto estri

to e as F; s3c S-continuas. A familia {¢?, . ¥ & um subconjunto

finito de E } tem a propriedade da intersecgao finita desde que

Assim pela compacidade de L vemos que I <y € nao vazia, logo se

"{F} temos que F(a) = h(F), isto &, a

a en “oy entdo quando &
satisfaz (1) (e portanto a & o Unico elemento de 0 % } e pondo

m(h) = a define-se uma aplicagao m: J— .

Topologia para 7.

Sejam h € f_, X c U compacto estrito com K ¢ h, e
V uma vizinhanca equilibrada convexa de 0 em E tal que K + vcu.

Define-se formalmente um funcional linear h para u € V sobre



ﬁég(U) por

1 n'
ol £, £ e %%S(u).

1"
ne-18

hu(f)

n=0

Mostremos que h & um homomorfismo continuo de j%g(ﬂ). Mostremos
primeiro que a série converge absolutamente. Como u € V, existe

« > 1 tal que fAu 3 |A] € «} ¢ V. Desde que K ¥ h
n n
(3} |h(D, £ < IDu:f[K .

-

Sejam . k€ K e glh) = £(k + 2ul), X € C, A1 ¢« « . Por Cauchy

{(n) n! '
(4) [g" " (0)] < 2]l .
n Ay Al < =}

Seja K, = K + Duy A] < =}, entdo K, & um subconjunto  compacto

estrito de U e (4) implica que

n!

. .
[ (D, £) (K | <

£
el
u
poftanto
0] el ¢ <R
u
. 1
Isto com.(3) implica que Jh(Dz £)] < nﬁ el » assim
o« u .
E n A 1
~— |h(p? £y < £l = I £1]
nZG n. | u | < nEO oD I JKu L R ?



A convergéncia e absoluta e ]hu(f)l < 1_1 {fil, - Agora  vamos
: : u

provar que h & um homomorfismo.hu & obviamente uma aplicagio 1li-
near, loge basta mostrar que hu(fg) = hu(f) hu(g). Desde que a es=~

timativa acima implica.

I e = Inl o 0] 2] <+ =,
n,m

pode?se trocar a ordem das somatorias abaixo e obter

_ 1 . .n
n, (fg) = ) — (D, (£g))
n>0 .
- 1 n! /S t
= nzﬂ —1 T (D f_)‘ h(D; g)
s+t=n *
1 8 1 t
sgﬂ s. -Tu tgo t. u
z hu(f) hu(g) .
hu'nao & identicamente zero desde que 1 e'ﬁﬁgcu) e Dﬂ 1 = 0, para
n > 1, implica h (1) = h(1) = 1. Portanto h, é um homomorfismo
continuo, e como |hu(f)| < __l:T HfllK segue como anteriormente que
(51 [nh ()] ¢ ”f”Ku .

Podemos agora calcular m(h ). Se ¥ € £, entdo .



b,F = F(u) e DEF Z 0 paran > 1 , assim

h(EF) + h(F(u))

h ()
u

F(r(h)) + F(u)

F(mr¢h) + u) .

Disto e da definigac de 7 segue que

(8) w(hu) = w¢h) +u .

Se h € g , Krh, e V vizinhanga equilibrada conve-
xa de 0 em E tal que K + VC U, consideremos o conjunto Ny y =

° . 2>
= {hu s u € V} . Diz-se que W& 7 é um aberto se h € W implica que

3

existe algum Nh ﬁ contido em W. Isto 43 uma topolegia para f.

3

 DemonstremosHégora que 7: ¥ —E & um homeomorfismo
local. De (8), m sobre Ny & dada por’ﬁ(hu) = w(h) + u, assim se
3
provarmos que N & aberto, segue que T & um homeomorfismo local
B , - ’

e que T| & um homeomorfismo de N sobre w(h) + V.

N . h,V

h,V |
Seja hu e Nh v Exigste um K§ h com K + Vt;'U e um compacto estri-

? .
to L khu. Seja W uma vizinhanga convexa equilibrada de 0 em E tal
que L + W U e u + Wg V. Se demonstrarmos que Ny, Ny y o se-
- — B ) - H

u

“gue dal que Ny .y & um aberto. Se w € W, entdo u + w € V e usando as
3
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propriedades da derivada direcional tem-se que

1

(h), (£ = ngo —nT-hu(D:: £)
- ngo L (mgo L neol .(Dg £3))
_ .s.gs %Thcn+§1:s Sl oh? £))
— = Sgo_ —r RO, B) = hy,, ().
Assim (hu)W = My e Nh,v e N‘h ’wc; Nh,v .

Desde que T & um homeomorfismo local, f & uma va-

riedade modelada sobre E. Uma fungao T sobre ¥ & S-holomorfa quardo
Folm| y~1 & s-holomorfa sobre w(h) + V para cada N .
N ~h - h,V
h,V i :
Para cada f € ﬁ&S(U), define~-se f sobre b por
f(h) = h(H). f & s-holomorfa sobre I Seja h € fe xcu compacto

estrito tal que K ¢ h. Seja V uma vizinhanga equilibrada de 0 em E

tal que X + V¢ U. Vamos mostrar que %o('n|N )-1 & S-holomorfa em’
I - . : . h:v '
m(h) + V. Seja n(h) + u_ € w(h) + V. K, ¢ U é compacto estrito.
o
Se B € EbE e K C U N Ey e & compacto al, existe @p > o e MB> .0

s

tais que

A

=l M .
Kuo+ 'eBB - B
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Consideremos a seguinte vizinhanga de w(h) + u, em

, | _
Eg: w(h) + u, + —— @y B, de modo que {uo} + QgBCV .

Entao
z . 5= 1 ) - = )
sgp [fo(rlNh V) (m(h) + u, + )] = sgp If(huo+tﬂ
2
teg pgh t€7 0B
= sup Ihu +t(f)l
il N+ B
. ‘tei?BB
< sup |[(h ) (£
celop o
7 OB
< s*p‘ “f”(K )t < MB
u
teEQBB O

pois (K ), & K_ + @ B e onde K_ ¢+ h s (K 3. vt ) .
u, t u, B ' U, v, o . t g t

"' & G-holomorfa em

Mostremos agora que a aplicagac fo (w[N
h,V

7(h) + V. Como

= -1 - = _ _
fO(ﬂIN ) dw(h) + w) = £(h ) = h ()
h,V
& suficiente mostrar que a aplicagao u +— hu(f) & G-holomorfa so-
bre V. Sejam u € V, w € E, e tomemos para A € € gi) = hu+kw(f)'

Sﬁpomos u + low € V, mostremos que g & holomorfa para ko .. Escolhe
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mos € > 0 tal que u + X w + Gw €V para 15| < &. Assim se

A2 [ < & temos

g(l) = h (£)

u+low+(7x -Ao)w

= (h ) (£)
u+kow (A-Ao)w
. 1 . n _
n>0 nf uth W -2 ) Ew
—
, )" o
= Ry — En h“*"ow (D&w(f))'

Esta série converge uniformente e absolutamente para |A-}.O[ £ &

peis u + Xow + £ w € V implica

n

Ew £)f < 4=

_— |hu+low(D

como vimos anteiormente. Assim se f € ‘&%(U), entdo f € '&%(f).

- Existe uma aplicagao natural i: U —> § definida
por 1(x) = homomorfismo avaliagdo para x (1(x)(f) = f(x) para toda
fe g%S(U))‘ Claramente mw o i = idU . Isto impiica que i & 1-1 e

" como T & um homeomorfismo local definindo a estrutura S-holomorfa
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de j , 1 & um homeomofismo local holomorfo e consequentemente um
biholémorfismo de U sobre um subconjunto aberto de f . Como .'_U.' e
aberto conexo, existe uma componente 2 de A contendo i(U). Agora
a aplicacao inclus_“éo j: U — g induz j*: %ch) —_— %S(U) on-
de j*(F) = Foj para F € 'ﬁ@s(é); jﬁr & 1-1 desde que se F € %S(%)
e j*(P) = 0, entdo F se anu.la. identicamente sobre.o conjunto aber-

- P
to J(U) C % e como é e conexo, I' = 0. Tambem ] e sobre desde

que para qualquer fungao S-holom_or'fa fe ’&P%S'(U)’ se .F = §| tem-se

%

ST = FGIG0) = B(HG) = SGOE) = £(x)

- T . . - . EoL
para todo x € U. j e um isomorfismo algebrico. ] e continua:

seja Ko U compacto estrito,

Py (3 (F)) = sup 155 (F) (1) |
_ tek .
= sup |(Foj) ()|
teK
= sup |F(x>| = q. (F) ,
- €3 () IO

sendo que 95 (x) € SNC( ”féscé)) pois J(X) & compaéto estrito de é, -

desde que j & continua e m(j(K)) = K é compacto estrito de E. Mos-

o
_ traremos mais tarde que j & um isomorfismo topologico.
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Temos também que as fungoes S-holomorfas sobre é
separam os pontes de & . Seh, , h, € % com h, # h, , existe
f € %S(U) tal que h,(£f) # h,(f). A esta fungao f corresponde uma

fungao F = Elge 'ﬁos(é) tal que

F(h,)

)(h,) h‘l(f)

(2%|E

F(h,) (£l

1t

) (h,) h, (£,

%

logo F(h1) # F(hz) como tinha sido afirmado.

3.2 Teorema. Seja U um dominio em um espago local

mente convexo separado possuindo um sistema fundamental de limita-
das Iﬁ)i completos. Entao existe uma variedade modelada conexa Ev

sobre E.e um biholomorfismo | j: U — U'é (UE = subconjunto aberto

de E ) tal que:

(a) %S(%) separa os pontos de 6 .

(b) -~ qualquer funcio S-holomorfa sobre U (identificando U

com U@ } se estende para uma fungao S-holomorfa . sobre.
% e a aplicacdo extensdo & um isomorfismo topoldgico.

Ainda mais, 6 & maximal com respeito a (a) e (b) no sen

tido que se M & uma variedade conexa modelada sobre E e
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j': U — U, (U, = subconjunto aberto de M) é um biholo

M
morfisme e (a) e (b) valem com M no lugar de Ea, entao

M pode ser identificado com um subconjunto aberto de &

por um biholomorfismo que preserva os pontos de U.

Demonstracao. Resta provar a maximalidade de & e
o faté que j* & um isomorfismo topoldgico. Provaremos aqui a 'maxi
malidade de 6 . Seja M dado como no teorvema. Define-se uma aplica
gao
IT:_M i f

K e T () -

por T(x)(f) = F(x) (onde f & a extensdao de £ a M e onde identifi-

ca-se U com um suﬁconjunto dg M e também com um subconjunto de f).
Como (bj vale, isto &, é@S(M) éit0pologicamente_isomorfo_a ﬁ%(Uﬁ,
a aplicagéé avaliagdo para x & necessariamente um homomorfismo con
tfnuo e T esta bem definida. Como (a) vale para':%%(ﬁ), T & 1-1.

- Se mostrarmos que T € um biholomorfismo local, en-
tdo como T é 1-1, segue que T aplica M bihclomorficamente sobre um
subconjunto éberto de ‘g (desde que M € conexo) enquanto. presefva

os pontos de U. Seja x € M. Coloca-se h = T(x) € y . Entac existe

um conjunto compacto estrito KXC U tal que K ¢ h, por (b)) para



'HQS(M). Escolhe-se uma vizinhanga equilibrada convexa V de 0 em E
tal que K + VC U e x + VC M. Se mostrarmos que T{x+u) = h, para
u€V, segue dat que T e um biholomorfisme local. De fato, (Jo,'l_T)e(M,"rr,l)
s3o variedades modeladas sobre E e tem—-se que: Se Vyg E, x € M
com x + VC M entdo existe W vizinhanga de x em M tal que ﬂ1|w é
um homeomorfismo de w sobre_ﬂ1(W) e ﬂ1(x) + Vo 31(W), sendo que

1

x + V= (n,] )7 (mp(x) + V), portanto
W

. : o
2(h) + V -l Nh'v ——— X + ¥ LI ﬂ1(x) + V
' 3
nf1

m(h) + u +——- hu — X + u +—1—4 ﬂ1(x) + u

-

- -4 -1 . R . )
onow11 ] nqu ON sio holomorfas (linear mals constante), de on

de segue que T e‘T*1 s3o holomorfas.

Seja f e-j%S(U) e f sua extensao a M. Agora
g(l) = F(x + Au) & holomorfa em uma vizinhanga de Al <1 . Como
gh) = 3} —JT Al g(n)(U), obtem~-se, pondo A = 1, F(x + u) =
_ 1 n % B n ' ' ..
- 7 L (" E)(x). Mas D, T = (D, f), desde que as duas colncl-
nig ot u u u .

dem sobre U M, assim

o 660
n .

o !

T(x + w

1
1t~ 8

n

o0
1 n
. — h(D ) = h (£
nsg o u S Tu ?
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o que implica T(x + u) = h , como queriamos.

3.3 Definigao. Seja (Q,U) um par de dominios mo.
delados sobre um espago localmente convexo separado, com UQLCl ; 8e
qualquer fungao S-holomorfa a valores éomplexos sobre U se estende
a O, dizemos que (Q,U) & um par deSextensio. Se o isomorfismo
algébfico induzido 'ﬂ%(U) et i@S(CL) & um isomorfismo topoldgico
pa%a a topologia da COnvergencia.ﬁniforme sobre subconjuntos com-
pactos estritos dos respectivos espagos, diz;Se que f(l,U) & um

par de S-extensao normal.

3.4 Teorema. Séja (Q,U) um par de S-extensao.
Denote a extensio de uma fungao f € ﬂ%(U)Ipara Q. por %, Se a.
aplicagao f F—r f(x) &€ um funcional linear continuo sobre
(?%S(U); Goe) Para cada X € Cl,ientao.(CL,U) & um par de S-exten-

gsao normal.

Demonstracgdo. Seja L um subconjunto compacto es-
trit; de "(}. . Basta provar que existe um subconjunto compacto es-
trito K de U tal que “?HL < HfHK . Isto claramente implica o isp- i
merfismo topoldgice de (j%S((l), 1%e) com ( ﬁ%(U), Z%e) :

Por hipdtese, para todo x € L, £ —— F(x) & conti

nua sobre (?@S(U), zéé)o segue dai que existe um subconjunto com-
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pacto estrito X de U tal que [E(x)) < [|f|[1< . Escolhe-se uma vizi
' x

nhanga equilibrada convexa fechada Vx.de 0 em E tal que
(1a) x+ V. c QL

(257 X _ + 2V c U .

Entao como x + V € uma vizinhanga de x em (X e L & compacto estri

to, existe x, + V, , x5, + V, ye v xe * Vi cobrindo L (estamos iden

tificando Vi =V K. = K ,+ss para todo i). Define-se para

3
xi 1 Xi

1 <1<t

L, = K+ O [y + ¥50) = w0 N V] sa] < 23

Entdo L; ¢ K; + 2V, ¢ U e Ly & um compacto estrito pois como V, &

fechado e L € compacto tem-se que m(L N{x; + V.3) = m(x;) & compae -

to e sua intersecgdo com V; estd contida em m(L) que & compacto es

trito, de onde segue que Li & compacto estrito. Assim XK = ) Li e
' i=1

um subconjunto compacto estrito de U.

- Seja x € L. Entdo x € x; + V, para algum i, portan

to Vi contem w({x) - w(xij e assim X5 F A (m(x) - w(xi)) e QU vpara o
[A] < 1 por (1a). Seja gh) = f(xi + A {r(x) —‘ﬁ(xi))) em uma vi-

-
zinhanca de |[x] ¢ 1 . Entao g} = ) ——Tw»g(n)(O) implica
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g1y = § - £2¢0) e assim
1'120 It
_ o 1 n- -
F(x) = nzo — (Dl gy - T xy) By (x;)
Logo
- 1 n = '
(1) [£¢x>| < ngﬂ — ]gnn(x) - mixp) f)(xi?|
1 o . I
2 ngo n. “Dw(x) - w(xi) fHKi

Agora se k € X; , entdo k + A(m(x) - w(x;)) €U paré Al ¢« 2 por

(1b). Assim se § & definido por

) = F(k + x{wr(x) ~ w(xi)))

para |A| €2 , por Cauchy tem-se que

1
IG(R)(O)_ < 2 ”W|hx;|x| < 2} ®
o que implica
n !
(2) | OR 0 - wixy) £)Gd] 2 o |‘f”Li,

“desde que k + k(v(x)—n(xi)) e L. para Al < 2
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De (1) e (2)

- - 1
2G| < [ £l ) < 2lfly -
_ Ly n>0 2" K

Aplicandc este resultado para potencias de f e procedendo de modo
usual obtem-se [F(x)| < Hf]lK que &€ valido para todo x € L, para to

da f € i%S(U);-portanto Hflh < ”f”K para toda f € 'ﬂ%(U) .

- .' _5'{ - . . -,
3.5 Corolario. 5 €@ um isomorfismo topologico.

Demonstracao. Sabemos que ( %,U) & um para de S-exten

sao. Como Ezg_f , a aplicacgi3o avaliagao para pontos de e 'Goe -

~continua sobre 'ﬁ%(U). Logo ( &3LD & um par de S-extensdo normal,

L] * bl e - - -
o que implica que j & um isomorfisme topologico.

3.6 Definigdo. % & chamado a envoltdria normal de

S-holomorfia de U.



CAPITULO 4
CONSTRUGCAO DA ENVOLTORIA DE S-HOLOMORFIA
VIA ESPECTRO DE CLASSES REGULARES

Seja E espago localmente convexo separado sobre €. Para

B € EiE , 2 €Eer >0 a B-bola Bg(z,r) com centro z e raior &
definida por Bg (z,r) = Z + rB.

Seja (X,¥) um dominio modelado sobre E. Para cada BEEEE

a B-distancia a fronteira di(x) para um ponto x € X & definida por

dﬁ(x) = sup{r>0 ; x + pBc=X}

—_

2

lembrando que x + » B = (?]w)_ (P(x) + rI3)com.Wc:X.aberto, ?|w ho

meomorfismo, x € W e YP(x) + ch:(?[w)(W)

Definimos .
B o B _
dy(V) = inf {d (x) ; x € vV}
5 . B
para VX, e Vr =V +rB se »r € (O,dX(V)).

Para B € be _é P e f%(nE;¢5 definimos

”P”B = sup{P(x)].
: xEB

Seja (¥X,¥) um dominioc modelado sobre E. Se f: X — ¢ &
uma fungdo Se holomorfa, segue da definigdo de fungdo S-holomorfa

que para cada x € X existe uma e (nica seguéncia (Pn)n>0 ’

P € §%(?E), tal que para cada B € E% , com Yi(x) € Eg > existe

>0 satisfazendo di(x) > r e

. N .
lim {{f(y) - .} Pn(y-x)l; y € Bi(x,r)}z%
Natm n>0
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-

onde P_ € denotado por —%T §7£(x) ou -%T Sn(fo(?lv)_1)(?(x)), vV é

vizinhanga de x tal que ?i{y & homeomorfismo e f(x+h) =

(Fo(f[ )7 (P(x)+h) = I — M fo?| NTH G M) =
n-

;L stfcam.
n>0 '

Se f € égs(X), para B e‘@% o B~raio de convergencia de

f para um ponto x € X, Y(x) € Eg, é definido ponr:

]

< o200

{ D: 0D s P n . oo}
sup{r Ly PPl < v

1

—— N, =1
(Tim P, )7

4.1 Proposicdo. Dados f € ﬂ%(X) e x € X, para cada
B € EBE com Y(x) € EB.P sejam r>0 e (w%T Snf(x))nzo como acima.

Entdao para todo s € (0,r) e para todo a € B

.]

(a)— 37£(x)(a) = ~T- j' Fo (9] , )7 (Flx) + setZTiTayem2Mint gy
S Yo

() = 8GO, <= £l

. n. ‘B =" _n “ll
S B, (x,s)

Demonstragﬁo.' Para cada y tal que Y (y) € ¥Y(x) + sB
— 1 C .
tem-se que f(y) = fo(@] . )_1(?(y)) e como fcﬁQ]BB ) &

Bx(x,r) _ X(Xar)

" holomorfa em ¥(x) + sB segue o resultado.
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4.2 Definigao. Sejam X um dominio modelado sobre E e A

um subconjunto de ﬁ%S(X)' Um subconjunto D < X serd chamado A-Tlimi:

tante se

lomorfas

”f”D = sup[f(x)| < + = para todo f € A.
xe€D

4.3 Definicdao. Um conjunto wQ<:>§@S(X) de funcgoes S-ho

sobre X, X dominio modeladoc sobre E, sera chamado uma clas

se regular em X sedfl# ¢ e se:

{1}

(2)

(3

modelado

{1

(23

Afh e A, para toda f EA, mEN e X € ¢ .
H%T STEC Y(a) € A, para toda f €A, n €N e a € E\{0},

onde —%T 8TF( Y(a) € a n-ésima derivada de f na diregao

de a, definida por —%T SUFC )(a): X3 x — —%T sNeGo@e ¢,

£

para todo % € X e para todo B € EBE com ¥(x) e EB tem-se

qﬁe qgtx)> a, onde._es(x) = inf {@ﬁ(x) s £ e QF{}T

4.4 Definicac. Uma cobertura aberta VY de X, X deminio

sobre E, sera chamada admissivel. se:

Para cada U € V existe W vizinhanca de 0 em £ e V €V tal

que U+WCV.

UuVvV €Y, para todo U,V € V .

Da definicdo 4.4 segue.que para todo B € ﬁt-existe s> 0

tal que dECU) > s: para cada x € U, x+2W' = (QIV‘)—1(%(X)‘+ 2WY)



com V'C X aberto, ?[ﬁ, homeomorfi;mo, x € V', Y(x)+2W'c ?(V'),W'
vizinhanca da origem em E tal que U+2W' v  Por outro lado,
| para todo B € 033 existe s >0 tal gue s BCW'N Ep » logo

f(x) + 2sBC Y(x)+2W'C Y(V') e portanto dg(x) > 2s, de onde se con

clui que dECU)> S.

Denotemos por MN(X) o conjunto de todas as coberturas
admissiveis de X e por w(X) o conjunto de todas as coberturas enu

meraveis admissiveis de X. Para V Q'Q(X) define~se:

- - K I ‘ - = © . '
R, = (£e 6, (x5 €=t cecwr o EB)-llquBc +o ¥U €V ,¥B € B),

-

4.5 Lema - (1) A, & uma dlgebra completa localmente

v

convexa Hansdorff‘para a topologia da ‘UB convergencia (isto e ,

para a topologia da convergencia uniforme sobre todos os conjuntos

Ug » UEV, Be ).

B

¢

{2) Jk’é uma classe regular.

Demonstragdao. (1) Esta claro que o%}é uma algebra local

mente convexa Hansdorff.J%}'é completa desde que uma rede de Cauchy

em J%, converge pontualmente para uma aplicagio f: X —» € , pois
¢ é completo, e desde que a convergéncia € uniforme sobre qualquer

Ug, comU eV e BetSBE.



{2) Mostremos agora que Jk)é uma classe regular.
‘a) afMt e cﬂv , para toda f € J}v » para todo m € N e para to
do X € G pois

H’tfm”UB = ] |l_f||§B <Al M< 4w
para todo U; , U€Y e BE€ KbE .

b) Sejam U, W,”V comc na definicao 4.4 e U + 2WCV. Para

a € EN{0} ‘e xeug,c'omBe&E,

;%T §VF(x)(a) dX

2wl

’{ fo(?[v;)"1(?(x) +ra)
f An-i-‘i

x[=¢

onde @ > 0 & tal que A a € W, para todo A satisfazendo |r] ¢ @ , e
V' X aberto &€ tal que \Pl\f' & homeomorfismo, x € V' e

Pix) + 2 W'CA—?(V'). Portanto

1= - 1
I—nr.énf(x)(a)] E_n”f”VB—,( + >
o

onde B = [B + {xaj|r] < Q}J & a envoltdria equilibrada  convexa

de B + {Ras|r] < el . E ficil verificar que

9)

g * hayh] < e} Vg - Assinm '!-——;—T ST )(a)HU <.+ = para toda
' o : B

fSCA_U,aSE\{O} e n €M, isto &, —;ré‘“f(d(a)e(ﬁv.

¢) Para cada x € X existe U € P com x € U e pela definicao
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4.4 existe W vizinhanga de 0 em E e V € VvV tal que U + 2WcV,
Ainda, para cada B € 'EE existe s. > 0 tal que'di(x) > 5 .

De x € UFXEB e f € Jk)segue da desigualdade de Cauchy, para

a € EB )
1 2n 1 gn
o 7@ | < =7 7)) |l llallg
' n
) flallg ? el
. - a x+sB
| -/ lallg \™
. , B :
_ S( 5 ) ”f"VhEB
Assim se a € r B com r € (Q,S), a série ) ”"%T gnf(x)”Brn <

n>0
< || £1l 7 (=" & conver enfé © gue mostr e B( ) > s
2 VN E, = & 5, © 4 a8 que  Qgix? 2
para toda f € aﬂv-.

Consideremos uma cobertura admissivel V do dominio

(X, ¥) sobre E e seija UQ ‘a classe regﬁiar sobre X determinada por

3.
V. Temos que, ¥ B € .Qf ,

Y
{1) V di origem a uma cobertura admissivel de Xp*

- - . -1 ) : R
Vg = {Ug = UNXy = (‘?IU) (‘F(um Eg) 5 U eV}
Que Vg & cobertura de Xg & obvio. Resta mostrar

que & admissivel. Como V & cobertura admissivel, para cada U € YV

"existe W vizinhanga de zero em E e V € V tal que U+WC V., Tomando--



AL

' . B . _B
para todo X € XB , € comg ﬁﬁv (x) = Qﬂ

-4 -

se UB . WB = WNn EB =z vizinhanga de 0 em EB e VB , tem-se claramen-

'tequeUB+WBC'.VB.

Se U vV, € ')JB ’ UBUV = (UﬂXB)U(VﬂXB) =

B?* B B

= (UUV)NX, € VYV, pois UUV €V por hipotese.

Ainda mais, como por hipdotese existe s> 0 tal que

dB(U) > 8 e UB CV , & facil ver 'qua dB (U,) > s e que
X s XB B
B .
(UB)S c Vg .
Denotemos e, = {f] ; £ € Al e consideremos
) | V,B X oY ‘

al a topologia da convergencia uniforme scobre os Uy da cobertura

&

admissivel Vg -

(21 dqv,B e .uma classe ?egular sobre XB .

£ Sbvio que A (£}, " € leB para todo A € €, m € M.
. .o ] .

B

Que -%-r gn(fle) { Ya) ¢ ‘ﬂv,B para toda

f!x - € (A‘)) g » N GI\I e a € EN{0} segue da seguinte igualdade
B - 3
1 n ' - 1 ang '
—r §(Lj, ) (@) = (g $TEC) (aMly, .
B . B
De oﬂv ser uma classe regular tem-se que QB(X) > 0

(x) para todo x € X5 s se
Y, B '
gue o resultadeo desejado.

“qr - I
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(3) Sejam (Y, ¥') dominio modelado sobre E,

j:X —Y c.S.h.s. de (ﬁ\l’ A' = {f' & %S(Y) 3 f'oj € "R\)} ,

L] .
Yp={yevy; () € EB}, e em Y, consideremos topologia andloga

a de XB » Denctemos por Jg @ restrigao de J a XB s jB: XB — YB .

L)
Obviamente, ?]X = ‘P[Y o iy -
B B

Sejam x € Xg el vizinhanca aberta arbitraria de

jg(x) em Yy . Por hipotese existe V € Eb(jB(x)), isto €, Ve Y, com

5 s tal que V< U. Como

Y & continua de Xy em Ep , existe W vizinhanga de x em X tal que

¢'|V 1-1 , $1(V) vizinhanga de “¥'(x) em E

Y.(WYc (V). Podemos toﬁar W de tal sorte que ?]w é 1-1. Para’

cada t € W tem-se que

-

g = 9] T gl e v,

isto &, jgW) € Vo U, e assim Jjg e continua de Xg em Y, . Deste
modo, tem-se que jB € um morfismo de espagos modelados de XB em YB'

Mostremos agora que Jp € uma c. h. s. de le,B'

Por hipétese, para cada f € cﬁv existe f' € ﬁ%(Y) tal que f=f'oj,
logo para cada x € Xp £f{x) = £'(j(x}) e como j(x) € Yy e

1 e EE&(Y ) tem-~se que f] se fatora analiticamente através
YB B , XB .

de j, : £l = £ o g »
. B Xg RS B
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4.6 Exemplo de recobrimento admissivel cuja classe
regular & tonelada.

Seja E; espago complexo Banach para cada iz=1,2,....
com E1(: E2 C ... G En.::‘...CZE » onde, para cada i, a topologia

induzida sobre E; pela topologia de E; & a topologia inicial de

. -] ’
E; e E ¢ o limite indutivo estrito dos E. . Se A = U B; (0,n) ,
1=0

onde Bi+1((}_,n)ﬂ_Ei = Bi(O,n), tem—-se que An & um subconjunto conve
(=]
x0, equilibrado e aberto em E, AL =E e VY = {An}§‘1‘é'um re-
- n=1 : -

cobrimento de E. Entdo se

oﬁv = {f € F8g(E) ;_|If{|An< + w , ¥n} ,

JLV e uma classe-regular tonelada

" 4.7 Preposigao. Seja VY uma cobertura admissivel
do dominioc X sobre E tal que, para cada B € 03E ,;ﬂv B & tonelado.
2

Supomos que j: X — ¥ & uma continuagdo S-holomorfa simultanea de

cﬂv e denotemos A' = {f' € ?@S(Y) ; f' o € qu}' Entd3c se x € Y, e

i : Jk)——+ T

Fo—s XC(F) = £7(x)

tem-se que



- -
e continua.

Demonstracao. Pa&ara cada componente conexa Xé £ ¢

v L
seja Y! a componente conexa de YB correspondente a XB por

de X B

B

-

g -

{1) O conjunto Z = {x & Yé s X & continua} & aberto em Yé :

seja x € Z e U

g € Vg tal que Ix(g)| < ¢ HgHUB parav?oda geu%,B

e um conveniente ¢ 3 0. Como :)q\u B & uma algebra e X &€ um homomor-
¥

- : . . - - . .
fismo podemos tomar ¢ = 1 .. Desde que vB € uma cobertura admissi

-

t

vel de X5 , e portanto de X, -, existe s > 0 e Vg G‘UB .tais que
d%. (UB) > s e (UB)S < Vg - Pela desigualdade de Cauchy

B ’ -
(g = £fly € A, z¢€ %(XB)) temos para todo r € (0,5) e a € r B ,

B > '
zo | a" g'(xal = 50"-_3‘-‘ " g ra) (x| =

n> : n2;
= 7 R @ g r@n] ¢ [l d gl <

n>o : n>0 ’ B
< fel I g

Vs n>0 S

Logo @g,(x) > s para tqda g € le,B . Seja 0 < r <

< min {s, dgn. (x)}. Para x' € X + » BC Yé , como g' € éﬂ(Yé) ’
B .

g1(x') = § o d® g fx - ),
1'1__>_0 N ) ,
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se a = 9(x") - ¢(x), .entfio-lla-”B <r,
g'i{x') < } [% qn g'(x)(a)|
n>0 '

il

IR a" gt ) ()]
n>0 T :

1A

1 -n
T oll—== a® g¢ Yyl
n>0 n. UB

A

nglivB PRE-SLE

Como CQV)B e uma algebra, tem-se que “g'”x+rB < ”g”VB . logo, pé,

PA

ra todo y € x+rBc.Y! , 19Cgy| = |g'(yd] Hg”V para toda
. B

g GCHU,B ,.isto &, xtrBc 2 e portante 72 € aberto.
{2) Z & fechado em Yé .

'E suficiente mostrar que Z € sequencialmente fecha
do. Seja (xn) uma seguencia em Z converginde para x € Yé . (in) =

fracamente limitada em (oﬁ ' = dual de vq desde que
. \J’B \JSB

in(g) = g'{x)) — g'{x) = X(g) comn — =,
para toda g eJ{uiB . De "q‘v_,B ser tonelado segue que (X ) é equi-
continuc. Assim podemos encontrar Uy € Vg tal que [in(g)| < Hg”UB

para todo n €N e g e"q'U,B . Assim, [k(g)] £ ”g“UB para toda
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g € ”qv g » isto e, x € Z.

3

Da conexidade de'Yé conclui-se que Z = Yé ,de onde

segue o resultado dese’jado.

4.8 Observagdo. Para mostrar que i:cﬁv — e
continua para todo'% € Y devemos mostrar que existe U € V e B e'&%
tal que [i{f)l e ufHUB_para toda £ € A,,. Mas para cada x € Y
existe B € §d; tal que x € Y, , logo pela proposigac 4.7, como

e, = 1€l | para toda U uevY e
Ug U, U B ?

X(£ly ) = (] ) (x) = (£11, )X = £1(x) = R(£)
B B B

segue que existe U € VW e ¢ >0 tal que

156 ] =1%¢ely, O] < e el Iy = c Ufll .
Xp T KgtUp T Uy

Construiremos agora a continuacdo S-holomorfa si-

& tonela

multanea maximal de uma classe regular cﬂv, tal que gﬁv 5
. 3

da para cada B € EBE , via o espectro f(Jlu) de ng . Para uma al

gebra complexa A o espectro $¢A) de A & o conjuﬁto de homomorfismos

nao nulos de A em ¢ . Entac usamos e€ste resultado para construir a

envoltdria S-holomorfa de certos dominios X com a ajuda do espectro

| f(?@SCXD)cke % (0.
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Seja (X, ¥) um dominio modelado sobre .E e seja

3: X — ¥ uma ¢. 3-h.s. de c)?v, onde VY & uma cobertura admis-
-* - . - - 3 i %
sivel de X. Entao j & tambem uma ¢. S-h.s. de quu YET , PET =

# ® . .
= {/uo‘?;/u.e E },(/u.o.'lo g #@)S(X)), onde E e o espago vetorial

das fungoes lineares de E em G que sao limitadas sobre os subcon —
juntos limitados de E, e cada ponto x € Y define uma aplicagdo ava
liacao |
X: A U ‘?*E:.* —C
Y o
tal que E*BF/U,\——-—* i(/u.o ) = /M(‘?'(x)) e ¢ & fracémentg continua,

isto &, continua para a topologia §(E ,E). Se A é tonelada pa

v, B

ra todo B € @)E , entdo ;{quv & continua pela observacdo 4.8. Assim

& razoavel considerar o seguinte conjunto:

J([,(X,v') = {h_:.oflvu g g” — T h|% € :f(oqv) € contiﬁua e
h o© Q*: E*Q_}Ah~—+ h9u6~P) € C é fracamente continual.
Claramerﬁée, X = {%; x € X} d{{(,(}(,‘v). Cada
h el JQ(,(X,U) define' um vetor gqh € E tal éueﬂ(qh) = hsuo ¥) para
todo/fLE'E* , desde que h o %ﬁ & fracamente continua. d@@(x,v) PO
de ser munido com uma topologia Hausdorff tal que q: :f(t,(x,v }=— E
e um homeomorfismo local;_ Vejamos: dado h €Cﬁ%(X,\3), existe
Ue e BQKSE_ tais que |

In(E)] < IIfHU'nEB 2 HfIIUB
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para teda f € eﬂv. "Para estes Ue B sejam W e V como na definicao

L.4. Para a € W coloca-ge

(1) h () = J h(—y 87£( d(a))
n>{0

para f € A, . Tem-se que [h(—%T s yan! < H—%7 87 ( Y@ yap
_ ! : B

Agora, para x € Ur\EB s

. ' fo(‘ﬂv,)"(\{’(k) + Aa)

1 .
: ) F 1 a x|

;_%T s (x)(a)]

t
2‘1
B

1A
]
c
o

[f(x + rad}

-

tomando-ce BO tal que-BO =2 Be at€ EB s pbara qualquer X € UrWEB,
o _

x +da € (U+ 2DNE;C 'vsz ,  entdo
o) o)

g @] s gl <+

o
para todo x € UfWEB . Logo,
: _ _ 1
(2) ih ()< |l£]] 1 — = 2ty <+ o,
a - VF}EBO n30 o1 VF\EBO

para toda f e«J%} e para todo a € W(WEB .
. - 8]

Ainda mais, ha & um homomorfismo, portanto
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h I i ' ' :
4 € (le), pois para f, g € eﬂv

L MegdC 2@ = ] I 8ir 1y g @)
. ) i"'j:n M :].
I Inedy 3t @ Iney 8¢ y@) | g
i,j=0 ) I-
< ) -1 ”f”VﬂE —= ”g”v
<L NE
1,j.=0 2": B, 2 B,
. 1
= el el ] o <+ e,
vaEy PEWNE, 5 4 333
© 4 - -
.ha(fg) = ngo hi—7 8" (fg) Y(a))
= I ] h(—r 8TFC (@) h(—]'l-r 83g¢ yan

n=0 i+j=n

= ] iy 3@ (]

h(—r 33g¢ Y(a)d)
1=0 j=o . I° .

ha(f) ha(g).

Para /u.e E* temos-, se/.)\.o‘ee cﬂv ’
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_ 1 Tn
ha(/u,O (P) = nZO h(—n—!- 8 (),(O‘?)( Y(a))

h(jzo‘P) + h(}#(a))

‘/L(qh) f/A(a) = mlgh+a)

. . . & -
Assim, se definimos ha(}xo‘PJ_zjx(qh) +/1(a) para /Je E , entao

ha'e JQQ(X,EJ). ha define qha € E tal que /u(qha) = hasuo?)=

&

—

=/A(qh+a), portanto qha = gh + a pois E separa os ﬁontos de E.

Mostremos agora que (ha)b = h para a, b € E tal

a+b

que {a, b, a+b}l = W: I

I I I M

1
i+j=n e J

osdEe Yy € (a)

1,53
I hy Gy 8750 200

(h_ ), (£
2P 320

= 1 5 ntgy 8hegy S m) @ »
- jz0 420 ) ’

] ni—y 67FC )(a+b)) = h

(£)
n>0 .

para toda £ € d%u.



Agora seja,dﬁ°o filtro de vizinhangas abertas abso
lutamente convexas de 0 em E. Para definir uma topologia s obre
déﬁ(x,\)) definimos uma base de vizinhangas: para cada h eJ%(X,\))
‘seja

Jk(h) = ({ha ; @ € W'}, onde U €Y & determinado pe-
la continuidade de h[h , W,_vizinhanga de 0 emE e V €Y siao como
“yv
na definigdo 4.4, W.eJf, W'C W} .

Para h1, h2 e cﬁfa(x,v ), consideremos N(h1), N'(h2) onde

N(h™) € _{N"(h*) = (b, "5 a; € w'}, ut, Wy , V', determinados

. 1 L
como anteriocrmente, wt e d@, Wl<: W%) para i1 = 1,2.

1 _ 2 1 '
)a-’ = (h )a2 com a, e W ,azewz.

Tomando U = V1U v? € v, existe W vizinhanca da origem em E e VE€ VY

Se h € N(h")NNh?) , entdo h = (h

tals que U + 2WC V. Seja W' vizinhanca da origem em E tal que
a, + W' W1, a, + w*c:'w? e W'CW. _ Para qualquer ¢ € W' tem-
-se que
_ 1 P 1
hc = ((h )a1)c = (h )aqfc € N(h ) ,
? L2 L2
h = ((h )az)c = (h )azfc € N(h") ,

1

portanto N(h) = {h, , c € W'lcC N(h A N(rZ). E ficil ver que a to

pologia definida por esta base de vizinhancas & uma topologia Haus
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dorff sobre cﬁ@(x,w:) e que q: JE(X,\J) ——+ E & um homeomorfismo

local. A extensio f de uma fungao f € J{v & dada por
£ cﬂb('x,'\)) ——

h b+—> f(h) = h{£f) .

f & G-holomorfa, desde que para lz| pequenoc, z € € ,
f(hz ) = h(uﬁT STFC Y(a))z™ . Mostremos que f & S-holomorfa :

4a .
n>0 ' .
‘seja N(h) = {h_ ; a € W'} uma vizinhanga de h em JBXV)5 algepy

& um homeomorfismo, q(N(h)) = gh + W'. Seja B, € 0%; tal que

By

existe @ > o tal que gh + @B, C(qh + WTIN Ep e
. 1

gh € E, , entdao (ach + W'NEL € vizinhanga de qh em E, , portanto

1 1

» ] .
Calyepy?” (gh * @B = they 5 b € B}, logo

| £(h

1A

s O] <2 flyqp <o

)
b
¢ o

por (2), onde B [B1LJB] e B existe da continuidade de h. Assim

sendo, temos que f & S-holomorfa.

Agora seja ‘%(X,})) a componente de CﬁG(X,))) que

contem X e definimos

jv 1 X —m J%(x,v)

XF“*-*]'(X)=§{ -
v
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Esta claro que j : X —— \E(X,'})) & uma ¢.S-h.s. de A

j).
4.9 Proposigao. Se cﬂv é tal gue ‘ﬁ\) B é tonela
da para todo B € (BE , entao J_ :

y P X — &x,v)

€ a ¢.S-h.s. ma
ximal de cﬂv .

Demonstragao. Seja j' : X —X' uma c.S~h.s. de

A

v " Denotemos por f' € %S(X') a continuacgdo S-holomorfa de feﬂv.

De acordo com a proposicao 4.7, cada x € X' define um homomorfismo

continuo X: cﬁv —_ ?c(f) = f'({x). Ainda mais, %(}LOLF)W(LP'(:{))

. . _
para todo M€ E . Portanto, a aplicacgao

3" X' —— MK, V)
X o —_— %

estd bem definida e satisfaz j = 3" e u.P" =

qo i", onde {'.&
o homeomorfismo local de X' em E. Da continuldade

de J" segue que
X BX, V).

Podemos entdac concluir que j

: X —— B(X,V)
& .a c.S~h.s. maximal de A

—

v

4.10 Definigao. Seja X um dominio modelado sobre

E. Definimos

B(X) = {Ve MK R, 5 € tonelado ¥B € .}, pizemos
. )

que X & um S T-domTnio se %S(X) = U {cﬂv; v e Buol.
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L& » - - -
Qualquer dominio metrizavel & um ‘g-.-dom{nlo, por-
tante um $ ‘G -dominio.

Define-se

M@(X) = {h € :r(%s(){)) ;3 h € %(X,\)) para todo
Ve BGx) e existe W € TIE(O)f- sistema fundar—nen’tal de vizinhangas

de zero em E tal que h, € E(X,'\)) para todo a€W, para todo VeT(X) 5

: U/ - - -1
_Para h € J@@(x), h_. = h+¥W = (q_v[v)

25w Da (q_, h+W) onde V é tal que

vV C é(‘X,\J) aberto, h € V, quV & homeomorfismo, qijh_wic—qv(\f) s

para todo V€ G . Logo d%(){ v )(h) > o para todo B GEE s, DPa
3 . -

ra todo Y € G(X).

A familia de todos os conjuntos {h_ja€W}< EI(X,\) Ys
para todo V € G(X) e W como acima é uma base de uma topologia
Hansdorff sobre cﬁf;@(x) tal que q: J%’G(X) —— E & um home.omor'fig
mo local (q = q para todo vV € G(X)). A extensdo de uma fun-

Y ‘ :
gaec £ € ﬂv’ v e G(xX), & dada por

- Cﬁ(y (X) ———r ¢
. G
h pe———> h(f) .

-

-
Seja {_(X) a componente de M’G(X) que contem X .

~Entao E
jX: S ,6(}()

X/ X
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& a ¢.5-h.s. maximal de U{ﬁv; vE G},

4.11 Proposigao. Se X € um § ©-dominio, entlo

D G g (X) & a envoltdria de S-holomorfia de X.

Jx %

Demonstragao. A maximalidade de jX & uma conse-
queéncia da propriedade da interseccdo (ver Schottenloher [1]. Seja
j': X —= X' uma c.S5-h.s. de %S(X)= entio 3' & uma c.S5-h.s. de
" cada ﬂv, v & B(X). De acordo com a proposigaoc 4.9 existe mor-
fismo de dominios modelados j; : X' — ‘E(x,-u ) tal que
o j' para todo V&€ B(X). 3j' & definido por

: Y
3.0 X' x — X € ﬁ(x,v). £ facil ver que a aplicagdo
N ,
3" IX'D X b X € cﬁ’G (X) estd bem definida e € continua (ver dem.
\ © :
prop. 4.9), logo j"(X')c %@(X) e J": X' —— _(5?5()() € um morfis-

o j' , o que completa a prova.

mo de dominios satisfazendo Iy =3



CAPITULO 5

CONVEXIDADE POLINOMIAL

Neste capitulo introduzimos uma Propriedade de apro
ximagao (P.S—A.F# fara estudar a convexidade polinomial. Provamos
alguns teoremas de aproximacac e um resultadc sobre prolongamento
simultaneo de funcgoes S—holomérfas sobre um aberto S-Runge.

Seﬁam E ume.l.c.s. e U um subconjunto aberto nao

vazio de E.

5.1- Definig¢ao. a) Seija A(U) uﬁa familia de fun-
coes definidas sobre U com valores em €.~ A envoltoria A(U)-conve-

xa de um conjunto compacto estrito K de U é definida por

-

K

acuy = (x € g s [F0Ga| < il para toda f '€ §(U)} g

b) Dizemos que U é A(U)-convexo em E se a envoltdria A(U)-
-convexa de tode compacto estrito K de U & precompacta em U, isto

&, existe V vizinhanga de 0 em E tal que KA(U) + Vo U e KA(U) e

precompacto.

5.2 Definigao. a) Dizemos que U & S-Runge em E

- se '§E(E) & denso. em (iés(U), 1506). U e finitamente S-Runge em E

se, para todo subespacgo F de dimensdo finita de E, UNF & Runge em F.

..8-1_
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b) Dizemos que U & finitamente ‘@b(E)-convexo em E ou

finitamente polinomialmente convexo em E se, para todo subespago F

de dimensdo finita de E, UNF & {(F)-convexo em F.

5.3 Definigao. Dizemos que E tem a propriedade da-
S-aproximagao for&e (P.S-A.F.) se existe uma familia ‘§E:de proje-
_goes de E, limitadas sobre os subconjuntos 1imitados de E, de pos-
't§ finito, sendo (u(E))ueE_ filtrante crescente pela inclus&oe&com

a seguinte propriedade:

para todo compacto estrito K de E e toda vizinhan-
¢a V de zero em E; , onde B GIE% é-téi que K C E, e & compacto ai,
existe u €'(§é tal que u(x} - x é V para todo x € K.

Se B & a soma direta de uma sequencia
(Eﬁ)z=o de espagos de Banach com a P.A.F, entao E tem a ?:SfA.F..

5.4 Definigao. ' Dizemos que uma fungao f: U — ¢

é Silva-continua, f € \@SC(U), se para qualquer B & f&E s

. - I . - -
f!UﬂEB € t(UﬂEB),zsto e, f'UﬂEB' UNE; — € & continua.

“FEm um e.1l.c.5. com P.S-A.F. se Eu = Imu, EY = Keru,

para tedo u € (ﬁé » tem-se que. E = E ® £Y (soma direta topoldgica).

A aplicagao identidade de E & aderente a- gE para a topologia - da
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convergencia compacta estrita.

Seja Pg (U) a familia das fungdes plurisubharmdni-

cas Silva-continuas definidas sobre U, denotamos por P u(Ur\Eu)

_ Sc,
o conjunto das fungoes f definidas sobre (U N Eu) & EY por f = gou
onde g € Pg (U NE ). Todo elemento f € Pgo(U) define um elemento

de PSc;u(U N Eu) por g = (fIUIWEu) o u .

Notagoes e resultados analogos saoc obtidos ao se
~substituir PSC(U) por pb(E) ou gSQ(U)'

Se E tem a P.S-A.F., pode~se aproximar uniformemen
te sobre compactos estritos as fungdes Silva-continuas por fungdes

aue dependem de um subespaco de dimensdoc finita.

5.5 Proposigao. Sejam E e.l.c.s. com a P.S~A.F.,
U um subconjunto aberto nac vazio de E e f € gSC(U). Entao, para
todo compacto estrito K de Ue & > 0, existe um elemento'y 1S ’§E

tal que fou € 68 JCUNE DD e ‘|f(.x) - foulx)| < £ para todo

c
x € K. |
Demonstragdo. Se K & um compacto -estrito de U,
existe B € EE tal que K& U N Eqp e & compacto ai. Como f € @S‘C(U)
tem-se que f[Uﬂ.EB e Cwa Ep) e assim £ & uniformemente continua
sobre XK. Logo, dado € > 0, existe vizinhanca V de zero em EBtal

que K+ VC UNE, e se x-x' € V com x,x' € K+V segue que

B
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[f(x) - f(x")]| < &. Por outro lado, como E tem a P.S=A.F., exis
te u € ‘?E tal que u(x)-x € V para todo x € K, o que conduz a

[£(ulx)) - f(x)| : |[foulx) - f(x)| < & para todo x € K.

5.6 Corolario. Se Eé um e.1.c.8. com a P.S-A.F.

tem—~se que:

a) 0 espago u\é)?? pb,u(Eu) e denso em '@b(E) para a topo-

E .
logia da convergeéncia uniforme sobre os compactos estri

tos de U.
b)' Para todo compacto estrito K de E
Koy = (N Ko oy -
%), (E) ue’é’}E @b’u(E)
Demonstracgao. a) Segue 1mediatamente da proposi
gao desde que pb(E) - @SC(E) e @b,u(Eu) a o. conjunto dos

elementos d= forma Po u onde P & um polinomio sobre E, -

b) Segue da parte (a) pois, como \g{é §% NS0 e denso
ue 2 :
E

enl‘gg(E) para a topologla ’Eoe , tem-gse que

X = K (E. = M K .
¥y (E) uké)'? Pb u u ué ?E ?b,u(Eu)
-_E: v ?

0. proximo lema encontra-se em Noverraz [1] .
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5.7 Lema. Sej'a K um compacto de U, Para todo-

u € ?E tal que u(K) ¢ U tem-se:

~ . /\ u
K = u{K) ® E s
PSC ,u(U ﬂEu) PSC(U fl Eu)

ou, equivalentemente,

- ) /\\

u(K , Y = u(K) .
PSc,u(U ﬂEu) PSC(UﬂEu) 3

5.8 Lema. Se K é um compacto estrito de U tem-se
que
K > M K, .
PSC(U) ue ':fE PSc,u(U’un)
uw(Kd)cu
Demons tracao. Se x ,@' KPSC(U) exlste f € PSC(U)
tal que [f(xo)| > ]ffHK . Sejam a = |f(xo)[ - ”f”K e
K' = KU{xO}. Pela proposicao 5.6 existe u € '?E tal que u(K') C W
e [foulx) - £f(x)]| < % para todo x € K'. Segue dal que
. a 2a a
|fou(x0)| > If(xo)l - 3 = ”fHK + D 2 I[_fou”K +-_‘3“‘ ’
ou seja, que x_, K, - .
> o ﬁ( PSc,u(UnEu)
5.9 Teorema. . Se U & um aberto finitamente Runge

de um e.l.c.s. com a P.S-A.F., as condigdes abaixo s3ao equivalentes:
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(1) Ue PSC(U)-convexo.
(2) U e E%S(U)-convexo.
(3) U é ‘QP(E)-convexo.

Demonstracdo. Inicialmente temos que para todo compacto .
estrito K de U, K-%S(U)c K‘G’b(E) s pois @b(E)C 'Si@scu), - e assim
(3) =3 (2) .

Mostremos agora que KPS (uy & ﬁﬂs(U) . Para todo

c
g € E%S(U) temos que g‘UF&EB € fﬂ(UflEB) e assim IglUf\EBle g(Ur)EB)

para todo B € 'ﬁ%:. Se x € RP (y) » existe B_ € . tal que
Sc

x eUNE; , KCU ﬂ'EB e & compacto al, logo
_ o o

!g(x)[f |g{U.nEB (le < ”gIUOEB” K - ”g”l( s
o o]

de onde segue que x € %?ﬂS(U) e fica prevada a implicacao (2)= ).
Para terminar a demonstragac resta provar que, se}
U e PSC(U)—convexo; be(E)cz RPSC(U) , para todo compacto estrito
K de U, Se- U & Py, (U)-convexo, U é P(U)-convexo, de onde segue
{ver hoverraz [jj, cor. 2.3.7) que, para todo subespago F de dimen
siao finita de E, UNF € pseudo convexo e portanto polinomialmente
convexo em F, isto &, ¥ (F)-convexo em F, desde que por hipétese )

de Runge em F. Do teorema de Runge em dimensao finita  segue que
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Rﬁ’(?) ® QP (un ) para todo coﬁpacto K de UNT, e como estamos em
dlmensao finita, KPC(Uf\F) = KP (UNF) ° Segue dal, pelos lemas

5.7 e 5.8 que

- ~ > % u

K > K = ) u(K) e EY =
Pg . (U) ule'af'E Psc,u(UﬂEu) u€ ¥ o PSccunEu)
u(K)c U . w(K)c U
u(K) .@ EY = ) R = X
qu P (E,> ue:ﬁ'}E pb,u(}:u)_ G (E) °
u(K)C(J u{x)c U '

o que nos da a implicagao (3) = (1) .

5.10 Corolario. Se U € finitamente polinomialmen

te convexo em um e.l.c.s. com a P.5-A.F., entdo R? () °~

=KfGS(U) = KPSC(U)'para togo compacto estrite K de U.

Demonstragao. Ver demonstracac do teorema.

1

5.11 Corolario. Se U & PSC(U)-convexo em um e.1.

c.s. com a P.S5-A.F., as seguinte condigoes sao equivalentes:

finitamente S-~Runge

1D

(13 U
(2) U & finitamente polinomialmente convexo.

(3) U e "Pb(E)—conveko:
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Demonstracao. As impliecagoes (1) = (3),(1) =(2)
apareéem na demenstragao do teorema.

E sempre verdade que (3) = (2). Que (2)= (35 se-
gue do corolario 5.10 e que (2) = (1) segue de resultado para di-

mensao finita.

5.12 Observagao. Como em dimensac finita todo
aberto Runge & S-Runge, entdo todo aberto equilibrado em relagde a

um de seus pontos & finitamente Runge.

Em um espago normado E com a P.S-A.F. todo  aberto
finitémente YPb(E)~convexo e pseudo convexo e portanto PSC(U)—con-
vexo (ver Noverraz Eﬁ]? resultades 2.1.5 e 2.3.7), temos assim a
equivalencia entré as condigoes (2) e (3) do corolério 5.11. Este

resultado pode ser generalizado para © caso nac normado.

5.13 Teorema. Seja E um e.l.c.s. pbssuindo um

sistema fundamental de seminormas p tais que E = (E,p)/’_1 pos
. p (0) =

sul a P.$~A.F. Um aberto nao vazio U de E & Ei}(E)—convexo se, e 50

mente se, ¢ finitamente polinomialmente convexo.

Demonstragao. E suficiente mostrar que se U € co

nexc e finitamente polinomialmente convexo ele & ‘EE(E)~convexo pois

a reciproca & evidente se lembrarmos que a condigao "U e finitameg
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te polinomialmente convexo" € equivalente a "para todo compacto

(estrito) K de dimensao finita de U’RQ & compacto em U".
(E)

Se U & finitamente iﬁb(E)—convexo, U & pseudo con-
vexo. Seja p uma seminorma tal que U contem uma p-bola de raio nao

nulo. Consideremos a aplicacao U (E,p) ——* (E,p{/ , Qque &

| p o)
sobre e aberta. Por teorema conhecido (ver Noverraz [1], teor.

2.1.7), temes que U-= u;?cnup(U) e ndoc é& difiecil ver que up(U)

& tambem finitamente f?b(Ep)-convexo. Com efeito, mostrar que Q&U)

¢ finitamente TFb(EP)—convéxq € mostrar que para qualquer subespa-

¢ce vetorial T de dimensao'finita de Ep e para qualgquer compacte K-
n X = ‘ : :

de F up(U), K'@b(F) e compacto. Seja €500 5€  UMA base para F

.= ), < i < . a i -
com e. up(fl), ‘1 < 1 < n, onde f1 , ) fn € E e sao linearmen

L]

te independentes. Seja G o subespago gerado por {f1 se v e fn}. En

tao up(G) = F, up]G & isgmorfismo e (ubie)-1(K) = L € um compacto

-

em G, L UM G, e como U & finitamente §, (E)-convexo, L e
b ®L(6)

compacto. De onde segue o resultade desejado, pois

up(LB,b(G)) = {y = up(x) e F; [P < |lpll, , ¥p ¥ (&)}

-1 _ -1
{y = w60 € Fy [P |7 G| = [PCug |07 ()] <

1A

-4 : .
IPCu i)™ Ml » ¥P € T et = K?biﬁ ,
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e a correspondencia TP£(G) — K;(F)

P +«—— Po (1.19[63‘“‘I

€ biunivoca e linear.

Usando o fato de up(U) ser finitamente'ﬁz(Ep)-con-
vexg prova-se que Vp = interior de up(U) & finitamente polinomial- 
mente convexo em ﬁp a pprtanto xgb(Ep)-convexo em EP s lémbrando
que p € uma norma sobre E, » e como u;1(VP) = U, = interior de U
"em (E,p), segue que se UP é Eab(E)-convexo em (E,p) e portanto em
E, desde que a aplicacao ip: E -+ (E,p) & linear, continua e
i;1(UP) = Up ,» Se coneclui o teorem;: U é a reunido filtrante cres-

cente dos UP e uma reuniao filtrante crescente de abertos‘§L(E)-cqg

vexos & ainda T?b(E)-convexa.

Podemos supor que a topoleogia de E e definida por
uma famflia de normas e transferir a demonstracao de Ep para (E,p).
Mostremcs que Up e f%(E)—convexo. Seja K um compacto de dimensao
finita de U. Existe uma norma p e a > 0 tais gue X + BP(O,a)C:Up z
= interior de U em (E,p). Para todo subespagc F de dimensao finita,

- . i % :* =
contendo K, tem-se: K + Bp(O,a)ﬂ FC:UDFIF UNF e K?bgj Kpbm)ﬂl’
= K . 0 aberto UN F & por hipdtese ¥, (F)-convexo em F e p in~

¥y (E) A b 1
duz uma norma sobre F, segue que (K ¢py + B (0,aNNFLCUNY  pols, em
_ _ LES . P .

dimensdo finita, a passagem a envoltdria polinomial nao diminue a
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p-distancia a fronteira. A inclusao anterior & valida para todo sub

espago I de dimensdo finita contendo K, assim tem-se que

KEE(E) + Bp(O,a)CLU e que K?%(E) + Bp(O,a)C:UP o que prova ser Up

finitamente polincmialmente convexo em (E,p), logo polincomialmente

.
convexo em (E,p) e portanto em E como queriamos.

Da demonstracac acima segue a seguinte

5.14 Proposicgao. Seja‘ E ume.l.c.s., ©sua toﬁo- ?
logia e Z' uma topologia sobre E mais fraca que G . Eﬁtﬁo o inte
rior para ?5' de todo conjunto G -aberto e finitamente pblinomig}
mente -convexo €, se nao for vazig; finitamente polinomialménte con
vexo. Alnda mais,l se o espago E satisfaz as hipoteses do teorema
5.13, o interior, se nao for vazio, de todo conjunto finitamente_

polinomialmente convexo, & T?b(E)-convexo.

5.15 Teorema. (Runge) Um aberto U S-holcocmorfica-
mente convexoc em um e.l.c.s. E com a P.S-A.F. & ‘&%(E)—convexo se,

e somente se, & S-Runge..

Demonstragao. Se U é S-Runge, para tode compacto

| K de U tem-se que KF%(E) = Kfﬁs(U) .
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Reciprocamente, se U & TPb(E) convexo, sejam K< U
compaéto estrito, f € ?%S(U) e &>»D.IExiste B € E%E tal que
Ke U N Ep e e cémpacto di, existe uma Vvizinhanga V de zero em Eg
com K + Vv& U OIEB’e'se x=y € V com x,y € K + V segue gue
TF(x) = £(y)]| < .&;2 . Seja u €"§E tal que u{x) - x é v, VxektuﬂEB
& continua e assim u(K) & cémpacto em U N E  que & EO(EU)—conyexo,
logo, pelc teorema de Runge em dimensao finita, eﬁiste um polino —
mio p sobre E, tal que, ¥ x € u(g), |f(;) - p(x)] < 6/2 . Se D =éou,!

tem-se que |f{x) - P(x)| € |f(x) - fou(x)|{+|foux) - poulx)| para

-todo x € K3 pela .escolha de u, [f{x) - fou(x)| < 8/2 e
[foutx) - pou(x)| € sup If(yj-— p(y) | < €, » o que termina a
yeu(K) '

demonstragio.

5.16 Proposigao.. Para um dominioc U em um e.l.c.

E as seguintes condigdes sao equivalentes:

i) U & pseudo convexo.
ii) U e P(U)-convexo.
Demonstracao. ver Noverra:z [}I, resultados 2.3.6
e 2.2.1 .

5.17 Proposigao. Seja E e.l.c.s. com a P.S-A.T.

e UC E um aberto'pseudo—convexo, finitamente S-Runge. Entao para
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qualquer compacto estrito K de U,

K = K = Ry, = K .
p(y) Pgo (V) Fog (V) Hog (E)

Demonstracao. Obviamente

- -~

X X —K — Kps .
PCUD PSC(U) {{S(U) é&S(E)

e v,

Mosﬁremos‘; agora que K%S:(E)c. KP(U) . Seja Xq

X /Gf ﬁP(U) . Entao existe v e p(u com v(xo) > ?gi}( v(y). Devido a

semi continuidade de v exi_'sté « € SNC(E}, ’YL >0, s >0 tais que,

¥x € K, B (x,2s)c U e viy) < v(xo) -M Ppara y € 'Bm(x,Qs}, lem~

]

brando que Bm(x,r‘) {y € E ; «(x~y) < r}. Como E tem a P.S-A,F.

existe u € (?E com «{u(xl)-x? { s para x € K. Se ¥ = u + Xy = u(xoh
Y satisfaz c:(‘{r’(x)'--- x) <'2 s para x € K, assim ¥(XK}) <o U NF onde -
T = sPan(w(E)),l-e vo ¥(x) < \;'(-xo) - M para todo x € K. Segue que ,.
para w = VIUHF € P(U N Fi, yei?i) w(y)-f v(xoj -Mn 2 vixy) =w(xo).
Consequentemente, X ﬁf W(K)P(U n ry * Como UNF & pseudo convexo e
Runge, existe um polindmio g: F —> € com Ig(xo)l > ||gH?(K) (Horman
der [1] pdg. 53 e 91). Como go¥ € I?b(f:) e [glo‘i’('xo)| =

= |g(x0)! > ||g|!,{,(l<) = Hgo‘PI]K , segue que X, ﬁ( %S(E), o que tez_:s—

mina a demonstragao.

Das proposigoes 5.16 e 5.17 segue que
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5.18 Corolirio. Seja E e.l.c.s. com a P.S-A.F. .
Um aberto UCE pseudo convexo e finitamente S-Runge &€ S-holomorfi-

camente convexo.

5.19 Teorema. Seja E e.l.c.s. com a P.S-A.F. .

Para um subconjunto aberto U de E, as seguintes propriedades sdo

equivalentes:
al U é pseudo convexo e finitamente S-Runge.
b) U é€ S-holomorficamente convexo e S$S—-Runge.
c) U é Pb(E)—co'nvexo.
d) U & finitamente polinomialmente convexo. .

Demonstragao. Que (b) => (e) segue do teorema
5.15, a implicacgao (cj = (d) & trivial, e que (d) => (a) segue dos
resultados para dimensdo finita (ver Hormander (1], pag. 5?).

Mostremos que (a) => (b). De acordb com © cofolérﬁa
5.18 , U & S-holomorficamente convexc, logo & suficiente mostrar
que um conjunto finitamente S-Runge & um opnjunto S-Runge. Sejam
f e ggs(U), £ > 0, K& U compacto estrito e B € JBE tal que
K< UNE; e & compacto af. Pela proposigao 5.5 existe u é C§E tal
que ]]f-fou”K < &/2 .

Seja F = span u(E), portanto dim F < =« . Comec U &



finitamente S-Runge existe um polindmioc g € ¥(F) com I£1yne- gl cxx

< &/, . Assim, gou € W (E) e |lf-goull, < f£-foull, + [fou-goull, <&

5.20 Teorema. Seja E e.l.c.s. com a P.S-A.T. e

com ¥ tal que se u < v, isto &, se E'¢ EY existe w__: E_~E
E > > T ? ) uv’ v u’
projecao continua linear, com Tw OV S ue seja K um compacto estri

to ¥ (E)-convexo (K = K ). Entdo toda funcao S~holomorfa na
b ) T, (E)

vizinhanca de XK &€ aproximada uniformemente sobre X por polinomios.

Para a demonstragao deste teorema necessitamos do

seguinte lema:

5.21 Lema. Fara u, 2 b_&E fixo, tem-se

u (K) = MY u ¢k )
o ue’f}; ) {)b,uch)

-

Demonstracao. Notaremos KLl = K.@ (£ y

o~ b,u "u

= u K)‘P (E ) @ EY . Por hipdtese X = Y Ru , entao
b *u u€ F
u (K)o /7N u_ (X). Reciprocamente, queremos u ()2 /7N u (K). Seja
o} uey o u o ey, © U
E ' : T 2E
xe M u (K ), logo para todo u € (3,}. existe X € K tal que
ue ¥ °ou . v v

X = uO(Xu). Seja u' a projegio sobre EY, paralelamente a E, » isto

g 1

e, u' = IdE - u. Como K & um compacto estrito, existe B € ﬁ?JE tal

gue K< E

g © & compacto al, logo, para todo u € ?E , u(K) € um com
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pacto de E , pois u[EB e continua. Para todo u > u,, seja

-~ /-\
L M
Ky = K, N (uO<V.Su E, @ v'((u(K)?b(Eu))) .

Notemos que se v < u entao Rv D iu . De fato, se t € ﬁu tem-se que
|fou(t.)l < ||fc>u||K , para toda f e‘@b(Eu). Se g e@b(}:v)’
f = ngvu e'ﬁ%(Eu) e ”sgowvu)(u(t))|[5 ”goﬂvu)ouHK , isto &,
f(gov) ()]l < [|gov[[K , 'de onde segue que t € i&v .

Para todo u > u, temos que K; € compacto estrito

desde que
X' (/c\). uy " »)
< (u(K 8 EVYNLE,. & u'(u(Kx) =
u ﬁ%(Eu) u $B<Eu)

o, 6 u' (a(®) ) = O
= u u 1 = u
SNEW W (£ ?, (E)

TN - ' . - . )
e u(K)fch y € compacto de dimensac finita e portanto compacto es-

/\ .
Ll ' Lol -
trito. Para cada u, < v<u temos que E, @ v (u(K)pb(Eu)) e fechado.

. [} - - . -
Segue dai que Ku , para cada u > u_ , e compacto estrito pois e fe

Q

chado, .como intersecgac de fechados, e estd contido em um compacto

» bl 4+  wa ' N - L4 L) ¥
de dimensao finita. Podemos entdo conclulr que a familia O(u{pu
' Q

& uma famflia filtrante decrescente de compactos estritos de E. Te

- ' t '_ r 2 5 '
mos tambem que u>uo Ku'c,K, desde que Kuc.Ku para todo u u, e as
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TN ! N g - X ) = '
Sim u>u, K, & wu K =X, e que u (K ) =u, (K ) para todo u > u_ .

: ' by - - . hyd
De fato, que uo(Ku)CZ uo(Ku) e obvio. Mostremos que‘%ﬁKh)Dtb(Ku):

+ - _ - /-‘\ -~
seja t € Ku , entao u(t) € u(Ku) = U(K)K%(Eu)c'Ku e ul{t) =

v{u(t)) + u(t).- v(u(t)), como v{ult)) € E, e u(t) - v(u(t)) =

o~ '
v'(u(t)) segue que u(t) € E_ 6 v'(u(K)$%(Eu)) para tode u <v<u

1)

portanto que‘u(t) € K& . Agora, t = u(t) + t-u(f), uo(t) =

u (u(t)) + u (t-ult)), e como t-u(t) € Keruc Keru_, u (t-u(t))=0
e uo(t} = uo(u(t)) o que nos gar;nte que uo(ﬁu)<: uo(K;). Deste.mg
do, para todo u € 1% , existe X; e K& tal que uO(X&) = # = u (X ).
- Como (k;) & uma familia filtranté decrescente de Compactos-cuja in
tersecgdo esta contida em K, exigte uma subfamilia de (X&), ainda

' . -
denctada por (Xu), aderente a um pento X de K. Como uO]Kr e conti--

LY i
T 1 .
nua, tem-se gue uc(Xu) —_— uo(X), mas uO(Xu) = X para todo u, de
onde se conclui que u_(X) = x € U (X), o que termina a demonstra —
Qaon.

-Demonstragao. do teorema 5.20. Fixemos X, &> 0, V

vizinhanga de zero e f uma fungao S~holomorfa em K + V. Mostremos

que existe um polindmio P tal que |F({x) = P(x)| < & uniformemente

sobre K.

Pode-se encontrar u, € ?; tal que uO(K)C: K+V e



(1) FF(x) - fouo(x)l < &y, » para todo x € K. u_ &€ esco~—
lhido e fixado tal que uo(K)C: K-+ Ve (uO(Ru)) & uma familia fil-
trante decrescente de compactos estritos (pode-se sempre Supor que
Eug: E, e neste caso temos também que ker u < Ker u,) cuja inter-
secgao e igual a u (X) = UDI(QFB(E)) (vide lema 5.21). Existe en-
tao um u tal que u;(ﬁu)ti-K + V.

Seja f a.funcgio

:((K-I-V)FIE_U“)@(EHGEL[)C:EU———-_*(E ,

] o]

1Hht

(Eu ® (E 8 Eu ) = Eu) » tal que f(x+v) = fouo(x-!-v) = £(x) pa?‘a‘

o u o ]
todo x € (K+V)NE, , para todo v € E 8 E, . Logo, f e (S-) holo
[@] B Q
morfa, pois uOIE" & linear continua com uo(((K+V)(ﬁEuo)@(Eu 2] Euo»
u .

= (K+V)ﬂEu < E, que e de dimensao finita e fI(K+V)ﬁEu e holo-

o) o _ o
morfa e assim f é holomorfa em seu dominio. £ & holomorfa na vizi-

-~ /‘\‘ . —~
nhanca de u(Ku) = u(K)pb(Eu) pols u(Ku)C'.((K-I-V)QEUO)@(EUBEuO) B

lembrando que uo(Ru) < (K+V) N Eu e que, para todo t € Ku , uf{td=
' o
= uo(t) + u(t) - uo(t).

Como u(K ) = u/\l() € um corﬁpacto polinomial —
u P (E D

mente convexo de Eu , pelo teorema para dimensac finita existe um

‘polindmio P sobre E, tal que
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(23 |P(x) - £(x)| < -%—— , para todo x € u(lzu) .

Sejam P = Pou e g = fou . P & o polindmio procurado. Com efeito:

para todo x € Ru_

(3) |P{x) - g{x)] = lﬁ(u(x)) - %(u(x))[ < %% por (2) ;
para todo x € X, [f(x) - P{x)| <« [£f(x) - g(x)| + |g(x) - P(x)| mas’

lg(x) = P(x)] < % por (3) pois K C Ru e |f(x) - g(x)| =

def.%

= [£(x) - fo ulx)|

|£(x) - fo uo(x)! < 8/2' por (1). Assim, pa

ra todo x € K, |[f(x) ~ P(x)| < & como queriadmos .

5.22 Teorema. A todo aberto U conexo S-Runge de
um espago localmente convexo E com a P.S-AF. pode-se associar um

aberto conexc V que possul as seguintes propriedades:

(1} toda fungao S-holomorfa sobre U sé prolonga a V e a apli
cagao Q: ?1"68(\1) —r 'ge’S(U) e uml isomorfismo para a topolo-gia 'Goe
(diz~se que V & um_prolongamento S~holomonfo normal de U). (Ver Cé
pitulo 3)

(2) 'V é maximal rio seguinte sentido: todo prolongamento S--
~holomorfo normal de U contendo V & id@ntico a V.

(3y Q é fjb(E)-convexou

Observemos que a condigdao (3) pode ser enunciado do se

guinte"moc‘l-o: a envoltdria S-normal de U & Pb(E)-convexa.
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Demonstracao. Seja Y o conjunto ordenado pela in
clusdo dos abertos de E que s3o prolongamentos  S-holomorfos
normais de U . Para toda cadeia ordenada (Vm)xeA de elemen-
tos de ¥V, o conjunto‘;ég Vc_é um prolongamento S-holomorfo normal
de U pois todo compacto estrito de UV, esta contido em um V_ que

_ o

& prolongamento normal de @ U. Afirmar que Qi'ﬁ%(V)“*?ﬁgU)
€ um isomorfismo equivale a dizer que a enveltéria éﬁé(V)*convexa
de todo compacto estrite de V est3i contida na envoltSria'ﬁ;‘S(U)-cqr_u1
vexa de um compacto estrito de U. De fato, se @ & isomorfismo para
as topologias %oe 5 dado K€ V compacto estrito existe L< U com-
pacto -estrito tal que Hg_q(f)l& < HfHL , o0 que implica
K cixev; |l e < Il vre 96, (u)}

%5 (V) 3 1R = L 3 y

Pelo lema de Zorn, 0 conjunto Y contem um elemento
maximal V satisfazendo as condicdes (1) e (2) do teorema. Resta pro
var que V & fob(E)—convexo ou, o que & o mesmo, desde que V & S-Run

ge, que & holomorficamente convexc. Se o aberto V nao & ﬁ%é(V)—cog

vexo, existira um compacto estrito K, de V e uma familia (xm)meA em

o~

Koﬁ%S(V) que e aderente a um ponto Xs € C‘V. Reproduzindo a demogi o
tracdo do teorema 2.5 , sendo que agora Y € a identidade vemos que
existe uma vizinhanga equilibrada Vé de zero tal que KO+Vé < V. a

’ '
tal que todo elemento f € fﬂs(v) se prolonga a V = {xo} + v, em
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uma fung3o f. Dois casos podem entao se apresentar:

(1%}  Para toda f as fungdes f e f assumem os mesmos valores
sobre VN V_ , isto €, o prolongamento & univalente. Vamos entio
mostrar que V U ({xo} +.-1— V;) & um prolongamento S-holomorfo nor-
mal de V, o que contradiz a maximalidade de V. Com efeito, -seja
K¢Cc vy ({xo} + -&— V.(;) » K compacto estrito, entao podemos escrever
K< K, U({xo} + K,)y onde K, & um compacto estrito de V e X, um
compacto estrito equilibrado (em relagao a 0) tal que
Ix o+ K, C—({xo} + _1':" Vc:)' com K, + 2 X, compacto eétritc_) de V.
Passamos é_demonstrar a seguinte afirmacao:

. -ﬁ\-“‘ h
{x )} + K, (K, + 2 K2)5€S(V) . ‘

Tgmos que %S(V) e ‘§6ch UVO) se correspondem biu-
nivocamente. Para cada f € §&S(V) tomemos g € 'ﬁ%(VlJVO) tal que

gIV = f 3 glv = %’ glvnvo = f = f . COmO
&

N

—'—-'-'--“-‘-‘-..“‘.
Rer2 Ky) g vuvy™ (€ VUTy 5 leGol s el 4y o Vo8 %, (vuv )

= {x evuvV, ;5 g ¢ “.f”Ko"z K, ° ¥y f e ’SGSCV)} E

queremos mostrar que para todo k € K, , |glxg + k)] < ||fHKO+2 K,’

para toda f € §£ (V). Para cada x € K s bara cada k € K2
. 3 . O'%S(V)

(1) [ @ gk < sup | oy 4% (K]
n- tex



-R2~

< sup 1 jp\l , gltak) 4

teK 2m A0+

1

. - |I£1 e
e Ko + 2 K2

1A

Como x, — X, , a partir de um certo indice «_ temos que

Xe = Xg e +§— V; , € como, para todo k € K2 v X + K = x_ - X +

+ X, + k, segue que x,_ + k € {xo} + V;', onde g &€ S-holomorfa. En-

tao g(x,_  + k) — g(xo + k), e como

; . 1 4n ; 1 =n
g(xm + k) = ngo T d g()sx)k 5 |g(x“ + k)_l < ngol—_ﬁ"!‘ d g(xm)k[ s -
» 1 =n .
segue que [g(x  + k)< ) [_HT d'glx_Yk| e por (1)
. n>0 *
lgtx_ + k)] < 1 — £l = 2l £l . Usando este resul
0 n>o o0 Ko+2.K2 KO+2 K2 =

tado para gn € ﬁ@S(VlJVb), extraindo a raiz n~ésima e passando ao
limite, com n— « , obtemos |g(xO + k)| < ”fHKO+2 K, > como queria

mos .

Agora, como KC;K1LJ({XO} + K,) segue que

'_._._______..‘-k________‘—-' . _
KEK UK + 2 K g vy @ lele el o vaxpy =

T =
= Lf'k1tr{Ko+2 K,) o0 que prova que a envoltdria

-'?ﬂs(v + ({x )} + #%— V;))~convexa de qualquer compacto estrito de
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VU ({xo} + —1— V;) esta contida na envoltdria %S(VJ-convexa de um

compacto estrito de V, isto &, que VU x ) + —%— V;) & prolonga-
mento S-holomorfo normal de V e portante prolongamento S-holomorfo

normal de U, o que contradiz a maximalidade de V.

(29) Se, para uma fungao £ e‘ﬂ%(vn, existe § e vV tal que
£(5) # E(z) coﬁstréi-se a superficie de Riemann de f acima de U e
nota-se'por 31 o} Ponto, na segunda folha, correspondente a ‘§.

Escolhemos uma vizinhanga W, convexa, equilibrada
de zero em E tal que: QWCLVé s Wy = WNEy , ![fHK0+2 Wy < ® , onde
B € E%E e tal que K C VAE; , K, © VNEg e = compaéto al.

O Hg (V) _
Entdo para todo = € A, para todo z € WB_i

[—lT a® f(x_>z| < sup] —17 a f(t)z]
Ti. o - n
: teXx
o
1 f{t + Az)
= SUp |e—r J INE F AZ) g
+eX 2Tl ]K |=2 An'i"‘|
o
. <Ll 4oy <t
20 o B
assim ) —%T an f{x )z define uma fungao f que & holomorfa em
n>0 ) )
X, *+ Wg , para todo = € A, e como isto & verdade para todo B € @E
- Temos que fé S-holomorfa em x, + W, para tode = € A, f|V = Flx) =

= L @™ Fx ) (x - x)

nzo Ne.
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Como V &€ S-Runge, existe uma rede de polinomios

) tal que P, —5—— f em V, assim (f—PB)(E) —= 0, pois tTev,

(P
8 B Toe
Como f1 € x + Vé » existe = tal que f1 € x_ + W e temos que
x5y - 1 angc
(F - PB)(§1> = ] -4 (f—PB)(xa)(§1~x¢),.

n>0

15 S N ' 3 ‘
I dMCE-P (2,0 (E=x )| < sup [y dMe-p ) (0 (F- w0

teKo
. (£- ) (ter(E x_))
= sup 1 T ‘[ = - dA :
teK A | =2 A | :
L ' b3
< —f Sup -](?E—PB)('U»A( 1—xm))f )
2 tEKO .
n 122 -
L =K, + {l(§1—xm); Al = 2} & um compacto.estrito de V,
(1) [ - PGS )] = [(E - P 0] <2 ﬁgglcf - PO .
Como (f - PB)(y) — 0, segue de (1) gue (f - PB)(§1) — 0. Por

outre lado, como 05 polinomios sao funcdes inteiras, tem-se que

PB(E) = PB(§1) para todo. B8, de onde segue gque f(g) = %(?) e retor

namos ac caso descrito em (1%), o que termina a demonstragao do

teorema.
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