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Resumo

Nesta dissertacao estudamos cotas para o nimero de pontos racionais de curvas definidas sobre

corpos finitos tendo como ponto de partida a teoria de Stohr-Voloch.
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Abstract

In this work we study upper bounds on the number of rational points of curves over finite fields by

using the Stohr-Voloch theory.
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Introducao

O problema de contar pontos racionais de curvas definidas sobre corpos finitos tem importancia
nas mais diversas areas da tecnologia. Por exemplo, a qualidade dos c6digos geométricos depende
da quantidade de pontos racionais da curva sobre a qual os c6digos sao construidos. A relagao entre
tais c6digos e curvas algébricas é consequéncia de uma construgao introduzida pelo matematico V.D.
Goppa em 1977 [11]. Esta construc¢ao permite definir cédigos com bons parametros a partir de curvas

definidas sobre corpos finitos e com muitos pontos racionais.

Para obter Cédigos de Goppa com uma boa relacao entre seus pardmetros relativos, é necessario que
a razao entre o nimero N de pontos racionais e o género g da curva, sobre a qual o cédigo é construido,

seja a maior possivel, ou seja, a qualidade do cédigo aumenta conforme a proporgao

N

g

Esta é a motivacao principal desta dissertagao.

A construcao de Cédigos de Goppa a partir de curvas algébricas estabelece uma relacdo entre
duas diferentes dreas da matemédtica — teoria de codigos (aplicada) e geometria algébrica (pura) — e
providencia uma motivacdo para o estudo dos pontos racionais de tais curvas que, despistando esta
motivagao, é também um interessante problema matematico. A questao — descrever propriedades

aritméticas de curvas em termos de propriedades geométricas — é o que orienta a pesquisa realizada.

Seja X uma curva nao-singular, de género g e definida sobre um corpo finito com ¢ elementos. Para
estudar valores quantitativos sobre o nimero N de pontos racionais de X, é conveniente considerar a

funcao complexa

CX(S) — Z q—s-deg(D)’
D

onde D percorre os divisores efetivos de X. Em 1948, Weil [28] demonstrou que os zeros desta fungao
estao sobre a reta Re(s) = 1/2. Este importante resultado tem como consequéncia a seguinte estima-
tiva:

IN — (¢ +1)| < 29"/,
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onde g é género desta curva. Em particular,
N < (qg+1)+2gq¢"2

Existem curvas que atingem a cota acima, sao as chamadas curvas mazimais. Quando isto nao ocorre,

surge o problema de saber sobre quais condicbes esta estimativa pode ser melhorada.

Em [26], Stohr e Voloch estudam um método para abordar este problema de uma maneira mais geral.
A técnica desenvolvida tem como ponto de partida o seguinte: define-se um morfismo ¢ de X' em algum
espago projetivo e estuda-se o conjunto dos pontos P € X tais que a imagem de ¢(P), via a aplicagao
de Frobenius, pertence ao hiperplano osculador de P. A partir disto, é possivel obter uma cota para o
numero de pontos racionais de X que depende de ¢, de g, da dimensao do espaco projetivo ambiente
e do morfismo que aplica X neste espago. Com uma escolha apropriada do morfismo é possivel obter

a estimativa de Weil, em algumas circunstancias é possivel também melhoré-la.

Nesta dissertagao, iremos abordar o problema de contar pontos racionais de curvas algébricas usando
a teoria de Stohr-Voloch. Iremos obter diversas propriedades aritméticas e geométricas, e algumas delas

irao auxiliar na caracterizacao de certas curvas.

Agora apresentaremos uma descricao de cada capitulo desta dissertacao ressaltando os principais

resultados.

No primeiro capitulo, fixaremos as notagoes e os principais resultados obtidos da teoria de variedades
algébricas para o caso particular de curvas algébricas. E um capitulo de referéncia podendo ser omitido

pelo leitor que seja familiarizado com conceitos introdutérios de geometria algébrica.

No segundo capitulo, iremos descrever uma correspondéncia entre morfismos de curvas em espacos
projetivos e familias de divisores efetivos (i.e. séries lineares). Estudaremos as principais propriedades
destas familias e como elas se relacionam com espacos osculadores. Tais espacos sao generalizacGes de

retas tangentes de curvas planas para dimensoes superiores.

No terceiro capitulo, iremos utilizar o método de Stohr-Voloch para obter uma cota para o nimero
de pontos de uma curva X' que satisfazem certas propriedades. O teorema de Stohr-Voloch (teo.2.13

[26]) sera demonstrado como um caso particular.

No quarto capitulo, iremos definir a funcdo Zeta sobre uma curva algébrica, enunciar algumas
propriedades e usar a teoria de Stohr-Voloch para demonstrar o teorema de Hasse-Weil, que é a
hip6tese de Riemann para curvas algébricas sobre corpos finitos. Como consequéncia, iremos obter o
teorema de Serre. Este teorema fornece a melhor estimativa para o ntimero de pontos racionais de

uma curva quando esta é genérica.

No quinto capitulo, aplicaremos os resultados obtidos em curvas maximais. Em particular, podere-
mos concluir algumas propriedades aritméticas e geométricas de tais curvas. Aqui iremos obter uma

importante caracterizacao da curva Hermitiana.



Encerraremos a dissertacao com dois apéndices. No primeiro enunciamos algumas definicoes e
resultados classicos da teoria de corpos de funcoes, os quais sao utilizados sem maiores comentarios ao
longo do texto. No segundo, fornecemos algumas propriedades relevantes da aplicacdo de Frobenius
sobre curvas definidas sobre corpos finitos. Tal aplicagdo caracteriza os pontos racionais da curva como

sendo seus pontos fixos, portanto é uma das principais ferramentas para contar pontos.
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Capitulo 1

Geometria das Curvas Algébricas

Neste capitulo pretendemos fixar as notagoes e enunciar os principais resultados sobre a geometria
das curvas algébricas, os quais serao utilizados ao longo de toda esta dissertacao. Este é na verdade um
capitulo de referéncia e pode naturalmente ser omitido pelo leitor que seja familiarizado com conceitos
introdutérios de Geometria Algébrica. Caso contrario, os livros [2], [6], [12] e os capitulos introdutérios

de [23] e [24] sao as referéncias indicadas.

1.1 Variedades Algébricas

Em toda esta dissertacao usaremos as notagoes

k um corpo perfeito.

k um fecho algébrico de k
Gal(k/k) o grupo de Galois da extensao k/k.

Seja A™ o conjunto de todas as n-tiplas com coeficientes em k. Um conjunto algébrico afim V é
um conjunto formado por pontos de A" que sao zeros de todos os polinémios de algum ideal I C
k[X1,...,X,). O ideal de um conjunto algébrico afim V é o ideal Iy gerado por todos os polindémios
que se anulam em V. Uma wvariedade afim é um conjunto algébrico afim V tal que I, é um ideal primo.
Uma variedade afim V' é definida sobre k se Iy pode ser gerado por polindémios em k[X1,...,X,]. O

anel de coordenadas afim de uma variedade afim V' é definido por
k[V] = k[Xl, e ,Xn]/IV

Um elemento tipico de k[V] é da forma f = F' + Iy, onde F € k[X1,...,X,], logo define uma funcao
f:V — k dada por
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O anel k[V] é um dominio de integridade e seu corpo quociente, denotado por k(V'), é o conjunto das
fracoes dos elementos de k[V]. Os elementos de k(V') sao chamados fungdes racionais de V. Por esta
razao, o corpo k(V') é chamado corpo das fungoes racionais de V. Um elemento tipico de k(V') é uma
funcao racional f = g/h, onde g,h € k[V] e h # 0. Note que um elemento f € k(V) é uma fungao
f:V — k dada por

F(P) = g(P)/h(P),

que é bem definida em todo ponto P € V tal que h(P) # 0. Em termos de polinomios, a fungao racional

f pode ser escrita na forma f = G/H onde G, H sdo polinémios em k[X7, ..., X,]| que satisfazem:
(i) H & Iv;
(ii) G/H e G'/H' sao identificados se, e somente se, HG' — H'G € Iy.
Seja V uma variedade afim definida sobre k. O corpo k(V') é definido similarmente substituindo k
por k na construcdo acima. O corpo k(V) é caracterizado como sendo o subconjunto fixo pela acdo

do grupo de Galois Gal(k/k) sobre k(V). ! A dimensdo de V, denotada por dim(V), é o grau de

transcendéncia da extensdo k(V)/k.

O teorema da base de Hilbert ([3], teo.7.5) afirma que qualquer ideal de polinomios é finitamente
gerado. Em particular, qualquer conjunto algébrico pode ser escrito como o conjunto de zeros em

comum de um numero finito de polinémios. Suponha que a variedade afim V é definida pelas equagoes

Fl(Xl,,Xn)::Fm(Xb?Xn):O

Um ponto P € V é nao-singular em V', se a matriz (g;;i_ (P)), chamada matriz Jacobiana da variedade
J

afim V' no ponto P, tem posto n — dim(V). A variedade afim é ndo-singular se todo ponto for

nao-singular.

Seja P um ponto na variedade afim V. Uma funcio racional f € k(V) é reqular em P se existe uma
representacao f = g/h tal que h(P) # 0. O anel local de V em P é o anel Op(V') de todas as fungoes
racionais de V que sao regulares em P. Este é de fato um anel local, logo admite um tnico ideal
maximal, a saber, o ideal Mp(V') de todas as fungoes de Op(V') que se anulam em P. Um elemento

tipico de Mp(V) é da forma f = g/h com h(P) # 0 e g(P) = 0.

Seja P™ o conjunto de todas as retas que passam pela origem de A", Um ponto P = (ag : ... :
ap) € P" é a reta que passa pela origem e por (ao,...,a,). As coordenadas ay,...,a, sdo chamadas
coordenadas homogéneas de P. Para estudar conjuntos em P" que sao zeros de equacoes polinomiais,

devemos considerar polinomios homogéneos de k[Xg, ..., X,]. De fato, um polinémio homogéneo F de

!Se F' é um polinémio em k[Xo, ..., X,] entdo o grupo de Galois Gal(k/k) age em F sobre os seus coeficientes. Deste
modo, se V é uma, variedade afim definida sobre k, entdo o ideal Iy é fixo por Gal(k/k). Em particular, existe uma acéo
bem definida de Gal(k/k) sobre k(V).
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grau d satisfaz a equacgao
F(Xao, ..., \a,) = XF(ag,...,a,) ¥ Xé€k\{0},

portanto faz sentido considerar os pontos P = (ag : ... : ap) € P" tais que F(ag,...,a,) = 0. Um
conjunto algébrico projetivo V é um conjunto formado por pontos de P" que sao zeros de todos os
polinémios de algum ideal homogéneo? I C k[Xy, ..., X,]. O ideal de um conjunto algébrico projetivo
é o ideal Iy gerado por todos os polindmios homogéneos que se anulam em V. Uma variedade projetiva
é um conjunto algébrico projetivo V tal que Iy, é um ideal primo. Uma variedade projetiva V é definida
sobre k se Iy pode ser gerado por polinémios homogéneos em k[Xo, ..., X,]. O anel de coordenadas

homogéneas de uma variedade projetiva V' é definido por
S[V] = ]{?[Xo, oo ,Xn]/Iv.

Em contraste com o caso afim, os elementos de S[V] nao definem fungdes sobre a variedade projetiva
V. Contudo, o quociente g/h, onde g,h € S[V] sao elementos que podem ser representados por
polinémios homogéneos de mesmo grau, sao fungoes sobre V bem definidas. De fato, se g e h podem

ser representados pelos polindomios homogéneos G e H, respectivamente, ambos de grau d, entao

G(AXo,...,AX,)  MNG(Xo,...,Xn)  G(Xo,...,Xn)

H(\Xo,...,2\X,) MNH(Xo,...,X,) H(Xo,...,Xn)
logo a funcdo f : V — k dada por
f(P):=g(P)/h(P),
é bem definida em todo ponto P € V tal que h(P) # 0. Uma tal funcao é chamada funcao racional
de V. O corpo das fungées racionais de uma variedade projetiva V', denotado por k(V'), é o conjunto

de todas as fungoes racionais sobre V. Em termos de polinémios, a funcao racional f pode ser escrita

na forma f = G/H onde G, H sao polindémios em k[Xy, ..., X,] que satisfazem:
() H ¢ Iv;

(i) G e H sao homogéneos de mesmo grau;

(ii) G/H e G'/H' sdo identificados se, e somente se, FG' — F'G € Iy.

Seja P um ponto na variedade projetiva V. Uma funcao racional f € k(V) é reqular em P se existe
uma representagao f = g/h tal que h(P) # 0. O anel local de V é o anel Op (V) de todas as fungoes
racionais de V' que sao regulares em P. Este é de fato um anel local, logo admite um tnico ideal
maximal, a saber, o ideal Mp (V') de todas as fungdes em Op (V') que se anulam em P. Um elemento

tipico de Mp(V') é da forma f = g/h com h(P) # 0 e g(P) = 0.

Como no caso afim, a dimensio da variedade projetiva V, denotada por dim(V), é o grau de

transcendéncia da extensdo k(V)/k.

2Um ideal é chamado homogéneo se pode ser gerado por polinémios homogéneos.
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Note que para cada 0 < ¢ < n existe uma decomposicao P" = A% U IP’Z‘_l onde A é o conjunto
obtido de P" tomando a i-ésima coordenada igual a 1 e IP’?_l é o conjunto obtido de P" tomando a
i-ésima coordenada igual a 0. Deste modo, para cada variedade projetiva V', podemos considerar a
decomposicao

V=(VNAH) UV NP,

para algum ¢ fixo. O conjunto V N A? é uma variedade afim chamada parte afim de Ve V N IP’?_I éo

conjunto dos pontos no infinito de V.

Seja P um ponto da variedade projetiva V. O ponto P é nao-singular em V| se existe i tal que P
¢ um ponto nao-singular da variedade afim V N A?. A variedade projetiva V' é nao-singular se todo

ponto for nao-singular.

Dada uma variedade afim V', considere as n 4 1 inclusoes em P" dadas por
VCA" —P" (a1,...,ap)— (a1:...:a;—1:1:a;:...:ap).

O fecho projetivo de uma variedade afim V é a variedade projetiva V tal que os polinémios homogéneos
em Iy se anulam na imagem de V' via a aplicacao acima. Note que Iy é o conjunto dos polinémios

F*(Xo,...,X,) € k[Xo,...,X,] tais que
* deg(F)
F (Xo,...,Xn) = Xz F(Xo/XZ,,Xn/Xz)
e F' € Iy. O polinémio F* é a homogeneizag¢ao do polindomio F.
Exemplo 1.1.1 Seja V' a variedade afim definida pelo polinémio
F(X,Y)=Y?+Y - X% c F;[X,Y].
O fecho projetivo de V € a variedade projetiva V definida pelo polinémio homogéneo

G(X,Y,2)=Y*2"+Y7% - X° e F;[X,Y, Z].

Note que G € a homogeneizacdo de F. Os pontos afins de V sdo os pontos (a : b : 1) tais que
G(a:b:1) =0, logo sdo tais que b*> +b = a”. Os pontos no infinito de V sdo os pontos (a : b:0) tais
que G(a:b:0) =0, logo sio tais que b-0?+b-0=a’. Portanto (0:1:0) € o wnico ponto no infinito

de V. Note que este é um ponto singular da variedade V.

1.2 Curvas Projetivas

Apds o preludio da secdo anterior ja estamos em condicoes de definir o principal objeto desta

dissertacao.
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Definicao 1.2.1 Uma curva algébrica projetiva , ou simplesmente uma curva, € uma variedade
projetiva X de dimensdo 1, ou seja, existe f € k(X) transcendente sobre k tal que k(X) é uma extensdo

algébrica e finita de k(f). Uma curva plana é uma curva X contida em P2.

Proposicao 1.2.2 Um ponto P € X ¢é nao-singular se, e somente se, Op(X) é um dominio de

valorizacao discreta.
Demonstragdo: Em [23], veja (1.1.7, pag.9), (IL.1.1, pag. 21) e (exer.2.1, pag. 42).

0

Definicao 1.2.3 Seja X uma curva e seja P € X um ponto nao-singular. A wvaloriza¢do sobre

Op(X) é dada por

vp: Op(X) —{0,1,2,...,} U{oo},
vp(f) == maz{d € Ny ; f € Mp(X)?}.

Definindo vp(f/g) == vp(f) —vp(g), vp pode ser naturalmente estendida para k(X). Um pardmetro

local de P é uma funcdo racional t € k(X) tal que vp(t) = 1.

O parametro local ¢ € k(X) do ponto P dado na definicio é o gerador do ideal Mp(X). Em
particular, todo elemento f € k(X)* pode ser escrito na forma f = t"u onde t é um parametro local
de P, u € Op(X)* e n =vp(f). As principais propriedades da valorizagao vp sao
(a) vp(a) = 0 para todo a € k*,

)

(b) vp(fg) = vp(f) +vp(9),

(c) vp(t) = 1 sempre que ¢ for um parametro local para P e

(d) vp(f +g) > min{vp(f),vp(g)} com igualdade sempre que vp(f) # vp(g).

Esta ultima propriedade chama-se desigualdade triangular estrita. A valorizagdo vp determina

completamente o anel local Op(X) e seu ideal maximal Mp(&X'). De fato,

Op(X) = {f€k(X); vp(f) =0},
Op(X) = {f€k(X); vp(f)=0}e
Mp(X) = {f€k(X); vp(f)>0}.
O numero vp(f) é chamado ordem de f em P. Se vp(f) =m < 0 entdo P é chamado pdlo de ordem

m de f. Se vp(f) = m > 0 entdo P é chamado zero de ordem m de f. Para maiores detalhes sobre

anéis locais e valorizacOes consulte o apéndice A e as referéncias que 14 estao indicadas.
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Proposigao 1.2.4 Se f é uma funcdo racional em k(X) entio f admite apenas um niimero finito de

zeros e de polos. Mais ainda, se f nao tem pdlos entio f € k.

Demonstragao: Para ver este resultado em termos de variedades veja ([12], I1.6.1, pag.131) ou ([22],

pag.153). Em termos de corpos de funcoes veja ([25], 1.3.4, pag.14) ou ([20], pag.47).
U

Agora suponha que X é definida sobre k. Um elemento x € k(X') é chamado elemento de separa¢ao
de k(X) sobre k se a extensao k(X')/k(x) é finita e separavel. O préximo teorema resume as principais

propriedades dos elementos de separagao.

Teorema 1.2.5 Seja X uma curva ndo-singular definida sobre o corpo k cuja caracteristica € p.
(a) Sempre existem elementos de separagdo de k(X) sobre k.
(b) Um elemento z € k(X) € separdvel se, e somente se, z ¢ k(X )P.

(c) Um elemento z € k(X) € separdvel sempre que a caracteristica p de k nao divide vp(z) para algum

ponto P € X.

(d) Pardametros locais sempre serdo elementos de separa¢ao.

Demonstracao: Estes sao resultados conhecidos da teoria de corpos de fungoes em uma variavel, veja
([25], I11.9.5, pag.128). Note que (c) implica (d) uma vez que vp(t) = 1 sempre que ¢ é um parametro
local de P.

0

Teorema 1.2.6 Seja X uma curva definida sobre k e seja P € X um ponto nao-singular com um
parametro local t € k(X), entdo todo elemento f € k(X) admite uma inica representacdo da forma

[o.¢]
]”ZE:astS com meEZ e a;€k.

sS=m
Ainda mais, se (¢;)i>n € uma sequéncia em k entdo

e}

UP(Z cst®) = min{s ; cs # 0}.

s=n
Demonstragdo: Sobre séries de poténcias em termos de variedades arbitrarias veja ([22], pag.101),
somente em termos de curvas veja ([6], pag.49) e em termos de corpos de fungoes veja ([10], pag.22)

ou ([25], pag.143).

A representacao do elemento f dada no teorema é chamada expansdo local de f em P.
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1.3 DMorfismos entre Curvas

Tendo definido curvas algébricas, precisamos definir aplicacoes entre elas. O que faremos nesta segao

é definir morfismos entre curvas e estabelecer quais informacgoes sdo invariantes por estes morfismos.

Definigao 1.3.1 Seja X uma curva. Uma aplicagao racional ¢ : X — P™ € dada por uma n-ipla
(fo:...: fn) de elementos de k(X) tal que (fo:...: fn) €(go: ...: gn) definem a mesma aplicagdo
racional se, e somente se, eviste h € k(X)* tal que g; = hf;. Se X' é uma curva em P™, uma
aplicagdo racional ¢ : X — X' € justamente uma aplicagdo racional ¢ : X — P™ com ¢(P) € X’
para todo P. A aplicagio ¢ € definida sobre k se existe uma representag¢iao ¢ = (fo:...: fn) tal que

fO?"'afn € k(‘){)

Definigcao 1.3.2 Seja P € X. Uma aplicagdo racional ¢ : X — P" € regular em P se existe uma
representacdo ¢ = (fo : ... : fn) onde cada f; € Op(X) e existe j tal que f;(P) # 0. Um morfismo

¢: X — X' € uma aplicacdo racional que é reqular em todo ponto. Um isomorfismo ¢ : X — X' ¢

um morfismo que admite um morfismo inverso ¢ : X' — X.

Se as funcoes fy, ..., fn que definem o morfismo ¢ formam um conjunto linearmente independente,
entao ¢ é chamado de morfismo nao-degenerado. Isto significa que a imagem de X via ¢ nao esta

contida em nenhum hiperplano de P”. Daqui para frente ¢ serd sempre um morfismo nao-degenerado.

Teorema 1.3.3 Seja P € X um ponto ndao-singular. Se ¢ : X — P™ € uma aplica¢do racional entdo

¢ € reqular em P. Em particular, se X € nao-singular entdo ¢ é um morfismo.

Demonstracdo: Suponha ¢ = (fo:...: f,) com f; € k(X) e seja t um parametro local de P. Uma
vez que P é nao singular, Op(&X’) é um dominio de valorizagao discreta e portanto podemos considerar
o nimero ep := —min{vp(f;) ; 0 <i <n}. Note que vp(t°F f;) > 0 para todo i e que existe j tal que
vp(t°P f;) = 0, logo t°F f; é regular para todo i e t°F f;(P) # 0 para algum j. Portanto ¢ é regular em
P.

0

Teorema 1.3.4 Imagens de curvas projetivas por morfismos sao também curvas projetivas. Se ¢ :

X — X' € um morfismo entre curvas ndo-singulares, entao ¢ é sobrejetivo ou é constante.

Demonstragao: A primeira parte deste teorema é na verdade um caso particular de um resultado

mais geral que afirma que a imagem de qualquer variedade projetiva por morfismos é ainda uma
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variedade projetiva, veja ([22], pag.57). Este resultado nao vale em geral para variedades afins, veja
([23], pag.17). Para ver que morfismos nao constantes entre curvas é sempre sobrejetivo consulte

(122],5.3.4, pag.61).
0

Exemplo 1.3.5 Seja X uma curva definida sobre k e seja f € k(X). Entio f induz a sequinte

aplicacio racional de X em P':

(Z)f X — P!
(f(P):1) se f € reqular em P

! { (1:0) se f tem um pdlo em P.

Sejam X e X’ curvas definidas sobre k. Entao cada aplicagao racional nao constante ¢ : X — X/,
definida sobre k, induz um k-homomorfismo injetor
¢" o k(X)) — k(X)
o*f— foo.

A aplicagao ¢* é chamada de pull-back de ¢ induzido em k(X’). O préximo teorema resume as

principais propriedades desta aplicacao.

Teorema 1.3.6 Sejam X e X’ curvas definidas sobre k.
(a) Se ¢ : X — X' € um morfismo definido sobre k, entdao k(X) é uma extensdo finita de ¢*k(X’).

(b) Seja v : k(X'") — k(X) um k-homomorfismo injetor, entao existe um inico morfismo nao constante
¢: X' — X, definido sobre k, tal que ¢* = .
(c) Seja K um subcorpo de k(X) tal que o indice [k(X) : K| € finito. Entao existe uma tinica curva

nao-singular X' (inica a menos de isomorfismo), definida sobre k, e um morfismo ndo constante

¢ X — X', definida sobre k, tal que ¢*k(X') = K.
Demonstragao: Veja ([23], 11.2.4, pag. 25).
O

Definicao 1.3.7 Seja ¢ : X — X’ um morfismo de curvas definido sobre k. O grau do morfismo ¢
é o numero deg(¢) = [k(X) : ¢*k(X")]. O morfismo ¢ € birracional se deg(¢p) = 1. O morfismo
¢é separdvel se a extensio k(X)/d*k(X') é separdvel. O grau de separabilidade do morfismo ¢,

denotado por degs(p), € o grau de separabilidade desta extensao.
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Teorema 1.3.8 Um morfismo birracional entre curvas nao-singulares é um isomorfismo. Qualquer

curva € birracional a uma Unica curva ndo-singular (unica a menos de isomorfismo).
Demonstragdo: Veja ([24], A.4.1.3-A.4.1.4, pag. 69-70).
O

Definigao 1.3.9 Seja ¢ : X — X' um morfismo entre curvas nao-singulares e seja t um pardmetro

local de ¢(P) em k(X'). O inteiro positivo

ep(P) :=vp(¢7(1)),

onde ¢* € o pull-back de ¢ induzido em k(X'), é chamado indice de ramifica¢do de ¢ em P. Se

es(P) =1 entao ¢ € nao-ramificado em P, caso contrdrio ¢ é ramificado em P.

Nao é diffcil verificar que o niimero es(P) nao depende do parametro local t de ¢(P) em k(X’). Note

também que para cada ponto P € X e para cada f € k(X’) vale
vp(¢*f) = ey (P)vgpy(f)-

Teorema 1.3.10 Seja ¢ : X — X’ um morfismo nao-constante entre curvas ndao-singulares.

(a) Para todo Q € X',

Y ey(P) = deg(e).
Pegp~1(Q)

(b) Vale a igualdade
#0~(Q) = degs(¢)

para quase todo Q € X', ou seja, a menos de um nimero finito de pontos de X'.

(c) Seja 1p: X' — X" um outro morfismo nao-constante. Entdo para cada P € X,
eyog(P) = eg(P)ey(o(P)).

Demonstragao: Veja ([23], 2.6, pag. 28).

3De fato, escolha um parametro local ¢ de ¢(P) e escreva f = t"u com u € Ou(py(X')*, agora aplique ¢* em t"u e

note que n = vg(p)(f) e vr(¢™(u)) = 0.
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Corolério 1.3.11 Seja ¢ : X — X' um morfismo nao-constante entre curvas nao-singulares e seja Q €
X'. Entdo ¢ é ndao-ramificado nos pontos da fibra ¢~1(Q) se, e somente se, #¢ 1 (Q) = deg(¢). Em

particular, se ¢ € separdvel entdo existe apenas um numero finito de pontos de X que sao ramificados

por .

Demonstracdo: Pelo item (a) do teorema (1.3.10), #¢1(Q) = deg(¢) é equivalente a

Y eo(P)=#671(Q).
Pe¢p~1(Q)
Isto ocorre se, e somente se, e,(P) = 1 para todo P € ¢~1(Q). Se ¢ ¢ separdvel entdo deg(¢) = degs(¢)
e portanto existe apenas um nimero finito de pontos Q € X’ tais que #¢~1(Q) # deg(¢) (item (b), teo.
(1.3.10)). Pela primeira parte deste coroldrio, cada ponto ramificado por ¢ estd em uma destas fibras,

as quais sao sempre finitas, logo existe apenas um numero finito de pontos em X que sao ramificados

por ¢.

1.4 Divisores sobre Curvas
Para esta secao, a palavra curva significa curva algébrica, projetiva, nao-singular e irredutivel.

Definicao 1.4.1 Seja X uma curva. O grupo de divisores de X ¢é o grupo abeliano livre Div(X)
gerado por todos os pontos de X. Um divisor é um elemento deste grupo da forma D =) pnpP onde
np € nulo quase sempre. O suporte de D € o conjunto supp(D) de todos os pontos P € X tais que
np # 0. O divisor D € efetivo se np > 0 para todo P. O graw de D € o nimero deg(D) := ) pnp.
O divisor D € definido sobre k se for invariante pela acdo do grupo de Galois Gal(k/k) .

A notacao D > 0 sera usada para indicar que o divisor D é efetivo e a notacao D > D’ serd usada
para indicar que o divisor D — D’ é efetivo. E conveniente estender valorizacgoes para o conjunto dos
divisores de X'. Para cada ponto @) € X e cada divisor D = ) pnpP defina vg(D) := ng. Deste

modo,

D= Y vp(D)P.

Pe supp(D)

Seja f € k(X) ndo nulo e denote por Z o conjunto de todos os zeros de f e por N o conjunto de

todos os pélos de f. Note que estes conjuntos sao finitos, pela proposigao (1.2.4). Deste modo, os

40 grupo de Galois Gal(/%/k) age nos pontos de X sobre as suas coordenadas homogéneas. Esta agao é naturalmente

estendida Z-linearmente ao conjunto Div(X).
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divisores

div(f)o:= Y _ vp(f)P e div(f)e:= Y _ vp(f)P,

pcZ PeN

sdo bem definidos. Ambos sido divisores efetivos e recebem, respectivamente, o nome de divisor de

zeros de f e divisor de pdlos de f. A diferenca entre estes dois divisores fornece o divisor

div(f) := div(f)o — div(f) oo,

que é chamado divisor principal de f.

Segue das definicdes que div(f) = 0 sempre que f € k* e que div(fg) = div(f)+div(g). Note também
que vp(div(f)) = vp(f). Dois divisores D e D’ sobre X sdo chamados equivalentes sempre que o divisor

D — D' for principal. A notagao D ~ D’ serd usada para indicar que D e D’ sao equivalentes.

Teorema 1.4.2 Seja X uma curva e seja f € k(X). Entdo
(a) div(f) =0 se, e somente se, f € k.

(b) deg(div(f)o) = deg(div(f)eo) = [k(X) : k(f)]. Em particular, o grau de qualquer divisor principal

€ sempre zero.

(c) Suponha que X € definida sobre k. Se D é um divisor definido sobre k e existe uma fun¢ao racional

f € k(X) tal que D = div(f), entio existe uma funcdo racional f' € k(X) tal que D = div(f’).

Demonstragao: O item (a) segue de ([23],I11.3.1, pag. 32), o item (b) de ([25], I.4.11, pag. 18) e o
item (c) de ([24], A.2.2.10(ii), pag. 43).

g

Um morfismo nao-constante ¢ : X — X’ induz a seguinte aplicacao entre os grupos dos divisores de
Xe X
¢* : Div(X") — Div(X)

Q— Y es(P)P,
Peop=1(Q)

estenda Z-linearmente sobre divisores arbitrarios. As principais propriedades a respeito desta aplicacao

serd resumida no préximo teorema.

Teorema 1.4.3 Seja ¢ : X — X' uma aplicagio nao-constante entre curvas. Entdo
(a) deg(¢* D) = deg(p)deg(D) para todo D € Div(X').

(b) ¢*(div(f)) = div(¢* f) para todo f € k(X')*.
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Demonstragao: O item (a) segue rapidamente do teorema (1.3.10) e o item (b) segue das definigdes

e da igualdade vp(¢* f) = eg(P)vypy(f), onde P € X e f € k(X').

1.5 Diferenciais sobre Curvas

Definigdo 1.5.1 Seja X uma curva. O conjunto dos diferenciais sobre X é o conjunto Q'[X] de

todas as somas finitas >, fidg; onde fi,g; € k(X) e

(i) da = 0 para todo a € k.

(ii) d(f + g) = df + dg para todo f,g € k(X).

(iii) d(fg) = fdg + gdf para todo f,g € k(X).

Proposicao 1.5.2 O conjunto Q'[X] é um espago vetorial unidimensional sobre k(X) e com gerador

dz, onde x € qualquer elemento de separacio de k(X) sobre k. Ainda mais, dx # 0 se, e somente se,

x € um elemento de separacdo de k(X) sobre k.

Demonstragao: Veja ([23], 11.4.2, pag. 35).

Teorema 1.5.3 Seja P € X com parametro local t.

(a) Para cada w € QY[X] existe uma tinica f € k(X) (que depende de w e t) tal que w = fdt.
(b) Se f € k(X) ¢é regular em P, entio df /dt é reqular em P.

(c) O nimero vp(w/dt) depende somente de w, ou seja, nao depende de t.

(d) Se x é um elemento de separacdo de € k(X) tal que vp(z) > 0, entdo para cada f € k(X) vale

vp(fdx) =vp(f) + vp(x) — 1.

Em particular, vp(dt) = 0.

(e) vp(w/dt) = 0 quase sempre.

Demonstragao:Veja (23], 11.4.3(a e d), pag. 35).
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Pelo item (c) do teorema anterior é bem definido o nimero vp(w) := vp(w/dt), onde t é um parametro

local de P. Este valor é chamado ordem de w. Um diferencial w é chamado regular em P se vp(w) > 0.

Definigdo 1.5.4 Seja w € QU[X]. O divisor div(w) definido por

div(w) = Z vp(w)P

P

é chamado de divisor canénico sobre X.

Note que se wy,ws sao dois diferenciais nao nulos, entdo o item (a) do teorema (1.5.3) implica que

existe uma funcdo nao nula f € k(X) tal que w; = fws. Deste modo,
div(w) = div(f) + div(we).

Em particular, divisores canonicos sao sempre equivalentes.

1.6 O Teorema de Riemann-Roch e a Formula de Riemann-Hurwitz

Um dos resultados centrais da teoria de curvas algébricas é o teorema de Riemann-Roch. Este

teorema calcula a dimensao de uma importante classe de espagos vetoriais que definiremos agora.

Definigao 1.6.1 Seja D um divisor sobre X. O espaco de Riemann-Roch em relacio a D € o
k-espaco vetorial definido por
L(D):={f € k(X); D+div(f)>0}U{0}.
A dimensao de L(D) (que € finita) € denotada por (D).
Para ver que (D) é de fato um nimero finito consulte ([22],I11.2.3.5, pag.173). Seja X uma curva

definida sobre k e suponha que D é um divisor também definido sobre k. Nestas condic¢Ges, considere

o k-espago vetorial L (D) definido por
Li(D):={f € L(D); o(f)=fVoeGal(k/k)}.

E claro que L;(D) = £(D). O préximo teorema ird estabelecer uma conexdo entre os espacos Ly (D)

e £(D) e justificard o porque podemos sempre trabalhar no fecho algébrico k do corpo perfeito k.

Teorema 1.6.2 Seja X uma curva definida sobre k e suponha que D € um divisor também definido
sobre k. Nestas condigoes, o espago vetorial L(D) admite uma base com elementos em k(X). Em

particular, dimL(D) = dimLy (D).
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Demonstragao: Veja ([23], A.2.2.10(i), pag. 43).

O préximo lema resume as principais propriedades referentes aos espagos de Riemann-Roch.

Lema 1.6.3 Seja X uma curva nao-singular e sejam D e D' dois divisores sobre esta curva.

(a) k C L(D) se, e somente se, D > 0.

(b) Se D > D' entio L(D) 2 L(D")

(c) Se D' = D + div(g), entio a aplicacio f +— gf define um k-isomorfismo do espaco L(D') sobre o
espaco L(D). Em particular, a dimensdo (D) € um invariante por equivaléncia de divisores.

(d) Se deg(D) < 0 entdo [(D) =0

(e) (D — P) > 1(D) — 1 para cada ponto P € X.

Demonstragao: As demonstragoes de (a), (b),(c) e (d) sao simples e decorrem rapidamente das
definigoes, logo apenas o item (e) serd demonstrado. Seja n = vp(D) e t um parametro local de P.

Considere a aplicagao

¢  L(D)—k
fr—="N)P)
Note que vp(t"f) = vp(D) +vp(f) > 0, logo ¢ é um homomorfismo bem definido cujo nicleo Ker(y)
sao todos os elementos g € L£(D) tais que t"g € Mp(X), ou seja, vp(D) + vp(g) > 1. Deste modo

Ker(p) = L(D— P), logo a dimensao do quociente £(D)/L(D — P) é no maximo igual a um e portanto
(D - P)>1(D) - 1.

g

Na segao anterior foi definido divisores candnicos sobre a curva X e foi visto que dois deles sao
sempre equivalentes. No que segue, a notagao Ky serd usada para designar algum divisor canonico

sobre X.

Teorema 1.6.4 (Teorema de Riemann-Roch) Seja X uma curva ndao-singular. Entdo existe um

inteiro g > 0 tal que, para todo divisor D sobre X,

I(D) = deg(D) — g + 1 + I(Kx — D)
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Demonstragdo: Para uma demonstragdo em termos de curvas veja ([6], pag. 210) ou ([22], pag.
215), em caracteristica zero veja ([18], pag. 312). Para uma demonstragdo em termos de corpos de

fungdes veja ([25], pag. 22), ([20], pag. 73) ou ([10], pag. 50).

Definicao 1.6.5 O inteiro g dado no teorema anterior é chamado género da curva X .

O género de uma curva com pontos singulares é por definicao o género de seu modelo nao-singular

(teo. 1.3.8).

Corolario 1.6.6 Com as notagdes do teorema.

(a) Para todo divisor canénico Ky temos [(Kx) = g.

(b) Um divisor D é candnico se, e somente se, deg(D) =29 —2 e (D) > g.
(c) Se deg(D) > 2g — 1 entdo I(D) = deg(D) — g + 1.

(d) O género de X € zero se, e somente se, X e P! sdo isomorfos.

Demonstragao: (a) Basta considerar D = 0 no teorema.

(b) Se D é canodnico, substitua Ky por D no teorema de Riemann-Roch e use o item anterior para
concluir que deg(D) = 2g — 2 e [(D) > g. Reciprocamente, se D é um divisor satisfazendo deg(D) =

2g —2el(D) > g, entao
g<Il(D)=deg(D)+1—g+l(Kx—D)=g—1+1(Ky — D),

logo [(Kx — D) > 1, ou seja, existe z € k(X)* tal que o divisor Ky — D + div(z) é efetivo e com grau

nulo. Isto significa que Ky — D + div(z) = 0, logo Ky — D é principal e portanto D é canonico.

(c) Se deg(D) > 2g — 1 entao deg(Kx — D) < 0 e o resultado segue como consequéncia dos itens

anteriores e do item (d) do lema (1.6.3).

(d) Veja ([22], I11.6.6.3, pag. 216).
O

Dado um morfismo nao-constante ¢ : X — X’ entre curvas nao-singulares, a férmula de Riemann-

Hurwitz estabelece uma relacao precisa entre os géneros g e ¢’ de X e X/, respectivamente.
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Teorema 1.6.7 (Férmula de Riemann-Hurwitz) Seja ¢ : X — X’ um morfismo ndo-constante

de grau d entre curvas nao-singulares. Entao
2 —2>d(2g-2)+ 3 (es(P) — 1),
PeXx

com igqualdade se, e somente se, a caracteristica p de k € nula ou se p nao divide qualquer um dos

es(P)'s.
Demonstragao: Veja ([23], I1.5.9, pag. 41) ou ([24], A.4.2.5, pag. 72).

O
Coroldrio 1.6.8 Se ¢ : X — X' € um morfismo birracional, entao os géneros de X e X' coincidem.

Demonstra¢cao: Todo morfismo birracional é nao-ramificado e tem grau 1. Agora basta aplicar a

formula de Riemann-Hurwitz.
O

Se X é uma curva projetiva plana, entdo existe um polindmio homogéneo F € k[X,Y, Z] tal que
Iy = (F) (veja [10], 4.1.10, pag. 107). O grau deg(X) de uma curva projetiva plana X é por definicao
o grau do polinémio F tal que Iy = (F).

Teorema 1.6.9 Seja X uma curva plana nao-singular de género g e grau d. Entdo

(d—1)(d—2)

g=—"7% "

Demonstracdo: Este resultado segue da existéncia de uma diferencial w € Q'[X] cujo grau do seu
divisor é deg(w) = d(d — 3). Entao o item (b) do coroldrio (1.6.6) implica d(d — 3) = 2g — 2, de onde o
resultado segue. Para verificar a existéncia de uma tal diferencial veja a demonstracao de ([24], A.4.2.6,

pag. 72).



Capitulo 2

Séries Lineares e Invariantes

Hermitianos

Neste capitulo iremos estabelecer uma correspondéncia entre familias de divisores efetivos sobre uma

curva projetiva e morfismos nao degenerados.

2.1 Séries Lineares e Morfismos

Seja X uma curva projetiva e nao-singular. Para cada divisor E sobre X’ estd associado o espacgo de

Riemann-Roch

L(E) = {f € K(X) ; E+div(f) > 0} U{0},

cuja dimensao é finita e é denotada por I[(E). O conjunto de todos os divisores efetivos e equivalentes

a F admite uma estrutura de espago projetivo e pode ser parametrizado por
P(L(E)) ~ PIE)-T,
Esta parametrizacao é dada via a aplicacao
P(L(E)) — {D>0; D~ E}, fmodk*+— E+ div(f).

A préxima definicao ird generalizar esta construcao.

Definigao 2.1.1 Uma série linear D sobre X ¢é o conjunto de todos os divisores efetivos, linearmente
equivalentes a um divisor firo E e parametrizado por um sub-espaco projetivo de P(L(FE)). A série

linear D € definida sobre k se todos os divisores em D sdo definidos sobre k.

19
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Note que uma série linear é um conjunto da forma
D ={E+div(f); feL(E)\{0}},

onde £'(E) é um k-subespaco de L(E).
O conjunto de todos os divisores efetivos e equivalentes a F, denotado por |F|, é uma série linear

chamada de série linear completa.

Uma série linear D depende apenas da classe de equivaléncia de E. De fato, se D = E + div(h) para

algum h € k(X) entdo L'(E) = hL'(D), logo

{D+div(g) ; g€ L(D)\{0}} = {E+div(hg); g€ L(D)\{0}}
= {E+div(f); feL'(E)\{0}}.

Em particular, se D é completa, ou seja, se D = |E| entao |E| = |D|. Divisores canénicos sao sempre
equivalentes, logo a série candnica sobre a curva X' é definida como sendo a série linear completa |K y|,

onde Ky é um divisor canonico sobre X.

Definicao 2.1.2 Seja D uma série linear parametrizada por P(L'(E)). O grau de D € o grau do
divisor E e a dimensdo de D é sua dimensdo como k-espaco projetivo linear, ou seja, é a dimensao

do subespaco P(L'(E)) de P(L(E)) .

A partir de agora estaremos sempre supondo que a dimensao de uma série linear D é n, ou seja, se
D esté parametrizada por P(£'(E)), entdo estaremos supondo que £'(E) é um k-subespaco de £(E)

cuja dimensao é n + 1.

Lema 2.1.3 Seja D uma série linear parametrizada por P(L'(E)) e seja P € X, entdo

vp(E) = mp — min{vp(fo),...,vp(fn)},

onde mp := min{vp(D) ; D € D} e {fo,..., fn} € uma k-base arbitrdria de L'(E).

Demonstracdo: O nimero min{vp(fo),...,vp(f,)} ndo depende da k-base de L£'(E), portanto o
mesmo ocorre com mp —min{vp(fo),...,vp(fn)}. Para cada i é claro que vp(E +div(f;)) > mp, logo
vp(E) > mp—min{vp(fo),...,vp(fn)}. Poroutrolado, existe f € L'(E) tal que mp = vp(E+div(f)),
ou seja, vp(E) = mp —vp(f). Se f = >, a;fi entdo vp(E) < mp — min{vp(fy),...,vp(fn)} € isto

conclui a demonstragao.
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Definicao 2.1.4 Seja D uma série linear e seja P € X.

(a) A multiplicidade de D em P ¢ definida por
mp := min{vp(D) ; D € D}.

(b) Um ponto P € X é um ponto base de D se a multiplicidade mp de D em P é nao nula.

Segue rapidamente da definicao que

{pontos base de D} = m supp(D).
DeD

Proposigao 2.1.5 Seja D uma série linear parametrizada por P(L'(E)). Sao equivalentes:
(a) vp(E) = —min{vp(fo),...,vp(fn)} para todo P € X.

(b) mp =0 para todo P € X.

(¢) Npep supp(D) = 0.

(d) Eziste f € L'(E)\{0} tal que vp(E) 4+ vp(f) =0 para todo P € X.
Demonstragao: Trivial a partir das definigoes e do lema (2.1.3).
O

Definicao 2.1.6 Uma série linear D é chamada livre de pontos bases, ou simplesmente livre, se

as condicoes da proposicao anterior sao satisfeitas.

Cada série linear estd associada a uma série linear livre de pontos base. De fato, se D é uma série
linear entao o conjunto

pl.={D-L; DeD},

onde vp(L) := mp para todo P € X, define uma série linear livre sobre X'. Ainda mais, se a dimensao
de D é n e o grau é d entdo a dimensdo de D¥ também é n e o grau é d — deg(L). Note que se P(L'(E))

é uma parametrizacio de D entdao D C |E — L.

O que faremos agora é mostrar que séries lineares tém uma estreita ligagdo com uma certa classe de

morfismos.

Defini¢ao 2.1.7 Seja D uma série linear parametrizada por P(L'(E)) e sejam fo,..., fn fungoes
racionais que formam uma k-base para L'(E). A aplicacdo racional associada a D, denotada
por ¢p, € a aplicacdo
op : X —P"
P (7 fy(P) oo 57 Ful(P)),
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onde t € um parametro local de P e
ep = —min{vp(fo),...,vp(fn)}

A aplicagdo ¢p é um morfismo, isto segue do teorema (1.3.3) uma vez que X é uma curva nao-
singular. Obviamente a aplicagdo ¢p depende da escolha da base de L'(E), logo é bem definida a
menos de uma transformacdo em P". Note também que se DY é a série linear, livre de pontos base,

associada a D, entao ¢p = ¢pr. Como antes, a notagao

op="(fo:..-: fn)

serd usada para identificar as fungoes racionais fy, ..., fn que definem ¢p. Quando a série linear D é
completa, digamos D = |E|, o morfismo ¢p é chamado morfismo associado ao divisor E. Note que
estao construidos varios morfismos de X em diferentes espagos projetivos. De fato, basta considerar

divisores variados sobre X e seus morfismos associados.
Definicao 2.1.8 Uma série linear D € simples se o morfismo ¢p : X — P" for birracional.

Agora suponha que um morfismo nao-degenerado ¢ = (fo : ... : fn) : X — P™ é dado. A este

morfismo associaremos uma série linear. Ainda mais, esta série serd livre de pontos base.

Definicao 2.1.9 Seja ¢ = (fo: ... : fn) : X — P um morfismo nao-degenerado. A série linear

assoctada a ¢, denotada por Dy), € a série linear, livre de pontos base, definida por

Dy = {E(g) + div(f) ; f e L(Eg)\{0}},

onde E’(E(¢)) € o espago gerado pelas fungoes racionais fo, ..., fn € Eg) € o dwisor definido por
vp(E(g)) := —minfvp(fo), ..., vp(fn)}-

Note que o conjunto £'(E4)) é um k-subespaco de L(E(g)). Para ver que a série D(g4) é de fato livre,
note que se vp(fi) = min{vp(fo),...,ve(fa)} entdo vp(E(g)) + vp(fi) = 0 (por definicio de Ey)),

portanto a multiplicidade mp de D(4) € nula.

Agora podemos formular a correspondéncia entre morfismos e aplicagoes racionais.

Teorema 2.1.10 Ezxiste uma bijecao natural entre séries lineares livres de pontos base e de dimensao

n e classes de equivaléncia projetiva de morfismos ndo-degenerados de X em P™.
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Demonstragao: Suponha D parametrizada por P(L'(E)) e considere os seguintes conjuntos

L :={D ; D é série linear livre de dimensao n }

M:={<¢>; ¢: X —P" énao degenerado},

onde < ¢ >:={T o¢; T € Aut(P™)} denota a classe de equivaléncia projetiva de ¢. Considere as
aplicacoes

P:L—-M e vV:M—L

dadas por ®(D) :=< (fo : ... : fu) > onde fo,..., fn é uma k-base qualquer de L'(E) e ¥(< ¢ >
) == D(g). Segue rapidamente das definigoes que ® e ¥ sao aplicagoes bem definidas e inversas uma da

outra.

2.2 Lacunas de Weierstrass e Invariantes Hermitianos

Nesta secao iremos estudar certas cadeias indexadas de sub-espacos de Riemann-Roch cujos indices
irao fornecer algumas informagoes sobre a geometria da curva. O que ocorre na verdade é a tentativa

de transformar um problema geométrico em uma problema de aritmética.

2.2.1 Lacunas de Weierstrass

A préxima proposicao é uma das principais motivacoes para a nossa definicao e é um aplicacao direta

do teorema de Riemann-Roch.

Proposicao 2.2.1 Sejam P € X , D um divisor e { um inteiro nao negativo. Sao equivalentes:
(a) L(D+(P)=L(D+ ({—-1)P),

(b) L(Kx — D —1IP) C L(Kx — D — (¢ — 1)P) para todo divisor canénico Kx.

Se D € o divisor nulo entao (a) e (b) também sao equivalentes a

(c) Nio existe f € k(X) tal que div(f)so = £P.

(d) Nao existe f € L((P) tal que vp(f) = —¢.

Demonstragio: (a) < (b) E claro que L(Ky — D —(P) C L(Kx — D — (¢ — 1)P). Agora basta
observar que o teorema de Riemann-Roch implica que [(Ky — D —¢P) =1(Kx — D — ({ — 1)P) se, e
somente se, [(D 4+ ¢P) =1(D + (¢ —1)P) + 1. A partir disto, o resultado segue.
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Agora suponha que D é nulo.

(a) = (c) Se existe f € k(X) tal que div(f)oo = (P entdo vp(f) = —€ e vo(f) > 0 sempre que
Q # P, em particular f € L(¢P). Por outro lado, vp(f) = —¢ < —{+1 = —vp(({ — 1)P), logo
vp((¢ — 1)P) +vp(f) < 0 e portanto f & L((¢{ — 1)P), ou seja, LIIP) T L(({ — 1)P),

contradicao.

o que é uma

(c) = (d) Se f € L({P) entao vg(f) > 0 para todo Q # P. Deste modo, se f satisfaz a condigao

vp(f) = —{ entdao o ponto P é o tnico pdlo de f, ou seja, div(f)s = ¢P, 0 que contradiz a hipdtese.

(d) = (a) Se existe f € L({P) tal que f &€ L(({ —1)P) entdao —¢ < vp(f) < —(¢ — 1), ou seja,

vp(f) = =4, o que é uma contradicao.
O

Definigao 2.2.2 Seja P € X e seja D um divisor. Um inteiro ndo negativo £ é chamado lacuna de
D em P se as condigoes (a) e (b) da proposicao acima sao satisfeitas. Se D é o divisor nulo entdo

toda lacuna de D em P é chamada lacuna de Weierstrass em P.

Proposicao 2.2.3 Seja P € X e seja D um divisor. Se { é uma lacuna de D em P entdo £ <
2g — deg(D), onde g é o género de X. Em particular, nao existem lacunas de Weierstrass iguais ou

superiores a 2g.

Demonstragao: Se { > 2g — deg(D) entao o item (c) do corolario (1.6.6) aplicado aos divisores
((—1)P+ D elP+ D fornece [({ —1)P+D) =0 —g+deg(D) e ({P+ D) ={—g+deg(D)+1, logo
(¢ —1)P+ D) <I({P + D) e portanto L((¢ —1)P + D) C L(!P + D), ou seja, ¢ é uma nao-lacuna

de D em P, o que é um absurdo.

g

Teorema 2.2.4 (Lacunas de Weierstrass) Seja X' uma curva de género g > 0 e seja P € X.

Entao existem exatamente g lacunas de Weierstrass {1 < ... < {y, em P com
{1 =1 e ly <2g—1.
Demonstragao: Considere a sequéncia
L(0)CL(P)CL2P)C...CL((2g—1)P),

onde 0 é o divisor nulo. Pela proposicao (2.2.3) nao existem lacunas de Weierstrass iguais ou superiores

a 2g. Agora note que [(0) = 1 e que o item (c) do corolario (1.6.6) e o item (e) do lema (1.6.3) implicam



2.2. LACUNAS DE WEIERSTRASS E INVARIANTES HERMITIANOS 25

I((29—1)P) =gel(iP)—I((i—1)P)) < 1, respectivamente. A dimensao de cada espago esta variando de
1 até g, logo existem g—1 inclusdes préprias na sequéncia acima e portanto existem (2g—1)—(g—1) =g¢
igualdades, ou seja, existem ¢ ntmeros ¢ € {1,...,2¢g — 1} tais que L(({ — 1)P) = L({P). Portanto
existem exatamente g lacunas. Finalmente, se 1 é uma nao-lacuna de Weierstrass em P entao existe
f € k(X) tal que div(f)oo = P e assim 1 = deg(f)oo = [k(X) : k(f)], ou seja, X e P! sdo birracionais.

Absurdo pois o género de P! é nulo.

Dado um ponto P € X considere o conjunto
H(P) :={n € N; n é uma nao-lacuna de Weierstrass em P}.

Pela proposicao (2.2.3), todo n € N maior que 2g — 1 estd em H(P), logo H(P) é nao vazio. Se
n,m2 € H(P) entdo existem fi, f» € k(X) ndo nulos tais que div(fi)eo = NP e div(f2)ee = MP.
Disto segue que div(f1f2)oo = div(f1)oo + div(f2)oo = mP +n2P = (91 +12) P, assim 11 +ne € H(P).
Isto quer dizer que H(P) é um subconjunto de N equipado com uma estrutura de semigrupo. A

préxima definigao ird formalizar esta observagao.

Definicao 2.2.5 O conjunto H(P) complementar ao conjunto formado pelas lacunas de Weierstrass

em P € chamado de semigrupo de Weierstrass em P.

Uma vez que H(P) é um conjunto infinito de nimeros naturais podemos enumerar e ordenar seus

elementos. A notacao
(ni(P)>i€N07

onde Ng = {0,1,2...}, serd usada para designar a sequéncia crescente das nao-lacunas de Weierstrass

em P. Note que o item (e) do lema (1.6.3) e a proposigao (2.2.3) implicam, respectivamente, que

I(ni(P)P)=1i+1 paratodoi e n;(P)=g-+1i sempre que > g.

2.2.2 Invariantes Hermitianos
Seja D uma série linear parametrizada por P(L'(E)) e fixe P € X. Considere o conjunto
D;(P):={DeD; D >iP},
onde 7 é um inteiro positivo. Equivalentemente,

Dy(P) = {E+div(f) €D ; f e L(E)NLE —iP)},
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Em particular, D;(P) é uma série linear sobre X e, neste caso, sua parametrizacao ¢ P(L'(E)NL(E —

iP)).

Se d é o grau da série linear D, entao D;(P) = () para cadai > d ((d), lema (1.6.3)). Outra observagao
que pode ser verificada rapidamente é que D;(P) D Dj41(P) para todo j.

Proposigao 2.2.6 Seja D uma série linear sobre X parametrizada por P(L'(E)) e seja P € X. Sdo

equivalentes:
(a) D;j(P) 2 Dja(P).
(b) L(EYNLE—jP) 2 L(EYNL(E—(j+1)P).

(¢c) Eziste f € L'(E) tal que vp(E) +vp(f) = j.

Demonstracao: Basta observar que a inclusao prépria D;j(P) 2 Dji1(P) equivale a existéncia de
um elemento nao nulo f € L'(E) tal que vp(E) + vp(f) > j e vp(E) +vp(f) < (j + 1), ou seja,
fel(EYNLE—jP)e f & L(E)NLE — (j+1)P). Por outro lado esta mesma desigualdade
equivale a j < wvp(E) +vp(f) <j+ 1, ouseja, vp(E) + vp(f) = j.

O

Note que um inteiro j satisfazendo as condigoes desta proposicao nao depende da parametrizacao

de D.

Definicao 2.2.7 Seja D uma série linear e seja P € X. Um inteiro ndo negativo j € chamado invari-
ante P-hermitiano de D se as condi¢oes da proposicdo acima sao satisfeitas. Também costuma-se

dizer que j € uma ordem de D em P.

O préximo exemplo estabelece uma primeira conexao entre ordens de uma série linear em um ponto

dado e nao-lacunas de Weierstrass.

Exemplo 2.2.8 Seja P € X e seja (1;)ien, a sequéncia das ndo lacunas de Weierstrass em P. Para

cada n € Ny considere a série linear completa D := |n, P|. Entao
(i) D é uma série linear de dimensdo n, grau n, e livre de pontos base.

(ii) Os nimeros

M —1n; onde 1=0,...,n

sao ordens de D em P. 1

Mais tarde veremos que estas sio de fato todas as possiveis ordens de D em P (prop. 2.2.10).
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De fato, € claro que n, é o grau de D. Para ver que n € a dimensao de D basta observar que
L(ni(P)\L(ni—1P) tem co-dimensdo 1 e que 1(0) = 1 onde 0 denota o divisor nulo, agora indugdo
conclui o argumento. Uma vez que n, € uma nao-lacuna em P, existe f € L(n,P) tal que vp(f) =
—1n, ou seja, vp(NyP) + vp(f) = 0 e portanto P nao é um ponto base. Por outro lado o divisor
D :=n, P+ div(1) pertence a D e vg(D) =0 sempre que Q # P, ou seja, QQ também nao é um ponto
base, logo D ndo admite pontos bases e portanto € livre. Isto demonstra (i). Para ver (ii) escolha

fi € k(X) tal que div(fi)oo = mi P, ou seja, div(f;) = div(fi)o — n:P. Disto seque rapidamente que
NP + div(f;) = (1, — n:) P + div(fi)o,
logo
vp(nP) + vp(fi) = 1n — i

Agora o resultado seque da proposicdo (2.2.6).

Lema 2.2.9 Seja D uma série linear sobre X. Entdo para cada ponto P € X,

dzm(DZ(P)) < dzm(DHl(P)) + 1.

Demonstragao: Basta observar que o quociente L' (E)NL(E—iP)/L (E)NL(E —(i+1)P) é isomorfo
a um subespago de L(E —iP)/L(E — (i + 1)P) cuja dimensao é menor ou igual a 1 (lema 1.6.3).

0

Proposigao 2.2.10 Seja D uma série linear parametrizada por P(L'(E)) e seja P € X. Se a dimensao
de D én entao existem exatamente n+ 1 ordens jo,...,Jn de D em P, cada uma das quais cumprem
a condicao

ji = min{vp(E) +vp(f) ; f € L'(E)NL(E - jiP)}.

Demonstragdo: Por comodidade denote Dj = D;j(P) e L, = L/(E)NL(E —iP). Se d é o grau de D

entao é claro que D; = () sempre que j > d. Logo considere a cadeia de espagos lineares associados
/ / !/ /
‘CZEO:—)Elz—)QEd

Pelo lema, dim(L(P)) — dim(L} 4

) < 1. Como dim(L}) = n+ 1, existem exatamente n + 1 inclusdes
préprias na cadeia acima, ou seja, n+1 inteiros j € {0, ..., d} tais que D; D Dj 41, portanto existem n+1
ordens de D em P. Se j; é uma destas ordens entao existe f € Li\L;, |, logo j+1 > vp(E)+vp(f) > ji

e portanto vp(FE) +vp(f) = j;. A minimalidade é trivial.
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Note que, por construgao, as ordens jg, ..., j, de uma série linear em algum ponto de X sao inteiros
nao negativos que foram indexados de tal maneira que satisfazem jy < ... < j,. Em alguns momentos

a notacao j;(P) serd usada para indicar a i-ésima ordem de D em P.

Coroldrio 2.2.11 Um ponto P € X ndo é um ponto base de D se, e somente se, jo(P) = 0. Em

particular, D é livre de pontos base se, e somente se, jo(P) =0 para todo P € X.

Demonstracao: Basta observar que P nao é um ponto base se, e somente se, existe D € D tal que
vp(D) = 0. Se D esta parametrizada por P(L'(E)) isto equivale a dizer que existe f € L'(F) tal que

vp(E) +vp(f) = 0. Isto conclui a demonstragao.
O

Corolario 2.2.12 Seja D uma série linear completa com grau d > 2g. Se jo, ..., Jn SGo as ordens de
D em um ponto P € X, entdo j; = i sempre que 0 < i < d — 2g. Em particular, D € livre de pontos

base.

Demonstragao: Suponha D = |E| eseja P € X. Se 0 < i <d—2g entdo deg(F —iP)=d—1i>2g
edeg(E—(i+1)P)=d— (i+1) > 29 — 1, logo o item (c) do corolério (1.6.6) implica I[(E — iP) >
I(E—(i+1)P), ouseja, LIE— (i+1)P) C L(E —iP). Agora o resultado segue da proposigao (2.2.6).

O corolario anterior implica que D é livre.
O

Pela proposicao (2.2.10) é sempre possivel escolher h; € L'(E) tal que j; = vp(E) + v,(h;). Note
que as funcdes ho,...,h, formam uma k-base de L£'(E). De fato, se existe uma relacdo nao trivial

> aih; =0, entao existem ¢ # [ com vp(h;) = vp(hy), logo j; = ji, 0 que é uma contradicao.

Definigao 2.2.13 Sejam jo,...,jn as ordens de D em P € X. A k-base {ho,...,h,}, onde os his
satisfazem vp(E) 4+ vp(h;) = ji, é chamada de k-base P-hermitiana de L'(E).

Proposicao 2.2.14 Seja P € X e seja Ky um divisor candnico.

(a) Se D é um divisor de X entdo um inteiro positivo £ é uma lacuna de D em P se, e somente se,

¢—1 é uma ordem de |Ky — D| em P.

(b) £ é uma lacuna de Weierstrass em P se, e somente se, { —1 € uma ordem de |Kx| em P.

(c) Se g >0 € o género de X entao existem exatamente g ordens jo,...,js—1 de |[Kx| em P com
Jo=0 e jo1<2—1.

Em particular, a série linear canénica |K x| € livre de pontos base.
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Demonstragao: O item (a) é uma consequéncia imediata das proposicoes (2.2.1) e (2.2.6). Para obter
(b) basta tomar D em (a) como sendo o divisor nulo. Finalmente obtemos (c¢) como uma consequéncia

de (b), de (a) e do teorema das lacunas de Weierstrass.
U

Exemplo 2.2.15 Seja X uma curva de género g = 1. O divisor candnico Ky tem grau deg(Ky) =0
e dimensao [(Kx) = 1, logo o divisor nulo € equivalente a Kx. Em outras palavras, o divisor nulo é

canonico. Em particular, o semigrupo de Weierstrass em cada ponto P € X ¢é

H(P) =1{0,2,3,...}.

2.3 Diferenciais de Hasse e o Hiperplano Osculador

Muitas informagoes sobre uma curva plana podem ser obtidas analisando a interseccao entre a curva
e a sua reta tangente em algum ponto nao-singular dado. Em geral, para curvas nao-degeneradas
imersas em espagos de dimensoes superiores, também sao considerados os espagos osculadores sobre
algum ponto nao-singular. Estes espacos podem ser vistos como uma generalizacao de retas tangentes
para curvas planas. Para estabelecé-los precisamos introduzir os diferenciais de Hasse, que sao nada

mais que operadores diferenciais, mas que sao extremamente interessantes em caracteristica positiva.

2.3.1 Diferenciais de Hasse

Nesta secao serao definidos os diferenciais de Hasse. Para cobrir os detalhes das afirmacoes que serao

enunciadas consulte ([10], pag.28). Consulte também ([27], pag,17) e ([14], pag.12).

Seja o um elemento de separacio de k(X)/k. Dados inteiros ndo negativos i, j € Ny defina

Digd = (7)o,
@ i

Esta aplicacio pode ser estendida linearmente sobre k[z], sobre k(z) e sobre cada extensdo finita e
separdvel de k(z). As aplicagoes DY também podem ser estendidas ao conjunto k((x)) de todas as
séries de poténcias com coeficientes em k da seguinte maneira:
. s ° s .
i s) . s—i
Dx<§asx ) : ;<i>asm .

Definicao 2.3.1 Seja x um elemento de separacdo de k(X)/k. O operador k-linear D% é chamado

1-éstmo diferencial de Hasse com relagdo a x.
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Note que

O i-ésimo diferencial de Hasse D satisfaz as seguintes condicoes:
h1) DY = Id;

h2 =0 parai>1;

:Elk
h3) Di(fg) = 5= D4/ Dsg;

(
(
(
(h4) D% o D} = (") D,

)
) D
)
)
O item (h3) é conhecido como a regra do produto.

Lema 2.3.2 Seja x um elemento de separacio de k(X)/k.

(a) Se a caracteristica p de k € zero ou se i < p, entdo

1 d

il dxt

D, =

(b) Sey é outro elemento de separacdo, entao para cada i existem i—1 fungoes racionais dy, . . .

k(X), que sdo expressoes polinomiais em D%(y) onde 1 < j <1, tais que
i A = j
Di(f) = (52) Dy(F) + Y dsDj(f)
j=1
para cada f € k(X). Em particular, se f € k(X)P entdo

2(7) = (24) D).

Demonstragao: Veja ([10], pag. 29-30).

Aplicando D! na igualdade f - f~! = 1 ndo ¢ dificil verificar que
Z DIi(fHDi7f=o.

Se i = 1 entao

Dy(f71) = —f?D,f.

7di—1 S

Suponha que a caracteristica p de k é positiva. E bem conhecido e facil de provar quese a = y ;_, a;p’

eb=>7_,bip' sdo as expansoes p-ddicas dos inteiros positivos a e b, respectivamente, entao

(3) = () () ot
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Em particular, (‘;) # 0 (mod p) se, e somente se, a é p-adicamente maior ou igual a b, ou seja, cada
coeficiente da expansao p-adica de a é maior ou igual ao coeficiente correspondente a expansao p-adica

de b.

Proposicao 2.3.3 Sejam a,b,l, s inteiros onde 0 < a,b < p e q uma poténcia de p. Se x € um

elemento de separagdo de k(X)/k entdo

(a) Dgp“rbps _ Dgpl o DIP"

(b) D' = (DE)?/al

(c) DLf1 = (Dg/q)q sei=jqeD.fl=0sei#0 (mod q).

(d) Eziste g € k(X) tal que f = g se, e somente se, D.(f) =0 para todo i =1,...,q— 1.

Demonstragdao: Os itens (a) e (b) s@o triviais a partir de (h4) e da propriedade binomial acima.

Para os itens (c) e (d) veja ([27], pag. 18-19). O item (c) ainda pode ser encontrado em ([10], pag.39).
g

Em caracteristica positiva os itens (a) e (b) da proposi¢ao acima implicam que os diferenciais de

Hasse D''s sao determinados pelos operadores

1 2
D, pr DP* ...

Proposicao 2.3.4 Seja X uma curva definida sobre k e seja P € X com parametro local t € k(X).
Se g € um elemento de k(X) satisfazendo vp(g) = n, entdo g pode ser escrito na forma
g= ant™ + Untn—Ha
onde a, € k* e vy, € Op(X)Nk(X). Mais ainda,
i N\ n—i n—i+1
Dtg:an<i>t + Upit )

onde vy; € Op(X) Nk(X).

Demonstragdo: Se g =Y .o ast® é a expansao local de g em P, onde a,, € k*, entdo m = n, pois

vp(g) =n (teo. (1.2.6)), logo

oo oo
= ant" + Z ast® = anpt" + (Z an+st3*1)t"+1.
s=n-+1 s=1

Agora basta definir

(e ]
. 1\ .
D IR S (12

s=1 7=0 J
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2.3.2 Espacgos Osculadores

Seja D uma série linear, sobre X, livre de pontos base e parametrizada por P(L/'(E)). Sejam fo,. .., f,

fungoes racionais que definem uma base £'(E). Pelo lema (2.1.3) isto significa que
vp(E) = —min{op(fo), ..., vp(fa)} ¥ P € X,
Seja
¢pp=_(fo:...: fn) : X = P"
o morfismo associado a D. Este morfismo é inico a menos de uma transformagao em P” e induz uma

aplicagao no conjunto de todos os hiperplanos de P" sobre o conjunto dos divisores efetivos de X'. Isto

é feito da seguinte maneira: se H é o hiperplano de P" dado pela equagao ) a;X;, entao defina

¢p(H) := E+div(D_ aifs).

=0

A aplicacao ¢}, é chamada de pull-back de ¢p induzido sobre o conjunto dos hiperplanos de P". Note

que
D = {E+div(f); feL(E)\{0}}
= {E—i—dz’v(zn:aifi) i (ap:...:ay) € P}
= {¢p(H); z;IOé hiperplano em P"}.
Agora suponha que go, . . ., gn, 580 funcoes racionais que definem uma outra base de L'(E) e seja (c;5)

uma matriz em GL,11(k) tal que f; = Zj ¢ijgj. Entao
¢p(H) = E+div(}_ aif;) = E+div()_ aicijgi) = (T o ¢p)*(T(H)),
i ij
onde T'(H) ¢ o hiperplano dado pela equagao Y, b;Y; = 0, (bo,...,by) = (ag,...,a,)C 1 e C = (c;j) é
a matriz do operador T
Se F = {fo,..., fn} é uma base de £/'(E) fixada, entdo o nimero vp(¢5(H)) é chamado de multi-

plicidade de H em P (em relacao a base F).

Proposicao 2.3.5 Seja D uma série linear livre de pontos base e seja ¢p : X — P™ o seu morfismo
associado. Se H é um hiperplano em P" e P € X, entdo P € supp(¢pj(H)) se, e somente se,
¢p(P) € H.

Demonstragao: Se H é definido pela equagao ) a;X; = 0, entéo

Pesupp(¢p(H)) < vp(¢p(H) =1 & wp(d at™fi)>1
& ) atfi(P)=0 & (" fo(P):... 1% f(P)) € H
< ¢p(P) € H.
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O

Ainda supondo que D é uma série linear, sobre X, livre de pontos base, fixe um ponto P e sejam
J0s---,Jn as ordens de D em P. Para cada i =0,...,n — 1 denote por Lf(P) a interseccao de todos

os hiperplanos em P" com multiplicidade em P (em relagao a F) maior ou igual a j; 11, ou seja,
L] (P) = ﬂ{H ; vp(op(H)) = jira }-

Definigao 2.3.6 O conjunto LI (P) é chamado i-ésimo espaco osculador em P de D (em relagdo

a base F).

Nao ¢ dificil verificar que

L(P)cC...Cc L (P).

Observe também que se G é obtida de F por uma transformagao T com coeficientes em k entao

Isto significa que os espacgos osculadores sao unicamente determinados pela série linear D, a menos de

uma transformacao projetiva com coeficientes em k.

Se D é uma uma série linear com pontos base, o i-ésimo espaco osculador em P de D é por definicao

0 i-ésimo espaco osculador em P da série linear livre associada DL.

Proposigao 2.3.7 Seja D uma série linear livre de pontos base parametrizada por P(L'(E)) e seja
P € X com pardametro local t. Suponha que F = {fo,...,fn} € uma k-base para L'(E) e defina
g = t”P(E)fl . Suponha também que as i primeiras ordens jo,...,jJi—1 de D em P sao conhecidas.

Entao j; € o menor inteiro maior que j;—1 tal que os vetores

(D¥go(P),...,D*go(P)) com s=0,...,i,
sio linearmente independentes sobre k. Em particular, a matriz (D} g (P)) é néo-singular.
Demonstracdo: Por uma transformacio projetiva com coeficientes em &, suponha que F é uma base

P-hermitiana de D, ou seja, se g = t”P(E)fl entdo vp(g;) = j; para todo I. Para cada m € N*, a

proposigao (2.3.4) implica
Di"g1 = aim <‘]l>tjlm + Ot (2.1)
m
onde aj, € k* e vy, € Op(X). Pondo m = j; vemos rapidamente que

0 sel >1
Dlig(P)=X a; sel=i

apj, sel <i,
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logo (D}’g;(P)) é uma matriz triangular com elementos néo nulos na diagonal principal, portanto
é nao-singular. Seja r um inteiro tal que j;—1 < r < j;. Pondo m = r na equacao (2.1) vemos que
D7 gi(P) = 0 sempre que [ > i, ou seja, as n— (i+ 1) ultimas entradas do vetor (D} go(P), ..., D} gn(P))
sdo nulas. Agora um argumento simples de dlgebra linear mostra que este vetor é combinacao linear

dos vetores (D?* go(P),...,D¥*g,(P)) com s = 0,...,i—1. 2 Portanto j; tem a minimalidade desejada.
O

Corolario 2.3.8 Com as hipdteses da proposi¢cao, seja mg < ... < m, uma sequéncia de inteiros com
r <n tais que os vetores (D} go(P), ..., D{"*gn(P)) sdo linearmente independentes para s =0,...,r.

Entao 3; < m; para todo i < r.

Demonstragdao: Usando a minimalidade dos j/s nao ¢ dificil verificar que o espago gerado pelos
vetores (D3go(P),...,Dign) com s = 0,...,7; — 1 é i-dimensional para cada i < r. Se tivermos
m; > j; — 1 existirao i + 1 vetores linearmente independentes neste espaco, o que é um absurdo. Logo

ji —1 < m; e portanto j; < m;.

O

-

Definigao 2.3.9 Seja D uma série linear livre de pontos base e seja P € X. Suponha que P(L'(E)) é

uma parametriza¢io de D e seja F uma base de L'(E).
(a) LT (P) é chamado de linha tangente de P (em relagdo a base F),

(b) L7 | (P) é chamado hiperplano osculador de P (em relacio a base F).

-

Lema 2.3.10 Seja D uma série linear livre de pontos base e seja P € X. Suponha que P(L'(E)) é

uma parametrizagio de D e seja F uma base P-hermitiana de L'(E). Entao

LT (P)=H;1N...NHy,

)

onde Hj € o hiperplano dado pela equagao X; = 0. Em particular, Lig(P) € i-dimensional para qualquer

base G de L'(E).

Demonstragao: Suponha F = {fo,..., fn} e sejam jo,...,j, as ordens de D em P. Se H é o
hiperplano em P" dado pela equacao > a;X; = 0 entao vp(¢5(H)) = vp(E) +vp(>_aifi) > vp(E)
+min{vp(fi) ; a; #0e 0 <i <n}, logo vp(¢hH(H)) > jit1 se, e somente se, a; = ... = a; = 0. Segue
da defini¢io de espago osculador que LY (P) = H;y1 N ...N H,, e assim L7 (P) é i-dimensional. Como
G pode ser obtida de F por uma transformacio com coeficientes em k, existe T € Aut(P") tal que

LY(P) = T(L (P)) e portanto LY (P) é também i-dimensional, isto conclui a demonstragéo.

%Isto segue do fato que a matriz formada pelos vetores (D7* go(P), ..., Di*g,(P)) com s = 0, ...,n é triangular inferior.
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O

Corolario 2.3.11 Seja D uma série linear livre de pontos base e seja P € X. Suponha que P(L'(E))
é uma parametrizag¢io de D e seja F uma base de L'(E). Se g, = tP(E) £, entdo os vetores (D{Sgo(P) :

co D{Sgn(P)), com s =0,...,i, geram o i-ésimo espaco osculador L (P).

Demonstracdo: Por uma transformacao projetiva com coeficientes em k suponha que F é uma base
P-hermitiana de £'(E). Como na demonstra¢ao da proposi¢ao (2.3.7), vemos que a matriz (Dg1 g1(P))
é triangular inferior com elementos nao nulos na diagonal principal, ou seja, as n — ¢ ultimas entradas
do vetor (Dil go(P) : ... : DJg,(P)) sio nulas. Isto significa que este vetor pertence ao hiperplano
H; : X; = 0 sempre que j > i+ 1, ou seja, pertence a interseccao H;y1 N ... N Hy,, que é justamente
o hiperplano osculador LZ-]: (P), pelo lema. Uma vez que cada um destes vetores sao linearmente

independentes sobre k, o resultado segue.
O

Corolario 2.3.12 Seja D uma série linear livre de pontos base parametrizada por P(L'(E)) e seja
PeX. Sejo,...,jn sao as ordens de D em P entao o hiperplano osculador Lffl(P) de P em relacdo
a uma base F = {fo,..., fn} de L'(E) € dado pela equagdo

X, X,
DXgo(P) ... D¥?g, (P

det t 9.0( ) ' t 9 ( ) —0
D" lgo(P) ... DI"lg.(P)

onde g; := t'P(E) f;.

Demonstracao: Este resultado é trivial a partir do corolario anterior.



Capitulo 3

Teorema de Stohr-Voloch

Uma parte cldssica da teoria das curvas algébricas, chamada geometria enumerativa, é dedicada a
contar o numero de pontos de uma curva que satisfazem certas propriedades. Neste capitulo iremos

introduzir o método desenvolvido por Stéhr e Voloch [26] para estudar este problema.

3.1 T7-ordens de D

Seja X uma curva nao-singular definida sobre o corpo k cuja caracteristica é p (positiva ou nao).
Fixe, sobre X, uma série linear D definida sobre k, uma parametrizagdo P(L'(E)) de D e uma k-base
F =A{fo,..., [n} para L'(E) (teo. 1.6.2). Seja 7 : k(X) — k(X) uma k-inclusdao. Pelo item (b) do
teorema (1.3.6), 7 induz um tnico morfismo sobre X, definido sobre k, que continuaremos a denotar
por 7, tal que se f € k(X) entdo 7(f) é a funcao racional f o7 : X — k. Este morfismo induz uma

aplicacao sobre o conjunto dos divisores de X por
D € Div(X) ~—— D7 :=71(D)

Qe supp(D) +— Y e (P)P.

Considere os morfismos
dp=(fo: .. fn): X =P e ¢"=(1(fo):...:7(fn)) : X — P".

Seja z um elemento de separacio de k(X)/k e seja D% o i-ésimo diferencial de Hasse com respeito a

x. Para cada inteiro positivo m, considere também o vetor
D¢ := (DY fo, ..., DI fn).

A notagao

DR¢™ = (7(fo),- -, 7(f)),

36
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também serd utilizada para distinguir o vetor (7(fo),...,7(fn)) do morfismo (7(fo) : ...: 7(fn)).

Dado um ponto P € X, o corolério (2.3.12) fornece uma condi¢@o necessdria e suficiente para que um

ponto pertenca ao hiperplano osculador de P. Isto sugere estudarmos os determinantes das matrizes

m(fo) .. 7(fn) DR¢T
F D™ fy ... DIMf, Do
Hm,r,m = . . . = . )
D fy ... DI'™fy D¢
onde
m representa a lista (my,...,my,),
F  representa a k-base {fo,..., fn} e
x é elemento de separagao de k(X)/k .
A notagao
Fooo._ F
Wm,T,x T det(Hm,T,x)
serd usada para o determinante da matriz H}, .. Note que W;‘:'mx define uma aplicagao racional
X — kvia P— W7 (P).

Estamos interessados em estudar sobre quais condicoes ngx # 0 para finalmente poder saber

sobre quais condicoes anmx(P) = (. Para isto, considere a lista

g:=(e1,---,n), (3.1)

onde €1, ...,&, sao inteiros tais que 0 < e1 < ... < g, e cada ¢; é obtido, indutivamente, como sendo
o menor inteiro onde os vetores

DY%", D¢, ..., D¢

sao linearmente independentes sobre k(X).

Lema 3.1.1 Para cada i = 2,...,n 0s conjuntos
{DR¢7, Dyd; 0<s<e;—1} e {DJ¢",Dy¢; 1<s<i-1}

geram o mesmo espago.

Demonstracao: Denote por V e por U os espagos gerados pelos conjuntos na ordem respectiva em
que aparecem no enunciado. A inclusdo U C V ¢ trivial. Para mostrar a inclusao inversa é suficiente
mostrar que cada gerador de V' estd em U. Seja r um inteiro positivo tal que 0 < r < g;. Ser = ¢;
para algum j < i entao D¢ € U e acabou. Se r # ¢; para qualquer j < ¢, entao a minimalidade
dos £!s garante que D¢ é combinagao linear dos vetores DY¢7, D51¢, ..., Dy ¢, ou seja, Dl¢ € U.

Portanto V C U.
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O
Os elementos 1, ...,&, sdo os inteiros tais que (e1,...,&,) é 0 elemento minimo, na ordem lexi-
cografica, do conjunto de todas as n-uplas de inteiros m = (my,...,my,) tais que 0 < my < ... < my,
e HJ _ é uma matriz ndo-singular. Mais precisamente:
Corolario 3.1.2 Se mq,...,m, € uma sequéncia de inteiros ndo negativos tais que my < ... < my €
F e . .
Wi rz # 0 entdo e; < m;.

Demonstracao: Se existe ¢; > m; com W£T . 7 0, entdo existem ¢ + 1 vetores linearmente indepen-

dentes no espacgo definido no lema anterior, o qual é obviamente i-dimensional, logo ¢; < m;.

Proposigao 3.1.3 (a) Seja G = {go,...,9n} onde g; =Y ai;jfj com (a;;) € GLp41(k) entdo

WE_ . = det(a;;)WZ,

£,T,x e,T,"
(b) Se h € k(X) e G={hfo,...,hfn} entdo

Wg

E,T,T

= 7(h)h"WZ,

e,7,x"
(c) Se y € outro elemento de separagdio de k(X)/k entdo

Va . @ €1+~--+€nW]_—
7T d:c &Y

Demonstracdo: (a) Este resultado segue rapidamente da k-linearidade de 7 e da k-linearidade dos

operadores de Hasse e ndo depende do fato que a lista (e1,...,&,) é minima.

(b) Pela regra do produto para os diferenciais de Hasse
£; >
D (hfi) = 3 DIhDE T f; = kD) fi + 3 as D= .
5=0 s=1

onde as := Djh. Deste modo, a i-ésima linha da matriz (D3 (hf;))nxn—1,0onde 1 <i<ne0<j<n,

é tal que

(DE) (hfy),...,DE)(hfy)) = (ADEDfo, ... ,hDE) f,) +

€
+ Y adDEI fo,..., DETI ).
s=1
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Pelo lema (3.1.1) a segunda parcela da soma acima é combinacéo linear dos vetores D2¢™, D1, ..., D3~ .

Agora um simples argumento de dlgebra linear mostra que os determinantes das matrizes

T(hfo) ...  T(hfn) T(h)T(fo) ... T(h)T(fn)
Dthfy ... Di'hf, hD: fy ... hDSfp
e
Dgr(hfo) ... Di*(hfn) hDZfo ... hDgMfn

Lou seja, W9__ = 7(h)h" W7,

coincidem, o SO

(c) A prova é essencialmente a mesma que a do item (b) usando a regra da cadeia para as derivadas

de Hasse em vez da regra do produto. De fato, para cada 1,

d gi—1
D;Ei)(fj) = (Iz)giDési)(fj) + Z dsDZ(fj)-
s=1

onde dg € k(X) (lema 2.3.2). A partir disto o resultado segue como no item (b).

O

Note que esta proposicao diz que os inteiros €1, ...,€, nao dependem de qualquer parametrizagao
de D e de qualquer elemento de separacao de k(X). Isto justifica a préxima defini¢ao.

Definicao 3.1.4 Os inteiros e1, ... ,&, definidos em (3.1) unicamente determinados por D e por T sdo

chamados de T-ordens de D, ou simplesmente ordens de D quando T = 1.
Corolério 3.1.5 Se 7 =1 e D € livre de pontos base entao €; < j;(P) para todo P € X.

Demonstragao: Seja t um parametro local de P. Pela proposicao anterior podemos supor que
P(L'(E)) é uma parametrizacao de D tal que vp(E) = 0. Seja F = {fo,. .., fn} uma base para L'(E)
e seja j = (j1,...,Jn) a lista das ordens de D em P. Note que jyp = 0 e que qu = (Dgifl)ogz’,lgn- Se
existe j; > &; entao Wflx = 0, pela minimalidade das ordens €1, ..., &,, logo det(D{ifl(P)) =0, o que

é uma contradi¢do com a proposigao (2.3.7).
O

Sejam €1, ..., &, as T-ordens de D. Dado um elemento de separagao x da extensao k(X')/k considere
o divisor

RI(D,7) :=div(WZ_ )+ (e1 + ... + en)div(dz) + nE + E7,

£,T,T

onde div(W7,

7. +) 6 o divisor principal de W7,

e, T,x"°

!Para ver que os determinantes coincidem note que i-ésima linha da primeira matriz é obtida da i-ésima linha da

segunda matriz mais uma combinagao k(X')-linear das demais linhas.
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Corolério 3.1.6 O divisor RZ (D, 7) depende somente de D e de T.

Demonstragdo: Seja y um outro elemento de separacao de k(X)/k e suponha que G = {go,...,9n}
¢ uma base para L'(D), onde P(L'(D)) é outra parametrizagdo de D. Logo existem h € k(X)* e
(aij) € GLpy1(k) tais que g; = Z]- a;jhfj. Se €1,...,e, s@0 as T-ordens de D entdo a proposigao
(3.1.3) implica

n(dx\E1T - Fen
Wé,_ =7(h)h (d—y)

Note que D = E — div(h) e D™ = E™ — div(7(h)), logo

det(aij)Wf

g, T,T"°

Rg(D,T) = div(W8_ )+ (e1 + ... +en)div(dy) + nD + DT

€7T7y

div(T(h)) +n - div(h) + (e1 + ... + &) (div(dz) — div(dy)) + div(WZ_ )

&, T,

+ (e1+4...+epn)div(dy) +nE —n-div(h) + E™ — div(7(h))

divWZ_ )+ (e1 + ...+ ep)div(dz) + nE + ET

&, T,

= RI(D,7).

Isto conclui a demonstragao.
O

Definicao 3.1.7 O divisor R(D,7) := RZ (D, 1), unicamente determinado por D e por T, é chamado
divisor de Weierstrass de D com respeito a 1, ou simplesmente divisor de Weierstrass de D,

quando T € a identidade.

Decorre do corolario (3.1.6) que o divisor R(D,7) é efetivo. De fato, dado um ponto P € X é
sempre possivel encontrar uma parametrizagao P(L'(E)) de D tal que vp(E) = 0 = vp(E7), logo

vp(R(D, 7)) = vp(WZ

~.4), onde t é um parametro local de P. Por uma troca de varidveis podemos
bR

supor que os elementos de G sao regulares em P, disto a afirmagao segue.

No caso particular em que 7 = 1 o divisor R(D) := R(D, 1) também é conhecido como o divisor de

ramificagao de D e claramente depende somente de D. Se o grau da série D é d, entao
deg(R(D, 7)) = (e1+ ... +en)(29 — 2) + (deg(T) + n)d,
onde deg(T) := [k(X) : TE(X)].
Definicao 3.1.8 Os pontos do suporte de R(D,T) sao chamados D-pontos de Weierstrass com

respeito a 7, ou simplesmente D-pontos de Weierstrass quando 7 = 1. Quando D € uma série

canénica os pontos do suporte de R(D) sao chamados pontos de Weierstrass.
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Exemplo 3.1.9 Suponha 7 = 1, seja © um elemento de separacao de k(X) sobre k e considere o
morfismo ¢, = (1:z): X — P! definido no exemplo (1.3.5). Seja D(y,) a série linear associada a ¢y.
Se D(g,) estd parametrizada por P(L'(E)) entdo

vp(E) = —min{vp(1), vp(x)},
portanto E é o divisor de pdlos de x, ou seja, E = div(x)s. Agora observe que

1 =z
det =1,
0 1

logo 1 € a ordem de Dy, portanto € = (1). Em particular, div(W7,

e, l,x

) =0, portanto

R(Dyy,)) = div(dr) + 2div(7) -

O divisor R(D(%)) definido acima, também denotado por R,, é chamado divisor de ramificacdo de

Exemplo 3.1.10 Seja x como no exemplo anterior e seja 7 : k(X) — k(X) uma k-inclusdo. Se €1 €

a T-ordem de Dyy,), entdo €1 € o menor inteiro nao negativo tal que

1 7(z)
det #0.
Di'1 Di'z
Deste modo, €1 > 0 se, e somente se,

1 7(x)
det =z —7(x) = 0;
1 =z

ou seja, x € uma funcdo racional fixa por T.

Exemplo 3.1.11 Suponha 7 =1 e sejam x ey dois elementos linearmente independentes sobre k(X),
onde x é um elemento de separacio de k(X) sobre k. Considere o morfismo ¢ = (1:2:y): X —P? e
seja D) sua série linear associada. Iremos calcular a lista € = (¢1,€2) das ordens de D4). Note que

para cada inteiro positivo s,

1 =z gy
det [ 0 1 Dyy | =Dy,
0 0 Diy

S
x

logo e1 = 1. Se m = {1,s}, entdo W7

mi1z = 0 se, e somente se, D

y = 0 o que ocorre sempre que
€1 < s < g9 (pela minimalidade das ordens). Note que em caracteristica positiva pode ser que D2y = 0,

mas se D2y # 0 entdo é claro que o = 2. Se este for o caso entdo

R(D) = div(WZ, ) + 3div(dz) + 3E,

g,lx

onde E ¢é o divisor definido por vp(E) = —min{vp(1),vp(z),vp(y)}.
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3.2 O Teorema de Stohr-Voloch

Nesta secao enunciaremos e demonstraremos uma versao do teorema de Stohr-Voloch [26]. Para isto
passaremos a analisar valores quantitativos do divisor R(D,7) definido na segao precedente. A partir

de agora estaremos assumindo que a série linear D ¢ livre de pontos base.

A préxima definicdo é um abuso de linguagem, mas iré facilitar na identificacdo de certos pontos.

Definicao 3.2.1 Um ponto P € X € fixo (resp. ramificado) por T se é um ponto fixo (resp. ramifi-

cado) do morfismo induzido em X por T.

Estamos usando a mesma notacao 7 para o morfismo induzido, logo, se P é um ponto fixo por 7 e

se t é um parametro local de P em k(X'), entao
vp(7(t)) = e (P).

Se P é também ramificado por 7 entdo e,(P) > 1.

Exemplo 3.2.2 Se k é um corpo finito com q elementos, entao todo ponto k-racional de X € fixo
e ramificado pela q-ésima aplicagdo de Frobenius x +— x9. De fato, o morfismo induzido por esta
aplicacao €

q

(o :...:xp) — (xf ... :xd).

Este morfismo é ramificado em todos os pontos e seu grau é q (apéndice B).

Teorema 3.2.3 Seja P € X um ponto k-racional fixo por T com um parametro local t € k(X).
Suponha que D € uma série linear livre de pontos base com uma parametriza¢io P(L'(E)) tal que o
ponto P nao pertence ao suporte de E. Sejam myq, ..., my, inteiros tais que 0 < m1 < ... < my,. Se F

é uma k-base para L'(E), entdo

’UP(Wg,T,$> > Z(JS - ms)a
s=1

onde jo, ..., Jn SG0 as ordens de D em P. Mais ainda, se m1 > 0 ou se P € ramificado por T, entao
vale a igualdade se, e somente se,

det((r‘g)) Z0 (mod p) 1<1i<n.

7

Demonstracao: A demonstracao é dividida em trés casos, a saber, o caso em que m; > 0, 0 caso
em que m1 = 0 e P é ramificado por 7 e finalmente o caso em que m; = 0 e P é um ponto k-racional
arbitrério (i.e., ndo necessariamente ramificado por 7). Neste tltimo devemos apenas mostrar que a

desigualdade é valida. Suponha F = {fo..., fn} e seja G = {go, ..., gn} uma base P-hermitiana de
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L'(E) tal que go = 1, logo vp(g1) = ji € vp(go) = 0, pois vp(E) = 0. Uma vez que P é k-racional,
existe (c;;) € GLn+1(k) tal que g =3, ¢ f;, logo

m(q1) = Z i T(f)s

J

portanto
WS . = det(c )W,

m,T,T m,T,r*

Se t é um parametro local de P em k(X), entao para todos 0 < ,i < n,
g = aljltjl -+ 'Uﬁjl—H e D;nigl = (aljl (jl ) + t’l)h')tjl_mi,
m;
onde a;;, € k* e v, v € Op(X) Nk(X) (prop. (2.3.4)).

Se m1 > 0 entdo a primeira coluna da matriz ng,t é (1,0,...,0). A expansao do determinante ao
longo desta coluna fornece

WS, = de(Dfg)  1<ii<n
logo
Wi, = awp@(<”> V), (3.2)
1/ nxn
onde a = [[ a5, ¢ = det(c;)~t, V = (al_jllvh-)nm eu =Y. ,ji —mi Agora o teorema pode ser
concluido analisando esta expressao.

Se m; = 0 entao a primeira coluna da matriz ng,x é (1,1,0,...,0). Repassando a segunda linha

por ela mesma menos a primeira, obtemos

g1—7(91) - Gn—7(9n)
D™g, ... Dg
WS ., = det " e (3.3)
D" gy ... Di"™gy

Como P é fixo por 7 entdao 7(t) = t"u, onde r := e,(P) e u € Op(X)* Nk(X). Se P é também
ramificado por 7 entdo r > 1 e é possivel encontrar §; € Op(X) N k(X) tal que

g = (1) = @ t" + Fi

A partir disto, da hipétese m; = 0 e de (3.3), uma equacao como (3.2) pode ser obtida apenas
redefinindo V', de onde o resultado segue. Se P nao é ramicado por 7 entdo r = 1 e é possivel

encontrar oy, 3 € Op(X) N k(X) tais que
g —7(g) = at’+ [t

Como no caso anterior, uma equacao como (3.2) pode ser obtida redefinindo as matrizes ( T]nl) n © V.
v nXn

Neste caso, é possivel mostrar a desigualdade.
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O
Corolario 3.2.4 Seja P € X um ponto k-racional fizo por T e sejam €1,...,&, as T-ordens de D.
Entao
n
op(R(D,7) > 3 (s — 24),
s=1
onde jo,...,jn $Go as ordens de D em P. Mais ainda, se €1 > 0 ou se P € ramificado por T, entdo

vale tgualdade se, e somente se,

det( <j l

&g

>)¢0@wdm 1<1,i<n.

Demonstragao: Suponha que F = {fo,..., fn} é uma base P-hermitiana de L'(F). Seja t um
pardmetro local de P em k(X) e defina G = {go,...,gn}, onde g, = t*?(E) f;. Note que vp(go) =0 e
vp(g1) = ji- A proposicao (3.1.3) implica

Wg _ T(t)’vp(E)tn’Up(E)W]:

e,T,t T e,T,t)

ou seja,

W]:Tt _ T(t)_'UP(E)t_”UP(E)Wg

€ e, Tt

Como P é fixo por 7 entao vp(E™) = vp(7(t))vp(E). Desta igualdade e da equacao acima nao é dificil
verificar que vp(R(D, 1)) = vp(ngmt). Se D ¢ o divisor equivalente a E tal que G ¢é base para o espago
L'(D), onde P(L£'(D)) é uma parametrizacao de D, entdo vp(D) = 0, pois D é livre de pontos base e
os g;s sao regulares em P, logo P nao pertence ao suporte de D. Agora basta aplicar o teorema (3.2.3)

para esta parametrizacao e para m; = &;.

O
Corolario 3.2.5 Suponha que 7 =1 e sejam €1, ...,y as ordens da série linear livre D. Entdo
(a) e1 >0
(b) Sejam myq,...,my, inteiros tais que 0 < my < ... < my. Se existe P € X tal que as ordens
Joy--->Jn de D em P satisfazem

ma<ﬁ>)¢omwdm 1<is<n,

ms
entao €; < m; para todo 1 =1,...,n.
(c) Seja P € X. Entao vp(R(D)) =0 se, e somente se, e; = j;(P) para todoi =1,...,n.

(d) Se €, é menor que a caracteristica p de k, entdo as ordens de D sdo 1,2,...,n.
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Demonstragao: (a) Trivial.

(b) Suponha que P(L'(F)) é uma parametrizacao de D tal que vp(E) = 0. O teorema (3.2.3) aplicado
a uma base F de L'(F) junto com a hipétese feita sobre os inteiros m/s, implica que ’l)P(Wn].;—717x) =
Yo 1 (js — msg) # 00, logo WTJ,;M # 0 e portanto g; < m;, pelo corolario (3.1.2).

(c) Este resultado é uma aplicacdo do corolario (3.2.4). Se vp(R(D)) = 0 entao ) ,(j; — &;) = 0,
portanto j; = &;, pois €; < 7;. Reciprocamente, se j; = &; entao det((gi)) % 0 (mod p), portanto
vp(R(D)) = 3201 (js —&5) = 0.

(d) Seja £ € {1,...,n} e sejar tal que e, < £ < e,41 (se r = 0 entdo defina €9 = 0). Defina

ML= €1, evey My = Epy Mypg1 =L, Mpyo = Epya, .., My = Ep.
Se P é um ponto fora do suporte de R(D), entao vp(R(D)) = 0 e pelo item (c) vale g; = j;(P).
A matriz ((TZ)) é triangular com elementos diagonais 1,...,1, (E’“Z“ 1). Considerando a hipétese feita

sobre a caracteristica p vemos que (S"Z 1) # 0 (mod p). Deste modo, o item (b) aplicado aos inteiros

mi,...,my e as ordens jo(P),...,jn(P), fornece g,11 < my41 = £, ou seja, e,41 = £, por definigao de

r. Portanto £ é uma ordem para D.
O

Note que o item (c) do coroldrio anterior implica que os D-pontos de Weierstrass sao todos os pontos
P tais que as ordens ji,...,j, de D em P diferem das ordens ¢1,...,e, de D, ou seja, (€1,...,&n) <

(J1,-.-,Jn) na ordem lexicogréfica.

Agora iremos obter uma cota superior para o nimero de pontos de X que sao fixos e também

ramificados por 7. O préximo lema é a chave para a demonstragao.

Lema 3.2.6 Sejam e1,...,e, as T-ordens da série linear livre D e suponha que e1 = 0. Se P € X €

um ponto k-racional fixro e ramificado por T, entdo
€ < Ji—Ji,
onde ji,...,Jn SGo as ordens de D em P. Em particular,
vp(R(D, 1)) > nj,

onde n € a dimensao da série D.

Demonstragao: Seja P(L'(E)) uma parametrizacao de D tal que vp(E) =0 e seja F = {fo, ..., fn}
uma base para £'(E). Note que a sequéncia 0, jo — j1, . . . jn — j1 sd0 as ordens do morfismo Pt — Pn—1
dado por

(T:ia) s (190 gm0ty = (g0t 2 gdn),
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no ponto (1 : 0), onde div(x) = (1 : 0) — (0 : 1)2. Se ¢ = (¢},...,¢!, ;) é a lista das ordens

n

deste morfismo entdo € < ji11 — j1 (cor. 3.1.5). Defina e := 0 e ¢’ = (g,¢},...,¢,_1). Se

n—1
H = {291,... 2/} entdo

0# Wg'{,m = det(D;’ile) = det( <]l>)xjﬁ“'ﬂ"_‘s/l_“'_e%,

/
i

onde 1 <l <ne0<i<n-—1. Em particular, det((gf_)) # 0. Uma vez que P é ramificado e fixo por

7, 0 teorema (3.2.3), aplicado para m; = ¢,_,, fornece UP(W;-;,TJ) =) .Js—Es—1, logo Wf,m #0e

portanto ¢; < e,_; < j; — ji. A segunda parte segue do coroldrio (3.2.4).
O

Teorema 3.2.7 (Stéhr-Voloch) Seja X' uma curva de género g definida sobre k e seja T : k(X) —
k(X) uma k-inclusao. Suponha que eziste uma série linear D, definida sobre k, livre de pontos base,
dimensao n, grau d e com T-ordens €1,...,E,, onde €1 = 0. Entdo o numero de pontos k-racionais de

X que sao fixos e ramificados por T € no mdzximo

%[(51 + oot en)(29 = 2) + (n+ deg(7))d| .-

Demonstracao: Pelo lema anterior, cada ponto k-racional P € X que é fixo e ramificado por 7 satisfaz
vp(R(D, 7)) > n. Deste modo, se I' é o conjunto de tais pontos, entdao Y p.pvp(R(D, 7)) > n#l, ou
seja, #I' < deg(R(D, 1))/n, isto conclui a demonstragao.

O

Veremos na proxima secao que este teorema é mais interessante quando X é definida sobre um corpo

finito. Neste caso a k-inclusao serd a de Frobenius. Para o préximo exemplo, suponha que 7 = 1.

Exemplo 3.2.8 Seja X uma curva de género g e suponha que existe um elemento de separacao x €

k(X) de grau 2 com um tnico pélo no ponto Ps, ou seja, dive,(r) = 2Ps. Em particular,
H(Pyx)=1{0,2,4,...,29,2g+1,...} e G(Px)=1{1,3,...,2g—1}.
Iremos contar o nimero de pontos de Weierstrass de X. Para isto, considere a série linear

D :=|(g — 1)diveo(x)|.

2De fato, primeiramente note que o divisor (1:0)—(0: 1) tem grau zero, uma vez que o género de P! é zero, este divisor
é principal, logo o elemento x existe. Defina Py := (1 : 0) e P := (0: 1). Se Dy é a série linear livre associada a ¢ e
parametrizada por P(L'(Ey)), entdo {271, ..., 27"} é base para L'(E,) e FE4 é definido por vp(Ey) = —min{ve(z?i) ; 0 <
1 < n}, logo Ey = jnPo — jiPo e portanto vp, (Ey) 4 ve, (27%) = j; — j1. Agora a afirmacio segue da proposicio (2.2.6).
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Esta é uma série linear livre de pontos base, grau 2g — 2 e dimensdo g — 1 (ex. (2.2.8)), logo l((g —

1)dive(x)) = g e portanto (g — 1)dive(x) = Ky, ou seja, D = |Kx| € candnica. Em particular, os

elementos 1,z,22,... 2971 formam uma base para o espaco L((g — 1)dive(x)). Agora observe que
0 set > 7
Dird =< 1 sei=7j

(j)xj*i set < j.

7

Se F={l,z,2%,...,29 '} em=(1,...,9 — 1), entdo

W7 1. = det(Dha?)o<ij<g—1 =1

e portanto 1,2,...,g — 1 sao as ordens de |Kx|. Assim
—-1) . .
RExD) = T Dain(@) + (g - i (x)
9(g —1)
= ———R,,
2

onde R, = div(x) + 2diveo(x) € o divisor de ramifica¢ao de x definido no exemplo (3.1.9). Note que
deg(R;) = 29 + 2 e que os suportes de R, e R(|Kxy|) coincidem, ou seja, os pontos do suporte de
R, sao os pontos de Weierstrass de X. Pelo exemplo (3.1.9), R, € o divisor de Weierstrass da série
completa |div(x)so| cuja inica ordem € 1 e cujo grau € 2, por hipdtese. Sejam jo(P) e j1(P) as ordens
desta série em um ponto de Weierstrass P. Entao 1 < ji(P) < 2 e portanto jo(P) =0 e ji1(P) = 2.
Note que det((f)) = 2. Em particular, se a caracteristica do corpo de definicdo de X € diferente de 2,
entao o coroldrio (3.2.4) aplicado a série |dive ()| implica vp(R,) = 1, logo vp(R(|Kx|) = g(9—1)/2,
portanto existem exatamente 2g+2 pontos de Weierstrass em X, cada um dos quais tem multiplicidade

g(g —1)/2 em R(|Kx]|).

3.3 Ordens de Frobenius

Seja F, um corpo finito com ¢ elementos e caracteristica positiva p. Suponha que X ¢ uma curva
definida sobre [F,. Nesta secao iremos aplicar os resultados obtidos sobre a curva X considerando a
aplicagdo de Frobenius Fr : Fy(X) — F,(X) dada por z +— 29. Muitos dos resultados que iremos

descrever sao simples reformulagoes dos resultados da secao anterior.

Seja D uma série linear livre de pontos base, definida sobre Fy, parametrizada por P(L'(E)) e com

uma F,-base F = {fo,..., fn} de L£'(F) fixada. A aplicagdo de Frobenius define uma inclusdo em
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F,(X) que é a identidade sobre Fy, logo podemos considerar a matriz

oo - M
HE . = Dgf)fo DZf)fn |
D" ' fo ... Di*7'fn
onde
v representa a lista {vg < ... <wv,_1},
10) representa o morfismo (fo:...: fn) e

x é um elemento de separacao de F,(X)/F, .

Na secao anterior a notacdo W7  estava sendo usada para o determinante da matriz H7, Aqui

v,Fr,x v,Fr,z*

usaremos a notagao

VM]; = det(H,fH7x).
Definigao 3.3.1 As Fr-ordens vy, ...,vy_1 de D sao chamadas de ordens de Frobenius de D.

Note que, em contraste com a secao anterior, indexamos as Fr-ordens vy, ..., ,_1 comecando por

0. A igualdade vy = 0 justifica esta convengao. Na verdade, esta é a notagao classica original de [26].

Lema 3.3.2 Sejam €1 ...,e, as ordens de D. Entao existe um inteiro I > 1 tal que

g sel0<i<]I
v, =
giry1 sel<i<n

Em particular, v; < ji+1(P) para todo P € X.

Demonstracao: Considere as matrizes

o o S
foo oI
Delf Delf fO R fn
F x 0 e T n F
He,l,:v = . . . € HV,Fr,r = Dglfo <o Dglfn
Dinfy ... Dirfy ' '
D;n71f0 R D;nilfn
Comparando as n iltimas linhas de HyjT Fr.p COM as n primeiras linhas de HE]: 1, Obtemos, pela mini-
malidade das ordens, que €5 < vg para todo s = 1,...,n — 1. Seja I o menor inteiro tal que o vetor
(fd,..., f#) é combinagao linear dos vetores

DX¢, Do, ..., D o.
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Note que I > 1 pois vy = 0 e por sua minimalidade vemos que os vetores

DZO¢7 D;1¢7 A 7‘D§3171¢ € (fg? A ‘7fg)

sao linearmente independentes. Novamente pela minimalidade das ordens temos v; < €, para todo
s=1,...,1—1eportanto vy = e5 paratodo s =1,..., I — 1. A igualdade vy = €541 paras=1,...,n
¢ obtida analogamente e portanto a demonstragao serd omitida. A desigualdade v; < j;1(P) é uma

consequéncia do corolario (3.1.5).
U

Estamos sempre assumindo que a série linear D é livre de pontos base e esta parametrizada por

P(L'(E)), logo os divisores E e E' satisfazem

vp(E) = —min{vp(fo),...,vp(fa)} e vp(E™) = —min{vp(fd),...,vp(f9)}.
Em particular, E¥* = ¢F e portanto o divisor de Weierstrass de D com respeito a Fr é dado por
R(D,Fr) = (V) + (vo+ ... 4 vn_1)(dz) + (g + n)E.
Note que este divisor depende somente de D e de gq.
Definicao 3.3.3 O divisor
S(D,q) := R(D, Fr),

unicamente determinado por D e por q, € chamado divisor de Frobenius de D.

Note que se d é o grau da série D entdo o grau de E™ é gd. Em particular,
deg(S(D,q)) = (vo + ... +vn-1)(29 — 2) + (¢ + n)d.

Seja t um parametro local de P e considere o conjunto G = {go,...,gn}, onde g; :== t'P(E)f; A
proposicao (3.1.3) implica que

V9 — tvP(E)(Q-ﬁ-n)VV]’;

vit —
ou seja,

V) = 1t—vP(E)(q+n)Vf75

e portanto vp(S(D,q)) = vp(Vft). Em particular, esta é uma nova prova de que o divisor S(D, q) é

efetivo.

Proposicao 3.3.4 Se v,_1 € menor que a caracteristica p de Fy, entdao as ordens de Frobenius de D

sao 0,1,...,n—1.
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Demonstragao: Por uma reparametrizacao podemos supor que F = {1, f1,..., f,} é uma base para

L'(E), logo a expansao do determinante da matriz H f ¢ ao longo da primeira coluna fornece

h=f - 1

D*fy ... D',
VS, = det " ‘ Lo
D;jn_lfl . Dtyn_lfn
A hip6tese feita sobre p e a proposigao (2.3.3) implicam que Dy* qu = 0, logo os inteiros vy, ..., vp—1

sao as ordens do morfismo
dp=(H—fl: . i fu—fD): X —P L

ou seja, sao as ordens de sua série linear associada D(4). Agora basta aplicar o item (d) do corolério

(3.2.5) para esta série.
g

Proposicao 3.3.5 Seja P € X um ponto Fy-racional e sejam jo, ..., jn as ordens de D em P. Entdo

n
vp(S(D,q)) =D (i — i),
i=1
e vale a igualdade se, e somente se,

det((1)) # 0 mod p),

s

onde0<s<n—-1el<i<n.

Demonstragao: Este é o corolario (3.2.4), observando que todo ponto F,-racional ¢ fixo e ramificado

por Fr.
O
Proposicao 3.3.6 Seja P um ponto arbitrdario de X e sejam jo,...,Jjn as ordens de D em P. Entdo
n—1
op(S(D,0)) > (i — ),
i=1

e vale a desigualdade estrita se

Vs

det((‘]i))EO(modp) 0<i,s<n-—1.
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Demonstragao: Note que nao estamos na situagdo do teorema (3.2.3). Seja H = {ho,...,hn}
uma base P-hermitiana de £'(E). Uma vez que P nao é necessariamente um ponto Fg-racional nao

podemos assumir que H é uma F -base, mas podemos encontrar uma matriz (a;;) € GLp11(Fy) tal que

hi = Zj aijf]’, IOgO gg = Zj 5595, onde g; = tUP(E)hi (§ gj = tUP(E)fj. Defina hg = Zj aijg?. Observe

que em geral ndo vale a igualdade h} = g%, contudo é claro que vp(h}) > 0. Se G = {go, ..., gn} entdo
hy, . hl,
Dqg, ... D]
VVg,t -det(a;;) = det t_ 0 L
D" 'g} ... D" 'g,
n .
i=0

onde cada d; é o i-ésimo determinante obtido pela regra de Crammer. Deste modo,

vp(S(D,q)) > min{vp(do),...,vp(dy)}.

Note que d; = det(Dy"g;) onde i = 0,...,n—1ej=1,...,5...,n. Uma vez que vp(g) = ji, a
proposicao (2.3.4) implica que D;"g; = (aljl (fjl) + tvli>tjl*”i, logo

UP(dS)Zj1+--~+jn_js_yl_---_Vn—lu

portanto vp(S(D,q)) > ' (G — vi). Se det((gi)) = 0 (mod p), onde 0 < 4,s < n — 1, entdo

vp(dp) > jJo+ ...+ Jn-1 — Vo — ... — Un—1, portanto a desigualdade é estrita.

O
Lema 3.3.7 Se P ¢ um ponto Fy-racional de X e jo,...,jn sGo as ordens de D em P, entdo, para
todo 1,

Vi < Jit1 — J1-
Em particular,

vp(S(D,q)) = nji.

Demonstracao: Este é o lema (3.2.6), observando que todo ponto Fy-racional é fixo e ramificado por

Fr.
O

Corolério 3.3.8 (a) Sejam e1,...,e, as ordens de D. Se existe i tal que v; # €; entdo todo ponto

Fy-racional é um D-ponto de Weierstrass.

(b) Se existe i tal que v; # i, entao jn(P) > n para todo ponto Fq-racional P.
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Demonstracao: (a) Basta mostrar que com as hipdteses acima, todo ponto Fy-racional estd no
suporte do divisor de Weierstrass R(D). De fato, suponha que existe um ponto F,-racional P fora do
suporte de R(D), entao para todo i, a ordem ¢; de D coincide com a i-ésima ordem j;(P) de D em P
(veja o comentario abaixo do coroldrio (3.2.5)). Pelo lema anterior isto significa que v; < €41 — €1, ou

seja, v; < gi41 e portanto v; = ¢; (lema 3.3.2), o que contradiz a hipétese.

(b) Se existe um ponto Fy-racional P tal que a j,(P) = n, entdo vp,—1 < n—ji(P),logo vp,—1 <n—1

e portanto v; = i, o que é um absurdo.

Agora enunciaremos o teorema de Stohr-Voloch como originalmente foi feito em [26].

Teorema 3.3.9 (Stohr-Voloch) Seja X uma curva de género g definida sobre Fy. Suponha que ex-
iste uma série linear D, livre de pontos base, dimensdo n, grau d e com ordens de Frobenius vy, ..., Vp_1.
Entao

#X(F,) < (m+”.+%4x@—2yuq+mﬂ.

S|

Demonstragao: A demonstracao é essencialmente a mesma do teorema (3.2.7). Se S(D,q) é o
divisor de Frobenius associado a série linear D entao, pelo lema (3.3.7), vp(S(D,q)) > n para todo
P e X(F,) e portanto ZPGX(Fq) vp(S(D,q)) > n#X(Fy), ou seja, #X(F,) < deg(S(D,q))/n, isto

conclui a demonstragao.

g

Exemplo 3.3.10 Seja X uma curva definida sobre Fy de género 3 tal que #X(F,) > 2q+8. Considere
a série linear canonica |Kyx| e note que [(Ky) = 3, deg(Kx) = 4 e dim(|Kx|) = 2. Sejam €1,e2 as
ordens de |Kx/|, vy, v1 as ordens de Frobenius de |K x| e jo(P), j1(P), j2(P) as ordens de |K x| no ponto
P e X(F,). Note que se

lema (3.3.2
(: )

52:2 V1§2>

logo o teorema (3.3.9) implica #X(F;) < 29+ 8, o que é absurdo. Portanto 2,11 > 2, ou seja,
v1,e9 € {3,4}. Note também que

lema (3.8.7
é )

J(P)>1 J2(P) > 4,

o que € absurdo, pois a ordem jo(P) de |Kx| em P nao € superior ao grau de |Kx|. Portanto j1(P) =1
e assim €1 = 1. Por outro lado, se P é um ponto de Weierstrass, entao e # jo(P) < 4, ou seja,

g9 =3 e jo(P) = 4. Agora o lema (3.3.7) implica v1 = 3 e o teorema (3.3.9) implica

#X (F,) < 28.
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Suponha que a caracteristica p de Fy € diferente de 2. Neste caso,

N 1
Lo = 4 #0 (mod p),
DG

det

logo o corolario (3.2.4) implica que vp(R(|Kx|) = (1 — 1)+ (4 —3) = 1, ou seja, cada ponto de
Weierstrass tem multiplicidade igual a 1 em |K x|, uma vez que deg(R(|Kx|) = 28, existem exatamente

28 pontos de Weierstrass em X.

Exemplo 3.3.11 Seja X a curva definida pelo polinomio homogéneo
fX,Y,2)=Y32+YZ® - X € Fpu[X,Y, Z].

Esta é uma curva plana, nao-singular, irredutivel, de grau 4 e género 3. Note que (0:1:0) € o unico

ponto no infinito de X. Os pontos afins de X sdo os pontos (a:b: 1), com (a,b) € Fs2 x Fg2, tais que
b +b=dat

Note que se a € Fs2 entio b € Fq2. Uma vez que a equagdo Y3 +Y = a* define um polinémio
irredutivel e separdvel sobre Fa2, existem exatamente 3 solucoes distintas para Y, cada uma das quais
pertence a Fs2, logo #X(F32) = 28. Pelo exemplo anterior, os pontos de Weierstrass de X sao os

pontos Fy2-racionais.



Capitulo 4

O Teorema de Hasse-Weil

Neste capitulo continuaremos a estudar curvas algébricas definidas sobre corpos finitos. O teorema
de Stohr-Voloch (teo. (3.2.7)) serd usado para obter uma nova cota superior para o nimero de pontos
racionais destas curvas. Com argumentos da teoria de Galois, dual a demonstracao feita por E.
Bombieri em [4], esta cota superior serd convertida em uma cota inferior. A partir disto, poderemos
demonstrar o teorema de Hasse-Weil, que é equivalente a hipétese de Riemann para a teoria de curvas

algébricas.

4.1 A Funcao Zeta sobre uma Curva

A classica funcao Zeta de Riemann é a aplicagao dada por

SOEED SRR | Fet
n=1 P

onde s € C é tal que Re(s) > 1 e o produto a direita (identidade de Euler) percorre todos os nimeros
primos. A Hipétese de Riemann, até hoje ndo demonstrada, afirma que os zeros nao triviais' de ¢(s)
estdio sobre a reta Re(s) = 1/2. E bem conhecido que a fungao ¢(s) tem um tnico pélo em s = 1 e

admite uma extensao meromorfica para todo C.

Nesta secao definiremos a fungdo Zeta sobre uma curva e enunciaremos as suas principais pro-
priedades. Para cobrir os detalhes omitidos nas afirmagoes sugerimos as referéncias ([25], cap. V),

([10], cap. 5), (]20], cap. 5) e [5].

Seja X uma curva definida sobre F,. A aplicacdo de Frobenius Fr é definida sobre os pontos de X

por

q

(ag : ... ap) —(af:...:al).

10s chamados zeros triviais de ((s) sdo s=-2,-4,-6,. . .

o4



4.1. A FUNCAO ZETA SOBRE UMA CURVA 55

Para cada P € X seja degr,(P) o menor inteiro positivo d tal que FrY(P)=P. Se D=3 p_ynpP é

um divisor sobre X', entao defina

degr,(D) = Z npdegr, (P).
pPex

Definicao 4.1.1 A funcdo Zeta de X sobre F, € a aplicagcao complexa

ey (5) = > N(D)™*,

D>0

onde N (D) := qdequ(D) € a norma absoluta do divisor efetivo D em relagao ao corpo base IFy.

Note que

Cer,(s) = > #{D € Div(X); D>0edegr, (D) =n}lg ™.
n=0

Mediante a troca de varidveis ¢ = ¢~ podemos escrever (yr, (s) = Zx/r,(t), onde

Zxp,(t) ==Y _#{D € Div(X) ; D >0 e degr,(D) = n}t".

n=1

Em particular, o coeficiente de ¢ nesta série é justamente o nimero de pontos F,-racionais de X'. Um

estudo detalhado desta fungao pode ser encontrado em ([25], cap.V).

Proposigao 4.1.2 Seja X uma curva de género g definida sobre Fy. A série de poténcias Zx r, (t)

converge sempre que |t| < ¢t

. Nesta regido,
(a) a fungao Zx g, (t) satisfaz a equagdo funcional

_ _ 1
Zxr,(t) = It ZZX/Fq(g)'

(b) existe um polinomio Ly r,(t) de grau 2g tal que

Ly r,(t)

P = T =gy

Ainda mais, se Ly g, (t) = ?io a;t' entdo

—i
ag =1, ag=4¢q% e agy_;=q"".

Demonstragao: Consulte as referéncias ([25], cap. V), ([10], cap. 5), ([20], cap. 5) ou [5].
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Note que o polinémio Ly, (t) satisfaz

1

Ly, (t) = qthgLX/qu(a)‘

Esta igualdade é simplesmente uma reformulagao da equagao funcional dada na proposicao. Para uma

curva X de género g definida sobre I, é possivel associar 2¢g nimeros complexos a1, ..., g4, 0s quais
satisfazem
29
L, () = [J(1 — ast).
i=1

Note que estes nimeros sao as inversas das raizes de Ly, (t), ou seja, sao as raizes do polinémio
monico

ha e, (t) ==t Ly w, (1/1).
A equagao funcional de Ly p, (t) implica que Ly /p, (1) = 0 se, e somente se, Ly, (a/q) = 0, logo
o conjunto {ai,...,az.} é permutado pela aplicacdo o — ¢/a. Deste modo, por uma troca de indices

se necessario, podemos sempre supor que o;0g1; = .

Definicao 4.1.3 O polinomio Ly r,(t) € chamado L-polinémio de X sobre Fy. O polindmio hy (1)
¢ chamado polinémio reciproco de Ly, (t). As raizes de hyr, (t) sdo chamadas raizes reciprocas

de LX/]Fq (t) .
Mais geralmente, se Ly JFgn (t) denota o L-polinémio de X" sobre Fn, entao, via a identidade

Zx pn (") = H Zx 7, (C1),
=

onde ( percorre o conjunto das n-ésimas raizes da unidade, é possivel concluir que

29
_ n
Lxp.(t) = H(l — oj't).
i=1
Em particular, a1, ..., a4 sao as raizes reciprocas de Ly /]Fq(t) se, e somente se, af,..., a5, Sa0 as

raizes reciprocas de Ly /r ., (t)-

Corolario 4.1.4 Seja X uma curva de género g definida sobre F, e seja a1 o coeficiente de t no

L-polinémio Ly, (t). Se au,...,az; sdo as raizes reciprocas de Ly, (t) entdo

29
ay = — E (673
=1

2g
HX(Fp) =q"+1-> af.
=1
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Demonstragao: Por uma lado, Lyp,.(t) = (1 — ¢)(1 — ¢"t)Zxr,. (1) € o coeficiente de ¢ nesta
expansao € #X (Fgn) — (¢" + 1). Por outro lado, Ly, (1) = H?ﬁl(l — a't) e o coeficiente de ¢ nesta

< 2
expansao é — Y .7, al.

Exemplo 4.1.5 Seja X a curva definida pelo polinomio homogéneo
F(X,)Y,2)=Y?Z+YZ>+ XZ? + X3 c [y[X,Y, Z].

Esta é uma curva plana nao-singular de género 1. Os pontos no infinito de X sao os pontos (a :b:0)

tais que F(a,b,0) = 0, logo sdo tais que
V-0+b-0=a-0+a’

Portanto (0 : 1:0) € o dnico ponto no infinito de X. Os pontos afins de X sdo os pontos (a : b : 1)

tais que F(a,b,1) =0, logo sdo tais que
V+b=a+ad’,

portanto os pontos Fo-racionais de X sao (1:0:1),(0:1:1),(1:1:1) e (0:0:1), logo #X(F2) = 5.
Se Ly r,(t) = ao +ayt+ agt? € o L-polinémio de X, entio ag = 1,a2 =2 e ay = #X(Fa) — (2+1) =2
(cor. (4.1.4) e prop. (4.1.2)). Deste modo,

Lyjm,(t) =142t 422 e hym,(t) =t* +2t +2,
logo o == /2 - e’ e @ sdo as raizes reciprocas de Ly, (t), portanto
#X(Fon) = 2" +1—2-2"/2. Re(2"),
onde z = 1. Agora, por um cdlculo exaustivo, € possivel concluir que

2"+1 se n=2,6 (mod 8)
2 4+142-2%2  se n=4 (mod 8)
#X (Fon) = "4+ 1-2-2%2  s¢ n=0 (mod 8)
2" 4142204072 se 1 =1,7 (mod 8)
2" 41 —2.20040/2 e =35 (mod 8).

4.2 O Teorema de Hasse-Weil

Nesta segao provaremos que o valor absoluto dos zeros de Zyp, (t) é ¢ V2. Este é o contetdo do

teorema de Hasse-Weil (teo. 4.2.8). Este teorema garante que os zeros de (y/r,(s) estao sobre a reta
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Re(s) = 1/2. De fato,

_ Teo. HW. | _
Cep,(s) =0 = Zyg (¢7°)=0 = gl =¢q

TR = ¢72 = Re(s) =1/2.

—1/2
= q
Esta é a razao pela qual alguns textos se referem ao teorema de Hasse-Weil por hipdtese de Riemann

para curvas algébricas sobre corpos finitos.

Lema 4.2.1 Sdo equivalentes:
(a) A hipdtese de Riemann vale para X /F,.
(b) A hipdtese de Riemann vale para X /Fgn para todo n > 1.

(c) Ezistem constantes ¢y e co tais que
[#X(Fgn) = " < 1+ e2¢™?,

para todo n > 1.

Demonstracao: (a) < (b) Se as raizes reciprocas de Ly (t) sdo a1, ..., asg, entao as raizes reciprocas
de Ly /p,» (t) sdo af,...,ah,. Agora basta observar que |o;| = q'/? se, e somente se, lal| = q"2.
(c) = (b). Pelo coroldrio (4.1.4) as raizes reciprocas az, ..., az, do L-polindmio Ly, (t) satisfazem a

igualdade #X (Fgn) — (¢" + 1) = — E?ﬁl a}'. Logo, pela hipdtese, existe uma constante positiva c tal

que | Zfﬁ La?| < cg™/?. Considere a fungao

29

aﬂ
H(t) =) — —

=1

Note que p := min{|a; | ; 1 < i < 2g} é precisamente o raio de convergéncia de H(t) em torno de

t = 0. Deste modo, quando [t| < p vale

29 oo co 29
HE =SS (et =S amyen,
i=1 n=1 n=1 =1
logo
[H()] <D e = ey (¢"[t)"
n=1 n=1

Note que a série H(t) converge quando [t| < ¢~'/2. Deste modo, ¢~ /2 < pi e portanto ¢'/? > |ay|. Por
outro lado, por uma troca de indices se necessario, podemos supor a;asgs4; = ¢, logo Hfi 1o =¢q% e

portanto |a;| = ¢'/2.

(b) = (c) Pelo coroldrio (4.1.4) as rafzes reciprocas ai, ..., agy do L-polinémio Ly r,, () satisfazem a

igualdade #X (Fgn) — (¢" + 1) = — 1211 aj', logo o resultado segue com ¢; = 1 e c3 = 2g.
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O

Para obter a estimativa sobre o niimero de pontos racionais dada pelo item (c¢) do lema acima iremos
considerar uma curva X’ tal que a extensdo F,(X’)/F,(X) é Galois. A idéia é contar o niimero de
pontos de X’ satisfazendo certas propriedades e que estao na contra imagem dos pontos racionais de
X, via o morfismo induzido pela inclusdo F,(X) < F,(X’). Isto sera feito durante a demonstragio do

teorema de Hasse-Weil (teo. (4.2.8)), por agora precisamos de alguns resultados preliminares.

Definigao 4.2.2 Um morfismo ndo-constante ¢ : X' — X, entre curvas definidas sobre um corpo

perfeito k, é Galois se a extensdao k(X')/¢p*k(X') é Galois.

Sejam X’ e X curvas definidas sobre F, e suponha que ¢ : X' — X é Galois. Identifique F,(X) com
sua imagem ¢*F,(X) e denote por Gal(F,(X')/F,(X)) o grupo de Galois correspondente ao morfismo

¢. Este grupo age nos pontos de X’ da seguinte maneira:
P+— P°,

onde P? é a imagem de P, via o morfismo induzido por o, em X’. Note que P? é o tnico ponto
que corresponde ao ideal maximal o~ (Mp(X’)). De fato, use a mesma notacdo o para o morfismo

induzido. Se f € F,(X’), entdao o(f) é a funcao racional f oo, logo

vp(a(f)) = eo(P)vps (f),

portanto o(f) € Mp(X’) se, e somente se, f € Mpo(X'), ou seja, 0~ (Mp(X')) = Mps(X'). Isto

demonstra a afirmacao.

Lema 4.2.3 Seja ¢ : X' — X Galois e seja Q € X.

(a) O grupo de Galois Gal(F,(X')/F,(X)) permuta os elementos da fibra $~1(Q) e esta agio é tran-
sitiva.

(b) Os indices de ramificacio de ¢, nos pontos de ¢~1(Q), coincidem.

(c) Sejam P € $~1(Q), n > 1 e denote por P1" a imagem de P via a q"-ésima aplica¢io de Frobenius.

Entdo eziste o € Gal(Fy(X")/Fy (X)) tal que P1" = P se, e somente se, Q ¢ um ponto Fyn-racional.

Demonstragdo: Observe que Fy(X) C F,(X’) via a inclusdo Fy(X) — F,(X’), logo os ideais Mp(X),
onde P € ¢~1(Q), sdo os lugares de F,(X’) que estao sobre o lugar Mq(X) (veja apéndice A). Logo, o
teorema (A.2.7) e o coroldrio (A.2.8) implicam (a) e (b), respectivamente. Note que P4" € ¢~1(Q7"),
logo Q4" = Q se, e somente se, os pontos P4" e P pertencem a #~1(Q), e isto ocorre se, e somente se,

existe 0 € Gal(F,(X')/F,(X)) tal que P?" = P, por (a).
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Considere o conjunto
P, (X' /X,0):={P € Xx’'; es(P)=1e P" = P"}.

Note que existe apenas um nimero finito de pontos P € X' satisfazendo P?" = P° que nao pertencem

ao conjunto P, (X’/X, o). De fato, tais pontos sdo ramificados por ¢ (cor. 1.3.11).

Lema 4.2.4 Com as notagoes acima.
(a) O conjunto P, (X'/X,0) € sempre finito.

(b) A interseccao Pp(X'/ X, 01) NP (X)X, 09) € vazia sempre que o1 # 9.

Demonstracao: (a) Um ponto P € P,,(X'/X, o) é tal que ¢(P) = @ para algum ponto Fyn-racional
Q € X, pelo item (c) do lema (4.2.3). Como existe apenas um ntmero finito de pontos Fyn-racionais

e a fibra ¢~1(Q) é sempre finita, o resultado segue.

(b) Basta observar que a existéncia de um ponto P na intersecgao P, (X' /X, 01) NP, (X'/ X, 02) con-

tradiz o item (a) do lema (4.2.3).

Daqui para frente iremos investigar a expressao

p(X' /X, 0) = #P (X' X, 0).

Lema 4.2.5 Com as notacdes acima, existe uma constante c independente de n tal que
1
’#X(FQ”) - @ an(X,/Xv U)’ <c

ceG

onde G = Gal(Fy(X')[F,(X)).

Demonstragao: O item (c) do lema (4.2.3) implica que

Urx/xo)c |J ¢74Q).

oG QEX(Fyn)

onde o complementar desta inclusao é um conjunto finito de pontos de X’ que sao ramificados por ¢.

Por outro lado, o teorema (1.3.10) implica que |G| = 3 pey-1(g) €s(P), logo

| D palX/X,0) — |GI#X (Fyn)| < ¢

oceG
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onde ¢ é uma constante que nao depende de n, assim

|#X(Fyn) ‘G’ > (X)X, 0)| < ‘G’

oceG

Agora basta tomar ¢ = ¢//|G]|.
O

Para um ¢ apropriado, iremos utilizar o teorema de Stohr-Voloch para obter uma cota superior para

o nimero p,(X’/X, o). Para isto precisamos de um lema.

Lema 4.2.6 Seja P € X' e seja g o género de X'. Para cada m > g+ 1, a série linear completa
|(m—+g)P| € livre de pontos base, tem dimensdo m e as ordens jo, . . ., jm de |(m+g)P| em P satisfazem

j0=0,j1=1€

o~ (m—g)(m—g—1)  (2m—g)(g+1)
Z]i < 5 + 5 .

Demonstragao: Se d = m + g entao o grau da série |(m + g)P| é
de |[dP| é m (cor. (1.6.6)). O corolario (2.2.12) implica que a série |dP| é livre de pontos base e que as

ordens jo,...,Jjm de |(m + g)P| em P satisfazem
Ji =1 sempre que ¢ < d — 2g.

Portanto jo = 0 e j1 = 1. Os inteiros jg, ..., Jm S80 nao negativos, distintos e menores que d, logo

ji <1i+d—m. Agora basta usar a férmula classica da soma finita de uma PA para obter

Zji < (1+...4d=29-1D)+((d—g)+... +(m—g))

(m—g)n—g—1)  (2m—g)(g+1)
2 * 2 ‘

Isto conclui a demonstracao.
O

Proposicao 4.2.7 Com as notagées acima, suponha que q é um quadrado maior que 4g*(g—1)2, onde
g € o género de X', e seja o € Gal(Fy(X')/Fy(X)). Nestas condigoes, o mimero p,(X'/X, o) pode ser
estimado por

(X)X, 0) < (" + 1) + 294",
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Demonstracdo: Se Fr é a aplicacdo de Frobenius # — 9, que é a identidade em Fq, entdao 7 :=
Fr'" oo™t Fy (X') — Fy(X’) define uma F-inclusdo de F,(X’) de grau ¢" (item (b) da prop. B.0.12) e
que fixa todos os pontos P € X’ sujeitos a condicdo P?" = P?, ou seja, 7 fixa os pontos de P, (X’ /X, o).
Conforme a definigao dada em (3.2.1), tais pontos sdo também ramificados por 7. Fixe P € X fixo
e ramificado por 7, suponha que m > g+ 1 e sejam €1,...,&, as 7-ordens da série linear completa
|(m+ g)P| (lema (4.2.6)). Para cada base {fo,..., fm} de L((m+ g)P), o vetor (fo,..., fm) ndo é um
multiplo de (7(fo),...,7(fn)), logo €1 = 0. Sejam jo, ..., jm as ordens de |(m + ¢g)P| em P. O lema
(4.2.6) e o lema (3.2.6) implicam

m m m
doei < D Gi—l=-m+) i
i=1 i=1 i=1
m(m —1
< 9(9—1)+(2)

Esta cota, aplicada no teorema de Stohr-Voloch (teo. (3.2.7)), fornece

p@120) < (14 D) m+g)+ 2 pym—1)

n 2g%(g — 1
- 1+q”+(m+q—)g+M.
m m

Agora o resultado segue rapidamente supondo m = ¢"/2.

Agora estamos em condigoes de demonstrar o resultado principal deste capitulo.

Teorema 4.2.8 (Hasse-Weil) Seja X uma curva de género g definida sobre Fy. As raizes reciprocas,

a1, ..., Qag, do L-polinémio Ly, (t) de X satisfazem

’ai| _ q1/2‘

Demonstragdo: Seja x € Fy(X) tal que Fy(X)/Fy(z) é uma extensao finita e separdvel e seja F' a
menor extensao de F,(X) que ¢ Galois sobre F,().? Note que F' = F,(x,y) para algum elemento y € F’
satisfazendo um polinémio sobre F, (), logo F’ é isomorfo a F,(X”), onde X’ é o modelo projetivo nao-
singular da curva definida por este polinomio (teo. 1.3.8). Tomando ¢ maior se necesséario, podemos

supor que X’ é definida sobre F,. Portanto, existem morfismos nao-constantes

¢ ¢ Pl,

X x X

20 elemento de separacio = sempre existe, veja ([25], pag. 127). O corpo F' pode ser construido adicionando a F,(X)

todas as rafzes dos polinémios minimais dos elementos de uma F,(x)-base separdvel de Fy(X).
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tais que ¢ e ¢' sdo ambos Galois. Usando o lema (4.2.1) suponha que ¢ é um quadrado maior que
4g*(g—1)?, onde g é o género de X’. Sejam G = Gal(F,(X")/Fy(z)) e H = Gal(Fy(X’)/F,(X)). Entao
U Po(X'/X,0) C U P, (X' /P!, 0),
ocH ocH
e o complemento desta inclusao é um conjunto finito de pontos que sao ramificados por ¢', logo
S pn(X/X,0) =) palX/Po) + (4.1)
ccH oceH
para alguma constate ¢; independente de n. O lema (4.2.5) para as curvas X’ e X’ implica
ceH
onde co é uma constante independente de n, logo, pela equacao (4.1), existe uma constante c3 inde-
pendente de n tal que

[#X(Fyn) ’H|Z (X' /P, 0)| < es. (4.2)

ocH
E bem conhecido e nao ¢ dificil de provar que #P*! (Fgn) = ¢" + 1, logo o lema (4.2.5) para as curvas
X' e P! implica

1
!f+1—Eﬂ§:pmVﬂﬂaﬂgq,
geG

onde ¢4 é uma constante independente de n, ou seja,

> pa(X/P o) > (¢ + 1 — )G
oceG
Deste modo, a proposigao (4.2.7) implica que
¢"+ 14 294" > pu(X'/PLo) = D pu(X/PLo)— D pa(X/Py)
ce@G veG\{o}
> (¢"+1-c)|Gl+ (1-|G)(¢" + 1+ 29¢"?),

onde g é o género de X’. Agora com uma conta simples é possivel mostrar que existem constantes a e
b independentes de n tais que

(X' JPY o) — ¢"| < a+ bg"™/2.

Usando a desigualdade (4.2), temos

[#X(Fgn) =" < [#X(Fgn) ‘H‘ > pald'/Plo \+\|H| > pald'/PY o) =g,

cceH oceH

logo existem constantes a’ e b’ independentes de n tais que
#X(Fyr) —q"| < d' + g2

Agora o teorema de Hasse-Weil é uma consequéncia imediata do lema (4.2.1).
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O

Corolério 4.2.9 Se X ¢ uma curva de género g definida sobre Fy, entao a cardinalidade do conjunto

dos pontos Fyn-racionais de X pode ser estimada por

[#X (Fgr) = (¢" + )] < 290",
Demonstragao: Basta aplicar o teorema de Hasse-Weil na igualdade descrita no corolario (4.1.4).
O

Teorema 4.2.10 (Serre) Se X' ¢ uma curva de género g definida sobre Fy, entdo a cardinalidade do

congunto dos pontos Fyn-racionais de X pode ser estimada por

[#X (Fgn) — (¢" +1)| < g[2¢™?],

onde [2¢™?] denota a parte inteira de 2¢™?.

Demonstragao: Suponha n = 1, o caso geral é andlogo. Seja Ly(t) = H?il(l — a;t) o L-polinémio
de X. Os as sdo inteiros algébricos que cumprem |oy| = q'/? e podem ser ordenados de forma que
a;og1; = q. Portanto

o = Qg = q/a;.

Defina
e A . 2 1/2 1
71-—az+ag+z+[q ]+ .
Note que os elementos ;s sao inteiros algébricos positivos e cada homomorfismo o : Q(a, ..., agy) — C
permuta os elementos ai,...,az,. Ainda mais, se o(a;) = «a; entdo o(a;) = o(q/a;) = q/o(a;) =
o(a;) = @j. Deste modo, o age permutando os elementos de {v1,...,74} e portanto
29
vi=]]
i=1
é um inteiro algébrico fixo por qualquer homomorfismo de Q(ay,...,az,) em C, logo v € Z. Os

elementos a)s sao positivos, logo v > 0 e portanto 1211 v > 1. A desigualdade entre a média

aritmética e a geométrica fornece

29 2g

E'Z% >([[w'" =1

9 = i=1
Deste modo,

g
S (ai + @i+ (2077 +1) > g,
=1
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portanto
29

Z o > —g[2¢"?).

=1

Agora o resultado segue desta desigualdade e do corolario (4.1.4).
O

Note que a curva dada no exemplo (3.3.11) atinge a cota superior de Hasse-Weil, que neste caso é
igual a cota superior de Serre. Nao é sempre que isto ocorre e existem situagoes em que o teorema de
Stohr-Voloch fornece uma estimativa melhor que os teoremas de Hasse-Weil e Serre, como mostra o

proximo exemplo.

Exemplo 4.2.11 Seja X uma curva de género 4 definida sobre Fy. Por exemplo, considere a unica

curva projetiva nao-singular birracional a curva definida pelo polinémio
F(X,Y)=Y?+Y - X c F;[X,Y].

A hipdtese de Riemann garante que #X(F7) < 29 e o teorema de Serre que #X(F7) < 28. A série
canonica |Ky| sobre X € uma série linear livre de pontos base, dimensao 3 e grau 6. Em particular,
se vy, V1,V $Go as ordens de Frobenius de |Ky|, entdo ve < 7, portanto vo = 0,11 =1 e vo =2 (prop.
(8.3.4)). O teorema (5.3.9) de Stohr-Voloch aplicado a série |Kx| implica #X (F7) < 26, que é uma

estimativa melhor que a fornecida pelos teoremas de Hasse-Weil e Serre.

Exemplo 4.2.12 (Quartica de Klein) Seja X' a curva plana definida pelo polinémio homogéneo
F(X,Y,Z)=X3Y +Y3Z - XZ3 € Fys[X, Y, Z].

Esta € uma curva ndo-singular e seu género € 3. Os pontos no infinito de X sdo os pontos (a : b : 0)

tais que F(a,b,0) =0, ou seja, tais que
a’b+0°-0+a-0=0.

Portanto (1 : 0:0) e (0:1:0) sdo os pontos no infinito de X. Note que tais pontos, assim como
(0:0:1), sao Fys-racionais. Os demais pontos Fos-racionais de X sao os pontos afins (a :b: 1) tais
que (a,b) € 3y x 35 e

a*b+ b +a=0.

6

Multiplicando a iqualdade acima por a8 e usando as igualdades a” =1 e a” = a?, obtemos
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onde z = a3b. Elevando esta equacdo ao quadrado e multiplicando ambos os lados por 22, obtemos

22— (22 4+ 22) = 0, ou seja, 22 — 2 = 0, logo z € Fys, portanto as trés solucées de z> + z + 1 sdo
elementos de Fys. Note que a € F; implica b = z/a3 € Fiy, logo existem 21 pontos (a,b) € s x Fs

237
tais que F'(a,b,1) = 0. Portanto
X(Fys) =24 = (22 +1) + 3 - [4V2],

ou seja, X atinge a cota superior de Serre. Em particular, se aq,...,qg SGo as raizes reciprocas de

Lk, (t) entao Zle(aﬁai) = —15 (cor. 4.1.}) e ajai; = 8 (teo. 4.2.8), logo a; +@; = —5, portanto

3 3
hap,(t) = [Jt—e)t—a@) =] — (e + ai)t — i)
i=1 i=1
3
= JJ +5t+8) = (#*+ 5t +8)°.
=1

Agora as raizes reciprocas de LX/F23 (t) podem ser calculadas explicitamente. Se (31,... ¢ sao as raizes
. ~ =3 . ~ ,
reciprocas de LX/FZ(t) entio 33 = o; e 33 + B;° = —5. Em particular, ﬁ{’,...,ﬁgg sao raizes do

polinémio T? + 5T + 8 = 0. Portanto
hayr,(t) =9+ 55 +8 ¢ Lyp,(t) =85 +5¢° + 1.

Observe que o coeficiente det em Ly g, (t) € nulo, logo — Z?ﬁl Bi =0 (cor. 4.1.4), portanto #X (Fq) =
3. Calculando explicitamente as raizes reciprocas de Ly r,(t) € possivel encontrar as raizes reciprocas

de Ly r,, (t). A partir disto, usando o coroldrio (4.1.4), € possivel concluir que #X (Fq2) = 5.



Capitulo 5

Curvas Maximais e a Curva Hermitiana

Vimos na introdugdo que curvas definidas sobre corpos finitos com muitos pontos racionais sao
interessantes por suas diversas aplicagoes. O coroldrio (4.2.9) é uma das principais consequéncias do
teorema de Hasse-Weil e fornece a seguinte estimativa para o nimero de pontos racionais de uma curva

X, definida sobre o corpo Fy:
(g+1) — 29g"% < #X(F,) < (¢ + 1) + 29¢"/2,

onde g é o género de X. Note que estas cotas dependem de g, que em geral ndao é um numero facil
de calcular. Existem diversas maneiras de caracterizar o género de uma curva, as quais proporcionam
algumas estimativas para este numero. Dentre elas destacamos a seguinte: se existe sobre X uma série

linear livre de pontos base de dimensao n > 2 e grau d, entao

(d—1—(n—1)/2)?
2(n—1)
I=N (dei—(n1)/2-1/4)
2(n—1)

se n é impar

se n € par.

Esta cota é conhecida por cota de Castelnuovo, para uma demonstracao veja ([2], pag. 116).

5.1 Curvas Maximais

Nesta segao estaremos seguindo [7] e apresentaremos algumas propriedades geométricas e aritméticas

de curvas que atingem a cota superior de Hasse-Weil.

Definig¢ao 5.1.1 Uma curva X de género g e definida sobre Fy € chamada Fyn-maximal se #X (Fgn) =

q" + 1+ 29¢"™2.

Proposicao 5.1.2 Seja X uma curva de género g definida sobre Fy e sejam ai,...,any as raizes

reciprocas do L-polinémio Lx/[gq2 (t) de X.

67
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(a) Sao equivalentes:
(i) X € Fp2-mavimal.
(ii) oy = —q.
(i) P, (8) = (6 0)%
(b) Se X € F2-mazimal, entdo
"+1 se n=1 (mod 2)

#X(Fgn) =< ¢"+1+2g-2"% se n=2 (mod 4)
"+1—-2g-27% se n=0 (mod 4).

Demonstragdo: (a) Pelo coroldrio (4.1.4), X é F2-maximal se, e somente se, Zfﬁl(ai —a;) = —2¢gq.
Pelo teorema de Hasse-Weil, isto ocorre se, e somente se, a; = —g. Como a1, ..., a, sao as raizes de
har , (), a equivaléncia é imediata.
(b) Sejam fi,. .., B2y as raizes reciprocas do L-polindomio Ly p,(t). Pelo coroldrio (4.1.4), X (Fgn) =
gt +1— Zfi 1 B Pelo item (a) acima, cada raiz reciproca 8 de Ly g, (t) satisfaz B2 = —¢. Em
particular, a parte real de (3 é nula.

Se n =1 (mod 2) entao n é da forma 2a + 1, logo 5" + B" = 0 e isto implica o primeiro item da
tabela. Se n = 2 (mod 4) entdo n é da forma 2(2a + 1), logo " = —¢™? e isto implica o segundo
item da tabela. Finalmente, se n = 0 (mod 4) entdo n é forma 2(2a), logo § = ¢/ e isto conclui a

demonstragao.
O

Note que para uma curva X definida sobre [ ser F,»-maximal, é necessario que ¢" seja uma poténcia
par da caracteristica de [F,. Por esta razao, passaremos a supor que X' é uma curva definida sobre [ 2

e diremos simplesmente mazimal, significando que X ¢é [F 2-maximal, ou seja,
#X(Fp2) = ¢° + 1+ 2gq.

Neste capitulo, um ponto racional é um ponto Fz-racional.

A préxima proposicao mostra que para uma curva ser maximal existe uma condicao necessaria sobre

0 género g em relacao a q.

Proposigao 5.1.3 (Thara) Se X' ¢ uma curva mazimal definida sobre F 2 entdo

g<qlg—1)/2.



5.1. CURVAS MAXIMAIS 69

Demonstragao: Sejam aj,...,az, as raizes reciprocas do L-polinémio Ly p ,(t). Pelo corolario
q

(4.1.4), #X([Fp) = ¢* +1— ?21 a;, onde cada «; satisfaz |a;| = ¢ (teo. Hasse-Weil). Por hipdtese X

¢ maximal, logo #X (F ) = q®> + 1+ 2gq e portanto a; = —¢q. Note que #X(Fpa) > #X(F,2), logo

2g
#X([Fp)=q"+1-) o =q¢* +1— 294"
=1

Assim, ¢% + 14 2gq < ¢* + 1 — 2g¢®. Agora uma manipulacio simples desta desigualdade mostra que
g<alg—1)/2.

0

O préximo lema é a chave para todos os resultados obtidos neste capitulo. Apesar do enunciado
simples a demonstracao nao é trivial. Para demonstrd-lo é necessario resultados sofisticados sobre

variedades abelianas.

Lema 5.1.4 Seja Fr a aplicagao de Frobenius com relagdo ao corpo base Fy2, ou seja, Fr(P) = pe

para cada P € X. Se Py € um ponto racional da curva maximal X, entdo

Fr(P)+qP ~ (¢+1)Py ¥V PeX.
Demonstragao: Veja ([7], 1.2, pag. 4) ou veja a demonstracao do lema (1) de [21].
g

Coroldrio 5.1.5 Se Py e Q sao dois pontos racionais de X entio (¢ + 1)Py ~ (¢ + 1)Q, ou seja, o
divisor (q+1)(Po— Q) € principal. Em particular, g+ 1 € uma nao-lacuna de Weierstrass em qualquer

ponto racional.

Demonstrac¢ao: A primeira parte segue diretamente do lema observando que a relagao ~ é transitiva.
Para ver que ¢+ 1 é uma nao-lacuna de Weierstrass em @), escolha x tal que div(z) = (¢+1)(Po — Q),
logo vg(x) = —(¢+ 1) e vp(x) > 0 para todo P # @, ou seja, div(x)s = (¢ + 1)Q. Agora o resultado
segue da proposicao (2.2.1).

O

A equivaléncia dada no lema acima, chamada de equivaléncia fundamental, é uma motivacao para

definirmos, sobre X', a série linear completa

'Dx = ](q + 1)P0|,
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onde Py é um ponto racional de X, que estaremos supondo fixado. E claro que Dy nao depende do
ponto racional Py escolhido. Uma vez que ¢ + 1 é uma nao-lacuna de Weierstrass em Py o exemplo

(2.2.8) implica que Dy é uma série linear livre de pontos base.

Seja n a dimensao da série Dy e denote por €1,...,&, as ordens de Dy, vy, ...,V,_1 as ordens de

Frobenius de Dy e jo(P), ..., jn(P) as ordens de Dy no ponto P.

Teorema 5.1.6 Seja X' uma curva mazimal definida sobre Fy2. Entao,
(a) jn(P) =q+ 1 se P é um ponto racional de X e j,(P) = q caso contrdrio.
(b) en, = vp—1 = q. Em particular, todo ponto racional de X é um ponto de Weierstrass de Dy.

(c) j1(P) =1 para todo ponto P de X. Em particular e; =1

Demonstragdo: (a) Seja P € X. Pelo lema (5.1.4) existe f € Fpz(X) tal que Fr(P) + ¢P =
(¢ + 1) Py + div(f), logo f € L((q + 1)Fp) e

vp((q+ 1) Ry) + vp(f) = q+1 sePeX(Fp)
q se P g X(Fp).

Agora o resultado segue do item (c) da proposicao (2.2.6) observando que nao existem ordens em P

superiores ao grau de Dy, que é g + 1.

(b) Seja P um ponto nao racional fora do suporte de R(Dy), entao j,(P) = &, (item (c), cor. (3.2.5))

e portanto €, = ¢, pelo item (a). Agora mostraremos que €, = v,,—1. Se f € Fy(X) é tal que
Fr(P)+ qP = (qg+ 1)Py + div(f),

entdo f € L((¢+1)Fy) e vp((g+ 1)Py) + vp(f) = q, logo f = f, onde F = {fo,..., fn} é uma base
P-hermitiana de alguma parametrizacao de Dy. Pelo lema (2.3.10) podemos supor que o hiperplano

osculador L7 | (P) em P é o hiperplano dado pelo equacio X,, = 0, logo
Opp (L1 (P)) = (q+ 1) P + div(f,) = Fr(P) + qP.

Note que Fr(P) estd no suporte de ¢7, . (L7, (P)), logo a proposicio (2.3.5) implica que (fooFr(P),. .., fuo
Fr(P)) € LY _,(P). Pelo corolario (2.3.12) isto significa que o determinante

fooFr(P) ... fooFr(P)
fP)y ... fulP)

W(P):=det | DS fo(P) ... D f(P)

Din=1fo(P) ... Din lf.(P)
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é nulo. ' Em particular, a aplicacio W : X — Fq define uma funcgéo racional que se anula em todos
os pontos fora do suporte de R(Dy), logo W = 0. Mas isto significa que existe i tal que ; # v; e pelo

lema (3.3.2) isto implica que €, = v,,—;. Isto conclui a demonstracao.

(c) Primeiramente suponha P € X'(F,2). Os itens (a) e (b) implicam que j,(P) = ¢+ 1e v, 1 = g,
respectivamente. O lema (3.3.7) implica que ¢ < ¢+ 1 — j1, logo j; = 1. Agora suponha P ¢ X'(F )
e escolha ) € X tal que Fr(Q) = P. Pelo lema (5.1.4), existe f € L((q¢ + 1)Fy) tal que P+ ¢@Q =
Fr(Q) + qQ = (¢ + 1) Py + div(f), logo vp(f) = 1 e portanto ji(P) = 1. Uma vez que 0 < &1 < j1(P),

é claro que 1 = 1.
d

A préoxima proposicao fornece informagoes sobre ordens de Dy e nao-lacunas de Weierstrass em

pontos de X.

Proposigao 5.1.7 Seja X uma curva mazimal definida sobre Fg e seja (n;(P))ien; a sequéncia cres-

cente das nao-lacunas de Weierstrass no ponto P € X.

(a) Se P € X entao l(qP) = n, ou seja,
—1(P) < ¢ <1 (P).
(b) Se P nao é um ponto racional de X entao
0<g—m(P)<...<qg—m(P)<gq

sao as ordens de Dy em P.

(c) Se P é um ponto racional de X entdo
0<g+1-—m(P)<...<qg+1-—m(P)<qg+1

s@o as ordens de Dy em P. Ainda mais, se j € uma ordem em um ponto racional P entdo g+ 1 —j
€ uma nao-lacuna de Weierstrass de P. Em particular, ¢ e ¢ + 1 sdo nao-lacunas de Weierstrass em

qualquer ponto racional de X .

Demonstragao: (a) Note que

L(qP) ~ L((¢ +1)Py — Fr(P)) C L((q + 1) Py).

! Aqui estamos usando que vp((q + 1)P) = 0, &; = j:(P) para todo i e que jo(P) = 0 pois Dx & livre.
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De fato, o isomorfismo segue do lema (5.1.4) e do item (c) do lema (1.6.3). A inclusdo estrita segue
do fato que jo(Fr(P)) = 0, pois Dy é livre. Por hipétese I((¢ + 1)Py) = n + 1, logo l[(¢P) = n, pois a

inclusao prépria acima tem co-dimensao 1. A segunda parte é uma consequéncia do exemplo (2.2.8).

(b ec) Seja P € X e seja n uma nao-lacuna de Weierstrass de P com n < q. Se f € F2(X) é tal que
div(f)eo = nP, entao
div(f)o + div(f~') = div(f)so = 0P,

ou seja, div(f)o ~ nP. Somando o divisor (¢ — )P + Fr(P) em ambos os lados desta equivaléncia

obtemos
div(f)o + (g —n)P + Fr(P) ~ gP + Fr(P),

logo
div(f)o + (¢ —n)P + Fr(P) ~ (¢ + 1) Fo.

Uma vez que div(f)g e (¢ — n)P sdo efetivos e div(f)o é disjunto de P, os itens (b) e (¢) seguem
rapidamente desta relacdo, da proposicao (2.2.6) e do fato que Fr(P) = P se, e somente se, P é

[F,2-racional. A segunda parte de (c) é trivial lembrando que 0 e 1 sdo ordens de Dy em P.

Corolario 5.1.8 A série linear Dy € simples.

Demonstragao: Seja Py um ponto Fg-racional e seja ¢ := ¢p, o morfismo associado a Dy. Pelo
item (c) da proposigao (5.1.7) podemos escolher z,y € Fp2(X) tais que div(z)e = qPo € div(y)oo =
(¢ + 1)Py. Note que as fun¢des x,y definem inclusdes F2(z) — F2(X) e F2(y) — Fp2(X) tais que
[F2(X):Fpe(x)]=qe Fe(X): Fe(y)]=q+1 (item (b), teo. (1.4.2)), logo [F2(X) : F2(¢(X))] =1
e portanto X e ¢(X) s@o birracionais.

5.2 A Curva Hermitiana

Um exemplo importante de curva maximal é a curva Hermitiana H cuja equacao é dada pelo
polinbmio homogéneo

(XY, Z2)=YZ+YZI - X1 eF.[X,Y, Z].
q

Nao ¢é dificil verificar que H ¢ uma curva plana nao-singular cujo género é igual a ¢(¢ — 1)/2. Note
que (0:1:0) é o inico ponto no infinito sobre H. Os pontos afins de H s@o os pontos (a : b: 1), com
(a,b) € qu X qu, tais que

b+ b=altl
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Note que se a € Fp2 entdao b € Fp2. Uma vez que Y7 +Y — a?*! define um polinoémio irredutivel
e separavel, a equacdo Y9 +Y = a9t admite exatamente g solucdes distintas, cada uma das quais
pertence a 2. Portanto

-1
#H(qu):q3+1:1+q2+2q~q(q2),

ou seja, H atinge a cota superior de Hasse-Weil e portanto é de fato uma curva maximal. Note que
a dimensao da série Dy é 2. De fato, caso contrario a cota de Castelnuovo aplicada a série Dy iria

fornecer g < (¢ — 1)2/4, o que é um absurdo.

O que faremos nesta secao é mostrar que a curva Hermitiana H é a unica curva maximal, definida
sobre [F 2, cujo género é g(q—1)/2. A idéia é mostrar que H ¢é a tinica curva tal que a dimensao de Dy
é 2. A partir disto, é possivel mostrar que dada uma curva maximal X de género maior que (¢—1)?/4,
existem geradores x,y € F2(X) que satisfazem 39 +y = 2911, logo poderemos concluir que H e X
sao [ 2-isomorfas. O préximo lema é a chave para esta demonstragao e ¢ uma aplicacao direta dos

resultados obtidos na secao precedente.

Lema 5.2.1 Seja X uma curva maximal sobre F 2 e suponha que a dimensdo de Dx = |(q¢ + 1)Po| €

2. Sejam x,y € F2(X) tais que
div(x)ee = qPy e div(y)eo = (¢ + 1)Fp.
Entao eziste f € F2(X) tal que f? = Dy, div(f)e = qFo €

(y—y”) = fi(x —a).

Demonstragdo: Primeiramente note que o item (c) da proposicao (5.1.7) implica que ¢ e ¢ + 1
sao nao-lacunas de Py, logo sempre existem elementos z,y € F2 (&) satisfazendo div(r)s = qF e

div(y)oo = (¢ + 1)Py. O teorema (5.1.6) garante que
e=(en,e2) = (L,g) e v=(w,n)=(0,9).

Defina F = {1,z,y}, m = (0,1) e observe que x é um elemento de separagao de Fy(X), ? logo

1 $q2 yqz
Vie = det| 1 2y |=@-2")Dly—(y—y"),
0 1 Dgy
portanto
2 2
(y —y*) = Dyy(x —a?), (5.1)

*De fato, caso contrario existiria z € Fq(&) tal que z = 27 (teo. (1.2.5), logo qPo = div(z)eo = pdiv(z)so € portanto

div(z)s = q/pPo, ou seja, ¢/p é uma nao-lacuna de Py, isto é uma contradicao.
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pois m < v. Pela proposigao (2.3.3), para mostrar a existéncia de um elemento f satisfazendo f? =

Dy, é suficiente mostrar que
Di(D,y) =0 paratodo i=0,...,q— 1. (5.2)

Isto serd feito por inducdo. Aplicando D, na equacao (5.1), usando a regra do produto para os

diferenciais de Hasse e a proposicao (2.3.3), se obtém
(x — :cq2)D$D$y = 0,

logo D, D,y = 0 e (5.2) vale para i = 1. Suponha que (5.2) vale paratodoi =1,...,jcom1 < j < ¢g—2.
Devemos mostrar que (5.2) vale também para i = j + 1. De fato, aplicando D4 em (5.1) e usando a
hipétese de indugao se obtém

(z — 27)DIM' D,y = DIy,

Agora observe que

1 =z y
W2, = det| 0 1 Dly |=Dly,
0 0 Dy

logo D3y = 0 sempre que 1 < s < ¢q. Em particular, DIy =0 pois j + 1 < ¢, logo D{«H(ny) =0
e (5.2) vale também para i = j + 1. Agora mostraremos que div(f)s = qFPy. Aplicando a valorizagao
vp, na equacio (5.1) e usando as defini¢oes de = e y se obtém wvp,(DL) = —¢?. A partir disto é
possivel concluir que vp, (dr) = ¢> —q—2. 3 Agora, x é regular em todo ponto P diferente de P, logo
vp(dz) > 0, portanto

2g — 2 = deg(dz) = Z vp(dx) + vp,(dz) > vp,(dz) = ¢* —q — 2. (5.3)

P#P,
Uma manipulagao simples desta igualdade mostra que g > ¢(q — 2)/2, portanto g = q(q¢ — 2)/2 (prop.
(5.1.3)). Substituindo este valor na expressao (5.3) se obtém
P —q-2= Z vp(dz) + vp,(dx) = Z vp(dz) +¢* — q — 2,
P#£P, P#£P,

logo vp(dz) = 0 sempre que P # Py, portanto
vp(f) = ¢ 'vp(Dyy) = ¢ 'up(dy) > 0,

ou seja, vp,(f) = —q e vp(f) > 0 para P # Py. Portanto div(f)ss = qFo e a demonstracao estd

concluida.

3De fato, seja t um parametro local de Py, pela regra da cadeia temos que Djy = D{xDLy, logo vp, (dx) = ¢*+vp, (dy),
observando que y~ ' satisfaz as hipéteses do item (d) do teorema (1.5.3), vemos rapidamente que vp,(d(y™') = ¢q. Por
outro lado, a identidade d(y™')/dt = —y~2dy/dt implica vp, (dy) = ve, (d(y™")) + 2vp, (y) = —¢ — 2. Isto demonstra a

afirmacao.
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O

Teorema 5.2.2 Seja X uma curva mazimal de género g e definida sobre F 2. Suponha que a dimensdo

da série Dy € N. Sdo equivalentes:

(a) X € isomorfa sobre F 2 a curva Hermitiana H.

(b) g > (q—1)2/4.

(¢c) N =2.

Demonstragao: Ja é conhecido que o género de H é g(q — 1)/2, logo (a) implica (b). Assuma (b) e
suponha que N > 3. A cota de Castelnuovo aplicada a série Dy fornece g < (¢—1)2/4, o que contradiz
a hip6tese. Para demonstrar que (c) implica (a) usaremos o lema anterior, logo estaremos supondo as

mesmas notagoes. O lema anterior garante a existéncia de um elemento f € Fp2(X) tal que f9 = Dy,

div(fleo = qFPo €
(y—y?) = fi(z — ), (5.4)

onde = é um elemento de separagao de F,(&X)/F, tal que div(x)s = qP, ou seja, div(f)o = div(z)so,
logo f,x € L(qPy) € L((q+1)F) e portanto f = ax + b com a,b € F 2. Substituindo estes valores na
equagao (5.4) se obtém

1 1
(Z/(f+y1—$(f+ )q=y§+y1—x§+ ;

onde r1 = ax + b e y1 = ay, logo y{ + y1 — w(fﬂ = c € F,; e portanto
1
yg—i_yz_xl%-i_ :07

onde yo = y1 + @ e a? + a = ¢, logo X e H sao birracionais e portanto sao Fg2-isomorfas, pois ambas

sdo nao-singulares (teo. 1.3.8). Isto conclui a demonstragao.

O préximo corolario é uma importante e imediata consequéncia deste teorema.

Corolario 5.2.3 Se o género g de uma curva mazimal X definida sobre F 2 satisfaz g > (q — 1)2/4,

entio g =q(q—1)/2.
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Exemplo 5.2.4 Seja X a curva dada pelo polinémio homogéneo
F(X,Y,Z)= X" 4 yetl — 29t e F»[X,Y, Z].

Esta € uma curva projetiva, plana, nao-singular e com género g = q(q — 1)/2. Os pontos no infinito

de X sao os pontos P = (a:b:0) tais que

assim b # 0 e podemos assumir b = 1, ou seja, P = (a : 1:0), onde a € solugdo de X9 +1 = 0.
Portanto existem q+ 1 pontos [F2-racionais no infinito de X. Os pontos F,2-racionais afins de X sao

os pontos (a : b : 1) tais que (a,b) € Fpz x Fpa e
aQ+1 + bq+1 =1.
Se a9t =1 entdo b = 0 e portanto existe um tunico ponto tal que F(a,b,1) = 0. Se a9t # 1, entdo

b é solugcdo de Y9t + a9t1 — 1 = 0. Neste caso, existem q + 1 pontos (a,b) € Fpo X Fp2 tais que

F(a,b,1) =0. A partir disto é possivel concluir que
—1
#X(F2) :q3+1:1+q2+2q-q(q2),

logo X € maximal com género g > (q—1)%/4. Portanto, pelo teorema (5.2.2), X e H sdo [Fy2-isomorfas.



Apéndice A
Nocoes da Teoria de Corpos de Funcoes

Neste apéndice destacaremos algumas definigoes e resultados da teoria de corpos de funcoes e que

sao usados ao longo desta dissertacdo. Para cobrir os detalhes recomendamos as referéncias [25], [20]

e [10].

A.1 Corpos de Fungoes e Anéis Locais

Seja K um corpo perfeito.

Definicao A.1.1 Um corpo de func¢oes em uma varidvel sobre o corpo K € um corpo L contendo K
e no minimo um elemento x, transcendente sobre K, tal que L/ K (x) é uma extensao algébrica finita.

Se K ¢€ algebricamente fechado em L, entdo K € chamado de o corpo de constantes de L.
Estaremos sempre supondo que K é o corpo de constantes de L.

Definicao A.1.2 Seja L/K um corpo de fungoes algébricas. Um anel de valorizacao de L é um

anel O tal que :
(i) KCOCL

(i3) para todo a € L, a € O oua™t € O

Teorema A.1.3 Seja O um anel de valorizag¢ao do corpo de fungoes L]/ K.
(a) O anel O é um anel local cujo inico ideal maximal é P := O\O*.
(b) P € um ideal principal.

(c) Se P = tO entdo todo elemento a € L* admite uma unica representa¢do a = t"u, onde n € Z e

u € OF.

(d) Se P =10 eI C O € um ideal nao nulo, entao existe n € N tal que I = t"O.

7
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Definicao A.1.4 Um lugar P do corpo de fungoes L/K € o ideal mazimal de algum anel de val-
orizagio O de L/K. Um elemento t € L tal que P = tO é chamado de elemento primo de P ou
de pardametro local para P. Para cada a € L* definimos a multiplicidade de a em P como sendo
o unico inteiro n tal que a = t"u, onde u € O*. Neste caso, usamos a nota¢io vp(a) = n. Por

convengao, vp(0) = oco.

O simbolo oo representa um elemento nao pertencente a Z tal que co+o0o = co+n =n+o0o =00 > m
para todo m,n € Z. Note que para todo a € O, vp(a) é o maior inteiro n tal que a € P™. Por outro

lado, se a~! € O, entdo vp(a) = —n, onde n é o maior inteiro tal que a=! € P".
Observe que a definicao depende somente de P e nao da escolha do elemento primo ¢. De fato, se t’
é outro elemento primo de P entao P = tO = t'O e assim t = t'v para algum v € O*. Deste modo,
t"u = "™ (v"u) com v"u € OF.
Teorema A.1.5 Seja O um anel de valoriza¢ao de L/K cujo unico ideal maximal € P. Entdo
(a) vp(ab) = vp(a) + vp(b) para todo a,b € L.
(b) vp(a+b) > min{vp(a),vp(b)} para todo a,b € L.
(c) Existe um elemento a € L tal que vp(a) = 1.
(d) vp(a) =0 sempre que a € K*.
(e) Se vp(a) # vp(b), entdo vp(a +b) = min{vp(a),vp(b)} para todo a,b € L.
(1) O={acL; vp(a) >0},
(9) 0" ={a € L ; vp(a) =0}.
(h) P={a€L; vp(a) >0}.

(i) t € L* € um elemento primo de P se, e somente se, vp(t) = 1.

Observe que vp é uma funcao definida em L e tomando valores em Z U {oco}. A aplicacdo vp é
chamada de valorizagdao (discreta) de P. No teorema anterior, os itens (f),(g) e (h) mostram que os
conjuntos O, P e O* sao inteiramente determinados pela valorizacao vp. Note também que o anel de

valorizagao O de L/K é completamente determinado por seu unico ideal maximal P, pois
O={zecL;at¢gPh

Por esta razao, usa-se a notacao Op e diz-se que este anel é o anel de valorizacdo do lugar P.

Teorema A.1.6 (Aproximacao Fraca) Seja L/K um corpo de fungées e sejam P, ..., Py lugares

em L dois a dois distintos. FEscolha n elementos x1,...,x, € L e n inteiros my,...,my € Z. Entao

existe x € L tal que

vp,(x —x;) =m; parai=1,...,n.
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A.2 Extensao de Corpos de Funcoes
Nesta secao serao consideradas extensoes L'/L, onde L' e L sdo ambos corpos de fungoes.

Definicao A.2.1 (a) Um corpo de fungées L'/K' é chamado uma extensao algébrica de L/K se

L' € uma extensao algébrica de L e K' D K.
(b) A extensao algébrica L' /K’ de L/K é chamada extensao finita se [L': L] < cc.

(¢) Dada uma extensao algébrica L' /K’ de L/K, dizemos que um lugar P' de L' é sobre um lugar P

de L se P CP'. Neste caso, a notagio P'|P € usada.

Proposigao A.2.2 Seja L'/K' uma extensao de algébrica de L/K.
(a) Para cada lugar P' de L' existe um tunico lugar P de L tal que P'|P, a saber P =P’ N L.

(b) Para cada lugar P de L existe apenas um nimero finito de lugares P’ em L' tal que P’'|P.

O que faremos agora é associar dois inteiros a esta situacdo. Note que se P’|P entdo POps é um
ideal nao nulo de Ops contido em P’, logo, pelo teorema (A.1.3), existe um inteiro e > 1 tal que
POp: = t°Ops, onde t é um parametro local de P’. Este inteiro e é minimo com esta propriedade, nao
depende do parametro t e satisfaz a igualdade vp/(a) = evp(a), para todo a € L. Note também que

Op/P — Op/ /P ' viaz+ P x+ P

Definigao A.2.3 Seja L'/K' uma extensio algébrica de L/K e suponha que P'|P.
(a) O grau relativo e(P'|P) de P’ sobre P é o tinico inteiro e tal que POpr = t*Opr.

(b) O indice de ramificagao f(P'|P) de P’ sobre P € a dimensdo de Op: /P’ como espago vetorial
sobre o corpo Op /P, ou seja, f(P'|P) = [Op//P': Op/P].

O indice de ramificacdo e o grau relativo tem um bom comportamento com relagdo a torre de
extensoes. Mais precisamente, suponha que L C L' C L” sdo corpos de fungoes tais que L” /L' e L'/L
sao ambas extensoes finitas. Se P” é um lugar de L” que estd sobre os lugares P’ e P de L' e L,
respectivamente, entao e(P”|P) = e(P"|P")e(P'|P) e f(P"|P) = f(P"|P’)f(P'|P). Ambas as relacoes

seguem rapidamente das definigoes.

Definicao A.2.4 Seja L'/K' uma extensdo algébrica de L/K e suponha que P'|P. O lugar P €

nao-ramificado em L' se e(P'|P) = 1. Caso contrdrio, P é ramificado em L'.

Dada uma extensao algébrica L'/K’ de L/K, existem intimeras propriedades relativas ao indice de

ramificagdo dos lugares de L sobre os lugares de L'. Dentre as quais, destacamos que se L'/L é uma
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extensao finita e separdvel, entdo o nimero de lugares de L que sao ramificados em L’ é sempre finito.
Este importante resultado é consequéncia da teoria do different. Um tratamento detalhado pode ser

encontrado em ([25], II1.5.5(b), pag.95).

Teorema A.2.5 Seja L'/K' uma extensdo algébrica de L/ K e suponha que L' € uma extensdo algébrica
finita de L cujo grau é n. Suponha que P é um lugar de L e que P1,...,Pm sao todos os lugares de

L' que estio sobre P. Entdo
m
Z eifi =n,
i=1

onde e; e f; sdo, respectivamente, o indice de ramificacdo e o grau relativo de P; sobre P.

Proposigao A.2.6 Seja L'/L uma extensdo finita e Galois tal que L' e L sao corpos de fungioes sobre

K. Considere um automorfismo o € Gal(L'/L). Se P’ é um lugar em L' tal que P'|P, entdo:
(a) o(Opr) :={o(z) ; x € Opr} € anel de valorizagao em L'.

(b) o(P") :={o(x); x € P'} é um lugar em L’.

(c) (P[P

(4) vapr () = vpr(o () Y y € L.

Demonstragao: E claro que o(Opr) é um anel de valorizagdo e o(P’) é seu ideal maximal, logo
o(P’) é um lugar em L' que corresponde ao anel Oy pry = 0(Opr). Se t' é um elemento primo de P,
entao P’ = t'Ops e portanto o(P’) = o(t')o(Opr), ou seja, o(t') é um elemento primo de o(P). Isto
demonstra (a) e (b). Para obter (c) basta observar que P = o(P) C o(P’). Para obter (d) escolha
um elemento nao nulo y € L' e suponha que u = o(z) com z = t"u, onde r = vp:/(2) e u € Op/\P’,
logo y = o(t')"o(u), onde o(u) € Oypry\o(P’) e o(t') é um elemento primo de o(P’). Portanto

Vopry(Y) =1 = vpi (2) = vpr (07 1(y)). Isto conclui a demonstracao.
U

Teorema A.2.7 Sejam L'/K' uma extensio de L/K tal que L'/L é uma extensao finita e Galois.
Suponha que P1 e P2 sao lugares em L' sobre um lugar P de L. Entao Py = o(P1) para algum
o € Gal(L'/L). Em outras palavras, o grupo de Galois age transitivamente sobre o conjunto das

extensoes de P.

Demonstragao: Pelo teorema da aproximacao fraca (A.1.6), existe x € L' tal que vp,(z) = 1 e

vpr(x) = 0 para qualquer P’ € L' que é sobre P. Em particular,

1 seo Y(P) =P

0 caso contrario.

vpr(o(x)) = {
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Seja y := [[yeqar /1) o(2). Entao

op () = vpi(o())
o€Gal(L' /L)

para todo P’'|P, logo vpr(y) > 0 se, e somente se, o~ }(P’) = Py para algum o € Gal(L'/L). Agora, y

é fixo pelo Galois, logo y € P; N L = P e portanto vp/(y) > 0. Isto conclui a demonstragao.
O

Coroldrio A.2.8 Com as hipdteses do teorema (A.2.7), sejam Py, ..., P, todos os lugares de L' que

estao sobre P, entdo

(a) e(P;|P) = e(P;|P) e f(Pi|P) = f(P;j|P) para todos i,j. Deste modo, podemos definir
e(P)=e(Pi[P) e [f(P):=f(PilP),

(b) e(P)- f(P)-r=[L": L]. Em particular, os nimeros e(P), f(P) er dividem o grau [L': L].

Demonstragao: (a) é evidente do teorema anterior e da proposicao (A.2.6) . O item (b) é uma

consequéncia de (a) e da igualdade Y ;_, e;f; = [L' : L].
O

Seja L/K um corpo de funcdes. Para qualquer extensdo K’ de K considere o compositum ! LK’ de
L e K'. Por definicao L é uma extensao de K finitamente gerada e com grau de transcendéncia igual
a 1, logo LK’ é também uma extensao de K’ finitamente gerada e com grau de transcendéncia igual

a 1. Portanto LK’ é um corpo de funcoes sobre K’. Em particular,
LK ~ K ®g L.

Isto segue do fato que o corpo K é perfeito ([10], 2.5.4, pag.54).

Proposigao A.2.9 Seja L'/K' uma extensao algébrica finita de L/K tal que L' = LK’, entao todo

lugar de L € nao-ramificado em L.

Corolario A.2.10 Seja L'/K' uma extensdo algébrica finita de L/K tal que L' = LK'. Se P’ é um
lugar em L' sobre o lugar P em L, entdo todo pardametro local de P é também um pardametro local de

P

Demonstragao: P é nao-ramificado em L', logo e(P’|P) = 1 e portanto vp(t) = vp(t) para todo
t € L. Em particular, se ¢t é um parametro local para P entdo vp/(t) = vp(t) = 1 e portanto t é

também um parametro local para P’.

1O compositum entre dois corpos é por definicio o menor corpo contendo ambos.



Apéndice B
A Aplicacao de Frobenius

Neste apéndice iremos descrever algumas propriedades da aplicagao de Frobenius sobre uma curva

X (ndo-singular e projetiva) definida sobre um corpo perfeito k de caracteristica p.

Seja ¢ uma poténcia de p. Para cada polinomio F € [y, seja F'? o polinémio obtido de F' elevando
seus coeficientes a ¢-ésima poténcia. Deste modo, fica definida uma nova curva nao-singular X? cujo
ideal é dado por

Ixq :={F9; F € Iy}.

Considere o morfismo

Fr: x — X4

q

(o:...txp) — (xf:...:2d).

Para ver que Fr realmente aplica sobre X'? é suficiente verificar que, para cada P € X, o ponto Fr(P)
é um zero de cada gerador F'? de Iyq. De fato, se P = (ag : ... : ay) entao
Fi(Fr(P)) = Fiad,...,al)
= (Fl(ag,...,ap))?
=0
logo Fr(P) € X% e portanto Fr é bem definido. Note que o morfismo Fr é injetor, portanto é uma
bijecao, pois é nao-constante (teo. 1.3.4).
Note que se k é o corpo finito F,, com ¢ elementos, entao cada gerador F' € Iy satisfaz F' = F', logo
X = X% Ainda neste caso, o conjunto X (F,-) dos pontos F,--racionais é caracterizado por
X(Fy)={PecXx; t"(P)= P},
onde Fr" =Fro--.oFr (rx). Em particular, todos os pontos F,-racionais sao fixos por Fr.
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Definigao B.0.11 A aplicacdo Fr : X — X9 definida acima € chamada de q-ésima aplicacdo de

Frobenius.

Conforme foi demonstrado acima, a aplicacao de Frobenius Fr é uma bijecao, mas nao é um isomor-

fismo, conforme serd demonstrado na préxima proposigao.

Proposicao B.0.12 Seja X uma curva definida sobre o corpo k de caracteristica p e seja Fr: X — X1

a g-ésima aplicacao de Frobenius, onde q ¢ uma poténcia de p. Entao,

(a) Frek(X?) = k(X)1.

(b) Fr é puramente insepardvel (i.e., k(X)/Fr*k(X?) é puramente insepardvel.)!
(c) deg(Fr) = q.

(d) Todo ponto de X ¢é ramificado por Fr. Mais precisamente, ep,(P) = q para cada P € X.

Demonstragao: (a) Os elementos de k(X) podem ser descritos como quocientes F'/G onde F e G

sao polindmios homogéneos de mesmo grau, logo Fr*k(X'?) é formado por elementos da forma
F*(F/G) = F(X{,...,.X1)/G(X{, ..., XD).
Analogamente, k(X)? é formado por elementos da forma
F(Xo,...,Xn)?/G(Xo,...,X,)%.
Agora basta observar que cada elemento de k é uma g-ésima poténcia (pois k é perfeito) para concluir
que Frik(X7) = k(X)1.
(b) Trivial, pelo item (a).

(c) Seja t um parametro local de um ponto nao-singular P € X, entao k(X')/k(t) é uma extensao finita

e separdvel e portanto k(X') = k(X)%(t) pois

Separavel k( X) q ( t) Puramente insepardvel

k(t) k(X))
Em particular, deg(Fr) = [k(X)4(t) : k(X)?]. Note que t? € k(X)?, logo, para provar que deg(Fr) = ¢,
basta mostrar que t%/? ¢ k(X)9. Mas se t4/P = f9 para algum f € k(X), entdao ¢/p = vp(t9/?) = qup(f),

o que é um absurdo. Isto conclui a demonstracao.

(d) Basta combinar o item (c), o teorema (1.3.10) e o fato que Fr é injetor.

1Uma extensdo L/K, onde charac(K) = p > 0, é puramente insepardvel se para todo z € L existe r > 1 tal que

2’ €K.
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Coroldrio B.0.13 Qualquer aplica¢ao nao-constante ¢ : X — X' entre curvas ndo-singulares e

definidas sobre um corpo k de caracteristica p > 0 admite uma fatoragdo

PN N N Y

)

onde q € o grau de inseparabilidade de ¢, Fr é a q-ésima aplicacao de Frobenius e i é uma aplicacao

separdvel.

Demonstragao: Seja K o fecho separdvel de ¢*k(X’) em k(X), ou seja, K é a maior extensao de
¢ k(X') contida em k(X) que é separdvel sobre ¢*k(X’). Em particular, k(X)/K é uma extensao
puramente insepardvel e por hip6tese seu grau é ¢, logo k(X)? C K e portanto k(X)? = K. Pelo item
(a) da proposicao (B.0.12), K = Fr*k(X?). Em particular, existem inclusoes

o

B(X') — k(XT) S k(X).

Agora o resultado é uma consequéncia do teorema (1.3.6).
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