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Resumo

Este trabalho aborda a otimizacao de um processo de destilagao de uma mistura binaria
em uma coluna de pratos, motivado pela destilacao do metanol no processo de producao
do biodiesel. Mais especificamente, considera a minimizacao de uma funcao custo en-
ergético envolvendo o calor do refervedor e a temperatura fornecida a carga de ali-
mentacao sujeita a restrigoes de equilibrio e canalizagoes. Esse problema foi formulado
baseado no artigo de Moré A collection of Nonlinear Model Problems. Para a solucao
foi utilizada a metodologia dos multiplicadores de Lagrange delineada no Teorema de
Karush-Kuhn-Tucker para otimizagao de problemas com restri¢oes mistas. Os softwares
Maxima e MatLab foram utilizados para a investigacao numérica da solucao do problema.
Uma explanagao do funcionamento da coluna também é feita, bem como a apresentagao
dos principais resultados envolvendo otimizacgao, desde problemas irrestritos até proble-

mas com varias restricoes mistas.

Palavras-chave: Otimizacio matematica; Multiplicadores de Lagrange; Destilacao -

Modelos matematicos; Fungoes de varias varidveis reais.



Abstract

This work tackles the optimization of a distillation process of a binary mixture in a
column with plates, which came from the methanol distillation in the production pro-
cess of the biodiesel. More specifically, it considers the minimization of a cost objective
function that encompass the heat rate supplied to the reboiler and the feed temperature,
subject to equilibrium constraints and simple bounds. This problem was formulated
based on Moré’s article A collection of Nonlinear Model Problems. The Lagrange multi-
plier methodology was used for solve it, outlined in the Karush-Kuhn-Tucker Theorem
for optimization problems with mixed constraints. The softwares Maxima and MatLab
were employed for the numerical investigation of the problem solution. An explanation
about the operation of the column is also included, together with the presentation of
the main results encompassing optimization, from unconstrained to mixed constrained

problems.

Keywords: Mathematical optimization; Lagrange multipliers; Distillation - Mathema-

tical models; Function of several real variables.
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Introducao

No nosso dia-a-dia, estamos a todo momento tentando otimizar alguma situacao-problema,
por exemplo, minimizar despesas domésticas, maximizar o tempo livre, minimizar tra-
jeto, entre outros. A otimizacgado faz parte do nosso cotidiano, mesmo que nao perce-
bamos. Por outro lado, nos setores de producao, por exemplo, ela além de percebida
¢é também almejada. Dai nascem muitos dos problemas de otimizagao que acabam, em
alguns casos, resultando em novas metodologias de resolugao e/ou descobertas de que

“velhos” resultados sdo importantes ferramentas.

Nosso trabalho, que nao é tao pretensioso assim, consiste na otimizacao do processo
de destilagdo de uma mistura bindria em uma coluna composta por pratos. Mais especi-
ficamente, minimizar uma funcao custo energético, formulada por nds, restrita a varias
condicoes de equilibrio, em cuja solugao se adota uma abordagem via multiplicadores
de Lagrange. Além disso, apresentamos uma sintese dos principais resultados sobre
otimizacao que sustentam teoricamente os resultados obtidos neste trabalho. Incluimos
ainda uma apresentacao sobre o processo de destilacao de misturas, das partes e funciona-
mento de uma coluna de destilacdo composta por pratos, e das relagoes fisico-quimicas

envolvidas.

Para a abordagem numeérica do problema foi utilizado o software MatLab, pois uma
solucao analitica é praticamente impossivel devido ao grande ntmero de restri¢cées do
problema e & néao linearidade dessas. Além disso, a utilizacao do software nos permitiu
testar hipdteses e ajustar o problema quando necessario em um tempo reduzido, e com
isso, ganhamos em qualidade de analise. Para a apresentacao da parte tedrica sobre
otimizagao, nos baseamos nas seguintes bibliografias: [2], [3], [10], [11], [12], [17], [18],
[19], [20], [21] e [30]. E quanto ao processo de destilagao, nas baseamos nas referéncias

(7], [14], [15], [16], [27], [28] e [29].



O desenvolvimento deste trabalho contou com a parceria da, também aluna do
Mestrado Profissional em Matematica, Stuzan G. B. de Padua, que assim como nds,
estava elaborando um trabalho de otimizacao em processos de destilagdo. No entanto,
sua investigagao consistiu em maximizar a porcentagem do metanol obtido no destilado,
no topo da coluna, conforme podemos ver em [25].

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos. No primeiro, apresentamos os prin-
cipais resultados em torno da teoria sobre otimizacao, desde problemas irrestritos para
funcoes de uma varidvel a problemas com varias variaveis e com vérias restricoes mistas
(envolvendo igualdades e desigualdades). Os resultados aqui apresentados estao arran-
jados de forma a sustentarem o resultado mais geral sobre problemas de otimizacao: o
Teorema de Karush-Kuhn-Tucker. No segundo capitulo, procuramos explicar o que nos
motivou a este estudo, que inicia-se na produgao de biodiesel na usina Barralcool S/A e
acaba no processo de retificacdo do metanol em uma coluna de destilacdo. Ainda neste
capitulo, fazemos uma explanacao do processo de destilagao fracionada, das partes e do
funcionamento de uma coluna de destilacao. Além disso, comentamos sobre a tentativa
de Moré de encontrar um ponto de equilibrio na destilacao de uma mistura bindria em
uma coluna de destilagdo, formulado em seu artigo A Collection of Nonlinear Model
Problems (cfe [24]), o qual tornou-se a base para a formulacdo do nosso problema de
otimizacao. Reservamos o terceiro capitulo para descrever as relagoes fisico-quimicas
das equagoes descritas por Moré e os seus resultados com misturas ternarias. O quarto
e ultimo capitulo, inicia-se com a solugao do sistema de equilibrio que Moré deixa em
aberto em seu artigo. Em seguida, tem-se a formulacao do problema de otimizagao sobre
o qual fazemos nossa investigagao numérica com a utilizagao do software MatLab e da sua
rotina de otimizacao denominada fmincon. Também fazemos uma descricao dessa ferra-
menta para esclarecer nossa analise sobre os resultados encontrados. Na seqiiéncia, ap-
resentamos os resultados da nossa investigacao, uma analise matematica e fisico-quimica
sobre cada resultado, as estratégias adotadas ao longo da investigacao e, finalmente, uma

sintese dos resultados.



Capitulo 1

Definicoes e alguns fatos basicos

sobre otimizacao

A luta pela sobrevivéncia imp6s ao homem o entendimento e o dominio de seu meio
ambiente. A complexidade de lidar diretamente com o mundo real o levou a criacdo de
modelos que permitissem estudar as relagoes envolvidas e conseqlientemente encontrar
respostas para inferir sobre o problema real. Uma vez que se obtém um modelo que
representa um determinado evento, é natural que se deseje encontrar uma forma mais

eficiente de realiza-lo, ou seja, otimizar (maximizar ou minimizar) seu desempenho.

Tais modelos podem ser representados com poucas ou varias variaveis e sua complexi-
dade estd, em geral, ligada as relages entre essas variaveis. A fim de analisar a influéncia
de uma(s) varidvel(is) sobre outra(s), escreve-se um modelo explicitando a varidvel de
interesse em funcao da(s) outra(s). Surge entdo, a importancia de um estudo detalhado

sobre funcées e condigoes de otimalidade.

Portanto, neste capitulo, apresentaremos os fatos basicos sobre os problemas de o-
timizacao que serao necessarios no desenvolvimento da nossa proposta. Para isso, nos
baseamos nas seguintes bibliografias: [2], [3], [10], [11], [12], [17], [18], [19], [20], [21] e
[30].



1.1 Funcao escalar de varias variaveis

Por definigao, funcao é uma relagao entre dois conjuntos dada por uma lei de formagao
tal que, para todo elemento do conjunto de partida, denominado de dominio da fungao,
existe um tnico elemento correspondente no conjunto de chegada, denominado de con-
tradominio da funcao.

Neste trabalho, estaremos particularmente interessados nas fungoes que associam a
cada n — upla de nimeros reais do conjunto de partida um nimero real no conjunto de
chegada. Assim, se definirmos por D o dominio de uma fungao f e por  a n — upla de
nimeros reais pertencentes ao conjunto D, podemos utilizar uma notagao mais compacta

para escrever a funcao f, ou seja

f:DCR" — R

r — f(z)

onde = (1, a,...,x,). Quando n = 1 dizemos que a func¢do é de uma variavel. Para
n > 2 dizemos que a funcao é de varias variaveis. Muitos problemas sao modelados via
fungao de varias variaveis, por exemplo, o volume de uma caixa retangular é uma fungao
de trés varidveis v : D C R®* — R, que associa a cada terna ordenada (z,xs,23) € D

um numero real V', o volume da caixa.

Figura 1.1: Caixa retangular com dimensoes x1, x2 € x3.

O volume V é entao definido pela lei de formacao V = v(xy, 29, x3) = x12923 onde x7,
To € T3 sao, respectivamente, o comprimento, a largura e a altura da caixa (ver Figura
1.1). Neste caso, o conjunto D, dominio da funcdo v, é o conjunto de todas as ternas

ordenadas de nimeros reais tais que (x, 22, x3) > 0, ou seja, todas as componentes do
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vetor (x1,xs,23) devem ser maiores que ou iguais zero, pois as dimensoes da caixa nao

podem ser negativas.

Definigao 1 (Gréafico de uma fungao de n varidveis). Dada uma funcao f : D C
R" 1 — R de n — 1 varidveis, o grafico de f é o subconjunto do espaco euclidiano n

-dimensional R"”, definido por

{(x1,22,...,2,) € R"|(21,29,...,2,_1) € Dex, = f(r1,22,...,2,1)}

Por exemplo, o grafico da fungio de duas varidveis f(zy,22) = 2% + 22 definida para
todo ponto & = (z1,79) € R? é o conjunto de ternas ordenadas (zy, 72, z3) € R3 tal que

x3 = f(x1,x2), conforme a Figura 1.2.

c )

. '“ Xl Il,” i
',;I’/‘/
//%

Figura 1.2: Superficie x3 = 22 4+ 23, gréfico da fungao f(zy,x9) = 22 + 3.

Fazer a interseccao do grafico de uma funcao f de n varidveis com um hiperplano
da forma f(x) =k com x = (x1,x2,...,2,) € R", significa obter o conjunto de pontos
do dominio da funcao f que sao levados na mesma imagem. Esse conjunto de pontos é

denominado hipersuperficie de nivel.

Definigao 2 (Hipersuperficie de nivel). Seja f : D € R” — R uma fungao de n

variaveis com dominio D. Dado o ntimero real k, o conjunto de pontos
{(z1,29,...,2,) € D CR" f(x1,29,...,2,) =k}

¢é definido como a hipersuperficie de nivel associada ao nivel k.



O que pretendemos aqui é apresentar ferramentas de calculo diferencial para resolver
problemas de otimizagao, ou seja, encontrar pontos em Dy C R" tais que o valor de f
seja maximo ou minimo em um conjunto dado D. KEsses problemas podem ser escritos
como

max f(x), sujeito a x € D (1.1.1)

ou

min f(x), sujeito a € D (1.1.2)

Para isso, apresentamos as defini¢oes de maximos e minimos de fungoes de n variaveis.

1.2 Maximos e minimos

Definigao 3 (Maximo e Minimo Global). Seja f uma funcao de n varidveis definida

para todo x € Dy C R" e D um subconjunto de Dy
f:Dy CR" —R.
Dizemos que q € D é um ponto de maximo global de f em D se

f(x) < f(q)

para todo & € D. O numero real f(q) é denominado valor méximo de f. De forma

analoga, dizemos que q € D é um ponto de minimo global de f em D se
f(z) > f(a)
para todo € D. Neste caso, o nimero real f(q) é denominado valor minimo de f.

Definigao 4 (Maximo e Minimo Local). Seja f uma fungao de n varidveis definida

para todo x € Dy C R" e D um subconjunto de Dy
f:DfCR" =R

Dizemos que q € D é um ponto de maximo local de f em D se existir uma bola

aberta B.(q) centrada em q e raio £ > 0 tal que

f(x) < f(q)
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para todo x € B.(q) N D. De forma andloga, dizemos que q € D é um ponto de
minimo local de f em D se existir uma bola aberta B.(q) centrada em q e raio € > 0

tal que

f(x) > f(aq)
para todo € B.(q) N D.

Segue ainda por definigao que q € D é um extremante de f em D. Doravante, a
funcao f serda denominada fungao objetivo e o conjunto D, conjunto admissivel ou
viavel do problema de otimizacao.

Do ponto de vista matemético, nao existe nenhuma diferenca relevante entre os pro-
blemas de minimizagao ou maximizagao, pois os pontos de 6timo para ambos os proble-
mas sao 0S mesmos, mas com sinais opostos.

Ainda pelas defini¢bes acima, todo minimizador global também é um minimizador
local, mas nao reciprocamente. Sob algumas condi¢Ges, podemos garantir a existéncia

de solugoes globais, conforme veremos na proxima segao.

1.3 Condicoes de otimalidade

Embora o objetivo maior de um otimizador seja encontrar solugoes globais, este é um
desafio ainda aberto na otimizacao moderna para os problemas nao lineares gerais do tipo
(1.1.1) e (1.1.2). As condigoes de otimalidade sao propriedades que, ao serem satisfeitas
por pontos do conjunto admissivel, ou sao implicadas por solugoes globais (ou locais) -
chamadas condigbes necessarias - ou entao, garantem a obtencao de solugdes globais (ou
locais) - chamadas condigoes suficientes. Tais condi¢oes tém importancia tanto tedrica
quanto pratica. Do ponto de vista tedrico, por exemplo, as condicoes suficientes de
segunda ordem permitem classificar pontos extremos. Condigdes necessarias, por outro
lado, caracterizam os denominados pontos criticos ou estacionarios do problema em
questao, constituindo critérios de parada para algoritmos (usualmente iterativos) que
geram uma sequéncia de aproximacoes para a solugao procurada.

Aos diferentes tipos de restricées que definem o conjunto admissivel estao associadas
distintas condigoes que garantem a existéncia de solucoes dos problemas de otimizacao.

Vejamos os principais resultados.



Teorema 1 (Teorema de Weierstrass). Sejam D C R™ um conjunto compacto nao
vazio e f 1 D — R uma funcao continua. Entao, os problemas (1.1.1) e (1.1.2) tém

solugoes globais.

Demonstracao. Queremos mostrar que toda funcao real, continua num conjunto com-
pacto de R"™ (limitado e fechado) D, possui pontos g ¢ 1 € D C R™ tais que
f(xo) < f(x) < f(x1) para todo x € D. Seja f(D) = {f(x) € Rlx € D}, D um
conjunto compacto (ndo vazio) e f uma fungao continua em D. Logo, f(D) é compacto
pois toda aplicagao continua leva um compacto noutro e os numeros yo = inf f(D) e
y1 = sup f(D) pertencem a f(D), isto é, existem pontos xg, x1 € D tais que yo = f(xo)
ey; = f(x1). Entao, f(xo) < f(x) < f(x1) para todo & € D. O

Observe que o teorema de Weierstrass sé garante a existéncia de solugao global para
os problemas (1.1.1) e (1.1.2) se f for continua e definida em um conjunto compacto D

nao vazio. Assim, para o caso de problemas de minimizacao irrestritos
min f(x), x € R" (1.3.1)

outras ferramentas devem ser usadas para decidir se f possui ou nao minimizador global.

As condicbes que devem ser satisfeitas quando um ponto q € R™ dado é minimizador
local do problema (1.3.1) sdo chamadas de condigdes necessdrias de otimalidade, en-
quanto que as condigoes que garantem que um ponto dado é minimizador do problema

sao chamadas de condi¢des suficientes de otimalidade.

Teorema 2 (Condigao Necessaria de Primeira Ordem). Suponhamos que a fun¢ao
f:R™ = R seja diferencidvel no ponto q € R". Entdo, se q ¢ um minimizador local do

problema (1.5.1), temos

vi0 = (3@ g @ 5 @) = 00,0 =0

Demonstragao. Seja v = (v1,vs,...,v,) € R™ arbitrario, porém fixo. Pela defini¢ao de

minimizador local, existe € > 0 tal que

f(q) < fq+tv), Vteloe].
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Pela diferenciabilidade de f em q,

fla+tv) = fla)+t (—(q)vl + (@t

onde lim @ =0.

t—0

Logo

HVf(q),v) +r(tv) > 0.

Dividindo por ¢ > 0, temos que

r(tv)
t

(Vf(a),v) + >0

e tomando o limite quando ¢t — 0, otemos

(Vf(a),v) > 0.

of
oz,

(q)vn> +r(tv)

Como v ¢ arbitrario, podemos tomar v = —V f(q), o que resulta na condigao

0<(Vf(a),v)=—| Vi) |

donde segue que Vf(q) = 0.

O]

O teorema acima garante que todo ponto de maximo ou minimo de uma fungao é

necessariamente critico.

Definicao 5. Dizemos que um ponto q € R™ é um ponto critico ou estaciondrio de uma

funcgao f derivavel em q, quando V f(q) = 0.

Porém, a reciproca nao é verdadeira. Ou seja, o fato do gradiente de f em um ponto

ser nulo nao implica que este ponto é de maximo ou minimo da funcao. Portanto, para

garantirmos que um ponto, digamos q, seja um ponto étimo de um problema otimizacao,

temos que verificar mais uma condigao.



Teorema 3 (Condicao Suficiente de Segunda Ordem). Sejam [ : R" — R uma
fungao duas vezes diferencidvel no ponto g € R™, q um ponto critico de f e H(q) a matriz

hessiana de f em q, entdo

i. Se H(q) ¢ definida positiva, isto é, K" H(q)h > 0 para todo h # 0, entdo q ¢ um

ponto de minimo local.

i. Se H(q) é definida negativa, isto ¢, h" H(q)h < 0 para todo h # 0, entdo q ¢ um

ponto de mdximo local.

iii. Se H(q) € indefinida, ou seja, se existirem hi, hy € R” tais que hi H(q)hy < 0 e
hlH(q)hy > 0, entio q ¢ um ponto de sela.

Demonstracdo. Seja Q(h) = h' H(q)h. O polinémio de Taylor de segunda ordem em

torno de q nos da

Fla+h) — fla) = 5@+ | b | Raa,h)

onde Ry(q,h) — 0 quando h — 0. Provaremos que existe um niimero real 7 tal que, se
0<||h <7, osinal de f(q+ h)— f(q) é igual ao sinal de Q(h).

Assumimos primeiramente que todos os autovalores
A, Ao, Ap
de Q(h) sao positivos. Seja o 0 menor autovalor. Se u < «, 08 n nimeros
Al — Uy Ay — U

sao todos positivos. Estes nimeros sdo autovalores da matriz simétrica H(q) — ul, onde
I é a matriz identidade n x n. Logo, h'[H(q) — ul]h é definida positiva e portanto,
h"[H(q) — ul]h > 0 para todo h # 0. Portanto

h"H(q)h > h" (ul)h =u || h|?

para todo real u < a.
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Tomando u = %a, obtemos a desigualdade

QR) > Sa || b |

para todo h # 0. Visto que Ry(q,h) — 0 quando h — 0, existe um numero real r tal
que

1
| RQ(qa h’) |< L__La

sempre que 0 <|| h ||< r. Para tal h temos
2 1 a_ 1
0 < B I Rala.h) |< So [ 1< L)
Portanto, segue que

fla+h) = fla) > ;Q(h)— | h|’| Rz(a,h) |> 0

N | =

sempre que f tem um minimo local em q. Fica provado o item (i).

Para provar (ii) basta usar o mesmo argumento para — f.

Para provar (iii), consideramos que A; e Ay sejam dois autovalores de Q(q) com sinais
opostos. Seja f = min {| A\ |,| A2 |}. Ent@o para cada real u satisfazendo —3 < u < 3
0S numeros

A —UuU€ed—u

sao autovalores com sinais opostos da matriz [Q(h) — ul]. Portanto, se u € (—f, ) a
forma quadratica Q(q)—ul, assume valores positivos e negativos na vizinhanca de h = 0.
Escolhendo r > 0 como acima de modo que | Ry(q, h) |[< 13 sempre que 0 < |h|| < r,
entao, com o argumento anterior, vemos que para cada h o sinal de f(q + h) — f(q)
é 0 mesmo que o de Q(h). Desde que os valores positivos e negativos ocorrem quando

h — 0, f tem um ponto de sela em q. O

Os resultados aqui apresentados também sao verdadeiros para um problema com
restricao do tipo (1.1.1) ou (1.1.2), desde que o ponto de interesse q € D esteja no
interior do conjunto admissivel, isto é, desde que exista uma bola aberta B(q,¢) em

torno de q tal que B(q,¢) C D.
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Porém, as condigoes de segunda ordem (Teorema 3) nada afirmam sobre a globalidade
do extremante. Um exemplo classico da literatura e que ilustra essa situagao, trata-se
da funcdo f : R? — R de classe C*! definida por f(z,y) = 2* + (1 — 2)3y? (ver Figura
1.3) . A fungdo possui um tunico ponto critico em q = (0,0) e que é ponto de minimo

local mas nao é global.

Figura 1.3: Gréfico da fungao f(x,y) = 2 + (1 — z)3%y? em Dy = [—3,4] x [-3,4].

No entanto, se a fungao f for definida para uma tnica variavel real e, mantendo as
hipéteses sobre a continuidade de f e sua primeira derivada, se f possui um tnico ponto
critico q e, digamos que seja um ponto de minimo local, entdo pode-se garantir que q
¢ um ponto de minimo global de f.

Contudo, existe uma classe especifica de fungdes para as quais é possivel garantir a

globalidade de pontos extremantes, a saber, as fungdes convexas e concavas.

Definigao 6 (Conjuntos Convexos). Dizemos que D C R™ é um conjunto convexo

se, e somente se, para quaisquer x,y € D tem-se

(1-t)x+tyeD,

para todo t € [0, 1].

Isso significa que se D é um conjunto convexo, entao, todo segmento de reta que une
dois pontos quaisquer de D estd sempre contido em D (ver Figura 1.4).
Se um conjunto nao é convexo, ele é denominado nao-convero. Ou seja, a nomen-

clatura concavo é utilizada somente para a definicdo de funcgdes concavas, conforme
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D.

Figura 1.4: O conjunto D; é convexo; o conjunto Dy nao é convexo.

Veremos a seguir.

Definigao 7 (Fungoes Convexas). Seja um conjunto D C R", dizemos que a fun¢ao

f: D — R é convexa em D quando para quaisquer &,y € D e qualquer t € [0, 1], tem-se

fltx+ (1 -t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y). (1.3.2)

Geometricamente, uma funcao f é convexa em um conjunto convexo D, se todo
segmento de reta secante que passa pelos pontos (z, f(x)) e (y, f(y)), para todo x,y €

D, sempre esta acima ou coincide com o grafico de f (conforme Figura 1.5).

f(tx + (1-t).y)

f(y)

tf(x) + (14).f()

(x)

b'¢ tx+ (1-t)y y

Figura 1.5: Ilustracao da definicao de fungao convexa.

Definigao 8 (Fungoes Concavas). Seja um conjunto D C R™ | dizemos que a funcao

f: D — R é concava em D quando para quaisquer &,y € D e qualquer t € [0, 1], tem-se
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fltz+ (1 —t)y) = tf(z)+ (1 -1)f(y). (1.3.3)
Neste caso, dados dois pontos quaisquer do conjunto convexo D, digamos © e y, o
segmento de reta secante que passa pelos pontos (x, f(x)) e (y, f(y)) sempre estd abaixo
ou coincide com o grafico de f.
Equivalentemente, uma funcao f é classificada de concava quando, definida em um
convexo D C R", (—f) é convexa em D.
Por sua vez, fungoes estritamente convexas ou estritamente concavas, sao definidas

da seguinte forma:

Definigao 9 (Fungoes Estritamente Convexas). Seja um conjunto D C R", dizemos

que a funcao f : D — R é convexa em D quando para quaisquer x,y € D e qualquer
t €[0,1], tem-se

flx+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y). (1.34)

Definigao 10 (Fungoes Estritamente Concavas). Seja um conjunto D C R" | dize-

mos que a funcdo f : D — R é concava em D quando para quaisquer @,y € D e qualquer
t €0, 1], tem-se

flx+ (1 —=t)y) >tf(x)+ (1 —1)f(y). (1.3.5)

Valendo-se da continuidade das derivadas de primeira ordem de uma fungao f,

definida em um conjunto convexo D, temos ainda que f é convexa se, e somente se,

cada hiperplano tangente ao grafico de f esta sempre abaixo ou coincide com o gréfico

de f. Esta idéia é sistematizada no resultado a seguir.

Teorema 4. Suponhamos que f : D C R® — R seja uma funcao de classe C* definida

em um conjunto convexo D, entao dizemos que:

. f € uma funcdo convexa em D se, e somente se,

f(@) = fly) +{V(y) (x —y)),

para todo x,y € D.

1. f é uma funcdo concava em D se, e somente se,

f@) < fly) +{(Vi(y) (x - y)),
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para todo x,y € D.

Note que o segundo item do Teorema 4 pode ser obtido considerando que f é concava
em D quando —f é convexa. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em
[21].

No entanto, o resultado mais importante dessa secao, a respeito das fungoes convexas,
serd enunciado e demonstrado abaixo. Ele nos garante que as condicOes necessarias de
otimalidade passam a ser suficientes, dada a convexidade de f definida em um conjunto
convexo D, ou seja, todo ponto critico torna-se uma solugdo do problema (1.1.1) ou

(1.1.2). Em particular, qualquer minimizador local é global.

Teorema 5 (Teorema da Minimizagao Convexa). Sejam D C R"™ um conjunto

convezxo e f : D — R uma funcao convexa em D. Entao
i. Todo minimizador local do problema (1.1.2) é global.
7. O conjunto de minimizadores é convezxo.
1. Se f for estritamente convexa, nao pode haver mais de um minimizador.

Demonstracao. A demonstracao do primeiro item é feita por contradigdo. Suponhamos
que q € D seja um minimizador local de f que nao é global. Entao existe € D tal que
f(x) < f(q) = f(x) — f(q) < 0. Definimos agora o segmento de reta que une * e q
por g(t) =tx + (1 —t)q, t € [0,1]. Pela convexidade de f, para todo t € (0, 1], tem-se

flg®) < tf(z)+ (1 -1)f(q)
= fla) +t(f(z) - f(q)) < f(a)

Tomando t > 0 suficientemente pequeno, podemos garantir que o ponto g(t) é arbitra-
riamente préximo do ponto g, e ainda, que f(g(t)) < f(q) com g¢(t) € D. Isso contradiz
o fato de q ser minimizador local do problema (1.1.2). Portanto, qualquer solugao local
deve ser global.

Para provar (ii), tomamos M C D como o conjunto dos minimizadores globais de f

e w € R, o valor 6timo do problema, ou seja, f(x) = w para qualquer & € M. Logo,
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para quaisquer &,q € M e qualquer ¢ € (0, 1], pela convexidade de f, temos

fltz+(1—t)a) < tf(z)+(1-1)f(q)
= tw+ (1 —tw =w,

que implica que M é convexo.

Por contradigao provaremos o ultimo item. Suponhamos agora que f seja estrita-

mente convexa, ou seja,

flx+ (1 =t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y)

para quaisquer &,y € D e qualquer t € (0,1); e que existam &, q € M com x # q. Como
e q sao minimizadores globais e tx + (1 — t)q € D, para t € (0, 1), pela convexidade

de D, segue que

fEtz+(1—t)q) > f(x) = flq) =w.

No entanto, pela convexidade estrita de f,

ftz+(1-t)a) < tf(x)+(1-1)f(a)
= tw+(l—-thw=w

Portanto, partindo da premissa que havia mais de um minimizador global, chegamos

a uma contradicao. Conclui-se, neste caso, que o minimizador é tinico. O

Vimos até aqui, algumas condigbes que garantem a existéncia de solugao para os
problemas de otimizagao da forma (1.1.1) ou (1.1.2). Nelas, varias hip6teses foram feitas
sobre a funcdo objetivo f e sobre o conjunto admissivel ou vidavel D. A forma do con-
junto admissivel também foi parcialmente omitida (exceto as hip6teses que na ocasiao
precisavam ser consideradas). No entanto, a forma como é definido o conjunto de re-
strigoes para a fungao objetivo, implica no conjunto de resultados que sera utilizado para
garantir a existéncia de solugoes dos problemas de otimizacao sujeitos a essas restrigoes
bem como a metodologia a ser utilizada para a obtencao das mesmas. Por isso, de agora

em diante, apresentaremos as formas mais comuns do conjunto admissivel D.
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Tipicamente, o conjunto admissivel de um problema de otimizacgao é definido por um

sistema de igualdades e/ou desigualdades e/ou uma inclusao (misto), como por exemplo

(1.3.6)

ou ainda
D={xeQ|h(x)=0,....;hn(x) =0, ¢:(x) <O0,...,gk(x) <0}

onde Qe R™ h:Q—R™eg:Q — R O conjunto Q é chamado de restricées diretas e
as restri¢oes de igualdade e desigualdade se chamam restri¢oes funcionais. Normalmente,
incluem-se restrigoes simples de serem verificadas, por exemplo, € > 0 oul < x < u,
com l,u € R™.

Se em (1.3.6) tem-se k = 0, entdo o problema (1.1.2), ou seja,
min f(x), sujeito a x € D

é caracterizado como um problema de otimizacao com restrigoes de igualdade.

1.4 Otimizacao com restricoes de igualdade

Para motivar o assunto e poder representa-lo graficamente, buscaremos inicialmente a

solugao do seguinte problema

min f(x)

(1.4.1)
sujeito a & € D = {(z1,79) € R? | h(z) = k},

onde f,h:R? — R e k é uma constante real (ver Figura 1.6).

Vimos que h(z,z2) = k (Defini¢do 2), é uma curva de nivel da fungao h. Portanto,
queremos obter um ponto q que pertence ao conjunto admissivel D, ou seja, a curva de
nivel k£ da funcao h e que minimiza a funcao f. Por outro lado, para cada valor real z
que f assume em x € D, temos uma curva de nivel z da fungdo f. Assim, o problema

de obter um ponto q em D tal que o valor de f seja minimo, pode ser visto como sendo
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o problema de encontrar a curva de menor nivel de f que tem ponto/pontos em comum

com a curva (ou superficie) de nivel de h.

f=z, —]
f=z3 ———
f=Zz -]

f=z—__|

Figura 1.6: Curvas de nivel das fungoes f e h.

No caso em que o conjunto admissivel D dos pontos que formam a curva de nivel
f(x) = k seja compacto, pelo teorema de Weierstrass, o problema possui solugao global.
Porém, essa compacidade nem sempre ocorre. Além disso, nesse caso o conjunto D nao
possui interior, isto é, todo ponto de D nao é interior a D, pois para todo z € D C R2,

a bola aberta de raio r > 0 possui pontos que nao pertencem a D, (cf. Figura 1.7).

X2

X4

Figura 1.7: Bola aberta de raio r > 0 em torno de um ponto do conjunto admissivel D.

Portanto, como o ponto q ¢ solucao deste problema mas nao é interior do conjunto
admissivel D, entao nao é necessario que q seja um ponto critico de f. No sentido
estabelecido pelo Teorema 2, os pontos de D sdo denominados pontos de fronteira, de-
notados por dD, pois toda bola aberta em qualquer & € D contém pontos de D e de seu

complementar, assim, nao podemos usar o referido teorema para encontrar o ponto q.
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Observe que surge naturalmente, para os problemas de otimizacao com restricao de
igualdade, a necessidade de outra metodologia para determinar a solucao. Apresentare-
mos aqui, a metodologia dos multiplicadores de Lagrange, assim chamados em home-
nagem ao matematico franco-italiano Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Os principais
resultados deste método serdao explanados com detalhes nesta préxima secao e nortearao

o desenvolvimento da proposta deste trabalho.

1.5 Multiplicadores de Lagrange

Admitindo que na Figura 1.6 temos z; < 29 < 23 < z4, ou seja, o valor da funcao f é
maior quanto maior for o nivel (altura) do corte, fica facil observar que o ponto g é solugao
do problema (1.4.1). Observa-se ainda que a curva de nivel de f, mais especificamente
f(x) = 22, que passa pelo ponto q, é tangente a curva h(z) = k, que define o conjunto
admissivel D. Tal propriedade sera fundamental para caracterizarmos algebricamente
este ponto. A definicdo abaixo e os dois teoremas seguintes nos auxiliardao a definir esse

ponto.

Definigao 11 (Ponto Regular). Seja f : D C R” — R uma funcao de classe C*, com
k > 1. O ponto q € D é regular em f se

Vi@ = (3E @ g @ @) #0000

Ou seja, o ponto q ¢ regular de f se pelo menos uma das coordenadas do vetor
gradiente de f em q é diferente de zero.

Além disso, sob certas condigoes, podemos tratar a curva de nivel f(x) = f(z1,23) =
2z como o grafico de uma outra funcao g tal que 2o = g(z1) e com isso, aplicar toda teoria
desenvolvida para graficos no estudo de conjuntos de nivel de fungoes. O resultado que

nos garante isso é o Teorema da Funcao Implicita, que serd demonstrado abaixo para

R2.

Teorema 6 (Teorema da Fungao Implicita para R?). Sejam f : U — R uma

fungdo de classe C* com k > 1, definida num aberto U C R?, e (&1,72) C R? tal que
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f(21,T2) = z, com

g,
a—i(xl,ilfg) # 0.

Entao existe um retangulo aberto Ax B, de centro em (&1, %), tal que f~*(z) N (Ax B)

¢ o grifico de uma funcdo g : A — B de classe C* e

onde g(11) = T

A afirmagao de que f~!(z) N( A x B) é o gréfico de uma fungao g : A — B significa
que, para cada z; € A, existe um unico xo € B com f(xy1,x2) = z. Pondo xs = g(z1),
dizemos que a funcao g : A — B é definida implicitamente pela equacao f(x1,xs) = 2

no aberto A x B, conforme ilustrado na Figura 1.8.

X =g(x)

Figura 1.8: A fungao g : A — B é definida implicitamente pela equacao f(x,z2) = 2.

0
Demonstragdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que 8—f(x—1,:52) > 0. Como
x

2
0
8_f 6 continua, existem 6 > 0 e £ > 0 tais que, pondo A = (&7 — 0,77 +0) e B =
T2

_ _ 0
(79 — €,29 + €),temos A x B C U (B é o fecho de B) e ﬁ—f(:rl,xz) > ( para todo
(x1,29) € A x B. Entao para todo x; € A, a fungao zy — f(x1,25) é estritamente
crescente no intervalo B. Pela continuidade de f, podemos supor § suficientemente

pequeno e tal que, para todo x € A, tenhamos f(z,z05 —¢) < z e f(x,x9 +¢) > 2.
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Logo, pelo Teorema do Valor Intermediério (ver [19]) existe, para cada = € A, um tnico
1y = g(z1) € B tal que f(x1,79) = 2. Tem-se obrigatoriamente que xy € B, portanto
)N (AxB)=fY2)N(Ax B) éo grafico de uma fungao g : A — B.

Basta mostrar agora que g é de classe CF, ou seja, que existe ¢'(r1) paraz; € A e ¢

é de classe C*~1. Derivando f(x1,g(z1)) = 2 em (&1, %3), temos

of ,_ . dxry, _ of , . dg(x), .
6—%($1,9(I1))d—%($1)+a—%(wbg(%)) it (1) = 0
e+ 2w mg @) = o
o1y T1, T2 ; T1,T2)g(T1) =
Explicitando ¢’, obtemos
of ,_ _
(71, 73)
(@) =~
g 1 ﬁ(_ _)
Oy L1, T2

0 0
Por hipétese, 6_f e 8_f sdo continuas e admitindo a continuidade de g (a demonstragao
X1 T2
da continuidade da fungio g pode ser obtida em [19]), entdao ¢’ é continua, logo g € C*.
Como f € C%e g € C!, a férmula que d& ¢’ mostra que ¢’ é também de classe C!, assim

g € C?. Portanto, mantendo essa idéia, se f € C* tem-se g € C*. O

A demonstragao para uma funcao de n variaveis é feita de forma andloga ao caso de

duas variaveis e o enunciado fica da seguinte forma:

Teorema 7 (Teorema da Fungao Implicita para R"). Seja f: U — R uma fun¢ao
de classe C* com k > 1, definida num aberto U C R™, e p = (xo,y0) C U tal que

f(p) =z com
of

B_y(p) # 0.

Entdo existem uma bola aberta B = B(xg,0) C R"™! e um intervalo J = (yo—¢, yo+¢) C

R tais que f~X(z) N (B x J) € o grifico de uma fungdo g : B — J de classe C* e

af
o, O (2. ga))
dy J

e para todo x € B.
Seja f : U — R uma funcao diferenciavel no aberto U C R™. O namero real z é
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denominado walor reqular de f quando nao existirem pontos criticos de f no nivel z.
Portanto, para todo valor regular 2z de f, o conjunto f~1(z) (se nio for vazio) ¢ uma
curva de classe C*. Caso existam pontos criticos & € U tais que f(x) = z, entdao z é
chamado de nivel critico de f.

Além disso, a regularidade de uma funcdo em um ponto, garante que o vetor gradi-
ente nao nulo nesse ponto seja perpendicular a curva de nivel que passa por este ponto
(conforme ilustrado na Figura 1.9). Vejamos agora o enunciado desse resultado e sua

demonstragao.

Teorema 8. Seja f : D C R" — R uma funcdo de classe C*, com k > 1. Se q é um
ponto reqular de f entdo o vetor gradiente V f(q) € ortogonal ao conjunto de nivel de f

que passa por q.

fo=2z _ | Grad f(q)

h(x)=k

Figura 1.9: Vetor gradiente de f em q é ortogonal ao conjunto de nivel f(x) = f(q)

Demonstragio. Seja f~1(2) = {x € D | f(x) = z} o conjunto ou hipersuperficie de
nivel z da fungao f e w = Vf(q), o vetor gradiente de f em q = (o, y). Se w € R”
é ortogonal ao conjunto de nivel f~!(z), entao, para todo caminho A : (—4,0) — f~*(z)
diferencidvel no ponto t = 0 e tal que A\(0) = q tem-se (w, \'(0)) = 0. De fato, como
q é um ponto regular de f, pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma bola aberta
B = B(x,0) C R" e um intervalo J = (yo — &,y0 + £) C R tais que f~(z) N (B x J)
é o grafico de uma funcao g : B — J de classe C* tal que &y € B, g(xo) = yo e
f(z,9(x)) = z = f(x, y0) para todo € B. Com o uso da fungao g, podemos construir

uma curva parametrizada



para t € (—0,0) com A(0) = q e, cujo trago coincide com o grafico de g e, portanto,
também coincide com o conjunto de nivel f~!(z). Assim f(A\(¢)) = z para todo ¢t €
(—0,9). Isso significa que a fun¢ao composta f o A : (—d,9) — R é constante. Portanto,

pela regra da cadeia,

>

(foX)'(0) = (J'(M0)),
= (f'(a@),X
= (w,X(0)

(0))
) (1.5.1)
=0

(e}

(
)
Por outro lado, pela desigualdade de Schwarz, temos que

[{w, N(0)] < [lw][-[IN(0)]]

Reescrevendo a expressao obtemos

[(w, (0)
Jol o) =

e portanto, existe um angulo € entre zero e m radianos tal que

(w, X(0))]

cosl = ———2—
[[w!]|.[[A(0)

(1.5.2)

onde 0 é o angulo entre os vetores w e \'(0). Portanto por (1.5.1) e por (1.5.2), concluimos
T
que 6 = 5 ou seja, o vetor gradiente de f em q é ortogonal ao vetor velocidade no ponto

q = \0). O

Outra propriedade importante do vetor gradiente é que ele aponta para a diregao em
que a funcao tem méaximo crescimento.

Voltando ao problema (1.4.1) podemos nos indagar como o fato do vetor gradiente
de f em q V f(q), ortogonal ao conjunto de nivel f(x) = f(q), pode ser importante para
caracterizar o ponto q, solucao do problema? Obviamente, o gradiente da fungao h no
ponto q também é ortogonal & curva h(x) = k (que define o conjunto D). Por outro
lado, como j& mencionamos, as curvas de nivel h(x) = k e f(x) = 29, s@o tangentes no
ponto q (solu¢ao do problema), ou seja, possuem a mesma reta tangente nesse ponto

(veja Figura 1.10). Portanto, em q temos que os vetores Vf(q) e Vh(q) devem ser
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paralelos, isto é, existe um nimero real A tal que

Vf(q) = \Vh(q). (1.5.3)

O namero real A é chamado de multiplicador de Lagrange. Dependendo do sinal de A,

eles podem ter o mesmo sentido ou sentidos opostos, mas a dire¢ao é sempre a mesma.

X4

Figura 1.10: Os vetores grandientes de f e h em q sao paralelos.

Enfim, um ponto q € D é solugao do problema (1.4.1) se, e somente se, existir
um escalar A € R tal que a equagao (1.5.3) seja satisfeita. Essa metodologia usada
para encontrar o ponto q é chamada de método dos multiplicadores de Lagrange. Neste
problema, o multiplicador de Lagrange é unidimensional, no entanto, para problemas de

otimizacao com vérias restricoes de igualdade serao necessarios varios multiplicadores.

O exemplo utilizado explicita este método; porém, algumas condigbes nao foram
mencionadas a fim de facilitar o entendimento, mas serdao apresentadas e discutidas no

teorema a seguir.

Teorema 9 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange). Sejam f e h fun¢des de

classe Ct de n-varidveis e seja q um extremo local de f no conjunto admissivel

D={zeR"|h(z )=k}

Suponha que q seja um ponto reqular da funcdo h, ou seja,

Vh(q) # 0.
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Entao, existe um nimero real \* (o multiplicador de Lagrange) tal que

V(g = NVh(q)
h(q) = k

isto €, o ponto (g, \*) € R"™! € solugdo do sistema

of .. oh

8_561((1) = A 8_351((1)

of  _on

&En(q) = A 8$n(q>
| Mg =k

denominado de condigdes de primeira ordem para o problema: Min f(x) sujeito a x € D.

Demonstracao. Suponhamos que q € D seja um ponto de minimo local de f em D, isto

é, existe uma bola aberta B = B(q, ) tal que

f(x) > f(q)

para todo x € DN B.

Pelo Teorema da Funcdo Implicita, existe uma curva diferencidvel v : (—e,¢) —
F7(k) tal que v(0) = q e v/(0) # 0. Tem-se entao, que h(y(t)) = 0 para todo t € (—¢,¢).
Da continuidade de v e tomando ¢ adequadamente tal que para t € (—e,¢) tem-se
v(t) € DN B, e segue que

F(y(8) = f(2(0))

para todo t € (—¢,¢).
Assim, zero é ponto de minimo local de F(t) = f(v(t)), portanto, pelo Teorema 2,
F’(0) =0, ou seja,
(Vf((0)),7(0)) = 0.

Por outro lado, de h(y(t)) = k em (—¢,¢), tem-se

(VA(7(0)),7'(0)) = 0.
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Tendo em vista a regularidade da funcdo h em q e que +/'(0) # 0, segue das duas
igualdades acima que os vetores V f(7(0)) e Vh(y(0)) sdo ambos ortogonais ao vetor
velocidade +/(0) e portanto, possuem mesma dire¢ao, ou seja, existe um escalar real \
tal que

Vf(a) = AVh(q).

Logo, o ponto q é um extremante local se, e somente se, satisfizer as duas condigoes:

2. Vf(a) = AVh(q).

Essas condigoes representam um sistema de n + 1 equagdes nas n + 1 incégnitas
x1,%2,..., T, (coordenadas de &) e \. E a presenca do fator A que torna o nimero de
incégnitas igual ao nimero de equagoes, o que viabiliza a solugdo do sistema, ou seja,

se q é um extremante local de f restrito a D, entao, o ponto (q,\) deve ser solugao do

sistema
( af B %
8—561(01) - Aaxl(q)
of T (1.5.4)
Oa:n(q) = A 8gjn(q)
| k@) = k
0

Observe que o Teorema 9 nao exige a regularidade de f no ponto q, logo se q for um
extremante local de f ent@o, pelo Teorema 2, V f(q) = 0. Neste caso, basta tomarmos
A = 0 para que o sistema (1.5.4) seja satisfeito.

Para elucidar melhor as condicoes necessarias e a forca desse teorema, tomamos o

seguinte problema:

Exemplo 1. Uma empresa de barracas para acampamento quer fabricar barracas inspi-
radas nas tendas de formato de cone como as de algumas tribos de indios americanos,
sendo que a soma da altura com o raio deve ser igual a 4.5 metros. Nessas condicoes,
deseja-se saber as dimensoes da barraca de volume mdzimo a fim de dar melhor como-

didade para os usudrios.
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1
Solugao: Sejam V = V(r,h) = 5777”2]1 e H(r,h) = r + h fungoes definidas para todo
(r,h) € Ri, onde r é o raio da base circular da barraca e h a altura. A funcao V expressa
o volume da barraca em fungao da altura e do raio, enquanto que a fungao H da a soma

dessas duas dimensoes. O problema acima pode entao ser escrito da seguinte forma:

1
max V(r,h) = =mr’h
3 (1.5.5)
sujeito a D = {(r,h) € RZ| H(r,h) = 4.5}

ou seja, trata-se de um problema de otimizagao com uma restricao de igualdade onde o
objetivo é encontrar o ponto q = (T, E) restrito a D tal que V seja maximo. O grafico

da Figura 1.11 mostra a superficie da funcdo V' (em azul) e a curva (em vermelho) dos
valores de V' restritos ao conjunto D.

volume

7

N
NN
N

N
N

N

W
NN

N
WA
N
W

raio

Figura 1.11: Grafico da fungao V' e da curva restricao D sobre o grafico de V.

Para aplicarmos o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, devemos confirmar
primeiramente as hipoteses do teorema.

1. Se as fungoes V e H sdo de classe C*.

Observa-se que as funcoes V e H sao de classe C'! pois sao formuladas com multi-
plicacao e soma de funcoes de classe C'*.
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2. Regularidade de H em q.

Devemos mostrar que VH(q) # 0, onde q é solucao local do problema. Essa tarefa
parece um pouco absurda pois devemos verificar a condi¢ao de regularidade da
fungao H em q sem conhecer (se existir) quem ¢é q. Alternativamente, podemos
mostrar que todos os pontos do conjunto admissivel D satisfazem a condicao de
regularidade. Assim, caso exista alguma solu¢ao para o problema de otimizacao,
certamente ira satisfazer a condigdo de regularidade. Para o nosso caso, sendo
H(r,h) = r + h temos que

OH oH

VH(r,h) = (—(r, h), 30

el (1) = (117 £ 0

para todo (r,h) € D. Isso garante que o vetor gradiente VH(q) é perpendicular &

curva de nivel H(r, h) = 4.5 no ponto q (conforme ilustrado na Figura 1.12).

Figura 1.12: Curvas de nivel da fun¢ao V' (azul), a curva de H (vermelho) e o vetor
gradiente de H em q.

Satisfeitas as condiges, o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange garante que

existe um escalar A\ tal que o sistema (1.5.4) tem solugao e a solugao é o ponto (q, \).
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Segue entao,

%m"h = A
r+h = 4.5,

um sistema nao-linear de trés equagoes e trés incognitas. Igualando a primeira e a

segunda equagao, reduzimos o sistema para duas equacoes e duas incdgnitas, conforme

segue
%m’h %m“z
r+h = 4.5,
ou ainda, se  # 0 (que é ébvio!), temos
2h = r
r+h = 4.5.

Logo, se ¥ = 2h = h = 1.5 e conseqiientemente, r = 3 e A = 3w. Portanto, o ponto
(3,1.5,3m) ¢ a tnica solugao do sistema correspondente as condi¢oes de primeira ordem

e q = (7,h) = (3,1.5) 6 um extremante local do problema de otimizacao.

No entanto, o teorema nao garante, apesar de termos obtido uma tnica solucao para
o sistema correspondente as condigdes de primeira ordem, que o ponto q = (3,1.5), seja
ponto de maximo da fungdo. Ou seja, sera necessario outro resultado para classificar
os pontos que encontrados. Por hora, vamos nos valer da Figura 1.12 para classificar o

ponto (3,1.5).

Temos que V(q) = V(3,1.5) = 4.57 e que o ponto q € D, satisfaz o sistema corres-
pondentes as condi¢oes de primeira ordem para o problema (1.5.5). Assim, temos que q
é ponto de méximo de V' se V(3,1.5) < V(3 +¢,1.5 — t) para todo [t| suficientemente
pequeno, ou seja, se para todo valor de V', na vizinhanga do ponto (3, 1.5), tem-se valores
menores que V' (3,1.5). De fato, seja |t| suficientemente pequeno e tomando r =3+t e

h =1.5—1t, entao,

V(3+4115—1t) =451 — t*(4.5+t) < 4.57.
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Portanto, q = (3,1.5) é ponto de méximo de V restrito a D.

Por outro lado, tomando f(t) = V(3 +¢,1.5 — t) e calculando a derivada de f em

t = 0, temos
a f0)y=0
dt -

O que implica que t = 0 é ponto critico de f. Calculando a derivada segunda de f nesse

ponto, tem-se
d2
@f (0)=-9<0,

para todo t € R, de onde segue, pelo Teorema 3, que t = 0 é ponto de méaximo de f.

Portanto, o ponto q = (3,1.5) é ponto de maximo de V.

Observe que o sistema (1.5.6) pode escrito da seguinte forma

%m’h—)\ =0

g2 =X = 0

r+h—45 = 0.

Esse sistema equivale as condicoes de primeira ordem para determinar o pontos

criticos da funcao de trés varidveis
L(r,h,\) =V (r,h) — X-[H(r,h) — 4.5]
denominada lagrangiano. Em outras palavras, o sistema acima é dado por

(r,h,A\) = 0
o (r,hy,A) = 0
g—i(r, h,A\) = 0

oL
or
aL

Portanto, o ponto (7, h, ), solugdo do sistema (1.5.6), corresponde ao ponto critico

do lagrangiano. Assim, o Teorema 9 pode ser escrito da seguinte forma:

Teorema 10 (Multiplicadores de Lagrange). Sejam f e h funcoes de classe C' de

n varidveis e seja q um extremo (mdzimo ou minimo) local de f no conjunto admissivel

D={xecR"|h(x)=Fk}

30



Suponha que q seja um ponto reqular da func¢do h, ou seja,

Vh(q) # 0.

Entao, existe um nimero real X (o multiplicador de Lagrange), tal que (g, \) € o ponto

critico do lagrangiano

L(ZL’,)\) = f(x) —A- [h(ZB) - kJ
ou seja,

F(gN) = 0

IL(g,A) = 0

(g N) = 0

Neste proximo exemplo, vamos destacar a importancia de ser satisfeita a condicao de

regularidade para a veracidade do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange.

Exemplo 2.

minimizar f(z1,20) = 2] + 3

sujeito a D = {(x1, 1) € R?| h(z1,22) = 23 + 23 = 0}. (1.5.7)

Solugao: As funcoes f e h sao de classe C*! e o lagrangiano desse problema é
L(x1, 29, \) = f(w1,m9) — X [h(21,20)] = 27 + 25 — X - (2F + 23).

As condigoes de primeira ordem sao dadas pelo sistema

F(q,)) = 0 27 — 21\ = 0
Lqh) = 0 =4 2mm—323A = 0 (1.5.8)
Flan) =0 2 = 0

Estamos interessados em encontrar um ponto q = (Z1,Z2) € D tal que h seja regular
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em q, isto é,

Vh(q) = (271,27:)" #0,

e que o ponto (q, ) € R3, seja critico do lagrangiano.

Observando a primeira equagao do sistema (1.5.8), temos que:

2
1. Sexzy #0 = X = 1. Na segunda equagao zo = 0 ou x5 = 3 Substituindo o

valor x5 na iltima equacao, obtemos uma inconsisténcia

2. Se x1 = 0, da terceira equacao tém-se x5 = 0 e o sistema se cumpre para qualquer
A € R. Porém, Vh(q) = (2:0,2-0)T = 0, ou seja, o ponto 0 = (0,0) nio satisfaz a
condicao de regularidade do problema, logo nao existe (x1,z2) € D que seja regular

e satisfaca o sistema.

Podemos dizer entdao que o sistema associado as condicoes de primeira ordem nao
possui solucao. No entanto, vemos através do grafico da f (Figura 1.13) que o ponto
(0,0) € D é ponto de minimo de f, tanto do problema irrestrito de minimizar f, quanto
do problema (1.5.7).

Assim, apesar de parecer, este exemplo ndo compromete a veracidade do Teorema
dos Multiplicadores de Lagrange. O Teorema garante que qualquer extremante q de uma
funcao f de classe C! em um conjunto admissivel D, formado por uma curva de nivel de
uma funcio h também de classe C!, ird satisfazer as condicoes de primeira ordem desde
que Vh(q) # 0. Como no problema (1.5.7), a regularidade de h nao foi satisfeita em
q = (0,0), ndo podemos esperar, através do Teorema 10, que esse ponto seja extremante
do problema de otimizacao.

Observe ainda que o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange nao exige a regulari-
dade de f no ponto q, embora tivéssemos considerado esse fato na anélise do problema
(1.4.1) para ilustrar a idéia geométrica por tras deste Teorema. Logo, fica explicitado
com esse exemplo, que um ponto q tal que V f(q) = 0, pode ser um possivel candidato
a solugdo de um problema de otimizacao, mesmo que nao satisfaca a hipétese de regu-
laridade de h no ponto q.

Neste proximo exemplo, vamos apresentar um problema de otimizacao com duas res-
tricoes de igualdade e através dele, explorar a idéia geométrica por tras da metodologia

dos multiplicadores de Lagrange, bem como das hipéteses a serem verificadas.
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Figura 1.13: Gréfico da funcao f(z1,72) = 2% 4+ 23 e da curva h(zq,22) = 23 + 23 = 0.

Exemplo 3. Determine o valor mdzimo da fungdo f(x1,xe,x3) = x1 + 229 + 323 Na

curva da intersec¢do do plano xy — xo + x3 = 1 com o cilindro x? + 23 = 1.

Reescrevendo a questao na forma de um problema de otimizacao, temos:

max [(x1, 22, 03) = o1 + 229 + 313

(1.5.9)
sujeito a D = {x = (z1,79,23) € R3 | hy(x) =1 e hy(x) = 1}

onde hy(x) = z; — T3 + 73 € ho(x) = 23 + 3.

Estamos entao interessados em um ponto (ou varios) que maximize a fungao f restrita
ao conjunto admissivel D dado pelos pontos que satisfazem as duas equagoes (restrigoes
de igualdade). Ou seja, estamos interessados em encontrar os extremos de uma fungao

f de trés varidveis no conjunto admissivel

D= {zx = (r1,79,73) € R’ | hi(x) = k1 e ho(x) = k2}
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formado por todos os pontos € R? que satisfazem simultaneamente as duas restricoes.

Podemos ainda olhar para o conjunto D como o conjunto de nivel da funcao vetorial

h(z) = (hi(x), hae(x)), de R? para R?, associado ao nivel k = (ki, k3), ou seja

D=Fp={xc R? | h(z) = (hi(x), ho(x)) = (k1, ko) = k}

A metodologia proposta pelo Teorema de Lagrange, conforme Teoremas 9 e 10, é
valida apenas para problemas de otimizagdo com uma Unica restricao de igualdade,
portanto, surge a necessidade de estender a idéia deste Teorema para varias restrigoes

de igualdade, em particular, para duas.

Para estendermos a idéia do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para este
caso, precisamos garantir, assim como no caso de uma unica restricao de igualdade, que
o conjunto de nivel D = F},, possa ser escrito como o grafico de uma fungao (vetorial).
Anteriormente, o resultado que nos garantia isso era o Teorema da Fungao Implicita
(Teorema 7 deste texto) para fungoes escalares de R™ em R. No entanto, estamos lidando
com uma funcao vetorial h de R* em R?, logo, faz-se necessério verificar se esse Teorema
também estende-se para fung¢oes desse tipo e, caso seja possivel, quais as hipoteses que

devem ser verificadas.

Para isso, consideramos a forma mais geral de uma funciao vetorial F : R?® — RR?

nao-linear
F(I17x2,$3) = (Fl(x),FQ(JJ)), (1510)

com ambas as funcoes coordenadas F; e F, de classe C*, com k > 1, um ponto p* =

(x%, 23, 2%) e o conjunto de nivel
Fp, = {x = (21,12, 13) € R? | F(z1, 20, 23) = k = F(2}, 25, 23)}

de F' que passa por p*.

De forma andloga ao que foi visto no Teorema 7 para funcées f : R — R, precisamos
saber se o conjunto Fj, pode ser representado como grafico de uma fungao em uma vi-

zinhancga de p*. Olhamos entdo para a aproximacao linear de F' em torno do ponto p*,
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ou seja

l(z) = F(p*) + DF(p") - (x — p)

onde

DF(p*) = o1 (Pp*) Oxa (p*) Oas (Pp”)

S(pr) 2(p7) S2(pY)
que é a forma mais simples de aproximar F' e, conseqiientemente, a forma mais facil
que se tem para trabalhar com essa fungao vetorial. Portanto, ao invés de verificar se o
conjunto Fj, pode ser representado como grifico de uma fungao em uma vizinhanga de

p*, podemos verificar se o conjunto de nivel
Lk = {(1’1,1]2,.1’3) S R3 | l(a:) =k = l(p*)}

de I que passa em p*, pode ser escrito como o grafico de uma fungéo em uma vizinhanca

desse ponto.

Note que, se € Ly, entao l(x) = k, logo,
k=F(p")+ DF(p").(x —p7).
Rearranjando essa equagao, temos que
DF(p*).(x —p*) =k — F(p").
Como F(p*) também é igual a k, tem-se que
DF(p").(x —p*) =0
ou, em termos de coordenadas,

T, — 2]

) 5B FE(pY) . 0

oFy * OFy * OFy * T2 = To -

o (P") 52(P7) 5.2(P") s 0
3= 4

Pela multiplicacao de matrizes, obtemos da equagao acima um sistema linear de duas
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equagoes e trés incognitas:

Gor(0%) (@1 — 7) + GoH(p") (w2 — 23) + G (P") (w5 — 23) = (15.11)
32 (0") (@1 — 27) + G2 (P") (w2 — 23) + G2 (P) (23 — 25) = 0

Assim, para saber se o conjunto de nivel L, de I pode ser escrito como o grafico de

uma fungao vetorial em uma vizinhanga de p*, devemos estudar o sistema (1.5.11).

Como temos duas equagoes e trés incognitas, é razoavel admitir que é possivel escrever
duas delas, digamos x1 e x5, em funcao da terceira, x3, a0 menos em uma vizinhanca de
(a7, x5, 2%). Passando os termos em z3 das equagoes do sistema (1.5.11) para o segundo

membro de suas respectivas equacoes, obtemos

Gor (D7) (w1 — 27) + G (p") (22 — 23) = —5(p") (w3 — 3)
G2 (0) (@1 —af) + G2 (p") (w2 —23) = —52(p*)(x5 — 23)

ou, na forma matricial

g_i(p*) g—g(p*) r1 — ] _ g_g(p*)(xg—:rg) . (1.5.12)
Ge2(p) Goz(p7) | | w2 -3 0% (%) (w5 — )

Contudo, se quisermos escrever x; e x5 como uma func¢ao de x3, o sistema (1.5.12)

deve possuir uma tunica solugao para cada valor de x3. Ou seja, a matriz

5o (P*) gk (p)

ol 3; (1.5.13)
o (P") 52 (P")

precisa ser inversivel, com inversa dada por

-1
5 (P G (PY)

) E(p)

Assim, admitindo a existéncia da inversa da matriz (1.5.13), segue que

-1

T _ hpr) ZE(p7) . S (p*) (w5 — a3) N Ty
o 22(pr) S2(p7) S (p*) (w5 — a3) Ty
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Portanto, a funcdo vetorial f : R — R? definida por

-1

G Lipr) Ep) 85 (p*) (w3 — ) R
v ap) ) || e | | o

¢ tal que seu grafico coincide com o conjunto de nivel Fj, numa vizinhanca de p*.

E natural nos indagarmos se seria possivel definir outra funcdo vetorial usando um
par de varidveis, diferente do ja utilizado. A resposta para este questionamento depende
da matriz das derivadas primeiras da fungdo vetorial, definida pelas restri¢ées do pro-
blema, em relacao as varidveis que se estd tomando como variaveis independentes para
essa funcao. Ou melhor dizendo, depende da existéncia ou nao da inversa da matriz
correspondente, assim como foi destacado no desenvolvimento da idéia acima.

Em suma, dada uma funcao vetorial F : R**! — R? definida por
F(z1,29,23) = (Fi(x1, 22, 23), Fa(x1, 22, 23))
de classe C* com k > 1, um ponto p* = (z}, 23, x3) e o conjunto de nivel
Fy, = {(z1,22,23) € R*™ | F(21, 29, 73) = k = F(a},23,23)}

de F' que passa por p*. Se a matriz 2 x 2

OF1 (% OF1 (%

b - | B0 B
5 (P7) 52 (p7)

¢ inversivel, entao existe uma funcao vetorial f : B C R! — R? definida em uma bola

aberta B contendo o ponto 3 tal que xf = fi(z3), x5 = fo(z}), F (fi(z3), fo(2h), 23) = kK,

Vi3 € B e
oF

* * * *\ — Ozx:
DF(ZEl,]}Q,l'?)) = _D(xl,zQ)F(p ) ! ' BFZ
O3

Assim, vemos que o Teorema da Funcdo Implicita pode ser estendido para funcoes
vetoriais de R? em R? desde que satisfaca certas hipdteses.
O proximo Teorema generaliza as conclusoes obtidas com o caso particular supraci-

tado e constitui a forma mais geral do Teorema da Funcao Implicita.
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Teorema 11 (Teorema da Funcao Implicita). Considere uma fungdao vetorial F' :

R™*t" — R™ definida por

F(x7y) = (F1($,y),F2(.’L',y), e ,Fm(CC,y))

de classe C* com k > 1, um ponto p* = (x*,y*) e o conjunto de nivel

Fp,={(z,y) e R"™" | F(xz,y) =k = F(z*,y")}

de F' que passa por p*, onde € = (x1,...,2Zn), Y = (Y1, Ym), *° = (25,...,2%) e

v = (y5,...,y5). Se a matriz

S - S (pY)
DyF(p") = : :
Gox(p) o ) |

¢ inversivel, entdo ewiste uma funcdao vetorial f : B C R® — R™ de classe C* definida

em uma bola aberta B de R™ tal que
a) x* € B,
b) F(x, f(x)) = k para todo x € B,
c) fl®") =y e

d) a matriz jacobiana de f mo ponto x* pode ser calculada em termos da matriz

jacobiana de F' no ponto p* = (x*,y*):
Df(z*) = —(DyF(p"))™" - D F(p*).

Dizemos que F(x,y) = k define implicitamente y como uma fungdo vetorial f de x

em uma vizinhanga do ponto p* = (x*,y*) = (a3, ..., x5, v, ..., y%).

Voltando ao problema do Exemplo 3, precisamos estender agora a idéia do Teorema
dos Multiplicadores de Lagrange para duas restricdes de igualdade. O Teorema 11 nos

garante que podemos escrever o conjunto de nivel D = F}, como o grifico de uma fungao
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(vetorial), desde de que a matriz das derivadas primeiras das fung¢oes coordenadas da
fungao vetorial h, em relacao as variaveis que se queira tomar como independentes para
a fungao vetorial f (cujo gréfico é o conjunto de nivel D), seja inversivel. Em outras

palavras, é suficiente que a matriz jacobiana
ge() - g (pY)
Jac(p*) = : : (1.5.14)

Gun(p*) --- G (p¥)

mXn

de h no ponto p* possua uma submatriz m x m inversivel. Ou seja, basta existir uma

escolha de varidveis z;,, T;,, ..., x;, € D C R™™ para as quais a matriz
Ohy (%) ... Oh1 (o
Oz (p ) 0%i,, )
Ohm * .. Ohm *
Oy, (p) s, (P*) xm

¢ inversivel.

Entretanto, na pratica, é mais facil verificar se a matriz jacobiana (1.5.14) tem posto
m, isto é, o numero de linhas nao nulas da matriz escalonada equivalente a matriz

jacobiana de h é igual a m (o nimero de restrigoes do problema).

Como no Exemplo 3, o conjunto de restrigoes é dado por
D =F,={x € R® | h(z) = (hi(x), ho(x)) = (ky1, ko) = k},
ou ainda,
D=F,={xcR®|h(zx)= (v, — 29 + 23,27 +23) = (1,1)}

temos que h é uma aplicacao de R? em R?. Logo, a jacobiana de h em « € D é a matriz

Vin(@)" | _ | f@) fi(@) (@)
Vhy(z)" (@) (@) GE@) |,
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ou seja,

1 -1 1
21‘1 2$2 0

Antes de afirmar se a matriz possui ou nao posto m = 2, devemos estudar todas as
possibilidades para os valores de z1 e 5.
Se x1 = 0, da equagao he(x) = 1, tem-se que x5 = +1. Logo, a matriz jacobiana fica

da seguinte forma

1 -1 1
0 +£2

(@]

Escalonando, obtemos a matriz

1 0
0 =+1

S =

Portanto, a jacobiana tem posto m = 2 para x; = 0.
Por sua vez, se 1 # 0, temos que a matriz escalonada equivalente a jacobiana de h

em x

1 o=

1

0 To+2X1 —Tq

também tem posto m = 2. Como para todo € D, a matriz jacobiana de h tem posto
igual a dois (o ntimero de restri¢oes), o Teorema 11 garante a existéncia de uma fungao
vetorial f de R em R? cujo grafico coincide com o conjunto de nivel D das restricoes do
problema. A Figura 1.14 mostra a curva de nivel D = F}, (uma elipse), equivalente a
curva de intersec¢ao do plano hy(x) = 1 com o cilindro hy(x) = 1.

A matriz jacobiana ter posto dois significa que as duas linhas desta matriz nao sao
multiplas uma da outra, ou ainda, que o vetor gradiente de h; nao é paralelo ao vetor
gradiente de hy. Dizemos também que os vetores Vh;(x) e Vho(x) sao LI (linearmente
independentes) para todo & € D.

Estendendo a Definigado 11 (Ponto Regular), para fungoes de R™ em R™, temos o

40



x2

x1

\
NI

Figura 1.14: Gréficos das equacoes hi(x) = 1, ha(x) = 1 e da curva de nivel D = F,.

seguinte enunciado:

Definicao 12. Seja f: D C R™ — R™ com m < n e fung¢des coordenadas fi,..., f,, de

classe C*, para k > 1. O ponto p é regular em f se a matriz jacobiana

L) - &(p)
Jaep)= | i '

Yn(p) ... Yn(p)

mXxn

tiver posto m.

Da definicao acima, podemos dizer entao, que todo ponto p* € D, do Exemplo 3, é
regular em h. Além disso, cada funcao coordenada, hy e hy, é funcao de R3 em R e de
classe C*, com k > 1. Logo, pelo Teorema 8, os vetores gradientes Vhi(p*) e Vhi(p*)
sao ortogonais aos conjuntos hy(x) = 1 e hy(x) = 1, respectivamente, no ponto p* (ver
Figura 1.15).

Suponhamos que o ponto p* = (x}, x5, x3) € D, além de satisfazer a regularidade em

h, seja um extremante local de f, digamos méaximo, no conjunto admissivel D. Assim,
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x2 x x1

Figura 1.15: Figura ilustrando os gradientes, Vh;(x*) (em vermelho) e Vhy(x*) (em
azul), ortogonais aos conjuntos hi(x) = 1 e hao(x) = 1, respectivamente, em um ponto
x*eD.

existe uma bola aberta B de centro (27, x3, x3%) tal que, para todo € € BN D,

f(x) < f(p*).

Consideremos agora uma curva diferencidvel A\ : I — R3, onde I é um intervalo
aberto, tal que v(t*) = (27,25, 2%), v(t*) # 0 e y(t) € D para todo ¢t em I, conforme
Figura 1.16. A existéncia dessa curva parametrizada é garantida pelo Teorema 11 das

funcoes implicitas.

Da continuidade de =, segue que existe § > 0 tal que

telt —=6,t"+6[=n~(t) e BND.

Logo, para todo t €]t* — §,* + [ tem-se

f(y(®) < f(v()).
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Figura 1.16: A fungdo v leva os valores do intervalo I da reta, na curva (em verde) em
D.

Dessa forma, t* é ponto de maximo local de F'(t) = f(~(t)) e, pelo Teorema 2, F'(t*) = 0,
ou seja,

(V@) (t)) = 0.

Por outro lado, de (t) € D para todo t € I, segue que hy(y(t)) = 1 e ha(y(t)) = 1.
Logo,
(VA1 (A(£7)), 7 (£)) = 0 e (Vha(7(t7)),~'(t7)) = 0.

Assim, temos que os vetores Vh(p*), Vha(p*) e Vf(p*), em p* (extremante de f),
sdo ortogonais ao vetor +/(t*), tangente a curva 7 : I — R3. Isso implica, que os trés
vetores gradientes estdo no mesmo plano, ou ainda, que os vetores gradientes geram o
plano dos vetores ortogonais ao vetor /(t*), denominado Complemento Ortogonal. No
entanto, o Complemento Ortogonal do vetor 7/(¢*) tem dimensao 2 e é sabido que um
subespaco de dimensao n é gerado por uma base com n vetores LI,. Além disso, para
qualquer base formada por n vetores LI mais m vetores LD, (linearmente dependentes),
esses m vetores podem ser escritos como combinacao linear dos n vetores LI (Mais de-

talhes sobre esse assunto podem ser encontrados em [5] e [17]). Assim, como os vetores
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Vhi(p*) e Vha(p*) sdo LI, conclui-se que o vetor V f(p*) pode ser escrito como com-
binagao linear dos dois primeiros (ver Figura 1.17), ou seja, existem escalares A, Ay € R
tais que

Vip*) = MVhi(p*) + AaVha(p¥)

X

Figura 1.17: Os vetores V f(p*) (em verde), Vh;(p*) (em vermelho) e Vhy(p*) (em azul)
sdo coplanares no plano dos vetores ortogonais ao vetor tangente (em vinho) a curva de
nivel D.

Em suma, se o ponto p*, restrito ao conjunto de nivel D e regular de h, for um
extremante (maximo ou minimo) local da funcao f de classe C* com k > 1, entdo,
devem existir escalares \; tais que o vetor gradiente da f possa ser escrito como uma
combinacao linear dos gradientes das funcdes coordenadas de h, também de classe C*

para k > 1. Assim, existem pontos (p*, A) = (z7, x5, x%, A1, A2) que satisfazem o sistema

Vi) = MVhi(p*) + AVha(p¥)
h(p) = 1 , (1.5.15)
ho(p*) = 1
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ou ainda,

1 = A1+ A2(21)
2 = —A1 + A2(229)
3 = A+ X2(0) )
T1—To+a3 = 1
22 + 23 =1

para p* € D.
2 5 1

V29" V29’29

, que pertencem a D, sdo regulares e satisfazem o sistema

Resolvendo esse sistema, obtemos os pontos p* = <

2 5 7
4 ( V25’ V29 m)

(1.5.11), portanto, sao extremantes de f. Por simples substituigdo dos pontos em f,

(29 — 7@)) e

constata-se ainda que, o primeiro é ponto de minimo e o segundo é ponto de maximo
local da funcao, solucao do problema.

Essa idéia desenvolvida para resolver o problema de otimizacao do Exemplo 3, consti-
tui a metodologia dos multiplicares de Lagrange para problemas de otimizacao restritos
a varias equacoes de igualdade. Esse resultado é melhor apresentado com o enunciado do
Teorema abaixo, que é a forma mais geral do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

para o caso de varias restrigoes de igualdade.

Teorema 12 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange). Seja f uma fungdo de
n varidveis de classe C*, com k > 1, e seja p um extremo (mdximo ou minimo) local de

f mno conjunto admissivel
D={x eR" | h(x) = (hi(x),...,hpn(x)) = (k1,... . kn) = k},

com funcées coordenadas também de classe C*, com k > 1. Suponha que p satisfaca a

sequinte condicao de reqularidade: o posto da matriz jacobiana

Vhi(p)" u(pr) - Su(pY)
Jac(p) = : = : ‘ :
Vhin(p)" Ge(p?) o () |
¢ igual am (o nimero de restrigoes). Entao existem reais Xi, ..., \: (os multiplicadores
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de Lagrange) tais que

Vi) = NVhi(p)+- + A, Vhn(p)
hi(p) = ki
hin(P) = km

O sistema acima € denominado de condigoes de primeira ordem para o problema de
otimizacao. Equivalentemente, o ponto (p,X*) = (p1,...,Dn, A}, ..., A5) € 0 ponto critico

do lagrangiano

L(z,A) = f(x) = M[ha (@) = ka] = -+ = An[hm(2) — K]

Enfim, a resolugdo do problema de otimizacao do Exemplo 3, nos forneceu um con-
texto para desenvolver e apresentar a ferramenta para abordar problemas de otimizagao
para fungoes objetivo com vérias variaveis restritas a vérias equacoes de igualdade. Ob-
servamos também que a condigao de regularidade nao pode ser omitida mesmo para o
caso mais geral do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange. Contudo, nao podemos
nos dar ao luxo de dizer que esse Teorema contempla todas as formas dos problemas de
otimizagao. Segundo (Bortolossi, 2002): a grande maioria dos problemas de otimiza¢ao
em engenharia e economia sao modelados de tal forma que o conjunto admissivel € con-

stituido com o uso de desiqualdades:

D={xeR"| gi(x) < ki,...,gm(x) = kn}.

Visto isto, dedicaremos a proxima se¢ao, a discussao desse tipo de problema. Inicia-
remos com problemas com uma restricao de desigualdade e, de forma andloga ao caso dos
problemas com restri¢oes de igualdade, estenderemos o resultado para varias restrigoes

de desigualdade.
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1.6 Otimizacao com restricoes de desigualdade

Para abordarmos problemas desse tipo, tomaremos um caso bem simples para, a partir
deste, construir a teoria necessaria para caracterizar algebricamente os candidatos a ex-

tremo de uma fungao objetivo em um conjunto admissivel envolvendo uma desigualdade.

Exemplo 4. Consideremos o problema de mazimizar a fungdo f(xy,22) = x1 — x93+ 3
restrita ao conjunto de pontos definidos por g(x) = 3 + 23 < 1 (ver Figura 1.18). Ou
seja,

maximizar T1,To) =21 — To+ 3
fl@r, @) =@~ (1.6.1)

sujeito a D = {x € R? | g(x) = 2? + 23 < 1}.

W
h‘"l\\“\\\\,

il A\
A
]
ol
%)

x2

x1

Figura 1.18: Visualizacdo dos valores da funcao f (em vermelho) para os quais o dominio
¢ o conjunto D da restri¢ao de f.

Suponhamos que o ponto p seja a solugao do problema (1.6.1), isto é, p é ponto de
maximo de f no conjunto admissivel D. Assim, tem-se duas possibilidades para esse

ponto: g(p) = 1 ou g(p) < 1. Melhor dizendo, ou o ponto p esta sobre o conjunto
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de nivel D; = {z € R? | g(x) = 27 + 23 = 1} ou, estd na regiao interna do conjunto
Dy ={x € R? | g(x) = 2% + 2% < 1}, tal que D = D; U Ds.

Vamos tratar esses dois casos separadamente.

1. Seg(p) =1

Neste caso, dizemos que a restrigdo g estd ativa no ponto p. Geometricamente,

isso significa dizer que o ponto estd na fronteira do conjunto admissivel D;.

Observe que esta situacao é semelhante ao que apresentamos nas Secoes 1.4 e
1.5, quando discutimos problemas de otimizagao com uma ou mais restrigbes de
igualdade. Logo, podemos nos valer do Teorema 9 para concluir que: se p é ponto

de méaximo de f em D;, entao

Vf(p) = A"Vg(p).

No entanto, a condicao A\* > 0 também deve ser satisfeita para esse caso. Para
explicitar essa idéia, plotamos algumas curvas de nivel da funcao f do problema

(1.6.1), conforme Figura 1.19.

grad f(p)

Figura 1.19: O ponto p estd sobre a fronteira do conjunto admissivel D e o vetor V f(p),
aponta para a direcao de crescimento de f.

O vetor gradiente Vg(p), é ortogonal ao conjunto de nivel D; em p, conforme o

Teorema 8, e aponta para fora do conjunto D. Pelo mesmo Teorema, o gradiente

48



da funcao f em p, Vf(p), é ortogonal as curvas de nivel de f e aponta na diregao
de crescimento dessas curvas. Portanto, os gradientes devem ser nao so6 paralelos,

mas ter o mesmo sentido, ou seja,

Vf(p) =X*"Vg(p), com \* > 0.

De fato, se \* < 0 entdo p nao seria um ponto de méximo do problema (1.6.1),

pois seria possivel sair viavelmente (em D; ou Dj) aumentando o valor de f.

Em suma, o ponto p = (p1,p2), regular em g, é um extremo local de f em Dy, se

existir um \* € R tal que o ponto (p, \*) satisfaga o sistema

Vfp) = NVy(p)
\* 0 : (1.6.2)

Y

1

9(p)

Considerando os valores de f e D, apresentados no enunciado do Exemplo 4, para o

sistema (1.6.2), segue que

1 = QA*pl
o> 0
| i+ = 1
: ., 1 1 1 1 1, .
cuja solugao é o ponto E7 7 ﬁ) . Portanto, o ponto p = <ﬁ’ —E> é solugao

do problema (1.6.1).

2. Seg(p) <1

Dessa hipodtese, dizemos que o ponto p é interior ao conjunto Ds, isto é, existe um
real 0 € R tal que a bola aberta de raio ¢, centrada em p, Bs(p), esteja contida no
conjunto Dsy. Geometricamente, podemos simplesmente dizer que o ponto p esta
no interior desse conjunto. Neste caso, dizemos ainda que a restricdo g nao estd

ativa no ponto p.

Tal situacao assemelha-se aos problemas de otimizacao sem restrigoes discutidos
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na Secao 1.3. Dessa maneira, se p é ponto de maximo local de f em Dy, entdo
p deve satisfazer a da restrigao g(p) < 1 e o Teorema 2, isto é, p deve ser ponto

critico de f,

Vfp) =0

Ou seja, p deve satisfazer o sistema

Vi) =0 (1.6.3)
1

g(p) <

Apesar de ja termos resolvido nosso problema, vale a pena verificar que ndo existe
outro ponto p € Dy que maximize f restrita a D. Temos que o gradiente da funcao
f(z1,m9) = 11 — 29+ 3, é 0 vetor V f(x) = (1, —1) para todo & € Dy. Ou seja, nao existe
nenhum ponto p, no conjunto admissivel Dy, que satisfaga o sistema (1.6.3).

Do problema anterior, concluimos que, um ponto p € D ¢é méaximo local de uma
fungao f : R? — R, sujeita a um conjunto admissivel D = {x € R? | g(x) < k}, se

satisfizer o sistema

Vfp) = NVy(p)
A 0 : (1.6.4)
k

v

9(p)

quando g estd ativa em p, ou seja, g(p) = k, supondo é claro, que p é regular em g. Ou,

se satisfizer

, (1.6.5)

quando g nado esta ativa em p, ou seja, g(p) < k.
E devida a Karush-Kuhn-Tucker, uma maneira de unificar esses dois casos. Basta

considerar a seguinte equagao
X [g(p) — K] =0, (16.6)

conhecida como condicdo de complementaridade, para se obter a forma unificada dos

50



casos, conforme segue abaixo

Vilp) = AVy(p)
Algp) -k =0
A* > 0
. 9(p) < kK
Observe que se tivermos lidando com um problema em que g(p) = k, entdo, da

equagao (1.6.6), temos que [g(p) — k] = 0 e as condigoes se reduzem ao sistema (1.6.4).
Caso estejamos lidando com um problema em que g(p) < k, tem-se entdo, que [g(p) —
k] <0 e sendo A*-[g(p) — k] = 0, implica que A* = 0. Logo, as condigdes se reduzem ao

sistema (1.6.5).

Teorema 13. Sejam [ e g funcoes de classe C* de duas varidveis e seja p = (p1,p2)

uma solucao (local) do problema de otimizagao

MATLMIZar f(l’1, $2)

sujeito a D ={x € R? | g(x) < k}.

Suponha que p satisfaca a sequinte condicdo de regqularidade: se a restricao h estd ativa
em p, entao Vg(x) # 0. Entdo existe um nimero real \* tal que (p, \*) = (p1,p2, \*)

satisfaz as condigbes de primeira ordem

Vf(p) = A*Vy(p)
AN olglp) =K =0

A* > 0

9(p) < k

Ou, em termos do lagrangiano

L(w,A) = f() = A-[g(z) - K],
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da sequinte forma:

g—i(.ﬁhfﬂg,)\*) =0
g—ml;(.fhfbg,)\*) =0
A -lg(p)—k] = 0 -
A* > 0
9(p) < k

Retornando ao Exemplo 4, usaremos o Teorema 13 para resolver novamente o proble-
ma (1.6.1), a fim de mostrar a metodologia da forma unificada das condi¢oes do problema

proposta por Karush-Kuhn-Tucker em termos do lagrangiano.

De acordo com os dados do problema, temos entao, que o lagrangiano é dado por
L(x,A\) = (1 — 19+ 3) — A [(2F +23) — 1],

donde segue o sistema

1—X\*2p; =0
—1— A"2py =0
Al +p3) -1 = 0 -
A" > 0
pi+ps <1

correspondente as condigoes de primeira ordem.

As funcoes f e g sdo de classe C! e Vg(x) = (2x1,2x3) # 0 para todo (z1,z) para

o qual a restricao g esta ativa.

Para resolver o sistema, devemos considerar a duas possibilidades impostas pelo sis-
tema para A\*, a saber

A*=0 ou \*>0.

Se A* = 0, obtemos das duas primeiras equagoes do sistema 1 = 0 e —1 = 0, que é
absurdo.

Se \* > 0, tem-se, da terceira equagao, que p? + p3 = 1 e, das duas primeiras, que
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1 -1
A= — e \* = —. Igualando, obtemos
2p 2ps

b2 = —p1,

donde segue que 2p? = 1 e, portanto,

Sl -

4!

1
P2 = —E-

1 V2

Note que p; = —% nao convém pois implica em \* = 5 < 0. Finalmente, o
tnico ponto que satisfaz as condicoes de primeira ordem do problema, é o ponto
1 1
pP= =T T = >
V2' V2
logo, é solugao local (ver Figura 1.19).

O Teorema 13, de forma andloga ao Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para
problemas de otimizacao com varias restri¢oes de igualdade, generaliza-se para o caso
de varias restrigoes de desigualdade. O enunciado desse Teorema delineia a forma mais
geral dessa metodologia para tratar problemas de otimizacao com vérias variaveis e varias

restricoes de desigualdade.

Teorema 14. Sejam f, g1,...,gm funcdes de classe C' de n varidveis definidas em um

aberto de R e seja p € R™ um mdximo local de f no conjunto admissivel
D = {.’B S Rn ’ gl(m) S kl?' v 7gj(:c) S kjv' c 7gm(zc) S km}

tal que g1, ..., g; correspondem as j restricoes ativas em p.

Suponha que p satisfaca a sequinte condicdo de reqularidade: o posto da matriz ja-
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cobiana

Vo (p)" Ga(p) - 52 (p)
Jac(p) = : = : .

T 09; oo, D95
Voiter | [ e (P) 2en(P) |

¢ igual a j (o numero de restrigoes ativas em p), ou seja, o posto da matriz for-
mada pelos gradientes das restricdes que estao ativas na solucao do problema deve
ser completo. Entao existem multiplicadores Xi, ..., \: tais que o ponto (p,A*) =

(P1y -y Py AT, - -, AL satisfaz o sistema

Vfip) = NVa(p)+-+ X, Vgn(p)
AT [91(17) - kl] =0

AL >0

A> 0
alp) < k
gm(p) < knm

\

Ou ainda, equivalentemente, em termos do lagrangiano

L(:B?A) - f(ZL') - )‘1 ' [91(33) - kl}_a T 7_>‘m : [gm(a:) - km}v
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da sequinte forma:

L L
—(p. A") = 0,... A =0
axl (p? ) ) 7axn (p) )
A lg(p) — k1] = 0
AL > 0
>0
alp) < Kk
\ Im(P) < km

Estes sistemas sao demominados de condicdes de primeira ordem do problema.

Observe que a condicao de regularidade desse Teorema envolve apenas as restricoes
que estao ativas, pois as nao ativas nao desempenham nenhum papel nas condicoes de
primeira ordem. Assim, tratamos as restrigoes ativas do mesmo modo que tratamos as
restricoes de igualdade, ou seja, o posto da matriz jacobiana formada pelos gradientes
das restrigoes ativas deve ser maximo.

Um melhor detalhamento dessa teoria, o leitor poderd consultar [6, p.497]. Detalha-
remos apenas um exemplo para o caso de problemas de otimizacao com restri¢oes mistas,

que discutiremos na préxima Segao, pois contempla toda a teoria discutida até agora.

1.7 Otimizagao com restricoes mistas

Apresentamos e discutimos até agora os principais resultados para lidar com problemas
de otimizacao com varias varidveis restritos a varias restrigoes de igualdade e desigual-
dade, separadamente. No entanto, na pratica, é mais comum termos restricoes mistas
(com igualdades e desigualdades) do que separadamente (somente igualdades ou somente
desigualdades). Por exemplo, um problema de otimizagao envolvendo igualdades, mas
onde uma das variaveis é o tempo t, deve-se obrigatoriamente conter a desigualdade

t>0.
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Veremos também que o problema de otimizacao que formulamos para este trabalho,
constitui um problema de otimizagao com restricoes mistas. Por isso, consideramos o
Teorema que sera aqui apresentado, um dos mais importantes no contexto desse trabalho.
Para frisar bem a teoria sobre esse tipo de problema, consideremos inicialmente um pro-

blema mais simples para visualizarmos a for¢a da metodologia que apresentaremos.

Exemplo 5.

mazximizar f(z1, @) = 3 + 23 + a3

(1.7.1)
sujeitoa D={x €eR® | h(x)=1eg(x) <1}

com g(x) = 23 + 23 e h(x) = 1 — 22 + x3. Ou seja, encontrar um ponto p (ou vdrios),

do conjunto admissivel D, que mazimize a fungao f (ver Figura 1.20).

NN
NN
TR

Figura 1.20: A interseccao do sélido g(x) < 1 com o plano h(x) = 1, define a regido
eliptica correspondente ao conjunto D que restringe f.

A estratégia para resolver esse problema com restrigbes mistas é combinar os re-
sultados do Teorema para problemas de otimizacao com varias restrigoes de igualdade

(Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) com o Teorema para vérias restrigoes de de-
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sigualdade, ou seja, o Teorema 14. Essa combinacao é atribuida a Karush-Kuhn-Tucker

e corresponde ao resultado mais geral dos problemas de otimizagao restritos.

Teorema 15 (De Karush-Kuhn-Tucker). Sejam f, g1,..., Gk, b1, ..., hy fungoes de
classe Ot de n varidveis definidas em um aberto de R™ e seja p € R™ um mdzimo local

de f no conjunto admissivel

D= {w e R"” | hl(m) = cl,...,hm(w) = Cm, 91(33) < b17...,gk(ﬂ3) < bk}

formado com m restricoes de igualdade e k restricoes de desigualdades. Caso alguma
restricao de desigualdade esteja ativa em p, renomeamos de forma que elas sejam as |
primeiras: gi,...,q;.. Suponha que p satisfaca a sequinte condicdo de regularidade: o

posto da matriz jacobiana

Vhi(p)" Sulp) - F(p)
Jaclp) = | @ _| B SRl
Voi(p)” (p) - 2%(p)
T v ... Ya
L v'gl(p) 4 (m+l)xn L Oz (p) Oxn, (p) 4 (m+)xn

é igual a (m+1) (o numero de restrigoes ativas em p), ou seja, o posto da matriz formada
pelos gradientes das restricoes de igualdade e das restricoes de desigualdade que estao
ativas em p deve ser mdazimo. Entao existem multiplicadores N}, ... Ay, 17, ..., py tais

que o0 ponto (P, X", 1*) = (P1s- -, Py AL, oo, N5 1S, oo k) satisfaz o sistema
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m k
Vip) = ZAZ‘-Vhi(pHZu;*-ng(p)

hi(p) = «a

hm(p) = cm

=
— %
SV
=)

=
T ¥
Y
=)

b

=
S
A

IN

bi,

9x(p)

Ou ainda, equivalentemente, em termos do lagrangiano

Liz, A p) = f(2) = > A~ [hi(x) — ] - Zuj [g;(x) = by,

i=1

da sequinte forma:
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—_— A u*) = 0,...,—(p, AX* u*)=0
8x1(p’ ) , ,8%(19, )
hi(p) = «
hm(p) = Cny
Hy - [91(1’) - bl] =0
wy - lge(p) —bx] = 0
py = 0
p = 0
ga(p) < b
a(p) < b

\

Estes sistemas sdo denominados de condi¢oes de primeira ordem para o ponto de mdximo
(local) p.

Voltando ao problema (1.7.1), vamos verificar a regularidade dos pontos do conjunto
admissivel D. De acordo com o Teorema 15, a condigao de regularidade exige que o posto
da matriz, formada pelos vetores gradientes das restrigoes ativas em D, seja maximo. A
restrigao h(x) = 1 é ativa em qualquer ponto do conjunto admissivel, mas a restri¢ao
g(x) < 1, é ativa somente para alguns pontos, logo, dependendo do ponto, podemos ter
uma ou duas restricoes ativas. Assim, devemos mostrar que o posto da matriz é sempre

igual ao nimero de restrigoes ativas em qualquer caso.
1. Se g nao é ativa

Neste caso, a matriz é formada somente pelo gradiente de h,

[Vh(m)T}:[l -1 1]
Como h(x) = x1 — 23 + 3 = 1, a matriz tem posto 1.

2. Se g ¢ ativa

99



como g(x) =x?+x3=1e h(x) =2, — 12+ 23 = 1, tem-se que os pontos onde as

restricoes estdo ativas simultaneamente pertencem a curva parametrizada
C={x cR®|x=cos(t),y =sin(t), 2 = 1 — cos(t) +sin(t); ¢ € [0, 27|},

que equivale ao conjunto dos pontos de interseccao das duas superficies, conforme

Figura 1.21.
f
Xz\\ x1
Figura 1.21: A Figura mostra a curva C' de interseccao das superficies h(x) = 1 e
g(x) = 1.

Segue, que a matriz formada pelos gradientes de g e h

Vyg(z)" 227 2z9 0
Vh(z)" 1 -1 1

tem posto 2, pois x1 e x5 nao se anulam simultaneamente.

Logo, todo & € D satisfaz a condicao de regularidade e, além disso, f, h e g s@o

de classe C'. Portanto, pelo Teorema 15, existem multiplicadores A\, € R tais que os
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sistema das condigoes de primeira ordem do lagrangiano
Ly, 9, w3, A, pp) = &7 + 25 + 23 = A [11 — 29 + 03 — 1] — - [2f + 25 — 1],

tenha solucao para pontos em D. Segue que,

p

201 — A —2uxy =
209 + A — 2uxy =
1-) =

T — T2+ X3 =

- o o = O O o

- [z + a5 — 1]

Vv

7

IN

2 2
T + 23

Resolvendo o sistema: Se p =0, A = 1, temos a seguinte solugao

1 1
P'=(-—=0,10].
1 (27 2777>

Enquanto que para g > 0, obtemos os seguintes pontos

1 1 V2
Py = _7__71_\/§7L1__ 3

2
1+\/§,1,1+§).

pro (L L

3 \/57 \/57

Observe na Figura 1.22 que os trés pontos encontrados pertencem a regiao eliptica, ou
seja, sdo pontos do conjunto admissivel D. Além disso, os pontos satisfazem as condicoes
de primeira ordem do Teorema 15. Logo, entre eles, deve existir um (ou mais) ponto no

qual a fungao f seja maxima. Resta-nos entao, classificar esses pontos.

Simplesmente avaliando a funcao f nesses pontos, tem-se que:



Figura 1.22: A Figura mostra os trés pontos encontrados sobre a regiao eliptica.

1 1
—_— 1 \/5) = 3.4142.
( V2 V2
Donde segue que

1+\/_>

é ponto de maximo local de f no conjunto admissivel D, e

1 1 0
2? 27 I

é ponto de minimo local de f em D. Mas o que dizer do ponto

1 1
RIS RN
(ﬁ V2 >
Fica clara, a necessidade de um critério para a classificacdo dos pontos que satisfazem

as condicoes de primeira ordem do problema, pois, como podemos ver, isso nao garante

que todos sejam extremos locais de f em D.

Na préxima secao apresentaremos, resumidamente, dois resultados importantes para
a classificacdo dos pontos que satisfazem as condicGes de primeira ordem para proble-

mas de otimizagao com restrigoes de igualdade e com restrigoes mistas. E no final dessa
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~ . . 1 1
secdo, usaremos esses resultados para a classificagdo do ponto <—, ——1-— \/§> do

2
problema (1.7.1).

\)

1.8 Condigoes de segunda ordem

Na Secao 1.3, vimos que o Teorema 3, garante, sob certas condigoes, a classificacao
de pontos criticos de problemas de otimizagao sem restrigoes. Esse resultado pode ser

estendido para problemas com restricoes de igualdade e restricoes mistas.

Faremos aqui, simplesmente a apresentagao desse resultado sem demonstragao de sua

validade. O leitor porém, poderd consultar as referéncias [6] e [19].

1.8.1 Condicoes de segunda ordem para problemas de otimizacao

com restricoes de igualdade

Sejam f, hi, ..., h, funcoes de classe C? de n varidveis, definidas em um aberto de R™ e

seja p € R™ um ponto do conjunto admissivel

D={xeR"| h(x) = (h(x),...,hp(x)) = (c1,...,cm)}

para o qual existem reais A}, ..., A\’ que satisfazem as condigoes de primeira ordem
Vip) = A -Vhi(p)+ -+ A, - Vhn(p)
Vhi(p) = «a
Vhn(p) = cm

\

Defina o lagrangiano



a matriz hessiana

2 " o .
ZEA) - 52 (p, X))
D%ZL(pv)‘*) = )
2 N 5 .

nxn

e Dh(p), a matriz jacobiana de h em p. Entao,
1. Se para todo v # 0 com Dh(p) - v = 0 tem-se que
Q(v) = v' D% L(p,\")v <0,
entdao p é um ponto de maximo local de f no conjunto admissivel D.
2. Se para todo v # 0 com Dh(p)-v = 0 tem-se que
Q(v) =v" D L(p, A\")v > 0,
entdo p é um ponto de minimo local de f no conjunto admissivel D.
3. Se existem vetores v, # 0 e vy # 0 tais que Dh(p) - v1 =0 e Dh(p) - vo =0,

Q(v1) = v1" Dy L(p, X )vy <0

Qvg) = ’UzTD?cL(I% A")vg > 0,

entao p nao é ponto de méaximo local e nem ponto de minimo local de f no conjunto

admissivel D.

Observe que esse resultado é extensao do Teorema 3. Ao escrevermos o lagrangiano
do problema, ¢é a curvatura dessa fun¢ao que nos permite classificar o ponto encontrado
com base em vetores do espago tangente das restrigoes.

Para os problemas com restrigoes mistas, consideragoes adicionais devem ser tomadas,

COMO Veremos a seguir.
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1.8.2 Condicoes de segunda ordem para problemas de otimizacao

com restricoes mistas

Sejam f,hi,..., hm, g1, ..., g, funcoes de classe C? de n varidveis definidas em um aberto

de R™ e seja p € R™ um ponto do conjunto admissivel

D={xeR"| h(x)=c,...,hpn(x) =Cn,g1(x) < b1,...,gk(x) < bi}

para o qual existem reais Aj,..., A% . ui, ...,y que satisfazem as condicoes de primeira
ordem
( m k
ViP) = D A -Vhi(p)+ > ui-Vgi(p)
i=1 j=1
hp) = a
hin(P) = cm
pi-lg(p) —bi] = 0
fr - lgr(P) —b] = 0
py = 0
py = 0
ap) < b
g(p) < by

Defina o lagrangiano

m

Liz, A p) = f(2) = > A+ [hi(x) — ] - Zuj gi(@) = by,

=1
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e a matriz hessiana

2 o ox 2 . .
E?ngl(p7>‘7y’) aflaan(paAallf)
2 o« 2 . .
g (P ) e (DA )

nxn

Caso haja restricao de desigualdade ativa em p, vamos renomeé-las de forma que sejam
as [ primeiras: g¢i,...,¢. Denotamos também g,(x) = (g1(x),...,q(x)) a funcao
vetorial cujas fungoes coordenadas sao as restrigoes de desigualdade que estdo ativas em

p. Portanto,
1. Se para todo v # 0 com Dh(p)-v =0e Dg,(p)-v =0, tem-se que
Q(v) = v DL L(p, \*, u*)v < 0,
entao p é um ponto de méximo local de f no conjunto admissivel D.
2. Se para todo v # 0 com Dh(p)-v =0e¢ Dg,(p) - v = 0, tem-se que
Q(v) = v'DLL(p, \*, u*)v > 0,
entdo p é um ponto de minimo local de f no conjunto admissivel D.
3. Se existem vetores v # 0 e vy # 0 nos nicleos das jacobianas avaliadas em p e

Q(v1) = v1" DL L(p, A", w*)v1 < 0

Q(vz) = v2" DEL(p, X", p*)vg > 0,
entao p nao é ponto de maximo local e nem ponto de minimo local de f no conjunto

admissivel D.

Com esse resultado, temos as ferramentas necessédrias para classificar os pontos que

satisfazem as condigoes de primeira ordem do Teorema 15.
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Para aplicar as condigoes “suficientes” de segunda ordem para a classificacao de pon-

tos, retornamos ao problema (1.7.1), mais especificamente a classificacao do ponto

()

Apenas para recordar, vimos que os pOHtOS
1 1
Ty T T = 1- \/5
(77
1 1
a7 A 0 )
(3-39)

<—i, Loy \/§>

V22
satisfazem as condicGes de primeira ordem e, avaliando a funcao nesses pontos, obser-
vamos que os dois ultimos sdo pontos de minimo e méximo local de f em D, respecti-
vamente. No entanto, o primeiro ponto, ndo pode ser classificado dessa forma. Assim,

utilizaremos o resultado supracitado para classifica-lo.

Primeiramente, devemos construir a matriz D& (p, A*, u*) no ponto

\/§>,)\*zleu*:1—£

1 1
= _7__71_
P <¢§ NG 2

/s V2 0 0
1 1 2
0 0 0

()

Analisando a jacobiana das funcoes g e h calculadas no ponto p,

(i) [ 0]



Vemos que v = (a,a,0)T para todo real a # 0, é a forma geral do niicleo das jacobianas

de g e h em p. De fato,

|7 30| |
0

IEnInE
0

para todo a # 0.

Escrevendo a quédrica ) no vetor v do ntcleo das jacobianas, temos que

NoRG) 2
V2 0 0 a

= [a a O] 0 V2 0 a
0 0 0 0

= 224> >0, Va #0.

Qv) = 'vTD?BL<1 ! 1—\/5,1,1—£>'v

Como @Q(v) > 0 para todo vetor nao nulo do niicleo das jacobianas de h e g em p entao,

1 1
o ponto p = (%, —E, 1- \/§> é ponto de minimo local de f em D.

As condigoes de segunda ordem descritas acima, nao garantem a globalidade do ponto.
No entanto, é possivel, sobre certas condicoes, obter a globalidade, a exemplo dos pro-
blemas irrestritos discutidos na Se¢ao 1.3. Uma discussao sobre essa questao pode ser

encontrada em [6].

Além disso, vale a pena frisar que, embora o Teorema 15 seja aplicavel apenas para
problemas de maximizacdo, onde as restricoes de desigualdade devem estar na forma <,
todo problema de otimizacao pode ser convertido para satisfazer o Teorema 15. Assim,
se o problema for de minimizacao, basta maximizar a oposta da fungao objetivo. Caso
alguma restri¢ao tenha desigualdade da forma <, basta multiplica-la por -1 para inverter
a desigualdade. Ou seja, todo problema de otimizacao pode ser escrito na forma padrao

do Teorema 15.
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Finalizando, gostariamos de destacar a importancia de todos os resultados expostos
neste Capitulo, no estudo de problemas de otimizagao. Tais resultados foram organizados
de tal forma a convergirem ao resultado mais geral desse estudo, o Teorema de Karush-
Kuhn-Tucker. E dele, a metodologia para resolucao do problema de destilagao que

propomos neste trabalho.

69



70



Capitulo 2

Preliminares do problema

No capitulo anterior, explanou-se sobre a teoria que sustenta a metodologia para atacar
os problemas de otimizacao. Sao resultados importantes apoiados sobre hipoteses que de-
vem ser satisfeitas para que estes sejam validados. Além disso, alguns exemplos direciona-
dos foram utilizados para auxiliar a compreensdo dessa teoria. No entanto, na prética,
os problemas de otimizagdo nunca estdo prontos e bem definidos, e muitas vezes, nem
mesmo tém solugao analitica. E importante que o estudante de matematica que queira
se aventurar pelos caminhos da matemaética aplicada, em particular, da otimizagao, saiba
que existe uma grande diferenca entre problemas reais e problemas encontrados na liter-
atura usual, como os que abordamos no capitulo anterior, pois o segundo tipo vive num
“mundo perfeito”, onde as leis que os governam lidam com o caso ideal de sua natureza,
0 que nao acontece com os do primeiro tipo. Nestes, muitas simplificacoes sao feitas e
em alguns casos, até varidveis sao desprezadas para que o problema possa ser resolvido
com grau de aproximacao satisfatorio.

Portanto, sera apresentado nesta secao, um pouco da histéria em torno do problema

de otimizacao que motivou este trabalho.

2.1 A motivacao

Na maioria das vezes, pode-se dizer que sao os problemas que procuram os matematicos
e nao o contrario. Mas neste caso, digamos que foi “dada uma forca”. Atualmente,
nos deparamos freqiilentemente com noticias na midia sobre efeito estufa e a busca por

fontes mais limpas de combustiveis. Os combustiveis fésseis, utilizados no mundo inteiro,
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além de serem limitados, sdo apontados por estudiosos da drea como um dos fatores
que mais contribuem com o efeito estufa. Portanto, a busca por fontes mais limpas
nao é s6 importante como também fundamental. Nesse sentido, o Brasil vem obtendo
sucesso, primeiramente com o etanol (élcool derivado da cana-de-agicar) e atualmente
com o biodiesel. Este dltimo vem ainda tentando se firmar no cendrio sécio-econoémico.
Embora o Brasil seja o detentor de pesquisas avancadas sobre a producao de biodiesel,
muito se tém a pesquisar e desenvolver em torno deste promissor combustivel. Nesse
contexto, a matematica e as areas correlacionadas tém as ferramentas necessarias para
apontar alternativas na busca do aprimoramento da producao.

Foi com este pensamento que procuramos a Usina Barralcool S/A, instalada no
municipio de Barra do Bugres-MT para oferecer uma ferramenta matematica que, a
primeira vista, é entendida por qualquer cidadao, em particular, por qualquer usineiro:
a otimizacao. Embora sem conhecerem a metodologia matematica a qual nos referimos,
a palavra otimizacao lhes caiu muito bem, pois para eles, é significado de maior produgao
e menor custo. Foi assim, que nosso apetite em aplicar o conhecimento sobre otimizacao

encontrou o problema da coluna de destilacdo do metanol.

2.2 A usina Barralcool

Localizada a 170 km da capital do estado de Mato Grosso, no municipio de Barra do
Bugres, a usina Barralcool S/A tem capacidade para produzir 1.2 milhoes de litros de
alcool (anidro, hidratado e neutro) e 600.000 kg de agicar por dia, além de possuir a
capacidade de producao de 57 milhoes de litros de biodiesel por ano.

Foi constituida em setembro de 1980 e até 1994, sua producao se restringia ao alcool.
Apoés esse ano, comecgou a produzir também o agicar. Mas foi somente em novembro
de 2006 que a usina inaugurou sua unidade para producao de biodiesel, que opera tanto
com a rota metilica quanto com a etilica, tornando-se a primeira no mundo a ter uma
planta de biodiesel integrada a uma usina de agticar e alcool.

A tecnologia desta unidade instalada na usina Barralcool foi totalmente desenvolvida,
fornecida e instalada pela industria de base Dedine S/A situada em Piracicaba-SP. A
parceria destas empresas vem desde 1982, mas pode-se tranqiiilamente dizer que este

projeto de “producao de biodiesel integrado a usina de agicar e alcool”, é o mais notorio
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Figura 2.1: Usina Barralcool localizada no municipio de Barra do Bugres - MT (Foto
extraida de [4]).

Figura 2.2: Foto do Presidente da Repiiblica e do Governador do estado de Mato Grosso
na inauguragao da unidade de produgao de biodiesel da usina Barralcool (Foto extraida
de [1]).

do pais, tendo sido premiado no evento mais importante de tecnologia sucroalcooleira
do mundo, o congresso da ISSCT (International Society of Sugar Cane Technologists),
que ocorreu de 29 de julho a 2 de agosto de 2007 na Africa do Sul (ver [26]).

Fica clara a importancia da unidade de producao de biodiesel para essas duas em-
presas, em especial para a Dedine, detentora do conhecimento cientifico sobre a planta.
Tal fato, como veremos mais adiante, serda o grande encalgo para o desenvolvimento de

nossa proposta junto a torre de destilagao.

2.3 O biodiesel

Como vimos na se¢ao anterior, a usina Barralcool iniciou suas atividades com a producao

de dlcool e agicar e vem atualmente investindo também na producado de biodiesel. O
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biodiesel foi definido pela National Biodiesel Board como o derivado alquil éster de dcidos
graxos (gorduras) de cadeia longa, provenientes de fontes renovaveis como 6leos vegetais
ou gordura animal. No caso da usina em questao, sdo usados o 6leo extraido da soja e
a gordura animal.

Embora o biodiesel pare¢a nao ter associagao com o processo de destilacao do metanol,
veremos que ambos estao relacionados.

De acordo com Kucek, 2004 (ver [16]), o processo quimico empregado mundialmente
para a producao de biodiesel é o da transesterificacdo ou alcoolise, na qual um 6leo
trigliceridico reage com um &lcool (comumente metanol ou etanol) na presenga de um
catalizador (usualmente alcalino) para formar, majoritariamente, ésteres monoalquilicos
(biodiesel) e glicerol. No entanto, ainda segundo (Kucek, 2004), a transesterificacao com
metanol é tecnicamente mais vidvel do que com etanol comercial porque a dgua existente
no etanol (de 4% a 6%) diminui o rendimento da reagao.

Uma outra observagao importante é que o processo de transesterificagao de 6leos vege-
tais em meio alcalino é reversivel, portanto, o rendimento dependerd do deslocamento do
equilibrio quimico em favor dos ésteres através do emprego excedente do agente trans-
esterificante (élcool) na reagdo. De acordo com a literatura, para producao em nivel
industrial, a reagao exige uma razao molar dlcool/éleo de 6/1 (seis por um) e de 4%
de catalisador. Com essas proporgoes, a reagao de transesterificacao deve ser completa,
resultando em biocombustivel de alta pureza, contendo somente tracos de glicerina, de
catalisador residual ou de dlcool excedente da reagao.

Esse excedente de alcool (metanol) na reagao, é removido por destilagdo a baixa
pressao e destinado a uma coluna de destilacao para retificacao, ou seja, para obtencao
de metanol na especificagao desejada, neste caso 99,98%, para posteriormente servir de

reagente transesterificante novamente.

2.4 O metanol

O élcool (metanol ou etanol) é um reagente indispenséavel na produgao do biodiesel e
assim, como a maioria das usinas de biodiesel, a Barralcool também faz uso do metanol
como reagente transesterificante devido ao fator rendimento, embora tenha tecnologia

para trabalhar com a rota etilica. No entanto, esse produto é derivado de petrodleo e
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poucas empresas no Brasil o produzem, sem conseguir atender a crescente demanda e
por isso, a maior parte desse produto é importado. Esse fato e as constantes altas do
barril de petréleo sao repassados ao preco da tonelada de metanol cotada atualmente a
US$ 700 a tonelada e, conseqiientemente, elevam o custo da producao de biodiesel.

Contudo, o metanol entra no rol dos elementos de despesa que juntos correspondem
a apenas 20%, aproximadamente, do custo de producao. Uma frase do ex-diretor do
departamento de combustiveis renovaveis do Ministério de Minas e Energia, Ricardo
Dornelles, a revista CT, uma publicacdo da Assessoria de Comunicacao do Ministério
da Ciéncia e Tecnologia (ver [8]), em novembro de 2006, retrata o impacto dos custos de
producao: “Nesse segmento de combustiveis, é preciso olhar para terceira, quarta, quinta
casa decimal”. Ou seja, qualquer centavo economizado no processo produtivo significa
milhoes de reais no caixa da empresa.

Assim, fica claro a importancia do processo de retificacdo do metanol dentro do
processo produtivo do biodiesel, bem como, pelas palavras de Dornelles, da otimizacao
desse processo para a reducao de custos.

Dessa forma, configurou-se o problema de otimizacao da coluna de destilagao, a
saber, o problema de minimizar o custo do processo de destilagdo da mistura metanol
e agua. Mas, apesar de ser relativamente féacil escrever uma fungao custo de produgao,
¢é extremamente importante conhecer o assunto que se estd tratando, pois apesar da
metodologia mateméatica que sera utilizada para abordar o problema ser sustentada por
uma sequéncia logica de teoremas cuidadosamente demonstrados ao longo da historia
dessa ciéncia, seus resultados podem nao ter significado para o problema em questao e,
neste caso, o conhecimento sobre o tema é que fard a diferenca na analise dos resultados.
Além disso, é necessério saber como se relacionam as varidaveis desse problema para que

sua representacao matematica o retrate com grau de aproximacao satisfatério.

2.5 O processo de destilacao fracionada

Para os alquimistas, a destilacao era a técnica de“separar o puro do impuro”. Atual-
mente, € um dos processos quimicos mais comum nas industrias quimicas. E utilizado
para separar um liquido de eventuais misturas por diferenca de ponto de ebulicdo de

seus componentes. A mistura liquida é vaporizada e seus componentes sdo separados e
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recolhidos num reservatério apds serem condensados. Os compostos organicos, quimi-
camente puros, apresentam pontos de ebulicao distintos e definidos, o que garante a
aplicacao desse processo, nao somente para separa-los de misturas, como também para
purifica-los. No entanto, se a diferenca entre os pontos de ebulicdo das componentes da
mistura for inferior a 80°C, a separacao nao é conseguida por destilagdo simples, sendo
entao necessario o uso de uma coluna de fracionamento, onde sao criadas vérias regices
de equilibrio liquido-vapor para que o vapor fique cada vez mais rico na componente
mais volatil, enquanto o liquido fica rico na componente menos volatil. Esse processo é
denominado destilacao fracionada.

No processo de destilagdo hd um contato entre a fase liquida e a de vapor e & medida
que a vaporizagao ocorre, o nimero de moléculas no estado gasoso aumenta, resultando
num aumento de pressao do gas e no aumento da velocidade de condensacao. Conseqiien-
temente, aumenta o nimero de choques das moléculas gasosas, nao sé com a parede do
recipiente, mas também com a superficie liquida. Assim, existindo liquido em quanti-
dade suficiente, serd atingida uma situagao de equilibrio dindmico na qual a velocidade
de condensacao se iguala a de vaporizagao. Ver [28].

Devido a transferéncia seletiva das componentes da mistura entre as duas fases, a des-
tilacdo também é denominada uma operacao de transferéncia de massa. Estas operacoes,
por sua vez, sao conhecidas como operacoes de fracionamento, pois dao origem a fragoes
de composicao diferentes da original. Porém, essas fragoes nao sao puras, pois os com-
ponentes se transferem entre as duas fases nos dois sentidos.

Uma forma de enriquecer o vapor produzido é a utilizacdo de um equipamento de-
nominado coluna de fracionamento ou de destilacdo. O funcionamento deste equipa-
mento, baseia-se na constituicao de pontos na coluna onde se estabelece um equilibrio-
termodinamico, chamados de pratos tedricos, de forma que o liquido e o vapor, a uma
dada temperatura, tenham composicoes que correspondam a um estado de equilibrio.

Para dar uma idéia de como uma determinada substancia (a mais volatil), numa
mistura bifasica, vai enriquecendo a cada ponto de estado de equilibrio enquanto a outra
vai empobrecendo em relacao a substancia mais volatil, montamos o esquema a seguir.

Considere que essa mistura é composta pelas substancias a (a mais volatil) e b (a

menos voldtil), cuja composigao molar! é z, = 0.1 e 7, = 0.9. Quando a mistura atinge

1Segundo Macedo e Carvalho, 2001 (ver [22]), composicio molar é definida pela razio entre o niimero
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a temperatura de ebulicao no ponto L; a substancia mais volatil @ comecga a evaporar
até atingir o ponto de névoa, ou seja, o ponto de equilibrio liquido-vapor no ponto
Vi, conforme Figura 2.3. Em outras palavras, partindo de um liquido de composicao
Ly = (z4,7) = (0.1,0.9) e vaporizando-o, produz um vapor de composigao V. Isso

corresponde a um prato tedrico numa coluna de destilacao.

1 Xa

o

1 0 X

Figura 2.3: Curvas de equilibrio-termodinamico da fase liquida e de vapor para uma
mistura de duas fases.

Na Figura 2.3, a curva inferior fornece a temperatura critica de ebulicao da mistura
cuja composicao molar, num determinado instante t, é representada pelo par ordenado
(Zay, o). Por sua vez, a curva superior fornece a temperatura critica de condensagao do
vapor dessa mistura.

Em seguida, o vapor V; é condensado no liquido Ly com proporc¢ao molar do composto
mais volatil igual a x, = 0.5, enquanto a composi¢ao molar do composto menos volatil
é xp = 0.5 (ver Figura 2.4).

O liquido Lo, apds atingir a sua temperatura de ebulicdo, evapora até atingir nova-
mente o ponto de equilibrio liquido-vapor no ponto V5, formando assim, mais um prato
tedrico. O vapor V,, com composicao molar z, = 0.9 e x, = 0.1, agora é condensado
para se transformar no liquido L3 com mesma composi¢cao molar de V5, conforme ilustra
a Figura 2.5.

Pode-se observar que a cada prato tedrico na coluna de destilacao, a mistura esta cada

de Mol da componente pelo nimero de Mol da mistura.
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Ly

1 0.5 0 Xp

Figura 2.4: O vapor Vj é condensado e transforma-se no liquido L, com composi¢ao
Te = 0.5 e x, =0.5.

L

Vi %

1 0 X

Figura 2.5: O vapor V5 é condensado e transforma-se no liquido L3 com composicao
z,=09ex,=0.1.

vez mais rica na componente mais volatil e cada vez mais pobre na menos volatil. Note
ainda que, neste caso hipotético, com trés pratos tedricos (Figura 2.6), conseguimos obter
um liquido L3 composto por 99% da substancia mais volatil e somente 1% da substancia
menos volatil.

Assim, com curvas desse tipo, é possivel determinar o nimero de pratos tedricos
para se obter um destilado com especificagdo (grau de pureza) desejada. Contudo, um
prato tedrico é definido sobre hipdteses ideais, ou seja, a mistura deve ser composta por

substancias puras e o processo deve ocorrer sob pressao constante, o que é impossivel na
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Figura 2.6: O vapor V3 é condensando num liquido cuja composicao ¢é rica na substancia
mais volatil.

prética, pois numa coluna tem-se pressoes diferentes em cada ponto e nem as substancias

que compoem a mistura, em geral, sao puras.

2.6 A coluna ou torre de destilacao

As colunas ou torres de destilacao sao os equipamentos usados para a separacao de
misturas por destilacao fracionada, mas sao os dispositivos colocados no interior dessas
torres, denominados “internos de torres” que sao responsaveis pelo funcionamento ade-
quado das mesmas. Eles sao usados para garantir ao maximo o contato liquido-vapor,
essencial para que ocorra o equilibrio termodinamico entre as fases - principio funda-
mental do funcionamento das colunas de destilacao.

Segundo CALDAS et al., 2007 (ver [7]), existe uma variedade de dispositivos de con-
tato liquido-vapor utilizados como internos de torres, mas os principais sao os pratos e
os recheios. Mesmo entre eles, existe uma variedade de dispositivos, por exemplo, pratos
com borbulhadores, pratos perfurados, valvulados, de alta capacidade, com downcomer,
sem downcomer e outros. Quanto aos recheios tem-se os recheios randonicos, estrutura-
dos, estruturados tradicionais e de alta capacidade, entre outros. Essa variedade se deve
principalmente & busca de um melhor desempenho do processo de destilacao.

Outro fator que influi no projeto de uma coluna de destilacao estd relacionado com

a natureza da mistura a ser separada, a dizer, binaria ou multi-componentes. Numa
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mistura bindria, a corrente que alimenta a coluna contém apenas duas componentes,
enquanto que na mistura multi-componentes a corrente de alimentagao possui mais de
duas componentes.

As colunas ainda podem ser de lotes, quando uma determinada carga (lote) da mis-
tura é introduzido na coluna e processada até atingir a especificacao desejada para so-
mente depois outra carga ser introduzida na coluna; ou continua, caso em que nao ha
interrupc¢ao na alimentagao e portanto, sao as mais utilizadas.

No entanto, a escolha do tipo de coluna de destilacado depende do tipo especifico
de separacao que se deseja fazer, seja por lote ou continua, para mistura bindria ou
multi-componente, de pratos ou recheio, o principio de funcionamento é o mesmo, a
constituicao de pontos na coluna onde se estabelece um equilibrio-termodindmico, ou

seja, a constituicdo de pratos tedricos.

2.6.1 Principais componentes da coluna de destilacao

Assim como hé uma variedade de internos de torres, também héa uma diversidade de mo-
delos de colunas de destilagao, principalmente devido ao tipo de separacao que se almeja.
Iremos apresentar os principais componentes de uma coluna de destilacao cldssica com
processo continuo para uma mistura bindria na alimentacao e com retirada do destilado
pelo topo e de produto de fundo pela base, na qual desenvolvemos nossa proposta de
otimizacao e que sera descrita mais adiante.

Os principais componentes sao: O esqueleto ou armagao (shell), os internos de torres,
o refervedor (reboiler), o condensador (condenser) e o tambor de refluxo (refluz drum),
conforme podemos ver na Figura 2.7.

O esqueleto ou armacao da coluna de destilagao é responsavel por sustentar os inter-
nos de torres e dentro dele ocorre a dinamica do processo. A parte localizada acima da
alimentagao é denominada sec¢do de retificacao (rectification section) e a parte inferior,
de esgotamento (stripping section).

Os internos de torres, ja mencionados anteriormente, sdo do tipo pratos (bandejas)
e/ou recheios e, como o préoprio nome sugere, formam o interior das colunas. Sao os
internos os responsaveis por manter o contato liquido-vapor fundamental para que ocorra

a separac¢ao da mistura.
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Condensador

Tambor de
Refluxo

Refluxo
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Figura 2.7: A esquematica de uma tipica coluna de destilagao.

O condensador é o equipamento responsavel por arrefecer e condensar o vapor que
sai pelo topo da coluna. Em geral, é usado agua a temperatura ambiente como liquido

refrigerante. O vapor condensado é entao encaminhado para o tambor de refluxo.

O tambor de refluxo consiste um recipiente de especificacao do vapor condensado. Se
o liquido nao atingir a especificacao desejada, entao é redirecionado novamente ao topo
da coluna para ser reciclado. Esse liquido é chamado de refluzo. Caso contrario, esse

liquido é removido do sistema e entao é chamado de destilado ou produto de topo.

O refervedor é responsével em fornecer vapor a coluna. Ele recebe calor, na maioria
das vezes na forma de vapor de uma unidade externa (caldeira, por exemplo), para
aquecer o liquido que recebe da base da coluna a fim de ser vaporizado e redirecionado

novamente a coluna. O liquido retirado do refervedor é denominado produto de fundo.

A corrente de alimentacdo contém os componentes que serdao separados na coluna e
sua entrada se faz, aproximadamente, no meio da coluna. Algumas colunas, como a da
Figura 2.7, possuem mais um componente, um aquecedor da corrente de alimentacao,

para que a coluna nao tenha um perda de calor com a entrada da carga.
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2.6.2 O funcionamento

A partida de uma coluna de destilagdo requer atencao especial, e muitas técnicas sao
desenvolvidas para esse fim. No entanto, quando atingido o ponto de estabilidade, tem-se
que seu funcionamento segue o principio descrito nas se¢oes anteriores. Para dar idéia
de como o processo de destilacao ocorre dentro da coluna, tomaremos como exemplo,
uma coluna composta por cinco pratos perfurados e cuja alimentagao de uma mistura

bindria é feita no segundo prato.

T Refluxo

Alimentagdo

Figura 2.8: Coluna de destilacao com cinco pratos.

Admitindo que a coluna esteja estavel, tem-se um fluxo interno e um fluxo externo de
correntes, a dizer, no fluxo interno, tem-se vapor subindo e liquido descendo, enquanto o
externo, tem-se a corrente de alimentagao e de refluxo entrando na coluna e as correntes
de produto de fundo e de topo, saindo.

Os pratos perfurados tém o objetivo de reter liquido para que haja contato liquido-

vapor e possibilite que se atinja o equilibrio termodindmico entre as fases. Eles possuem

82



orificios que permitem a passagem do vapor que estd subindo pela coluna, além de uma
abertura maior para permitir que o excesso de liquido escoe para o prato abaixo.
Existe uma diversidade de modelos de pratos e a diferenga bésica esta relacionada
com a forma dessas aberturas para a passagem de vapor e liquido. Um exemplo é o prato
perfurado com downcomer como o da Figura 2.9 que, segundo (CALDAS et al., 2007),

na atualidade, é o mais usado nos projetos de colunas, além dos valvulados.

Figura 2.9: Prato perfurado com downcomer.

Figura 2.10: Esquema de uma coluna de destilagdo dotada com prato perfurado com
downcomer.

O vapor fornecido pelo refervedor tem pressao suficientemente elevada para atravessar

pelos orificios de cada prato sem permitir que o liquido desga por eles. O vapor ira
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aquecer o liquido sobre os pratos procurando estabelecer o equilibrio liquido-vapor. Dai a
necessidade dos pratos como anteparos para favorecer o contato entre o liquido e o vapor.
Com isso, procura-se criar condigoes para que os pratos reais funcionem como se fossem
pratos tedricos. Mesmo sendo impossivel tal eficiéncia dos pratos reais, a separacao
ainda é possivel usando um numero maior de pratos reais em relacdo ao numero de
pratos tedricos.

O vapor que sobe pela coluna chega até o condensador. Em cada estagio, o vapor vai
se enriquecendo com a componente mais volatil, enquanto que o liquido que desce devido
a gravidade, vai se enriquecendo com a componente menos volatil, ou se empobrecendo
com a mais volatil, até chegar ao refervedor, onde parte dele serd reaquecido e devolvido
a coluna e a outra parte (que a essa altura nao contém praticamente nenhum trago da
componente mais volatil) é retirada do processo como sendo produto de fundo.

No topo da coluna, o vapor condensado que estiver com a especificacao desejada,
também é retirado do processo, passando a se chamar destilado ou produto de topo.
Caso contrario, retorna a coluna para ser reciclado e passando a se chamar refluxo.

A taxa de refluxo tem um papel importante no projeto de uma torre de destilagao,
pois altera o nimero de pratos tedricos e, conseqlientemente, o niimero de pratos reais,
pois existe uma relacao entre estes que depende da eficiéncia de cada prato, ou seja, o
quanto ele se assemelha a um prato tedrico.

A carga que entra na coluna, se tiver na mesma temperatura do prato de recepcao,
serd incorporada ao liquido que desce, afetando a composi¢ao do liquido do prato inferior
e a composicao do vapor do prato superior. Caso a temperatura da carga seja diferente
da temperatura do prato de alimentacao, a alimentacao afetara o equilibrio energético
da coluna e isso ird provocar alteracao da composicao do destilado. Além disso, a com-
posicao da carga também tem grande influéncia sobre a operagao da coluna, no entanto,
essa variavel muito raramente pode ser controlada e portanto, o projeto da coluna deve
estar preparado para operar dentro de um certa faixa de variacao.

Enfim, uma carga que entra na coluna tem suas componentes separadas devido aos
varios estagios de equilibrio liquido-vapor criados no interior da coluna pelas correntes
de liquido e vapor e garantidos pelos internos de torres, neste caso, pelos pratos. Mas,
nem tudo que reluz é ouro! A simplicidade das idéias camuflam a complexidade desse

sistema, de escoamento. Como veremos, vazoes muito baixas ou altas de liquido ou vapor
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podem provocar vérios problemas no processo de destilagdo, o que implica que certas

restri¢coes das condigdes operacionais da coluna de destilagdo devem ser satisfeitas.

2.6.3 Restricoes hidraulicas da coluna de destilagao

Embora uma descricao técnica detalhada das restricoes hidraulicas de uma coluna de
destilacao esteja fora do escopo deste texto, vale destacar que podem ocorrer varios

problemas relacionados com as vazoes de liquido e vapor, dentre eles tem-se:

a) Arraste de liquido (Entrainment)

Uma grande quantidade de energia fornecida ao refervedor pode provocar um au-
mento da quantidade e velocidade do vapor e provocar o arraste de liquido de
um prato inferior para o imediatamente superior, contaminando este ltimo com

porcoes de liquido com maior proporcao molar da componente menos volatil.

b) Formagao de cones de vapor

Se a vazao de liquido, que escorre do topo para a base, é pequena, podera haver
uma altura insuficiente de liquido sobre as fendas do prato, formando assim regies
isentas de liquido sobre este, conseqiientemente, as fases ndo estardo em contato e

nao ocorrerd a transferéncia de massa.

c¢) Pulsagao

Caso a vazao de vapor seja pequena, pode ser que o vapor presente num prato
inferior nao tenha pressao suficiente para vencer a resisténcia oferecida ao seu
escoamento, acumulando-se neste prato até o momento em que a pressao aumenta
forcando a passagem brusca do vapor. Apds este instante, a pressdo do vapor
diminui rapidamente e novamente acontece o bloqueio da vazao de vapor. Este

ciclo se repete, originando uma vazao em pulsos.

d) Passagem de liquido ou gotejamento ( Weeping)

Este fenémeno é causado pelo baixo fluxo de vapor. A pressao exercida pelo vapor
¢ insuficiente para manter o liquido sobre o prato, que escoa pelas perfuracoes

diminuindo a eficiéncia da separagao.
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e) Inundagao (Flooding)

A inundacdo de uma coluna ocorre quando o nivel de liquido nos tubos de queda
(downcomer) atinge o prato superior, causando retorno de liquido. Também pode

ser causada pelo arraste de liquido.

f) Formacao excessiva de espuma (Foaming)

A formacao de espumas é desejavel para que haja aumento da transferéncia de

massa. Porém, o excesso de espuma causa arraste e/ou inundagao do prato.

Mais detalhes sobre esses problemas podem ser encontrados em [7], [14], [15] e [31].

2.7 Os trabalhos de Moré e Fletcher

No complexo sistema de escoamento de uma coluna de destilagdo, todas as variaveis
estao “fortemente”’relacionadas e, portanto, qualquer perturbacao em qualquer uma das
variaveis provoca variacao das demais, podendo causar alguns dos problemas citados no
item acima. Por outro lado, certos ajustes devem ser feitos para que a coluna tenha o
maximo desempenho e o menor custo operacional, ou seja, é necessario procurar, dentro
do grau de liberdade de cada uma das variaveis que influem sobre o processo de destilagao,
os pontos que produzem um melhor desempenho da coluna, ditos pontos étimos, e que
minimizem o custo da operagao.

Tal tarefa caracteriza um problema de otimizacao, o qual procura por pontos criticos
ou estacionérios do problema, dentro de um conjunto de pontos ditos vidveis definidos
pelo conjunto de restricoes do problema. E ainda, constitui o cerne deste trabalho,
que como ja comentamos na Secao 2.1, emergiu do processo de produgao de biodiesel e
tornou-se a motivacao para elaboracao deste material.

No entanto, para esse fim, bem como para modelar qualquer problema de otimizacao,
o primeiro passo é transcrever o problema para uma linguagem onde possamos aplicar
toda a teoria descrita no primeiro capitulo, ou seja, para a linguagem matemaética. Neste
ponto, foi no trabalho de MORE, 1990, p.723-762 (ver [24]), que encontramos a base para
delinear nosso trabalho.

O artigo de Moré consiste na apresentacao de uma colecao de problemas nao-lineares

que surgiram de alguma drea aplicada e foram baseados em sugestoes de varios autores
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(ver [24]). Segundo MORE, a solucio dos problemas desta cole¢do é um importante de-
safio para o desenvolvimento de algoritmos, visto que, na maioria das vezes, os problemas
sao escritos como sistemas de equagoes nao-lineares de dificil solugao. Dentre eles, em
particular, Moré procura resolver o problema proposto por R. Fletcher (ver [9]), deno-
minado Distillation column test problem, através da resolucao de um sistema nao-linear
cujas equagoes, na sua maioria, descrevem o balanco de material e calor em cada estagio
da coluna. O problema e as relagoes entre as varidveis serao apresentados no préximo
capitulo.

Moré resolveu o problema da coluna para as misturas ternarias denominadas hidro-
carbono-6 (seis estdgios) e hidrocarbono-20 (vinte estagios), porém, nao foi bem sucedido
com a mistura dgua e metanol-8 (oito estagios). As solugoes dos dois primeiros problemas
podem ser encontradas em [24].

Portanto, Moré deixa em aberto o problema do metanol-8 (forma como trataremos
daqui por diante o problema da mistura de 4gua e metanol na coluna com oito estagios)
como desafio para que outros pesquisadores, com outras ferramentas, pudessem resolvé-
lo. Assim, o problema do metanol-8, fornecido por Fletcher e delineado por Moré,

tornou-se o ponto de partida para nosso trabalho.
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Capitulo 3

Otimizacao da coluna de destilacao

Vimos que uma tipica coluna de destilacao, como a que apresentamos no capitulo an-
terior, é um complexo sistema de escoamento e constitui um dos equipamentos mais
importantes na induistria quimica. Para este trabalho, no entanto, é sua utilidade dentro
da planta de uma usina de biodiesel, em particular, da usina Barralcool, que nos chamou

atencao a ponto de elaborarmos esse trabalho.

O ponto de partida sera o trabalho de Moré sobre o processo de destilagao de uma
mistura bindria de 4gua e metanol numa coluna com oito estagios de destilacao, deixado
em aberto por Moré (ver [24]). Em seguida, daremos ao problema uma nova roupagem,
abordando-o do ponto de vista da otimizagao, mais especificamente, através da metodolo-
gia dos multiplicadores de Lagrange, minimizando uma func¢ao custo de producao, ideal-
izada da nossa vivéncia com o problema de retificagdo do metanol na coluna de destilacao
da usina barralcool, restrita a um conjunto de equagoes e inequacoes, na sua maioria nao

lineares.

O problema do metanol-8 é um caso particular do problema proposto por R. Fletcher
sobre destilagao de uma mistura de m componentes numa tipica coluna de destilacao
constituida por n estdgios. Porém, antes de abordarmos o trabalho de Moré sobre o
metanol-8, torna-se necessario uma descricao bem sistematizada do problema proposto
por R. Fletcher de forma a elucidar as relagbes que compoem o conjunto de restrigdes

do processo de destilagao.
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3.1 O Problema da coluna de destilacao

O problema proposto por Fletcher consiste na tarefa de destilar uma mistura de m
componentes numa tipica coluna de destilacao dividida em n estagios, conforme a Figura
3.1.

Nessa tipica coluna, a alimentacao é feita no estagio i = k e as retiradas de produto
sao feitas pelo topo (destilado) e pela base (produto de fundo), denotados por d e b,

respectivamente.

©

Estagio n-2 Estdgio n-1

Estagio k+1
................... L destilado
Alimentagdo
[ SN
Estagio k
=
Estagio 1
I/ Estagio zero

Figura 3.1: Coluna de destilacao de n estdgios com alimentacao no k-ésimo estagio.

O calor ¢é fornecido a coluna pelo refervedor (estagio i = 0) na base e vai subindo e
transpassando os n — 2 pratos (perfurados ou valvulados) que correspondem aos estagios
indexados por ¢ = 1,...,n — 2. O vapor que atinge o topo é condensado e encami-
nhado para o tambor de refluxo (estdgio n — 1) para ser especificado. Os detalhes do
funcionamento da coluna estao descritos nas Secgoes 2.5 e 2.6 deste texto.

A cada prato da coluna, o deslocamento de matéria (liquido e vapor) deve satisfazer
certas condicoes de equilibrio e, uma delas, estabelece que a quantidade de matéria que
chega num certo prato, digamos o i-ésimo, deve ser igual a quantidade de matéria que
sai desse prato.

Observe na Figura 3.2 que as porgoes de material que chegam no prato i correspondem
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........................ Estagio i+1

Vi
------------------------ Estagioi
L i
Via
------------------------ Estagioi-1

Figura 3.2: Esquema mostrando o fluxo de matéria pelo estagio i.

ao vapor que sobe do prato ¢ — 1, denotado por v;_1, e ao liquido que desce do prato
1+ 1, denotado por l;;1, enquanto que as porgoes de material que saem do prato i sao
o vapor que sobe ao prato ¢ 4+ 1 e o liquido que escorre ao prato ¢ — 1, denotados por v;
e l;, respectivamente. Assim, podemos escrever essa relacao de equilibrio de material da

seguinte forma

Vi—1 + li+1 =v; + ll (311)

No entanto, cada porcao de material - liquido ou vapor - é composta por m compo-
nentes da mistura, cada qual com suas composi¢oes molares. Portanto, denotando por
Z;; € Vi j, & composicao molar da componente j no liquido /; e no vapor v;, respectiva-

mente, podemos reescrever a equagao (3.1.1) da seguinte forma

Vi—1Yi—1,5 + li+1$i+1,j = ViVYi 5 -+ lﬂl’@j, ] = 1, e, (312)

parai=1,....k—1,k+2,....n—2.

Essa condi¢ao de equilibrio sobre as massas nao é valida para os estagios ¢ = 0,
i =k, i =k+1ei=mn-—1, ou seja, para o refervedor, o prato de alimentacao,
o prato imediatamente acima deste e para o tambor de refluxo, respectivamente, pois

nesses casos tém-se entrada e/ou retirada de produto do processo. Isso justifica o fato

91



da relagao (3.1.2) nao ser definida para esses estagios.

No estdgio ¢ = 0 (refervedor), tem-se que a unica por¢ao de material que entra
no refervedor é o liquido que escorre do primeiro prato da coluna. De acordo com a
Figura 3.1, observa-se ainda que o refervedor também recebe uma carga de vapor, mas
sua finalidade restringe-se apenas em aquece-lo, e assim, nao altera a quantidade de
material. Por outro lado, a porcao de vapor que sai dele, denotado por vy e que entra
na coluna abaixo do primeiro prato, junto com a porc¢ao de liquido b, que é retirado do
processo na forma de produto de fundo, contribuem com o balanco de material desse

estagio. Portanto, equaciona-se essa condicao de equilibrio da seguinte forma
llxl,j = VoYo,; -+ b.IO,j, j = ]., cee, M. (313)

No topo, todo vapor que sai do tdltimo prato (estdgio n — 2) é condensado e ar-
mazenado no tambor de refluxo (estdgio n —1). O liquido, neste caso, deve ter a mesma

proporcao molar do vapor que entrou no condensador, logo tem-se a seguinte relacao
Yn—2,j = Tn—1,> Jj=1...,m (3.1.4)

Outra consideracao importante sobre o balanco de material na coluna é feito com
relacao ao prato de alimentacao, denotado por k. A corrente de alimentagao pode estar
nas duas fases (liquida e vapor), quando é suficientemente aquecida antes de entrar na
coluna, ou somente na fase liquida (o que ocorre na maioria das colunas). Denotando
por fjl e [, as porgoes de material que compoem a corrente de alimentagao da coluna na
fase liquida e na fase de vapor, respectivamente, e admitindo que f]l serd incorporado ao
liquido que escorre do prato ¢ = k+1 para o prato ¢ = k, enquanto que f; € incorporado
ao vapor que sai do prato ¢ = k para o prato ¢ = k + 1, tém-se, para os estdgios i = k e

t =k + 1, as seguintes relagoes

f]l~ +Vic1Yio1,j + i1 Tig1; = Vil + L, J=1...,m. (3.1.5)

I iy + lipimi = viyig + Lz g, J=1....m, (3.1.6)
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respectivamente.

Sobre a secao de retificagao, que ocorre nos estagios i = k+1,...,n—2, é estabelecida
uma condicao de equilibrio global, a dizer, todo liquido que escoa de um estagio i =
k+1,...,n — 1, tem volume igual a diferenca entre o volume de vapor que sobe do
estagio imediatamente abaixo, estagio ¢ — 1, pelo volume de destilado retirado no topo.

Reescrevendo essa condicao, obtem-se a relacao

li:’Uz‘,l—d, Z:k+17,n—1 (317)

De forma anéloga, para a secao de esgotamento, correspondentes aos estagios ¢ =
1,...,k, é estabelecida a mesma condicao de equilibrio, apenas levando-se em consid-
eracao que a retirada de produto é feita na base da coluna, mais especificamente pelo
refervedor, conforme apresentado por Moré e ilustrado na Figura (3.1). Assim, a relacao

que descreve essa condicao é dada por

li:Ui_l—Fb, 1= ].,...,k. (318)

Além disso, deve-se considerar que a entrada e saida de material da coluna devem
estar balanceadas, ou seja, o volume da carga que entra na coluna através da corrente
de alimentacao deve ser igual ao volume de material que deixa a coluna na forma de

destilado e produto de fundo. Essa condigao pode ser escrita da seguinte forma

S+ =d+b. (3.1.9)

m

J=1
Admitindo que nado hé troca de calor entre a coluna e o meio, sdo consideradas
também as relagoes de balanco energético para cada estdgio de destilacao. De forma

analoga ao balanco de massa, o calor fornecido a um estagio ¢ deve ser igual ao calor

liberado por este.

No estagio ¢ = 0, o calor é fornecido tanto pelo refervedor, a uma taxa ¢, quanto pelo
liquido I; que escorre do primeiro prato da coluna. A retirada de calor desse estdgio é
feita pela corrente de vapor vy e pela corrente de produto de fundo. Assim, denotando

por h; o calor fornecido pelo liquido [; e por H; o calor fornecido pelo vapor v;, tem-se
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que a equagao de balanco de calor para o estagio: =0 ¢é

llhl +q= ’UQHO + bho (3110)

Segundo Moré (ver [24]), h; e H; sado fungdes em z;; e t;, e y;; e t;, respectivamente,

definidas da seguinte forma

j=1
onde aj, o, o para j =1,...,m, sdo constantes de entalpia do liquido I;; e
Hi = uii(B + Bjts + Bt7) (3.1.12)
j=1
onde 3;, 3}, 3] para j =1,...,m, sdo constantes de entalpia do vapor v;.
Para os estagios i = 1,...,k— 1,k +2,...,n — 2, tem-se a seguinte equacao para o
balanco de calor
v H;_1 + li+1hi+1 = v;H; + l;h;. (3113)

Isso significa que o calor liberado pelas correntes de vapor v;_; e liquido [;1; que
chegam no estagio ¢, é igual ao calor retirado desse estagio pelas correntes v; e liquido I;
que saem dele.

A carga de alimentacao provoca um desequilibrio energético nos estagios i = k (prato
de alimentacao) e i = k+1, devido a temperatura das fases liquida e vapor que compoem a
corrente de alimentacdo. Assim, para compensar a perda ou aumento de calor, adiciona-
se 0 termo h; no primeiro termo da equagao (3.1.13) quando i = k e o termo Hy no

segundo termo quando ¢ = k + 1. Ou seja, para ¢ = k, temos

hf + v Hi—1 + li+1hi+1 = v, H; + Ly (3114)

eparai=k-+1,

Hf + vileifl + li+1hi+1 = U'iHi + llhl (3115)
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Ainda segundo Moré (ver [24]), hy e Hy sao definidas da seguinte forma

hy = fila; +ajty +ajt}) (3.1.16)
Jj=1
(&3
Hy = f (B + Bty + 517), (3.1.17)
Jj=1

onde ty ¢ a temperatura da corrente de alimentacao.

Além das equacoes de balanco de material e de calor, outras equagoes de restricoes
devem ser consideradas e sao devidas as leis da quimica que governam as relagoes entre
liquidos e vapores. Mais especificamente sao as leis de Dalton e Raoult, que juntas,
estabelecem uma condigao de equilibrio entre as composicoes molares de vapor y;; e as

composigoes molares de liquido ;.

A lei de Dalton ou Lei das Pressées Parciais, afirma que a pressio parcial de um gés
ideal em uma mistura seria aquela que ele exerceria se estivesse sozinho, nas mesmas

condicoes de volume e temperatura da mistura.

Essa lei pode ser expressa pela equagao

pj =y; P, (3.1.18)

onde p; é a pressao parcial da componente j, P ¢é a pressao total da mistura gasosa e y;

a composicao molar da componente j na fase de vapor.

Por sua vez, a Lei de Raoult afirma que a pressao parcial de vapor de qualquer
constituinte volatil de uma solucao ideal é igual a pressao de vapor do constituinte
puro multiplicada pela sua composicao molar na mistura, quando estiver na mesma

temperatura da solugao. Ou seja,

onde z; é a composicao molar da componente j na fase liquida e P; ¢ a pressao de vapor

dos j constituintes puros.
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Das equagoes (3.1.18) e (3.1.19), tem-se que

P;
y; = ijj. (3.1.20)

Mas como em geral, as solugbes (misturas) afastam-se da situagao ideal, a pressao
parcial do componente j, P;, deve ser determinada em funcao da temperatura e com-

posigao.
A equacao encontrada na literatura usual que relaciona a pressao de vapor dos liquidos

puros com a temperatura é a equacao de Antoine

b
Cj+t

onde ¢ é a temperatura da mistura e a;, b; e ¢; sdo as constantes de Antoine para a

componente j.
: P L
Definindo k;; = 5, Como o fator de x; em (3.1.20), para cada estagioi =1,...,n—1

do processo de destilagao e, usando a equacdo de Antoine para determinar a pressao de

vapor dos liquidos puros para cada um desses estégios, obtemos a seguinte relagao

1 b;
kij = 5 exp <aj+c'jrt> j=1,...,m (3.1.22)
K] ] 1

parai=0,...,n— 1.

Assim, podemos reescrever a rela¢ao (3.1.20), obtida pelas leis de Dalton e Raoult,

para cada estdgio ¢ =0,...,n — 1, da seguinte forma:

Yig = ki, J=1,...,m. (3.1.23)

Além disso, como as componentes do liquido e do vapor sdo dadas percentualmente,

tem-se que as equacoes

d ay=1 (3.1.24)
j=1
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>y =1, (3.1.25)
j=1

devem ser satisfeitas para cada estédgio:=0,...,n — 1.

Enfim, esse conjunto de equacoes, oriundas na sua maioria das condi¢oes de balanco
de material, de calor e de soma unitaria, constituem o sistema de equilibrio do processo
de destilagao proposto por Fletcher.

Moré incluiu esse problema em sua obra A Collection of Nonlinear Model Problems
e considerou trés situacoes de misturas para serem destiladas na coluna proposta por
Fletcher. Sao elas: duas mistura ternarias denominadas, hidrocarbono-6 e hidrocarbono-
20 e, uma mistura binaria de metanol-8. Os indices que acompanham as misturas indicam
o nimero de estagios de destilagao da coluna, 6, 20 e 8, respectivamente.

Uma discussao e apresentagao dos resultados do trabalho de Moré sobre a destilagao

dessas misturas sera feita na proxima secao.

3.2 Os resultados de Moré

Como ja afirmamos no inicio deste Capitulo, daremos ao problema de destilagao, mais
especificamente para o problema do metanol-8, uma abordagem através dos multipli-
cadores de Lagrange. Inicialmente, trabalharemos com a mesma formulagdo proposta
por Moré para modelar o problema, por dois motivos: em primeiro lugar, para obter
uma solucao do problema de equilibrio associado a destilacao do metanol-8, visto que
Moré nao obteve sucesso para este problema com as ferramentas por ele utilizadas; e,
em segundo lugar, para utilizarmos tais resultados como ponto de partida na solucao do
problema de otimizacao proposto neste trabalho e confrontar os resultados.

Moré define como varidveis do problema, as composicoes molares x;; dos liquidos
j=1,...,m para cada estagiot = 0,...,n — 1; as temperaturas t; parat=0,...,n—1
e as quantidades de vapor v; para i = 0,...,n — 2. As quantidades l;, v;;, ki, h; e
H; sao definidas pelas equagoes (3.1.8) e (3.1.7), (3.1.23), (3.1.22), (3.1.11) e (3.1.12),
respectivamente. No entanto, as relagdes de equilibrio que devem ser satisfeitas sdo as

equagoes (3.1.2)-(3.1.4), (3.1.10), (3.1.13) e (3.1.25), definidas na se¢ao anterior. Esse
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conjunto de equagoes formam um sistema nao linear de n.(m +2) — 1 equagoes e n.(m +

2) — 1 incdgnitas.

Alguns dados sao requeridos para definir o problema. Sao eles: as constantes de
Antoine aj, b; e ¢; em (3.1.22); as constantes de entalpia do liquido aj, o e o em
(3.1.11); as constantes de entalpia do vapor 8;, 3 e 3] em (3.1.12); as constantes que
compdem a carga de alimentacao da coluna, f]l» e f] e, a temperatura dessa carga, t; em
(3.1.16) e (3.1.17); as quantidades de produto de fundo, destilado e calor do refervedor,
denotadas por b, d e ¢, respectivamente, em (3.1.3), (3.1.7), (3.1.8) e (3.1.10)e os valores

das pressoes m; em (3.1.22).

Como foi mencionado no final da se¢ao anterior, Moré ataca o problema da coluna de
destilacao com trés situagoes distintas envolvendo duas mistura ternarias de hidrocar-
bono e um mistura bindria de metanol, sendo que para cada uma delas, sao considerados
numeros de estdgios de destilagao diferentes, a dizer, 6, 20 e 8, respectivamente. Assim,
para cada uma delas, temos diferentes valores para as constantes mencionadas acima.
No entanto, apresentaremos somente os dados do problema do metanol-8, visto que, os
problemas envolvendo as misturas de hidrocarbono-6 e hidrocarbono-20 foram resolvidos

por Moré e o estudo da destilacao de tais misturas nao constituem o cerne deste trabalho.

O trabalho de Moré se resume em determinar uma solugao para os sistemas nao
lineares de n.(m+2) — 1 equagodes e n.(m+2) — 1 incégnitas constituidos para cada uma
dos trés problemas supracitados. Para isso, ele utiliza uma subrotina padrao de Gauss-
Newton. Os problemas do hidrocarbono-6 e hidrocarbono-20, com 29 e 99 varidveis,
respectivamente, foram resolvidos em 5 e 13 iteragoes. Porém, o problema do metanol-8,

com 31 varidveis, nao foi resolvido pela rotina empregada por Moré.

Os valores das constantes do problema do metanol-8 utilizadas por Moré sao os
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seguintes:

n=23g, m = 2,

a; = 18.5751, by = —3632.649,
as = 18.3443, by = —3841.2203,
a; =0, oy =15.97,

as =0, ah = 18.1,

1 = 9566.67, [} = —1.59,

fo = 10834.67, [, = 8.74,
fl=451.25,  fl=684.25,

t; = 89, b = 693.37,
o0 = 1210, ™ = 1200,
T4 = 1170 5 = 1160

k=2;

¢ = 239.2,

cy = 228;

! = 0.0422,

af =0;
/= 0.0422, (3.2.1)
y =0

fr=0. =0

d=442.13, q = 8386200;
my = 1190, w3 = 1180,
g = 1150 T = 1140.

Observe que o numero de componentes da mistura m, é igual a dois, ou seja, trata-se

de uma mistura binaria.

Provavelmente, devido a diferenca de ordem de grandeza entre as constantes e as

unidades envolvidas, Moré escalou certas equagoes que constituem o sistema nao linear

do problema. As equagoes (3.1.3) e (3.1.2) foram multiplicadas por 0.01 e as equagdes

(3.1.10) e (3.1.13), por 1076,

Além disso, como Moré utiliza um método iterativo para resolver os sistemas, é

necessaria a atribuicao de valores iniciais para as varidveis. Para o caso do metanol-8,

os dados utilizados por Moré foram os seguintes:

To1 — 009203, To2 — 0908,
Tog — 0716, T3 — 03051,
Iy = 0468, Ty — 0532,

Ty = 0.1234,
t() = 120, tl = 110,
t5 = 84, t6 = 80,

vy = 886.37, v = 910.01,
vs = 952.83, v = 975.73

T11 — 0].8].9, T12 — 08181, To1 — 0284,
T32 — 06949, T4l — 03566, T42 = 06434,
g1 = 0.6079, x40 = 0.3421, z7 = 0.8763,

to = 100,
t; = 76,

(3.2.2)
t3 = 88, t4 = 86,

vy = 922,52, vy = 926.45, v, = 935.56,
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Embora a rotina utilizada por Moré nao tenha resolvido o problema do metanol-8,
isso nao implica que o problema nao tenha solucdao. Portanto, no préximo capitulo,
retomamos o sistema nao linear do problema do metanol-8 na tentativa de obtermos
uma solucao utilizando, para isso uma rotina do método de Newton implementada no
software Maxima. E finalmente, fazendo uso das equagoes de equilibrio fornecidas por
R. Fletcher (Segao 3.1, deste trabalho) e das informagdes e conhecimentos adquiridos
com a coluna de destilagao da usina Barralcool, delinearemos o problema da destilacao
do metanol do ponto de vista da otimizacao, ou seja, conduzindo o sistema nao linear
de equilibrio ao problema de encontrar um ponto 6timo de uma funcao objetivo restrita
a um conjunto de equagoes e inequacoes de equilibrio da coluna. Para resolucao do
problema, utilizamos uma implementacao numérica da metodologia dos multiplicadores

de Lagrange do software Matlab (rotina fmincon).
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Capitulo 4

Uma abordagem via multiplicadores

de Lagrange

A metodologia dos multiplicadores de Lagrange constitui uma importante ferramenta
para atacar problemas de otimizacao com restricoes de igualdades, desigualdades ou mis-
tas. Alguns exemplos para mostrar a forga dessa ferramenta, bem como a parte tedrica
que a sustenta, foram apresentados no primeiro capitulo desse trabalho. Na ocasido, uti-
lizamos situagoes-problemas, didaticamente preparadas, de forma que a solugao pudesse
ser obtida analiticamente. No entanto, os problemas de otimizacao encontrados dentro
das diversas areas do conhecimento, em geral, possuem muitas restri¢oes e alto grau de
nao linearidade tanto nas restrigoes quanto na funcao objetivo. Nestes casos, é inevitavel
o uso de softwares e métodos numéricos para procurar por solucao ou solugoes desses
problemas. Conseqilientemente, faz-se também necesséria, a utilizagao de estimativas ini-
ciais para as variaveis a serem determinadas, visto que a maioria dos métodos numeéricos
sao iterativos e partem de um ponto dado até convergirem para um ponto dentro de
certo grau de satisfacdo. A escolha desses valores iniciais merece atencao especial do
usuario do algoritmo, pois apesar de ser programado para executar sua tarefa, dados
quaisquer valores, ele também é programado para interromper sua tarefa quando, por
exemplo, atingir o niimero maximo de iteragoes, mesmo sem ter atingido o grau de pre-
cisao desejado. Tal problema, muitas vezes é contornado, melhorando a escolha desses

valores iniciais.

A abordagem que daremos ao problema do metanol-8, usando a metodologia dos
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multiplicadores de Lagrange, também recai num sistema nao linear inviavel de se resolver
analiticamente, ou seja, assim como Moré, faremos uso de uma rotina numérica para
obter uma solugao aproximada do problema.

Moré, na sua tentativa de resolver o sistema nao linear do problema do metanol-8,
nao justifica a escolha dos valores iniciais para as variaveis do problema. Logo, nao se
sabe se esses valores foram obtidos de uma coluna em funcionamento ou se provém da
literatura, ou ainda, se foram simplesmente inventados por ele. Portanto, podemos até
desconfiar que a escolha desses valores iniciais podem ter contribuido para o fracasso da
solucao do problema, visto que ele utilizou um algoritmo numérico.

Essa possibilidade s6 nos deixa mais preocupados quanto a escolha dos valores ini-
ciais. Assim, iniciaremos nosso trabalho resolvendo o sistema proposto por Moré, com
o objetivo de utilizar a solugao encontrada como estimativa de partida das variaveis do

algoritmo escolhido para resolver o problema de otimizacao que formularemos.

4.1 Solucao do sistema nao linear de Moré

Utilizaremos para essa tarefa, o software livre Maxima. Esse software possui um pacote
denominado mnewton para obter solu¢do numérica de sistemas nao lineares através do
Método de Newton.

As equacoes que definem o sistema estao definidas na tltima segdo do capitulo an-
terior, bem como, as variaveis do problema. Utilizamos para a estimativa inicial das
varidveis, os mesmos valores utilizados por Moré (ver Tabela 3.2.2), apesar de, como ja
afirmamos, desconhecermos sua origem. As equagoes também foram escaladas conforme
sugestao de Moré.

Dos valores expressos em (3.2.1) e (3.2.2), observamos que j = 1 é usado para indicar
a componente metanol enquanto que j = 2 indica a componente dgua. A partir de
agora, ao longo do texto, sempre utilizaremos os indices j = 1 e j = 2 para indicar os
componentes metanol e 4gua da mistura, respectivamente.

O programa Maxima requer a seguinte sintaxe mnewton (FuncList, VarList, GuessList),
onde FuncList é a lista de equacoes do sistema, VarList é a lista das variaveis do problema
e GuessList sdo os valores iniciais das variaveis. Seguem abaixo os comandos utilizados

no Maxima, com suas respectivas saidas:
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(%i36) load ("mnewton”);
(%036) C:/PROGRA 1/MAXIMA 1.0/share/maxima/5.13.0/share/contrib /mnewton.mac
(%i38) b1:0.01;
(%038) 0.01
(%i139) b2:10"(-6);
(%039) 1/1000000
(%i40) mnewton([b1*MaterialZero(1), b1*MaterialZero(2), b1*Material(1,1),
b1*Material(1,2), b1*Material(3,1), b1*Material(3,2), b1*Material(4,1),
b1*Material(4,2), b1*Material(5,1), b1*Material(5,2), b1*Material(6,1),
b1*Material(6,2), b1*MaterialK(1), b1*MaterialK(2), MaterialSete(1), MaterialSete(2),
CondicoesY (1), CondicoesY(2), CondicoesY(3), CondicoesY(4), CondicoesY(5), Condi-
coesY(6), CondicoesY(7), CondicoesY(8),
b2*TermicoZero(0), b2*Termico(1), b2*Termico(3), b2*Termico(4),
b2*Termico(5), b2*Termico(6), b2*TermicoK (2)], [t0, t1, t2, 3, t4, t5, t6, t7, v0, v1, v2.
v3, v4, vb, v6, x01, x02, x11, x12, x21, x22, x31, x32, x41, x42, x51, x52, x61, x62, xX71,
x72], [120, 110, 100, 88, 86, 84, 80, 76, 886.37, 910.01, 922.52, 926.45, 935.56, 952.83,
975.73. 0.09203, 0.908, 0.1819, 0.8181, 0.284, 0.716,0.3051, 0.6949, 0.3566, 0.6434, 0.468,
0.532, 0.6579, 0.3421, 0.8763, 0.1237));
(%040)
[[t0=107.7653795798063, t1=102.6849890859843, t2=97.71772476055264,
£3=96.57726115013136, t4=94.26309926727774, t6=89.98899748591786,
£6=83.97342066984533, t7=78.32157508655418, v0=886.7137742582908,
v1=910.3656929177114, v2=922.1591291059582, v3=926.0766775727482,
v4=935.1735260591253, v5=952.4236258294621, v6=975.0192103423751,
x01=0.092257232364219, x02=0.90774276763578, x11=0.18219952853121,
x12=0.81780047146879, x21=0.28421889854367, x22=0.71578110145633,
x31=0.30530731675986, x32=0.69469268324014, x41=0.35664901039732,
x42=0.64335098960268, x51=0.46779111102816, x52=0.53220888897184,
x61=0.65738959668631, x62=0.34261040331369, x71=0.87594509034814,
x72=0.12405490965186]]

Apenas para esclarecer, a nomenclatura usada para expressar as equacoes decorre da

implementagao das mesmas no software.
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Como podemos observar, o algoritmo utilizado pelo software Maxima conseguiu en-
contrar uma solugao que satisfaz o sistema nao linear do problema do metanol-8. Assim,
poderiamos até nos considerar satisfeitos, pois ja temos uma solugao para o complexo
sistema de destilagdo do metanol-8. No entanto, a nossa breve passagem pela usina
Barralcool, em Mato Grosso, foi suficiente para constatar que certos valores encontrados
e até mesmo alguns utilizados para definir o problema, como por exemplo a temper-
atura da carga de alimentagdo, sao impraticdveis na indistria. Uma forte evidéncia
desse fato pode ser observada com o valor da varidvel z7;. Pela equagao (3.1.4), tem-se
que essa variavel é a composicao do metanol retirado da coluna pelo topo e que sera
armazenado no tambor de refluxo para especificacao. No entanto, a porcentagem obtida
é inferior a desejada pela maioria das usinas que necessitam retificar o metanol as quais
necessitam de porcentagens em torno de 99%. A conseqiiéncia disso e de outros valores
impraticaveis, recaem sobre a indistria como aumento de custo.

Assim, fica mais evidente a importancia de uma metodologia que nos possibilite inferir
mais no problema afim de otimizarmos as varidveis que implicam maior produgao e/ou
diminuicao dos custos, sem que sejam violadas as restricoes do problema.

A nosso ver, uma abordagem do problema do ponto de vista da otimizacao, utilizando
a metodologia dos multiplicadores de Lagrange, nos dard as ferramentas necessarias
para inferir no problema do metanol-8 e, a0 mesmo tempo, atender uma das metas das

industrias desse setor, a diminuicao de custos.

4.2 A influéncia da coluna de destilacao da usina

Barralcool

4.2.1 O contato com a usina

Como ja mencionamos no inicio do capitulo 2, atraidos pelo ascensao do biodiesel como
fonte alternativa de combustivel, nos deparamos com o processo de retificacdo do metanol
na coluna de destilagao da usina Barralcool (ver Figura 4.1). Foi através de uma parceria
ente a Universidade do Estado de Mato Grosso e a usina Barralcool, que possibilitou o
nosso primeiro contato com o assunto e com a coluna de retificacao do metanol.

A principio, ocorreram muitas especulagoes de ambas as partes. Da nossa parte, a
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Figura 4.1: Ao centro da foto, a coluna de destilagdo da usina Barralcool (foto tirada
em 04/01/2008).

sede por conhecimento e compreensao do processo e, da parte deles, saber exatamente
que de tipo de trabalho iriamos fazer e de que forma esse trabalho poderia contribuir com
a melhora do processo. Entdo, depois de algumas reunioes, ficou acertado a realizacao
de um trabalho sobre o processo de retificagdo do metanol em sua coluna de destilacao.
Era o primeiro passo de uma caminhada que logo descobririamos que se transformaria

numa longa maratona.

4.2.2 As dificuldades e a parceria com a Stuzan

As primeiras visitas a usina, apds autorizacao para execucao do trabalho, foram para
ampliar a visao sobre o funcionamento do processo e conhecer a estrutura da planta
que suporta a coluna. Aos poucos nos deparamos com um complexo sistema e poucas
informacoes relevantes que pudessem servir de base para a construcao de relacoes entre
as variaveis que poderiam ser controladas.

Além disso, certas valvulas, que controlavam taxas de vazao, estavam com defeito
e informavam apenas a porcentagem de abertura. Ainda mais, era impossivel calcular
manualmente as taxas pois nao se conhecia o dimensionamento das valvulas.

A coleta de dados também constituiu-se num grande problema, pois o tnico local
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onde podiamos coletar informagao era, literalmente, na tela de monitores da mesa de
controle. Os computadores nao possuiam drivers para fazer copias das informagoes, logo,
a Unica forma de extrai-las era por foto digital da tela ou copia manual. Isso requeria
muito tempo, o qual também era escasso pois s6 tinhamos acesso nos periodos em que a
coluna estava parada, que eram raros.

Mas o problema mais sério disso tudo, era a falta de informagoes fundamentais,
como por exemplo, o tipo de recheio da torre e o niimero de estagios de destilagdo. Tais
informagoes nao eram conhecidas nem pelo engenheiro responsavel pela planta. S6 quem
detinha essas informagoes era a empresa que instalou a coluna, que as guardava como
segredo industrial.

Em meio a essas dificuldades, surgiu a idéia da parceria com a académica Stzan G.
Benetti de Padua, também aluna do Mestrado Profissional em Matemaética, que também
almejava a realizacido de um trabalho na area de otimizacao. A parceria foi fundamental
para compreendermos o processo e suas relagoes e, principalmente, para concluirmos que
era impossivel, diante da falta de informacao, otimizar a coluna de retificacao do metanol
da usina Barralcool.

Era dificil admitir, mas precisavamos de uma outra estratégia para nos mantermos
na mesma linha de trabalho sem dependermos daquelas informacoes desconhecidas da
coluna da usina e mesmo assim, que o resultados obtidos com esse trabalho pudesse ter

alguma validade para a usina.

4.2.3 A estratégia

A essa altura do trabalho, j4 tinhamos em maos o trabalho de Moré sobre a destilacao do
metanol-8. Observavamos que nao havia indicios que os dados utilizados por ele tivessem
sido extraidos de alguma coluna de destilacdo. Além disso, o sistema proposto por Moré
para abordar o problema é muito “engessado”, no sentido que fica dificil melhorar o
resultado encontrado. Portanto, a estratégia utilizada foi tentar validar a metodologia
para o problema hipotético do metanol-8 mas inserindo algumas informagoes adquiridas
durante o estudo do processo de destilacdo na coluna da usina Barralcool.

Essas informagoes ajudaram a refinar a modelagem do problema de tal forma, que

os valores obtidos como solucao, tornaram-se compativeis com os valores de uma coluna
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de destilagdo em funcionamento.

4.3 A formulacao do problema

Para formular o problema do metanol-8 em termos de um problema de otimizagao pre-
cisamos, primeiramente, definir a fungao objetivo. Matematicamente, poderiamos evi-
denciar qualquer variavel das equacgoes de equilibrio descritas na Secao 3.1 deste trabalho
e considera-la com fungao objetivo a ser otimizada. No entanto, o resultado obtido deve
fazer algum sentido para o problema do ponto de vista fisico-quimico e nosso caso,
gostariamos que sua otimizagao trouxesse algum beneficio ao processo. Portanto, algu-
mas possiveis varidveis a serem otimizadas eram: xg1, a porcentagem molar do metanol
que vai para o refervedor; x7;, a porcentagem molar do metanol obtido no topo; ¢, a
quantidade de calor fornecida pelo refervedor; ¢;, temperatura da carga de alimentacao;
além de funcoes, envolvendo essas e outras variaveis, que representam, por exemplo,
eficiéncia da coluna, quantidade de energia consumida, custo ou producao.

Da vivéncia com o processo de retificagdo do metanol da usina Barralcool, optamos
por formular uma funcao custo de energia térmica envolvendo as varidveis ¢ e ty, que
sao as responsaveis por fornecer calor a coluna e gerar custo para o processo devido a
quantidade de energia requerida.

A variacao do valor de ¢, ou seja, do calor fornecido ao refervedor, provoca variagao
do volume de vapor fornecido a coluna. Tal variacdo deve ser controlada entre um
valor minimo e um valor méximo - que dependem também de outros fatores - para
que nao ocorra nenhum dos problemas citados na Secao 2.6.3 deste trabalho. Além
disso, trabalhando-se com valores de ¢ proximos do minimo desse intervalo, afim de
economizar energia, pode ocorrer de se obter destilado abaixo da especificacao desejada,
e conseqientemente, retornard a coluna para ser destilado novamente, aumentado o
tempo e o custo do processo. Logo, deve haver um valor 6timo para ¢ tal que se possa
obter a maior quantidade possivel de destilado, na especificagdao desejada, com o minimo
de calor possivel fornecido ao refervedor.

A temperatura t¢, imprimida a carga de alimentagao da coluna, também é um fator
de custo ao processo, pois é necessario fornecer uma determinada quantidade de energia

para elevar a temperatura ambiente da carga até a temperatura t;. Por outro lado, se a
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carga for inserida na coluna com temperatura muito inferior a temperatura do prato de
alimentacao, ela provocara perda de energia térmica da coluna, podendo desequilibrar o

Processo.

Nesses termos, propomos uma funcao objetivo com a seguinte formulacao:

1000

fO)=aqto| 5 (ft em + fhea)(ty —to)]| (4.3.1)

onde ¢; e ¢y sa0 os custos por unidade de calor do refervedor e da carga de alimentacao,
respectivamente, ¢, é o calor especifico do metanol, ¢, é o calor especifico da dgua, f
e fl sdo as massas de dgua e metanol, que juntas compdem a carga de alimentacdo da
coluna, ty ¢ a temperatura ambiente da carga de alimentacao e ¢y ¢ a temperatura a
qual serd elevada essa carga antes de ser inserida na coluna. Destes valores, c¢1, ¢, ¢,
l l ~ d d 1 .7 . ~ . . d
ca, f1, f3 € to s@o constantes dadas, logo, somente as varidveis ¢ e t; serao otimizadas.
A principio, ndo serdo indicadas explicitamente as varidveis de f, pois uma andlise mais

detalhada sera feita mais adiante.

As unidades das varidveis sdo omitidas no artigo de Moré, o qual estd sendo usado
como base para formulacao desse problema. No entanto, da nossa vivéncia com o processo
de retificacdo do metanol na usina Barralcool, conjecturamos que a unidade de g seja
kJ/h (quilo Joule por hora), a das temperaturas, °C (grau Celsius), e das constantes
fte fl seja kg/h (quilograma por hora). Da fungio objetivo, é conhecida apenas as
unidades de ¢, e ¢4, a saber, cal/(g.°C) (caloria por grama vezes grau Celsius) pois sao
propriedades intrinsecas da matéria, e das constantes de custo R$/kJ (reais por quilo
Joule). O fator % no termo em ty da funcao, ¢ devido a unidade do calor especifico

e de ¢, ou seja, deve-se converter kg em gramas e caloria em Joule!. Assim, por essa

conjectura, temos que o valor de f é dado em unidades de reais por quilo Joule fornecido.

R$ kJ R$[1000, cal ., . 1 RS
O=7 w5129 ;a9 w7

Embora nao tenhamos certeza sobre a verdadeira natureza dessas unidades, tal fato
nao coloca em risco o mérito deste trabalho, pois bastaria re-calibrar as constantes de

custo para ajustar o problema as novas unidades.

11 Joule & 4.2 calorias
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Baseados no artigo de Moré, tomamos como restricoes do problema as equagoes de
balango de massa dos estdgios ¢ = 0,...,n — 1: (3.1.3), (3.1.5), (3.1.6), (3.1.2) e (3.1.4);
as equagoes de balango de calor dos estdgios i = 0,...,n—2: (3.1.10), (3.1.13), (3.1.14) e
(3.1.15); as equagdes de soma unitéria das proporgoes molares das componentes no vapor
para cada estagio ¢ = 0,...,n — 1, (3.1.25) e a equagao de balango global da coluna,

(3.1.9).

Exceto a iltima, todas as demais equagoes foram usadas por Moré na composicao de
seu sistema nao linear de equilibrio, que resolvemos na Secao 4.1. Optamos por inserir

a equagao
2
Z frtfhy=d+b

pois estamos considerando b e d com varidveis em nosso problema. Assim, temos um
conjunto com 32 restri¢oes de igualdade no problema, uma equagao a mais que o sistema

de Moré.

O numero de varidveis do nosso problema também é maior que o considerado por
Moré. De imediato, observe que a funcao objetivo depende de tf, ou seja, ¢ty é uma
variavel, ao contrario de Moré que a tomava como constante. Ainda observando a funcao
objetivo, temos que ¢ também é uma varidvel. Por outro lado, pela equacao (3.1.10), ou

seja,
lihy + q = voHy + bhy,
vemos que ¢ depende de b, vy, hg, h1, Hy e 1, onde
Il = (v, b),

ho = h(zo1, To2, to),

hy = h(x11, 212, t1),

Hy = H(yo1, Yoz, to),
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e que, por sua vez,

Yo = Z/(ﬂiopto,ﬂo), j =12,

conforme definido na Sec¢ao 3.1 deste trabalho. Logo, ¢ é funcao das variaveis

Vo, Toi, To2, T11, T12, Yo1, Yo2, to, t1, To.

Além disso, tem-se varidveis que nao configuram no enunciado da funcao objetivo mas

aparecem nas restrigoes, portanto, as varidveis do problema que vamos resolver sao as

seguintes:
Lo, P P tf
Vo, ey Up_2
o1, cen Tom, 11, ey Tim, .’I}nflyl, c ey ajnfl,m
7o, cevy Tp—1
b, d, q,

Tabela 4.1: Variaveis do problema.

onde n = 8 (nimero de estagios de destilagdo da coluna) e m = 2 (nimero de compo-
nentes da mistura).

Observe na Tabela (4.1) que tornamos varidveis muitas das constantes consideradas
por Moré. O objetivo é ampliar os graus de liberdade do problema, pois as varidveis
sao “fortemente” relacionadas umas com as outras e quanto mais liberdade pudermos
dar ao conjunto viavel, é de se esperar que melhor exploremos a situagao-problema em
questdao, obtendo com isso um resultado a contento. Assim, além das constante de
entalpia e de Antoine, somente as quantidades de material que compoem a alimentacao

foram mantidas constantes, conforme Tabela (4.2).

ay = 18.5751, by = —3632.649, ¢ = 239.2,
ap = 18.3443, by = —3841.2203, ¢y = 228;

a; =0, oy = 15.97, of =0.0422,

as =0, ah =18.1, af = 0;

B = 9566.67, B3 = —1.59, " = 0.0422,

By = 10834.67, [3) = 8.74, = 0;

fl=451.25, fl = 684.25, fr=0, 12=0.

Tabela 4.2: Constantes do problema.

O uso de ferramenta computacional é essencial para a resolucao desse problema, vis-

tos a complexidade e o nimero de restrigoes. Porém, quando fazemos uso desse recurso,
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temos que tomar alguns cuidados para que o algoritmo nao convirja para um ponto que,
embora satisfaca as condigdes de primeira ordem, nao tenha sentido pratico para o prob-
lema. A fim de garantir um resultado satisfatério tanto do ponto de vista matematico
quanto do pratico, vamos inserir restrigbes as varidveis envolvendo desigualdades na

forma de caixa.

Iniciando pela temperatura, é natural impor que sejam positivas, assim, vamos es-
tabelecer apenas um limitante superior. Para isso, devemos considerar que na base da
coluna, as temperaturas ultrapassam os 100°C e no topo, essa temperatura estd mais
préxima da temperatura de ebulicao da componente mais volétil, no caso, do metanol,
ou seja, por volta de 65°C a pressao de 1 atm. A temperatura ¢y porém, nao pode ser
inferior a 25°C, pois teriamos uma variagado de temperatura negativa, o que na pratica
significaria ter temperatura da carga de alimentacao inferior a temperatura ambiente,
o que requer resfriamento, pratica nao utilizada nesse segmento da industria. Assim,

estabelecemos que

0< ¢, <200, parat=20,...,7,
25.01 < ty < 200.

(4.3.2)

Os vapores v; devem variar entre um valor minimo em torno da metade da carga de
alimentacao e um valor maximo maior que duas vezes o valor de destilado, visto que
todo vapor que chega ao condensador torna-se destilado e refluxo e que, de acordo com
literatura (ver [23]), sua quantidade varia entre 1.1 a 1.4 vezes mais que o destilado.

Logo, estabelecemos os seguintes limites para os vapores,

500 < wv; <1000, parai=0,...,6. (4.3.3)

As composigoes molares x;; das componentes j = 1,2 na fase liquida para cada estagio
i =0,...,7, como devem somar 1, pela equagao (3.1.24), devem estar compreendidas

entre 0 e 1, ou seja,

0<z;<1, parai=0,...,7ej=1,2. (4.3.4)

Quanto as pressoes, cuja unidade acreditamos que seja mm Hg (milimetros de mercirio),
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devem ser maiores que 760mm Hg (equivalente a 1 atm?) devido & grande massa de vapor
dentro da coluna. Por outro lado, baseados nos resultados obtido com a resolugao do
sistema de Moré, os valores nao ultrapassam 2 atm, ou seja, 1520mm Hg. No entanto,
para nao cometermos o erro de impedir alguma possivel solugdo envolvendo pressoes

acima de 2 atm, ampliamos esse limite para 2000mm Hg. Entao, temos que

760 < m; <2000, parai=0,...,7. (4.3.5)

Os valores das variaveis b e d, estao relacionadas pela equacgao (3.1.9), logo

0<b< 11355 (4.3.6)

0<d<1135.5. (4.3.7)

O calor do refervedor, nosso “gigante” dos valores, é limitado pelas restrigoes hidraulicas
da coluna, descritas na Sec¢ao 2.6.3 deste trabalho. No entanto, faz-se necessario o co-
nhecimento de outras varidveis como por exemplo, velocidade com que o liquido desce
pela coluna e abertura dos orificios dos pratos. Assim, para evitar introduzir qualquer
dificuldade adicional com os limitantes dessa variavel, estabelecemos um intervalo de

seguranga, conforme segue,

1000000 < g < 15000000. (4.3.8)

Enfim, adicionando as desigualdades (4.3.2)-(4.3.8) com as equagdes sugeridas acima,
constituimos o conjunto de restrigdes ou conjunto admissivel do problema (4.3.1). Es-
crevendo esse problema na forma padrao como sao apresentados os problemas de otimizacao,

temos o seguinte enunciado:

21 atm ou 1 atmosfera é a pressdo exercida pela massa de ar ao nivel do mar
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1000

Minimizar f(x) = ¢1.q + c2 19

restrita a

hiwyj = voyo,; + bro,;

[+ vicyiorg + gy = viviy + Lz
I7 Fvicayiorg + liniTivy = viyij + iz 5
Vi1t liiTiv1y = Vil + L

Y65 = L7,

lihy + q = voHy + bhy

Vi1 Hi oy + i hipy = vl + ik
hy+viiHi 1+ liyihipn = vl + by
Hy+vi1Hi g+ liyihiys = vl + b

2
> i =1
7=1

2

S+ f)=d+b

j=1
0 <t <200

25.1 <ty <200

500 < v; <1000
0<w; <1

760 < m; <2000
0<b<11355
0<d<1135.5
1000000 < g < 15000000

(fi-cm + fi-ca)(ty — to)

para j = 1,2

paraj =1,2e1=2

para j =1,2e1=3
paraj=1,2e1=1,3,4,5,6
para j =1,2

parat1=1,3,4,5,6
para i = 2

para i =3

=1,....7
para =5 (4.3.9)

parat=20,...,7

parai=20,...,6
para j =1,2e:=0,...,7
parai=20,...,6

Trata-se portanto, de um problema de otimizacao com restricoes mistas, a saber,
com 32 restrigoes de igualdade e 16 restrigoes de desigualdade envolvendo inequagoes
do tipo caixa. O Teorema de Karush-Kuhn-Tucker, visto no Capitulo 1 deste trabalho,
nos da as ferramentas necessarias para caracterizarmos uma solugao desse problema. No

entanto, optamos por um tratamento numérico através de softwares matematicos, devido
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a dificuldade de se resolver analiticamente.

4.3.1 As ferramentas computacionais

Optamos pelo software MatLab devido ao seu desempenho numérico e por conter uma
rotina especifica para problemas de otimizacao, mais especificamente, para problemas de
minimizagao com restrigoes. Também utilizamos os softwares Maxima e Mathematica.
O primeiro, para resolucao do sistema de Moré e para nos auxiliar com a implementagao
das equagbes no MatLab e o segundo, devido sua qualidade grafica, para a construcao de
graficos para analise dos valores obtidos.

A rotina do MatLab, denominada fmincon, utiliza o método de programacao quadratica
seqliencial, SQP (sequential quadratic programming) que consiste, como o nome sugere,
na resolucao de uma seqiiencia de problemas de programacao quadratica, ou problemas
de otimizacao com restrigoes lineares e funcao objetivo quadratica, que aproximam, em
cada iteragdo, o problema original dado (ver [13]). Além disso, o algoritmo utiliza o
sistema das condicbes de primeira ordem do problema, conforme o Teorema de Karush-
Kuhn-Tucker, como critério de parada.

De forma geral, ela procura resolver o seguinte problema:

Min f(x)
restrita a
cle) = O
ceqlx) = O (4.3.10)
Ax < b
Aeqx = beq

Ib< = <ub

onde x, b, beq, lb e ub sao vetores, A e Aeq sdo matrizes, c¢(x) e ceq(x) sdo fungoes que
retornam vetores e f(x) é a fungdo objetivo que retorna um escalar.

Os vetores Ib e ub sao os limitantes, inferior e superior, respectivamente, das co-
ordenadas do vetor x (varidveis do problema). Os vetores b e beq sdo formados pelos
termos independentes das equagoes lineares de igualdade e desigualdades, respectiva-

mente, que compdem o conjunto admissivel do problema. Essas equagoes lineares sao
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também definidas pelas matrizes A e Aeq, enquanto as equacao nao lineares do conjunto
admissivel dao origem as fungoes vetoriais c(x) e ceq(x).

A rotina contém algumas ferramentas que nos permitem avaliar a qualidade da
solucao encontrada pelo algoritmo. Vamos comentar aquelas nas quais nos orientare-
mos para fazer nossa analise sobre os valores encontrados. Sao elas: exitflag, Output e
Display.

A saida ezitflag retorna uma das seguintes bandeiras:

e flag 1
A bandeira 1 (a bandeira almejada) indica que as condigoes de otimalidade de
primeira ordem foram satisfeitas para a tolerancia especificada.

e flags 2 e 3

Essas bandeiras informam que variagoes no vetor e no valor da funcao objetivo

foram menores que a tolerancia especificada, respectivamente.

o flags 4 e
As bandeiras 4 e 5 indicam que a magnitude da diregdo procurada e da derivada
direcional foram menores que a tolerancia especificada, respectivamente. Além

disso, que a violacao das restri¢oes foi menor que a especificada na opcao TolCon.

e flag 0
A rotina acusa essa bandeira quando o numero de iteragbes ou o nimero de

avaliagoes da funcao é excedido. Esses valores podem ser controlados pelas opcoes

MaxIter e FunEvals.

e flag -1
Indica que o algoritmo foi interrompido por uma funcao de saida programada pelo

usudrio (Output Function).
o flag -2
Indica que nao foi encontrado um ponto viavel que satisfaga as restricoes dadas.

A saida QOutput mostra algumas informacées sobre a otimizagdo: o numero de it-

eracoes, o numero de avaliagbes da funcao e outras. Mas, em particular, olharemos para
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o valor do item firstorderopt que nos fornece uma medida da qualidade da solucao
obtida em termos da verificagdo do sistema de Karush-kuhn-Tucker.

Finalmente, a op¢ao Display nos fornece informacoes sobre o desenvolvimento do
processo de otimizagao pelo algoritmo, onde pode-se verificar por exemplo, qual o valor

maximo da violagao das restri¢des do ponto encontrado pelo algoritmo.

4.3.2 A implementacgao do problema no MatLab

Implementamos a fungdo objetivo no MatLab com a nomenclatura funobj(x), onde x é

o vetor das varidveis do problema, conforme especificadas na Tabela (4.1), ou seja,
xo = (to, ..., tr,t5, 0, ..., V6, T11, T12, - - -, T71, 72, T, - - - , 7, b, d, q)T. (4.3.11)
Para as constantes de custo, tomamos os seguintes valores hipotéticos
g =45%x107° e c=5x10""

Valores reais para esses custos dependem de uma andlise minuciosa de todos os fa-
tores envolvidos no fornecimento da energia térmica a coluna. Além disso, cada estrutura
industrial que contém uma coluna de destilacao tem suas particularidades, logo, o custo
de uma provavelmente é diferente do custo de outra. Da nossa vivéncia com esse pro-
cesso na usina Barralcool, também nao foi possivel obter informagcao sobre tais custos.
Por esse motivo, consideramos tais valores para c; e ¢y para que pudéssemos analisar
o comportamento da fungao objetivo e do conjunto de restrigoes. A diferenga adotada
para os valores dessas constantes justifica-se pelo fato que o aquecimento da carga de ali-
mentacao nao é feito pelo refervedor, ou seja, requer outro equipamento e provavelmente
gere um custo diferente, no caso, menor.

Os valores dos calores especificos do metanol e da dgua, valem
cm =0.599, e c¢c,=1,

respectivamente, cuja a unidade de medida é cal.g~t.°C~!.

Para construirmos a fungao (vetorial) ceq(x) das restri¢oes de igualdade, primeira-
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mente implementamos essas equagoes no software Maxima, devido a sua facilidade algébrica
e compatibilidade de linguagem com o MatLab, para posteriormente migrarmos para este
ultimo, onde criamos o vetor ceq(x)sax1. Esse vetor é uma func¢do vetorial de R* em
R32, cujas funcoes coordenadas correspondem as restricoes de igualdade com termo in-

dependente nulo.

A rotina fmincon necessita das jacobianas das fungoes ceq(x) (vetorial) e f(x), que
podem ser calculadas automaticamente através de diferengas finitas. No entanto, isso
pode, é claro, gerar erros de aproximagao que podem dificultar a convergéncia do algo-
ritmo. Por outro lado, ao se calcular as derivadas uma a uma e ainda migra-las de um
software para outro, também pode-se cometer alguma falha humana. Contudo, a saida
firstorderopt nos permite avaliar a necessidade de entrar ou nao com as jacobianas
“ " L . . _ .

exatas”. A principio, entraremos com gradiente da funcio objetivo e deixaremos para

a rotina a construcao da jacobiana da ceq(x).

Os vetores Ib e ub sao definidos de acordo com as restrigoes de desigualdade conforme

(4.3.9).

Além disso, ajustamos a rotina para que o algoritmo pare quando atingir o ntimero
maximo de 1500 iteragdes ou 15000 avaliagoes da fungao objetivo. Quanto as tolerancias
para o valor da funcao e para a violacao das restricoes, ajustamos ambas para a ordem

de 1078,

Finalmente, com o problema inserido e ajustado, s6 nos resta investigar se a metodolo-

gia que estamos utilizando nos dara resultados satisfatorios.

4.4 A investigacao numérica

Apresentaremos aqui os resultados obtidos e uma analise matematica na busca de uma
validagao fisico-quimica do processo de destilacao. Dividiremos essa secao de acordo
com a ordem das investidas sobre o problema que fizemos ao longo dessa investigacao, a

comecar pelos valores obtidos com a solugao do sistema de equilibrio de Moré.

Os resultados obtidos com a rotina, para cada um dos casos que veremos, podem ser

consultados na integra no anexo deste trabalho.
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4.4.1 Estimativas iniciais do sistema de equilibrio de Moré

Iniciamos nossa investigacao fornecendo ao algoritmo o vetor inicial g com os seguintes

valores para as variaveis que o constituem:

to=107.76,  t; = 102.68, t, = 97.71, ty = 96.57,  t, = 94.26,
t5 = 89.98, te = 83.97, iy = 78.32,89, ty =89,

vy = 886.37, v; = 910.01, vy = 922.52, vy = 926.45, w4 = 935.56,
vs = 952.83, vg = 975.73

201 = 0.09203, gy = 0.908, ;= 0.1819, 219 = 0.8181, x4, = 0.284,
Too = 0716, T3] = 03051, T3g = 06949, T4l = 03566, Ty2 = 06434,
x51 = 0.468, Tso = 0.532, x4 = 0.6579, x40 = 0.3421, z7 = 0.8763,

7o = 0.1234,
mo = 1210, m = 1200, my = 1190, w3 = 1180, my = 1170,
75 = 1160, mg = 1150, mr = 1140,

b = 693.37, d = 44213, q = 8386200.

Tabela 4.3: Estimativas iniciais para o problema de otimizagao.

Os valores iniciais para t;, x;; € v; correspondem aos valores encontrados com a solugao
do sistema de equilibrio de Moré, conforme Secao 3.2. Os demais, que nao eram varidveis
antes mas sao agora, correspondem aos valores dado por Moré, conforme (3.2.1).

Vejamos alguns valores obtidos pelo MatLab:

ty = 25.01
d = 368.03
g = 8386200.06
fval = 377.39 (4.4.1)
exitflag = 4 (magnitude da diregao procurada menor que a especificada)

firstorderopt = 4.5e — 005
Maz constraint = 9.313e — 009

O algoritmo exibiu bandeira 4, o que implica que a otimizagao foi finalizada pois a
magnitude da direcao procurada ficou menor que a definida na opcao TolX. Isso pode
significar que o algoritmo encontrou um ponto estacionario, que pode ser de minimo ou
nao. A saida firstorderopt nos mostra que a condigao necessaria de primeira ordem
(sistema KKT) estd satisfeita dentro da precisao 107° e o valor atingido Max constraint

informa que a solucao obtida pelo algoritmo satisfaz as restrigoes do problema.
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Comparando-se o valor da funcao objetivo obtido

f(--,25.0L, -+, 8386200.06) = 377.39,

tf q

com o valor da fungao calculada nas variaveis anteriores a otimizagao,

fl--,.89 ,--+,8386200) = 450.10,
—~

~——
tf q

observa-se que o algoritmo conseguiu reduzir o custo. No entanto, o valor da variavel g,
principal responsavel pelo valor da funcao f, praticamente nao se alterou, enquanto que
ts, atingiu seu limite minimo.

Nao podemos nos contentar com o valor de f obtido, sem levar em consideracao a
influéncia das demais variaveis no processo de destilacao. Ou seja, precisamos validar o
resultado obtido.

Preparando alguns graficos para ajudar na visualizacao, a comecar pelas temperat-
uras nos estdgios i = 0,...,7 (Figura 4.2), vemos que estas estao de acordo com que
se espera para o processo de destilacdo, ou seja, temperaturas acima de 100°C para
que agua e metanol entrem em ebulicao na base da coluna, e temperaturas por volta de

64.4°C (temperatura de ebulicdo do metanol a pressao de 1 atm) no topo.

120
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Figura 4.2: Grafico das temperaturas para cada estagio i.

A porcentagem molar do liquido z;; que escorre pela coluna nos dé idéia de como o

metanol vai se purificando a cada estdgio. A Figura 4.3 mostra as composi¢oes obtidas
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Figura 4.3: Grafico das composicoes molares do metanol em cada estagio 7.

com a otimizacao da funcao f. Vale dizer que a porcentagem de metanol do destilado

que sai da coluna é de 94.11%.

Para os vapores, era esperado que o volume aumentasse a cada estagio. No entanto,
conforme podemos observar na Figura 4.4, temos uma diminuicao do volume na passagem
do segundo para o terceiro estégio, ou seja, do primeiro prato para o prato de alimentacao
1 =k = 2. Isso possivelmente ocorreu devido a minimizagao do valor da varidvel t;. Do
ponto de vista do processo de destilacao, se a temperatura da carga de alimentagao for
muito inferior & temperatura do prato de alimentacao, a massa da carga ird absorver
calor da coluna e reduzir o volume de vapor nesse estagio e, conseqiientemente, nos

estdgios posteriores.
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900 ®
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23.1
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796.81m
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- n

750

: : : : : : © estdgiosi

1 2 3 4 5 6 7

Figura 4.4: Grafico dos vapores para cada estagio 1.
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Do ponto de vista matematico, colocando v, em funcao de ¢y na equagao

hy +viaHioy + ligihigr = vilH; + ihy,

para i = 2, podemos ver, por meio de seu grafico (Figura 4.5) que essa massa de vapor é
maior quanto maior for a temperatura da carga de alimentacdo. A linearidade aparente
do grafico dessa funcao, é devido simplesmente a uma questao de escala, pois a funcao
vy = v(ty) é quadrética em t;. Esses termos quadraticos decorrem da definicao de hy,
como pode ser visto na Secdo 3.1. As demais varidveis foram mantidas constantes para

que pudéssemos ver a relacao dessas duas varidveis.

1000
950
900
850
800
750

tf
30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.5: Grafico do vapor v, em fungao da temperatura ¢; da carga de alimentacao.

Outra observagao importante na solugao do problema é que a quantidade de destilado
diminuiu em relacdo ao valor inicial. Assim, se fizermos uma relacdo entre custo e

destilado, temos
custo  377.39

destilado  368.03

= 1.02543,
que corresponde ao custo por unidade de destilado.

Contudo, esperavamos que o algoritmos exibisse flag 1, que indica que a solucéo sa-
tisfaz as condigbes de primeira ordem de otimalidade. Portanto, vamos ajustar nosso

problema e prosseguir com a investigagao.
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4.4.2 Estimativas iniciais do sistema de equilibrio de Moré com

escalamento das equacoes

Numericamente, quando se opera com grandezas de ordem muito distintas pode-se perder
valores significativos do problema. Moré, em seu artigo, ja sugeria um escalamento das
equacoes de equilibrio de seu sistema. Apesar de termos acatado sua sugestdo para
a resolucao do sistema (ver Secao 4.1), ndo a consideramos para o caso anterior. No
entanto, vamos considerd-la agora e analisar sua influéncia na solucao obtida para o

problema.

De acordo com Moré, multiplicamos as equagoes de balango de material: (3.1.2),
(3.1.3), (3.1.5) e (3.1.6), por 0.01 e as equagdes de balango de calor: (3.1.10), (3.1.13),
(3.1.14) e (3.1.15), por 107¢. Como incluimos uma equagdo a mais, a equagao (3.1.9),

ao sistema de equilibrio, multiplicamos essa por 0.01.

Fazendo entao os ajustes sugeridos nas equacoes do conjunto admissivel do problema,

o algoritmo nos devolveu o resultado abaixo:

ty = 25.01
d = 368.07
g = 8386200.06
fval = 377.39 (4.4.2)
exitflag = b5 (magnitude da derivada direcional menor que a especificada)

firstorderopt = 4.5e¢ — 005
Mazx constraint = 9.313e — 009,

Ou seja, o resultado é semelhante, exceto pela bandeira. Assim, pensamos em escalar
também a funcdo objetivo pois contém variaveis de ordem de grandeza bastante distintas.
Multiplicamos entao a funcao por 1079, visto que Moré usa esse fator para escalar a

equagao (3.1.10) (equagao de balango de calor do estdgio zero), que também contem a
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variavel ¢, de maior ordem da funcao objetivo. Com isso, obtivemos o seguinte resultado:

ty = 88.945
d = 442.19
g = 8386200
fval = 450.04 (4.4.3)
exitflag = 4 (magnitude da dire¢ao procurada menor que a especificada)

firstorderopt = 4.1239e¢ — 007
Max constraint = 3.725e — 009,

Apesar do valor da funcao objetivo ter aumentado em relacao ao resultado anterior,

tem-se que o custo por litro de destilado,

custo B 450.04
destilado ~ 442.19

= 1.0178,

melhorou, pois também aumentou a quantidade de destilado.

Novamente, o valor de ¢ nao se alterou. Isso implica, como pode ser visto no resultado
(4.4.3), que o valor de t; foi o responsavel por levar o valor de f para cima e por isso,
outras alteracoes importantes também ocorreram, a comecar pelo comportamento dos

vapores, como pode ser visto no grafico da Figura 4.6.
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Figura 4.6: O grafico mostra as massas de vapor v; do primeiro caso (com estrelas) e
deste caso (com retangulos), para cada estégio 1.

Observe que neste caso nao ocorreu o fenémeno da reducao da massa de vapor do
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prato de alimentacdo para o prato imediatamente superior. A entrada da carga de
alimentacao com temperatura proxima a temperatura do prato de alimentacao consome
menos energia e conseqlientemente hd maior producao de vapor.

As temperaturas, para cada estagio de destilagdo, sdo mais altas comparadas com o

resultado anterior, conforme podemos observar na Figura 4.7.
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. 9771 ¢
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90 * - 83.97

* 78.32
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: © estagios i
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Figura 4.7: Grafico mostrando as temperaturas ¢; do primeiro caso (com estrelas) e deste
caso (com retangulos) para cada estégio i.

No entanto, as composi¢oes molares do metanol no liquido que escorre pela coluna,
em cada estagio de destilagao, foram menores na otimizagao dessa nova formulagao do
problema quando comparada também com a otimizagao do problema na formulagao
inicial (ver Figura 4.8).
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Figura 4.8: Grafico mostrando as composi¢cbes molares do metanol, para cada estagio
i, obtidas com a otimizagao da funcdo f no primeiro caso (estrelas) e caso atual
(retangulos).
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As pressoes, por sua vez, permanecem praticamente com os mesmos valores de suas

estimativas iniciais, ou seja, com os valores propostos por Moré.

Percebemos com esses dois casos que a rotina nao conseguiu minimizar o valor ¢ e que
t; tem uma relacao direta com as massas de vapor na secao de retificagao. Além disso,
percebemos que o escalamento das restrigoes e da funcgao objetivo afetam a otimizacao
do problema. Portanto, nos fizemos o seguinte questionamento: Sera que existe uma
calibracao ideal do problema que nos leve a obter uma solucao satisfatéria dos pontos
de vista matematico e fisico-quimico? Na busca da resposta a esse questionamento,

chegamos nos resultados que seguem na préoxima secao.

4.4.3 A influéncia do escalamento

Para melhor visualizar como as equagoes estao sendo escaladas, vamos reescrever o pro-

blema que estamos otimizando e incluir esses escalares.

Minimizar f(x) = b;. {cl.q + ¢y [12(;0(ﬁ.cm + fhc)(ty — to)] }

restrita a
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bo.[l121; — voyo,; — bxo;] =0 para j=1,2

bo.[f} 4+ vic1yio1j + lisaZipry — viyiy — Lixij]) =0 paraj=1,2ei=2
paraj=1,2e:=3

paraj=1,2et1=1,3,4,56

parat1=1,3,4,56
bs.[hg 4+ vi1Hiy + liprhiyr — v Hy — ik,
bs. [Hy +vi1 Hi—y + liz1hivy — vilH; — Lk

2
be. [Zyij—ll =0 parai=1,...,7
j=1
2
br. [Z(fjurf})—d—b] =0

0
0
0
0
=0 paraj=1,2
0
0
0 paraz=2
0

para ¢ =3

j=1
0<t <200 paraz=20,...,7
0 <ty <200
500 <wv; <1000 parat=0,...,6
0<z; <1 paraj=1,2e:t=0,...,7
760 < m; <2000 parai=20,...,6
0<b< 11355
0<d<1135.5
1000000 < ¢ < 15000000

Dois resultados valem a pena ser apresentados para incrementar a discussao da in-
fluéncia do escalamento. O primeiro deles, corresponde ao problema escalado com as
seguintes constantes:

by =107%, by =103
by =1, by =107%
bs = 1073, bs=10"3
b =1,
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a qual produziu o seguinte resultado:

ty =

d =

g =

foal =

exitflag =
firstorderopt =

Mazx constraint =

88.555

441.74

8386200

449.6 (4.4.4)
0 (excedeu o nimero de avalia¢ao da fungao)

0.94954

9.332e — 007.

A temperatura ty, o destilado d e funcao objetivo tiveram uma pequena alteracao,

diferentemente das demais varidveis. No entanto, o algoritmo exibiu flag 0 pois excedeu

o nimero de avaliagoes da funcdo. Além disso, as condigoes de primeira ordem nao foram

adequadamente satisfeitas.

O segundo e melhor resultado obtido da otimizagao desse problema, deu-se com o

seguinte escalamento:

by =1078, by =107,
by =1, by = 1078,
bs =107% bs =102,
by = 1072,

com o qual obteve-se os resultados,

ty

d

q

foal

exit flag
firstorderopt

Mazx constraint

Observe que o algoritmo

malidade de primeira ordem

= 88.945

= 442.19

= 8386200

= 450.04 (4.4.5)
= 1 (satisfaz as condigbes de otimalidade)

= 4.1239¢ — 009

= 1.863e — 009.

exibiu agora flag 1, que significa que as condigoes de oti-

foram satisfeitas. Além disso, a violacdo das restrigoes sao

tao pequenas (Max constraint=1.863e-009) quanto o valor do firstorderopt (que é
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4.1239¢-009). Contudo, os demais valores sdo praticamente idénticos aos obtidos na
Secao 4.4.2, conforme resultado (4.4.3). Os que diferem um pouco, apresentam essa

diferenca na casa dos centésimos.

Outros escalamentos, além dos apresentados, foram experimentados e exceto pelas
bandeiras, que se alternavam entre flag 4 e flag 5, os valores das variaveis ficaram prati-
camente idénticos aos do resultado (4.4.5) os quais, a nao ser pela casa dos décimos
de algumas varidveis, sao idénticos aos respectivos valores dados ao algoritmo como es-
timativas iniciais. Ou seja, o ponto encontrado é praticamente idéntico a solugao que

obtivemos para o sistema de equilibrio proposto por Moré.

Com esses resultados, portanto, concluimos que os varios escalamentos para esse pro-
blema pouco influenciaram na convergéncia do algoritmo, embora tenhamos notado que
o nao escalamento tenha conduzido o algoritmo para uma solugao diferente (Segao 4.4.1).
Contudo, a estimativa inicial do vetor das variaveis do problema pode estar contribuindo
para essa acomodacao da solugdo, principalmente se essa estimativa for, ou estiver muito

proxima de um ponto de atracao do problema.

Como a nossa estimativa inicial para as variaveis é, em parte, solucdo de um sistema
de equilibrio construido com quase todas as equagoes que constituem o conjunto ad-
missivel do nosso problema de otimizacao, e noutra parte, pelos valores dados por Moré
a esse sistema, é de se esperar que esse ponto seja de grande atragao do método e possa
estar conduzindo o algoritmo para a mesma solucao, independentemente do escalamento
tomado. E claro que, quando dizemos “independentemente do escalamento”, estamos
nos referindo a escalares que de fato visam equiparar a ordem de grandeza das equagoes

do problema.

Diante dessa hipétese, uma perturbagao das variaveis iniciais foi testada. Os resul-

tados seguem na préxima segao.

4.4.4 Utilizando uma nova estimativa inicial para as variaveis

Mantendo o mesmo escalamento da secido anterior, mas fornecendo ao algoritmo o ve-

tor inicial arbitrério cujo valor das componentes é dado pela Tabela 4.4, obtivemos os
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to=90, =90, ts=90, t3=090, t, =90,
ts =90,  tg=90, t;=90, t;=90, wo=800,
vy =800, wy =800, wy=2800, w,=23800, ws=800,
Vg = 800, To1r = 05, Lo = 05, 11 = 05, T12 = 05,
To1 = 057 To9 = 05, T3l = 05, T3g = 05, T41 = 05,
Tyo2 = 05, T51 = 05, T50 — 05, Tel = 05, Te2 = 05,
T — 05, Tro — 05, o — 1400, ™ = 1400, g = 1400,
T5 = 1400, 7, = 1400, 5 = 1400, 75 = 1400, 77 = 1400,
b=500, d=400, g¢=12.10°

Tabela 4.4: Estimativas iniciais arbitrarias para as varidveis do problema de otimizacao.

seguintes resultados:

t;, = 26.21
d = 613.22
g = 6253700
fval = 282.79 (4.4.6)
exitflag = 1 (satisfaz as condic¢oes de otimalidade)

firstorderopt = 3.9853e — 009
Maz constraint = 4.657e — 009.

Observe que as saidas da rotina que indicam se o ponto encontrado satisfaz as
condigoes de otimalidade do problema (exitflag, firstorderopt, Max constraint),
validam os resultados obtidos do ponto de vista matematico. Além disso, a perturbacao
no ponto inicial fez com que o algoritmo encontrasse uma nova solucao para o problema
de otimizacgao.

Observe que neste caso, tanto a varidvel ¢y quanto a ¢, foram minimizadas e con-

seqiientemente, foi reduzido o valor da funcao objetivo. Temos agora que

f(---,26.21, -+ ,6253700) = 282.79.

tf q

Também obtivemos um valor maior para o destilado. Assim, o custo por unidade de

destilado ficou igual a
custo  282.79

= = 0.461
destilado  613.22 0-4610

reais por unidade de destilado.
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Porém, esses bons resultados nao se estenderam para as demais varidveis. Os va-
pores repetiram o mesmo comportamento de reducao da massa de vapor no prato de
alimentacao, além de apresentarem valores bem menores quando comparados com 0s
valores obtidos usando o ponto inicial de Moré (como passaremos a denominar o con-
junto das estimativas iniciais formado pelas variaveis obtidas com a solugao do sistema
de equilibrio de Moré e pelos valores dados por este as variaveis que acrescentamos no

nosso problema), conforme pode-se observar na Figura 4.9.
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Figura 4.9: Os graficos mostram os resultados das temperaturas e dos vapores obtidos
na otimiza¢ao usando o ponto inicial de Moré (estrela) e o ponto arbitrario (retangulos).

As temperaturas, além de valores maiores que os obtidos anteriormente, apresentaram
comportamento atipico para uma coluna de destilacdo. Conforme pode-se observar na
Figura 4.9, as temperaturas estao aumentando e diminuindo ao longo da coluna, con-
tradizendo o que era esperado, a saber, uma seqiiéncia decrescente de temperaturas.

As pressoes, que até o momento nao variavam, também apresentaram valores fora
dos padroes. Primeiramente, os valores estao muito altos, o que pode vir a causar
problemas hidréulicos na coluna (conforme apresentado na Sec¢ao 2.6.3 deste trabalho)
e, posteriormente, por apresentar um comportamento oscilatério, conforme mostra a
Figura 4.10.

Para finalizar e comprovar definitivamente que essa solucdo nao satisfaz o que se
esperava de um processo de destilagao, embora matematicamente tenha sido o melhor
resultado obtido até momento, basta acompanhar a composicao molar do metanol para
cada estagio da coluna, na Figura 4.11. O grafico mostra que a coluna nao esta destilando
o metanol corretamente, inclusive, em certo ponto, ele até perde pureza, o que pode
indicar um arraste de liquido pelo vapor conforme descrevemos na Secao 2.6.3. Além

disso, o volume de vapor que chega ao topo e a quantidade de destilado que sai da coluna
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Figura 4.10: Grafico mostrando os valores das pressoes em cada estagio ¢ obtidos na
otimizagdo do problema, primeiramente usando o ponto inicial de Moré (em estrela) e
posteriormente, com um ponto arbitrario (em retangulos).

nao sao compativeis.

estdgios i

Figura 4.11: Grafico mostrando a composi¢ao molar do metanol para cada estagio i de
destilagao.

No entanto, embora o resultado nao tenha sido satisfatério do ponto de vista do
processo de destilacao, ele nos mostrou que o algoritmo conseguiu escapar da atracao
do ponto de Moré. Assim, talvez seja uma questao de ajustar o escalamento e/ou in-
cluir mais algumas restricoes para “amarrar” melhor as variaveis a fim de obtermos um

resultado satisfatério de forma geral.

4.4.5 Inserindo restricoes ao refluxo

Na literatura, encontramos que a taxa de refluxo,
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em geral, varia entre 1.1 e 1.4 (ver [23]), ou seja,

1.1<r <14

Ela é responsavel por manter o equilibrio da coluna e garantir maior grau de pureza
do destilado. Portanto, resolvemos inserir essa condicao por meio das duas inequacoes

que seguem

’U6—2.4d
2.1 d—vﬁ

IA
o

(4.4.7)

VAN
o

l
Essas inequacoes decorrem do fatode l; = vg—der = 57, donde resulta na desigual-

dade

e conseqiientemente em (4.4.7).

Tomamos para essas duas inequacoes um escalamento por 1072 e obtivemos os seguintes

resultados:

tp = 28.1828
d = 265.63
g — 6638133.45
fval = 302.33 (4.4.8)
exitflag = 1 (satisfaz as condigoes de otimalidade)

firstorderopt = 4.0769¢ — 009
Maz constraint = 8.382¢ — 009.

De acordo com os valores de firstorderopt e de Max constraint, temos que o
vetor solugao dado pelo algoritmo satisfaz as condi¢des do problema. O valor da fungao
objetivo é o melhor dos valores validos encontrados até agora. Analisando a razao entre
custo e destilado, podemos ter uma nocao melhor de quanto esse valor é significativo

para o processo. Nesse caso, essa razao ¢é

302.33

=1.138.
265.63 58
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A otimizacao conseguiu minimizar os valores de ¢y e de ¢. A temperatura ¢; ficou
préxima do minimo, e portanto, alterou as massas de vapor na segao de retificagao (ver
Figura 4.12), semelhante ao resultado obtido na otimizagao do problema usando o ponto

inicial de Moré, conforme vimos na Secao 4.4.1.
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Figura 4.12: Grafico mostrando os vapores v; encontrados na otimizagao do problema que
inclui as inequagdes do refluxo (retangulos) e da otimizacao do problema na formulacao
inicial usando o ponto inicial de Moré (estrelas).

As inequacoes das condicoes de refluxo inseridas no conjunto admissivel garantiram
melhor desempenho da coluna, conforme se observa analisando a composicao molar do

metanol em cada estdgio ¢ da coluna (ver Figura 4.13).
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Figura 4.13: O grafico mostra os resultados obtidos na otimizagao do problema para a
composicao molar do metanol em cada estagio .

As temperaturas, apesar da diminuicdo da energia do refervedor, apresentaram val-
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ores mais altos comparados com os valores obtidos nas otimizacoes anteriores. Por
exemplo, uma comparagao com os valores obtidos usando o ponto inicial de Moré, é

mostrada na Figura 4.14.

120 ;
1104
100 N
90 *
80 *
70

estagios i

Figura 4.14: O gréfico mostra os valores das temperaturas em cada estagio ¢ da coluna
obtidos da otimizagao usando ponto inicial de Moré e escalamento do problema (estrela)
e da otimizacao usando ponto inicial arbitrario e condicao para o refluxo.

Ainda pela Figura 4.14, percebe-se que a temperatura t; (temperatura do prato
imediatamente abaixo do prato de alimentagao) sofreu uma redugao drastica e logo
depois, no estagio ¢ = 2, voltou a subir e seguiu o padrao dos demais casos. Fazendo
uma andlise superficial, esse fato pode estar relacionado com a temperatura ¢ da carga
de alimentagao que ocorre no estagio ¢ = 2. Possivelmente, como o valor de ¢; é baixo, a
carga de alimentagao absorve energia térmica ao entrar na coluna e, além da diminuicao
do volume de vapor que sobe para o préximo prato (conforme Figura 4.12), ocorre um
aumento do liquido que escorre para o prato do estagio i = 1, que acaba provocando
uma queda de temperatura nesse estidgio. Talvez isso também justifique o alto valor de
produto de fundo, a saber, b = 869.87.

Os valores das pressoes podem também estar relacionados com esse comportamento
das temperaturas. Observe, na Figura 4.15, que a pressao no estagio ¢ = 1 também
sofre uma reducgao e volta a aumentar no estagio ¢ = 2, assim como as temperaturas.
Em seguida, hd uma leve queda e depois volta a subir, mostrando uma certa tendéncia
a se estabilizar. Além disso, a pressao de cada estagio é fortemente influenciada pela
temperatura e pelo volume de vapor, que conforme podemos observar nas Figuras 4.14
e 4.12, apresentam comportamento que justifica os valores das pressoes.

Em suma, a inser¢ao das duas inequagoes (4.4.7) ao conjunto admissivel, propor-
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Figura 4.15: Grafico com os valores das pressoes em cada estagio ¢ da coluna.

cionou uma dinamica diferente do processo. Dizer que os valores encontrados sdo ade-
quados ou nao para uma coluna de destilagdo, foge do nosso alcance. No entanto, apesar
de nao ser o objetivo desse trabalho, é sabido que as industrias que utilizam colunas
para retificar metanol, desejam obté-lo com maior grau de pureza possivel, como por
exemplo a Barralcool, que requer um grau de pureza de 99.98%. Assim, dos resultados
obtidos até o momento, foi com essa formulacao do problema que o melhor grau de
pureza do destilado foi alcancado (95% de pureza), apesar de seu volume ter diminuido.
O valor da funcao custo energético, o qual propomos minimizar, parece fazer mais sen-
tido quando relacionamos com o volume de destilado, como fizemos em todos os casos.
Portanto, numa tultima tentativa de aprimorarmos o problema, resolvemos modificar a
funcao objetivo, inserindo o destilado de tal forma que ao invés de termos uma funcao
custo energético, tenhamos a fungao custo energético por unidade de destilado. Ou seja,

a nova funcao objetivo tem a seguinte formulagao:

1000
4.2

(f{cm + fé'ca)(tf - tO)
d )

C1.q + Co

glz) = (4.4.9)

onde x é definido conforme (4.3.11).

O objetivo é fazer com que o algoritmo, na busca por um valor minimo de f, maximize
o valor do destilado que, por sua vez, como estd relacionado com as inequagoes (4.4.7),
possa influenciar sobre o volume dos vapores na secao de retificagdo e com isso, estabilizar
as pressoes. Os resultados encontrados dessa nova formulagao do problema seguem na

préxima secao.
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4.4.6 A funcao custo por unidade

Para nos referirmos a essa nova formulacao do problema de otimizacao, daqui por diante,
trataremos como o problema da fungao custo por unidade. Os resultados obtidos com a

otimizagao desse problema sao:

ty = 25.01
d = 307.87
q = 7414800
fval = 1.0838 (4.4.10)
exitflag = 1 (satisfaz as condigoes de otimalidade)

firstorderopt = 1.4593e¢ — 011
Maz constraint = 3.725e — 009.

Primeiramente, observe que a medida firstorderopt é melhor que o resultado obtido
anteriormente (ver resultado 4.4.8) e que a violacao das restrigoes, indicada pela saida
Max constraint, é tdo pequena quanto a outra. Além disso, a bandeira 1 nos diz que
o ponto encontrado pelo algoritmo estd satisfazendo as condicoes de otimalidade de

primeira ordem.

Diante das informagoes sobre o ponto encontrado, vamos comparar os resultados com

o caso anterior, a comecar pelo valor da fungao objetivo.

Como tratam-se de fungoes diferentes, vamos deduzir o valor do custo energético

anterior através da relacao

onde f(x) é a fungao custo energético definida em (4.3.1). Dai, como d = 307.87 e
g(x) = 1.0838, tem-se
f(x) = 333.67,

isto é, o valor da funcao f é maior que o resultado anterior. Isso ocorre porque o aumento
da varidvel ¢ contribui mais para o aumento do valor de f do que a diminuigao de t;

consegue reduzi-lo. Alids, t; encostou no limitante inferior.
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Por outro lado, quando analisamos o custo por unidade, tem-se que

g(x) = 1.0838,

é menor que o custo anterior.

As temperaturas dos estdgios da coluna, nessa nova formulac¢ao do problema, também
repetiram o mesmo comportamento do resultado anterior, mas de forma menos acentuada

conforme podemos observar na Figura 4.16.
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Figura 4.16: Gréfico dos valores das temperaturas em cada estagio ¢ da coluna para
a otimizac@o incluindo as inequagoes do refluxo (estrelas) e para a otimizacdo da nova
formulagao do problema (retangulos).

Os vapores também repetiram o mesmo comportamento (ver Figura 4.17), no entanto,
o volume em cada estagio aumentou, o que pode justificar o volume maior de destilado

no topo.

Suavizados também ficaram os valores das pressoes, mas a oscilacao dos valores nos
primeiros estdgios da coluna se repetiu, estabilizando-se do estégio i = 3 em diante (ver
Figura 4.18). Além disso, a pressao no estigio i = 2 atingiu o limite méximo estabelecido

para essa varidvel.

Porém, aumentando um pouco esse limite (de 2000 para 2100), obtivemos, além de
diferentes valores para as pressoes, alteracao das demais varidveis, e inclusive da funcao

objetivo.
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Figura 4.17: Grafico dos valores dos vapores em cada estdgio ¢ da coluna para a
otimizagao incluindo as inequagoes do refluxo (estrelas) e para a otimizacdo da nova
formulagao do problema (retangulos).
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Figura 4.18: O grafico mostra os valores das pressoes em cada estagio ¢ da coluna obtidos
na otimizagao que inclui as inequagbes do refluxo (estrelas) e na otimizagao da nova
formulagao do problema (retangulos).

A saida da rotina para essa nova situacdo é a seguinte:

tp = 2501
d = 328.95
q = 7494500
fval = 1.0253 (4.4.11)
exitflag = 1 (satisfaz as condigoes de otimalidade)

firstorderopt = 1.1917¢ — 011
Maz constraint = 7.451e — 009.

Observe que o valor da fungao objetivo foi minimizado ainda mais. O valor de t;
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continuou o mesmo, embora desta vez, a rotina nao tenha acusado que essa variavel
encostou no limitante inferior. Nenhuma das pressoes, com essa folga de 100 unidades,
encostou no limitante superior, como pode ser observado na Figura 4.19. Vale a pena

dizer que m = 2095.82 < 2100.
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Figura 4.19: O gréafico mostra os valores das pressoes em cada estagio ¢ da coluna obtidos
na otimizagdo que inclui as inequagoes do refluxo (estrelas) e na otimizagao da nova
formulagao do problema com aumento dos limitantes das pressoes (retangulos).

Vapores e temperaturas também tiveram um pequeno aumento, como pode ser obser-
vado no Anexo deste trabalho, mas mantiveram o mesmo comportamento visto nas
Figuras 4.17 e 4.16.

A composi¢ao molar do metanol em cada estdgio diminuiu, em particular, a z7; (a
composigao molar do destilado), baixou para 0.9246, enquanto que no caso anterior, seu
valor era de 0.9459.

A nova formulacdo da fungao objetivo, embora nao tenha eliminado, parece ter
suavizado os picos encontrados nos valores das variaveis obtidos na otimizacao anterior.

A otimizacdo desse novo problema usando o ponto inicial de Moré resultou nos mes-
mos valores das variaveis obtidos na formulacao anterior a essa, conforme pode ser ob-
servado comparando as saidas dos dois casos colocadas no anexo, exceto é claro, pelo
valor da funcao objetivo, ji que agora seu valor expressa custo energético por unidade
de destilado.

Assim, como essa nova formulagdo do problema nao altera os resultados obtidos
anteriormente com o ponto inicial de Moré, mas é fundamental para a sua otimizacao
partindo de um ponto arbitrario, tomaremos essa nova funcdo como base para discutir

os resultados da nossa investigacdo numérica. Para isso, apresentaremos na forma de
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Figura 4.20: O grafico mostra os valores da composi¢cao molar do metanol em cada
estagio i da coluna obtidos na otimizagao que inclui as inequagoes do refluxo (estrelas) e
na otimizagao da nova formulagao do problema com aumento dos limitantes das pressoes
(retangulos).

tabela todos os resultados obtidos nas varias investidas sobre o problema e as principais

caracteristicas de cada um.

Tabela 4.5: Tabela resumo dos resultados da investigagao numérica.

TENTATIVA RESULTADOS PRINCIPAIS CARACTERISTICAS
ty = 89 Esses sao os dados iniciais do problema

0 d = 44213 a serem otimizados. Em especial, o va-

valores q = 8386200 lor da fungao objetivo (fval).
iniciais fval = 450.10
sto - _ 10178
dest
ty = 25.01 A t; atingiu o limite inferior.
d = 368.03 Redugao das demais temperaturas.

1 q = 8386200.06 | Composicao do destilado de 94.11%.
foal = 377.39 Redugao do vapor no estagio i =2 e
flag = 4 manteve o comportamento nos demais.
CUslo 254
dest

ty = 25.01 Nessa tentativa, foram escaladas as
d = 368.07 equagoes do conjunto admissivel. O

2 q = 8386200.06 | resultado é semelhante, exceto pela
foal = 377.39 bandeira.
flag = 5
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TENTATIVA RESULTADOS PRINCIPAIS CARACTERISTICAS
ty 88.945 Aqui, além das equacgoes, também foi
d = 442.19 escalada a fungao objetivo. Os valores
3 q = 8386200 se aproximaram das estimativas iniciais
foal = 450.04 fornecidas as varidveis do problema.
flag = 4
custo 1.0178
dest
ty = 88.555 Testando outros escalamentos para o
4 d = 441.74 conjunto admissivel, obteve-se este re-
q = 8386200 sultado. Este é o pior resultado entre
foal = 449.6 as tentativas realizadas.
flog = 0
ly = 88.555 Com o melhor escalamento encontrado
d = 441.74 o algoritmo encontrou uma solugao que
5 q = 8386200 satisfaz as condigoes de otimalidade.
foal = 449.6 A solucao coincide com o ponto inicial
flag = 0 de Moré.
iy = 26.21 Utilizando um ponto arbitrario, o algo-
d = 613.22 ritmo encontrou uma solugao diferente
6 q = 6253700 da anterior. Porém, nao satisfaz as
foal = 282.70 relacoes fisico-quimicas do processo.
flag = 1 Pela primeira vez, o valor de ¢ variou
custo -~ .
= 0.4610 significativamente.
dest
ly = 28.18 Foi inserida uma condicao para o
d = 265.63 refluxo. Isso corrigiu alguns problemas
7 q = 06638133.45 | fisico-quimicos. Porém manteve-se o
fval = 302.33 comportamento oscilatério em torno do
flag = 1 prato de alimentacao e o custo por
custo .
= 1.138 unidade aumentou.
dest
iy = 25.01 Transformando a fungao objetivo em
d = 307.87 uma fungado custo por unidade de des-
8 q = 7414800 tilado, melhorou o resultado. No en-
fval = 1.0838 tanto, uma das pressoes encostou no
flag = 1 limitante superior.
ly = 25.01001 Com o aumento dos limitantes superi-
d = 328.95 ores das pressoes, nenhuma variavel en-
9 q = 7494500 costou nos limitantes. O valor da
fvoal = 1.0253 fungao objetivo diminuiu. Suavizou o
flag = 1 comportamento oscilatorio das
variaveis em torno do prato de

alimentacao.
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4.5 Sintese da analise numérica

Em geral, nos classicos problemas de otimizagao encontrados nos livros didaticos, quando
encontramos um ou mais pontos do conjunto admissivel tais que o valor da funcao

objetivo seja minimo, dizemos que encontramos a solucao do problema.

No entanto, num problema onde as varidveis envolvidas devem satisfazer certas
relacoes fisico-quimicas, isso nao é tao direto. A solucao do nosso problema deve, além
de minimizar a fungao objetivo, satisfazer os aspectos fisico-quimicos da coluna de des-
tilacdo. Nesse sentido, tanto o resultado da otimizacao do problema usando o ponto

inicial de Moré

., 88.975, -+ -, 8386200)
—— ——

ty q ~450.04
d ©442.19

= 1.0178,

quanto o resultado obtido usando um ponto arbitrério,

g(---,25.01001, - - - ,§2\8}i§, 7494500) = 1.0253
ty d q
sao solucoes do problema (4.4.5). Matematicamente, elegeriamos o primeiro desses re-
sultados como o melhor, mas do ponto de vista do processo de destilagao, devemos olhar
também para outros valores, como por exemplo, a composicao molar do destilado, o que
também é almejado por usinas que retificam metanol. Assim, sintetizaremos as principais

caracteristicas observadas.

Nos resultados obtidos com o ponto inicial de Moré, variaveis como temperatura,
vapor e pressao, apresentam um comportamento com melhor consisténcia em relacao
a um processo de destilagao, como podemos observar pelos graficos comparativos das

Figuras 4.21 e 4.22.

Por sua vez, as composi¢oes molares neste caso sao maiores em todos os estagios da
coluna quando comparadas ao resultado dessas na otimizagdo com o ponto inicial de
Moré (ver Figura 4.23). Logo, tem-se destilado com menor grau de pureza.

J& os resultados obtidos da otimizagao com o ponto arbitrario, mostram-se mais
elevados e com alguns picos, como podemos observar nas Figuras 4.21 e 4.22. Embora,
nao tenhamos condigoes de afirmar se esses valores sdo ou nao impraticaveis, podemos

dizer que sao “aceitaveis”. Além disso, um processo de destilacdo baseado em tais
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Figura 4.21: Grafico da pressao para cada estdgio i da coluna obtidos na otimizagao da
func@o ¢ usando o ponto inicial de Moré (estrela) e o ponto arbitrario (retangulos).
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Figura 4.22: Os graficos mostram as temperaturas e os vapores para cada estagio ¢ da
coluna obtidos na otimizagao da fungao g usando o ponto inicial de Moré (estrela) e o
ponto arbitrario (retangulos).
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Figura 4.23: Gréfico da composi¢do molar do metanol para cada estagio ¢ da coluna
obtidos na otimizagao da fungao g usando o ponto inicial de Moré (estrela) e o ponto
arbitrario (retangulos).

resultados dispensaria o aquecimento da carga de alimentagao e obteria destilado com

maior grau de pureza, embora tenha um custo energético maior para cada unidade
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produzida.

Portanto, concluimos que é possivel otimizar problemas de destilacao restritos a
condigoes de equilibrio através de uma abordagem via multiplicadores de Lagrange.
Quanto a afirmar qual das respostas obtidas com a nossa investigagao numérica é uma
solucao efetiva do problema, deixaremos em aberto, assim como fez Moré com seu sis-
tema de equilibrio, para que outros, a partir deste trabalho, possam avancar e acrescentar
mais condicoes a fim de eliminar qualquer suspeita sobre a viabilidade fisico-quimica da

solucéao.
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Consideracoes Finais

Baseados no artigo de Moré (ver [24]), formulamos um problema de otimizagdo que
consiste na minimizacao de uma funcao f, que fornece o custo energético para destilar
metanol numa coluna de destilacao com oito estagios, e restrito a varias condicoes de
equilibrio. No decorrer do desenvolvimento da investigagdo numérica, realizada com o
software MatLab e sua rotina fmincon, nos deparamos com algumas particularidades do

problema e a necessidade de diversos ajustes.

Desde o principio da otimizagao do problema percebemos a necessidade de um escala-
mento do seu conjunto admissivel, visto que este era composto por equagoes (restrigoes)
com variaveis de grandezas distintas. Essa mesma idéia foi usada também para a fungao
objetivo, como pode ser visto através dos resultados expostos na Secao 4.4.1. O escala-
mento mostrou-se fundamental, porém nao necessitamos de uma andlise rigorosa para
chegar na melhor escolha para os escalares do problema. Para essa conclusao, foram
testados vérias combinagoes de escalares (que fizessem sentido de serem usadas) para
o escalamento do problema. Embora para cada escalamento usado, o algoritmo fosse
encerrado por algum outro motivo que nao o de ter satisfeito a condigao de otimalidade
do problema dentro da tolerancia especificada(flag 1), os resultados praticamente nao
variavam de um escalamento para outro, como podemos ver pelos resultados 4.4.4 e
4.4.5, que sao o pior e o melhor dos resultados conseguidos apds varios escalamentos.
Apesar das flags distintas de 1, os valores do firstorderopt e do Max constraint in-
dicavam que o ponto encontrado poderia ser tomado como uma solucao do problema.
Contudo, essa convergéncia, independente de um ajuste fino dos escalares, pode ter sido
uma conseqiiéncia das estimativas iniciais as variaveis do problema fornecidas ao algo-
ritmo, que consistem em parte, nos valores encontrados para a solucao do sistema de

equilibrio de Moré (ver Segao 4.1), e o restante, com os valores dado por ele as varidveis
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que acrescentamos ao problema. Essa estimativa passou a ser chamada de ponto inicial
de Moré.

Na formulacao do nosso problema de otimizacao foram incluidas algumas varidveis
que Moré tomara como constantes de entrada em sua tentativa de resolucao de seu sis-
tema nao linear, formulado com equacgoes de equilibrio para o processo de destilacdo do
metanol-8. Moré nao conseguiu resolver esse sistema, mas nds tivemos sucesso, trabal-
hando no Maxima (rotina mnewton). Esse sucesso nos levou a formula¢ao de um problema
de otimizagao, o qual inclui em seu conjunto admissivel todas as equagoes de equilibrio do
sistema de Moré. Conseqiientemente, quando inicializdvamos o algoritmo com o ponto
inicial de Moré, ele nao conseguia melhorar o valor da funcao objetivo, pois encontrava-
se muito préximo do ponto que satisfazia sua condigdao de otimalidade, ou seja, de um
ponto atrator do problema. Esse talvez seja o motivo que pelo qual o problema nao
tenha necessitado de um ajuste tao fino do escalamento.

Assim, aceitamos definitivamente que o ponto inicial de Moré, encontrado por nds
com o uso do software Maxima, consistia na solucao do nosso problema de otimizacao. No
entanto, Moré tomou arbitrariamente valores para elementos essenciais na formulagao
do sistema como por exemplo, destilado, produto de fundo, temperatura da carga de
alimentacao e por meio do sistema, procurou por valores para as demais varidveis de
forma que se cumprissem as condi¢oes de equilibrio da coluna. Em outras palavras,
essas variaveis deveriam se ajustar aos dados de entrada fornecidos por Moré. Mas como
garantir a viabilidade desses dados de entrada? Esse motivo nos levou a tornar variaveis
algumas das constantes utilizadas por Moré. Além disso, de acordo com o que vimos na
coluna de destilacao da usina Barralcool, valores altos para a varidvel t;, temperatura
da carga de alimentacdo da coluna, parecem nao ser praticaveis, como também parecem
nao ser praticaveis valores baixos para a porcentagem molar do destilado, x71, como sao
encontrados na solucao de Moré. Portanto, gostariamos de ter encontrado um ponto
que nao fosse igual ao de Moré, embora tenhamos percebido ser praticamente impossivel
que o algoritmo encontrasse outro ponto se continudssemos fornecendo o ponto inicial
de Moré, ou seja, se continuassemos fornecendo um ponto que satisfazia as condigoes de
otimalidade do problema. Nesse sentido é que prosseguimos nossa investigagao utilizando
entao um ponto arbitrario para que o algoritmo “escapasse” do campo de atracao do

ponto de Moré.
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Com as novas estimativas iniciais (ver Tabela 4.4) o algoritmo conseguiu encontrar um
ponto viavel satisfazendo as condigoes de otimalidade do problema e que fosse diferente
do ponto de Moré, conforme podemos ver no resultado 4.4.6. Porém, se tratando de um
problema fisico-quimico, a validacao dos valores obtidos para as variaveis do problema é
tao importante quanto o valor étimo da fungao objetivo. Assim, embora tenhamos con-
seguido reduzir o valor da fungao objetivo, as demais variaveis invalidaram essa solugao,
pois apresentaram um comportamento completamente atipico para um processo de des-
tilagao. Um exemplo disso pode ser visualizado no gréfico das temperaturas na Figura
4.24.
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Figura 4.24: Grafico das temperaturas obtidas na otimizagao da funcao g usando um
ponto inicial arbitrario.

Esses novos valores nos levaram a uma reflexao sobre nosso conjunto de restrigoes
do problema. Comecamos a pensar até que ponto as restricoes impostas ao problema
garantiriam uma solugao que atendesse as exigéncias fisico-quimicas da coluna de des-
tilagao, e em quais poderiamos tentar inferir alguma alteragdo para melhorar a solugao.
Cruzando alguns valores obtidos, percebemos que a quantidade de vapor que chegava
até o topo seria insuficiente para gerar a quantidade de destilado que estava saindo (veja

a Tabela 4.6).

vapor 526.8
destilado 613.22

Tabela 4.6: Valores do vapor que atinge o condensador e do destilado obtidos com a
otimizacao da funcao f, utilizando o ponto arbitrario como estimativa inicial.

Percebemos entao, que o destilado d relaciona-se com o vapor vs (que chega ao
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condensador) somente por meio da rela¢ao

l7:1}6—d,

onde [; é o liquido que retorna ao topo da coluna (refluxo). Pelos valores obtidos, temos
que l; < 0. Assim, no processo de destilagao, ao invés desse liquido escorrer pela coluna,
de cima para baixo, ele estaria subindo pela coluna, o que nao faz nenhum sentido. Logo,
percebemos que seria necessario garantir que isso nao acontecesse. Indo mais além, na

literatura (ver [23]) encontramos que a taxa de refluxo,

deve variar entre 1.1 e 1.4 para garantir um bom grau de pureza do destilado. Portanto,
a inclusao dessa condicao, além de melhorar a quantidade de destilado, poderia também

melhorar a composicao molar de metanol. Isso resultou no acréscimo de duas inequacoes:

vg—24d<0 e 2.1d— v <0,

ao conjunto admissivel do nosso problema, que agora é formado por 32 restricoes de
igualdade e 18 restrigoes de desigualdade.

Os valores das variaveis obtidos com essa nova formulagao foram bastante satisfatérios
do ponto de vista fisico-quimico do processo de destilagao, exceto para as pressoes,
que apresentaram um comportamento oscilatério, conforme pode ser visto na Figura
4.15. Houve também uma queda da temperatura no estagio ¢ = 1 (Figura 4.14) e
da quantidade de vapor no estdgio i = 2 (Figura 4.12), mas como mostramos, foram
afetadas pela diminuicdo da temperatura de alimentacao feita neste estdgio. No entanto,
essa condicao fez com que o volume de destilado diminuisse em relagao aos volumes
obtidos nos resultados anteriores e, conseqiientemente, o custo por unidade aumentou.

O custo por unidade de destilado foi adotado como uma medida que calibrou a anélise
ao longo da investigagao, pois tornou-se dificil avaliar o quao bom era o valor da funcao
objetivo encontrado, ja que os valores mudavam a todo momento. Essa idéia que surgiu
para ajudar a avaliar o resultado constituiu-se na estratégia para recuperar o valor do

destilado perdido com a inclusao da condi¢ao do refluxo.
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Desta vez, ao invés de alterar o conjunto admissivel, alteramos a funcao objetivo.
Convertemos a fungao custo energético em uma fungao custo por unidade de destilado.
Isso vinha sendo feito com os valores obtidos apds cada otimizagao da fungdo custo,
simplesmente dividindo o valor encontrado pelo valor de destilado. Na nova formulacao, o
destilado passa a fazer parte da funcao objetivo, e por estar no denominador da expressao
que queremos minimizar, seu valor deve ser maximizado.

A otimizacao dessa nova formulacdo do problema nos rendeu resultados ainda me-
lhores, principalmente para a funcao objetivo, o que implica que o valor do destilado
foi maior. O aumento do destilado também fez com que aumentasse o volume de vapor
na secao de retificagdo. Em suma, os valores conseguidos com a otimizacao dessa nova
versao do problema foram melhores que os da versao anterior. O comportamento das
pressoes, constatado no caso anterior, se repetiu mas de forma bem mais suave, como
pode ser visto na Figura 4.19. Uma das pressoes encostou no limitante superior. Foi
dada entdo um folga maior para o intervalo das pressoes e com isso, o problema foi
resolvido.

Percebemos que o aumento da intervalo das pressoes fez com que essas, as temper-
aturas e os vapores tivessem um pequeno aumento nos seus valores, mas mantiveram o
mesmo comportamento apresentado no ultimo resultado.

Para finalizar, acreditamos que um estudo mais detalhado das relagoes fisico-quimicas
do processo de destilagao possa apontar novas condigoes a serem acrescentadas na forma
de restricoes adicionais ao problema. No entanto, para este trabalho, dentro das nossas
limitagoes de tempo, e por que nao dizer, de conhecimentos fisico-quimicos, temos a
certeza que cumprimos nosso objetivo a contento. O desafio de ir a campo e construir
um problema de otimizacao associado a um modelo real foi, de alguma maneira, vencido.
As dificuldades enfrentadas no decorrer do processo nio podem ser deixadas de lado.
Uma coisa é resolver um problema-modelo de um livro-texto, outra, bastante diferente,
¢é formular um problema para entao tentar resolvé-lo, sobretudo quando envolve questoes
relacionadas a sigilo industrial. O uso que fizemos dos pacotes computacionais também
merece destaque. Por um lado, dispor de uma rotina que resolva o problema em questao
é algo comodo, mas, por outro lado, encara-la como uma “caixa-preta’nao nos permitiu
interagir mais com o procedimento adotado. Certamente, conhecer mais sobre o método

utilizado é algo que fugiu ao escopo desse trabalho, mas que também seria bastante
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enriquecedor para a propria andlise dos resultados. De qualquer forma, esperamos que

esse texto sirva de motivacao ao leitor e estimulo a novas investidas.
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Anexo

Seguem em anexo, as saidas da rotina fmincon para cada escalamento das restri¢cées do

problema que foram discutidos no corpo deste trabalho.
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Aqui foram

fornecidos ao algoritmo, como estimativas iniciais, os valores encontrados na solucio do

Figura 4.25: Dados de saida da rotina fmincon mostrando os valores de todas varidveis
sistema de equilibrio de Moré.

do problema, da funcao objetivo e da bandeira exibida pelo algoritmo.
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Figura 4.26: Dados de saida da rotina fmincon mostrando os valores de todas varidveis

do problema, da funcao objetivo e da bandeira exibida pelo algoritmo. Aqui, além das

estimativas iniciais, também foram escaladas as restri¢oes de acordo com Moré.
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Figura 4.27: Dados de saida da rotina fmincon mostrando os valores de todas variaveis do

problema, da funcao objetivo e da bandeira exibida pelo algoritmo. Para este resultado

foi utilizado um escalamento diferente do sugerido por Moré, mas foram mantidas as

mesmas estimativas iniciais propostas por ele.

154



081t

Z9L9E"D

FLLOE'D

Sk5 B8

08TT

EFERS "0

6522600

FZE"BL

S00+3Z3BE" 8

6 EETT

LS95E"D

58° kLG

GLE"

617 ZkF

T'0TZ1

TLRER D

S52"I56

56668

TE £69

STEIT O

GZS0L 0

T0'SES

Ll 1]

OrTl

kasia’o

LLSTL O

E6*S26

BLE'SE

= BETFITHS

300~3%005" ¥

= Tend

DSTT 09Tt oLTt

£F yfnoaya Lf SWmTOD

EBZFE"D LILSS 0 BEZES O

ag ybnoaya gz SUEMTOD

EZFRZ"0 BLTE'D ZZBT0

L7 yBnoaya 1 SuumTod

20" 226 SEDIS L 988

21 yYbEnoays o7 SummTon

STL"LE 89207 LL*LOT

6 ybnoaya [ suamTol

Figura 4.28: Dados de saida da rotina fmincon mostrando os valores de todas varidveis do

problema, da funcao objetivo e da bandeira exibida pelo algoritmo. Para este resultado

foi utilizado o melhor ajuste dos escalares e vetor inicial de Moré.
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Figura 4.29: Dados de saida da rotina fmincon mostrando os valores de todas variaveis do
problema, da funcao objetivo e da bandeira exibida pelo algoritmo. Para este resultado

foi utilizado o escalamento anterior mas com um vetor inicial arbitrario.
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Figura 4.30: Dados de saida da rotina fmincon mostrando os valores de todas varidveis do

problema, da funcao objetivo e da bandeira exibida pelo algoritmo. Esses dados foram

obtidos com a otimizag¢ao do problema com inclusao de duas inequagdes no conjunto

admissivel.
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Figura 4.31: Dados de saida da rotina fmincon mostrando os valores de todas varidveis

do problema, da fungéao objetivo e da bandeira exibida pelo algoritmo. Esses dados foram

obtidos com a otimizacao da funcdo g restrita ao conjunto admissivel inicial adicionado

com as condigoes do refluxo.
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Figura 4.32: Dados de saida da rotina fmincon mostrando os valores de todas variaveis
do problema, da funcéao objetivo e da bandeira exibida pelo algoritmo. Esses dados foram
obtidos com a otimizacao da fungao g restrita ao conjunto admissivel inicial adicionado
com as condicoes do refluxo e aumento dos limitantes dos vapores.
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