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Resumo

Nesta dissertagao fazemos uma exposicao sobre alguns modelos matematicos com
aplicacoes em economia. Dentre os modelos estudados destacamos a versao discreta das
populares medidas de risco VaR (Value at Risk) e C-VaR (Conditional Value at Risk).
Discutimos algumas propriedades de tais medidas, e, principalmente, expomos sobre algu-
mas idéias para otimiza-las sob uma formulagao do tipo OVO (Order Value Optimization)

e propomos uma nova formulacao para o problema de minimizar a VaR.

Palavras-chave: Modelagem Matematica, Otimizacao, OVO (Order Value Optimi-
zation), VaR (Value at Risk), C-VaR (Conditional Value at Risk).

Abstract

In this dissertation we make a presentation on some mathematical models with appli-
cations in economics. Among the studied models we highlight a discrete version of the
popular risk measures VaR (Value at Risk) and C-VaR (Conditional Value at Risk). We
discuss about some properties of such measures, and, above all, expose on some ideas for
optimizing the VaR and CVaR under a OVO (Order Value Optimization) formulation

and propose a new formulation to the problem of minimizing the VaR.

Keywords: Mathematical Modeling, Optimization, OVO (Order Value Optimiza-
tion), VaR (Value at Risk), C-VaR (Conditional Value at Risk).
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CAPITULO 1

Introducao

Nesta dissertagao fazemos uma exposicao sobre alguns modelos matematicos com
aplicagoes em economia. Nosso objetivo no texto é apresentar algumas maneiras de como
tomar uma decisao financeira de modo a obtermos um lucro razoavel sem nos expor a
um risco maior do que o aceitado. As ferramentas que usaremos para desenvolver nossos
raciocinios serao os conceitos basicos de probabilidade, programagao linear e nao linear,

e uma idéia intuitiva de economia.

No capitulo 2 apresentamos os conceitos basicos a serem usados por todo o texto tais
como o vetor de decisao z, indicando a quantidade de ativos que devemos adquirir, ve-
tores de precos futuros 3’ e as fungoes de perda a eles associados f(x,y’). Feitas essas
consideracoes, introduziremos o conceito de risco e trataremos dos modelos de Markowitz

e Konno.

O capitulo 3 é a parte fundamental deste trabalho. Nele apresentamos a versao dis-
creta das populares medidas de risco VaR (Value at Risk) e C-VaR (Conditional Value at
Risk). Discutimos a idéia de coeréncia exposta em [10] e propomos um novo conceito de
coeréncia. Ainda nesse capitulo destacamos a se¢ao 3.5. Nela discutimos algumas idéias
para otimizar a VaR e a CVaR sob uma formulagao do tipo OVO (Order Value Optimi-

zation), apresentadas em |2, 6, 14], e propomos uma nova formul¢ao para o problema de
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minimizar a VaR.

No capitulo 4 relembramos os principais resultados da probabilidade elementar, co-
mentamos sobre o movimento browniano geométrico e suas aplicagoes em modelos proba-
bilisticos ligados a economia. Por fim, apresentamos a maneira que usamos para simular

nossos cenéarios futuros.

No capitulo 5 introduzimos os conceitos basicos do mercado de opgoes e daremos uma
idéia sobre a precificagao de uma opcao do tipo Call Européia atravéz da férmula original

desenvolvida por Black e Scholes [12].

Por fim, no capitulo 6 apresentamos os resultados computacionais referentes ao capitulo

3 e expomos nossas conclusoes.



CAPITULO 2

Perda média x risco

2.1 Introducao

Suponhamos que existissem n ativos e que devéssemos tomar a decisao de comprar
a quantidade x; do ativo 7. O sucesso de nossa decisao depende do futuro da economia,
porém o futuro nunca pode ser previsto com exatidao. Nos nossos modelos existirao m
vetores y € R™ que representarao m cendarios possiveis para a situacao da economia. No
capitulo 5 discutiremos algumas idéias de como obter esses vetores y. Nesse capitulo
assumiremos que eles ja sao dados de alguma forma, por exemplo por um economista ou
uma simulacao probabilistica. Desse modo, para cada decisao x tomada teremos uma
funcao de lucro I(x,y), a qual é uma varidvel aleatéria. Ou seja, I(z,y’) fornece o lucro
que teremos se tomarmos a decisao x e acontecer o cenario j. Por motivo de tradicao
da literatura de otimizacao, a qual trata do problema de minimizacao, definiremos a
fungao f(z,y) = —l(z,y) chamada fun¢ao de perda da decisdo x sob o cendrio y. Por
simplicidade escreveremos algumas vezes f;(z) = f(z,3’). Definamos também € como
sendo o conjunto das decisoes possiveis de serem tomadas. Por exemplo, aquelas cujos
gastos nao ultrapassam uma quantidade de dinheiro disponivel. Visto isso, como tomar

uma decisao?
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2.2 Minimizar a perda média

Nossa primeira idéia seria tomar a decisao que dara a menor perda possivel na média

dos cenarios.

minimizar E[f(x,y)]

sujeito a  x € )

Supondo os m cendrios equiprovéaveis (portanto cada um com probabilidade %), y?

representando o prego inicial do ativo ¢ e ¥} o prego do ativo i sob o cendrio j, temos que:

n

f(z,y7) = gastos - retorno = Zy?xi — nyxz = Z (39 — o))

=1 =1 =1

Logo, tomando a decisao z, a perda média seria:

j=1
j=1 1=1
=1 j=1
e <y%, L zm:yz‘)
: 77 lm ' 7
=1 7j=1
Chamando y; = — ny o preco futuro médio do ativo i temos que:
m
j=1

n

E(f(z,9) =Y (4 — :)s

=1

Podemos ver que (yY — ¢;) é a perda média por unidade do ativo i.
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No caso em que 2 é o conjunto das decisdes cujos gastos sao menores ou iguais a
quantidade de dinheiro disponivel (M), temos que:

Q=<xeR" Zy?xiSMea:iZO Vi
i=1

Portanto nossa primeira idéia consiste em tomar a decisao x que é a solucao do PL:

n

Min Y (4] — 5i)wi

i=1

Suj.a Zyzoxz < M,
i=1

A solucao do problema acima, supondo 3? e y! maiores do que zero, é:

ez =0; sey) —y; >0 Vi

Ou seja, nao devo gastar nada se espero que o preco futuro de todos os ativos serd menor

do que o precgo atual. Vou ter prejuizo onde quer que eu invista!!!

m 0 = 0
: . _ U=y =y
M se i=p onde p ¢ tal que Yy <p € gt > L
o I, = Yp Yp i
0, se i#p

Ou seja, se para algum ativo eu espero ter lucro (g, > yg) entao invisto todo o meu

=0 720

. . . ’ . Yp—Y. i — Yt
dinheiro no ativo que d4 o maior retorno percentual (5% > %y—oy’)
7

Exemplo 1:

Suponhamos que um investidor tivesse 100 mil reais para investir em acoes da Cemig,

cujo preco inicial é de 100 reais, e da Vale do Rio Doce cujo precgo é 50 reais. Suponhamos

que existam 4 cenarios futuros possiveis. Sao eles:
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O governo vai dar um subsidio as empresas de energia elétrica e a as empresas de
mineragao crescerao seguindo o fluxo geral do aquecimento da economia. Nesse caso
os precos, daqui a um ano, das agoes da Cemig e da Vale estarao em 130 e 58 reais

respectivamente.

O governo vai dar o subsidio para as empresas de energia porém a entrada no Brasil
de uma multinacional na producao de aco faz com que os lucros da Vale nao sejam
tao expressivos. Como conseqiiéncia as acoes da Cemig estarao negociadas a 140

reais e da Vale a 54 reais.

O governo nao da o subsidio as empresas de energia e os lucros da Cemig continuam
no ritmo dos 1ltimos anos. Ja a Vale consolida sua lideranca no mercado interno e
consegue bons acordos internacionais. As cotagoes de Cemig e Vale passarao a ser
115 e 62 reais.

A economia brasileira como um todo nao vai bem e as agoes da Cemig caem para

75 reais, enquanto as da Vale chegam a 46 reais.

Nossas variaveis de decisao seriam:

r1 — quantidade de agoes da Cemig que comprariamos.

o — quantidade de agoes da Vale que comprariamos.

Os pregos iniciais seriam:

Yl =

100 e 2 = 50

Os possiveis precos futuros seriam:

y' =

130\ , [(m0\ , (15 , (7
S yYS = YT = Jyt =
58 54 62 46

O preco médio de cada acao seria:

g1 = 1(130 + 140 + 115 + 75) = 115;
U = 1(58 + 54 + 62 + 46) = 55;
Restricoes:

gasto méaximo: 100 - xy + 50 - zo < 100.000

positividade: x1 > 0;x9 > 0



CAP. 2 ¢ Perda média x risco 7

Problema a ser resolvido:

min (100 — 115)z1 + (50 — 55)25
S.a 10021 + 50 - 25 < 100.000

1202020

Solugao:
r1=1.000 e 23 =0

Compraremos entao 1.000 acoes da Cemig e nenhuma da Vale.

E Importante olhar para o lucro percentual e ndo para o absoluto. Isso fica claro no
seguinte exemplo: Suponhamos que eu compre uma mansao hoje por 10 milhoes de reais
e venda daqui a um ano por 11 milhoes de reais. Meu lucro absoluto seria de 1 milhao de
reais , ou seja, um retorno percentual de 10%. Vejamos agora o caso em que eu pudesse
comprar casas de 100 mil reais e vendé-las por 120 mil reais apds um ano. Nesse caso meu
lucro absoluto seria de 20 mil reais por casa (muito menor do que 1 milhao) e um retorno
percentual de 20% que é o dobro da situacao anterior. Porém com os mesmos 10 milhoes
que eu comprava uma mansao eu posso comprar 100 casas de 100 mil e meu lucro com o

investimento seria de 100 x 20 mil reais = 2 milhoes de reais. Teria o dobro do lucro!

Um defeito grave dessa primeira idéia é que nao fazemos a pergunta:
“Vale a pena tomar uma decisao que em média seja muito boa mas que tenha grandes

perdas em alguns cenarios?”

Essa situagao ocorre no exemplo da Cemig e da Vale. Embora a Cemig desse um
lucro médio de 15% e a Vale de 10% as agoes da Cemig poderiam se desvalorizar até 25%

enquanto com as agoes da Vale, em qualquer que seja o cenario futuro, nao perderiamos
mais de 8%.

Isso nos remete ao conceito de risco. Vale a pena correr um risco grande em troca de

uma boa média? Como medir esse risco?
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2.3 Risco como distancia até a média

Uma das alternativas de medir o risco de um investimento é olhar quanto a perda re-
lacionada a uma decisao x pode se ‘distanciar’ da média. Quanto menor for essa distancia
mais seguranca temos sobre o investimento.

Por exemplo, se tomarmos uma decisao x tal que f;j(xr) = f para todo j entdo nossa
perda nao se distancia da média. Nesse caso teremos a certeza de que acontega o que

acontecer com o futuro da economia teremos um lucro de — f. O risco seria, portanto, nulo.

Tomando a decisao x indicamos por f; a perda no cendrio j e f a perda média para

essa decisao (f = E(f) = YT, & f;).

fi f
Pensamos, entao, na distancia entre : e :

fm f

Se optarmos por medir essa distancia pela norma euclidiana teremos:

2

fl f fl_f
d = - = : —
fm fT 9 fm_f

1
m 2
o)
> (fi= 1)) =vma(f).
Jj=1
Como /m é constante trabalharemos com o desvio padrao.
Se pensarmos no quadrado da norma euclidiana trabalhariamos com a variancia que, por
razoes de diferenciabilidade, ajudaria na otimizagao das fungoes envolvidas.
. . m r . s

Outra alternativa seria usar a norma da soma (d = 7", }fj — f|) o que vai ser util no

modelo de Konno, o qual veremos mais adiante.

Em todos os casos caimos em um problema multiobjetivo pois queremos minimizar a

perda média e o risco ao mesmo tempo. No caso de problemas desse tipo, geralmente, nao
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temos um ponto 6timo no sentido habitual e sim uma curva eficiente onde os pontos desta
nao podem ser melhorados nos dois objetivos ao mesmo tempo. Ou seja uma decisao
x* representa um ponto da curva eficiente se, e somente se, nao existem decisoes viaveis
que apresentam simultaneamente perda média e risco menores do que as de x*. Isso nos
remete a nogao de 6timo a Pareto.

Podemos notar que fixado p o par (p,r) € C somente se

r = inf {risco(z) tais quex € Qe f(z) < p}

rigco

Curva eficiente

média

Figura 2.1: Cada ponto (p,7) na regiao em cinza representa uma decisdo factivel com

perda média p e risco r.

Pensando em contornar o inconveniente do problema multiobjetivo chegamos aos mo-

delos de Markowitz e Konno.

2.3.1 Modelo de Markowitz

Nessa secao vamos evitar o problema multiobjetivo procurando diminuir ao maximo
um dos objetivos de tal modo que possamos garantir que o outro esteja em um nivel
aceitavel. Faremos isso minimizando um dos objetivos e colocando como restricao que o

outro esteja abaixo de nossa tolerancia.

Min  Objetivo 1
S.a  Objetivo 2 < tolerancia ;

z €N

No modelo de Markowitz tomamos como objetivo a ser minimizado o risco, e colo-

camos como restricao que a perda média nao supere uma constante . Por razoes de
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simplicidade do problema de otimizacao a ser resolvido, as quais veremos mais adiante,

vamos usar a variancia como medida de risco.

Nosso problema passa a ser:

Min  Variancia [f(z,y)]
Suj.a E[f(z,y)] <W;

r €N

[P | Desvio Pacrfio

Curva de Markovitz

E/ Wy média

Solugéo do problemsa

Sob as hipoteses das fungoes de perda lineares podemos calcular a variancia da seguinte

maneira:

f(z,y) — Elf(z,y)] = Z(y? —yl)z; — Z(y? — G

Dai:
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Variancia [f (z,y)] = o°[f(z,9)] = E [(f(z,y) — E[f(z,y)])]
m 1 n 2 m 1 T 2
_ = | = v
- S e <55 ()
7j=1 =1 7j=1
1 7 (i it r1 NS
= Z —z (Y Y =z — ZY Y T
= A
= T (i ZM]> r =z Az,
m
. y{ - gl ' . 1 m
onde Y’ = : M =YY’ eA:—ZMj.
m <
y% - gn 7=t

Como cada matriz M7 é semi definida positiva temos que A também é, portanto nossa

funcao objetivo é convexa.

O modelo classico de Markowitz é:

Min 27 Ax

Suj.a Zy?xi < M,
=t (2.1)

n

D W = g)m < W

i=1

O problema acima é quadratico e convexo. A literatura garante que problemas desse
tipo sao relativamente faceis de serem resolvidos. Isso justifica as escolhas dos objetivos

e de como medir o risco.

No modelo de Markowitz conseguimos de certa forma atender nossa expectativa de en-
contrar um ponto 6timo do problema multiobjetivo uma vez que se (2.1) admite solugao

entao provavelmente essa solucao correspondente a um ponto da curva eficiente. De fato,
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para W > 0 a solucao 6tima seria # = 0 pois claramente é factivel e 27 Az = 0, o que pela
definicao de semi-positividade garante a otimalidade do problema. Intuitivamente se nao
estamos exigindo lucro, a decisao de menor risco ¢ nao investir o dinheiro em lugar algum.
No caso em que W < 0 se x nao pertencesse a curva eficiente existiria xz; € €0 tal que
E[f(x1,y)] < E[f(z,y)] < W e portanto z; seria factivel, e 27 Az < 27 Az com alguma
das desigualdades estritas. Supondo z¥ Az, < 27 Ax entdo x claramente nao é solucao de
(2.1), pois estamos exibindo um ponto factivel com menor valor de func¢do objetivo, que

é um absurdo uma pela hipotese.

Podemos obter outra caracteristica de A que nos fornece uma idéia do comportamento
de um ativo em relagao a outro. Com isso podemos conseguir informacoes sobre a sen-
sibilidade e o comportamento geral do problema. Para isso definimos Y; como a variavel
aleatéria que a cada cenério j associa o prego do ativo i na situagao j, ou seja Y;(j) = yf
e conseqiientemente g; = E(Y;). Voltando na definigao de M7 temos que:

My, =Y] - Y] =(y] = %) (y] — G- Dai:
m

1 o D (I .
A=~ Wl —5) (Wl —m) = — > (%) = BOYD)) - (Yi(s) — BE(2))
j=1 j=1

Conseguimos assim apresentar duas relagoes para Ay

(vi — 3i)
2(Z;, Z),); onde Z; = :
A= (v — )
B[(Y; — B(Y)) - (Vs — B(W))] = Cou(Y;, Yi)

Em conseqiiéncia da segunda relacao A é denominada matriz de covariancia do pro-

blema.

A covariancia entre duas varidveis aleatorias nos d4 a idéia de como elas estao ligadas
[13]. Porém a covariancia nao é adimensional o que, vérias vezes, a torna dificil de ser

interpretada. Pensando nisso definimos o coeficiente de correlagao
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P = ;(g/(;;(;i)) Bl - E(K)V]Wiik[E[(% — E(Yy)?)?
_ w25 25)
Doy (= )2 < [0 o (i — )]
_ w2 25)
GV ZEE < G2 1124]
_ (z7)
1212l

= cosseno do dngulo entre Z' e Z*

Portanto p(Y;,Y:) é um parametro entre —1 e 1 e, entdo, podemos definir a matriz
de correlagao A* onde Af, = p(Y;,Yr). Se p(Y;,Yr) = 0 ou, equivalentemente, se Z; é
perpendicular a Z; dizemos que Y; e Y, nao estao correlacionadas. Isso acontece por
exemplo quando sao independentes, ou seja, a informagao sobre o preco do ativo i nao
nos diz nada sobre o preco do ativo k. Se quando o preco do ativo ¢ aumentar tivermos
que o prego do ativo k também aumenta (na mesma propor¢ao) teremos que p(Y;, Yy) = 1
e se diminui (também na mesma proporgao) teremos p(Y;, Y;) = —1. No primeiro caso Z;

e Zy estao na mesma direcao e sentido e no segundo, um tem sentido oposto do outro.

Exemplo 2

Um grande comerciante agropecuario dispoe de um milhao de reais para comprar boi,
frango, leite e queijo a serem entregues daqui a 1 més. O preco inicial dos produtos é
respectivamente 50 reais a arroba, 2 reais o quilo, 1 real o litro e 5 reais o quilo. Ao
receber os produtos ele revende-os pelo prego de mercado.

Querendo arriscar-se no mercado de agoes ele inclui a possibilidade de investir parte do
dinheiro em agoes da IBM cujo prego inicial é de 200 reais. Os cenarios previstos para

daqui a um mes sao:

e Cenario 1

Ha um surto de febre aftosa
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As condigoes climaticas sao boas

A IBM consegue bons acordos internacionais

e Cenario 2
Ha um surto de febre aftosa
As condigoes climaticas sao boas

Os acordos internacionais da IBM néo se concretizam

e Cenario 3
Ha um surto de febre aftosa
As condigoes climéticas nao sao boas

A IBM consegue bons acordos internacionais

e Cenario 4
Ha um surto de febre aftosa
As condigoes climéticas nao sao boas

Os acordos internacionais da IBM néo se concretizam

e Cenario 5
A suspeita de febre aftosa é afastada
As condigoes climaticas sao boas

A IBM consegue bons acordos internacionais

e Cenario 6
A suspeita de febre aftosa é afastada
As condigoes climaticas sao boas

Os acordos internacionais da IBM nao se concretizam

e Cenario 7
A suspeita de febre aftosa é afastada
As condicgoes climaticas nao sao boas

A IBM consegue bons acordos internacionais

e Cenario 8

A suspeita de febre aftosa é afastada
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As condigoes climaticas nao sao boas

Os acordos internacionais da IBM néo se concretizam

A tabela abaixo mostra os precos futuros dos ativos em cada um dos cenarios:

ativo 1 ativo 2 ativo 3 ativo 4 ativo b
arroba boi | quilo frango | litro leite | quilo queijo | agao IBM
Cenario 1 35 2.50 0.85 4.20 220
Cenaério 2 36 2.45 0.87 4.25 202
Cenario 3 40 2.35 1.10 5.50 218
Cenario 4 41 2.33 1.09 5.45 203
Cenério 5 55 1.85 0.90 4.50 219
Cenario 6 55 1.87 0.92 4.55 201
Cenario 7 60 1.80 1.15 5.70 219
Cenario 8 59 1.82 1.15 5.75 202

A matriz de covariancia do problema é:

98.4844 —2.8733  0.5352  2.7766 —3.4375
—2.8733  0.0848 —0.0130 —-0.0679  0.1081
0.5352 —0.0130  0.0148  0.0765 —0.0419
27766 —0.0679  0.0765  0.3948 —0.1562
—3.4375  0.1081 —0.0419 -0.1562 72.7500

A matriz de correlacao é:

1.0000 —0.9945  0.4425  0.4453 —0.0406
—0.9945  1.0000 —0.3666 —0.3713  0.0435
0.4425 —0.3666  1.0000  0.9989 —0.0403
0.4453 —0.3713  0.9989  1.0000 —0.0292
—0.0406  0.0435 —0.0403 —0.0292  1.0000
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Podemos entao tirar algumas conclusoes sobre o comportamento dos ativos.

1. O coeficiente de correlagao entra as agoes da IBM e qualquer outro ativo é, em
modulo, muito pequeno. Isso indica nao ha relagao entre o prego das agoes da IBM
e dos produtos agropecuarios. Esse fato ja era esperado uma vez que os produtos
nao sao concorrentes, nao utilizam a mesma matéria prima e atingem a sociedade

com intuitos diferentes.

2. O coeficiente proximo a -1 entre a arroba bovina e o quilo do frango mostra que esses
produtos seguem tendéncias opostas, quando um fica mais caro o prego do outro
diminui. Isso deve-se ao fato de serem produtos de substituicao. Com um problema
no rebanho bovino as exportacoes sao suspensas e substituidas pelo consumo de
frango. Esses produtos em conjunto podem diminuir o risco em nosso investimento

pois quando perdemos em um ganhamos com outro.

3. O coeficiente proximo de 1 entre queijo e leite reflete a forte ligacao do preco entre
esses produtos. Isso ja era esperado uma vez que eles usam a mesma matéria prima

e estao submetidos a fiscalizagoes sanitarias muito semelhantes.

4. Os coeficientes intermedidrios de aproximadamente 0.44 entre boi-leite e boi-queijo
mostram que ha uma ligagao positiva entre esses produtos embora nao seja muito
forte. Ja os coeficientes por volta de -0.37 entre frango-queijo e frango-leite mostram
que os precos destes produtos seguem caminhos relativamente contrarios. Isso ja
era esperado uma vez que leite e queijo acompanham moderadamente o boi que por

sua vez rivaliza com o frango.

A seguir apresentamos as solucoes do problema para trés valores da constante W do
modelo de Markowitz. Podemos ver que aumentando |IW| estamos exigindo um lucro

maior, conseqilentemente estamos sujeitos a um risco maior.

Para W = —10 mil reais a solugao 6tima é comprar 3.635 arrobas de boi, 126.132 qui-
los de frango, nao comprar nem leite nem queijo e comprar 318 agoes da IBM. Para essa
decisao nossa perda média é de exatamente -10 mil reais, o dinheiro investido é 502.350,15

reais, ou seja, para esse pequeno retorno médio sé € preciso investir a metade do dinheiro.
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Com isso, como a parte nao aplicada nao tem risco, conseguimos diminuir a variancia do

investimento. Nesse caso nosso risco foi de 2,3 x 107.

Para W = —25 mil ja somos obrigados a investir todo nosso dinheiro. A solugao do
problema seria comprar 6.222 arrobas de boi, 222.187 quilos de frango, nao comprar nem
leite nem queijo e comprar 1.222 acoes da IBM. Nesse caso, mesmo investindo todo o
dinheiro, tomamos uma decisao que dividia boa parte do dinheiro entre frango e boi (44%

e 31% respectivamente). O risco para essa decisao foi de 1,7 x 108.

Para W = —50 mil reais a decisao 6tima é comprar 530 arrobas de boi, 59.304 quilos
de frango, 16.739 litros de leite, nao comprar queijo e comprar 4.191 acoes da IBM. Nesse
caso, além de investir todo o dinheiro, nao temos a opgao de dividir uma alta porcentagem
da aplicacao entre boi e frango. Para obtermos um lucro médio tao grande devemos por
84% de nosso dinheiro em acoes da IBM. Essa alternativa,embora dé uma perda média
muito baixa, ¢ bastante arriscada uma vez que se a agao da IBM cair teremos um grande

prejuizo. Com isso nosso risco sobe para 1,4 x 10°.

Visto a importancia da correlacao entre os ativos voltamos ao exemplo 1, cuja decisao
pertence ao R? (quantidade de acoes da Vale e da Cemig), para compararmos os métodos
estudados de maneira que possamos fazer uma andlise grafica do modelo de Markowitz.

A matriz de covariancia do problema seria:

612,5 95,0
A — Y Y
95,0 35,0
Logo nosso problema seria:

, 612,5 95,0 1
min  (zq,x2)
95,0 35,0 To
S.a —15x1 — bxe < W

100z; + 50z, < 100.000

x1 205 22 20

Se exigirmos um lucro médio minimo de 11.500,00 reais a solugao seria comprar 300
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acoes da Cemig e 1.400 da Vale. Percebemos que essa é uma decisao muito mais equi-
librada do que a obtida anteriormente, pois investimos nos dois ativos e, além disso,
colocamos a maioria de nosso dinheiro no ativo mais estdavel, o qual sabemos que nao

sofrerd grandes perdas.

2500

cunas de

nivel da

warianciza

2000 B

1900 Gasta 7 1

IlZximo

Luzno

1000 rATHirnD

00 - B

Regiao
Factivel

0 200 400 &00 a0 1000

Figura 2.2: A figura mostra as curvas de nivel da fungdo objetivo e as restrigdes do

problema

Da figura 2.2 fica clara a relacao entre a solucao do problema e a posicao relativa
da restricao da perda média minima e da quantidade de dinheiro disponivel, incluindo a
situacao de infactibilidade, que nao apresentamos em nossos exemplos. Um comentério
importante a ser feito aqui é que essa distancia nao foi tomada percentualmente o que a
principio é um problema pois é diferente se um investimento pode gerar uma perda que se
distancie 10 reais de sua perda média se o lucro médio para essa decisao for de 100 reais

ou de 1 milhao de reais.

Felizmente nao precisamos nos preocupar com essa sutileza uma vez que o risco é uma
funcao decrescente da perda média na fronteira eficiente. De fato, caso contréario existi-
riam dois pontos na fronteira eficiente sendo um deles com maior perda média e maior

risco do que o outro, o que contradiz o conceito de eficiencia. Logo, para W < 0, o minimo
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do problema 2.1 sempre acontece quando f(x) = W. Outra maneira de ver isso é que se
x é factivel com f(r) = K < W < 0 entao r = W/K € (0,1) e conseqiientemente y = rx
é vidvel e possui valor de funcao objetivo 0%(y) = r?c?(x) < o*(z). Portanto podemos
pensar que em (2.1) estamos minimizando o risco sob a restri¢ao de que a perda média
seja igual a W. Dessa forma, como o referencial é constante, podemos tratar a distancia

relativa como absoluta.

Uma outra opgao seria substituir A por A* em (2.1), obtendo assim:
Min zTA*z

Suj.a Z?J?%‘ < M;
=1

> W = giw < W;

i=1

O problema acima difere do anterior apenas por uma mudanca de escala na funcao

objetivo e ainda é convexo. A razao disso vem do fato de A}, = implicar que

ik
me——
Izl 2
A* =mDTAD, onde D é a matriz diagonal tal que D; = 1/ Z|].

A idéia dual ao modelo de Markowitz seria:

Min  E[f(z,y)]
Suj.a Variancia [f(x,y)] < W;
x €

Ou seja:

n

Min Z(y? — Ui)x;

i=1
Suj.a xTAr <W;

x e
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Nesse caso nao teriamos a conveniéncia do problema quadratico.

2.3.2 Modelo de Konno

Outra alternativa para contornar o problema multi-objetivo é definir uma funcao de
mérito, onde damos peso (p > 0) a um dos objetivos a serem minimizados. Poderfamos

tomar a decisao que fosse solugao do problema:

Min Objetivo 1 (x) + p - Objetivo 2 (z)
Suj.a x €

Podemos demonstrar que a solu¢do (z) do problema formulado dessa forma corres-

ponde a um ponto da curva eficiente.
Demonstragao:
De fato, caso contrdrio existiria x* € € tal que

Objetivo 1 (z*) < Objetivo 1 (z)

Objetivo 2 (z*) < Objetivo 2 (z),

com uma das desigualdades estritas.

Dai, Objetivo 1 (z*) < Objetivo 1 (x) e p - Objetivo 2 (z*) < p - Objetivo 2 (x) com

uma das desigualdades estritas.
Logo Objetivo 1 (x*) + p - Objetivo 2 (x*) < Objetivo 1 (z) + p - Objetivo 2 (x).
FEssa dltima afirmacdo € um absurdo pois € equivalente a falar que a fungao objetivo

em x* € menor do que em x o que contraria o fato de x ser minimizador do problema

acima. Sendo assim x corresponde a um ponto da fronteira eficiente.



CAP. 2 ¢ Perda média x risco 21

Uma escolha possivel para os objetivos 1 e 2 seria, respectivamente, E[f(z,y)] e

olf(z,y)l.

Min  E[f(z,y)] +p-olf(z,y)]
Suj.a x€Q,

onde p é um parametro que reflete nossa aversao ao risco, Quanto maior p mais im-
portancia estamos dando ao risco. Optamos aqui por trabalhar com o[f(x,y)] e ndo com

o? pois o e E[f(z,y)] estdo com a mesma unidade, logo é mais plausivel olhar o problema

dessa forma.

Uma reformulacao, devido a Konno, do problema anterior seria tomar a norma da

soma no lugar da norma euclidiana. Nesse caso, nosso problema se tornaria:

Min  E[f(z,y)] +p- > _|f(x.y;) — E[f(z,v)]]

j=1

Suj.a x €

Sob as hipoteses de linearidade podemos escrever nosso problema como:

m

Suj.a Zyga:i <M

i=1

Podemos adaptar o problema anterior, acrescentando m varidveis w;, para contornar

a nao diferenciabilidade:
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Min Z _yl l’ri—p Zw]
Suj.a wj>z yzx“] 1..m
w; > = (G — )i j=1...m
i=1

Zy?% <M
i=1

Visto dessa forma a decisao a ser tomada volta a ser a solucao de PL, assim como
quando minimizdvamos apenas a perda média. Uma desvantagem dessa abordagem ¢é
o inconveniente de que aumentamos uma varidvel para cada cendrio, o que geralmente
aumenta demasiadamente a dimensao do problema, uma vez que se desejarmos ter confi-

abilidade no modelo, quanto maior o nimero de cenarios, melhor.

Outras medidas de risco importantes, nao baseadas em distancia até a média, sao a
VaR e a C-VaR. Pelo fato delas representarem a parte fundamental desse trabalho vamos

expo-las em um capitulo a parte.



CAPITULO 3

VaR e C-VaR como medidas de risco

3.1 A VaR (Value at Risk)

Uma das medidas de risco mais consagradas no mercado financeiro é a VaR (Value at
Risk). A VaR com um nivel de confianga ( é uma fungao que a cada decisao = associa a

resposta da seguinte pergunta:

“Com um nivel de confianca § qual a maior perda que podemos ter se tomarmos a

decisao z?”

Formalmente para cada z € © ordenamos f; )(7) < fi,) () < -+ < fi()(2), to-
mamos p ~ 3m de forma que 2 < 3 < ’%1 e definimos VaRs(x) = fi, @) ().

Por simplicidade denotaremos algumas vezes VaRg(z) = f(x).

O problema de minimizar a VaR pode ser visto como uma evolugao do problema mini-
maz, o qual é um caso particular correspondente a VaR com nivel de confianca de 100%.
Ou seja a VaRgo%(z) = max{f;(z)}. Como exemplo ilustrativo consideremos o caso em

que nossa unica variavel de decisao seja a quantidade de dinheiro que investiremos em

23
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um fundo de agoes do Banco do Brasil. Suponhamos que nosso capital se limite a 10 mil
reais. Suponhamos também que existam 5 cendrios possiveis para o futuro econéomico. As

fungoes de perda em cada um deles sao:

fi(z) = 2?
fo(x) = 3.5z

f3(x) = 40.000sen <57E)x00>

fa(z) = (z — 12.000)?
fs(z) = (x — 12.000)% — 60.000

150

perda-milhares reais

-100
0

decisao-milhares reais

Figura 3.1: Gréfico das fungoes de perda correspondentes aos cinco cenarios.

As figuras 3.2 e 3.3 a seguir mostram a VaR para § = 100%, correspondente ao maximo
das fi(z), e para f = 80%. Nesse ultimo caso 80% de 5 = 4, logo VaRggy corresponde a

segunda maior perda que podemos ter em cada uma das decisoes.

A VaR nao leva em consideracao que queremos também, ao mesmo tempo que di-
minuimos o risco, obter uma média de lucro razoavel. Isso poderia ser feito como nas
formulagoes anteriores usando a VaR como medida de risco. Um exemplo disso seria

minimizar f + p- VaR. Consideraremos aqui o caso de minimizar apenas a VaR (e pos-
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VaR 100%
150 T T T T T

perda-milhares reais

-100 I L I L I L I L I

decisao-milhares reais

Figura 3.2: A curva destacada corresponde a VaRgo%.

teriormente a C-VaR) pois esse problema por si s6 é de grande interesse em otimizagao,
sendo parte de uma ampla classe de problemas chamada OVO (Order- Value-Optimization)

cujas aplicacoes se estendem muito além de problemas ligados a economia.

A VaR é uma fungao nao diferencidavel em alguns pontos e com varios minimos locais
nao globais, essas caracteristicas tornam sua minimizacao uma tarefa dificil. Na secao 3.5
apresentaremos algoritmos duais suaves que tratam esses problemas. Algoritmos primais
e teoria para minimizar a VaR, inclusive com hipdteses mais fracas do que as apresentadas
aqui (exige-se apenas que cada f; seja continuamente diferenciavel e que €2 seja fechado e

convexo), sao encontrados em [7] e [9].

Os resultados encontrados nos artigos mencionados acima baseiam-se nas defini¢oes e

no teorema abaixo:

Definigao: Ic(x) = {j € {1---m} | f(z) — e < f;(z) < f(x) + ¢}

Intuitivamente estamos escolhendo as funcoes sdo candidatas a se tornar VaRg(z')

para 2’ perto de x.
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VaR 80%
T T

150

perda-milhares reais

50 TR

-100

decisao-milhares reais

Figura 3.3: A curva destacada corresponde a VaRgyy.

Definigao: Dizemos que z* é e-estacionario se:

D={deR"|z+deQeVfix)'d<0Vje L")} =0

D ¢é o conjunto das diregoes factiveis (z* + d € Q) e de descida para as funcoes f;
que, numa vizinhanga de z*, podem assumir o valor da VaR. Logo é natural definir que
x* serd e-estaciondrio se nao houver diregao de descida para todas f;(z) candidatas a se

tornarem f(x).

Teorema 3.1.1. Se x* é um minimizador local de f(x) sujeita a © € e € > 0 entdo, z*

¢ e-estaciondrio.

A idéia do teorema é que se x* é um minimizador local entao nao existe direcao factivel
de descida para f em x*. Com mais forte razao nao pode haver direcao factivel de descida

para toda f; com j € I.(z*) uma vez que para todo z numa vizinhanca de z* temos

f(x) = fj@) () para algum j(z) € I.(x*).

3.2 A C-VaR (Conditional Value at Risk)

Uma medida de risco com propriedades de otimizagao muito mais atraentes é a C-VaR

(Conditional Value at Risk). A C-VaR com nivel de confianc¢a 3 é uma funcao que associa
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a cada r a média dos valores f;(x) maiores do que a VaRg(z). Ou seja, a C-VaR mede

qual é a perda média que teremos nos cenarios descartados pela VaR.

C-VaRs(z) = L Z fi(z)

m=pr fi(z)>VaRs(z)
1 m
J=p+1

No caso ilustrativo da secao anterior em que temos cinco cendrios sabemos que para
B =80% a VaRg(x) corresponde & segunda maior perda que podemos ter, desse modo s6

existe uma perda acima da VaRg(z) logo a média desta é igual a ela prépria.

150

100+

Al 1

TR

—=fl
2
{3
E=in] | E—1 4
="
——VaR 80%
00 —+—C-vaR 80% . ) . .
0 1 2 3 4 3 B 7 3 9 10
decisao-milhares de reais

perda-milhares de reais

Figura 3.4: A C-VaRggy corresponde a VaRigg%.

Ja a VaRgyy corresponde a terceira maior perda que podemos ter, nesse caso existem
duas perdas acima. Sendo assim, a C-VaRggy € a média entre a segunda maior e a maior

perda para cada decisao.
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Figura 3.5: A C-VaRggy corresponde a média das 2 maiores perdas que podemos ter.

3.3 Coeréncia

Nesta secao apresentaremos e discutiremos sobre o conceito de coeréncia segundo Artz-
ner, Delbaen, Eber e Heath [10]. A C-VaR é uma medida de risco coerente nesse sentido, o
que para varios autores é uma redundancia uma vez que, para eles, a definicao de medida

de risco é exatamente cumprir os axiomas de coeréncia.

Dentre os axiomas de coeréncia destaca-se a sub-aditividade. Porém acreditamos que
a sub-aditividade na verdade nao reflete a caracteristica que Artzner, Delbaen, Eber e
Heath queriam impor a uma medida de risco. Isso deve-se ao fato de que uma medida
(p) nao estd definida no conjunto de decisoes factiveis (£2) e sim num conjunto abstrato

de varidveis aleatérias (V).

Relembramos aqui que a uma decisao x € ) podemos associar a variavel aleatoria X
tal que X (j) = f;j(z). Como X estd definida em um dominio finito podemos vé-la como

um vetor.
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fi(z)
()

Podemos ver que V' define classes de equivaléncia em €. Diremos que duas decisoes
sao equivalentes se estao associadas a uma mesma variavel aleatoria. Essa é uma de-
finicao intuitiva pois é natural ser indiferente a duas decisoes cujas perdas sao as mesmas
em qualquer que seja o cenario futuro. Esse fato fez com que Artzner, Delbaen, Eber e
Heath definissem uma medida de risco em V' e nao em (2. Claramente existe uma relacao
intrinseca entre (2 e V. Portanto poderiamos redefinir naturalmente p : 2 — R. Porém,
nesse caso, teriamos que a C-VaR NAO é sub-aditiva, a nao ser sob certas hipoteses.
Acreditamos que esses casos sim trazem a esséncia da sub-aditividade e refletem que o

problema esteja bem modelado.

Vamos definir aqui o que é uma medida de risco coerente segundo Artzner, Delbaen,
Eber e Heath. Faremos algumas adaptagoes para tratarmos de funcoes de perda e nao de

lucro.

Definicao 3.3.1. Seja V' um conjunto de varidveis aleatorias a valores reais.

Uma funcgao p:V — R € dita uma medida de risco coerente se satisfaz os axiomas:
i) monotonicidade: X, Y €V, X >Y = p(X) > p(Y)
ii) invariancia por translagao: a € R, X, X +a eV = p(X +a) =p(X) +a
iii) positividade homogénea: h >0, X,hX € V = p(hX) = hp(Y)
iv) sub-aditividade: X, Y, X +Y € V = p(X +Y) < p(X) + p(Y)
O axioma da sub-aditividade procura modelar o fato de que a diversificacao de um
portfélio ajuda a diminuir o risco do investimento. Outra interpretacao seria que caso
iv) nao valesse seria possivel uma empresa conseguir um menor risco, com um mesmo

investimento, se o quebrasse em dois e o fizesse de forma independente através de depar-

tamentos diferentes.
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A demonstracao de que tanto a VaR quanto a C-VaR satisfazem os trés primeiros
axiomas € imediata. Ja a sub-aditividade s6 vale para a C-VaR. A seguir daremos um
exemplo onde tal axioma falha para a VaR mesmo quando as funcoes de perda sao lineares

e em seguida demonstraremos que realmente a C-VaR é sub-aditiva.

Exemplo 3.3.2. Suponhamos que as fungoes de perda nos cinco cendrios possiveis sejam

as fungoes lineares abaizo:

fi(z) = 0xq + 39
fo(z) = 1aq + 09
fa(x) = 221 + 0x4
fa(z) = 0xq + 0o
f5(z) = 0xq + Oz

x = (1,O)T = X = (0, 1,2,0,O)T
Y = (0, nt = Y = (3,0,0,0,0)T
rT+y = (1,1)T = X+Y = (3,1,2,0,0)T
Logo:
VGR80%<X) = 1, VCLRgo%(Y) =0ce¢ VaRgo%(X + Y) =2
consequentemente,

VCLRg()% (X + Y) > VCLRgo% (X) + V(leo%(Y).

Teorema 3.3.3. A C-VaR é sub-aditiva.
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Demonstracao:

m

C-VaRs(X +Y) = —— Y [fi@) + fi)ixerv)

Jj=p+1

= ml_p (Z fij(X+Y)(:C)+ Z fij(X-%Y)(y))

Jj=p+1 Jj=p+1

1 < 1 &
m—p Z Jiyo (@) + m—p Z iy ()
j=p+1 Jj=p+l1

IA

= C-VaRs(X) + C-VaRs(Y)

Uma analise mais critica nos leva a pensar “O que significa X, Y, X +Y € V =
p(X +Y) <p(X)+p(Y)”. “Nao deveria ser z,y,x +y € Q = p(x +vy) < p(x) + p(y)?”.
Quando estamos pensando em quebrar uma decisao em duas e efetua-la separadamente
estamos trabalhando em 2 nao em V. O exemplo a seguir mostra que, no caso geral, nao

é equivalente trabalhar com 2 ou V.

Suponhamos que nosso conjunto de decisoes possiveis 2 = R?, e que existam 5 cendrios

possiveis para o futuro econéomico. A funcao de perda para cada um deles é:

filz) = fa(z) = fs(x) = fa(z) =0,
fs(x) = 4a] + 423 — 3

Consideremos agora as seguintes decisoes:
x = (1,0) associada a X = (0,0,0,0,1)
y = (0,1) associada a Y = (0,0,0,0, 1)

A varidavel Z = X +Y = (0,0,0,0,2) € V pois Z estd associada a decisdo z =

(v/5/8,1/5/8).



SEQAO 3.3 ¢ Coeréncia 32

Podemos ver que:

C- VaR80%<X + Y) =2 < 1+1= C- VaRgo%(X> + C- VG,Rg()%(Y)

Este resultado era esperado, uma vez ja foi provado (Teorema 3.3.3) que a C-VaR é

sub-aditiva.

Porém, o que acontece com a decisdo w =z +y = (1,1)7

A varidvel aleatéria W associada a w é W = (0,0,0,0,5).

C- VCZRgQ%(W) =5>1+1= C- VaRgo%(X) + C- VaRgo%(Y)”'

Nesse exemplo vemos que podemos quebrar uma decisao em duas e assim obter um
risco menor, portanto chegamos a conclusao que o intuito do axioma da sub-aditividade

nao foi atingido!

Por que isso aconteceu?

A culpa de tal paradoxo foi de f5(z) uma vez que em todas decisdes consideradas no
exemplo tinhamos que C-VaRgoy(x) = f5(x). A caracteristica fundamental de f5(z) é o
fato nao ser sub-aditiva, ou seja existem z e y € Q tais que f5(z +y) > f5(x) + f5(y).
Acreditamos que um problema desse tipo esteja mal modelado uma vez que, para qualquer
que seja o cendario futuro, é dificil de aceitar que a perda em relacao a um investimento
pode diminuir se o dividirmos e realizarmos separadamente. Acreditamos também que
essa caracteristica, assim como varias outras, das funcoes de perda sejam conhecidas dos

economistas.

Desse modo diremos que um problema estd bem modelado somente se f;(x) for sub-
aditiva para toda funcéo de perda f; envolvida na modelagem. Afirmamos que s6 tem
sentido falar em medida de risco coerente para problemas bem modelados. Para essa

classe de problemas vamos redefinir que p :  — R é uma medida de risco coerente se
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cumpre os axiomas abaixo:

1. monotonicidade: z,y € Q, X >Y = p(x) > p(y)

2. invariancia por translagdo: a € R, z,y € Q, Y =X +a = p(y) = p(x) + a

3. positividade homogénea: h >0, z,y € Q, Y =hX = p(y) = hp(z)

4. sub-aditividade: z,y,z +y € Q = p(x +y) < p(z) + p(y)

E importante notar que quando cada f; é linear, e se X +Y € V implicar x +y € ()
a defini¢do acima coincide com a anterior (3.3.1). Portanto, pelo exemplo 3.3.2, a VaR

ainda é nao coerente nesse novo contexto.

No caso geral temos que 1, 2, 3 sao equivalentes a i) i) e iii) uma vez que X € V &
3 x € Q tal que a variavel aleatdria a associada a x é X. Portanto a C-VaR cumpre tais

axiomas.

Provemos que com a hipdtese do problema estar bem definido a C-VaR também cum-
pre 4 e conseqiientemente ¢ uma medida de risco coerente no novo sentido apresentado

aqui.

Demonstracgao:

Sejam z,y € €, entdo pelo fato do problema estar bem definido temos que f;(z+y) <
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fi(x) + fi(y) Vi. Sendo assim:

1 m
C-VaRg(z +y) = m—p Z fij@ry) (T + )
Jj=p+1
1 m
m—p Z [fzj(z—‘ry)(x) + fzj(x—i-y)(y)]

Jj=p+1

IN

1 1 &
= m——p Z fij(x+y)($)+m—_p Z fij @+ (V)

Jj=p+1 Jj=p+1
1 & 1
< — Z fi;@(@) + —— Z iy (W)
m-—p m—p
j=p+1 Jj=p+1

= C(-VaRg(x) + C-VaRg(y)

Como comentério final gostariamos de ressaltar que a sub-aditividade junto com a
positividade homogénea implicam uma propriedade mais forte que a convexidade, a con-
vexidade de epigrafe conica. Entretanto a sub-aditividade por si s6 nao tem relagao
com convexidade. A funcao f = x — 10 mostra que convexidade nao implica sub-
aditividade. J& a fungao g(x) = — exp(x) definida em [In(2), +00) é sub-aditiva. De fato,
exp(z) > 2 = exp(z+y) = exp(z)-exp(y) > 2-max{exp(z),exp(y)} > exp(z)+exp(y) =
g(x+y) < g(x)+g(y). Porém g nao é convexa pois sua segunda derivada é menor do que
zero. Um exemplo que mostra a dificuldade de se fazer grandes interpretacoes geométricas
da sub-aditividade é o fato de que uma translacao de uma funcao sub-aditiva nao é ne-
cessariamente sub-aditiva. Podemos ver isso tomando a fungao f e a funcao h(z) = =z,

claramente f nao é sub-aditiva mas h é.

3.4 Outras propriedades da VaR e da C-VaR

Nessa secao vamos expor mais algumas propriedades da VaR e da C-VaR. Um con-
junto dessas caracteristicas sao puramente matematicas, outro tem um apelo economico,
entretanto acreditamos que algumas destas idéias podem ser questionaveis do ponto de

vista pratico.

A primeira propriedade que apresentaremos aqui é que se as funcgoes de perda sao

convexas entao a C-VaR também é.
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Demonstragao:
1 m
C-VaRs(az + (1 -aly) = — Y fitarra-am ez + (1 - a)y)
pj=p+1
1 m
< am — Z fij(ax+(1fa)y)($) +
pj=p+1
1 m
(1— Of)m — Z fij(aa:+(1—a)y)<y)
pj:p-i—l
1 m
< a > fiwl@) +
m pj=p+1 ’
1 m
(1-a)— > fow®)
pj=p+1

= aC-VaRg(z) + (1 — o) C-VaRs(y)

Ja a VaR pode nao ser convexa nem no caso cldssico em que as fungoes de perda sao

lineares.

Exemplo:

Suponhamos que as fungoes de perda nos trés cendrios possiveis sejam as fungoes lineares

abaixo:
fl(ZE) = 01‘1 + 6$2
fz(I) = 1ZL‘1 —+ 11‘2
f3<.17) = 43?1 -+ 01132
Logo:

VCZRG(;%(LO) = 1, VCLR%%(O, 1) =1le VCLRﬁﬁ%(O.5, 05) =2
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consequentemente,

VCLRGG%(O.5, 05) > 0.5 VCLR66%(1, 0) +0.5- VCLR66%(O, 1)

Confirmamos entao que a VaR pode nao ser convexa nem no caso linear.

A convexidade é de suma importancia pois garante que para a C-VaR todo minimiza-

dor local também é minimizador global, quando €2 é convexo.

300

%0} | ——n

200 | ——VaREB0%

-100
o

Figura 3.6: Nessa figura podemos ver que a VaRggy possui dois minimizadores locais nao

globais (1 e 7.03725), ja a C-VaRggy, é convexa e seu minimizador global é 3.75.

Essas caracteristicas, junto com o fato de que o problema de minimizar a C-VaR pode
ser transformado num PL (veremos como mais adiante), tornam a C-VaR muito mais
viavel de ser otimizada do que a VaR. Como a C-VaRg(z) > VaRg(x), uma vez que
é a média das funcoes acima da VaR, temos que diminuindo a C-VaR diminuimos um
limitante para o valor minimo de VaR(z). Além disso, varios autores (por exemplo [2])
afirmam que experimentos numéricos mostram que em situacoes reais o portfélio 6timo

em relacao a minimizar a VaR nao esta longe do relativo a minimizacao da C-VaR.
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Outra propriedade da C-VaR é nao menosprezar cenarios catastroficos. Por exemplo,
suponhamos que em um problema com 10 cenarios futuros existam duas decisoes x e y
tais que fi(z) = fi(y) = —L parai=1,---,8; fo(zr) = fio(z) = 0e fo(y) = fro(y) = 10°.
Nesse caso temos que VaRgoy(x) = VaRgoy(y) = —1. Porém, é justo que essas decisoes
tenham o mesmo risco? A C-VaR mediria essa diferenga. Essa caracteristica, embora alar-
mante, nao nos preocupa muito uma vez que nao acreditamos que em situagoes praticas
existam decisoes com tal comportamento. Além disso o que aconteceria se avaliarmos a
VaRgoy? Para esse percentil terfamos uma idéia clara da diferenca entre as decisoes. De
fato ¢ comum em situagoes concretas avaliar a VaR para varios valores de  ou colocar
como restricao do problema que nossas decisoes nao apresentem ValRRg que ultrapassem
certas constantes M; para alguns valores de 3; e M, diferentes. Para alguns investido-
res essa ¢ inclusive uma desvantagem da C-VaR. Eles acreditam que a C-VaR ¢é muito
pessimista e decisoes tomadas sob sua influéncia sao demasiadamente conservadoras, di-

minuindo assim o risco mas limitando muito a chance de altos rendimentos.

3.5 Otimizacao da VaR e da C-VaR

Nessa secao vamos expor sobre a reformulacao classica, devida a Rockafeller e Urya-
sev [14], do problema de minimizar a C-VaR. Em seguida vamos apresentar a idéia de
Andreani, Dunder e Martinez [6] para minimizar a VaR, posteriormente vamos falar da
iniciativa de Alexander, Coleman e Li [2]| de aproximar o problema de minimizar a C-VaR
por outro de menor porte e por fim juntaremos essas duas tltimas idéias propondo uma

nova maneira de trabalhar com o problema de minimizar a VaR.

Faremos agora um apanhado das idéias expostas em [14], adaptando-as ao nosso caso
particular de cenarios discretos. Seguindo o espirito das secoes anteriores temos que o
problema de minimizar a C-VaR é muito mais facil do que o problema de minimizar a
VaR. Porém um detalhe muito importante nao foi dito até aqui. Na definicao da C-VaR
estd implicita a expressao da VaR, logo as dificuldades de manipulagao da VaR sao au-
tomaticamente passadas a C-VaR. Felizmente conseguimos contornar esse problema com

as observacoes abaixo e com a ajuda do teorema chave 3.5.1.
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Podemos ver que:

1 m
C-VaRy(x) = p— > fiy (@)
Jj=p+1

> (filx) = VaRs(x))",

=1

= VaRg (CC) +

m-—p
onde (z)" = max{0, z}.

Pensando nisso podemos definir F'(x,t) da seguinte maneira:

1 m
Flz,t)=t+ —— filz) —t)".
0= 4 S )
Temos entao que a C-VaRg(z) = F(x, VaRz(x)). Muitas vezes vamos preferir traba-

lhar com F' em vez da C-VaR. A razao disso vem do teorema a seguir:

Teorema 3.5.1. Teorema chave

Sejam fi -+ fo, nimeros reais tais que fi < -+ < f, ep € {1---m} . Definamos

F(t) = (m—p)t+ > (i~ )"

Dessa forma temos que, se p < m, o conjunto dos minimizadores de F(t) € o intervalo
m

[fps for1] com valor minimo de F igual a E fi. Se p=m o conjunto de minimizadores
i=p+1
€ [fm,00) com valor minimo igual a zero.

Demonstracgao:

Faremos apenas o caso p < m. O caso p = m ¢é analogo e trivial.

Primeiramente vamos achar a expressao para F'(t)

o t<f1:>(fl—t)+:fl—tV2

F(t) = (m—pt + (if) =t +
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0, se 1 < k—+1
o i<t firmi=>(fi—t)" =
fi—t sei>k+1

F(t)=(m— pt—i—(ZfZ) (m—k)t=(k—pt+ Zf2
i=k+1 1=k+1
L4 t>fm:>(fl_t)+:0vz

F(t) = (m —p)t

Substituindo k por p vemos que se t € [f,, f,11] entdo F(t Z fi- Provemos agora
i=p+1

que se t & [f,, fpe1] entdo F(t Z fi

i=p+1

ot < fp

a) i <t<fipi=(fi—-t)>0Vji=(k+1)---p

F(t) = (k—p)t+ Zfi
i=k+1
= (e =)+t =0+ D
> Z fi
i=p+1

b)t<fi=(fj—t)>0Vj=1---p

Ft) = _pt+2fi
=1

= (i-O++(p—-t)+ Z fi

i=p+1
m
> Z Ji

i=p+1

b t>fp+1
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a) fu <t<firn=(fj—t)<0Vi=(p+1)--k

F(t) = (k=pt+ > f

i=k+1
= =)= ==+ D> f:
i=p+1
> Z Ji
i=p+1
b) > fu= (=) <0 Vi =(p+1)--m
F(t) = (m—p)t
= U=t == =0+ Y
i=p+1
> Z Ji
i=p+1

Podemos notar também que F'(x,t), como funcao de ¢, é convexa, uma vez que a soma
de e 0 maximo entre fungoes convexas é uma funcao convexa, e é linear por partes. O
coeficiente linear de cada parte aumenta, em moédulo, em uma unidade ao distanciarmos

do intervalo [f,, fp+1]-

A figura abaixo ilustra esses fatos e o teorema anterior.
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Figura 3.7: Gréfico de F(x,t) em funcao de t.

Claramente se cada f; é convexa entao F'(x,t) também o é com respeito a (z,t) pelo

mesmo argumento anterior.

Com a ajuda desse teorema temos que C-VaR(x) = minimo F(x,t) em relagao a t,

logo o problema de minimizar a C-VaR passa a ser:

m

1
minimizar minimo ¢4 —— Z(fz(x) —t)F
m—=p-=
z € teR i=1
Ou, equivalentemente:
o 1 - o
minimizar ¢+ pr— (fi(x) —1) (3.1)
reteR i=1

Essa maneira de minimizar a C-VaR é um problema convexo no caso em que as funcoes
de perda s@o convexas, em particular quando sao dadas da maneira classica (linearmente),

porém nao diferenciavel ja que envolve o maximo entre duas fungoes.

Apresentaremos aqui duas idéias para contornar esse inconveniente. A primeira é
uma reformulac¢do, também proposta em [14], que consiste em acrescentar varidveis z

restringindo-as de modo a satisfazer z; = (f;(z) — t)™ na solugao e nos leva a:
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1 m
minimizar ¢+ E 2
m—p 4
z,t, 2 i=1
S.a x € (3.2)
z; >0 Vi=1---m

2z > file) =t  Vi=1---m

Se as funcoes f; forem lineares e () for um politopo, o que é o caso nos problemas
anteriores, temos que o problema acima é um PL.
Pelo teorema anterior o trio (z*,t*, 2*) solugdo de (3.2) é tal que z* é o minimizador da
C-VaRg(x) , t* + mL_p >, zf é o valor minimo da C-VaRg(x) e ¢* é uma aproximagao
para a VaRg associada a decisao x*, uma vez que t* € [fi (), fi,,(=+)] € para um grande
numero de cendrios € natural que f; (,+) esteja proximo de f;  (,+), ocorrendo muitas vezes
até a igualdade. Portanto, sem perda de generalidade, vamos considerar em muitos casos
t* = VaRg(z"). E importante notar que z* nao é necessariamente solu¢cao do problema

de minimizar VaRg(z).

A modelagem acima apresenta o mesmo problema do modelo de Konno. Novamente
acrescentamos uma variavel para cada cendrio previsto. Para evitar isso, e ainda assim
deixar o problema diferencidvel temos a segunda idéia. Em [2] foi proposta por Alexander,

Coleman e Li a definicao de:

x; se r > €
2

Pe(r)=q E+2+% se —e<az<e
0; se z < —¢

e a seguinte reformulacao de 3.1:

1 m
Min t+——Y o(fi(x)—1)
.t m_p; (3.3)
S.a €90

A intencao da introducao da funcao ¢, é suavizar o “bico” da funcao maximo man-

tendo a maior semelhanca possivel com a func¢ao original.
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Figura 3.8: Grafico da suavizacao para e = 1.

Podemos perceber que ¢(x) difere do max{0,z} somente no intervalo (—¢,¢) e o

modulo dessa diferenga ¢ limitada por {. Isso nos permite concluir que ¢.(x) converge
uniformemente para max{0, x} quando € tende a zero. O teorema a seguir garante algumas

propriedades tedricas para o problema aproximado.

Teorema 3.5.2. Seja {fi(x), fo(x), -} uma seqiéncia de funcoes de 2 em R unifor-
memente convergente para uma fungao continua f : ) — R. Suponhamos que cada f;
tenha um minimizador global m;. Logo todo ponto de aderéncia de {mq,mg,---} € um
manimizador global de f.

Demonstracao:

Seja m um ponto de aderéncia de {my, ma,---}. Suponhamos por absurdo que exista

z € Q) tal que f(z) < f(m).

Jom)—1 ()

Tomemos € = 3

Como f € continua existe 6 > 0 tal que f(x) € (f(m)—¢, f(m)+e,), Ve € B(m,d)NQ.

Pela convergéncia uniforme existe N € N tal que ¥n > N e Vx € Q temos |f,(x) —
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f(x)| < e. Em particular f,(2) < f(2) 4+ € e f(my) < fu(my) + €.
Conseqiientemente f(my,) < f(my) +€ < fo(z) +€ < f(2) +2¢ < f(m) —e.

Portanto m,, ¢ B(m,0) Yn > N. Sendo assim m ndao € ponto de aderéncia de
{my,ma,---} o que contraria a hipdtese. Concluimos assim que f(m) < f(z) Vo € Q e

dessa forma temos que m € um minimizador global de f em €.

Outra propriedade importante de ¢. é que ela preserva a convexidade do problema
quando as funcoes de perda sao convexas. Isso vem diretamente do fato de que se f é
crescente e convexa e g é convexa entao f(g(x)) é convexa. E natural supor €2 compacto em
situagoes praticas, nesse caso o problema (3.3) tem um minimizador global. Para fungoes
de perda convexas espera-se que encontremos esses minimizadores pois nossos algoritmos
sao eficazes na busca por minimizadores locais e sob essas hipdteses esses serao globais
também. Dessa forma se tivermos uma seqiiéncia ¢, tendendo a zero entao o teorema
3.5.2 acima garante que os minimizadores dos problema 3.3 convergirao para a solucao de
minimizar a C-VaR. Embora esse seja um resultado forte, em situacgoes préticas escolhe-
mos € pequeno e nos contentamos com essa aproximacao. Além disso, valores de € abaixo
de certo patamar deixa o problema numericamente muito préoximo de um problema nao

diferenciavel, o que, como veremos nos testes computacionais, dificulta sua resolucao.

Acreditamos que a utilidade da suavizacao vai muito além de competir com um PL,
permitindo resolver problemas cujas fun¢oes de perda sao nao lineares, oriundas de uma
modelagem qualquer. Validaremos essa idéia usando, em alguns de nossos testes fungoes
de perda nao lineares motivadas pela formula Black Scholes que sera introduzida mais

adiante.

Nos testes computacionais usaremos também outras suavizagoes possiveis para (x)*
pois acreditamos que a exposta em [2] nao seja tao confidvel uma vez que ¢ nao é duas
vezes diferenciavel, o que pode ser um empecilho para métodos do tipo Newton ou Quasi-

Newton.

Uma alternativa para isso seria introduzir um polinémio no intervalo [—¢, €] com grau
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suficientemente grande de modo que ao menos valha:

o (- = (—9"
. 0e) = (0"
¢ 90 = (—9"
¢ 9= ("

o ¢'(—¢) = ()" e

o ¢"(e) = ()"
Um exemplo seria tomar
x; se x> €
de(x) = —%—I—%%—%%—i’—g; se —e<x<e (3.4)
0; se v < —¢

Para esse tipo de suavizagao temos que ¢(z) difere de ()™ apenas no intervalo [—e, €],
em particular, no caso da funcao acima, o maximo dessa diferenca vale 3¢/16 e é atingido

em x = 0. Porém, essa classe de adaptacoes tem um ntimero finito de derivadas.

Pensando nisso procuramos definir ¢ de modo a obtermos uma fungao C'*°. Sabemos

que

Ltz o+ Va?
(o) = TH TV

como +/x s6 nao é diferenciavel em z = 0 podemos obter a aproximacao

T+ Va2 +e
(o) = 6wy = TS
Conseguimos assim uma funcao C'* mas que difere da funcao original em toda a reta. E
facil ver que nesse caso ¢.(x) > (x)1, logo o erro da aproximacao seria E(x) = ¢.(z)—(z)™.

Mais ainda,
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%<1+\/%27ﬂ>>0’ se x <0

E'(z) =

Y

logo E(x) é crescente para x < 0 e decrescente para x > 0, portanto, seu maximo ¢ atin-
gido em z = 0 e vale 1/¢/2. Sendo assim, todas as suavizagoes apresentadas convergem

uniformemente para ().

25

— gy

Figura 3.9: Grafico das suavizacoes para € = 1.

Seguindo ainda espirito do Teorema 3.5.1 lembramos que:

argmm F(l',t) = [fip(m)afip+1(m)]7
t

logo podemos modelar o problema de minimizar VaRs(z) da seguinte forma:
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Minimizar ¢

z,t

Sujeito a  x € Q)

t resolve o Problema:

1
Minimizar ¢ > (fi—t)*
infmizar ¢+ —— " (fi—1t)

t 1=1

No caso em que acrescentamos a variavel z para evitarmos a nao diferenciabilidade

temos:
Min t
S.a z€€
t resolve o Problema:
1 m
Min t+——Y z (3:5)
t,z m=pi3
S.a 23>0 Vie1.em

A reformulagao acima trata-se de um problema de dois niveis. Podemos substituir o
problema de baixo por suas condicoes de otimalidade. No caso em que funcoes de perda e
() sao convexos essas condigoes sao necessarias e suficientes. Porém, quando fazemos isso,
caimos num problema de programagao nao linear (provavelmente de grande porte pois es-
tamos acrescentando uma varidvel a cada cenédrio) mesmo quando tratamos do problema

classico com restrigoes lineares.

Colocando as condi¢oes KKT no problema do segundo nivel temos:
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min t
z,2,t, A\«

S.a z €

Usando as relagoes o; = 1 — \;, denotando u; = z; — t — fi(z) e com algumas mani-
pulagoes algébricas chegamos exatamente na formulacao proposta por Andreani, Dunder

e Martinez em [6].



CAP. 3 ¢ VaR e C-VaR como medidas de risco 49

min t
x,z,tu,o
S.a z e
u =z —t— fi(x)
D wi(l=X) =0
i=1

Nesse artigo os autores conseguem resultados ainda mais fortes do que os encontrados

em [7] com respeito a qualidade da solugao do problema.

Uma alternativa natural seria colocar uma suavizacao na resolu¢ao do problema do

segundo nivel.

Min t
S.a z2€Q

t resolve o Problema:
Mm zf—l——Z:lltbe(z t)

Substituindo as condicoes de otimalidade:
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mitn t
S.a r €N
(m—p) =Y ¢.(fi(x) —t) =0
j=1

Essa aproximacao nos parece ainda mais vantajosa aqui do que no caso da minimizagao
da C-VaR. Isso porque no problema da C-VaR trocamos um PL de grande porte por um
PNL menor. Ja aqui de toda forma seriamos obrigados a trabalhar com um problema de
programacao nao linear, pois as condigoes KKT de um PL assim sao. Portanto, é de se

esperar que o problema de menor porte seja mais eficiente.

Entretanto, a questao das suavizagoes aqui é extremamente delicada. A razao da pre-
ocupacao vem do fato da condi¢ao de otimalidade do problema 3.1 ser t € [f;, (2), fips1 ()]
Como (x)* sé nao é diferencidvel em 2 = 0, um abuso de notagao nos levaria a restrigao

m
> (file) =) =m—p,
j=1
onde () =0sexz < 0e ()" =1sez>0. Ou seja, a restricio conta quantas funcoes
de perda estdo acima de t e exige que esse valor seja exatamente (m — p), conseqiiente
exige-se que t € [f; (2), fi,11(2)]- Dessa forma estamos trabalhando com uma restrigao
descontinua, e mais ainda, binaria. Vejamos como as suavizagoes propostas aproximam

tal restrigao.
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s 5 p10%. MO

e 115 4

e 1151 2

Figura 3.10: Grafico das derivadas das suavizagoes para € = 1.

Mais uma vez a suaviza¢ao proposta em [2] ndo parece muito adequada pois terfamos
uma restricao nao diferenciavel, o que deixaria o problema ainda nao suave. Ja a apro-
ximacao ¢ =~ (r + V2 + €)/2, mostra-se muito bem comportada, provavelmente por se
tratar de uma fungao C'*°. Isso deve ser refletido nos resultados computacionais com al-

goritmos mais rubustos.



CAPITULO 4

Nocoes de probabilidade e simulacao

de cenarios futuros

4.1 Introducao

Nesse capitulo vamos expor algumas maneiras de prever possiveis cenarios para o fu-
turo da economia. Basicamente as alternativas para construirmos esses cenarios podem

ser divididas em trés grupos.

O primeiro é totalmente subjetivo onde o responsavel pela previsao dos cenarios uti-
liza sua prépria experiéncia e intuicao, além de informacoes dadas por outras pessoas nas

quais se tem confianga, para construir um panorama sobre o futuro econoémico.

Esse tipo de abordagem ¢é muito dificil de ser tratado matematicamente além de exigir
um amplo conhecimento especifico de cada ativo envolvido. Essas caracteristicas fazem

com que esse pensamento seja deixado de lado em nossa exposicao.

Um exemplo dessa filosofia é apresentado a seguir:
Suponhamos que um grande comerciante de madeira do norte do Parana acredite, ba-

seado nos seus trinta anos de envolvimento no ramo, que o unico fator que influenciara

o2
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o preco do seu produto nesse semestre serd o crescimento da producao de pinheiros na
Finlandia. Um amigo escandinavo lhe garante que esse crescimento serd de 5%. Sendo
assim ele prevé que o unico preco possivel para a madeira daqui a seis meses é 30 reais

por metro cibico.

O segundo grupo consiste em fazer uma formulacao estritamente matematica do as-
sunto. Essas formulagoes sao feitas com os dados histéricos dos pregos dos ativos e geral-
mente usam um modelo probabilistico para prever o futuro. Voltaremos nossas atengoes
para esse grupo. Mais adiante apresentaremos algumas distribuicoes de probabilidade
que nos serao uteis e as caracteristicas principais de cada uma delas para que possamos

usa-las em nossas previsoes.

O terceiro grupo é na verdade um misto dos dois anteriores onde um modelo ma-
tematico é criado de acordo com os dados do passado porém seus parametros sao esco-
lhidos levando em consideragao a expectativa do responsavel pela previsao. Esse tipo de
modelo é o mais usado nas instituigoes financeiras, entretanto a parte subjetiva foge do

escopo deste trabalho.

4.2 Simulacoes probalisticas

Nessa secao vamos fazer algumas definigoes basicas para usé-las ao longo deste capitulo.
Inicialmente definimos que X é uma variavel aleatoria se é uma funcgao real definida no
espaco amostral e estd associada a uma probabilidade. Uma variavel aleatéria é dita dis-
creta quando assume um numero finito de valores {z; ---x,}, a ela estd relacionado um

conjunto

{P[X:xl]f" ’P[X:xn]}7

chamado conjunto de distribuigao de probabilidade de X. Aqui P[X = z;| denota a pro-
babilidade de X ser igual a z;. J4 a uma varidvel aleatdria continua costuma-se associar
uma fungao de densidade de probabilidade (f). Essa fun¢ao determina que a drea abaixo
do grafico de f entre a e b é igual a probabilidade de X assumir valores nesse intervalo.

Portanto f deve ser nao negativa e ffooo ft)dt =1.
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A primeira funcao de densidade que apresentaremos é a resultante de uma varidvel

aleatéria com distribuigao uniforme.

1
7, se € la,b
flz) = N
0, caso contrario.
Esse tipo de distribuicao pode ser apropriada quando se tem estimativa dos limitantes
(a e b) que X pode atingir mas ndo do comportamento de X entre a e b. Assume-se,
portanto, que a probabilidade é igual para cada valor intermediario.
A esperanca de uma variavel aleatéria com essa distribuicao é "“TH’ e o desvio padrao é
Vamos usar a distribuicao uniforme para simular a presenca de residuos em nossos testes

numéricos.

A segunda distribuicao que consideraremos serd a distribuicao normal com parametros
p e o cuja notagao serd dada por N(u,0?) e fungao de densidade por:
1 _(@=w)?

f@) = e T

2mo

A esperanca de uma varidvel aleatdéria normal vale y e a variancia o2

z2
No caso especial em que = 0e o =1, ou seja f(z) = \/%6’7, a distribuicao chama-se

normal padrao.

Como uma fungao de densidade normal nao tem primitiva em termos de fungoes ele-
mentares sao de suma importancia as tabelas que fornecem a probabilidade de que uma
variavel aleatéria com distribuicao normal padrao X seja menor do que x para diversos
valores de x. Tais tabelas estao presentes em praticamente qualquer livro introdutoério de
probabilidade e aproximagoes numéricas para sua integral estao programadas em diversos
softwares computacionais.

E possivel mostrar que se Z tem distribuicdo normal N (u,0?) entdao X = % tem dis-

tribuicao normal padrao.

A grande importancia da distribuicdo normal é dada pelo teorema central do limite
e em muitos casos por um de seus corolarios imediatos. Enunciaremos tais resultados a

seguir:
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Teorema 4.2.1. Teorema Central do Limite de Lindeberg

Sejam X1, Xo - -+ wvaridveis aleatorias independentes, isto é:
P(X1 c Al, -, X, E An) = H?ZIP(XI S AI),

tais que E[X;] = u;, variancia[X;] = o2 onde 0 < 0? < 0o e fi(z) € fungao de densidade
de Xz

Sejam também S, = X1+ -+ X, € 8, = \/02[S,] = \J0? + -+ + 02

Sn—FE[Sh]
Sn

Entao, para que convirja a uma normal padrao quando n tende a infinito €

suficiente que a sequinte condi¢do, chamada condi¢ao de Lindeberg, seja satisfeita:

Ve, lim 1 Z/ (. — p3)? fi(x)dz =0

n =1 YI|z—pil>esn

.~ . .. . X, —
A condicao de Lindeberg significa, basicamente, que as parcelas ==& da soma
n

Sn—E[Sn]
S Sn

sao uniformemente pequenas para n grande. Portanto o teorema central do limite garante
que se uma variavel aleatéria pode ser vista como a soma de varias outras onde o peso
de cada parcela é pequeno entao essa variavel aleatéria tera uma distribuicao aproxi-
madamente normal. Ou seja, quando um fator depende de varios outros ele deve ter
distribuicao semelhante a uma normal. Além desse suporte tedrico muitas observagoes
praticas confirmam que a distribuicao normal de fato esta ligada a varios fenomenos de

diversas areas, incluindo a economia.

Enunciaremos agora um de seus colorarios imediatos.

Corolario 4.2.2. Sejam Xy, X5 - - - X, varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas (ie. todas X; tém a mesma distribuicao) com esperanca p e desvio padrao o.

o X4+ Xoet X, — ~ . .
Entao, W converge a uma normal padrdo quando n tende a infinito.

As variaveis X1, X5 -+ X, podem ser vistas como observacoes independentes de uma
mesma variavel aleatéria. Nesse caso, o colorario nos diz que, qualquer que seja a variavel

aleatoria, a média de suas observacgoes segue uma distribuicao normal.
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A terceira distribuicdo que apresentaremos serd a distribuicao lognormal a qual se
baseia na distribuicao normal porém tem algumas caracteristicas que nos chamam mais
atencao. A distribuicao lognormal estd associada ao movimento browniano geométrico
que é uma das hipoteses de Black e Scholes em sua famosa férmula sobre a qual faremos

uma pequena exposi¢ao no préximo capitulo.

Dizemos que uma variavel aleatoria positiva V' tem distribuigao lognormal com parametros

w e o selog(V) tem distribuicao normal N(u,o?).

Suponhamos que y(t) denote o pre¢co de um ativo no instante de tempo ¢t € [0, c0),
onde y(0) é o prego do ativo hoje. Por definigdo, temos que y segue um movimento
browniano geométrico com parametros de tendéncia p e de volatilidade o se para cada z

e t a variavel aleatéria
y(t + 2)

y(2)
independe de z e tem distribuicao lognormal com parametros put e to?. E importante no-
tar que y nao é uma funcao dos reais na reta. A cada t real y(t) é uma variavel aleatéria
pois se trata do prego do ativo no instante de tempo futuro ¢ podendo assumir diversos

valores, dependendo do cenério geral da economia nesse instante.

Estamos fazendo hip6teses sobre y(t + 2)/y(z), ou equivalentemente sobre y(t + 2)/y(2)—
1, e nao sobre y(t + z) — y(z), para tratarmos com o lucro relativo e ndo do absoluto.
A razao disso é que falar de um aumento de 10% ¢é uma coisa universal, adimensional.
Porém, se falarmos que um preco de um ativo aumentou 10 reais com certeza seria propicia
a pergunta “e quanto ele custava?”. Tal pergunta é pertinente uma vez que é muito dife-

rente se o preco do ativo era de um real ou de mil reais.

O fato de y(t + z)/y(z) independer de z significa que o aumento percentual do preco
do ativo nao depende da data que estamos falando e sim do tempo que falta para o ins-
tante da previsao. Geralmente vamos considerar z = 0 uma vez que estaremos fazendo

previsoes hoje para o preco do ativo no instante t.

E de se esperar que a variacao do preco de um ativo dependa de varios fatores, como
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por exemplo uma nova legislacao federal, o desempenho de empresas concorrentes, a

valorizacao do délar etc, logo, pelo que apresentamos anteriormente, seria natural modelar

y+2) —ye) _ylt+2)

y(2) y(z)

com distribuigao normal. Como log(1 + x) &~ x para x pequeno temos que é razoavel que
t — t t
o (14 2D 0CTY g (1 WD)y ()
y(2) y(2) y(2)

siga uma distribuicao normal. Dessa forma temos que a distribuicao lognormal é ade-

quada para modelos economicos. Ou seja é razoavel adotar para previsoes financeiras que

N

y(t + 2) = y(2)e", em particular y(t) = y(0)e?, onde N é uma varidvel aleatéria com

distribuigao normal. Conseguimos assim a vantagem de assegurar a positividade de y(t),

nao obtida se supusermos apenas que W tem distribuicao normal.

Os parametros da distribuicao normal associada ao movimento browniano geométrico

segue do fato de que se y(z + 1) = y(2)e"= , onde W, ~ N(p.,0,) entao:

y(2) = y(1)e™ = y(0)e"0e™ = y(0)eVot W

t—1
y(t) = y(0)e", onde W = ZWJ-.
=0
Pela independéncia em z de y(t + z)/y(z) temos que as W, sao independentes e p, = 1

além de o, = o para todo z. Portanto W ~ N (ut,o+/t), como haviamos afirmado.

Outro resultado tedrico de grande importancia é a lei dos grandes niimeros apresentada

a seguir.

Teorema 4.2.3. (Lei Forte de Kolmogorov)
Sejam Xy, Xy -+ wvaridveis aleatorias independentes, identicamente distribuidas (ie.
todas X; tém a mesma distribui¢do) e integrdveis, com E[X;] = p. Entdo

Xi+--+ X,
n

— W, quando n — o0
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As variaveis aleatérias X, X5 -+ podem ser vistas como observagoes independentes
de uma tnica varidvel aleatéria.
Esses fatos justificam que um histograma normalizado das observacoes de uma variavel
aleatéria X aproxima sua funcao de densidade.

Para ver isso definamos para cadaa € Re e >0

v, — 5, se X; €la—ea+¢
0, caso contrario
Logo
1 1
E[Yy] = Q_P(Xi €la—e€a+¢)= Q—P(X €la—e,a+e€)
€ €
A altura do histograma normalizado em [a — €, a+ €] com n observagoes vale —Yfﬁ'r';*YE”.

Passando o limite quando n — oo temos pela lei dos grandes ntimeros que

Y, 4 Y., 1 1 [ate
1+t _>_P(X€[a—e,a+e]):2—/ f(z)dz.
€ a—e

n 2€

Fazendo agora o limite quando € — 0" e supondo que exista F' primitiva de f,o que é o

caso quando f é continua, obtemos que

Yo+---+Y., 1 [ote
lim lim —< ret = lim — f(z)dz
e—01+ n—oo n e—0t 26 a—e
— lim Fla+¢€)— F(a—e¢)
e—07F 2e
= F'(a) = f(a)

O resultado garante que se quisermos ter uma estimativa sobre a funcao de densidade
do comportamento da variagao do prego de um ativo podemos fazer um histograma de

suas variacoes para alguns dados histéricos.

A seguir vamos analisar se para alguns dados reais o modelo lognormal de fato é con-
sistente. Para isso usamos o preco passado das acgoes de 5 empresas durante 1001 dias,

obtendo assim 1000 variacoes de preco.

Antes de averiguar a aplicabilidade da distribuicao log-normal vamos verificar que a

y(t+1)—

aproximacao x ~ log(1 + x) é vélida para = = y(t)y(t) da ordem da variagao do preco
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dos ativos em dias consecutivos. Para isso calculamos o erro relativo que cometemos na

z—log(1+x)
x

aproximacao em cada observagao < ) A tabela abaixo mostra que realmente a

aproximacao ¢é razoavel para todas as quatro empresas analisadas.

Empresa média | percentil 90% | mdximo
Ambev (PN) 0.0062 |  0.0129 0.0832
Telemar (PN) 0.0072 0.0160 0.0515

Banco do Brasil (ON) | 0.0091 0.0194 0.0698
C. S. N (ON). 0.0098 0.0205 0.0968

Tabela 4.1: A tabela mostra o erro médio, o limitante para 90% dos erros e o erro maximo

para cada uma das empresas

A comprovacao desse fato nao era de fato necessaria uma vez que nao é uma hipotese
direta do nosso modelo. Porém ela é filosoficamente importante pois foi o que motivou tal
modelagem. Mais adiante usaremos uma estratégia, baseada em W para gerar os
cenarios de nossos testes numéricos. Teremos, entao, a garantia de que de certa maneira

nosso modelo se assemelha a um movimento browniano geométrico.

t+1 . )
G )) realmente pode ter distribuicao normal vamos assumir

y(t)
ue vale a independéncia em z para 242 suposta no movimento browniano geométrico.
y(2)

Para verificar que log (

Sendo assim a variacao do preco em cada dia pode ser considerada como uma observacao
de uma mesma variavel aleatéria. Na figura 4.1 apresentamos os histogramas e um ajuste
normal para quatro grandes empresas dos mais diferentes ramos da economia brasileira.

O ajuste é feito tomando os estimadores

Z?:l X e 62 _ Z?:1(Xi - ﬂ)
n n—1

o=

como os parametros da distribuicao normal.
A grande semelhanca entre os histogramas e as fungoes de densidade normal parecem
atestar pela validade da hipdtese lognormal. Por esses motivos o modelo cléssico para o
comportamento do preco de um ativo é o movimento browniano geométrico. Entretanto,

para a voraz competicao do mercado financeiro atual, tais aproximacoes muitas veses ja
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Figura 4.1: Histogramas de log (%) para Ambev, Telemar, Banco do Brasil e C.S.N.

sao consideradas grosseiras e modelos ainda mais realistas ja estao sendo usados hoje em
dia.

Apesar disso a previsao de cendarios dessa forma deixa de lado uma das principais
caracteristicas de um problema de analise de risco, a correlagao entre os ativos. Pensando
nisso chegamos a nossa alternativa de previsao dos cendrios futuros:

Sejam H(0),--- , H(p) os dados histéricos dos precos de um ativo durante p dias.
Para simular um cenério futuro para daqui a D dias sortearemos {jo, j1, - ,jp—1}, onde

ji € {0,--- ,p— 1} e faremos por recorréncia, partindo de y(0) = H(p),

H(jy+1)

i+ 1) =)=
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até obtermos y(D).
A correlagao entre os ativos é mantida se usarmos o mesmo conjunto sorteado para
simular o cenario futuro para cada um dos ativos. Para obtermos m cendrios basta sortear

m COIljllIltOS {j07 T 7.jD71}'

Exemplo

A tabela 4.2 contém os dados historicos dos pregos de 3 ativos durante 11 dias.

dia | Petrobras (PN) | Bradesco (PN) | Vale (ON)
1 45,44 48,72 4351
2 46,59 50,13 44,83
3 47,17 49,66 45,15
4 47,47 49,33 45,18
5 46,40 AT 87 44,05
6 46,89 46,83 43,47
7 47,48 4748 43,79
8 47 60 46,62 42.43
9 48,65 46,91 43 58
10 49,46 47,59 44,08
11 50,20 48,92 44,76

Tabela 4.2: Preco histérico dos ativos. Dia 11 é o ultimo preco histérico, portanto refere-se

ao dia de hoje.

Vamos fazer duas previsoes para o preco dos ativos para daqui a dois dias.

Cenario 1 - dias sorteados {2,8}

Os precgos previstos nesse cenario sao, respectivamente, 51,95; 48,76 e 46,30 para

Petrobras, Bradesco e Vale.

Cenario 2 - dias sorteados {6,3}
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ativo dia 1 dia 2

Petrobras (PN) | 50,20 x 2253 = 50,82 | 50,82 x =50 = 51,95

Bradesco (PN) | 48,92 x 20:50 = 48,46 | 48,46 x 1o = 48,76

Vale (ON) | 44,76 x 1222 = 45,08 | 45,08 x 1252 = 46,30
ativo dia 1 dia 2

Petrobras (PN) | 50,20 x 255 = 50,83 | 50,83 x 24- = 51,15

Bradesco (PN) | 48,92 x 1288 = 49,60 | 49,60 x 1222 = 49,27

Vale (ON) 44,76 x 208 = 45,12 | 45,12 x 7298 = 45,12

Para o segundo cendrio os precos previstos sao, respectivamente, 51, 15; 49,27 e 45,12

para Petrobras, Bradesco e Vale.

Esse tipo de simulacao, embora nao tenha um forte embasamento tedrico, assemelha-
se ao movimento browniano geométrico por estar estreitamente ligado a suas hipoteses,

além de ser de uma simplicidade muito grande.



CAPITULO 5

Introducao a formula Black Scholes

Nesse capitulo vamos fazer uma breve exposicao sobre o mercado de opgoes e sobre a
formula Black Scholes para que possamos usé-la em nossos testes computacionais como

funcao de perda nao linear.

Uma definicao importante nesse contexto ¢ a de derivativo o qual nada mais é que
um tipo especial de ativo que depende de um outro ativo base. Uma classe especial de
derivativos é chamada de opgoes. Uma opgao esta relacionada com o direito de comprar
ou vender um ativo base por um prego pré-fixado.

Opgoes se dividem basicamente em 4 categorias:

e (Call Européia

e Put Européia

e Call Americana

o Put Americana

Um investidor que compre uma opgao do tipo Call O.(A, K,T) adquire o direito de
comprar um ativo A por preco K (preco de exercicio). Para uma opcao do tipo Put

O,(A, K,T) o investidor adquire o direito de vender um ativo A por um preco K. No
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caso de uma opgao européia o investidor pode exercer seu direito apenas no instante de
tempo T'. Para uma opcao americana ele pode exercer o direito a qualquer momento até
o instante de expiracao 1. As expressoes européia e americana nao significam que essas
opc¢oes sejam negociadas apenas na Europa ou nos EUA| apenas denotam a especificagao

da opcao.

Exemplo:
Suponhamos que investimos nosso dinheiro em uma opcao do tipo Call Européia cujo
ativo base é uma saca de café, o preco de exercicio é 130,00 reais e o prazo de expiracao
de um ano. Entao daqui a um ano teremos o direito de comprar uma saca de café por
130,00 reais. Um dos motivos por termos adquirido essa opcao pode ter sido fazer uma
espécie de seguro contra um investimento duvidoso que tenhamos feito. Por exemplo,
podemos vender hoje uma saca de café, a ser entregue daqui a um ano, por 130,00 reais.
Fazemos isso pois acreditamos que apés esse periodo serd possivel comprar a saca no mer-
cado por 100,00 reais. Se nossa previsao estiver certa compraremos a saca no mercado
por 100,00 reais e teremos um lucro. Porém, como nao somos especialistas no assunto,
existe a divida “E se a saca passar a valer 180,00 reais?”. Nesse caso exercemos a opgao
e a compramos pelos 130,00 reais estipulados como valor de exercicio e podemos honrar

nossos compromissos sem um grande prejuizo.

Porém, quanto vale direito? Essa precificacao é o que a formula Black Scholes tenta
fornecer. Ou seja, no exemplo anterior terfamos de pagar uma certa quantia a um inves-
tidor para que esse nos desse o direito de comprar uma saca de café daqui a um ano por

130,00 reais qualquer que seja o preco de mercado do produto na época.

Se hoje fosse a data de exercicio nao hé duvida que esse direito valeria max{0, y(T") —
K} = (y(T) — K)* onde y(t) denota o prego do ativo no instante T. De fato, ninguém
pagaria nada pelo direito de comprar um ativo por k reais se ele estivesse disponivel no
mercado por menos de k. Claramente se o preco do ativo tivesse maior do que o preco de
exercicio uma pessoa so se sujeitaria a dar o direito a outra de lhe comprar o ativo por
k se este individuo lhe pagar a diferenca até o valor de mercado. Por outro lado, nao ha

duvida de que esse seria o maior valor que uma pessoa estaria disposta a pagar por esse
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direito, pois caso contrario seria mais vantajoso adquirir o ativo diretamente do mercado.

A situagao nao é tao simples assim quando nao estamos na data de exercicio pois
hé uma incerteza de quanto custard o ativo no futuro. Black e Scholes em [12] fizeram

algumas hipoteses para tratar do assunto.

A primeira delas é que nao hé oportunidade de arbitragem, ou seja nao hé chance
de um lucro certo. Um importante teorema nessa direcao é o teorema da arbitragem.
O teorema trata da seguinte situagao: consideremos um experimento cujo conjunto de
resultados possiveis seja {1,2,--- ,m} e existam n itens nos quais podemos apostar. O
retorno para cada real apostado no item 4, caso acontega o resultado 7 no experimento,
é dado por 7;(j). Permitimos que as apostas possam ser positivas, negativas ou nulas.
Nesse caso, se acontecer o resultado j no experimento, o retorno associado a uma estratégia

r € R”, onde z; é a quantidade apostada no item ¢, é:

retorno de x = Z z;ri(J)

i=1

Podemos entao enunciar o resultado.

Teorema 5.0.4. Teorema da Arbitragem

FEzxatamente uma da afirmacoes € verdadeira:

a) Existe um vetor de probabilidades p = (p1,- - ,pm) tal que:
Zpﬂ”z‘(j) =0 Vi=1--,n
j=1

b) Existe uma estratégia x = (xy1,--- ,z,) para a qual:

ZZL‘ZT’Z(j)>O \V/]:L,m
j=1

Uma demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [15] e baseia-se na duali-

dade de um problema de programacao linear associado.
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E facil relacionar o teorema com o fato de termos m cendrios futuros e podermos inves-
tir em n ativos uma quantidade x; que aqui pode ser negativa, indicando a venda do ativo,
o que ¢ bastante natural, principalmente quando se trata de opcoes. Nesse contexto o te-
orema esta dizendo que ou existe um vetor de probabilidade para que os cendrios ocorram
de tal forma que o lucro esperado sera zero para todos os ativos, ou existiria uma oportu-
nidade de arbitragem, ou seja existiria um investimento onde ganhariamos em qualquer

que fosse o cenario futuro.

A segunda hipétese feita por Black e Scholes é que os incrementos no prego de um

determinado ativo sao calculados continuamente. Expliquemos o que isso quer dizer.

Suponhamos que um investidor possua um capital ¢ (¢) aplicado em um fundo que lhe
paga uma taxa de juros nominal de 100r% por periodo de tempo T'. Logo, decorrido o

periodo P, o capital do investidor sera:

R => nominal

c(T)=1¢c(0)(1+4r)

Se o juros fosse computado duas vezes durante o periodo (uma vez na metade do

periodo e outra no final) o capital do investidor seria:

r/2 r/2
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Se o juros fosse computado n vezes durante o periodo:

T n
(1) =c(0) (1+2)
n
Quando n tende a infinito, ou seja estamos computando os incrementos a todo instante,
temos que:

c(T)=c(0)e"
Sem perda de generalidade podemos supor 1" como a unidade de tempo e teriamos:
c(l)=c(0)e"

Se tivéssemos t periodos de tempo:

c(W)=c()[(1+ %)T e (t) = c(0) e

Quando os incrementos sao feitos dessa forma dizemos que sao calculados continua-

mente.

A terceira hipdtese diz que o preco do ativo base segue um movimento browniano
geométrico com parametros p e o (explicado na se¢ao anterior). Um comentédrio perti-
nente aqui é observar que a exponencial envolvida na distribuicao log-normal concorda

com o fato dos incrementos serem calculados continuamente.

Sob as hipdteses anteriores se r for a taxa de juros referente a uma aplicacao sem risco,
por exemplo poupanga, é possivel mostrar [15], através do teorema da arbitragem, que

w=r— %2 Dessa forma o prego do ativo base serd y(t) = y(0)e"" onde W ~ N (ut, ov/t).

Lembramos que o preco de uma call-option na data de exercicio é (y(t) — K)*. Ana-

lisemos o caso geral. Suponhamos que exista uma taxa de juros sem risco (referente a
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poupanca ou a inflacao). Neste caso temos que comparar os investimentos no mesmo
instante de tempo. Sendo assim o preco p. pago por uma call-option européia hoje valeria

e - p. na data de exercicio e pelo teorema da arbitragem o preco justo da opcao nesta
data seria F[(y(t) — K)*]. Daf:

pe=e¢"E[(y(t) — K)7]

Para calcularmos p. faremos algumas manipulagoes algébricas. Primeiro vamos escre-
2 ’ .7 ’ . . . . ~
ver W como <r — %) t+o\tZ ,onde Z é uma variavel aleatéria com distribuicao normal

padrao. Dessa forma temos que:
2

y(t) > K <= y(O)exp((r—%)t+a\/EZ)>K

<— exp((r—(;)t—ﬂf\/EZ) >%

= (T—%Q)t+0ﬁ2>ln(%>
Z>1n(ﬁ);\/(;—§)t
— Z>o0Vt—d

!

onde

rt + o%t/2 —In (%)
oVt

Definindo I como a funcao indicadora do uso da opg¢ao temos:

d:

I 1 sey(t) > K
0 sey(t) < K
Pelo que acabamos de ver:
E[] = Ply(t) > K]
— P[Z>oVt—d
= P[Z<d—-oVi]

= N(d—oV1),
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onde N(x) é a funcao de probabilidade acumulada de uma normal padréao.

Provemos agora que e "' E[Iy(t)] = y(0)N(d). Para isso consideremos ¢ = o/t — d

entao:

Eltgte) = [ my(0)6<r_g;)t+aﬁx\/%_ﬁe§dx

= —y(())ert/ ez tVE=T iy

—<z o\f)?
dx

O 7 ).

1 o0 2
= y(0)e" ez dy (fazendo y=2x— a\/l_f>
V2T g

= y(0)e"" P[Z > —d

= y(0)e" N(d)
Por fim temos que:
pe = e "E[y(t) - K)]

= e "E[l-(y(t) - K)]

= e "E[Iy(t) - IK]

= e "Elyt)] - Ke "E[I

= y(0O)N(d) — Ke "' N(d — o\/1)
Chegamos entao a famosa féormula “Black Scholes” para opcoes do tipo Call européia.

pe(y(0),t, K, 0,7) = y(O)N(d) — Ke "*N(d — o\/t) (5.1)

onde
2 K
Tt+(7 t/2—ln<m>

d:
o/t




CAPITULO 6

Testes computacionais e conclusoes

Neste capitulo apresentaremos os resultados computacionais que obtivemos com os
algoritmos por ndés propostos na secao 3.5 para minimizacao da C-VaR e da VaR. Afim
de compararmos nossos resultados com os publicados em [2], [6] e [14], apresentaremos
também uma andlise quantitativa de nossas implementacoes para tais algoritmos. Além

disso, vamos expor algumas conclusoes que observamos em tais testes.

Os experimentos foram realizados em um computador com processador Pentium 4 2.4
GHz e 1 GB de memdria RAM. Os testes relativos aos problemas nao lineares foram
feitos através do software Algencan, disponivel em www.ime.unicamp.br/ martinez/. Ja
os experimentos relativos aos problemas lineares foram feitos através do GLPK (simplex
disponivel em www.gnu.org/software/glpk/) e do PCX (algoritmo de pontos interiores
disponivel em www-fp.mcs.anl.gov/OTC/Tools/PCz/).

Os testes computacionais foram feitos tanto com problemas artificiais, provenientes de
dados aleatorios, quanto de problemas reais. Estes ultimos foram realizados com dados
histéricos de 25/07/03 a 29/06/07 das vinte empresas com maior peso no IBOVESPA que

disponibilizavam os valores de suas agoes por todo o periodo analizado.

Para os problemas nao lineares implementados no Algencan fornecemos suas deriva-
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das analiticas sempre que estas existiam. Quando as primeiras derivadas nao podiam

ser calculadas ajustavamos o parametro “gtype = 1”7e quando as segundas derivadas nao

existiam ajustavamos “hptype = 4”7, usando assim diferencas finitas.

A seguir apresentaremos alguns resultados obtidos, representando cada grupo de tes-

tes feitos. Os algoritmos serao indicados por:

e Pol2 — Suavizacao utilizando o polinomio de grau 2.

e Pol4 — Suavizagao utilizando o polinémio de grau 4.

e Mod — Suavizacao utilizando a aproximacao do médulo.

SD — Algoritmo sem a suavizagao, trabalhamos diretamente com max{0, z}.

e PCX — Algoritmo de pontos interiores para resolucao de problemas de programagao

linear.

e GLPK — Algoritmo do método Simplex para resolucao de problemas de programagao

linear.

e RDOVO — Algoritmo apresentado em [6].

Nos primeiros testes, de 1 a 11, resolvemos problemas de minimizar a CVaR. Os testes

de 1 a 3 abordavam problemas artificiais de pequeno porte e tinham como objetivo validar

as implementacoes realizadas.

GLPK | PCX | SD | Pol2 | Pol4 | Mod
it 27 9 50 2 2 2
tempo | 0,00 0,03 | 0,41 | 0,05 | 0,02 | 0,00
erro 0 0 0 0 0 0

Tabela 6.1: Teste 1- 4 ativos, 20 cenérios. Resultados para e = 1. erro

— IXgrprx =Xl
—  [Xcrekll
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GLPK | PCX SD Pol2 | Pol4 | Mod

it 1095 29 50 4 2 2
tempo | 0,80 0,62 25,34 0,13 0,17 0,16
erro 0 0 0 0 0 0

CVaR | -4.539 | -4.539 | -4.539 | -4.539 | -4.539 | -4.539

— I Xgrpx—Xi|

Tabela 6.2: Teste 2- 15 ativos, 1000 cenarios. Resultados para e = 1. erro Xorrel

GLPK | PCX | PCX* | SD Pol2 | Pol4 | Mod

it 2347 31 39 50 2 2 2
tempo 4,8 0,97 1,63 | 70,08 | 0,06 0,13 0,13
erro 0 0,14 0 0 0 0 0

CVaR | -5.102 | -5.019 | -5.102 | -5.102 | -5.102 | -5.102 | -5.102

Tabela 6.3: Teste 3- 15 ativos, 2200 cenarios. Resultados para ¢ = 1. erro = %

Podemos ver que as implementagoes estao coerentes, uma vez que as solugoes encon-
tradas sao, substancialmente, as mesmas para todos os algoritmos utilizados. Entretanto,
ressaltamos aqui a necessidade de modificar o parametro de centragem no PCX para ob-
ter a convergéncia do algoritmo para o problema com 15 variaveis e 2.200 cenarios. Esse
resultado repitiu-se para problemas maiores e pode representar uma possivel dificuldade

de algoritmos de pontos interiores ao tratarem problemas com essa estrutura.

Nos testes 4 e 5 foram utilizados um vetor de custo aleatério uniformemente distribuido
entre 1 e 10, e uma matriz , representando as funcoes de perda lineares, com entradas
entre -8 e 2, também uniformemente distribuida. Consideraremos aqui vinte ativos, dez
mil e cinquénta mil cenarios. Os objetivos nestes testes eram averiguar o comportamento

dos algoritmos suavizados em relagao a variacao de € e comparar a eficiéncia destes com

a de um PL.
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GLPK | PCX | SD Pol2 | Pol4 | Mod | Pol2 | Pold | Mod

it 10.628 | 31 20 20 20 20 50 2 2
tempo | 262,77 | 5,84 | 2456 | 27,64 | 349 388 138 3,08 1,92
eps - - - 0.1 0.1 0.1 1 1 1

CVaR | -6.541 | -75 | -6.540 | -6.540 | -6.540 | -6.540 | -6.540 | -6.540 | -6.540

Tabela 6.4: Teste 4- 20 ativos, 10.000 cenarios. Resultados para € <0, 1.

Pol2 Pol4 | Mod Pol2 Pol4 | Mod | Pol2 Pol4 | Mod
it 50 2 2 4 2 2 10 3 2
tempo | 31,72 1,2 0,92 2,03 0,44 0,55 5,14 0,45 0,53
eps 10 10 10 102 102 102 103 103 103
CVaR | -6.540 | -6.540 | -6.540 | -6.541 | -6.541 | -6.540 | -6.541 | -6.541 | -6.541

Tabela 6.5: Teste 4- 20 ativos, 10.000 cenarios. Resultados para 10 < e < 1.000.

Pol2 Pol4 | Mod | Pol2 | Pol4 | Mod | Pol2 | Pol4 | Mod
it 6 3 3 4 4 3 10 3 3
tempo | 2,02 1,2 033 | 1,98 | 0,48 | 0,39 | 7,64 | 0,41 | 0,63
eps 104 104 104 10° | 10° 10° 106 | 106 106
CVaR | -6.035 | -6.185 | -6.541 | 2.185 | 2.185 | -6.540 | 2.296 | 2.274 | -6.508

Tabela 6.6: Teste 4- 20 ativos, 10.000 cenarios. Resultados para € > 10.000.

GLPK | PCX SD Pol2 Pol4 Mod Pol2 Pol4 Mod

1t 52.160 | 31 50 20 2 3 5 7 2
tempo | 35.570 | 61,56 | 9.694 | 93,28 | 9,97 791 | 13,38 | 16,61 | 3,25
eps - - - 1 1 1 10 10 10

CVaR | -6.605 | -32 | -6.605 | -6.605 | -6.005 | -6.605 | -6.605 | -6.605 | -6.605

Tabela 6.7: Teste 5- 20 ativos, 50.000 cenarios. Resultados para € < 10.



74

Pol2 Pol4 | Mod | Pol2 Pol4 | Mod Pol2 Pol4 Mod
it 50 3 2 7 3 9 50 4 50
tempo | 586 2,13 5,66 | 25,16 | 7,61 | 16,25 | 177,17 | 4,09 | 108,56
eps 102 102 102 103 103 103 104 104 10*
CVaR | -6.605 | -6.605 | -6.605 | -6.605 | -6.603 | -6.605 | -6.113 | -6.268 | -6.604

Tabela 6.8: Teste 5- 20 ativos, 50.000 cenarios. Resultados para 100 < e < 10.000.
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Pol2 | Pol4 | Mod | Pol2 | Pol4 | Mod
it 6 5 3 5 4 3
tempo | 12,31 | 649 1,73 | 19,80 | 10,92 | 1,70
eps 10° 10° 10° 108 106 106
CVaR | 2.010 | 2.010 | -6.602 | 2.040 | 2.035 | -6.567

Tabela 6.9: Teste 5- 20 ativos, 50.000 cenarios. Resultados para ¢ > 100.000.

Observamos que para valores de € muito pequenos os algoritmos encontram a solucao
do problema mas nao atingem o critério de parada indicando otimalidade. Acreditamos
que isso acontega devido ao fato dos problemas estarem numericamente muito préximos de
problemas nao diferenciaveis, logo suas condi¢oes KKT podem, numericamente, nao exis-
tir. O mesmo acontece com o problema nao diferenciavel, o qual pode ser visto como limite
dos anteriores. Para valores de ¢ muito altos os problemas apresentavam convergeéncia,
entretanto, o ponto encontrado nao é solugao do problema original. Isso deve-se ao fato
de estarmos modificando demasiadamente o problema. Quanto a comparagao com os
algoritmos que resolvem a formulacao linear obtemos uma grande vantagem. Quanto a
robustez o PCX mostrou-se ineficiente em todos os testes feitos. Ja em relacao a velo-

cidade vemos uma grande superioridade dos algoritmos nao lineares em relacao ao GLPK.

O teste 6 refere-se apenas a uma mudanca de escala no teste 5. Nele x; nao representa
a quantidade de acoes adquiridas mas sim a quantidade comprada de lotes de mil agoes.
Portanto o valor do vetor de custo e da matriz com os coeficientes das fungoes de perda

foram multiplicados por mil. Tomamos o cuidado de dividir o ponto inicial pelo mesmo

fator.
Pol2 | Pol4 | Mod | Pol2 Pol4 | Mod | Pol2 Pol4 | Mod
it 50 50 50 50 50 5 50 50 20
tempo | 6.164 | 72,73 | 892 2.655 | 69,59 | 10,75 | 3.477 | 7,19 | 78,36
eps 1 1 1 10 10 10 102 102 102
CVaR | -6.605 | -32 | -6.605 | -6.605 | -6.605 | -6.605 | -6.605 | -6.605 | -6.605

Tabela 6.10: Teste 6- Mudanca de escala do teste 5. Resultados para e < 1.
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Pol2 Pol4 Mod Pol2 Pol4 Mod | Pol2 | Pol4 | Mod
it 50 3 3 50 4 3 5 4 3
tempo | 2.675 | 6,06 | 6,06 | 564 | 516 | 742 | 198 | 2,55 | 6,19
eps 103 103 103 104 104 104 106 | 106 106
CVaR | -6.602 | -6.603 | -6.605 | -6.113 | -6.268 | -6.004 | 2.040 | 2.350 | -6.567

Tabela 6.11: Teste 6- Mudanca de escala do teste 5. Resultados para ¢ > 1.000.

Como esperado, a solucao encontrada continua a mesma, a nao ser pela mudanca

de escala. Entretanto, quanto a eficiéncia e a robustez dos métodos tivemos diferencas

consideraveis. Esse fato nao era previsto pois a fungao ¢ age em (f;(z) —t) e esse valor

deveria continuar como nos testes anteriores, pois os valores de z sao dividido por mil

pra satisfazer a restrigao Y., yYx; < M. Podemos perceber que o nimero de algoritmos

onde obtemos convergéncia é bem menor nesse caso.

No teste 7 realizamos, de certa forma, outra mudanca de escala.

Aumentamos a

quantidade de dinheiro disponivel multiplicando-a por um fator de mil. Dessa forma o

argumento (f;(x) —t), a ser utilizado em ¢, também é multiplicado por mil, pois o vetor

x assim deve ser. Novamente tomamos o cuidado de ajustar o ponto inicial, dessa vez,

multiplicando-o pelo mesmo fator.

Pol2 Pol4 | Mod | Pol2 Pol4 | Mod | Pol2 Pol4 | Mod
it 50 50 50 50 5 11 22 9 9
tempo | 151 2.993 | 3.304 | 92,28 | 6,19 6,73 | 67,41 | 4,92 6,14
eps 0,1 0,1 0,1 1 1 1 10 10 10
CVaR | -6.605 | -6.605 | -6.605 | -6.602 | -6.603 | -6.567 | -6.113 | -6.268 | -6.264

Tabela 6.12: Teste 7- Mudanca de escala do teste 5, aumentando o dinheiro disponivel.

Podemos perceber claramente que os resultados mais encorajadores foram obtidos para

valores de € bem menores do que os anteriores, entretanto esse comportamento nao foi

linear. Mais uma vez pudemos ver uma mudanca na faixa dos valores razodveis.
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Nos testes de 8 a 10 utilizamos dados histoéricos reais e construimos nossos cenarios
basicamente como exposto no capitulo 4. Tivemos apenas que fazer alguns ajustes pois
haviam cenarios demasiadamente pessimistas o que, muitas vezes, fazia que a decisao

Otima fosse nao investir o dinheiro.

GLPK | Pol2 | Pol4 | Mod
it 9.731 50 5 11

tempo 237 180 | 2,61 | 3,75
eps - 10 10 10

CVaR | -184 | -184 | -184 | -184

Tabela 6.13: Teste 8- Dados reais 20 ativos, 10.000 cenarios.

GLPK | Pol2 | Pol4 | Mod
it 48.087 50 2 2
tempo | 33.216 | 196,91 | 2,66 | 3,77
eps - 10 10 10
CVaR | -184 -184 | -184 | -184

Tabela 6.14: Teste 9- Dados reais 20 ativos, 50.000 cenarios.

GLPK | Pol2 | Pol4 | Mod
it 94.886 | 50 3 3
tempo | 252.120 | 298 | 22,84 | 3,39
eps - 100 | 100 100
CVaR | -215 -215 | -215 | -215

Tabela 6.15: Teste 10- Dados reais 20 ativos, 100.000 cenarios.

Para valores reais, portanto os mais expressivos, novamente pudemos perceber uma

grande vantagem, na questao de tempo, em relacao a formulacao de programacao linear.
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No teste 11 modificamos a matriz relativa as funcoes de perda do problema introdu-
zindo um residuo uniformemente distribuido entre 0 e 5%. Com isso simulamos erros na

previsao dos cenarios para ver quanto a solucao obtida anteriormente distancia-se da nova

solucao.

Pol2 | Pol4 | Mod

it 50 50 3
tempo 315 | 172 | 5,05
eps 100 | 100 | 100

Xrw=Xrull | 900 | 0.00 | 0.00
I X710l ’ ’ ’

CVaR -218 | -218 | -218

Tabela 6.16: Teste 11- Teste de sensibilidade acrescentando residuos no teste 10.

A proximidade entre as solugoes aponta para a estabilidade dessa abordagem de risco.

Os préximos testes sao relativos a minimizacao da VaR. Os maiores problemas que
resolvemos apresentavam cinco ativos e trinta cenarios. O teste 12 é referente a um
problema artificial. Ja os problemas 13 e 14 sao relativos a dados reais. Os valores

encontrados nas tabelas referem-se a solucao de melhor valor para a fungao objetivo.

RDOVO | Pol2 | Pol4 | Mod SD

it 6 10 9 7 10
tempo 0,05 0,05 0,02 0,00 0,02
eps - 1 1 1 -

VaR | -29,60 |-2597 |-12,41 | -25,75 | -25,97

Tabela 6.17: Teste 12- 5 ativos, 30 cenarios.
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RDOVO | Pol2 | Pol4 | Mod
it 8 7 11 10
tempo 0,14 0,02 0,03 0,03
eps - 10 100 10
VaR -32,70 | -69,00 | -56,04 | -62,17

Tabela 6.18: Teste 13- 5 ativos, 30 cenarios.

RDOVO | Pol2 | Pol4 | Mod
it 9 10 12 8
tempo 0,22 0,02 | 0,05 | 0,03
eps - 1000 | 10 10
VaR -29 -11 | 47 | -40

Tabela 6.19: Teste 14- 5 ativos, 30 cenarios.

Podemos notar uma melhora substancial em relacao ao tempo se compararmos per-

centualmente o algoritmo por nds proposto e o descrito em [6]. Entretanto, como s6 foi

possivel resolver com sucesso problemas pequenos, a diferenca de tempo absoluta é muito

pequena o que impede afirmar a superioridade de nosso algoritmo. Quanto a qualidade

das solugoes nao pudemos tirar grandes conclusoes, pois, a quantidade de minimizadores

locais encontrados, nos dois casos, dificulta nossa analise.

Por fim, no teste 15 minimizamos a C-VaR relativa a perdas nao lineares onde era

possivel comprar x; unidades de um ativo base e x5 unidades da Call Option, com preco

de exercicio x3, a ele relacionada. O objetivo neste teste era mostrar a aplicabilidade das

suavizagoes para fungoes de perda nao lineares. Obtivemos a convergéncia do Algencan.
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Pol2 | Pol4 | Mod | SD
it 2 2 2 2
tempo | 0,98 | 0,32 | 0,48 | 1,64
eps 1 1 1 -
VaR | -130 | -129 | -129 | -130

Tabela 6.20: Teste 15- Fungoes de perda nao lineares.

6.1 Conclusoes finais e perspectivas futuras

Com este trabalho pudemos estudar varios modelos matematicos com aplicagoes em
economia. A parte central do texto, voltada a otimizacao, foi realizada com sucesso.
Conseguimos reproduzir e sugerir algoritmos para minimizagao da VaR e da C-VaR. Nos
testes computacionais conseguimos ligar aspectos tedricos a situacoes reais. Percebemos
em tais testes uma deficiencia do PCX em resolver os problemas de minimizar a C-VaR
com a estrutura que o formulamos. Constatamos a maior eficiéncia das formulagdes nao
lineares em relacao ao GLPK, entretanto averiguamos a sensibilidade dos algoritmos sua-
vizados em relagao a €. Notamos a suavizacao do médulo mais robusta do que as demais.
Acreditamos que a robustez obtida deve-se ao fato desta ser a funcao mais suave dentre
as quais trabalhamos. Quanto a eficiéncia, observamos que a suavizagao utilizando o po-
linomio de grau quatro estd no mesmo patamar da suavizagao do modulo, isto pode ser

explicado por sua maior semelhanca a fungao original (z)".

O algoritmo proposto para minimizar a VaR mostrou-se comparavel com o publicado
em [6]. Deixamos como sugestao de trabalhos futuros a utilizagao de técnicas de globa-
lizacao para o problema da VaR, para que assim possamos tirar conclusoes mais efetivas.
Outra sugestao importante que deixamos para trabalhos futuros é incorporar as restrigoes
na funcao objetivo e obter expressoes para os multiplicadores de Lagrange, assim como
feito em [6]. Expressoes para os multiplicadores sdo muito importantes pois podem com-
bater problemas de voracidade que encontramos em alguns de nossos testes. Em nossos
algoritmos contornamos o problema limitando inferiormente a varidvel a ser minimizada

usando estimativas baseadas no problema de minimizar a CVaR. Por fim, ainda seguindo



a linha apresentada em [6] , sugerimos uma anélise na relagdo entre minimos locais e

pontos KKT do problema reformulado e do problema original.
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