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ABSTRACT

The present work is intended to the study of the Rigas’s models [R2], for princi-
pal S3-bundles over S7, to search a better understanding of a specific non-cancellation
phenomena, namely, using these models we explicit {up to some homotopies} the diffeo-
morphism between Sp(2) X S% and E,, x 8% where FE,, is the total space ol the
principal S3-bundle over S7 classified by 7 times the generator of mg(S%) (cf. [H2]).We
detect and correct some imprecision in the classification of such models, based on it we
give a new approach to the problem of non-cancellation phenomena relating it with com-
mutators of groups. with this tecnique we explicit generators of mg(S?) and m9(S%) in
terms of commutators by a distinct method employed in [J2] , [Mc| and [H2]. We close
the work with the computation of the classifying group of certain bundles which provide

the non-cancellation phenomena cited.



RESUMO

O presente trabalho se presta a um estudo dos modelos de Rigas [R2], para
S3fibrados principais sobre 87 , na busca de compreender um pouco mais acerca de um
fenomeno de nao-cancelamento especifico, a saber, pretendemos estudar o difeomorfismo
entre Sp(2) x S? e FEr, x 5% onde Fy, §é o espaco total do S3-fibrado principal sobre
57 classificado por 7 vezes o gerador w de w(S?) (cf. [HR2]). Detectamos e cor-
rigimos uma imprecisio na classificacio de tais modelos. Baseados nisso demos uma nova
abordagem ao problema proposto relacionando-o com comutadores de grupos. Com essa
técnica conseguimos explicitar geradores de m(S%) e m(S®) em termos de comutadores
através de um método distinto do encontrado em [J2] , [Mc] e [H2]. Finalizamos o tra-
balho com o célculo do grupo classificante de certos fibrados que déo origem ao fendmeno

de ndo-cancelamento citado.



0. Introdugao

O presente trabalho se presta a um estudo dos modelos de Rigas [R2], para
S3.fibrados principais sobre S7 , na busca de compreender um pouco mais acerca de um
fenémeno de nio-cancelamento especifico, a saber, pretendemos estudar o difeomorfismo
entre Sp(2) x 8% e Ey, x 8% onde FEr, é o espaco total do S3-fibrado principal sobre
S classificado por 7 vezes o gerador w de mg(5%) (cf. [HR2]).

Detectamos e corrigimos uma imprecisao na classificacao de tais modelos. Baseados
nisso demos uma nova abordagem ao problema proposto relacionando-o com comutadores
de grupos. Com essa técnica conseguimos explicitar geradores de ms(S?) e mg(S®) em
termos de comutadores através de nm método distinto do encontrado em [J2] , [Mc] e
[H2].

Finalizamos o trabalho com o calculo do grupo classificante de certos fibrados que dao
origem ao fenémeno de ndo-cancelamento citado.

Fixamos a seguinte notagao:

P = (P,7n,M,G) denotard um fibrado principal com grupo estrutural G, espaco total
P, espaco base M e projecao .

EG = (EQ, 7, BG,G) sera o fibrado universal para o grupo G.

=4 significard difeomorfismo.

= sera usado para equivaléncia de fibrados.

~ indicara tanto homotopia entre aplicagdes quanto mesmo tipo de homotopia entre
espacos.

= denotara isomorfismo entre grupos.

t» sera a aplicacao identidade de S™.

f indicard a classe de homotopia de f.



1. O Fenémeno de Nao-cancelamento

O fenémeno mencionado trata da seguinte questao:

Obter variedades diferenciaveis My, , My e N sastifazendo:
(i) My x N é difeomorfa a My X N ;

(ii) My e M, ndo possuem mesmo tipo de homotopia.

Charlap, em 1965 forneceu um primeiro exemplo de tal fendomeno em [Ch] , onde
M , M, séo variedades riemannianas de curvatura zero e N = S1. Tal exemplo é obtido
como consequéncia de sua classificagio para Z,-variedades (variedades riemannianas com

grupo de holonomia igual a Z,) onde p é primo.

Em 1969 , Hilton e Roitberg [HR2] construiram seus exemplos com , M; e M
sendo espagos totais de fibrados principais e /N o grupo estrutural correspondente; mais
precisamente sdo considerados S3-fibrados principais sobre esferas S™. M; e M,y sdo

construidos seguindo o procedimento abaixo.

Os S8-fibrados principais sobre S™ sdo classificados por m,(BS?) = ,_,(5%)
(cf. [St]). Temos assim, para cada « € T,-1(S%)} o correspondente S>-fibrado

Eo = (Eoy Pa, S™,8%) classificado pelo adjunto ag € 7, (BS?) de «.

Dados pois, «, A€ m,_1(S%) seja Eop o S*fibrado principal sobre F, induzido
do fibrado Eg pela projegio pa : o — S7. Temos desta forma o seguinte diagrama

comutativo:

E, = s 2, pg

diagrama 1

2



Tem-se o seguinte:

Teorema (Hilton-Roitberg): i} F, ~ Eg < o =18.
i) Sejam, o € 7,_1(5%) um elemento de ordem k e B =Ila € Z. Seexiste ',

I'=1modk tal que:

i —1
(—2—)w 0B =0 € m,12(S%)
onde w € n(S?) é o gerador, ¥? ¢ a suspensio terceira de o, entéio o fibrado E,g é

trivial.

Observamos que por construgdo do fibrado induzido segue facilmente que
Eop =4 Epo. Esta observagao juntamente com o teorema acima fornecem os seguintes

exemplos de fenomeno de néo-cancelamento:

(1) Considerando S3-fibrados principais sobre §?! | temos:

M, =E, onde o€ myo(S®) = Z19® Z2 ® Zy é um elemento de ordem 12.

My = Eg onde §=5a.

Pois tomando !’ = 5 temos que &;—1)Ew o Lo = 58w 0 2%% = 0, ji que

Yia € m94(87) 2 Zo B Zo B o B Zo e como L : ma3(S5%) — ma4(S%) é injetora
J
(cf. [HR2]) segue que Yol l; Lo ¥3a =0 donde pelo teorema acima:

Eop =4 Ba x $*
Como « =53 segue de maneira andloga que, WT_I)LU 038 =0 donde:
Ego =4 Eg % 53
e como a # +08 tem-se também M| % Ms.

(2) Considerando S®-fibrados sobre S'* temos:
M, = E, onde o€ m3(S%) = Zis& Zs é um elemento de ordem 12.

M; = Eg onde 8 =ba.



Desde que tomando agora !’ =17 obtemos @z}w o Nta = 136Tw o Tta =
= 34Yw o 4¥%x = 0 uma vez que de [T2] conclui-se que E*a € m7(57) tem ordem 4.

Assim segue novamente do teorema acima:
Eog =a Bo X 53
Analogamente, como « =58 e 4%%*F =0 temos que, %——}—}Ew 0X*3 =0 donde:
Ego =4 Eg x &
e novamente como « #£ +3 temos M 2% M.

(3) Consideremos finalmente S*-fibrados sobre S7:

Neste caso M, = E, onde a=w € mg(5%) = Z15 é o gerador.

My =Eg com S =Ta

J4 que @w o R% = 2lwo X2a = 0 pois wg(8%) = Z3, analogamente como
a =78 temos também @w 03?3 =0. Como E, éo S*fibrado canénico Sp(2)

sobre 87 temos desta vez:

Sp(2) x 83 =4 F7, xS e Sp(2) % B (%)

Este tiltimo exemplo tem imporancia redobrada, uma vez que Sp(2) e FEr, sio os
tnicos S°-fibrados sobre $7 a menos de orientagao que admitem estrutura de loop-space
(c[. [HMR2] , [CM] ou [Z]}, isso juntamente com a segunda parte de (*) nos diz que
Sp(2) e E;, sao H-espagos com distintas H-estruturas.

Scheerer [Sc] em 1970 obteve uma obstrucédo que detecta a trivialidade de fibrados
principais sobre esferas onde o grupo estrutural € um grupo de Lie simples conexo e com-
pacto generalizando assim a obstrucao de Hilton-Roitberg dada acima.

Seja pois, G um grupo de Lie simples conexo e compacto, denotemos por
ur : G — G & aplicagio wup(z) =2 , k€ Z e wp:GxG — G a
aplicacio  wi(x,y) = up(y ur{z Hur(zy). Os G-fibrados principais sobre a esfera

5™ sdo classificados por 7, (BG) = 7,—1(G) (cl. [Sa]). Usando a mesma notagao dada

4



anteriormente para S°-fibrados principais sobre S" | ou seja, E, denotando agora
o G-fibrado principal sobre 5™ classificado por « € 7,_1(G) e E,g denotando o
G-fibrado principal sobre F, induzido de Eg pela projegio po : £, — S™ temos:

Teorema (Scheerer): Suponha que G tem mesmo tipo de homotopia de um CW-
complexo enumeravel. Se f=ta € m, 1{G) eexiste k€ Z , k=1 mod (ord(a)) tal
que:

wio{axidg): S" P x G — G

¢ homotopica & aplicacdo constante, entdo Egg € o fibrado trivial.

Maostraremos no capitulo 5 que o elemento de obstrugéo de Hilton-Roitberg € equiva-
lente ao elemento de obstrugiio de Scheerer quando G = §%, conforme mencionado mas
nao provado em [HMR2].

Nos exemplos acima M; , My e N s3o no maximo 2-conexos, em 1972 Hilton,
Mislin e Roitberg [HMR1] conseguiram fornecer exemplos de M; , My e N todos
n-conexos para n arbitrariamente grande.

Notamos que em todos os trabalhos mencionados, os exemplos para o fendmeno de
nao-cancelamento sao obtidos de maneira indireta, ou seja, nao se explicita o difeomorfismo
(1).

Nos trabalhos de Hilton e Roitberg, [HR1] e [HR2] se leva em conta a decomposigao

celular dos espacos E, {(a € ?Tn_l(SS)) , a saber:
E,=(S%U,e™) et =, uent?

é mostrado que sob as mesmas condicdes em que se tem F, x % =; Eg x 53 também
se tem Cu V 8% ~ Cp Vv S% (onde V denota a unifio por um ponto) embora em geral
Eo % Es e Cy % Cs. E sugerido entao uma anélise mais cuidadosa do difeomorfismo
entre Ey x 57 e Fg X 53,

Nosso objetivo central foi seguir esta sugestao e estudar o exemplo (3) de Hilton-
Roitberg acima, tentando dar uma idéia da complexidade do difeomorfismo entre



Para tanto, trabalhamos com os modelos de Rigas para S®-fibrados principais sobre
$7, denotados em [R2] por P,,. Com isso detectamos e corrigimos um erro na classificacio
dos fibrados P,,. A partir disso explicitamos geradores de mg(S%) e m9(S?) e na tentativa
de explicitar o difeomorfismo citado, conseguimos relacioné-lo com o estudo de um certo
grupo nilpotente associado as fungoes de transicdo de f’n. Por fim provamos com a
ajuda do professor Juno Mukai que 7g(S?) ndo é somente o ambiente da obstrucio de
Hilton-Roitberg mas é também grupo classificante dos S°-fibrados sobre Sp(2) e sobre
Fr,.



2. Relacao com S3-fibrados sobre 54

Apresentamos neste capitulo os modelos de Rigas para S°-fibrados principais sobre
§7 e corrigimos sua classificacio.
Sejam:
H a algebra dos quatérnios.
Sp(n) o grupo das matrizes quaterniénicas A tais que A.A* = A*.A = I, onde
A* é a matriz transposta conjugada de A e I € a matriz identidade.
HP" ! o espaco projetivo quaternionico cujos elementos serao denotados por:

a1
132

n
significando a classe de equivaléncia do correspondente elemento de S%"~1 pela acio de
Sp(1).
N, 0 Sp(l) — Sp(n) a inclusao diagonal:

g 0O 0
. 0 ¢ 0

AH(Q) = d’l&g(q, /PR Q) = .
0o 0 --- g

Em [R2], Rigas construiu os fibrados principais:
Po = (Pu.pn, 5%,5p(1)) ¢ Pu=(Pn,n,57,5p(1)) neN,n22.
com as seguintes caracteristicas:
(4) P, € Sp(1) \Sp(n}, Sp(1) = A.(Sp(1)) e o quociente ¢ induzido pela acio &

™

esquerda de Sp(1} sobre Sp{n).

(5) A primeira coluna de um elemento P € P, tem a forma |0 € HpP* ! e

palP) = L}} c HP! = §*.



(6) Sp(l} atua livremente por multiplicagao (quaterniénica} & direita sobre a dltima
coluna.

{(7) m3(P,) & Zp.

(8) Py, = h*(Pn) é o fibrado induzido de Py, pela aplicagio de Hopf, 2 : 57 — §4.

Sejam M,, = M,(a,b,21,%2, ..., z,) € Sp(n) dadas por:

_ a I

a —b|b? T
Mg = b bﬁb I s
0 ay/1+[B]? =3
a —bb?L(4)"t 0 =
e osmr@t 0
Ma=14 ala’L(4)~t b =z |’
0  abaL{4)"! a T4

onde L{4) =+/|al* + [b|*. E paran > 5:

(o 2 0 0 0 0 0 m
b pet. 0 0 0 0 0 =z
0 s = 0 0 0 0 3
0 {abg‘??{?—s % 0 0 0 0 Ty
0 (aS};g{)n_y (G?ZJ_"Z—T 0 0 0 0 =z
. 0 (ab}‘g{)n—s (@b}J:f:—s 0 0 0 0 Tg
o Cipien ten L o 0 0 0 w4
0 (aE);(:;afl (a*:fn‘_?ffl LL 7 0 0 o3
0 (asﬁ; s)afo (abl)::afo . % % = 0 @
0 (aa);;;anlaﬁ (aE);:f:IaIQ (ua)iz,w (Gb}j;la!g “}j‘f b Ty
onde;

L3 = faft 4+ b, L2 = a0 (L, LyLy. L 1) + b &k =2,3,4,n— 4.
L(’n,)2 = |a,|2(“_2)(LngLg...LTL_4)2 + Ib|4

8



fo=lal*, fx=|a|?*t2NL 1 Lals.. Ly 1), k=2,3,4,...n— 4.

(9) P, = {M € Sp(n): M = M,(a,b,21, ...,2,), para certos a,b,z; em H},
Pn(Mp{a,b, 21, ..., zn)) = t; ¢ 57 ¢ Sp(1) atua sobre P, por multiplicagio 4 direita
sobre a tltima coluna.

Os S3-fibrados principais sobre S7 sio classificados por 7g(S%) = Z,4, assim existem 12

53_fibrados principais sobre S7 a menos de equivaléncia de fibrados, os quais denotaremos

por:

E, = (F;,n,5,8% ieZz (10)

¢ F; é classificado por 7 vezes o gerador de mg(S?).
Como Sp(1) == 83 os fibrados P, sio $3 fibrados principais sobre S7, assim para cada
ne N, n>2existe um kn, 1 <k <12 tal que f’n =¢ Ex,.

Em [R2] encontramos o seguinte resultado:

Pn=; E(n—l)mod12 n>3

o qual néo estd correto. Pretendemos mostrar que, na realidade tem-se:

Py =; Eon_1jmodiz 7 > 2 (11)

onde p(n — 1) = ﬂnz—_ll
Para tanto, como os S°-fibrados principais sobre &§* sfo classificados por
m4(BS?) = m3(83) = Z, temos que, dado E = (E,p, %, S%) existe f : S* — BS? tal que

o seguinte diagrama:

53 ‘_d> o3
72l L1
E £ gss
pl |
st L, Bgs

diagrama 2

comuta.



Suponhamos que f € my(BS®) corresponda a n €

diagrama:

TM(ESS) &=
| 7

Z = my(8Y Ln m(BS?) =
e , 1 o

Z = m(sh) L m(s%) =
L 72, L J1.

m(E) T my(BS?) =
L ps LT

0 = m(sY) Lo m(BSY) =

diagrama 3

Z € analisemos o seguinte

onde as sequéncias verticais sao sequéncias exatas induzidas do diagrama 1.

Como 0y : Z — Z ¢ isomorfismo, segue que:

(91(1)=:|:1
Temos que:
for ma(SY) — my(BS?)
ta > fulta) = fouy,
Assim:
z Iz
1 — n
Portanto:
810f*: zZ — Z
1 — 4n
Donde:
O L — Z
1 +— =N

isso implica que &2{Z) = nZ.

10
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Sendo jo, sobrejetora e ker(j2,) = 62(Z) =nZ segue que:

VA
7T3(E) = E = Zn

Reciprocamente, supondo que w3(E) = Z,, entao:
ker(ja,) = nZ , ouseja &h(Z)=nZ

isso implica que:

h: 2 — Z
1 — +n
Donde:
Nhoefe: Z — Z
1 +— 4n (14)
Sabemos que:
fo: Z — Z (15)

para aijgum m € Z.

Utilizando (12},(14) e (15) temos:

tn=20810 f. (1) =01(m.1) = m.d (1) =+tm

Logo, m= +n e por {13} e (15) temos que:
f € m4(BS®) corresponde a 4+n € Z

Provamos assim:

Lema 2.1: E = (F,p, 5% 5%) é classificado por n € Z = m4(BS3) se, e somente se,

Sejam, Ry = (Rn,7n,5%, 5% o fibrado classificado por n € Z & m,(BS?) e
n = gn € n4(BS?).
Sabemos que o fibrado de Hopf, (57,h,5% 5%) é um S°-fbrado universal para

espagos CW-complexos de dimensao menor ou igual a 6 (¢f. [F] Theorem 6 pg. 83).

11



Assim, g, ~ jo f, onde:

g=inclusao : §* =4 HP! — HP> =; BS3

frn: 81— g4
Logo:
Jei Z=m(8Y — Z2=n*(BS?%)
1=ty — 1=gu(ta) =jora=]
n=n.q 1= fe(nta) = N.5.(ta) = 1.

Como g, =n temos que g, =n.j , donde:

fo = .14,

ou seja, fn. € uma aplicagdo de grau n.

Notamos que:

fn=-fh=%ho—u

onde —ts € a aplicagio antipoda de S* — S°.
Temos entio:
53 S8 53

lr—n L 7n LA _
g4 4 gb Iy g4 I pgs3

diagrama 4

Por definigao:

R_,= {(05:)6,) € 5% x Rn/ - 5'4(05) = Tn(ﬁ)} = {(_Tn(ﬁ):ﬁ) € §* x Rn} =y R, ,

ou seja, R_pn = (Rp, —7n, 5%, 9%) eosfibrados R, e R, diferem apenas na orientagao
de S*.
Assim, pelo lema 2.1 e (7) temos que:

Pn =r Rn ou Pn =¢ R_,

12



donde:

53 58 53 53

k ; L 72 L
S3 e -Pn. — Pn — 87 - ESS

lﬁn l Pn .L h l ™
3 ... g P, gt fm g4 I pe3

diagrama 5

com n>2 e §=+1 dependendo da orientacao de S*.

Para n =0 ou 1 temos um diagrama similar, substituinde P, por £, e pn por
dr, , especificamente temos:

Ry =8%*x 8% eofibradoe Rg ¢ trivial.

R1 ¢ o fibrado de Hopf , (87,h,5%, 8%).

R_; = (S7,—h, 5% 9%).

R*(Ro) =, h*(Ry) =; (8" x 53,p,87,8%) = fibrado trivial.

h*(R-1) = (5p(2), 52, 87, 5°) (ef. [CR]). (16)

Consideremos os seguintes resultados {cf. [H1] e [Hu]):

(17) Se g€ mm(S?),m<3n—3 e F1,F2 €m,(X) entao:
(F1+Fy)og=Fiog+Faog+ [F1,Fa]H(g)
onde: [F1,F3| = produto de Whitehead de F; por Fa , e H(g) = invariante de Hopf

de g.

(18)  [ta,ta] = 2h — eZ(w)
onde: [tq,¢4] = produto de Whitehead de ¢4 por tq, h = aplicacio de Hopfde §7 — 4,

3:(w) = suspensao do gerador de mg(S?), € = +1 dependendo da convencso de orientagin.

(19)  h gera a parte livre de 77(S*) 2 Z 3 Z1» e X{w) gera a parte de torgao,

consideramos entao de acordo com o isomorfismo acima a seguinte identificacao, h = (1,0)

e X(w)=(0,1).

Utilizando (17) pode-se concluir facilmente que se « € 7, (X) e g € wm(S"),
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m < 3n — 3, entao:

k{k—1
(ka)og =k(aog)+ ( )[a? oH(g) ke Z (20)
pois, supondo primeiramente k € N temos:
Para, k=0 ou'1 o resultado é trivial.
Assumindo que:
(k — 1}k —2)

((k=1)a)og= (k- (aog) + joyalHlg) k> 1

teremos:
(ka)og=(a+(k—1a)og=
—aog+{(k-1)a)og+ o (k- alH(g) =
= aog+(kh—1)(wog)+ EED o o] H(g) + (k — 1)]a, o] H(g) =
= k(a0 g) + X5 (o, 0] H(g)
logo a férmula é vélida para todo & > 0.
Se k<0 temos:
0= (ko + (—ka)) o g = (ka) o g + (—ka) o g + [ker, ~kal H (g) =
= (ka) o g + (k) (a0 g) + (o, o] H(g) - k2[a, o] H(g) =
= (ka) o g — k(oo g) — 25w, 0] H(g)

donde segue a férmula.

Com 1isso temos:

fsn oh = (6nug) oh = énfeg o h) + M6;1—“11[{,4, ta]H(h) = énh + gﬂ%[m, va)H(h).
¢ com auxilio de {18) , (19) e notando que H{h) =1 segue que:

én — 1)

fsn och = énh + é-?%—(Q—(Qh — eB(w)) = (n?, —e———1) (21)
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analisemos agora o diagrama:

Z2 = 7T7(83)
| 72.
Z = 7['7(87) — ’II'7(ESS) = 0
lh* \I,TF*
Z®Zy = m(SY) 5 m(BSY) = Zy
L Lo
Zis = w(SP) D me(SP) = Zp
L 2 L J1s
0 > 7(87) — we(ESY) = 0
diagrama 6

onde as sequéncias verticals sao sequéncias exatas induzidas das duas dltimas colunas do

diagrama 5.

Observamos que ja, : ©7(S°) — m7(S7} é o homomorfismo nulo, donde por [St] pg

93, theorem 17.10 segue que:

?T7(S‘1) = hr*(ﬂ"r(S?)) e M
onde M C ny(S%) | =~ 716(S®) = Zys.

Concluimos entao que:

82 : ’;’T7(S4) = h,*(?l'?(ST)) GME=LD Zlg — ’H’G(SS) = Zlg
(a,0)  +— b

Como 89 =0, 075, e &1 é um isomorfismo de Zig — Z1o , segue que:

e 71'7(54) =27Z® L1y — 7'{'7(333) =AY

(a,0) b
com isso e mais (21) concluimos que:
dn(dn — 1 én(én—1
50 om0 = 1(fan o 1) = ju((n?, e ) = 2L
Para:
§ = jofyoh=—ep(n—1), n >0 (22)
§=-1 jof_noh=—ep(n), n>0 (23)
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onde @(n) = n(n;l).

Como (Sp(2),52,57,8%) = By é classificado pelo gerador de 76(S%) segue de (16)

que:

jOf_]_OhEleZ]_2

Por (23) entdo , segue que € = —1 desta forma:

jofaoch=p(l)=1¢ Zs

e como Py = (Sp(2),p2,57,5%) temos que jofzoh classifica P3, donde no
diagrama 5 § =1 para n > 2,

Assim Pn é classificado por jof, o h= p(n — 1)modl2, portanto:

f)n = Ega(n—l)mod12

o que demonstra (11).

Notamos que:

pn—-1}=p((n—-1)+24t) mod 12, L€ Z

pois:

o((n—1)+24t) = Ln—LAUDCA2G _ (nZln 4 19((9n — 1)t 4-24£%) = p(n — 1)mod12

Temos:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 g 10 11 12
wn—1mod12 ¢ 1 3 6 10 3 9 4 0 9 7 6

n 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
gln—1mod12 6 7 9 0 4 9 3 10 6 3 1 0

Com isso concluimos que:

Eo =¢ P24t =¢ P1324t =¢ Poyoar =r P1gt24t
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E1 =r P21t =r Pasy2as

Ez =¢ f)3+241; =f f)6+24t =r f’19+24t =r 1522+241;
Ea =¢ Psiaat =t P1riaas

E¢ =¢ f’4+24t =r f’12+24t =r f’13+24t =r f’21+24t
Er =¢ P11aa =r Pras2as

Eg =¢ f)7+24t =f f)10+241: =r f’15+241: =r f)18+24t

Eio =¢ P5+24t =r P20+24t

te N eem 13241; e f’1+24t t;éO.
Percebemos assim , que os fibrados Ha,E5,Eg e Ej; naéo podem ser realizados

como P, para nenhum n.

Observamos por outro lado que se :

Qn - (QHJQ?H ST} Sa) = E(L{J)*(Pn)

entdo , jofy o B(w) € 17(BS?) classifica Qn , mas:

JofnoB{w) = ji(fn 0 Blw)) = Jul(nta) 0 T(w)) = ju(nleq 0 X(w}))) = j.(nE(w)) =
ni(Ew)) =n € Z3

Logo Qn =f En mod12-

T — 87 é uma aplicagio

Observamos que, se wo € m7(BS?) é um geradore g, : S
de grau n, entao:

wo 0 gn = wp © (ney) = nfwg o 4’»7) — nuwg

Portanto, o fibrado E, também pode ser definido como sendo o fibrado induzido de
Sp(2} por uma aplicagdo de grau n.

Lembremos que se « = ((;) e A= (;) sao elementos da algebra de Cayley
K=H&H ,entao:

ac — db
aff = ( da + bé)
e gn:S — S , gn(a) =a™ éuma aplicacdo de grau n.

17



Temos assim, o seguinte diagrama.

S® 53 5°
Po=4Eypnyy — Sp(2) — ES°
l l l
S7 el g7 o, Bgs

diagrama 7

w(n—1)
Por defini¢io, E,p-1) = {((z) ,A) € 87 x Sp(2) : (3) = 1% coluna de A}

e aacio de S% sobre Epn—1) com quociente S” é dada pela multiplicacio & direita na

iltima coluna de A.

Pela construcio de P, C Sp(n) vemos que existe uma acéao livre & esquerda sobre
k)

E,m—1) cujo quociente & P, C Sp 1)\Sp(n). Temos assim o seguinte:

Problema: Explicitar a agao a esquerda sobre E,n_1) cujo quociente ¢
ki3

P, € Sp(1)\Sp(n).

18



3. Forma Fraca do Fenémeno de Nao-cancelamento

Com base no capitulo anterior corrigimos também os indices de Eells-Kuiper [EK]
das esferas exéticas construidas em [R2] e apresentamos com isso uma forma fraca do
fenomeno de nao-cancelamento.

Temos em [R2] a construgdo de modelos P, para SO(4)-fibrados principais sobre

$% g partir dos modelos Py, , Ol Seja:
p

P, = (P,,p,,5% S0(4))
com P = };—‘; ,e Zy={-1,1} atuando sobre a 1ltima coluna dos elementos de P,
por multiplicagao.
Os fibrados P, sdo classificados por w3(SO(4)) = m3(8% x SO(3)) =
> 713(S5%) x m3(SO(3)) = Z & Z. Denotando por P,,, o fibrado classificado por (m,n)

segundo essa identificacio , segue de [R2] que:
(24) Py =¢ Prj1

(25) Se 5% atua sobre 1'5;9+1 por ¢xy = qyq para cada elemento y de qualquer
coluna exceto a dltima e por gxx = §gxr para cada elemento x da iltima coluna,
onde é subintendido que a multiplicagdo no lado direito de cada uma das igualdades é

quaternidnica, entéao:

Pri1
S—_:lg_ =4 Pf‘;+l XSO(4] SS

onde o espaco a direita € o espago total do fibrado associado a Py, com fibra 5% eo

grupo SO(4) é considerado como o produto semi-direto de S* por SO(3) com produto:

(»,0)(q,n) = (pBgb,0n)

e acdo linear sobre y € R%:

(p, )y = poyl
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p,gc 8 e f,ne80(3)= g—z , ou seja confundimos aqui # e 7 com suas respectivas
classes de equivaléncias, {—0,0} ¢ {—n,n} (cf. [R1]). Visto dessa forma SO(4) atua
sobre S§3 por, (p,0)*q = 8pgf e novamente a multiplicacio & direita das tltimas tres

igualdades acima ¢é subentendida ser a quaternionica.

Em [M] temos a realizacao de 7-esferas exéticas (ou seja, variedades 7-dimensionais
homeomorfas & S7 mas nio difeomorfas a S7) como espacos totais de S%-fibrados sobre
§% com grupo estrutural SO{4) , denotados por & ; os quais sao classificados por
foi: 82— S04) |, fu;(w)v=vtvd | veR' | onde a multiplicagio & direita da
igualdade é quaternionica.

Para cada inteiro impar k& , M denota o espago total do fibrado &, ; com h+j =1
e h— 7=k e possui estrutura diferencidvel e orientacao naturais.

Através do invariante de Milnor A , temos que se k> # 1 mod 7 entio MT &
homeomorfo & S mas nao é difeomorfo a S7.

Eells e Kuiper generalizaram o invariante de Milnor fornecendo todas as dezessels
7-esferas exdticas que ocorrem como S2-fibrados sobre S* com grupo SO(4) de tal forma
que:

Mi_;j=aM{ . <= nh~1)= h(h — 1) mod 56

e Mg_j é difeomorfa a esfera usual S7 quando e somente quando h{h — 1) = 0 mod 56.

De [R1] temos que P n Xso) S° =7 €mtn,—n . Logo por (24} e (25) segue que:
Pets _ bt xsou 87 = P S =q M, = 5]
g3 ¢ Tktl 15004 =d I,k Xs04) P =d Moyl = Si(k41))
onde o indice [k{k-1)] denota o inteiro entre O e 55 que é congruo a k{k-1) médulo 56.

Desta forma, corrigindo os corolarios da pg 84 de [R2] temos o seguinte:

Teorema 3.1 (Rigas): Existem acdes livres de S% sobre Pa+24¢ , 0 <a <23

cujo quociente Fyi24¢/5° é difeomorfo & esfera exética YT ((a—1)+248) (a+242)] -
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Vertfica-se facilmente o seguinte:

Lema 3.1: Dados 7,6 € Z ,se x ¢é solugao de:

({a — 1} + 24¢)(a + 24¢) = i mod56

entdo, =+ 7d também o é , onde d € Z.
Sejam, FEola,t) = ({e — 1) + 24t)(a + 24) onde o = 0,1,9 ou 16 , ou seja, os

correspondentes a's tals que pa—l—Q:LtEf Eqy , entao:

t  Eo(0,t)ymodbt Eo(l,t)mods6  Eg(9,t)mod56  Ey(186, t)mods6
0 0 0 16 16

1 48 40 48 48

2 16 0 0 0

3 16 48 40 40

4 48 16 0 0

5 0 16 43 48

6 40 48 16 16

Utilizando a tabela e o lema 3.1 acima juntamente com o Teorema da pg 81 de [R2]
concluimos o:
Corolério 1: Existem agdes livres de S sobre S7 x 8% com quociénte cada uma

das esferas exdticas E'[";] para s = 16,40, 48.
Os fibrados:
3
Ts = (Tf; x 5°,p5, 5}, $°)
Tsn - (87 X Ssapsoaz,{s]ass)

para 5=16,40,48 onde T s&o os fibrados triviais usuais e T, sfo obtidos do corolédrio

acima. Sendo ambos triviais e diferenciaveis temos para s=16,40 e 48:

ST x 8% =, 5 x &

ST nao é difeomeomorfa a E'[‘;]

Temos portanto exemplos de fendmeno de nao-cancelamento numa forma mais [raca

que a apresentada anteriormente.
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Explicitaremos (a menos de uma homotopia) no préximo capitulo a acio de S° em

S7 x 83 enjo quociénte é 2[716] a qual da origem ao fibrado Tig, acima.
Seguindo o mesmo procedimento do corolario 1 concluimos o seguinte:

Corolario 2: Existem agdes livres sobre:
a) E1,Ep com quociénte E'[";],'r = 2,26,34,42.
b) Ez, E7 com quociénte EE{], k =6,14,30,54.
¢) B4 com quociénte 2[75], s = 16,40, 48.
d) Eg,E10 com quociénte Z‘Tm]}m =12, 20, 28, 44.
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4. Funcoes de Transicao

Calculamos aqui as funces de transigio dos fibrados P, sobre S7 e dos fibrados
E.s sobre E, em relacio a certa cobertura aberta de S” e FE, contendo apenas 2
abertos. Enunciamos véarios lemas a respeito de comutadores de grupos, os quals serao
usados posteriormente na trivializagao de f’g e no estudo da trivializagao de E,g para

certos a , B € me(S?).

4.1 Fungoes de transi¢ao de P, e E.s

s?:{(g) EHQ:anrbE:l},
U={(‘;) s 0#0} e vz{(‘;) e s 5%0}

Temos para n > 5:

Sejam,

ﬁ;l(U) = {Mn(tl,b, n.y2, - yn) € Sp(n) s 7é {]}

FUV) = {M.(a,b, 21, 20, ..., 2,) € Sp(n) : b # 0}

onde:
s = —{ab)|a|ys
ly2| = |y2(a,8)| = |a|* (L1 La-..Ly—a) L{n) ™
ye = —{ab)" Ha|THE (L ey iy LnperLnea) 290, 3<k <n—2
yn—1 = —(ab)*?a| P2 Dy Dy s) "2y
yn = —(ab)* a| "2V (L1Lo.. . L_s) 2y
z = (ba)"2|b| 72Dy Ly...Lp—4)?2n,
zp = —(ba)™ b2 (L1 Ly L 4)? 2,
a = (ba)" b 72PN (Ly Ly Ly (o) 2m , 3< k<=3
Zn—2 = (ba)%|b| %2,

Zn—1 = (ba) [b|_2zn
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20| = |2n(a,8)| = [B]" (L1 L2...Ln—aL(n)) ™"
sao obtidos resolvendo as equacgoes |, m.(col 1)=0 4=1,2,..n—1 e usando o fato
de a#0 e b#£0 em U eV | respectivamente (cf. [R2}]).

Notamos que um elemento de $;;'{U) depende somente dos valores de a,b ¢ 72 ,

donde podemos escrever:

Mn(as b:yla Y2, eees yﬂ) = Mn(a? b?yg) S ﬁ;l(U)

analogamente,

Mo(a,b, 21,22, s 2n) = Mp{a,b, 2,) € 5, (V)

Definamos as sec¢des parciais sobre U e V:

52U — 5,7 (U) e §:V—51(V)

dadas por:
SB: (g) = Mn(a'? ba 1}2) 1 Y2 = a’n_l(LlLQ---Ln—zl)L(n)_l
SE?}' ((bl) == Mn(l’lgbgzn) N Zp = #En_l(L]_LQ...Ln_4L(n))_1

Observe que y» € =z, sao restriros apenas em seus modulos. Seus valores foram
escolhidos para que a fungso de transigao gi:y; possa ser fatorada através de S3AS% =4 §°

(cf. se¢do 4.3).

Se g%, : UNV — S$% & fungdo de transigao do fibrado P, em relacéo aos abertos

UeV , entao:

v(z) cUNV.

5 (3) 5o (5) -5

Como a acdo de 5% sobre P, ocorre por multiplicacao a direita na 1ltima coluna |

devemos ter:
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1] . .
Z@-QE?U (b) =i, = 1121---1”

assim por exemplo:

Zn-Gorr (g) = g = —(ab)" |72V (L1 Lo La) 2@ (Dn Lo Ly —g) Li(n) ™

logo:
e 1om e\ (aBy-lgn-1
—b" YL Ly...Lp_aL(n})~ g3y (b) = leLz'uénl)mw(n—l)un)
donde:
n— T ype—— n {1 re—1 aE ﬂ,_.lan_l
B (b) =" l(ai2)(n—1)
portanto:

. a B bn—l(ag)n—lan—l
FUb )T T (allp])2n D

Analogamente podemos definir secgoes :

Sf U~ 5 HU) e SYi— 5 (V) k=234

a) . b‘“—l(aE)’“—lak—l

b ([al[6] 2D é funcéo de transicio de Py em relagao

de tal forma que g&;; (
aos abertos U e V.
A titulo de exemplo fagamos o caso k=3.

Procedendo de maneira anidloga ao caso geral temos:

p3 H(U) = { Ms(o,b, ) € Sp(3) : la| = laf*v/1+ bP2}

P71(V) = {Ma(a,b,z3) € Sp(3) : |z3] = |b|*}

onde: _
e —blpf? —(ab)|al e
Ms{a,byyp) = | b bab ()
(0 ay/1+ [b? "(ab)2|a|'4(v1+52)lyz)
a —b|b|? (6a)]b|24/1 + |b|2 23
Mz(a, b, z3) = (b bab —(ba)%|b|~*/1 + |b2z3)
0 a1+ |b|2 23
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Definimos:

85U —p(U) e Si:—p3H(V)

o\ fa =P (ab)lal2a(a )
5% (b) =19 bab _ y2(a,b) = M3(a,b,y2(a, b))
0 a/1+P2 —(ab)?|a|~*(/1+ |b]2)" Ly (a, b)

onde y»(a,b) =a?\/1+ |b|?

a  —b|p|? (ba)|b|=2/1 + b2 23(a, b)
S5 (3) ={b  bab  —(@)?’P|™*/1+bP2s(a,b) | = Ms(a,b,25(a,b))
0 a1+ |b)? z3(a,b)

onde 23{a,b) = —b?

Com isso temos que:

a _ . 1 _ (1 _ a— 22
2390 (b) = —(ab)le|~* (/1 + p[?)1a% /1 + b2 = b4, (b) = _(|Eb|)ﬂi
Portanto:

s [a)  bX(ab)2a?
m”(b>‘(mmw

Temos assim o seguinte :

Lema 4.1.1 : Sejam ,

STZ{(‘;) eH:aa+bE=1},U={(‘;) 657;a%0}eV:{(2) es"':b%ﬂ}

entio, P, = (ﬁ‘n,p"n, S7,5%) tem como funcao de transigao relativa aos abertos U eV |

afuncao gy, UNV — 5% dada por:
. a _ bn—l(al_))n—lﬁn—l
WU ) T (lalph2D

Tentamos agora seguir procedimentos analogos aos anteriores para obter fungoes de

transigao de Eqg.
Seja f’n,m o S3fibrado principal sobre P, induzido de P,, pela projecio

Pn @ Pn — S7 . Assim, temos o diagrama comutativo:
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58 53 53

Pn,m B jl::)m, — SP(Q)
! | Pm !
R A

diagrama 8

Pela definicao de fibrado induzido temos:
f)n,m = {(Mna Mm) € ﬁ)n X jl:::‘*.rr:ﬁ!. :ﬁn(Mn) = ﬁm(Mm)}

Isso nos fornece um modelo para Egm_1)u om-1)w onde w € 7g (S3) é o gerador.

Sejam Up =p;H(U) e Va=p-HV) , assim:

Un = {Mn(aabay‘Z) = an 10’740}

Vi

{M,(a,b,zn) € P, : b5 0}

methntth—l geja inteiro, definamos secgdes parciais

Para cada &k, t € Z tais que

sobre fjn e V,:

dadas por:
Skt (Mo(0,b,10)) = (M (a,b,1), Min(a,b, Ya (k, 1)
Slgn (Mn(a; b; zn)) = (Mn(a: b: Zn):' Mm(au b'.r Zm(k? t)))
onde:

m—tkftitk—l i Lng.--Lm.,zlL(n)tk

Ya(k,t) = (453 (L1 Lo Ln-a)* L(m)

metingisct g (D1Lg...LaoaD(n))™
LILQ...Lm_4L(m)

Z (K, 1) = (1) (2kb
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Utilizando as expressoes da pagina 23, se Mp(a,b,12) = M,(a,b, z,) sobre Uy, NVa

entao:

—ng_lg _lk:aBn—IZk:
_ |a]2(”_1)((ﬂiﬂg.i§n_4)2 Lk (=1)"{{eb)"" "y2)

()

% " JaPR DLy Ly L s

Uma funcao de transicao gn m k.t ﬁnm\?n — 5% de f’n,m em relacao aos abertos

U, e V, pode ser dada resolvendo-se a equagao:

K (M) g et (M) = & (M) YMcU, NV, (26)

Segue das expressoes da pagina 23 que:

(a1 yka———m—“‘j’f“‘—l LT (n)tR
|a| (LlLQ...Lm_4)(LlLQ.-.Ln_4) L(m)

Pondo M, = M,(a,b,y2)} segue de {26) que:

Zm(ka t)'gn,m,k,t(Mn) - Ym(k: t)

donde:

(-1)*Hz

M’“TI%__I )t (Lle...Ln_‘;IJ(ﬂ})kt

k:_ ———
b LyLg. Loy g L(m) 'gnaﬂ%k;t(Mn) -

T

_ —thntth—1
—(aB)™Vwha  t - )'L(n)t*
[al20n (L1 Ly ... Lop—a) (L1 L3 Ly a) PR L(m)

usando (%) temos:

wn—thntikb—1

(_1)tk.+[((_ l)k((af_))n—-ly‘z)kgf)g , _ —“(GJB)Trt_l(y%ﬁm_tkr;_‘_tk_l )t
(|a|2k(m—l)(Llean_4)2k)t Yn,m.k,t |a|2(m"”(LLLQ...LH_4)2’3‘“
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. — =kt—1
Assim, pondo p = m—kéﬁi temos:

(_ l)2kt+1 ml?kt{u— 1) |b[2kt(n—1) |y2 |2kt |b|2pt - (bp (3_0'2 (b&)n~1)k)t (af_))m_l (,yécap)t
|a|2k:t(n— ]_) 'gn$7n1krt |a|2{m_l)

Portanto:

O 7 (2 i 00 M (0 e G &
|ab12(m—l)|y2|2tk

gnamvkat (Mn ) =

Evidentemente, da defini¢ao de fibrado induzido temos que:

bm—l (aE)m— lam—l
(laffp])2tm—1)

§n,m(Mn(au b, 92)) = gy © ﬁn(Mn(aa 5;92)) =

é também fungao de transicao de Ppr a qual coincide com ¢y m,0,1-

Temos desta forma o seguinte:
Lema 4.1.2: Sejam n,m inteiros maiores ou iguais a 2 e

Up = {Mn(a,b,92) € Po:a#0} e Vn={Mn.a,b2,) € P,:b+#0}

entao as fungoes, gnm. kst : an n \H/'n — 8% kte Z tals que @W € 7 dadas

por:

(6™ (g ba) 1 )F) by (g )
|ab|2(m—1) |y |25

gn,m,k(Mﬂ(a:br yQ)) = (27)

sao fungdes de transicao equivalentes do fibrado f’n,m = (Pn,m,ﬁn,m, P, S3).
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4.2 Calculos com comutadores

Seja I' um grupo muitiplicativo , dados elementos = e zy de I' lembremos que

(cf. [Ha]) o comutador de = e y é definido por:

[z,y] = a7y ey

e para I,y € 2 € I' tem-se as seguintes propriedades:

pel [z,y]7" = [y, 7]

pe2 [zy, 2] = [z, 2][[x, 2], y] [y, 2]

ped [r,yz] = [z, 2l[2, y][lz, ), 2]

ped zy = yalz,y)

ped my = [z7y yx

Dados subconjuntos X e Y de um grupe I' | definimos [X,Y] como sendo o
subgrupo de I' gerado por todosos [z,y] €[ taisque z€ X e ye€vY.

Um grupo I' é dito nilpotente de classe < r se existirem subgrupos, 'y, I'y,...,['x

de I' , tais que:

(28) Ir=Iy20r1 2T 2 ...2T, = {1}
(29) ['; ésubgrupo normalde I';_;, ¢=1,2,..,r
(30) 0T C iy, §=0,1,2,..,r—1

A série de subgrupos (28) satisfazendo {29) e (30} é chamada série central ou cadeia

central.

Consideremos agora, um grupo multiplicativo, G2 nilpotente de classe < 2 possuindo

uma cadeia central:

G2=TgDTI; DTy ={1}
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‘Temos os seguintes lemas:

Lema 4.2.1: T'; C Z{(G2)=centro de G2.
Dem.: Sejamz € 'y e y € G2 , pela propriedade pcd , xy = yzjzr,y] , como z €T

entao [r,y] € Ty = {1} donde segue o resultado.

Lema 4.2.2: Dados z, y € G2, entéo:

[z,y) = [y L2l = [y, e ==y !

1 1 lema 4.2.1 ; _4
=" ly

-1 - ed —
Dem: [:E,y]Z.G’J ly mypz T lmy l[y ,x]y ;93]-

Substituindo z por y e y por 2, chegamos a:

[y, z] = [+, 9]
donde:
]—l

[,y =2 = oty = [y, a7

A dltima igualdade é agora trivial.

Lema 4.2.3: Dados z, y € G2, entdo:

["‘U:y]n = [ms yn] = [ﬂ?n,y] nes

Dem: Provemos primeiramente para n € NV,

Se n=1 nao ha o que mostrar. Suponhamos que:
[.9* ' =[x,y n>1

entao:
72 n— c3 - —
[z, y"] = = y" Y = [z ulle vz g™ ] =
i} 11 HT n— n
[z, Y}z, vt = [, yllm, ym ™t = 2]
onde HI significa hipdtese indutiva.

Ta=

=
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logo [z,y™] = [z,¥]" Vn € N. Analogamente tem-se [z",y] = [z,y]* Vn € N.
Se neZ e n<0 segue entdo do que acabamos de mostrar que:

[mayn] = [371 (y_l)_n] = [wuy_l]_n = [‘T_n? y_l] =

= [y = )

[z, 91" = (2, 9] ) ™ =g, 2] = [y,27 "] = [y, (&™) = [z", 4]

Para n=0 o resultado é trivial. Logo, o lema estéd provado.

Teorema 4.2.1: Se G2 é um grupo multiplicativo nilpotente de classe < 2 , entao

dados z,y€ G2 e n € Z , tem-se:

(zy)" = "z, y) ™"

onde @(n} = n{ntl)

2

Dem.: Se n € N procedemos por indugao.

Para n =0 é trivial

Para n=1 temos:

lema 4.2.2 _ _ _
ylz, ylz = yly,z7 e = yy layr e = 2y
Suponhamos que (zy)"~! =" lz,y]?" PVz”"l, mn>1 entio:
(z)"™ = (zy)™ Hzy) £ v e,y Ve oy =
4
=y, )P Yyan [z, y) =
lema 4.2.1 — n .
= e, ylf Y e ylam =

Iema.=423 yn [.’L'.J y](’g{n—l) [33} y]nxﬂ — y'n [93, y]ﬁa(ﬂ]j’:

Suponhamos agora n < 0 | entao:

()" = (™) = (@) ) ey
L gy, a]em) B ynanfan, g fe, o) =
lema 4.2.3 Y, y]nz_{ =) —ntl) lema 4.2.1 ¥z, y] 2n2---2n2-|-n =
=4,y T =y, P
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Considerando agora, um grupo multiplicativo G'3 nilpotente de classe < 3 passuindo

uma cadela central:
G3=To2I1 21213 ={1}
Temos os seguintes lemas:

Lema 4.2.4: T’y C Z((G3)=centro de G3.

Dem.: Analoga a demonstragao do lema 4.2.1.
Lema 4.2.5: Dados z,y,2 €' , tem-se:
[[e, 9, 2] = [7" [z, 9] = [ [y, 2]) = [[y, 2], 7]

Dem.: [[:c,y],z] = [:c,y]‘l-z—-‘-[ﬂ:,y]z pé4 [w:y]_l[mﬂy]z_l[z_li [1?, y]]z =
ped I's={1}

= z‘lz[z_l, [IL‘} y]][[z_la [33? 'y]]a Z] = [z—l’ [m! y]]
2,9, 2) 22 [z, [z, 0] = (2" [y, 22lz, y]) 2z Laly, @) [y, 2), 2 [, )t =
et y, 2], 2] = [z [y, 2]

a Ultima igualdade agora € trivial.

Lema 4.2.6: Dados z,y,z,w el | enfao:

[[xay]a [z, w]| = {1}

1

Dew.: iz}, [z wl] = [[z,y], 7~ w ™" 2w] =

22 (@, 9], 2w, o), 2~ w ([, ul, 2 tw ), zw] =
U ), ][l ), 2wt =

P ), w) [z, o), 2l o1, 2], wlle, o], 2w =

TP (g, il o), Al o), w2 e ) 0 =
[2CZ(T) e Te={1}

lema 4.2.5

([, v}, wllle, o], w™ [z, ], [z, ), 271 =771

Lema 4.2.7: Dados z,y,2€ [ , entao:

[:ra {y: z]]n = [CU, [yn: z]] = [‘E: [y? zn” , nehiN
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Dem.:

Para n =1 asigualdades sao triviais.

Suponhamos que [z, [y, 2]

Provemos a primeira igualdade por inducao sobre n.

=, [y, 2] = [z, vty 2)) 2 [, [y 2l z],yuy,zn=

"2 (o, [y, ), [y 2l 2yl [y

emat 2O 1 Ty, 2l [z, [ Al 2), v

] =
22 2, Alle, ™t 2, ol [, [y, 2] e, [y
I, [y, Az, ly, 2]~ = [z [y, 2]

de maneira andloga prova-se que [z, [y, 2"]] = [z, [y, 2]]"-

Ta={1} e HI

Lema 4.2.8: Dados z,y € I' | enfao:

@) [ry"] =[] [yl y?™Y  neN
(i) [y = [z 9"y, 2}? neN
onde @{n) = ﬂ%—ﬂl
Dem.: (i) indu¢ao sobre n.
Para n =1 é trivial.
Suponhamos que [z, y" "] = [z,y]"" [z, y], y]#"
2,y = o,y ) 22 [, ]l v ey v =

HI e lema 4.2.7

= [z, y]“[[ﬂfr y],y]"” n=1)

(i) [0 ™ g2t (fy, 2]y, 2], ]t )

[z, [z, 4"z, yl, Y122 [z, y], ) =

Ay 2Lyl [

2], [l 2l )

n>1

= [z, [y”'_]'? z]] n>1, entao:

, entao:

= [z, [y, 2] ¢V z, yI" fene 121 [z, )™, [y, 2]]7 Y.

Lema 4.2.9: Dados z,y €T

,s¢ ze€l'y ou ye 'y | entéo:

[w’,y]n = [‘B:yn] = [mnay] nenN

Dem.: Consequéncia imediata do lema 4.2.8,

Teorema 4.2.2: Dados =z, y €G3 e n€ Z tem-se:
Z) (:I:y)n = yn[m—l} [,y; Cu,,”a.(n) [[:B, yla y]a(?z—l) [:1?, y](p(n)mn

i) ()" =y "y ey N ey e e
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se n>1)

y—l]:p{n) 7

Ny, 2l =



onde a{n) = @"'—16(&"'"2)- e p(n)=

ni{n+1)
2

Dem.: 1) Indugédo sobre n.
Se n=1 temos:
ylz™h [y, ][z, 4], 4] O [z, y]7 Ve = yle ™, [y, 2]z, gl =
= yzlz,ylz "y, 7]z, ylz =

= yz(z,y] = zy

Suponhamos agora que:

(zy)*t =y Mzl [y, 2]]* D[z, o), y]2 D e, y)e e n> 1

Entao:

(zy)” = (zyfzy)*~! =

oyl by allle oy ™y oV gl gl D, o Ve =
P e el D ey e,y e ] 10 ey

wn—l —

P2yl [y, 2l e Dy e, gz, ol v e, g s yl, )22
[E:‘y]q:(n—l]mn—l —
1424 e429 1 _ aln— e ltaln_ e’

2 429 et [y, 2] e [z, ), ) e D g, ylafe, y Y

[yt =
. 4.28 4.2.4 y" [:r_l, [y’m]]l-l-a(n—l) =z, y]’y]a(?w.— ]')[:B,y]:z:[m}y]“_l'i"‘o(““ 1) pr—1 —

P8 ymlet, [y, 2] 120D e, yl, 412V, glle [y, ] )

[m}y]n—l—l—np(n—l)l.n —
1424 €429 ,r aln a{n— T} it
= 25 yrle= L [y, 1o [, y), o] D e,y Ve

O caso n=0 & trivial.
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ii) S¢ n < 0 entao:

()" = () =
2z~ "y, [o= g D [yt 3w Al D L g el (= e
=2y, [w~ y e [yt 27, T el Uy g ety =

c 4 - — —n — - —1le{—n— — - —
S ey, a7,y [y, a7 e el gy L g el

[yt a7 yn] =

142.4 e 1429 , o 1 —1a(— R PR T S R PR S
= gy [y, [z, y K [y Y e el D [yt o,y e ()

[yt 7P =

Pt yran o, gy, [y O™ [y e Y, 2 e

[y~ a1,y eyt tetm) =

1428 4) . 0 0 ot 1 lie(—ne _1, —17a(—n
=Y yranaTl Y e [ e PO Dy, [y e

I N T A Rl T L

14.2.8 § ol 11 . —1lje(—n—1)1=n(—] .7 — —n—
2. )ynmn{[m—l,y—l] nm 11y 1],3} 1](,0( 1)} n[m 1,[3,! Lz 1]](p( 1)

[y, [z Ly~ e [yt e e e Dy gy ey e =

1424 e 42.7 T P P T P R P S
- © ynmn[x l’y l]n [[93 l}y l]?y L] n(—n 1)[1: l? [,y 1}5,: l]] w{—n—1)

[y, [3}_1, y—'l.]]a(—n) [[y—l , :L'_l], x——l]a(-—n—l) [[y—ljm—l]jy—l]—nw(“n) [y—l? x—l]cp{—n) _

1425 c4.24 Y™ [:C—ljy—l]ﬂﬂ—tp(—n)[[m-—l y—l]’,y—-l]a(—n)—}-n(w(-—n)—cp(—n—1))

]

[[y—l1 m—l]’x—lla(—n—l)+mp(—n—-1) —

pe 4 y" [:t:_l, y—l]ng_tpf—n)xn[mn? [‘,L,—L?y—1]7%2_,’(,(—?;,)][[‘,1:—11 y_l], ’y_l]a‘(_“}_“z

[[y—l1 $—1],$—1]a(—n—1)+nw(—-n— L _

i 2

e
[ ]

IR

-8 yn[m—l. , y—l]tp(n)mn [x_l, [:r:_ 1} y~ l”—rup(n) [[l'_l, Y~ 1] , y—l]a(—n)—u

[[y—-l.J CE_]'], x—l]a(—n—l)-l—m,a(—n—l] _

L

P
o]

-4 yn[x— 1-.» [353_ 1 ’ y-—l]]-nnp(n) [[11’,_ l’ Y~ l,]? y—I]a(—n)—nQ
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[[y—l? il'_l]? m—l]a(mn—l)-{—?vp(—n— 1) [CC_]'} y—l]rp(n)gjn —

1.4.2.4 e 4.2 — - —1)ja(—n— n{wp(—n—1)—pn — — —11—ain
PEAEEER et oty el Dl e ) [ 1 g el
[m—l1yv—l](p(n)wn —

1.4.2.4 1 1l el 1 11 Ttalne D) 1 - —11o(n) m
="yl Ly e [ y Y, e e p L y ey

4.3 Trivializacio de Py e homotopia das fungdes de transicao

Nesta segao construiremos wma secgao global de Pg a menos de uma homotopia,
utilizando o aparato da segao anterior. Mostraremos também, como tal método pode ser
aplicado para construir um difeomorfismo entre Sp(2) x S® e E7,x S® a menos de uma

homotopia.

Para trivializar Pg consideremos os difeomorfismos:

7:UﬂV—>ngS3x(O,g) e 6:S3><S3><(0,g)—>UﬂV

dados por:

o\ ,a b ) [ cosfA
~ (b) = (|_0I, |—-b—|,COS (la])) € 6(A,B,0) = (senﬂB)

0§ quais so inversos um do outro (cf. [R2]).

Sejam S :U — 55 (U) e S5 :V — ;7 (V) assecgdes dadas na pg 22 , ou

seja:

Sy (§> = My(a,b,a*(L1LaLsLaLs)L(9)™")

SY (§> = My(a,b, b°(L1LaLaLals L(9)) ")

Py tem como funcao de transicio gy, : UNV — 53

o (a)  B(a)a
WUNb) T Tl
Temos que gi; 0 6(A, B,8) = B3(AB)®A8.
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Como S% x 8% x (0, T) 53 % §% segue que

193 % 8% x (0, %),53] =~ 83 x %, 59

onde [X,Y] denota o conjunto das classes de homotopia de aplicagoes de X em Y.

Em WVQ] encontramos o seguinte:

Teorema (G. W. Whitehead): O grupo [S™ X §™ X ... X §™ (7] possui uma

cadeia central:

I =Iy2T, 2Ty 2 .. 2T = {1}

tal que:

F;\:l = H ﬂ—n(a)(G)

[=i

onde G é grupo topolégico, o C {1,2,3,....,k} , |a| = cardinalidade de a e

nlo) =0 M-

Fazendo T' = [S% x $% 5% teremos:
G=8,k=2,n =ng =23 e peloresulado acima I' ¢é nilpotente de classe < 2

e possui uma cadeia central:
P=To2T; 2Ty ={1}

tal que:
T
—QZ@Z € —gFl%‘Zlg

Dada f:83%x 8% — §% denotemos por f:8%x8% — 88 & aplicacio

flx,y) = f(z,y) (conjugagao quaternionica de f}.
Consideremos as projecdes p; : S°x % — 8% | pilzi,z0) =2  i=1,2.
Sabemos que, se f,g e =[S x S%,5% | entdo:

f.g é a classe de homotopia do produto de f por g em S°

38



Com isso observamos que, Ppi = pi”l 1=1,2 e pelo teorema 4.2.1 temos que:

(P1P2)" = P5[Pz2,P1]*Wp1”

assim:
P53 (P1P2)"P} = [P2, P1)"™
em [S°% x 53 59
Observando que py~ ' (p1p2)" 57! = g%y 06 , concluimos:
oy 06 = [p2, pr] 7Y (31)

Assim, Q%U 08~ [p2, ;1% , como [pa,p1] € 'L = Z12 segue que Q%U 0 ~1.
Seja. F': 5% x $% x [0,5] — S$® uma homotopia C*° tal que:

F(A,B,0) = B%(AB)8A® | 0€0,%

F(A,B,0)=1 , 8¢5, 5]

entdo S: 587 — Py dada por:

o
3

'8
S%(‘;), se 37 < cos~(|al) < 3

()= (3) en (D), = st s
)

s (g se 0< cos~(lal) < 75

¢ uma secgao global de Ps.

Um difeomorfismo ® : S7 x 8% — Py ¢ dado por:

?

i
@(( ) V) = Mgl(a, b, wiv, war, w3y, wav, WsV, W, Wrl, WV, Wol)

b

onde:
—(ba) B8 |61 " M (L1 Lo L3 LsLs) L(9) 71, se 3T <cos '(la]) < 2
wy = § —(bd) 6% b| " (L1 LoLsLaLs) L(9) ™ (F o) (E) , se 73 <cos '(ja|) < %

—(ab)a®|a|~*(L1LaLsLsLs)L(9) 7Y, se 0<cos Hal) < &

39



(6a@)208|b| =18 (L1 Lo LyLyLs)L{9) 71, se 3T < cosl|al) < T
wy = § (08)* 661" (L1 Lo LsLaLs) L(9)~H(F o) (b) L se < cosL(ja) < 5

a®(L1LaLaLaLs)L(9)71, se 0< cos™(la]) < &
— Ly g T - T
—(ba )9 kaib| 2(9—k) L(g_l(;c“?-v-%:?(g)’ se 51_2 < cos™{al) < T
Li..Lg_ @ T — T
wy, = ¢ —(6a)°Rp®|b|~20—R) LE;_I(;:H?U-{E:E)()Q}(FO’Y) (b) , se Z5 < cos a]) < ‘;’—2
- 81 1—9(k—1) (L1..Lg_ _ -
— (aB)*~1ad|g] 2k D) [Tt se 0< cos™(|a]) < &
para 3 <k <6.
( -——(b@)zf;s|b|_4(L1L2L3L4L5L(9))_1 se % < cos_l(|a|) < 72_r
wy = ¢ —(b@)26% b7 (L1 Lo L3 LaLs L(9)) Y F o) ( ) se 75 < cos~!{|a]) < 3T
| —(ab)®ad|a|" 2 (L1 Lol s Ls L(9)) 71, se 0<cos Ha]) <&
—(ba)b®(b|72(L1 Lo LaLaLs L{9)) 71, se %r <cosTMla) < 5
wg = < —(ba)b¥|b| "2 (L1 LoLaLsLs L(9)) Y F o) (g) , se 7= <cos Hla]) <3
L —(ab)"a®|a| " (L1 LaLsLals L(9)) 1, se 0 < ecos™{la]) < 7%
—b8(L1 LaL3L4Ls L(9)) 7, se 3T <coslal) £ £
wo = ¢ —b¥(LyLalsLaLsL(9)) HF o) (g) , se & <cos a]) <%
| —(ab)®a®|a| (D1 Lo LaLaLs L(9))™,  se 0 <cos H{|al) < &

Podemos agora explicitar a agio de S3 sobre 57 x 5% cujo quociénte é 2[716]:

oo l(5) =0 ara(( ) = (52 a0m

onde:

gu, se 51—75 < cos™(|a]) < 5
qov = (Fow)(({bq)tj(ﬁ'ow)(b)u, se Z < cos Y]} < 52
qv, se 0<eos Hla]) < 5



Exploraremos agora o problema de explicitar o difeomorfismo Sp(2) x §° =, E,, >< S3
seguindo os mesmos passos acima. Percebemos no entanto que a complexidade aqui é bem
malor.

Lema 4.3.1: Existe um difeomorfismo 6, : 5% x 5% x 8% x (0, 5)— UpN'Vy para,
todo ne N, n>2.

Dem.: Definimos ¢,, como segue:
5.(A, B, X,8) = M, (cosBA, sen8B, (cos™ 0} {I11y..1,_4)l(n)"1 X)

onde Ig = Ly trocando-se a por cosfA e b por senfB 1<k <n—4 e i{n)=L(n)
efetuando-se as mesmas trocas.

Como exemplos temos:

52(A, B, X, 0) = ( rosf A —senBABX)

sent B cosf X

cosh A —sen 0B i —coslsenbr/1 + sen?8ABX
63{A, B, X,0) = | senfB  cosfsen’¢BAB c0s’0/1 + sen?8X
0 cosfv/1 + sen?0 A —cos t0senf ABX
cos@ A —send9BI™1 0 —cos?8senfABXI11
sen@B  sen?fcos®@ BARI™! 0 cosS0X11
%(4, B, X, 0) = 0 cos®0 Al —senf B —cosBsen?@{ABY2 X!
0 cos?0senb ABAI™Y  cosfA —senaﬂ(AB)3XE_1

onde I =1(4) = +v/sen*@ + cosid.

Verifica-se entéo facilmente que:

a b

67:1(Mn(aﬂbny =\, 7T, C
2) = (G B0 Tl

0s™"]al)

e com 1880 0 lema esta provado.

Lema 4.3.2: Sejam f: S x 8 x 8% — 5% e p: 5% 83%x 8% — §9x 8% funcoes

continuas.
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1) Se f=cpop ,onde c2,y) = [z,y] =2z ty lzy , entdo a classe de f em
[S% x 8% x 8§%,8%] tem ordem k onde k & um divisor de 12.

i) Se f=czop ,onde cz(z,y) = [z, [z yll ouly,[z,y]] ,entao f~1.

Dem.: Basta observar que, pelo teorema de Whitehead aplicado ao grupo [S¥x 8% S¥]

temos que ¢g representa uma classe de homotopia de ordem 12, ¢ ¢3 ~ 1.

De posse desse lema, notamos que para z,y € G3 = [S® x §? x 8%, 5% tem-se:

1

z,y] =2y ey = o ey L sly =y lyly T wllly T 2], 0] = [y ]

segue entao de forma analoga ao lema 4.2.2 o:

Lema 4.2.2’: Dados z,y € G = [5% x §% x §% 8% | entao:

[yl =y~ Lol =y, = [z y "

Com auxilio dos dois lemas anteriores observamos que o lema 4.2.8 e o teorema 4.2.2

aplicados ao grupo Gz = [8% x §% x 5% 53] se transformam em:

Lema 4.2.8” Dados 2,y € Gy = [S° x §% x §3, 53] | entdo:

[z,4]" = [2™, 4] = [z,v"] , ne’Z

Dem.: Para n 2 0 o resultado segue diretamente dos lemas 4.3.2 € 4.2.8.

Se n< 0 temos;



donde segue o resultado.

Teorema 4.2.2%: Dados z,y € G = [S® x $% x §%, 53] , ent3o:

()™ = y"[z,y]¥™2™ , neZ

Observamos que:

Ty, 8% = [5% x §3 x §°, 87

[83X53X53X(O,§

Segue do teorema de Whitehead que T’ = [$° x §% x §3,9%] & um grupo nilpotente
de classe < 3 com cadeia central, =g 2 T'1 2 Ty D '3 = {1}, tal que:

&22632692
I'y

L Z0B T B Zis

Denotemos por A, B, X : 5% x $% x 8% x (0, 7)) — 5% as projecdes:
A($11m21x319) =1 B(x11$2:m319) =Xz X(m1,$2,$3,9) = X3

epor A, B, X os conjugados quaterniénicos de 4, B, X respectivamente.

m—thknt+tk—1

> e utilizando os resultados

Para simplificar a notacao colocamos p =

acima obtemos:

Gn,mok.t © 5, = (Bp(X(Bﬂ)”_l)k)t(AB)m_l(X;"}_lp)f ~

T. 4.2.2°

1%

(X(Bﬁ)n—l)tk [B'p, (X(Bg)n—l)k]np(t) Bt (AB)m-—lApt [Xk, Ap]:p(t)X?tk ~
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M2 (Br, (X(BAY™ M) (X(B Ay ) Br{(AB)™ 1 AP(X*, A7)P(0) XM o

T.422 e L. 428 [B, X(BA)™1|ket)r(B A=V [X, (BA) 1]tk Xtk gre( A §)m—
AP X, A)fep X R

T.

IE*"

[B X(BA)”’ l]k:t,o t)p[X (BA)”_ ] (tk)(Bﬁ)tk(n—]_)thBpt(AB)m—lApt
(X, xﬁi]““’"(‘J‘)I"){i"c r~

;ac 4 [B X(BA)n l]kqp(t)p[X (BA)n— ](p(f,k th(BA)tk(n 1) [(BA)tk(n 1) th]
Bpt(AB)m—lApt[Xﬂ A]k:go L)pth: ~

T. ‘é‘?‘w [B,X(B/_l)n_ ]kgo(t}p[ (BA)n—l]t,a(tk)th[(BA)tk(n 1) Xt.’c](BA)tk(n 1)

Bpt(AB)m—lA'pt [X‘1 A]kqo(t)pxtk ~

pc3,pcde L 4258

([B,(BA"~1[BX]([BX], (BA)"!))relp[X, BAJP(tk)n=1) Xtk
[BIZL X](tk)z(n—l)Bpt(Bfl)tk(n—l) [(B}_l)tk(”_]‘), Bpt](AB)m_lfipt[X, A]k:p(t)pth ~

L. o424 egTA 4.2.2! [B, 18‘(‘_71](?1—l)!c(;:'({,};i;r[B’)_(]k(p(t)p[[}a.J }_(]? Bﬂ]{n—l)k@(t)p[)_{? BA]@(tk)(n—l)

Xth[BA, X](tka(n—l)[(Bg)tk(n—l}’ BPYBPH{AB)P AP X, A]ktp(t}pth: ~

pe2,pe3 el 432 (B, A(n=keltp[B, X]ke(DP([B, K], A~ Dre®r[BA, X]e(th—1)(n=1)

Xtk [A, B)tk{n—Dpt[ g4 Brp)[ X, A]kelt)r Xt o

pc 2 e pe 4

=~ [B, 4]
(1B, X118, X1, Al[A, X))ot~ DDA, Bjo(e0 k=Lt G (£, [, Borteo (-1
[){1 A]k(p(t)pth: ~

| (n—l)kw(f)p{B X]kw(ﬂ)p[[B X, A](nwi)kt.o(tlp

L. 424&‘5-4-2-8’ [BjX]kﬁo(t)P+@ftk—l)(n—l)[A B]‘P(Pt)+tk(n~1)10t—(n—l)kﬁo(t)'P

[X,A]:"c'ao(t):fH-@(Hc—l)(n—l)[[Bj_}{']1 151] Lkwp(t)p+ep(th—1)(n— l)[ L[4, B]]tkt,o pt)+(tk}* (n—1)pt

m—thkndtk—1

) € 7 temos:

Mostramos assim que para k£ et € Z tais que

Gkt © On 2 [B, X| (A, B]*[X, A [[B, X], A]*[X, [4, B]|™ (32)
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onde:
e — me@m—thndth 1) 4 otk ~ 1)(n — 1)
es = p(m — thn + tk — 1) + th(n — 1)(m — thn + tk — 1) — L-Lke@(mthntih 1)
€3 = (n—l)kw(t)(ﬂ:—tkn+fk—1) + otk —1){n-1)
ey = thp(m — thn 4+ th — 1) + (k)2 (n — 1)(m — tkn + tk — 1)
&;—1)

plz) =

Segue da classificagao dos fibrados f’n do capitule 2 que, Ei7=f f’23,14 e
Erq1=¢ f’14,23. Tomando entdo, K =19 e £ =1 temos que ¢14,23,i9,1 © 14 ¢ ho-

motépica a:
([B?X-]IZ)ITI([A, 3]12)2100({)(, /1]12)171([[3,)_(],/1}3)‘17784([)_(, [}L B]]B)—554040 ~1 (33)

em virtude do teorema de Whitehead e do lema 4.3.2.

Tomando agora, k=5 e {= —13 obtemos que goa 145 13 é homotdpica a:
(1, BP9 (18, AT ([4, X]2) (14, 1B, YOO8, 1A, BIH™% =1 (34)
também em virtude do Teorema de Whitehead e do lema 4.3.2

Assim, seguindo os mesmos passos da trivializa¢io de Py podemos exibir (a menos

de uma homotopia) os difeomorfismos:
st x &3 =g ﬁ’23,14 e P14 x &4 =d P14,23
Seja H:582xS53x 83 %x[0,2] — S% uma homotopia C tal que:

g23,145,—13 © 623(A, B, X,0), se 6 € [0, %]

H(A,B,X,H):{L se B€[,n]

5—13 . 5 = 5—13 | 3 - ~ . .
Lembrando que 30’23 1 Uz — Pag 14 e s‘-/’za : Vog — Paz.14 s8o secgdes parcials

de Po2g14 sobre Usg e Vos respectivamente dadas por:

s%;lS(Mgs(a, b,12)) = (Mas(a, b, y2), M1a{a, b, ¥2(5,—13)))
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S%QZISM% (a,b, 203) = (Mas(a, b, 23}, M14(a, b, Z14(5, —13)))

onde:
_12 Lilo ...ngL(23)_65
(L1L3.. L1g) S5 L(14)

(L1 Ly...L1o L(23)) 55
I1La...L1oL(14)

Y2(5,-13) = (yoa— ')

Z14(5,—18) = (=1) %425 1)~

Podemos entio construir uma secgao global 52314 : Poz — Fa3,14 dada por:

5,—13 - - i
Sors B(Mgg), se % <cos Mla) < T
5,—1 - T — ki
S23,14(Ma3) = 3;;,23 lS(MQS)-(-H © 5231)(M23)= se 15 < €08 1(|a|) = %‘2‘
55, (Mag), se 0<cos™H|a]) < 5
Assim, um difeomorfismo ®23,14 : Pog x &% — 1523,14 é dado por:
®y3,14(Mas, q) = (Maz, M14)
onde, M23 == Mgg(a,b, Tri,T2, ....’L'23)
My = Mia(a,0,1-6,¥2-¢; -, ¥14-9)
ese 0 =0(a) =cos (|a|]} entdo:
(bﬁ)12|b|_24(LLL2---L10)2Zm., se % < g < %
y1 = 4 (68)'2)b| 724 (L1 La...L10)? Z1a-(H 0 853 ) (Mas), se Z <6 < 5%
—(ab)|a|~?Ya, se 0<O<
—(ba) 13|b|_26(L1L2."L10)QZI4, se %—2— <9< %
Yo = —(bﬁ,)w|b|_26(Llﬂg...Lm)QZM.(H o 52_3L)(M23), se fr—g <f#< %
Ys, se 0<@< L
12
(ba) 4=k b2 R (L Lo L1y (oy2)) 2 Z1a, se 32 <O< T
yo = § (08) PN Ly Dy oy) ) 214 (H 0 635 ) (Mas), se 5 <0< 7
—(ab)yPt|a| 721 (L1.4—(k+1}L14—k~-L10)_2Y21 se 0<0< 5

se 3< k<11
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(ba)?|b|=* Z14, se 52
e = (b&)%|b|_4214.(H s (52_31)(M23)} 56 7
—(ab)”|a|_22(L1L2...L10)_2Yg, se 0<0< T

(b@}|b| "2 214, se 5—";
vz = < (ba)|b] "2 Z14.(H 0 6531 ) (Mag), se 75
—(ab}?|a|~24(Ly Ly...Lng) ~2Ys, se 0<8< L

12

214, se 51_727 <g<z

Y14 = 714 (110553 )(Mgg) se 17"_2 SQS?_'JQF
—(ab)'3|a|28(L1Ly...L1p) %Yz, se 0<8< %

_ T _111y—=13 (L1 La...L10L(23)) 7%
Zig = (—1) " (z3b~ 111y~ 18¢ (E.lig...flo(,z(l)i))

o Ba—111y—13 Lika...L1oL(23)"%°
Y2 = (224 ) (I1Lz.. L19) ~B5L(14)

Seja agora (7 : 8% x 83 x 8% x [0, ] — 5% uma homotopia C* tal que:

.914,23,19,1 o 614(‘4: B: X: 9): se 0 < [0 %]

G(AvB’X"?’):{L s 0¢l[Z,Z]

Seguindo os mesmos passos da construgao de ®g314 temos que:

519 l(Ml4(a b,y2)) = (Mis{a,b,y2), M23(a,b, V2(19,1)))

séll(MM(a, b, 214)) = (M14{a, b, 214), Mag(a, b, Z53(19,1})

sa0 secgoes parciais de Pjy428 sobre U4 e Vis respectivamente, onde:

995 L1LoL3.. LioL(14)
‘ _ 19.1 97225 M1b2bs--Lag
yZ(lga 1) yQ( H )(ﬂ’? b’y2) '9'2 (L L2"_L10)19L(23)

;225 (LyLy...Lro L(14))*°

Z53(19,1) = Z23(19,1)(a, b, 214) = —214 LiLyL3...L19L(23)
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Se Mis = Mis(a,b,z1,x9,...,%14) € 1314 entao uma secgao global, 51423 : ]514 —

131_4,23 é dada Ppor:

s14.23( M) =

e um difeomorfismo ®y4.93: Pra X S3 — Py493 € dado por:

S(Mi4(a, bz, T2...214),q) = (Mis{a,b,z1...214), Maa(a,b,71.q,72.9...793.9))

onde:

(6a)*H{p|=** (L1 Ly..-Lno)* Za3, | se 52 < cos{|a]} < Z
ri=q (0a)*1|b|~*2(L1Lo.-. L10)? Z93.(G 0 61 ) (M1s), se & <cos™'(la]) < 5T
—(ab)|a| 2D, se 0<cos Ha]) < &5
—(ba@)22|b|~** (L1 La... L19)? 293, se 5T < cos(|a]) <
o = { —(b@)22|b| =44 (L1 Ly...L10)? Zo3.(G 0 61 ) (M14), se & < cos™'(a]) < 52
19
‘,559@—225 éig::iiif{gﬁg%}, se 0 < cos 1(|c.5|) < {5
(ba)*3=K|b| =2 23R (L Ly... Loy _i;)? Zas, se 2% <cos o) <
23—k _
TR = |bll)g(’-i5—k)(L1L2---L21-k;)2323-((; 0 51_41)(M14), e Z < cos~{|a]) < Ei_w
—{ab)*~Ha|P* N (Log_ (k1) Laz—k--L19) 2V2, se 0 < cos (ja]) < 5
se 3 <k <20.

(ba)?|b|~* Zas,
ra1 = < (b@)? |74 Z23.(G 0 674 ) (M),
—(ab)?°)a]=*(L1La...L10) 2Dy,

(bﬁ)|b|_2223}
Tog = ¢ (0@)|b| "2 Z23.(G 0 67, ) (M14),
—(ab)?Ya|~**(L1 La...L1g) 2,

5 T

8¢
se

e
e
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7— LyLo.. . LigL(14)1° _
—zib 228 Elﬁg..ﬁgé@%}) ) se 22 <cos Yla]} < %
= 7995 (Ly La... D1o L{141)"° -1 _ ;
= | el el (Go ST (M), se 5 <cosM(lol) < B
—(ab)**|a|~**(L1 La...L19) 2o, se 0 < cos™([a]) < 35

onde:

 187—225 LiLa.. LigL{4)"
Yo = I3 a (LD L10)1°L(23)

197225 (Lngu,Ll{]L(Eljg
2y = —T1sb T2l2..L1sL(23)

Temos com isso:

- B - - ol . .
3 T23,14 c 14,23 3
Po3 x 8% —=" Pag1a — Plaps — Py x S

onde} C(Mg,ﬂ/fll) = (Mll,Mg).

Temos entao em esséncia que os problemas da trivializacdo do fibrado Py | de
explicitar a acdo exética de 8% sobre S7 x S? e de explicitar o difeomorfismo
Sp{2) % 8% =4 Er,, x 8% estio associados & comutatividade (homotopica) de certos ele-
mentos de S°

Observamos que o mesmo procedimento fornece a triviahizagao do fibrado ]-_5’2}11 ,
tomando-se k=11 e t=5

Embora ndo tenhamos a resolucao total de nosso problema (nao sabemos explicitar
as homotopias envolvidas nos difeomorfismos ®23 14 , ®1423) , 0 método descrito acima
se mostrou potente pois, através dele conseguimos explicitar o gerador de W6(33) por

meio de comutadores sem uso do aparato cléssico utilizado por James, [J2] e McCarty,

[Mc| como veremos no préximo capitulo.
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5. Geradores explicitos de =g(S%) e my(S®)

A argumentacio utilizada em 4.3 nos mostra que se a funcao de transicao gi;; €
homotépica & aplicagao constante, entdo o fibrado P, & trivial.

Consideremos o seguinte diagrama comutativo:

gy g8 PRl g

Al | Tw
s6=, S3ASE 24 §3a 88

diagrama 9
ou seja, w é definido aqui por, w(A A B) =[B, A] = BABA.
Fazendo uso da observacio acima podemos mostrar que w é gerador de mg(S®).
Para tanto, como 7g(S%) & Z15 basta mostrarmos que a ordem de w ¢ 12.

As possiveis ordens de w sao 1,2,3,4,6 e 12.

Pelo diagrama acima:

A*(WF) = (A*(W)* = (wo AV = [P, pul”

e usando o fato que A* é injetora (cf. [Sc]), temos que:

wh e 1= [pg, p1]f ~ 1
por (31) gly 08 = [f2, 51]P Y assim, se ordem(w) =k ¢ k= p(n — 1) mod 12 para

algum 7 entao:

Ep(n-1) moarz =t Pn & trivial (35)

Como 1 = (1) modl2 , 3 = ¢(2) modl2 , 4 = (7)) modl2 | 6 = p(3) modl2 e

E,,E;,E4, Eg sio todos fibrados nao triviais temos que w n&o pode ter ordem 1,3,4
ou 6.

Se a ordem (w) =2 = w? =~ 1 = [pg, 51> = 1 = [p2, p1]* = 1 , donde gfy 06~

[pe, 7119 = [Ba, P1]* == 1 => Pg =¢ B4 6 trivial, logo a ordem(w) também néo pode ser

2.
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Concluimos assim o:

Teorema 5.1: w: S A 52 — 5% | dada por:
W(A A B) = [B, A = BABA

representa um gerador de mg(S?).

Este teorema foi provado nos trabalhos de James, [J2] e McCarty, [Mc| por um

procedimento distinto do utilizado acima.

A luz desse resultado, temos que as funcgdes de transicéo @y UNV — 83

n—1ly ZTivm—L_n— —
o (a) S i 1l A P, s&o tais que:

b (Jaf]p])2(—1)
glro8:8 x 8§ — §3
todas se fatoram em S A S® onde 8§ o difeomorfismo entre S* x 8% x (0, z) e UNV
dado em 4.3, ou seja, existe wy : S%A 8% — 5% tal que gy 08 =w, o A.
Além disso se a classe de equivaléncia da funcao de transigio g@%; classifica um

fibrado £ entdo a classe de homotopia de w, em mg(S?) também classifica o mesmo

fibrado £. Temos assim o seguinte diagrama comutativo:

nob
9 % 58 U’ g8
LA |
SINGS Em g8

diagrama 10

onde w,(A A B) =~ B, Aj#(r—h).

Podemos agora mostrar conforme mencionado no capitulo 1 que o elemento de ob-
strucao de Hilton-Roitberg é equivalente ao de Scheerer, para G = S§% | ou seja,

mostraremos abaixo que:

al



k{k—1)
) [JFAN

wy, o (o X idgs) ~ t{w o Bia)

onde A : 5?1 x §% — 8P AS3 =; 72 & a projecdo natural e o elemento de
Hilton-Roitberg estd posto aqui em notagao multiplicativa.

Colocando convencoes semelhantes as da péginad43 para A e B | ou

seja, A, B:S%x 8% — 8% sio as projecdes sobre a primeira e segunda componente

respectivamente , A e B sao os conjugados quaterniénicos de A ¢ B, juntamente com

os resultados sobre comutadores de 4.2 temos:

wy, = B*A*(AB)* =
BH(AB)* A*[A*, (AB)¥] =

~ BX(AB)* A%[A, AB]¥" ~

~ B*BF([B, A]#¥) Ak AF[A, AB]F =
= [B, A]*®(ABAAAB)Y =

= [4, B]~*®)[4, BJ¥" =

= |
~

=

S
o

]‘P(k_ 1) ~

Wy

]kik—ll

2

vl

, A

Agora com uso do teorema 5.1 acima e do corolario (8.11) de [W3] pg. 481 temos

que o seguinte diagramas:

grlx g3 XUst g3 g8 Mk, g8
LA LA |
gn—1 A 63 :l_:,?,i“ 53 A 88 L’-’fi’,c;l) q3

diagrama 11

¢ homotopicamente comutativo, donde segue o resultado.
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Finalizamos este capitulo agora exibindo um gerador explicito de g (S®).

Se I' é um grupo multiplicativo nilpotente de classe < 2 entao para todos z,y,2 €T
tem-se [[x,¥],2z] =1 , reciprocamente se {[z,y],2] =1 para todos os z,y,2 € I' entéo
I' é nilpotente de classe <2 (cf. [Ha]).

Consideremos as proje¢des p; : S° x 8% x 82 — $? dadas por:

pi(ml;‘r?‘:IS) =X 221?213

AFIRMACAO 1:  ([po, 3}, 7] £ 1 € [S? x 8 x 83, 59].

pois caso contrario, dados f,g h € [S% x 8% x 52, 5% terfamos que:
[f, &), h] = [[B2,Pal;P1]othxFx g =lo(hxfxg)=1¢[$° x 5% x 5 59

donde pelo comentério acima segue que [S% x S% x $§2,8%] =T' é um grupo nilpotente
de classe < 2 |, mas pelo teorema de Whitehead segue que I' € nilpotente de classe < 3
com cadeia central, '=T, DT, DTy 23 ={1} e % =Ty =2 7m{S%) = Z3 , donde

I' nao tem classe < 2, portanto a afirmacao 1 esta provada.

Consideremos o diagrama comutativo:

5% x 5% x g3 [PrPsli) 53

A | Tn
§9=, SIASIASE L g3Ag3 a6

diagrama 12

Pela afirmacio | 1% 1 € (8% , como ma(S%) = Z3 segue que 7 representa um

gerador de my(S5?).

AFIRMACAO 21 n=woX3w
pois, wo L3w(AANBAC)=w(AA[C,B))=B,C),A] =
= [[pa, 3l P1)(4, B,C) =no A(A,B,C) =n{AABAC)
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Com isso temos o:

Teorema 5.2: woX3w:S3AS3ASY — 93 representa um gerador de 75(S?) e

woXPw(AABAC) =[B,C], 4
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6. Classificacao dos fibrados Eg.z

Sabemos que os S3-fibrados principais sobre E, (espago total do S°-fibrado principal
sobre S7 classificado por n vezes o gerador de m5(S?), c.f. capitulo 2) sio classificados
pelo conjunto das classes de homotopia de aplicacdes de F,, em BS® =4 HP>™ denotado
por [E,, BS?| , sabemos pelo que foi exposto anferiormente que o elemento de Hilton-
Roitberg em 7o(93) detecta se alguns fibrados sobre E,, séo triviais. Provamos abaixo
que na realidade tem-se [E,, BS®] = mg(5%) para n=1 ou 7, os quais séo justamente os

indices que nos déo o fenémeno de nao-cancelamento para os fibrados sobre S7.

Primeiramente fixamos algumas notagdes de [T2].
m: S — 5% ¢é a aplicagio de Hopf e representa um gerador de m3(S?) = Z.
T = S 2y : ST 5 8% para k> 2 é gerador de mpy (S%) = Z5.

v € me(8%) = Z1 = Z4, @ Z3 é gerador da componente 2-primaria de m{S%) , ou

seja gerador de Z4 na identificagao acima.

Em [T2] encontramos também as seguintes férmulas:

Yot ) =0 (lemma 5.7 p. 43 de [T2)]) (36)

M = 1 O Mgl O Mgz = 257 pare n>3 (37)
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Como foi mencionado no capitulo 1, temos a seguinte estrutura celular para os espagos

E, (cf [HR2] ou [JW]):

En —_ (193 Unw 67) U—Y 810
onde w é o elemento de Blakers-Massey, [BM] , ou seja , um gerador de mg(S%) = Zy,
e v é a aplicagao de colagem da celula 10-dimensional de F,,. |
Definimos Q,, = (5% U, €7) e denotamos por j: {Q,,*) — (Qx,5%) a inclusdo.

Entéo pelo teorema 3.2 de [HR2] temos:

Jxy = [ 3]

onde Y € m(Qn,S°) =2 Z é a aplicacho caracteristica da 7-celula de @, e [x,i3] éo

produto de Whitehead relativo de x e 3.

. . .- . . - -y iy
Consideremos a seguinte sequéncia exata induzida da cofibracio , S° — Q, = E, :

E,, BS] <& ao(BsY) 2 [2Q., B8 T [xE,, BS

11 || | ||

NQ(SB) S [QHJSS] — [Ena SS]

onde ¢p: Epn — 810 & uma aplicacio que leva Q, em um ponto.

Se pudermos mostrar que % : [E,, %] — [@n,9°] é sobrejetora, entdo o conjunto
[£,, BS?] énio trivial uma vez que mio(BS?) = 19{S%) = Z3 .Desta forma nosso trabalho
serd examinar a aplicagio ¥ : [Fy, S°] — (@, 52

Denotaremos por ({a,b) o méximo divisor comum entre dois inteiros a e b. Seja

g: Q. — S7 uma aplicacio que leva S$° em um ponto. Entdo temos o seguinte:

Lema 6.1: i} O conjunto [Q,,S?] consiste dos seguintes elementos: uma extensio
%53 de (%22%53 para todo inteiro k& e wngg .
ii) [Qn, BS®] & Zj19.n)

o . . - i
Dem.: Na sequéncia exata induzida da cofibracio, S% 25 §% < @Q,, , temos:
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it

(8% P (8% e [Qn, S - m(sh) BT (st
| | I |
Zig{w} Z{3} Za{wrs} Zo{na}
16(BS?) B my(BS®) L [0.,BS7] & m(BSY) &Y n,(BSY
I | |
0 Z1s 7

onde a ignaldade Z2{w} = m(S%) significa que ms(S%) = Z12 e é gerado por w. As
outras igualdades sao interpretadas de forma semelhante.
Considerando a primeira sequéncia exata acima, temos que para cada £ € Z existe

= 12k
uma extensao iz ts desde que,

(W)*((llgt, tg) = (1;?1 y 12w =0

por outro lado, da defini¢do de ' e w juntamente com a férmula (36) acima segue que:
(Bnw)*ng = n(Zw)*ns = n(ns o Lw) = In(nz o Tw) = nX(ne o 3w) = nX(ma o) =0

Assim g* é1-1e wngg é um elemento nio nulo de [Qn,9%]. Isto prova i).
Na segunda sequéncia exata acima, como (Znw)* : Z — Zi3 leva 1 em n entao,
Ker(g*) = Im({(Enw)*) = nZy3 e como g¢* é sobrejetora temos [Q,, BS®] = :rTZlf; &

= Z2,n)- Isto prova ii).

Lema 6.2: v = (5i),(a(hoZ3R) +(S(woX3w)) , onde A: 87 — §* ¢ a aplicacio
de Hopf, a e b sao inteiros.

Dem.: Consideremos o diagrama anti-comutativo (c.f. [Ti] p.58):

m(@n) 25 (@, 5%
X ¥

i}, Ti)s
o5 E 100 T (s, 84
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onde ¥ significa a suspensao relativa e a sequencia de baixo é exata.
Sabemos que m19(S%) & Zo4{ho 3R} & Z3{E(w o Z3w)} (ver [T1] ou [E]). Como,
(B)e(Ey) = =% (+(7)) = =¥, t3] =0, existem inteiros a e b tais que:

Ty = (%i)u(a(h o £°R) + bR (w 0 Bw))

isto completa a demonstragao.

Teorema 6.1: i¥ : [E,, S°] — [Qn,S5%] é sobrejetora se n # 0 mod 3.
Dem.: E suficiente mostrar que v* : [@,,, §%] — m9{S?) & trivial para n # 0 mod 3.

Consideremos o diagrama comutativo:

r(S%) I [Qn, S
B> |5

mo(54) €L [2Q., 1]

Usando (37) e o fato de que 77 ong gera wo(S7) = Zy (c.f. [T2]), temos:
wiisgy € wigmo{ST) = {wns © (7 0 ms)} = {wnf} = {w o 28} = {wo 2533w} =
{6{w o T3w)} = 0.

Assumamos agora que exista algum & € Z tal que *(( (1122’?1) t3) =wo Bw £ 0,
12

entao pondo ¢ = M2y © usando os lemas 6.1 e 6.2,

$(w o 3w = B(y*ckes) = Tekiz o (i) {a{h o T3h) 4+ bX(w o X3w)) =

Yckiz 0 Xi){a(h o B3h) + b (w o Tw)) =

li

B(ckiz 0 0))(a(h o Bh) + bEw 0 Tw))

=

=

= (Bekez) o (a(h o B3h) + b5 (w o Tiw)) =
= (cktg) o (a(h o Z2h) 4+ bE(w o Tow)) =
= (ckta) 0 (a(h 0 Z*h)) + (ckis) 0 (DB(w 0 TPw)) =

= a(ckiq) o (h o Z3R)) + (ckbry) o (B(w o 33w)) =

— a((ckh + FED, L H(R)) 0 D3h) + chbB(w o Ziw)
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logo:
(1 — ckb)S(w o Pw) = a({ckh + FE=L (9h + Tw)) 0 T3h) =
((ck)?h + HE=L5) 0 23h) =
(
(

(

o

a{{(ck)2h) o T3h + (FE=V 5y 0 73p) =
(
(

a{(ck)2(h o X3h) + ME=D (3 0 33p) =

I}

a{ck)(h o T3h) + 2F =L (53, o 73 p).

Notamos que de [t4,¢4] = 2h + Tw segue que 2Lh = FX%w . Como X(wo X%h) e
Y(w o L3w) sio elementos da componente 3-priméria de mo(5%) =2 Zoa & Z3 {cf. H2 e
T2) temos que S{woL?h) = —2VwoN3h = —Two283h = £N(woX3w) = F25(wo B3w).
Desta forma temos:
(1 — ckb)D(w o T3w) = a(ck)?(ho T*h) — ack(ck — 1)E{w o T3w).

Portanto:
(1 — kb + ack{ck — 1))E(w o T3w) = a(ck)?(h o Z%h)
1sso implica:
a(ck)? = 0 mod 3 (38)

ckib—a{ck — 1)) =1 mod 3 (39)

por hipétese n # 0 mod 3 e assim (12,n)=1,2 ou 4 donde ¢ = % =12,6 ou 3 o que
contradiz (39), assim +* =0, e a demonstragao estd completa.

Temos finalmente:

Teorema 6.2: i) Se n # 0 mod 3 entdao [E,, BS?] # 0.
ii) Se (12,n)=1 entdo [E,, BS®] = m9(93).
Dem.: Como antes considerando a sequéncia exata induzida da cofibrago,

oy i .
5% = Q, = E, , e usando o lema 6.1 ii) , teremos:

it

Q..BS%] & (B, BSY & np(BSH 2 (2Q.,BSY ¥ [RE., BS?
| I | |
Z(12.n) m(S%) I [@n,S%] e [, S
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Pelo teorema 6.1 4% & sobrejetora se n # 0 mod 3 , isto e o fato que wo(S3) = Z;
implicam i). Por outro lado (12,n)=1 implica n Z0mod 3 e [Q,,BS?] =0 isto implica
que g é 1-1 e sobrejetora, assim ii) esta provado.

O Teorema 6.2 ii) nos diz que existem apenas 3 S®-fibrados sobre E) = Sp(2), Fs, Fy

e F|, a menos de isomorfismo de fibrados.
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EPILOGO

Finalizando, concluimos que ¢ nosso método resolveu em esséncia, o problema pro-
posto em [HR2], ou seja, explicitar um difeomorfismo entre E; 7 e FE7 ). Nés o fizemos
médulo a explicitacéo das homotopias envolvidas nos difeomorfismos ®2314 e D493

dados na pagina 49.

Observamos, porém, que o potencial de nosso método se esgota nesse ponto, pois a
natureza desse problema remanescente é totalmente diferente. As primeiras questdes rela-
cionadas a isso foram postas por Samelson [Sa] e néo temos conhecimento de exemplos nao
triviais desta natureza na literatura. Por exemplo, uma questao preliminar & explicitagao
dos difeomorfismos ® acima, seria produzir uma homotopia entre:

Pxst — 53
(a,b) +— [a,B]"?

xS — 58
(a,0) — 1

Uma primeira aproximagao deste tipo é feita em [CR] "Hopt Maps and Triality”.

Essa abordagem é de cunho mais geométrico.
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