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ABSTRACT 

The present work is intended to the study of the Rigas's models [R2], for princi­

pal 8 3 -bundles over 87
, to search a better understanding o f a specific non-cancellation 

phenomena, namely, using these models we explicit (up to some homotopies) the diffeo­

morphism between Sp(2) X S 3 and E7w X S 3 where E?w is the total space of the 

principal 8 3-bundle over 8 7 classified by 7 times the generator of 1r6 (S3 ) (cf. [H2]).We 

detect and correct some imprecision in the classification of such models, based on it we 

give a new approach to the problem of non-cancellation phenomena relating it with com­

mutatofô of groups. with this tecnique we explicit generators of 1T5(S3) and 7rg(S3) in 

terms of commutators by a distinct method employed in [J2] , [Me] and [H2]. We close 

the work with the computation of the classifying group of certain bundles which provide 

the non-cancellation phenomena cited. 



RESUMO 

O presente trabalho se presta a um estudo dos modelos de Rigas [R2], para 

S 3-fibrados principais sobre 8 7 
, na busca de compreender um pouco mais acerca de um 

fenômeno de não-cancelamento específico, a saber, pretendemos estudar o difeomorfismo 

entre Sp(2) X 5 3 e E1w X 8 3 onde E7w é o espaço total do 8 3-fibrado principal sobre 

5 7 classificado por 7 vezes o gerador w de 1r5(S3) (cf. [HR2]). Detectamos e cor­

rigimos uma imprecisão na classificação de tais modelos. Baseados nisso demos uma nova 

abordagem ao problema proposto relacionando-o com comutadores de grupos. Com essa 

técnica conseguimos explicitar geradores de 1r5(S3 ) e 1fg(S3 ) em termos de comutadores 

através de um método distinto do encontrado em [J2] , [Me] e [H2]. Finalü-:amos o tra­

balho com o cálculo do grupo classificante de certos fibrados que dão origem ao fenômeno 

de não-cancelamento citado. 



O. Introdução 

O presente trabalho se presta a um estudo dos modelos de Rigas [R2], para 

5 3-fibrados principais sobre 8 7 , na busca de compreender um pouco mais acerca de um 

fenômeno de não-cancelamento específico, a saber, pretendemos estudar o difeomorfismo 

entre Sp(2) x 8 3 e E7w X 8 3 onde E7w é o espaço total do S 3-fibrado principal sobre 

S 7 classificado por 7 vezes o gerador w de 1f6(S3 ) (c!. [HR2]). 

Detectamos e corrigimos uma imprecisão na classificação de tais modelos. Baseados 

nisso demos uma nova abordagem ao problema proposto relacionando-o com comutadores 

de grupos. Com essa técnica conseguimos explicitar geradores de 7ra(S3 ) e 7rg(S3) em 

termos de comutadores através de um método distinto do encontrado em [.12] , [Me] e 

[H2] 

Finalizamos o trabalho com o cálculo do grupo classifi.cante de certos fi brados que dão 

origem ao fenômeno de não-cancelamento citado. 

Fixamos a seguinte notação: 

P = (P, ?T, M, C) denotará um fi brado principal com grupo estrutural C, espaço total 

P, espaço base M e projeção 7T. 

EG = (EG,1r, BC, G) será o fibrado universal para o grupo C. 

=d significará difeomorfismo. 

=t será usado para equivalência de fi brados. 

"'"' indicará tanto homotopia entre aplicações quanto mesmo tipo de homotopia entre 

espaços. 

"' denotará isomorfismo entre grupos. 

1-n será a aplicação identidade de sn. 

f indicará a classe de homotopia de f. 

1 



1. O Fenômeno de Não-cancelamento 

O fenômeno mencionado trata da seguinte questão: 

Obter variedades diferenciáveis M1 , M2 e N sastifazendo: 

(i) M1 X N é difeomorfa a M2 X N ; 

(ii) M 1 e M2 não possuem mesmo tipo de homotopia. 

Charlap, em 1965 forneceu um primeiro exemplo de tal fenômeno em [Ch] , onde 

M1 , M2 são variedades riemannianas de curvatura zero e N = S 1 . Tal exemplo é obtido 

como consequência de sua classificação para Zp-variedades (variedades riemannianas com 

grupo de holonomia igual a Zp) onde pé primo. 

Em 1969 , Hilton e Roitberg [HR2] construíram seus exemplos com , M 1 e M2 

sendo espaços totais de fibrados principais e N o grupo estrutural correspondente, mais 

precisamente são considerados S 3-fibrados principais sobre esferas sn. M 1 e M 2 são 

construidos seguindo o procedimento abaixo. 

Os S 3-fibrados principais sobre sn 3 '""' 3 sao classificados por 1fn(BS ) = 1fn-t(S) 

(cf. [St]). Temos assim, para cada a E 7rn-l(S3 ) o correspondente S 3-fibrado 

Ea = (Ea,Pa, sn, S 3 ) classificado pelo adjunto ao E 7rn(BS3 ) de a. 

Dados pois, a, f3 E 7fn_t(S3
) seja Ea,6 o S 3 -fibrado principal sobre Ea induzido 

do fi brado E!' pela projeção Pa : E a -------t S 7
. Temos desta forma o seguinte diagrama 

comutativo: 

BS3 

diagrama 1 
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Tem-se o seguinte: 

Teorema (Hilton-Roitberg): i) E,~ E~ ~ o;~ ±{3. 

ii) Sejam) a E 1fn-dS3 ) um elemento de ordem k e f3 =la l E Z. Se existe l' , 

l' = l mod k tal que: 

l'(l'- 1) 
-'---,----'-w o l.:3 o; ~O E 1fn+z(S3

) 
2 

onde w E n 6 (S3 ) é o gerador, E 3 é a suspensão terceira de a) então o fibrado Ea;:J é 

triviaL 

Observamos que por construção do fibrado induzido segue facilmente que 

Eafj =d Efja· Esta observação juntamente com o teorema acima fornecem os seguintes 

exemplos de fenômeno de não-cancelamento: 

(1) Considerando S 3 -fibrados principais sobre S 21 , temos: 

M 1 = Ea onde a E 7rzo(S3 ) ""Z1z 6J Zz 6J Zz é um elemento de ordem 12. 

M 2 ~ E~ onde f3 ~ 5a. 

Pois tomando l' = 5 temos que 

E 4a E 1r24 (S7 ) "" Z2 6J Z 2 EB Zz E9 Zz e como E : nz3(S3
) ---t 1r24 (S4 ) é injetora 

(cf. [HR2]) segue que l'(l~-l)w o I.:3 a =O donde pelo teorema acima: 

Como a= 5{3 segue de maneira análoga que, l'(l~-l) w o E 3 f3 = O donde: 

e como a =f:. ±{3 tem-se também M1 '/::. Mz. 

(2) Considerando 53 -fibrados sobre 514 temos: 

M 1 = Ea onde a E 1fia(S3 ):::::: Z12 EB Zz é um elemento de ordem 12. 

Mz ~ Ep onde f3 ~ 5a. 

3 



l' (l' 1) 
Desde que tomando agora l' = 17 obtemos 

2
- :Ew o :E4 a = 136:Ew o :E4 o: = 

= 34:Ew o 4:E4 a =O uma vez que de [T2] conclui-se que :E4a E 1r17 (S7) tem ordem 4. 

Assim segue novamente do teorema acima: 

l' (l' 1) Analogamente, como a= 5(3 e 4:E4 f3 =O temos que, 2- :Ew o E 4 j3 =O donde: 

e novamente como a i- ±(3 temos M1 :/:. Mz. 

(3) Consideremos finalmente S3-fibrados sobre 8 7 : 

Neste caso M1 = Ea onde a= w E 7r6 (83
) "' Z12 é o gerador. 

Mz = E{3 com f3 = 7 o 

Já que ?(?;l)w o :E3o: = 2lw o :E3a =O pms 1r9 (S3 ) ,....._, Zs, analogamente como 

o:= 7(3 temos também 7
(
721lw o 1.:,3(3 =O. Como Ew é o S 3 -fibrado canônico Sp(2) 

sobre 8 7 temos desta vez: 

Sp(2) x S3 
-d E,w x S 3 e Sp(2) '/' E,w ( *) 

Este último exemplo tem imporância redobrada, uma vez que Sp(2) e E7 w sao os 

únicos S3 -fibrados sobre S 7 a menos de orientação que admitem estrutura de loop-space 

(cf. [HMR2] , (CM] ou [Z]), isso juntamente com a segunda parte de (*) nos diz que 

Sp(2) e E7w são H-espaços com distintat:J H-estruturas. 

Scheerer [Se] em 1970 obteve uma obstrução que detecta a trivialidade de fibrados 

principais sobre esferas onde o grupo estrutural é um grupo de Lie simples conexo e com­

pacto generalizando assim a obstrução de Hilton-Roitberg dada acima. 

Seja pois, C um grupo de Lie simples conexo e compacto, denotemos por 

Uk : G -- G a aplicação uk(x) = xk k E Z e wk : C X G -- G a 

aplicação wk(x,y) = uk(y-1)uk(x- 1)uk(xy). Os G-fibrados principais sobre a esfera 

S" são classificados por 7rn(BG)::: 1fn-l(G) (cf. (Sa]). Usando a mesma notação dada 
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anteriormente para S 3-fibrados principais sobre sn ' ou SeJa, Ea denotando agora 

o G-fibrado principal sobre sn classificado por a E 1Tn_ 1 (G) e Ea,a denotando o 

G-fibrado principal sobre Er:x induzido de E13 pela projeção Pa : Ea -----+ sn temos: 

Teorema (Scheerer): Suponha que G tem mesmo tipo de homotopia de um CW­

complexo enumeravel. Se (3 =ta E 1Tn_ 1(G) e existe k E Z , k _ t mod (ord(a)) tal 

que: 

wk o (a X ida): sn-l X G-----+ G 

é homotópica à aplicação constante, então Ea/3 é o fi brado trivial. 

Mostraremos no capítulo 5 que o elemento de obstrução de Hilton-Roitberg é equiva­

lente ao elemento de obstrução de Scheerer quando G = S3 , conforme mencionado mas 

não provado em [HMR2]. 

Nos exemplos acima M1 , Mz e N são no máx1mo 2-conexos, em 1972 Hilton, 

Mislin e Roitberg [HMRI] conseguiram fornecer exemplos de M 1 , Mz e N todos 

n-conexos para n arbitrariamente grande. 

Notamos que em todos os trabalhos mencionados, os exemplos para o fenômeno de 

não-cancelamento são obtidos de maneira indireta, ou seja, não se explícita o difeomorfismo 

(i). 

Nos trabalhos de Hilton e Roitberg, [HRI] e [HR2] se leva em conta a decomposição 

celular dos espaços Ea (a E 1Tn-l(S3)) , a saber: 

é mostrado que sob as mesmas condições em que se tem E 0 X S3 -d EfJ x S3 também 

se tem Co v S3 ""'CfJ v S3 (onde v denota a união por um ponto) embora em geral 

Ea i:- E13 e Ca i:- C(:J. É sugerido então uma análise mais cuidadosa do difeomorfismo 

entre b'a x S 3 e E{3 x S 3 . 

Nosso objetivo central foi seguir esta sugestão e estudar o exemplo (3) de Hilton­

Roitberg acima, tentando dar uma idéia da complexidade do difeomorfismo entre 

Sp(2) X 8 3 e Erw X 8 3 . 

5 



Para tanto, trabalhamos com os modelos de Rigas para S 3-fibrados principais sobre 

S7 , denotados em [R2] por Pn. Com isso detectamos e corrigimos um erro na classificação 

dos fi brados Pn. A partir disso explicitamos geradores de 1r6 (S3 ) e 7rg(S3 ) e na tentativa 

de explicitar o difeomorfismo citado, conseguimos relacioná-lo com o estudo de um certo 

grupo nilpotente associado às funções de transição de P n· Por fim provamos com a 

ajuda do professor Juno Mukai que 1r9 (S3) não é somente o ambiente da obstrução de 

Hilton-Roitberg mas é também grupo classificante dos 8 3-fibrados sobre Sp(2) e sobre 

E7w· 
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2. Relação com S3-fibrados sobre S4 

Apresentamos neste capítulo os modelos de Rigas para S 3-fibrados principais sobre 

8 7 e conigimos sua classificação. 

Sejam: 

H a álgebra dos quatérnios. 

Sp(n) o grupo das matrizes quaterniônicas A tais que A.A* = A*.A =I) onde 

A* é a matriz transposta conjugada de A e I é a matriz identidade. 

HPn-l o espaço projetivo quaterniônico cujos elementos serão denotados por: 

significando a classe de equivalência do correspondente elemento de s4n-l pela açào de 

Sp(l). 

~n: Sp(l) --+ Sp(n) a inclusão diagonal: 

bn(q)~diag(q,q, ... ,q)~(~: ;) 

Em [R2], Rigas construiu os fi brados principais: 

Pn ~ (Pn,pn,S\Sp(l)) e Pn ~ (Pn,Pn,S7 ,Sp(l)) n E N,n 2:2. 

com as seguintes características: 
n n 

(4) Pn C:: Sp(l) \Sp(n), Sp(l) ~ bn(Sp(l)) e o quociente é induzido pela ação à 
n 

esquerda de Sp(l) sobre Sp(n). 
a 
b 

(5) A pnmerra coluna de um elemento P E Pn tem a forma O E H pn-l e 

o 
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(6) Sp(l) atua livremente por multiplicação (quaterniônica) à direita sobre a última 

coluna. 

onde 

(7) 11"3(Pn) ~ Zn. 

(8) Pn = h*(Pn) é o fibrado induzido de Pn pela aplicação de Hopf, h: S 7 
-------t S4 . 

Sejam Mn = Mn(a,b,xl,X2,-·-,xn) E Sp(n) dadas por: 

M, ~ (~ X1)' 
X2 

u -blbl' x1 ) M3 = biib x, ' 
ayll + lbl2 X3 

M, ~ (~ 
-blbl' ~(4)- 1 o 

x1) bab~(4)- 1 o x, 
alal 2 ~(4)- 1 -b x, ' 

o aba~(4)-l a x, 

~(4) ~via I'+ lbl' E para n 2'_ 5: 

a. -biW o o o o o X1 L(n) 
b bab o o o o o x, L(n) 

o afn-5 -b o o o o x, 
L(n) Ln-4 

o {ab)afn 6 afn-6 o o o o x. L(n) Ln-4 
- ' (ab)afn 7 o (ab) afn 7 o o o o x, L(n) L, ' 

o (ab) 3 afn-8 ~ab)
2
afn-8 o o o o x, 

Mn= 
L(n) L, ' 

o (ab)n:__ 7 a/2 (ab)n:..sab -b o o o Xn-4 L(n) L, ' L, 

o (ab)n- 6afi (ab)n-7 a!J a f, -b o o Xn-3 L(n) L, ' L, L, 

o {ab)"- 5 afo (ab)"- 6 aio (ab)afo afa -b o Xn-2 L(n) Ln < L, L, L, 

o (ab)"- 4 alal~ (abt'- 5 alal~ (ab)~alal~ {ab)alal 2 alal2 
-b Xn-1 L(n) Ln < L, L, L, 

{ab)"- 3 a {ab)'"- 4 a - ' (ab) 2 a {ab)a o ~ a Xn L(n) Ln ' L, L, L, 

onde: 

Ll ~ ial 4 + lbl' , L~ ~ lal 2(k+l) (L1L2~3 .. -~k-1) 2 + lbl' , k ~ 2, 3, 4, ... , n- 4. 

L(n) 2 ~ lal'(n-ZI(L1L,L, ... Ln-4) 2 + lbl' 
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.f o ~ lal4 , fk ~ lo.l'(k+'l(L,L,L, ... h-1)2 , k ~ 2, 3, 4, ... , n- 4. 

(9) Pn = { M E Sp(n) : M = Mn(a, b, x1, ... , Xn), para certos a, b, X i em H}, 

f5n(Mn(a,b,x 1 , .•• 1 xn)) =(~)E S 7 e Sp(l) atua sobre Pn por multiplicação á direita 

sobre a última coluna. 

Os 8 3-fibrados principais sobre 8 7 são classificados por 1r6(S3 ) ""'Z12, aôsiin existem 12 

S3-fibrados principais sobre S7 a menos de equivalência de fibrados, os quais denotaremos 

por: 

(lO) 

e Ei é classificado por i vezes o gerador de 1r6 (S3 ). 

Como Sp(l) ,-..., S3 os fi brados P n são 8 3-fibrados principais sobre 8 7 , assim para cada 

n E N, n 2': 2 existe um kn, 1:::; kn :S 12 tal que Pn f Ekn· 

Em [R2] encontramos o seguinte resultado: 

Pn f E(n-l)modn n > 3 

o qual não está correto. Pretendemos mostrar que, na realidade tem-se: 

p n f E<p(n-l)mod12 n :2: 2 (11) 

onde <p(n- 1) ~ n(n
2
-l) 

Para tanto, como os S 3-fibrados pnnclpals sobre 5 4 sao classificados por 

1r4 (BS3 )::: 1r3(S3 )"" Z, temos que, dado E= (E,p, 5 4 , 5 3) existe f: 5 4 -------+ BS3 tal que 

o seguinte diagrama: 

S' id S' ~ 

jd lj, 

E 
F 

ES3 ____, 
P! jJr 

s' f BS3 
~ 

diagrama 2 

comuta. 
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Suponhamos que f E 1r4 (BS 3 ) corresponda a n E Z e analisemos o seguinte 

diagrama: 

1r,(ES3) ~ o 
11f. 

z ~ 1r4(S4
) 

f. 
~ 1r4(BS3) ~ z 

1 8, 1 8, 
z ~ 1r3(S3) 

id 
~ 1r, ( 8 3) ~ z 

! j2* ljh 

1r,(E) F. 
1r3(ES3) o ~ 

1 p. 11f. 
o ~ 1r3 ( S4) 

f, 
1r3(BS3) "' o ~ 

diagrama 3 

onde as sequências verticais são sequências exatas induzidas do diagrama 1. 

Como 81 : Z --)- Z é isomorfismo, segue que: 

8,(1) ~ ±1 ( 12) 

Temos que: 

f. : 1r,(S4 ) ~ 1r4 (BS3) 
'• ~ f.(,,) f 

(13) 

Assim: 

z f· z ~ 

1 ~ n 

Portanto: 

Ôt o f* : z ~ z 
1 ~ ±n 

Donde: 

{h: z ~ z 
1 ~ ±n 

isso implica que ~ ( Z) = nZ. 

10 



Sendo j 2* sobrejetora e ker(jz*) = Bz(Z) = nZ segue que: 

Reciprocamente, supondo que 1r3(E)"'"' Zn então: 

ker(.i2 ,) ~ nZ , ou seja EJ, (Z) ~ nZ 

isso implica que: 

IJ,: z ~ z 
1 ~ ±n 

Donde: 

81 o f* : z ~ z 
1 ~ ±n (14) 

Sabemos que: 

!. : z ~ z 
1 ~ m.1 

(15) 

para algum mEZ. 

Utilizando (12),(14) e (15) temos: 

±n ~ EJ1 o f,(1) ~ ih(m.l) ~ m.EJ1(l) ~ ±m 

Logo, m = ±n e por {13) e (15) temos que: 

f E 1r4(BS3) corresponde a ±n E Z 

Provamos assim: 

Lema 2.1: E= (E,p,S4 ,S3 ) é classificado por n E Z "'1r4(BS3) se, e somente se, 

Sejam, Rn - (Rn,rn,S4,S3) o fibrado classificado por n E Z ""1r4(B83) e 

n ~ gn E 1r4(BS3). 

Sabemos que o fi brado de Hopf, (87
, h, 8 4

, 83
) é um S 3 -fibrado universal para 

espaços CW-complexos de dimensão menor ou igual a 6 (cf. [H] Theorem 6 pg. 83). 

11 



Assim, 9n "' j o f n onde: 

Logo: 

j=inclusão : S4 =d H P 1 ---+ H poo =d BS3 

fn: S4 ---+ 84 

1·: Z ~ 1r4(S4 ) ~ Z ~ 1r4 (BS3 ) 

1 = '-'4 1--------) 1- .i*('-'4) = j o '-'4 = j 
n n.l-4 1--------) n j*(n.l-4) = n.j*('-'4) = n.j 

Como gn = n temos que gn = n.j , donde: 

ou seJa, f n é uma aplicação de grau n. 

Notamos que: 

onde -/_,4 é a aplicação antípoda de 84 ---+ 8 4
. 

Temos então: 

s' s' s' 

R-n ~ Rn ~ S' 
! r -n l rn p. 
g4 _,, s• fn s• j 

BS3 
~ ~ ~ 

diagrama 4 

Por definição: 

ou seja, R-n = (Rn, -rn, 84
, 83

) e os fi brados Rn e R-n diferem apenas na orientação 

de 84
. 

Assim, pelo lema 2.1 e (7) temos que: 
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donde: 

S' S' S' s' 
!j, Ur 

s' Pn ~ Pn ~ sr ~ E83 

l Pn l Pn lh l7r 

s' S' h S4 fon s4 j 
BS3 

~ ~ ~ 

diagrama 5 

com n :::::_ 2 e 15 = ±1 dependendo da orientação de 8 4 . 

Para n = O ou 1 temos um diagrama similar, substituindo Pn por Rn e Pn por 

Órn , especificamente temos: 

Ro = 8 4 x 8 3 e o fibrado Ro é trivial. 

R 1 é o fi brado de I-lopf, (S7 , h, S4
, S3

). 

R-r~ (S7 ,-h,S4,S3
). 

h'(Ro) -f h'(R1 ) -f (S7 x S3 ,p,S7 ,S3 ) ~ fibrado trivial. 

h'(R_1 ) ~ (Sp(2),p2 , S7 , S3 ) (c!. [CR]). 

Consideremos os seguintes resultados (cf. [Hl] e [HuJ): 

(17) Se gE7rm(S"),m<;3n-3 e Fr,F2E1rn(X) então: 

(F1 + F 2) og ~ F 1 o g+ F 2 o g+ [F1 ,F2]H(g) 

(16) 

onde: [F1 , F2] =produto de Whitehead de F 1 por F2 , e H(g) =invariante de Hopf 

de g. 

(18) [c4 , L4 ] ~ 2h- cl:(w) 

onde: [l-4 , L4 ] =produto de Whitehead de [.,4 por [., 4 , h= aplicação de Hopf de 87 
---t 84 , 

:E(w) =suspensão do gerador de 7r6(S3 ), E= ±1 dependendo da convenção de orientação. 

(19) h gera a parte livre de n 7 (S4 ) "" Z E9 Z 12 e :E(w) gera a parte de torção, 

consideramos então de acordo com o isomorfismo acima a seguinte identificação, h (1, O) 

e I:(w)- (0, 1). 

Utilizando (17) pode-se concluir facilmente que se a E 1fn(X) e g E 7rm(Sn), 
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m ::; 3n - 3, então: 

k(k - 1) 
(ka) o g ~ k(a o g) + 

2 
[a,a]H(g) k E Z 

pois, supondo primeiramente k E N temos: 

Para, k = O ou 1 o resultado é trivial. 

Assumindo que: 

(k-l)(k-2) 
((k-l)a)og~(k-l)(aog)+ 

2 
[a,a]H(g) k>l 

teremos: 

(ka) o g ~(a+ (k- l)a) o g ~ 

~a o g + ((k- l)a) o g +[a, (k- l)a]H(g) ~ 

~a o g + (k- l)(a o g) + (k- 1 ~(k- 2 ) [a, a]H(g) + (k- 1)[a, a]H(g) ~ 

~ k(a o g) + k(k
2
- 1) [a, a]H(g) 

logo a fórmula é válida para todo k 2: O. 

Se k < O temos: 

O~ (ka + (-ka)) o g ~ (ka) o g + ( -ka) o 9 + [ka, -ka]H(g) ~ 

~ (ka) o g + ( -k)(a o g) + -k(-;-
1
) [a, a]H(g)- k2 [a, a]H(g) ~ 

~ (ka) o 9- k(<Y o 9) - k(k,- 1
) [a, a]H(g) 

donde segue a fórmula. 

Com isso temos: 

(20) 

f,n o h~ (6n,4 ) o h~ 6n(,4 o h)+ ón(ó;-t) [,4 , , 4 ]H(h) ~ onh + ón(o;-tJ [,4 , , 4 JH(h). 

e com auxílio de (18) , (19) e notando que H(h) ~ 1 segue que: 
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analisemos agora o diagrama: 

z, ~ 7f,(S') 
!h. 

z ~ 7f,(S') ~ 1r7 (ES3 ) ~ o 
1 h* 1 7T * 

z Ell z,, ~ 7f,(s•) j. 1r7 (BS") ~ z,, ~ 

! ü, ! 8, 
z,, ~ 7f,(S') id 

7fe(S3
) 

~ z1, ~ 

lj,, ljh 
o ~ 7f,(S') ~ 1r,(ES3 ) ~ o 

diagrama 6 

onde as sequências verticais são sequências exatas induzidas das duas últimas colunas do 

diagrama 5. 

Observamos que j2*: 1r7(S3)-------+ 1r7(S7) é o homomorfismo nulo) donde por (St] pg 

93) theorem 17.10 segue que: 

Concluimos então que: 

82 , 1r7 (S4 ) ~ h,(1r7 (S7 )) Ell M ~ Z Ell Z 12 

(a, b) 

Como 82 = 8 1 o j* e 8 1 é um isomorfismo de Z12 ~ Z 12 ) segue que: 

j,: rr,(S4 ) ~ z E!l Z12 

(a, b) 
~ rr,(BS3 ) ~ Z12 

,___, b 

com isso e mais (21) concluimos que: 

Para: 

• . . 2 on(on- 1) on(on- 1) 
Jof;noh=J,(f;noh)=J,((n,-E 

2 
))--E 

2 

jofnoh -E<p(n-1), 
j o Ln o h= -E(fJ(n), 

15 

n>O 
n;:::o 

(22) 
(23) 



onde rp(n) = n(n
2
+l). 

Como (Sp(2),p2 , 5 7 , 5 3 ) -f E 1 é classificado pelo gerador de 1r5(S3) segue de (16) 

que: 

j o L1 o h_ 1 E Z12 

Por (23) então ) segue que f = -1 desta forma: 

e como P2 

diagrama 5 ó = 1 para n 2: 2. 

Assim Pn é classificado por j o fn o h rp(n- l)mod12) portanto: 

P n - E<p(n-l)modl2 

o que demonstra (11). 

Notamos que: 

<p(n-1)-'P((n-1)+24t)mod12, LEZ 

p01s: 

<p((n-1)+24t) ~ ((n-l)+'it)(n+24t) ~ (n-,l)n +12((2n-1)t+24t2) <p(n-1)mod12 

Temos: 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
\O(n- l)mod12 o 1 3 6 10 3 g 4 o g 7 6 

n 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
<p(n- l)modl2 6 7 9 o 4 g 3 10 6 3 1 o 

Com isso concluimos que: 
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- -
E1 -r P2+24t =r P23+24t 

- - - -
E3 -r P3+24t -r P6+24t r PI9+24t -r P22+24t 

- -
E4 -r Ps+24t -r Plr+24t 

E6 r P 4+24t =r P12+24t r PI3+24t r P21+24t 

- -
Er r Pn+24t r PI4+24t 

Eg -r Pr+24t =r PI0+24t -r Pis+24t =r PIS+24t 
- -

E10 -r Ps+24t -r P2o+24t 

l E N e em P24t e PI+24t t-=/:- O. 

Percebemos assim , que os fi brados E2, Es, Es e E 11 não podem ser realizados 

como P n para nenhum n. 

Observamos por outro lado que se : 

então , j o fn o :E(w) E 1f7(BS3) classifica Qn , mas: 

j o fn o :E(w) = j,(fn o :E(w)) = j,((m4 ) o :E(w)) = j,(n(t4 o :E(w))) = j,(n:E(w)) 

nj.(:E(w)) = n E Ztz 

Logo Qn -f En modl2· 

Observamos que, se wo E n 7 (BS3 ) é um gerador e 9n: EF -------7 8 7 é uma aplicação 

de grau n 1 então: 

wo o g0 = wo o (ntr) = n(wo otr) = nwo 

Portanto, o fi brado En também pode ser definido como sendo o fi brado induzido de 

Sp(2) por uma aplicação de grau n. 

Lembremos que se a = (:) e f3 = ( ~) são elementos da álgebra de Cayley 

K = H E& H , então: 

(
ac- db) 

afJ= da+bc 

e 9n: S 7 
..--.-.-.---,l- S 7 , gn(o:) = an é uma aplicação de grau n. 
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Temos assim, o seguinte diagrama: 

s' s' s' 

Pn d E<p(n-1) ~ Sp(2) ~ ES3 

t t t 
S' 

B10(n-l) 
S' wo BS3 

~ ~ 

diagrama 7 

Por definição, E~(n- 1 ) ~ { ( ( ~) , A) E 8 7 X Sp(2): ( ~) ~(n-
1

) ~ 1"- coluna de A} 

e a ação de S 3 sobre E<p(n- 1) com quociente S 7 é dada pela multiplicação à direita na 

última coluna de A. 

Pela construção de Pn Ç Sp(n) vemos que existe uma ação livre à esquerda sobre 
n 

E<p(n- 1) cujo quociente é Pn Ç Sp(l)\Sp(n). Temos assim o seguinte: 

Problema: Explicitar a ação à esquerda sobre E~.p(n- 1 ) CUJO quociente e 
n 

Pn ç Sp(l)\Sp(n). 
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3. Forma Fraca do Fenômeno de Não-cancelamento 

Com base no capítulo anterior corrigimos também os índices de Eells-Kuiper [EK] 

das esferas exóticas construídas em [R2] e apresentamos com isso uma forma fraca do 

fenômeno de não-cancelamento. 

Temos em [R2] a construção de modelos P~ para 80(4)-fibrados principais sobre 

S 4 a partir dos modelos P n 1 ou seja: 

P~ ~ (P~,p~, 8 4
, 80(4)) 

P' Pn com n = z
2 

, e Z2 = {-1,1} atuando sobre a última coluna dos elementos de Pn 

por multiplicação. 

Os fibrados P' n sao classificados por 1f3(80(4)) "' 1f,(83 X 80(3)) ~ 

"'1r3(83
) x 7r3(80(3)) ~ Z Ell Z. Denotando por Pm,n o fibrado classificado por (m,n) 

segundo essa identificação , segue de [R2] que: 

(24) P~ f Pl,k-1 , 

(25) Se EP atua sobre Pk+l por q * y = tjyq para cada elemento y de qualquer 

coluna exceto a última e por q * x = ijx para cada elemento x da última coluna, 

onde é subint.endido que a multiplicação no lado direito de cada uma das igualdades é 

quaterniônica, então: 

onde o espaço a direita é o espaço total do fibrado associado a Pk+l com fibra S 3 , e o 

grupo S0(4) é considerado como o produto semi-direto de S 3 por S0(3) com produto: 

(p,O)(q,~) ~ (pOqi!,O~) 

e ação linear sobre y E R 4
: 

(p, e)y ~ pOyi! 
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p , q E S3 e (J , 1] E S0(3) ~ ~: , ou seja confundimos aqui O e rJ com suas respectivas 

classes de equivalências, {-0,0} e {-rJ,rJ} (cf. [Rl]). Visto dessa forma S0(4) atua 

sobre S 3 por, (p, O)* q = iJpq(} e novamente a multiplicação à direita das últimrus tres 

igualdades acima é subentendida ser a quaterniônica. 

Em [M] temos a realização de 7-esferas exóticas (ou seja, variedades 7-dimensionais 

homeomorfas a 8 7 mas não difeomorfas a 8 7 ) como espaços totais de 8 3-fibrados sobre 

S 4 com grupo estrutural S0(4) , denotados por ~h,i os quais são classificados por 

fh,j: S 3 
-------t S0(4) , fh,J(u).v = uhvuj , v E I(± , onde a multiplicação à direita da 

igualdade é quaterniônica. 

Para cada inteiro ímpar k , MJ denota o espaço total do fi brado Çh,j com h+j = 1 

e h - j = k e possui estrutura diferenciável e orientação naturais. 

Através do invariante de Milnor À , temos que se k 2 t 1 mod 7 então MJ é 

homeomorfo a S 7 mas não é difeomorfo a 5F. 

Eells e Kuiper generalizaram o invariante de Milnor fornecendo todas as dezesseis 

7-esferas exóticas que ocorrem como S 3-fibrados sobre S 4 com grupo 80(4) de tal forma 

que: 

M ' - M' h ·=d - ~ 
~J h-J 

h( h- I) h( h, -I) mod 56 

e MZ-j é difeomorfa a esfera usual 5 7 quando e somente quando h( h -1)- O mod 56. 

De [RI] temos que Pm,n Xso(4) S 3 
=j çm+n,-n . Logo por (24) e (25) segue que: 

Pk+l - P' x s' - P x s' - M 7 D' Sf3 =d k+l S0(4) =d l,k S0(4) =d 2k+l = LJ[k(k+l)] 

onde o índice [k(k-1)] denota o inteiro entre O e S5 que é côngruo a k(k-1) módulo 56. 

Desta forma, corrigindo os corolários da pg 84 de [R2] temos o seguinte: 

Teorema 3.1 (Rigas): Existem ações livres de S 3 sobre Pa+24 t , O :S: a < 23 

cujo quociente Pa+24tfS3 é difeomorfo à esfera exótica ~ 7 [((a-1)+24t)(a+24t)]· 
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Verifica-se facilmente o seguinte: 

Lema 3.1: Dados i, a E Z , se x é solução de: 

((a- 1) + 24t)(a + 24t) i mod56 

então, x + 7d também o é , onde dEZ. 

Sejam, E0 (a, t) ~ ((a- 1) + 24t)(a + 24t) onde a ~ O, 1, 9 ou 16 , ou se.Ja, os 

correspondentes a' s tais que Pa+24t f Eo , então: 

t Eo(O, t)mod56 Eo(1, t)mod56 Eo(9, t)mod56 Eo(16, t)mod56 
o o o 16 16 
1 48 40 48 48 
2 16 o o o 
3 16 48 40 40 
4 48 16 o () 

5 o 16 48 48 
6 40 48 16 16 

Utilizando a tabela e o lema 3.1 acima juntamente com o Teorema da pg 81 de [R2] 

concluímos o: 

Corolário 1: Existem ações livres de S3 sobre S 7 
X S3 com quociênte cada uma 

das esferas exóticas :E~] para s = 16, 40, 48. 

Os fibrados: 

T, ~ (Eí,1 x s3 ,p"'Eí,1,s') 

Tso = (87 
X S

3
,Pso,B[s]'S3

) 

para 8=16,40,48 onde T 5 são os fibrados triviais usuais e T 50 são obtidos do corolário 

acima. Sendo ambos triviais e diferenciáveis temos para s= 1.6,40 e 48: 

8 7 não é difeomeomor f a a EÍsl 

Temos portanto exemplos de fenômeno de não-cancelamento numa forma mais fraca 

que a apresentada anteriormente. 
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Explicitaremos (a menos de uma homotopia) no próximo capitulo a ação de S 3 em 

S7 X S3 cujo quociênte é :Eí16] a qual dá origem ao fi brado T 1 6o acima. 

Seguindo o mesmo procedimento do corolário 1 concluimos o seguinte: 

Corolário 2: Existem ações livres sobre: 

a) Er,E9 com quociênte :E[rl,r = 2,26,34,42. 

b) E 3 ,E7 com quociênte :E~]'k = 6,14,30,54. 

c) E 4 com quociênte :E[s]' s = 16, 40, 48. 

d) Eo, Ew com quociênte :E/m]' rn = 12, 20, 28, 44. 
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4. Funções de Transição 

Calculamos aqui as funções de transição dos fibrados Pn sobre S 7 e dos fibrados 

Eae sobre Ea: em relação a certa cobertura aberta ele S 7 e Ea contendo apenas 2 

abertos. Enunciamos vários lemas a respeito de comutadores de grupos, os quais serão 

usados posteriormente na trivialização de Pg e no estudo da trivialização de Eaf3 para 

certos a, (3 E Jrs(S3). 

4.1 Funções de transição de Pn e Ea,él 

Sejam, 

S
7 = { ( ~) E H 2 

• a a+ bb = 1} , 

Temos para n ~ 5: 

onde: 

Yr = -(ab)[a[-2 yz 

[y,[ = [yz(a,b)l = [a["-1(LrLz ... Ln-4)L(n)- 1 

Yk = -(a.b)k-l[a[-2Ck-l)(Ln-(k+l)Ln-k ... Ln-4)- 2yz, 

Yn-1 = -(ab)"-2 [a.[-2(n-Z)(LrL2 ... Ln-4)-2Y2 

Yn = -(ab)"-1[a[-2Cn-l)(LrL2 ... Ln-4)-2yz 

ZJ = (ba)"-2[b[-Z(n-ZJ(LrLz ... Ln-4) 2 zn 

(b-)"-rlbl-2(n-1J(L L L )' Z2 = - a . 1 2··· n-4 Zn 

3<,k<,n-2 

Zk = (ba)"-k[b[-'(n-k)(L,Lz ... Ln-(k•+2)) 2xn , 3 'Ó k 'Ó n- 3 

Zn-2 = (ba) 2 [b[- 4 zn 

Zn-1 = {ba)[W2zn 
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são obtidos resolvendo as equações , (cal n).(col i)= O i= 1,2, ... n-1 e usando o fato 

de a i O e b i O em U e V , respectivamente (cf. [R2]). 

Notamos que um elemento de p;:;: 1(U) depende somente dos valores de a, b c Y2 , 

donde podemos escrever: 

analogamente, 

Definamos as secções parciais sobre U e V: 

dadas por: 

S[i ( n ~ Mn(a,b,y,), 

S;i ( n ~ Mn(a,b,zn), 

Observe que Y2 c Zn são restriros apenas em seus módulos. Seus valores foram 

escolhidos para que a função de tr1;1.m:üção g-\}u possa Ber fatorad~:t através de 8 3 1\83 ::::d 86 

(cf. seção 4.3). 

Se g;::,-u: UnV ~ S 3 é função de transição do fibrado Pn em relação aos abertos 

U e V, então: 

s;; ( ~) -9vu ( ~) ~ Sf'i ( ~) 

Como a ação de S 3 sobre Pn ocorre por multiplicação à direita na última coluna , 

devemos ter: 
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í=1,2, ... ,n 

assim por exemplo: 

n (") _ _ ( -b)"-11 ~-2(n-1)(I L L )-2-n-1(L L L )l(· )-1 Zn.gvu b - Yn - - a a .Jl 2··· n-4 a 1 2··· n-4 .J n 

logo: 

-b"-1(L1L, ... Ln-4L(n) )-19vu ( ~) ~ (L,L, ~t'>:)~:f,~:' nL(n) 

donde: 

-b"-'(-b"-1) n (a) _ b"-'(ab)"-'a"-' 
9vu b - lal2(n 1) 

portanto: 

n a a a 
( ) 

bn-1( b-)n-1-n-1 

9vu b ~ (jajjbj)2(n 1) 

Analogamente podemos definir secções : 

k ~ 2, 3,4 

k (a) bk-I(ab)k-t;tk-1 
de tal forma que gvu b = (iallbl)2fk 1) é função de transição de Pk em relação 

aos abertos U e V. 

A título de exemplo façamos o caso k=3. 

Procedendo de maneira análoga ao caso geral temos: 

i'31(U) ~ { M,(a,b, y,) E Sp(3)' jy,j ~ jaj 2)1 + lbl'} 

ii31(V) ~ { M,(a, b, z,) E Sp(3): jz,j ~ jbj 2
} 

onde: 

M,(a, b, y,) ~ ( a~ 

M,(a, b, z3) ~ ( ~ 

-blbl' 
biib 

ajl + lbl' 

-blbl' 
biib 

ajl + lbl' 

(M)IW'Jl + ibl'z, ) 
-(ba)'IW'jl + lbl'z3 

z, 
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Definimos: 

S'J: U ~ fi3 1(U) e S~ =~ iJ31(V) 

-blbl 2 

bãb 
aJl + lbl2 

onde y,(a,b) ~ a2 J1 + lbl' 

-blbl' 
bab 

aJ! + lbl' 

Com isso temos que: 

(ba)IW2 )1 + lbl'z,(a, b) ) 
-(bi1) 2 IW4 )1 + lbl'z,(a, b) ~ M,(a, b, z,(a,b)) 

z,(a,b) 

z,.g~u ( ~) ~ -(ab)2 lal-4
( Jl + lbl 2 )-

1a'Jl + lbl2 ~ -b2g'&v ( ~) ~ -(I:?,' a' 

Portanto: 

Temos assim o seguinte : 

Lema 4.1.1 : Sejam 1 

então, Pn = (Pn,Pn, 8 7 , S3 ) tem como função de transição relativa aos abertos U e V , 

a função 9Vu : u n v _____,. 8 3 dada por: 

n a a a 
( ) 

bn-1( b-)n-1-n-1 
9vu b ~ (lallbl)'(n 1) 

Tentamos agora seguir procedimentos análogos aos anteriores para obter funçOes de 

transição de Ea/3. 

Seja Pn,m o 8 3 -fibrado principal sobre Pn induzido de Pm pela projeção 

Pn : Pn -----? 8 7 
. Assim, temos o diagrama comutativo: 
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s' s' S' 

Pn,m ~ p= ~ Sp(2) 

t til= t 
Pn 

Pro S7 <p(m-1)!.7 S7 ~ ~ 

diagrama 8 

Pela definição de fibrado induzido temos: 

Isso nos fornece um modelo para E~.p(n-l)w,r.p(m-l)w onde w E 11"6(83) é o gerador. 

Sejam Ún = jj;;_ 1(U) e V n = p;; 1(V) , assim: 

Para cada k , t E Z tais que m tk~+tk 1 seja inteiro, definamos secções parciais 
- -

sobre U" e Vn: 

kt - -
su- : Un -------+ Pn m 

n ' 

e kt v- P-sv- : n -----+ n,m 
" 

dadao por: 

onde: 

27 



- -
Utilizando as expressões da página 23, se Mn(a, b, Y2) = Mn(a, b, Zn) sobre Un nv n 

então: 

Uma função de transição 9n,=,k,t : Ü n n V n --J- S 3 de P n,m em relação aos abertos 

Un e Vn pode ser dada resolvendo-se a equação: 

Segue das expressões da página 23 que: 

Pondo Mn = Mn(a,b,y2) segue de (26) que: 

Zm(k, t).gn.m,k.t(Mn) ~ Ym(k, t) 

donde: 

( -1)tk+l(zkl)rn-tk>~+tk-t)t(LtL2···Ln-4L(n))"
1 

. (M) ~ 
n L 1L2 ... Lm 4L(m) .gn,rn,k,t n 

usando ( *) temos: 

( -1 )tk+i ( ( -1 )k ( ( ab)n-lY2)kb ~ <>~+<> 

(la12k(m I)(L,L, ... Ln_4)2k)t 
' )' 
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la121m 1)(L1L2 ... Ln_4 )2tk 
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Assim, pondo p = = kt~-kt- 1 temos: 

( -1)2kt+tlal'kt(n-1) lbl'kt(n-1) IY212kt lbi'P' _ (bP (!}2 (bii)n-1 )k)t ( aiJ)m-1 (y~iJP)' 
lal2kt(n l) ·9n,m,k,t = la12(:m 1) 

Portanto: 

Evidentemente, da definição ele fibraclo induzido temos que: 

é também função de transição de Pn,m a qual coincide com 9n,m.,O,l· 

Temos desta forma o seguinte: 

Lema 4.1.2: Sejam n,m inteiros maiores ou iguais a 2 e 

- - 3 . então as funções, 9n m k t : Un n V n --+ S k tE Z ta1s que m-tkn+tk-l E Z dadas 
' ' ' t 

por: 

são funções de transição equivalentes do fibrado Pn m = (Pn rn,Pn n" Pn, S 3 ). , , , 
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4.2 Cálculos com comutadores 

Seja r um grupo multiplicativo 1 dados elementos X e y de r lembremos que 

(c .f. [Ha]) o comutador de x e y é definido por: 

e para x, y e z E f tem-se as seguintes propriedades: 

pcl [x,y]- 1 ~ [y,x] 

pc2 [xy, z] ~ [.T, z][[x, z], y][y, z] 

pc3 [x, yz] ~ [x, z][x, y][[x, y], z] 

pc4 xy ~ yx[x,y] 

pc5 xy ~ [x- 1 ,y- 1]yx 

Dados subconjuntos X e Y de um grupo r 1 definimos [X, Y] como sendo o 

subgrupo de r gerado por todos os [x, y] E r tais que X E X e y E Y. 

Um grupo r é dito nilpotente de classe ::; r se existirem subgrupos , f' o, f 1 , ••• ,f r 

de r , tais que: 

(28) r~ 1o ;;J ll ;;J r, ;;J ... ;;J lr ~ {1} 

(29) ri é subgrupo normal de ri-1 1 i= 1,2, ... , T' 

(30) [11,1] c;ri+l, i~0,1,2, ... ,r-1 

A série de subgrupos (28) satisfazendo {29) e (30) é chamada série central ou cadeia 

central. 

Consideremos agora, um grupo multiplicativo, G2 nilpotente de classe ::; 2 possuindo 

uma cadeia central: 

G2 ~ 1o ;;J r1 ;;J r,~ {1} 
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Temos os seguintes lemas: 

Lema 4.2.1: f 1 Ç Z(G2)~centro de G2. 

Dem.: SejamxEf1 e yEG2 1 pelapropriedadepc4, xy=yx[x,y] ,como xEf 1 

então [x, yj E f2 = {1} donde segue o resultado. 

Lema 4.2.2: Dados x , y E G2 , então: 

Dem: [xl y] = x-ly-lxy pc4 x-lxy-1 [y-1' x]y lem.a 4.2.l [y-1' x]. 

Substituindo x por y e y por x 1 chegamos a: 

donde: 

A última igualdade é agora trivial. 

Lema 4.2.3: Dados x 1 y E G2 , então: 

[x,yln ~ [x,ynl ~ [xn,yl nEZ 

Dem: Provemos primeiramente para n E N. 

Se n = 1 não há o que mostrar. Suponhamos que: 

n > 1 

então: 

[x,ynl ~ [x,yn-lYI pc3 [x,y][x,yn-l][[x,yn-l],yl ~ 

r2={1} I 1 HI 1 ~ [x, y [x, yn- I ~ [x, y][x, y]"- ~ [x, Yln 

onde H I significa hipótese indutiva. 
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logo lx, y"l = lx, yl" Vn E N. Analogamente tem-se lx", Yl = lx, Yl" 

e: 

Se n E Z e n < O segue então do que acabamos de mostrar que: 

lx,y"l = lx,(y-1)-"1 = lx,y-11-n = lx-",y-11 = 

_I( ")-l _,11ama4.2.2 I n I 
- X ,y - X ,y 

Para n=Ü o resultado é trivial. Logo, o lema está provado. 

VnE N. 

Teorema 4.2.1: Se G2 é um grupo multiplicativo nilpotente de classe < 2 , então 

dados x, y E G2 e n E Z , tem-se: 

(xy)" = y"lx,yl~(n)Xn 

onde rp(n) = n(n
2
+l). 

Dem.: Se n E N procedemos por indução. 

Para n = O é trivial 

Para n = 1 temos: 

I I lema 4.2.2 I 11 1 1 y x, y x = y y, x- a::= yy- xyx- x = xy 

Suponhamos que (xy)n-l = yn-l[x,yj'P(n-l)xn-1 

(xy)" = (xy)"-'(xy) Hl y"-'lx, Yl~(n-l)xn-lxy = 

P."_4 y"-'lx, Yl~(n-llyx"lx", Yl = 

lemD::_4.2.1 nl l<p(n-1)
1 

n 
1 

n _ - y X,y X ,y X -

lema 4.2.3 Yn [x, yj<p(n-1) [x, y]nxn = yn[x, yj<P(n)Xn 

Suponhamos agora n < O , então: 

n > 1 então: 

lem.a 4.2.3 n nl 
1
n2_(-n)(-n+l) lema 4.2.1 nl 

1
2n2·-n2·1-n n 

= y X X 1 y = y X, y 2 X 

n(n+l) ( ) 
= yn[x,y]-,-Xn = yn[x, yj<P n Xn 
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Considerando agora, um grupo multiplicativo G:3 nilpotente de classe s; 3 possuindo 

uma cadeia central: 

Temos os seguintes lemas: 

Lema 4.2.4: r 2 Ç Z(G3)~centro de G3. 

Dem.: Análoga à demonstração do lema 4.2.1. 

Lema 4.2.5: Dados x,y,z E r , tem-se: 

[[x, y], zl ~ [z-1, [x, y]] ~ [z, [y, xll ~ [[y, x], z-11 

Dem.: [[x, y], zl ~ [x, vl- 1 z- 1[x, ylz P'
4 

[x, vl-1[x, vlz-1[z- 1 , [x, vllz ~ 

P"' _, -1 1111 - 1 I 11 I r,~ 111 - 1 
~ z z[z , [x,y z , x,y ,z ~ [z , [x,vll 

[[x,y],zl pd [z, [x,yW' ~ (z- 1[y,xlz[x,y])-1 P'
4 (z- 1z[y,x][[y,x],z][x,yW 1 ~ 

la=a 4.2.4 [[y, xl, zl-l ~ [z, [y, xll 

a última igualdade agora é trivial. 

Lema 4.2.6: Dados x, y, z, w E r , então: 

[[x, vi, [z, wll ~ {1) 

Dem.: [[x, y], [z, wll ~ [[x, y], z-1w-1 zwl ~ 

P'
3 [[x, vi, zw][[x, vi, z- 1w- 1][[[x, vi, z- 1w- 11, zwl ~ 

r,~{ 1 } [[x, y], zw][[x, yl, z-1w-11 ~ 

P'
3 

[[x, vi, w][[x, y], z][[[x, y], z], w][[x, y], z-lw- 11 ~ 

r,~ 1 ' 1 'P'' 11 I 111 I 111 I -'111 I - 11111 I _,1 -'1 = x,y,w x,y,z x,y,w x,y,z x,y,z ,w = 

r,~z(r)' r,~{l) [[x,yl,wJIIx,yl,w-l][[x,y],z][[x,yl,z-11'"=" 42.51 

Lema 4.2.7: Dados x,y,z E r , então: 

[x, [y, zll" ~ [x, [y", zll ~ [x, [y, z"ll , n E N 

33 



Dem.: Provemos a primeira igualdade por indução sobre n. 

Para n = 1 as igualdades são triviais. 

Suponhamos que [x, [y, z]]"- 1 ~ [x, IY"- 1, z]] n > 1 , entãD: 

[.~, [y", z]] ~ [x, [y"-1y, z]] pâ [.T, [y"-1, z][[y"-1, z], y][y, z]] ~ 

P"
3 [x, [y, z]][x, [y"-1, z][[y"- 1, z], y]][[x, [y"-1, z][[yn-l, z], y]J, [x, [y, z]] ~ 

lema 4.2.6 [x, [y, z]][x, [yn-1, z]][[y"-1, z], y]] ~ 

pc3 lx, [y, z]][x, [[y"- 1 , z], y]][x, [y"-1, z]][lx, [y"- 1, z]], [[y"- 1 , z], y] ~ 

re~( 1 } e H! [ ]][ [ ]"- 1 [ ]]" = x, [y, z x, y, z] = x, [y, z 

de maneira análoga prova-se que [x, [y, zn]] = [x, [y, zJr. 

Lema 4.2.8: Dados x, y E r , então: 

(i) [x,y"] ~ [x,y]"[[x,y],y]~Cn-1) 

(ii) [x",y] ~ [x,y]"[x,[y,x]]~(n-1) 

onde tp(n) = n(n
2
+l). 

Dem.: (i) indução sobre n. 

Para n = 1 é trivial. 

nEN 

nEN 

Suponhamos que [x,yn-l] = [x,y]n-l[[x,y],yj'P(n-2) n > 1 , então: 

[x, y"l ~ [x, y"-1yl pc3 [x, y][x, y"-1][[x, y"-1], Yl ~ 

1He1ema42.7[ ][ 1"-1[[ I le(n-2)[[ ] ]n-1 __ x,y x,y x,y,y x,y,y 

~ [x,yl"[[x,yi,YI~(n-1) 

(1.1.) I I pd I I 1 (i) (I I 11 I I c 1l) 1 x",y ~ y,x"- ~ y,x" y,x,x~n- - ~ 

~ I I JJ~(n- L) [ ]" lema 4.2 1 I ]"[ [ ]J~(n- 1 ) x, y,x x,y x,y x, y,x . 

Lema 4.2.9: Dados x, y E r , se x E r1 ou y E f1 , então: 

lx, y]" ~ [x, y"] ~ [x", Yl nE N 

Dem.: Consequência imediata do lema 4.2.8. 

Teorema 4.2.2: Dados x , y E G3 e n E Z tem-se: 

i) (xy)" ~ y"[x-1, [y, xll"ln) [[x, y], Yla(n-1) [x, Yl~(n)xn sen2'_0 
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Dem.: i) Indução sobre n. 

Se n=l temos: 

ylx- 1 , IY, x11a(l) llx, y1, y1"(0) lx, y1e(llx ~ ylx-1, [y, x11 lx, y1x ~ 

Suponhamos agora que: 

Então: 

(xy)" ~ (xy)(xy)"- 1 ~ 

~ yxlx,y1x- 1 ly,x][x,y1x ~ 

~ yxlx, Y1 ~ xy 

Hl ylx-1, IY, x]][x, y1xyn-1 lx-1, IY, x11a(n-1) llx, y1, yja(n-2) lx, yj~(n-1)xn-1 ~ 

pc 4 ylx-1, IY, x]11+a(n-l)yn-1 lx, y][lx, y], y"-1]xlx, y"-1J[[x, y], Y1a(n-2) 

14 2.4_e 4.2.9 y"lx-1, IY, :r]]l+a(n-1) llx, y], y]n-1+a(n-2) lx, y]xlx, y"-1] 

[x,yj'f'(n-l)xn-1 = 

14.2.8_e 4.2.4 "I -1 I 11J+a(n-1)11 1 1a(n-l)l 1 I 1n-1+~(n-l) n-1 _ ~ y x , y,x x,y,y x,yxx,y .r ~ 

pa 5 y"lx-1, ly,x]]l+a(n-1)11x,y1,yJ"(n-1Jix,y][x-1, ly,x1n-l+~(n-1)1 

[x,y]n-l+<p(n-l)Xn = 

14.2.4_e 42.9 "I• -1 I ]j•(n)ll" 1 j•(n-1)1 ~~(n) n ~ y x , y,x x,y ,y x,y x 

O caso n=O é trivial. 
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ü) Se n < O então: 

'l ( .-1)-"1 1 -1 -lJa(-n)ll -1 -1] -lJa(-n-1)1 -1 -1~~(-n)( -1)-n _ - X y, X , y JJ 1 X 1 X y 1 X y -

Pc_
4 "I 1 -1 -1]Ja(-n)ll -1 -1] -1Ja(-n-l) "I -1 -1~~(-n) - X y, X ,y y 1 X 1X y y 1X 

IIY-1,x-lJ~(-nJ,yn] ~ 

1.4.2.4 e 1.4.2.9 n "I I -1 -1]]"(-n)[[ -1 -1] -lJa(-n-1)[1 -1 -1] -1~-n~(-n) X y y, X 1 y y 1 X 1 X y 1 X 1 y 

IY-l,x-1]~(-n) ~ 

p~ 4 ynxn[xn 1 yn] [y, [x-1' y-1 w-(-n) [[y-l, x-1], x-1Ja(-n-1) 

11 
-I -1] -1~-n~(-n)l -1 -1~~(-n) ~ y ,x ,y y 1x 

1.4.2.8 i) n "{I .-1 -1]-"11 -1 -1] -1~~(-n-l)J-nl -l 1 n -l]J~(-n-l) y X X ,y X ,y 1 Y X 1 y 1 X 

I I 
-l -1]Ja(-n)ll -1 -1] -lJa(-n-1)11 -1 -1] -1~-n~(-n)l -1 -1~~(-n) ~ y, X , y y 1 X , X y 1 X 1 y y 1 X 

1.4.2.4~ 4.2.7 n nl -1 -1]n'll -1 -1] -1~-n<p(-n-1)1 -1 [ -1 -1]]-n<p(-n-l) y X X 1 Y X ,y ,y X 1 y 1 X 

I I 
-1 -1]]"(-n)ll -I ,.-1] -l]a(-n-1)[1 -1 -1] -1~-n~(-n)l -1 -1~~(-n) ~ y, X , y y 1 X 1 X y 1 X 1 y y 1 X 

1.4.2.5~ 4.2.4 n n 1 -1 -l]n2-<p( -n) 11 -1 -l] -lJa( -n)+n(<p( -n)-<p( -n-1)) - y X X ,y X ,y ,y 

11 
-1 -l] -1Ja(-n-1)+n~(-n-1) ~ y ,x ,x 

pc 
4 n[ -1 -l]n2-<p(-n) nl n I -l -l]n2-<p(-n)JII -1 -1] -l]a(-n)-n2 

y X 1 ij X X 1 X ,y X 1 Y ,y 

11 
-1 -l] -1Ja(-n-l)+n~(-n-l) ~ y ,x ,x 

1.4c'.9 "I -1 -1J~(n) "I -1 1 -1 -1]]-n~(n)ll -1 -1] -1Ja(-n)-n' y X ,y X X 1 X ,y X 1 ij ,y 

11 
-1 -1] -l]a(-n-1)+n~(-n-1) ~ y ,x ,x 

1.4.2.1 "I -1 I -l -1~~-n~(n)ll .-l -1] -1Ja(-n)-n' y X 1 X ,y X ,y ,y 
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11 
-1 -1] -1Ja(-n-1)+n~(-n-1)[ -1 -1~~(n) n _ y ,X 1 X X ,y X -

1.4.2.4 e 4.2.5 nl -1 I -1 -l]Ja(-n-l)+n(rp(-n-1)-rp(n))[[ .-1 -1] -1J-a(n) y X , X ,y X ,y ,y 

[x-l,y-lJrp(n)Xn = 

L4.2.4_!e pc 1 n[ -1 1 -1 -1]Ja(n)ll -1 -1] -1Ja(n-1)1 -1 -1J~(n) n - y y , X ,y X ,y ,X X ,y X 

4.3 Trivialização de P 9 e homotopia das funções de transição 

Nesta seção construiremos uma secção global de Pg a menos de uma homotopia, 

utilizando o aparato da seção anterior. Mostraremos também, como tal método pode ser 

aplicado para construir um difeomorfismo entre Sp(2) X 5 3 e E7w X 5 3 a menos de uma 

homotopia. 

Para trivializar Pg consideremos os difeomorfismos: 

e 
Ir 

8: s' x s' x (o, 2) ~ u n v 

dados por: 

(a) a b -1 
"! b ~(r;;('jb['cos (lo.l)) e ó(A B O)~ (cosOA) 

' ' senOB 

os quais são inversos um do outro (cf. [R2]). 

Sejam S~: U------> fJ9 1 (U) e S~: V---> fi9 1 (V) as secções dadas na pg 22, ou 

P 9 tem como função de transição g~u : U n V -------+ 5 3 

9 (a) b
8
(ab)

8
a

8 

Ovu b ~ (lallbl)16 

Temos que 9~u o 8(A, B,O) ~ B8 (AB) 8 A8 
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Como S 3 X S 3 X (0, ~) =:::: S 3 X 8 3 segue que ' 

[S3 x S3 x (0,% ), S3
] ~ [S3 

X S3
, S3

] 

onde [X, Y] denota o conjunto das classes de homotopia de aplicações de X em Y. 

Em [W2] encontramos o seguinte: 

Teorema (G. w. Whitehead): o grupo [S"-I X 8n2 X ... X 8nk,GJ possui uma 

cadeia central: 

tal que: 

r1-1 ~ Il (GJ -- = 1fn(a) r 
~ lal=i 

onde G é grupo topológico, o: Ç {1,2,3, ... ,k} 1 lo:l 

n(o:) = EiEa ni. 

cardinalidade de o: c 

Fazendo r = [83 X 8 3 , 8 3] teremos: 

G = 8 3 , k = 2 , n 1 = n2 = 3 e pelo resulado acima r é nilpotente de classe < 2 

e possui uma cadeia central: 

r= r o 2 r1 2 r,= {1} 

tal que: 

e 

Dada f : 8 3 X 8 3 ------). 8 3 denotemos por f : S 3 X 8 3 ------). 8 3 a aplicação 

f(x,y) = f(x,y) (conjugação guaterniônica de f). 

Consideremos as projeções Pi : 8 3 
X 8 3 

------). 8 3 
' Pi(Xl 'X2) =:E i 

Sabemos que, se f, g E r = [83 
X 8 3

' 8 3
] ' então: 

i= 1, 2. 

f.g é a classe de homotopia do produto de f por g em S 3 
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Com isso observamos que, Pi = p\ 1 i= 1, 2 e pelo teorema 4.2.1 temos que: 

assim: 

em [S3 X S3 , S3] 

Ob d n-1( - )n-1 -n-1 n f 1 · servan o que p2 PlP2 -p1 = 9vu ou , cone mmos: 

ivu o 6"' [p,,Jh]~(n- 1 ) 

Assim, g~u o ó""' [p2,pt] 36 , eomo [p2,:Pt] E f1 ""'Z12 segue que g{,u o O:::::::: 1. 

Seja F: S 3 X S 3 X [0, ~] ------7 S 3 uma homotopia c= tal que: 

F( A, B, O)~ B 8 (AB) 8 A8 , O E [O,~] 

F(A,B,O)~l OE[i,~J 

então S : S7 
------7 P9 dada por: 

é uma secção global de P9. 

se 5
7T < cos- 1 (lal) < "' 12 - - 2 

-"- < cos-1(1al) < 5n 12 - - 12 

Um difeomorfismo <I> : S 7 X S3 ___.,. pg é dado por: 

onde: 

(31) 

{ 

-(M)7b8IW 14 (L1LzL3L4Ls)L(9)-1, se 5
" < cos- 1 (lal) < "' 12 - - 2 

w1 ~ -(ba) 7b8lbi- 14 (L1L2L3L4Ls)L(9)- 1(F o 'Y) ( ~), 
-( ab )a8lai-2(L1L2L3L4L5 )L(9) - 1, 
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I 
(ba)8 b8 IW 16 (L1L,L,L4L5 )L(9)-1, se ~; o; cos-1(1al) o;:;_ 

Wz ~ (M)8b8 IW 16 (L,L,L,L4L5 )L(9)-1(F o -y) ( ~), se ;, S cos- 1 (lal) S ~; 
a8 (L,L2L3L4L5)L(9)-', se O o; cos-1(lal) o; ;', 

-(bil)9-kb8lbl-2(9-k) (L,. .. L, (k+2)) 5
IT < coç'(lal) < " .LõL(9)' 

se 
L9-(l<+t)· 12 - - 2 

Wk = -(bií)9-kb8lbl-2(9-k) (L, ... L, 
L9-(!:+t)· 

L'+'ll (F ) (a) 
.LõL(9) o I b ' se -"' < cos-'(lal) < 5IT 12 - - 12 

_ ( ab)k-laB[a[-2(k-l) (Lt ... Lg-<k+2l) 
L9-(k+tl···LsL(9)' 

se OS cos-1(1ol) S 1'; 

para 3 o; k o; 6. 

l
-(bii)2b8 IW 4 (L,LzLsL4LsL(9W 1

, se ~; S cos-'(lal) S 'j; 

w, ~ -(ba)'b"IW4(L,LzLsL•LsL(9W1(F o -y) ( ~), se ;, S co.-'(lal) S ~; 
-(ab)6a8 lai-"(L,LzL3L4LsL(9))-1, se OS cos-1(1al) S ;', 

l
-(bii)b8 IW2(L,LzLsL.LsL(9))-1, se ~; S coÇ 1 (lo I) S ~ 

ws ~ -(M)b8 IW2 (L,LzLsL4LsL(9))-1(Fo'l) ( ~), se ;, o; cos-'(lal) o; i; 
-(ab)7 a8 1ai-14 (L,LzL,L4L5 L(9))-1, se O o; cos-1(1al) o; ;, 

{ 

-b8(LtL2L3L4LsL(9))-', se ;; S cos-1(lal) S 'j; 

wg ~ -b8(L,LzLsL4LsL(9))-'(F o7) ( ~), se ;, S coç1(1al) S ~2 
-(ab)8ii8lai- 16 (!;,LzLsL4LsL(9))-', se OS cos-1(lal) S ;, 

Podemos agora explicitar a ação de 8 3 sobre 87 x 8 3 cujo quociênte é E[
16

]: 

onde: 

40 



Exploraremos agora o problema de explicitar o difeomorfismo Sp(2) X S3 - d E?w X S3 

seguindo os mesmos passos acima. Percebemos no entanto que a complexidade aqui é bem 

maiOr. 

Lema 4.3.1: Existe um difeomorfismo Ón : S 3 
X S3 

X S 3 X {O,~) _____,. Ün n v n para 

todo n E N , n 2:: 2. 

Dem.: Definimos Ón como segue: 

on(A, B, X, O) ~ Mn(cosOA, senOB, (cos"- 10)(l,Z2 ... ln_4)l(n)- 1 X) 

onde k = Lk trocando-se a por cosO A e b por senO B 1 ::; k ::; n- 4 e l( n) = L( n) 

efetuando-se as mesmas trocas. 

Como exemplos temos: 

(
cosO A 

S,(A, B, X, O)~ senOB 
-senOABX) 

cosO X 

(

cosO A 
os(A, B, X, O)~ se~OB 

-sen30B 
cos0sen20BAB 

cosOv! + sen2 0A 

-cosOsenOvl + sen20ABX) 
cos20vl + sen20X 
-cos- 10sen8ABX 

(

cosO A 

ó (A B X O)~ senOB 
4 ) ' l o 

o 

-sen30Bl- 1 

sen20cos0 BAsz- 1 

cos30Al- 1 

cos20senOABAz-l 

onde l~l(4) ~Jsen 4 0+cos40. 

Verifica-se então facilmente que: 

e com isso o lema está provado. 

o 
o 

-senOB 
cosO A 

-cos20senOABXl- 1 
) 

cos3oxz- 1 

-cos0sen20(AB)2 xz-1 

-sen30(AB)3 xz-1 

Lema 4.3.2: Sejam f : 8 3 x 8 3 X S3 _____,. 8 3 e p : S 3 X S 3 x S 3 _____,. S3 x S3 funções 

contínua.s. 
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i) Se f = Cz o p , onde cz(x, y) = [x, y] = x-ly-1xy , então a classe de f em 

[S3 X S3 X S3 ) S3] tem ordem k onde k é um divisor de 12. 

ii) Se f~ c3 o p , onde c,(x, y) ~ lx, lx, Yll ou IY, lx, y]] , então f~ 1. 

Dem.: Basta observar que, pelo teorema de Whitehead aplicado ao grupo [S'J X 8 3, 8 3] 

temos que c2 representa uma classe de homotopia de ordem 12, e c3 ~ 1. 

segue então de forma análoga ao lema 4.2.2 o: 

Lema 4.2.2': Dados x, y E G3 = [83 x S 3 x 8 3 , 8 3] , então: 

Com auxílio dos dois lemas anteriores observamos que o lema 4.2.8 e o teorema 4.2.2 

aplicados ao grupo G3 = [83 x 53 x 53 , 5 3 ] se transformam em: 

mas: 

Lema 4.2.8': Dados x, y E Gs = [53 x 8 3 x 8 3 , 8 3 ] , então: 

lx,yl" ~ lx",yl ~ lx,y"l n E Z 

Dem.: Para n 2: O o resultado segue diretamente dos lemas 4.3.2 e 4.2.8. 

Se n < O temos: 

I I" I 1-" I -n I I -"1 X 1 y = y, X = y 1 ~ = y, X 
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donde segue o resultado. 

Teorema 4.2.2': Dados x, y E G3 = [S3 
X S 3 

X S3 ' S3
] ' então: 

nE Z 

Observamos que: 

[53 
X 5 3 

X 5 3 
X (0,~),5 3 ] ~[5 3 

X 5 3 
X 53 ,53

] 

Segue do teorema de Whitehead que r = [S3 X S3 X S3 , S3] é um grupo nilpotente 

ele classe < 3 com cadeia central, r= f o~ rl ~ r2 2 r3 = {1}, tal que: 

r o ~ z Ell z Ell z r, 

r, ~ 
-~r,~ z, r, 

Denotemos por A, B, X : 8 3 X 8 3 X S3 X (0, ~) --; S3 as projeções: 

e por Ã 1 J3 1 X os conjugados quaterniônicos de A , B , X respectivamente. 

Para simplificar a notação colocamos p = = tk~+tk-l e utilizando os resultados 

acima obtemos: 

9n,=,k,t o li,~ (BP(X(BA)"- 1)k)'(AB)=-1(XkJlP)' ::o 

r. ~,, (X(BA)"-' )'k[BP, (X(BA)"-' )k]~ltJ BP'(Asr-' JlP' [Xk, Jlv]~ltJ x'k ~ 
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T. 42.2' :C, L. 4.2.8' [B, X(BA)"-1]ke(t)P(BA)tk(n-1) [X, (BA)"-1Je(tk) Ji:lk BP'(AB)m-1 

AP'[X, jljke(t)p xtk"' 

T. ~ 2 · 2 ' [B, X(BA)"-1]ke(t)P[X, (BA)"-1je(tk)(BA)'k(n-l) X'k BP'(AB)=-1 AP' 

[X, A]ke(t)p xtk ~ 

P" 4 [B, x (BA)"-1]ke(t)p[X, (BA)"-1]eitkJ X'k(BA)'k(n-1) [(BA)'k(n-1), X'k] 

BP'(Ai.l)=-1 AP'[X, A]k~i'JP x'k"' 

T. ~ 2 2
' [B, X(BA)"-1Jke(t)p[X, (BA)n-L Je(tk) Xtk[(BA)Ik(n-1), Ji:'k](BA)'k(n-1) 

BP'(AB)m-1 AP' [X, A]k~(t)p xtk "' 

po 3 , pc ~c L 4.2.8' ([B, (BA)"-1][BX][[BX], (BA)"-1])ke(t)p[X' BAJe(tk)(n-1) Xtk 

[BA, XJ(lk)'(n-1) BP'(BA)tk(n-1) [(BA)Lk(n-1), BP'](AJ3j=-1 AP'[X, A]kl'(t)p Xtk "' 

L. 4.2.4 ""T. 4.2.2' [B, BA]In-1Jkl'i<JP [B, X]k~(t)p [[ B, X], B Aj(n-1)kl'(t)P[X, BA]"i'k)(n-1) 

)(tk [BA, xj(tk)'(n-1) [(BA)lk(n-1)' BP']BP' (AB)P' AP'[X, A]kl'(t)p xtk "' 

pc 2 , pc ;_,e L. 4.3.2 [B' A] (n-l)k<p(t)p[B' xy<p(f)P[[B, XL Aj(n-l)k'P(t)P[BA, _Xj<P(a:-1 )(n- J) 

xtk [A, B]'k(n-1)P'[A, B]~'IPtJ [X, A]ke(t)p X'k "' 

pc 
2 

:'., po 4 [B, A] (n-1)kl'(l)P[B 
1 
Ji:]kl'(<)p[[B 

1 
.X], A] (n- 1)k\'(t)p 

([B, .X][[B, X], A] [A, x])~(tk-1J(n-1J [A, B]"1Pt)+tk(n-1Jpt )(tk [X, [A, B]]'k"(ptJ+(tkJ'In-1)pt 

[X, A]k"(t)p xtk ~ 

L. 4.2.4::., L.4.2.8' [B, xylp(t)p+<p(tk-l)(n-1) [A, _BJ<p(pt)+tk(n-l)pt-(n-l)k<p(t)p 

[X, A]kl'(t)p+e(tk-1)(n-1) [[B, X], A] (n-1)k\'(t)P+\'(tk-1)(n-1) [X, [A, B]]lkl'(pt)+(tk)'(n-1)pt 

Mostramos assim que para k e t E Z tais que = tk~+tk 1 E Z temos: 

9n,m,k,t o ó""' [B,X]"'[A, B]"'[X, A]"' [[B,X], A]"'[X, [A, B]]"' (32) 
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onde: 

e,~ k~(t)(m-;kn+tk-1) + tp(tk _ 1}(n _ 1) 

Cz ~ tp(m- tkn + tk- 1) + tk(n -l)(m- tkn + tk- 1)- (n-l)k~(t)(";-tkn+tk-l) 

e,~ (n-l)ke(t)(";-tkn+tk-1) + tp(tk _ 1)(n _ 1) 

e4 ~ tktp(m- tkn + tk- 1) + (tk) 2(n- 1}(m- tkn + tk- 1) 

( ) 
_ x(x+l) 

i{J X - 2 

Segue da classificação dos fibrados Pn do capítulo 2 que, E1,7 f P23,14 e 

E7,1 -f P14,23· Tomando então, k = 19 e t = 1 temos que g14,23,19,1 o 614 é ho­

motópica a: 

em virtude do teorema de Whitehead e do lema 4.3.2. 

Tomando agora, k = 5 e t = -13 obtemos que g23,l4,5,-l3 é homotópica a: 

também em virtude do Teorema de Whitehead e do lema 4.3.2 

Assim, seguindo os mesmos passos da trivialização de Pg podemos exibir (a menos 

de uma homotopia) os difeomorfismos: 

e - 3 -
?14 X S -d pl4,23 

Seja H : S3 X S3 X S3 X [0, ~] -------t S3 uma homotopia c= tal que: 

H(A B X O)~ {g23,t4,5,-t3o6z3(A,B,X,O), se 
' ' ' 1, se 

0 E [0, lf] 
o E[~, ~I 

513-- 513--
Lembrando que su_,- · Uza -------t Pza 14 e s,-;- : V23 -------t P23 14 são secções parciais 

23 v~ ' - - -
de p23,14 sobre u23 e v23 respectivamente dadas por: 

s'u_'- 13 (Mzs(a, b,yz)) ~ (Mzs(a, b, yz), Mt4(a, b, Yz(5, -13))) 
" 
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s~;- 13 M23 (a, b, z23 ) ~ (M23 (a, b, z23 ), M 14 (a, b, Z1, (5, -13))) .,, 

onde: 

- -
Podemos então construir uma secção global S23,14 : Pz3 -----+ ?23,14 dada por: 

- 3 -
Assim, um difeomorfismo <ll23,11 : P23 x S -----+ ?23,11 é dado por: 

onde, M23 = M23(a,b,x1,X2,-·-X23) 

ML4 = M11(a, b, Y1-Q, Y2-Q, ... , YI4-Q) 

e se O~ e( a)~ coç 1 (lal) então' 

{ 

(M) 12 Ibi-24 (L,L, ... L1Q)' z,,, se ~; <:e<: ~ 
Yl ~ (M) 12 Ibi- 24 (L,L, ... L10) 2 Z,,.(H o ó23

1)(M,,), se {2 <:e<: iz 
-(ab)lai-'Y,, se O<: e<: ,"2 

{ 

-(M) 13 IW 26 (L,L, ... Ll0)2Z,,, se i2 <:e<:~ 
y, ~ -(ba) 13 IW 26 (L,L, ... Ll0) 2Z,,.(H o 623')(M23), se ,"2 <:e<: )'2 

Y2 , se O::;: (} s:; 12 

{ 

(ba)"-klbl 2('4-kl(L 1L2 ... L 14_(k+2J) 2 Z14 , se iz <:e<:~ 
Yk ~ (M)' 1-klbl2( 14-ki(L,L, ... L,,_(k+2J) 2 z,,.(H o 623')(M,), se {; <:e<: ;:; 

-(ab)k-llal-'(k-lJ(L14-(k+l)Ll4-k ... Lro)-'Y,, se O<: O<: ,"2 

se 3:=;k::;1L 
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se 57r<(J<'!! 
12 - - 2 { (ba)'IW'Z,,, 

Yl2 ~ (M)'IW' z,~.(H o 62,')(M23), se {2 ::; o :::; ~2 
- ( ab )u[a[-22 (L1L, ... L10)-2Y,, o ::; o ::; rz se 

se 57r<O<:!!. 
12 - - 2 { (ba)IW' z,,, 

Yl3 ~ (ba)IW' Zt,.(H o 62,1 )(M,,), se 2L<0<5JT 
12 - - 12 

- ( ab) 12 [a[-24 (Lt L, ... LlO) - 2Y,, se o::;o::; ;2 

se 57r<O<ZI. 
12 - - 2 { Zt4, 

Yt4 ~ Zt,.(H o 623
1)(M,,), se ;2 ::; (} ::; ~.2 

-( ab) 13 [a[-26 (LtL, ... L lD)-2Y,, se 05,05, ;2 

onde: 

z _ (-1)-''(x5 f}-111)-13(LtL2···LtgL(23))-
65 

11 - 23 (LtL2···LIOL(14)) 

Seja agora G: S 3 X S 3 X S 3 X [0, ~] -------+ S 3 uma homotopia coo tal que: 

G(A B X O)~ {g14,23,t9,t o6t,(A,B,X,O), 
' ' ' 1, 

se 0 E [0, ji] 
se O E []-, ~] 

Seguindo os mesmos passos da construção de cl>z3,14 temos que: 

su19'1 (Mt4( a, b, y,)) ~ (Mt4 (a, b, y,), M,, (a, b, y, (19, 1))) 
" 

- - -
são secções parciais de p14,23 sobre ul4 e vl4 respectivamente, onde: 

19--225 LtL,L, ... LtgL(14) 
Y2(19, 1) ~ y,(19, 1)(a,b,y,) ~ y2 a (LtL, ... Lw)l9L(23) 
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Se M14 = M 14(a,b,xl,x2,···,xl4) E J\4 então uma secção global, sl4,23: P14 -------Jo 

1~ 1 4,23 é dada por: 

e um difeomorfismo q-:,14,23 : Pl4 X S 3 
-------Jo P14,23 é dado por: 

onde: 

{ 

(M)21 IW42 (LtL, ... Lto)2Z,,, se ~; <:: cos-1(jaj) <::'f 
Tt ~ (M)21 IW42 (LtL, ... L19) 2Z,,.(Go614

1)(Mt4), se ;, <::cos- 1 (jal) <:: 1; 
-(ab)jaj-'y,, se O<:: cos- 1(jal) <:: ;, 

se 3 <:: k <:: 20. 

{ 

(M)'IW' z,, 
r21 ~ (ba)'IW' z,,.(c o 614

1)(Mt4 ), 

- ( ab )20 jaj-40 (LtL, ... Ltg )-'y,, 
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onde: 

Temos com isso: 

onde, c(M2 , M 11 ) ~ (M11 , M,). 

se i;:-=;cos- 1 (1al):-=;~ 

se ;2 :-=; cos- 1(1al) ::; ~; 
se o s cos-l (I ai) s r, 

Temos então em essência que os problemas da trivialização do fibrado P 9 : de 

explicitar a ação exótica de 83 sobre S7 
X 83 e de explicitar o difeomorfisrno 

Sp(2) x S3 -d E 7 w x S3 estão associados à comutatividade (homotopica) de certos ele­

mentos de S 3 

Observamos que o mesmo procedimento fornece a trivialização do fi brado P 2 n 
' 

tomando-se k= 11 e t=5 

Embora não tenhamos a resolução total de nosso problema (não sabemos explicitar 

a:s homotopias envolvidas nos difeomorfismos éfl23,l4 , éfl 14,23) , o método descrito acima 

se mostrou potente pois, através dele conseguimos explicitar o gerador de 1r6 (S3) por 

meio de comutadores sem uso elo aparato clássico utilizado por James, [J2] e McCarty, 

[Me] como veremos no próximo capítulo. 
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5. Geradores explícitos de 1r6(S3 ) e 1r9 (S3) 

A argumentação utilizada em 4.3 nos mostra que se a função de transição gVu e 

homotópica à aplicação constante, então o fi brado Pn é trivial. 

Consideremos o seguinte diagrama comutativo: 

s' x s' 
Al 

86 =d 83 1\ ,~;3 

[~] S3 

Tw 
id _____,. s3 1\ s3 

diagrama 9 

ou seja, w é definido aqui por, w(A A B) ~ [B, A]~ BABA. 

Fazendo uso da observação acima podemos mostrar que w é gerador de 1f6(S3). 

Para tanto, como 1T5(S3) "'Z12 basta mostrarmos que a ordem de w é 12. 

As possíveis ordens de w são 1, 2, 3, 4, 6 e 12. 

Pelo diagrama acima: 

e usando o fato que A* é injetora {cf. [Se]), temos que: 

wk o= 1 ~ [p,,pt]k ~ 1 

por (31) 9Vu o b"' [pz,fil]'P(n-l) assim, se ordem(w) = k e k ~ ip(n -1) mod 12 para 

algum n então: 

E<p(n-1) modl2 =r Pn é trivial (35) 

Como 1 10(1) modl2 , 3 10(2) mod12 , 4 _ 10(7) mod12 6 10(3) modl2 e 

E11 E3 ,E4 ,Ea são todos fibrados não triviais temos que w não pode ter ordem 1,3,4 

ou 6. 

Se a ordem (w) = 2 ====? w2 ::::- 1 ====? [p2,.P1J2 ::::- 1 ====? [.P2,pl]4 "'"'1 , donde g~v o ó ::::­

[p2,.Pl]'P(7) ~ (p2,Pd4 ~ 1 ====? Ps r E4 é trivial, logo a ordem(w) também não pode ser 

2. 
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Concluimos assim o: 

Teorema 5.1: w: S3 1\ 8 3 - 8 3 
, dada por: 

w(A A B) ~ [B, A] ~ BABA 

representa um gerador de 7r6(83 ). 

Este teorema foi provado nos trabalhos de James, [J2] e McCarty, [Me] por um 

procedimento distinto do utilizado acima. 

À luz desse resultado, temos que as funções de transição 

(a) bn-l(ab)n-lan-1 

9vu b ~ ClallbiJ''" " de P n são tais que: 

unv-83
, 

todas se fatoram em S 3 1\83 onde 8 o difeomorfismo entre 8 3 X 8 3 x (0, ~) e U n V 

dado em 4.3, ou seja, existe Wn : 8 3 1\ 8 3 - 8 3 tal que gífv o {J = Wn o 1\. 

Além disso se a classe de equivalência da função de transição 9Vu classifica um 

fibrado Ç então a classe de homotopia de Wn em 1r5(83 ) também classifica o mesmo 

fibrado ~· Temos assim o seguinte diagrama comutativo: 

83 X 83 g~ó 83 

lA 11 

rP A S3 ~ s 3 

diagrama 10 

onde wa(A 1\ B) ~ [B, Aj~(n-1). 

Podemos agora mostrar conforme mencionado no capítulo 1 que o elemento de ob-

struçiio de Hilton-Roitberg é equivalente ao de Scheerer, para G = 5 3 , ou seja, 

mostraremos abaixo que: 
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. k{k-1) 
Wk o (a x ids3) ,..._, ±(w o E 3a)-,- o 11 

onde /\ : sn-l X 8 3 ------7 sn- 1 /\ 8 3 - d 8n+2 é a prOJCÇao natural e o elemento de 

Hilton-Roitberg está posto aqui em notação multiplicativa. 

Colocando convençoes semelhantes às da página 43 para A e B , ou 

seJa, A , B : 8 3 x 8 3 
------7 S3 são as projeções sobre a primeira e segunda componente 

respectivamente, A e B são os conjugados quaterniônicos de A e B, juntamente com 

os resultados sobre comutadores de 4.2 temos: 

Wk = fik Ak(AB)k = 

= fik(AB)k Ak[Ak, (AB)k]"' 

~ fik(AB)k Ak[A, AB]k' ~ 

~ fJk Bk[B, A]~lk) Ak Ak[A, AB]k' = 

= [B, A]~lki(ABAAAB)k' = 

= [A, B]-~lkl [A, B]k' = 

=[A, B]~lk-11 "' 

~[fi, A]~lk-11 = 

= [.B, A] k(\-1) 

Agora com uso do teorema 5.1 acima e do corolário (8.11) de [W3] pg. 481 temos 

que o seguinte diagrama: 

sn-1 X 83 
o:xids3 

8 3 X 8 3 w, s' ~ ~ 

111 111 li 
sn-1 /\ s3 

±z::3a 
53 11 8 3 

w""(k-1) 

S' ~ ~ 

diagrama 11 

é homotopicamcnte comutativo, donde segue o resultado. 
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Finalizamos este capítulo agora exibindo um gerador explícito de 7rg(S3 ). 

Se r é um grupo multiplicativo nilpotente de classe :S 2 então para todos x, y, z E r 
tem-se [[x, y], z] = 1 , reciprocamente se [[x, y], z] = 1 para todos os x, y, z E f então 

r é nilpotente de classe S: 2 (cf. [Ha]). 

Consideremos as projeções Pi : S 3 x ~r::p x 8 3 
----t 8 3 dadas por: 

i=1,2,3 

AFIRMAÇÃO 1: [[p,,p,],pl] cj:.l E (83 x 83 x 8 3,83]. 

pois caso contrário, dados f, g, h E [83 X 8 3 X 83 , 83] teríamos que: 

((f,gj,hj ~ [[P2:Ps],j>,J o (fi x f X g) ~ 1 o (fi x f x g) ~ 1 E (83 X 8 3 x 8 3 ,83 ] 

donde pelo comentário acima segue que [83 X 8 3 X 8 3 , S3 j = r é um grupo nilpotente 

de classe ~ 2 , mas pelo teorema de Whitehead segue que r é nilpotente de classe ~ 3 

com cadeia central, r= ro :2 f 1 :2 fz :2 fs = {1} e ~~ = fz ""7rg(83 ) ""Z3 , donde 

r não tem classe ::; 2, portanto a afirmação 1 está provada. 

Consideremos o diagrama comutativo: 

8 3 x83 x83 [[p2,:P3],:P!) 
S' ~ 

1\l T'l 
s' d s' 11 s' 11 s' id ss 1\ ss 1\ ss ~ 

diagrama 12 

Pela afirmação l 1] '1- 1 E Jrg(S'3 ) , como Hg(S3) ""Z3 segue que Tf representa um 

gerador de 7rg(S'3 ). 

AFIRMAÇÃO 2: 17 ~ w o ~ 3 w 

pois, w o E3w(A 11 B 11 C)~ w(A 11 [C, ll]) ~ [[ll, C], A]~ 

~ [[p,,p,],pl](A,B,C) ~ryoii(A,B,C) ~ry(AIIB!IC) 
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Com isso temos o: 

Teorema 5.2: w o E 3w: S 3 A S 3 A S3 ------+ S3 representa um gerador de 1r9 (S3) e: 

woE3w(AABAC) ~ [[B,C],AJ 
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6. Classificação dos fibrados Eo~ 

Sabemos que os S3 -fibrados principais sobre En (espaço total do S 3-fibrado principal 

sobre 87 classificado por n vezes o gerador de 7r6(S3 ), c.f. capítulo 2) são classificados 

pelo conjunto das classes de homotopia de aplicações de En em BS3 -d H poo denotado 

por [En, BS3 ] , sabemos pelo que foi exposto anteriormente que o elemento de Hilton­

Roitberg em 1Tg(S3 ) detecta se alguns fibrados sobre En são triviais. Provamos abaixo 

que na realidade tem-se [En, BS3 ] '""'n9(S3
) para n=l ou 7, os quais são justamente os 

índices que nos dão o fenômeno de não-cancelamento para os fi brados sobre S 7 . 

Primeiramente fixamos algumas notações de [T2]. 

172 :53 
-------t S2 é a aplicação de Hopf e representa um gerador de 7r3(s2)"' Z. 

v' E 1r5(S3) ,....., Z 12 """Z4 EB Z3 é gerador da componente 2-primária de 1r6(S3) , ou 

seja gerador de z4 na identificação acima. 

Em [T2] encontramos também as seguintes fórmulas: 

I;(~ 2 o v') ~O (lem:rna 5.7 p. 43 de [T2]) (36) 

3 2"'n-3 1 
1Jn := 'l]n ° 1Jn+l 0 'fJn+Z = LI V para n 2: 3 (37) 
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Como foi mencionado no capítulo 1, temos a seguinte estrutura celular para os espaços 

En (c.f. [HR2] ou [JW])o 

onde w é o elemento de Blakers-Massey, [BM] , ou seja , um gerador de 7r6(S3) "'Zl2 

e 1 é a aplicação de colagem da celula lO-dimensional de En. 

Então pelo teorema 3.2 de [HR2] temos: 

onde X E 1r7(Qn, S 3 ) "'Z é a aplicação característica da 7-celula de Qn e [x, 1-3] é o 

produto de Whitehead relativo de X e 1-3. 

Consideremos a seguinte sequência exata induzida da cofibração , S 9 ~ Qn ~ En : 

[En, BS3
] ~ 1rw(BS3

) 

li 
7rg(S') 

[EQn,BS3] 

li 
[Qn,S3] 

(Ei,..) • 
~ [EEn,BS3

] 

li 
[En,S3

] 

onde qn : En - S 10 é uma aplicação que leva Qn em um ponto. 

Se pudermos mostrar que i~ : [En, S 3
] - [Qn, S 3

] é sobrejetora, então o conjunto 

[En, BS3 ] é não trivial uma vez que nw(BS3 ) "'7rg(S3) "'Z3 .Desta forma nosso trabalho 

será examinar a aplicação i~: [En, S 3]- [Qn, S 3]. 

Denotaremos por (a,b) o máximo divisor comum entre dois inteiros a e b. Seja 

g : Qn - S 7 uma aplicação que leva S 3 em um ponto. Então temos o seguinte: 

Lema 6.1: i) O conjunto [Qn, 8 3] consiste dos seguintes elementos: uma extensão 

12k __ ,, 
(12,n) d 12k t d . . k e (l2 ,n) 1-3 para o o mte1ro 

ii) [Qn, BS3
] ~ Z(12,n) 

Dem.: Na sequência exata induzida da cofibração, S 6 ~ S 3 ~ Qn , temos: 
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(nw)' 
~ 

e 

Jr6 (BS3 ) 
(nw)" 
~ 

7rs(S3
) 

li 
Z{ts) 

Jrs(BS3
) 

li 
o 

i' 
~ 

i' 
~ 

L 

[Qn,BS3
] 

g' 
1r7 (BS3) ~ 

li z,, 

(~nw)* 
~ 

(Enw)* 
~ 1r4(BS3

) 

li 
z 

onde a igualdade Z12 {w) ~ Jr6 (S3 ) significa que 1r,(S3 ) ~ z" e é gerado por w. As 

outras igualdades são interpretadas de forma semelhante. 

Considerando a primeira sequência exata acima, temos que para cada k E Z existe 

t - 12k d d uma ex ensao (12 ,n) 1.3 es e que, 

( ) '( 12k ) kn 12w 0 
ru.J (12,n) '--3 = (12,n) = 

por outro lado, da definição de v 1 e w juntamente com a fórmula (36) acima segue que: 

(L;ruv)'ry3 ~ n(L;w)'·ry3 ~ n(ry3 o L;w) ~ 3n(rys o Bw) ~ nB(ry, o 3w) ~ nB(r12 o v')~ O 

Assim g* é 1-1 e W1]69 é um elemento não nulo de [Qn, S 3]. Isto prova i). 

Na segunda sequência exata acima, como (Enw)* : Z -------t Z12 leva 1 em n então, 

Ker(g*) = Im((Enw)*) = nZ12 e como g* é sobrejetora temos [Qn, BS3] ~ Zz12 ~ 
n " 

~ Z(1 2 ,n)· Isto prova ii). 

Lema 6.2: B"( ~ (Bi),(a(hoB3 h)+b(E(woL;3w)), onde h: S7 ~ S1 é a aplicação 

de I-Iopf, a e b são inteiros. 

Dem.: Consideremos o diagrama anti-comutativo (c.f. [T1] p.58): 

7rg(Qn) 
j, 
~ 7rg(Qn, 83

) 

lE l B' 

7flO(S4) 
(~i)* 

7rlO(EQn) 
(~j). 

lflO(EQn, 84
) ~ ~ 
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onde ~' significa a suspensão relativa e a sequencia de baixo é exata. 

Sabemo' que "lD(S4) ~ Z24 {hoE3h)E&Z,{E(woE3w)) (ver [T1 ] ou [E]). Como, 

(Ej),(El') ~ -E'(j,(l')) ~ -E'[x,c3] ~O, existem inteiros a e b tais que' 

E']'~ (Ei),(a(h o E3 h) + bE(w o E3w)) 

isto completa a demonstração. 

Teorema 6.1: i~ : [En, S 3] ____,. [Qn, S 3] é sobrejetora se n "i= O mod 3. 

Dem.: É suficiente mostrar que /'* : [Qn, 8 3] ____,. 7rg(S3) é trivial para n "i= O mod 3. 

Consideremos o diagrama comutativo: 

ITg(S3) L 
tE 

"lO(S') c~· 

[Qn,S3] 

lE 
[EQn,S4] 

Usando (37) e o fato de que '17 o '18 gera ITg(S7) ~ Zz (c. f. [T2]), temos' 

"-''1691' E wry6IT9(S7) ~ {wry, o (ry7 o ry8)} ~ {wryn ~ {w o 2E3 v'} ~ {w o 2E33w) ~ 

{6(w o I;3w)) ~O. 

Assumamos agora que exista algum k E Z tal que I'*(((N,:)t-3 ) = w o ~ 3 w =f- O, 

então pondo c= (l~:n) e usando os lemas 6.1 e 6.2, 

E(w o I;3w) ~ I;('J''ch3 ) ~ I;ch3 o (I;i).(a(h o I;3h) + bi;(w o I;3w)) ~ 

~ (Ech3 o I;i),(a(h o E3h) + bE(w o E3w)) ~ 

~ (I;(ckrg o i)),(a(ho I;3 h) + bi;(w o I;3w)) ~ 

~ (Ech3 ) o (a(h o I;3h) + bE(w o E3w)) ~ 

~ (ckL4 ) o (a(h o E3 h) + bE(w o E 3w)) ~ 

~ (ckL4) o (a(h o E3 h)) + (ckc4 ) o (bE(w o E3w)) ~ 

~ a((ckc4 ) o (h o E3h)) + (ckbc4 ) o (E(w o E3 w)) ~ 

~ a((ckh + ck(c~-l) [L,, c,]H(h)) o E3 h) + ckbE(w o E3w) 
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logo: 

(I- ckb)E(w o E3w) ~ a((ckh + ck(c~- 1 ) (2h ± Ew)) o E3 h) ~ 

~ a.(((ck)Zh ± ck(c;- 1lEw) o E3 h) ~ 

~ a(((ck) 2h) o E3h± ("*;- 1JEw) o E3 h) ~ 

~ a((ck) 2 (h o E3 h) ± "*;"-1
) (Ew o E3 h) ~ 

~ a(ck)2 (h o E 3 h) ± ack(~k- 1 ) (Ew o E3 h). 

Notamos que de [~, 4 , 1,4 ] = 2h ± ~w segue que 2~h = =F~ 2 w . Como ~(w o :E2 h) e 

I:(w o E 3w) são elementos da componente 3-primária de 1rw(S4 ) ""Z24 EB Z3 (cf. H2 e 

T2) temos que E(wo E2 h) ~ -2Ewo E3h ~ -Ewo2E3h ~ ±E(woE3w) ~ 'j'2E(wo E3w). 

Desta forma temos: 

(I- ckb)E(w o E3w) ~ a(ck) 2 (h o E3 h) - ack(ck- I)E(w o E3w). 

Portanto: 

(I- ckb + ack(ck- I))E(w o E3w) ~ a(ck) 2 (h o E3h) 

isso implica: 

a(ck) 2 O mod 3 

ck(b- a(ck- I))- I mod 3 

(38) 

(39) 

por hipótese n õJ:- O mod 3 e assim (12,n)=1,2 ou 4 donde c= (l~~n) = 12,6 ou 3 o que 

contradiz (39), assim "f* -O 1 e a demonstração está completa. 

Temos finalmente: 

Teorema 6.2: i) Se n of' O mod 3 então [E,, BS3] f O. 

ii) Se (12,n)~l então [En, BS3] '>' 1fg(S3 ). 

Dem.: Como antes considerando a sequência exata induzida da cofibração, 

g ~ in ) S ----t Qn ~ En , e usando o lema 6.1 ii , teremos: 

.. 
q~ (E~)* (E-in)* 

[Q,,BS3
] 

'n [E,, BS3] 1r10(BS3) [EQn,BS3] [EE,, BS3] ;---- ;---- ;---- ;----

li 11 li li 
o' . 

z(12,n) 1fg(S') [Q",S3
] 

'a [Ea,S3] ;---- ;----
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Pelo teorema 6.1 i~ é sobrejetora se n :j. O mod 3, isto e o fato que 1r9 (S3
)-::::: Z3 

implicam i). Por outro lado (12,n)=l implica n :j. O mod 3 e [Qn, BS3 ] =O isto implica 

que q~ é 1-l e sobrejetora, assim ii) está provado. 

O Teorema 6.2 ii) nos diz que existem apenas 3 S 3-fibrados sobre E 1 Sp(2), E5 , E 7 

e Eu a menos de isomorfismo de fibrados. 
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EPÍLOGO 

Finalizando, concluimos que o nosso método resolveu em essencm, o problema pro-

posto em [HR2], ou seja, explicitar um difeomorfismo entre E 1,7 e E 7 , 1. Nós o fizemos 

módulo a explicitação das homotopias envolvidas nos difeomorfismot:i q,23,14 e €P 14,23 

dados na página 49. 

Observamos, porem, que o potencial de nosso método se esgota nesse ponto, po1s a 

natureza desse problema remanescente é totalmente diferente. As primeiras questões rela­

cionadas a isso foram postas por Samelson [Sa] e não temos conhecimento de exemplos não 

triviais desta natureza na literatura. Por exemplo, uma questão preliminar à explicitação 

dos difeomorfismos ([> acima, seria produzir uma homotopia entre: 

e: 

s' 
[a,W 2 

~ S' 
~ l 

Uma primeira aproximação deste tipo é feita em [CR] "Hopf Maps and Triality". 

Essa abordagem é de cunho mais geométrico. 
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