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RESUMO

Neste trabalho, consideramos um problema de controle 6timo governado por uma equacao
diferencial parcial parabdlica, que modela o crescimento e a difusao de uma populacao
de mosquitos em uma certa regiao {2 do plano. Para este modelo relativamente simples,
mostramos a existéncia de uma trajetéria 6tima a ser seguida por uma unidade volante de
pulverizacao de inseticida, no sentido de minimizar um certo funcional que leva em conta
a populacao total de mosquitos bem como os custos da operagao. Caracterizamos também
tais trajetorias (controles) 6timas pela derivagao de suas respecticas condi¢oes de otimali-
dade de primeira ordem. Para isso, usamos o formalismo de Dubovitskii e Milyutin, o qual
estd baseado na separacao de certos cones associados ao funcional a ser minimizado e as
restricoes do problema, incluindo a equagao. Também analisamos o problema do ponto de

vista do método de penalizacao.

vi



ABSTRACT

In this work, we consider an optimal control problem governed by a parabolic partial
differential equation, which models the growth and diffusion of a mosquito population in a
certain region €2 of the Euclidean plane. For this relatively simple model, we show the exis-
tence of an optimal trajectory to be followed by a insecticide spraying device, in the sense of
minimizing a certain functional that takes in consideration both the the total mosquito pop-
ulation and the operational costs. We also characterize such optimal trajectories (controls)
by deriving their respective first order optimal conditions. For this, we use the Dubovitskii
and Milyutin formalism, which is based on the separation of certain cones associated to the
functional to be minimized, and to the restrictions of the problem, including the equation.

We also analyze the problem from the point of view of the penalization method.
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Introducao

A proliferagdo de mosquitos em regides habitadas é uma importante questao de saude
publica, uma vez que tais insetos sao vetores de vérias doencas infecciosas e consequente-
mente causam grandes transtornos a populacao humana dessas regioes. Dessa forma, o es-
tudo de técnicas de controle de populagoes de mosquitos tem um papel na busca da eficiéncia
no seu combate. Para isto, a compreensao adequada de modelos mateméticos que descrevem
tais situacoes pode lancar alguma luz sobre procedimentos adequados a serem adotados.
Neste trabalho, tivemos interesse em fazer uma analise matematica rigorosa de um problema
de controle 6timo associado a uma equacao diferencial parcial que modela o crescimento e a
disseminacao de uma populagao de mosquitos em uma certa regiao. Pretende-se controlar

tal populacao através da aplicacao de inseticida por uma unidade volante de pulverizagao.

Analizaremos um problema simplicado de controle 6timo distribuido correspondente a
uma situagao onde deseja-se encontrar uma trajetéria 6tima em um sentido que sera esclare-
cido a seguir. As trajetérias admissiveis comegam em um ponto fixado (normalizado para
a origem) e cada um destes determina uma fungao suficientemente regular ~y : [0, 7] — R?,
com 0 < T < oo um tempo final fixado. Elas sao as possiveis trajetorias de um dispositivo
que ¢ assumido exercer continuamente um certo custo de inseticida durante o percurso, na

tentativa de controlar uma populacao de mosquitos presente em uma regiao limitada € C R2.

Em termos matematicos, queremos encontrar uma trajetéria v* : [0, 7] — R?, o requerido
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controle 6timo tal que
F(y*) = min{F(y) : v € A},
onde,

A={y € (H'(0,T))*:~(0) = 0}

é o conjunto dos controles adimissiveis e

T T
Fy) = J(7,u) = o / Iy (8) 2dt + / ()Pt + i / fu(z, ) Pdrdt.
0 0 Q

Onde, Q@ = Q2 x (0,7); po > 0, g > 0 s@o constantes que estao associadas aos custos da
pulverizacao e py > 0 é uma constante associada ao peso que se da a redugao da populacao
total de mosquitos, u(z,t) é a densidade de mosquitos presentes na posigdo x no instante ¢;

e satisfaz
Ou — aAu =au—bk(z —~v(t))u em @,

(90/on)(u) =0 em S =00 x (0,7),
u(0) = wuyg em (.

As principais hipéteses simplificadas para o modelo sao as seguintes.

(1) A populagao de mosquito cresce e difunde-se respectivamente com taxa de crescimento
a e coeficiente de difusao o > 0. Neste trabalho admitiremos que « é constante;

(2) O inseticida mata imediatamente uma fracao fixada da popula¢do com uma taxa que de-
cresce com a distancia do ponto de aplicacao inicial; isto é matematicamente realizado
assumindo que a taxa de mortandade efetiva em um certo ponto x obtido por aplicacao
do inseticida, em uma posigao y(t), é dada por bk(x — ~(t)), onde 0 < k(.) <1 é uma
funcao C' de suporte compacto e a constante b > 0 é a taxa mdxima do inseticida
induzir mortalidade;

(3) Por simplicidade, no modelo acima supoe-se que a populagdo nao pode abandonar a
regiao ) (0/0n representa a derivada normal exterior na fronteira 02 de 2);

(4) Também por simplicidade, supde-se que nao existem obstéculos para as possiveis tra-

jetorias.

Observamos que as hipoteses anteriores poderiam ser relaxadas de varias maneiras; co-

mentaremos sobre isto ao final deste trabalho.
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Observamos que existem muitos outros trabalhos que consideram modelos matematicos
para a evolucao de populacoes de mosquito. Alguns destes trabalhos analisam modelos mais
detalhados do que aquele aqui considerado, no sentido de que eles consideram as interacoes
entre vérias subpopulagoes (fase aqudtica, a fase adulta, etc), agentes patégenos e outros.
Exemplos de tais trabalhos sdo Atkinson et al. [3], Maidana et al. [16] ¢ Tumwiine et
al. [23]. Existem também trabalhos que consideram casos de populagoes estruturadas, tais
como, Norman et al. [20]. Entretanto, a maioria destes trabalhos nao levam em conta a
distribuicao espacial das populacoes envolvidas. Excecoes a esta situagao sao os trabalhos
de Maidana e Yang [15] e Trana e Raffy [22] os quais consideram entretanto apenas a andlise
de solucoes do tipo onda viajante.

Para o problema anterior, provaremos a existéncia de uma solucao 6tima e também a
caracterizaremos por sua correspondente condi¢ao de otimalidade de primeira ordem. Esta
caracterizagao serd dada usando a metodologia de Dubovitskii e Milyutin(veja por exemplo
De Aguiar [6], Girsanov [10] e Lopes [18]) e serd descrita a seguir. Denotando por v*(.)
o controle 6timo, e por u*(.,.) e p*(.,.) respectivamente os correspondentes estado 6timo e

estado adjunto, as condigoes de otimalidade sao:

atu* _ OZAU* — au* _ bk(x _ f}/*)u* em Q)
(9/an)(u”) = 0 em 5,
W (0) = em ),
_atp*_aAp* :ap*—bk‘(l'—’}/*)p*_U* €111 Qa
(9/0m) (p*) = 0 em 5,
pi() =0 o €
—y" + oy — ugb/ puVk(z —")dz =0  em (0,7),
Q
¥ (0) =0, 7"(T)=0.

\
A metodologia de Dubovitskii e Milyutin é uma ferramenta de andlise de problemas
extremos (méximos e minimos). Ela foi originalmente desenvolvida para aplicacdo em pro-

gramacao matematica, e mais tarde se mostrou muito 1util para a teoria de controle étimo
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de equagoes diferenciais ordinarias. Uma boa exposicao do uso deste formalismo em outras
areas pode ser encontrada em Girsanov [10]. Recentemente este formalismo tem sido apli-
cado, de uma forma promissora, para problemas de controle distribuido. Por exemplo, os
seguintes artigos usam o formalismo nesse sentido: Boldrini et al. [5], Aguiar et al. [7],

Gayte et al. 9], Magalhdes et al. [19] e Lopes [18].

A idéia béasica que fundamenta o formalismo é a seguinte: Em um ponto de minimizacao
local, o conjunto de descida associado ao funcional deve ser disjunto da intersecao das res-
tricoes do problema. Entao, os correspondentes cones desses conjuntos neste ponto étimo
devem ter a mesma propriedade. Portanto, o Teorema de Hahn-Banach e argumentos adi-
cionais implicam que existem elementos nos cones duais associados, nao todos nulos, cuja
soma é nula. Esta condicao algébrica dé as equagoes de Euler- Lagrange para o problema

em questao, e a grande dificuldade é quando podemos identificar tais cones e cones duais.

Neste trabalho também consideraremos uma modificacao do problema anteriormente de-
scrito. Esta modificacao acrescenta uma restricao no conjunto dos controles admissiveis que
esta associada a uma limitacao dos custos operacionais. Neste caso o conjunto dos controles

admissiveis serd dado por

B={ye H(0,1)):7(0) =0e 4l omy: < Ro},

onde Ry > 0 é uma constante.

Para este problema modificado, também provaremos existéncia de controle étimo e ob-

teremos as condicoes de otimalidade dada pela metodologia de Dubovitskii e Milyutin.

Em seguida, utilizaremos o método da penalizacao para caracterizar uma condicao necessaria

para o controle 6timo desse novo problema.

Obteremos o seguinte resultado. Existe 5*(.) € B um controle 6timo deste problema,

u*(.,.) e p*(.,.) respectivamente os correspondentes estado 6timo e estado adjunto associado.



INTRODUCAO 5

Dai, obteremos as seguintes condi¢oes de otimalidade de primeira ordem:

p

ou* — aAu* =au" —bk(zx —")u* em @,
(0/on)(u*) =0 em S,
w*(0) = ug em €,
—0ip* — aAp* = ap* —bk(x —7*)p* —u" em @,
(0/on)(p") =0 em S,
p(T)=0 em ()

T T T
Mo/ e (y = 7)dt + /~L1/ 7 (=7 )dt — ,ugb/ / Wp*Vk(z —7%) - (y — %) dxdt > 0,
0 0 0 Ja
para todo v € B, e mais, existe uma funcao 7 € A tal que
—p7" 4 po" — piab / P Vk(z —7)de —7"(t) =0 em (0,T),
Q

7°(0) =0, o
L B _7" T
\ ! (T) N 251 .

Para abordar os modelos propostos, estruturamos este trabalho da seguinte maneira:

No Capitulo 1 apresentaremos as notacoes e os espacos que serao usados; destacare-
mos alguns resultados de imersao do tipo Sobolev e da teoria LP das equacoes diferenciais
parabdlicas lineares (Ladyzhenskaya [11], Capitulo IV).

No Capitulo 2 apresentaremos os conceitos e resultados preliminares para a utilizacao do
formalismo de Dubovitskii e Milyutin apresentados por Girsanov em [10].

No Capitulo 3 procuraremos uma trajetoria 6tima que ao mesmo tempo reduza a po-
pulagao de mosquitos e os custos operacionais do dispositivo que aplica o inseticida.

No Capitulo 4 procuraremos uma trajetoria étima para o problema modificado com

restricao no controle descrito anteriormente.



CAPITULO 1

Notacoes e Resultados Preliminares

Nosso objetivo neste capitulo é relembrar definigoes e resultados importantes para uma
melhor compreensao do texto. Em geral, nao apresentaremos as demonstragoes, e em alguns

casos menos conhecidos, indicaremos as devidas referéncias bibliograficas.

1.1 Notacoes e Resultados

Ao longo deste trabalho usaremos coordenadas cartesianas e as seguintes notagoes:
R™ representara o espacgo euclidiano n-dimensional.
2 ¢ um aberto limitado do R” com medida de Lebesgue [ e fronteira 0f2.
@ representara o cilindro €2 x (0,7).
S =00 x (0,T) representara a superficie lateral do cilindro Q.

a n
V = ( 5 ) representard o operador gradiente.
Li ) i=1
noog2
A= —— representara o operador Laplaciano.
; 522 TP p p

" 1/2 " o\ 1/2
0
lu| = (;Zl x?) e |Vu| = <§ (a;i) ) ¢ norma euclidiana de z € R" e do vetor

i=1

gradiente.



CAP. 1 ¢ Notacoes e Resultados Preliminares

Necessitaremos também dos seguintes espacos funcionais:

C™(£2) é o espago das fungdes com todas as derivadas de ordem < m continuas em €2 (m
inteiro nao-negativo ou m = 0o). Denotaremos C°(Q2) = C(Q).

Ci(Q) ¢é o espago das fungoes com todas as derivadas de ordem < m continuas em €2
(m inteiro positivo ou m = o0) e tanto a fun¢ao quanto todas as suas derivadas possuindo
suporte compacto em ().

D(2) ¢ o espago vetorial das fungoes em C'*(2) com suporte compacto em 2.

L1(2) é o espaco de Banach das (classes de) fungoes u(.) de 2 em R mensuraveis (no

sentido de Lebesgue) e ¢- integraveis (¢ > 1) cuja norma é dada por

il = ( [ futo |qu) (1<q<o0)

Jull ey = esssuplut)] (g =)
WP(Q) é o espago de Banach (com p inteiro) das fungdes u(.) em L?(§2) com derivadas

generalizadas de ordem < p que pertencem a L?(€2) e cuja norma é dada por

|u||wp(9 Z ||Dau||Lq

la|<p

Para Q0 = (0,T), temos o espaco de Hilbert H'(0,T) = W4 (0,T) definido por
HY(0,7) = {u € Ly(0,T); ' € Ly(0,7)},

com a norma definida por

o = ( [ ' |u<t>|2dt)% v ) |u'<t>|2dt)% . (1)

Para maiores informagoes e resultados, veja Adams [1] e Brezis [4].
Frequentemente, precisaremos dos espacos de fung¢oes vetoriais com n componentes em
algum dos espacos enunciados acima. Consideraremos esses espacos, quando normados, com

a norma do produto usual. Em particular, usaremos as notacgoes:

(H*(0,T7))> = H'(0,T) x H*(0,T)
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(C([0,71))* = C([0,T1) x C([0, T)).

Também vamos supor que estes espagos produtos sao equipados com a norma do produto

usual dada por

Jun

2

Il omy = (Mo + 1elinen )

(v, v2) oz = Imlleqoy + alleqo,r-

Para fungoes dependendo de varidveis espaciais e temporais usaremos os seguintes espagos
funcionais, cujas notagoes e defini¢goes podem ser encontradas em Ladyzhenskaya [11].
L7 (Q)) é o espaco de Banach das (classes de) fungoes u(x,t) de @ em R mensuraveis (no

sentido de Lebesgue) cuja norma é dada por

T r/q 1/r
follare = { | (/ |u<x,t>|qu) i) . (er=1).

Para ¢ = r usaremos a notagao L%9(Q) = LI(Q).
W2H(Q) o espaco de Banach (¢ > 1) das funcoes u(.,.) € L9(Q) com derivadas generali-

zadas Dyu, D2u, Dyu em L9(Q). Consideraremos em W2'(Q) a norma definida por
lullwz gy = lullza@) + |1 Detllog) + | Diull o) + | Dsull o)

W(}(f (2) representa o fecho de D(€2) em WP ().

Neste trabalho, também faremos uso dos espagos de Sobolev H*({2), algumas vezes co-
nhecidos como espagos de Sobolev fracionarios, onde, s é um nimero real e €2 é um aberto
bem regular de R?. Medeiros [14], desenvolveu um breve estudo sobre os espagos H*({2),
s > 0, via transformada de Fourier. Enquanto que, Lions e Magenes [13], desenvolveu um
estudo mais geral sobre tais espacos, no caso s € R, aplicando a teoria de interpolacao. As
notagoes e resultados que usaremos sobre os espagos H*(€2) podem ser encontrados em Lions
e Magenes [13].

Além disso, usaremos os seguintes espacos funcionais abstratos.
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Seja B um espago de Banach qualquer com norma ||.|[g e 0 < T < oco. LP(0,T;B) é
o espago de Banach das (classes de) fungoes u : [0,7] — B, mensuraveis tal que a funcao

t €10,7] — ||lu(t)| s (definidas q.t.p) é p-integravel (1 < p < co) com norma dada por

1
T »
A ( / ||u<x>r|%dt) (1<p <o),

[l oo 0.7:3) = €55 sup lu(t)]|5 (p = 00).
0<t<T

C([0,T]; B) é o espago de Banach das fungoes u : [0,7] — B, continuas (com relac¢do a
topologia forte de B).

WmP(0,T; B) é o espago das (classes de) fungoes em LP(0,T'; B) cujas derivadas genera-
lizadas de ordem < m também pertencem a LP(0,T'; B).

D'(0,T; L*(QQ)) é o espago das aplicagoes lineares e continuas de D(0,T) em L?(Q). A
derivada df /dt = f' de uma distribuicao f é definida por (f')(p) = —f(¢') para toda
v €D(0,T).

Também apresentaremos alguns resultados classicos de imersao do tipo Sobolev e Aubin
- Lions e ainda alguns resultados de analise funcional que serao importantes para o desen-
volvimento do trabalho. Uma referéncia bibliografica padrao sobre espagos de Sobolev é

Adams [1] (veja também Medeiros e Miranda [17]).

Lema 1.1.1. Seja (0,T) um intervalo limitado da reta. A imersao H*(0,T) — C([0,T]) ¢

continua e compacta.
Demonstragao: Veja Brezis [4], p. 129.

Lema 1.1.2. Seja Q um dominio limitado do R™ com fronteira 02 de classe C?, r > 1 e

p < oo. Sej em sao inteiros tais que 0 < j < m e

entao a sequinte 1Mersao:

€ compacta.
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Demonstragao: Veja Adams [1], p. 144, Teorema 6.2.
O seguinte resultado é conhecido como Imersao de Aubin-Lions. Essa versao foi apre-

sentada por J. Simon em [21], Corolario 4, p.85.

Lema 1.1.3. Sejam X, B e Y espacos de Banach tais que X — B — Y com imersies
continuas e X — B compacta, 0 <'T < oco. Tém-se as sequintes imersoes compactas:

9¢
ot

(3t) L>(0,T; X)({¢; % e L"(0,7;Y)} — C([0,T]; B) 1<r <oo.

(i) L0, T; X) ({¢; 5, € L0, T;Y)} — LU0, T; B) 1<gq< o0

O préximo resultado é um caso particular do Lema 3.3 em Ladyzenskaja ([11]; p.80) com

l=1ler=s=0.

Lema 1.1.4. Seja Q um dominio do R™. Suponhamos que a fronteira 0S) tem a propriedade

do cone. Entao para qualquer funcdo u € Wf’l(Q) valem as sequintes desigualdades:

. 1 1
) Nl < Mlullyzoigy comp =g e2= (3= ) (n+2) 20,

.. ") < s >n—|—2 0<r—9_ n+2
(%) lulg’ = Mljullyz1 g comp>——e0<T )

com M uma constante que depende de p,q,n e €.

Observacao 1.1.5. Para ¢ > n + 2 no Lema 1.1.4, temos que as deriwadas da fun¢do
u € Wf’l(Q) com relacao a x; também satisfazem uma condi¢ao de Holder em x et e a

desigualdade ).

Em particular estamos interessados nos casos n = 2,3 e vamos reescrever o Lema 1.1.4

CcOmo segue:

Lema 1.1.6. Seja © um dominio do R", n = 2,3. Suponhamos que a fronteira OS2 tem a
propriedade do cone. Entio a imersio W2 (Q) — LP(Q) € continua e existe uma constante

M que depende de p,q e  tal que

[ulle@) < Mllullyz1 (),
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com p dado, para n = 2, por

( 1 1
00 se —— =<0
q 2
1 1
— Vp > 1 =0
p= D> se it
1 1\"' LR
[ \¢ 2 g2
e com p dado, para n = 3, por
( 1
00 se ——=<0
q

1 2
Vp>1 se ———-—=20
qg 9

(1 2)‘1 1 2>0
- — = se — — = .
( \¢ 9 q 9

Observacao 1.1.7. Temos ainda as sequintes imersoes compactas (veja Lions [12], p.13).

A injecio Wy (Q) — LP(Q) é compacta para p < 10 se n = 3, qualquer que seja p finito

sen=2.nm

No que segue, H™(£2) é o espago de Sobolev usual, m um inteiro nao negativo (veja Evans

8], p.288).

Teorema 1.1.8. Suponhamos que Q € aberto, limitado com fronteira O de classe C™3
e m € um inteiro ndo-negativo. Suponhamos também que u € L*(0,T; H™2(Q)), com

o' € L*(0,T; H™(2)). Entdo
(i) w e C([0,T); H™(Q)),
(ii) Além disso, temos a estimativa

Inax 1w ()] amr) < C(Jull L2, mmr2@)) + [[(0/0t)ul| L2075 @)))

a constante C' dependendo unicamente de T', ) e m.
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O préximo resultado é uma versao do Teorema do Trago em H*(£2), s > 0 (veja Lions e

Magenes [13], p.41 ).

Teorema 1.1.9. Assuma que 2 € um aberto limitado do R™ com fronteira OS2 de classe

e
ovJ

CHFL. Entdo, a aplicacdo

i=0.1,... 1.2
Y 0,1, ,u} (1.2)

de D(Q) — (D(92))™ estende-se por continuidade para uma aplicagio linear e continua

j r .
u— {8 Yo j=o0,1, u} de H*(Q) — HHS-J-W(aQ).

oVl lon ,
Jj=0

onde (1 € o mator inteiro tal que

!
S — —.
H 2

Também apresentaremos um resultado de compacidade para os espacos H*(Q2), s € R

(Lions e Magenes [13], p.99).

Teorema 1.1.10. Assuma que € é um aberto limitado do R™ com fronteira 0S) de classe
C*", com p o menor inteiro positivo tal que p > s e s € R. FEntdo, para cada ¢ > 0, a
inclusao

H*(Q) — H(Q)

€ compacta.

O seguinte resultado é um caso particular, simplificado para as necessidades deste tra-
balho, da teoria LP (cléssica) para equagdes diferenciais parciais parabdlicas lineares com
condigbes de Neumann na fronteira (Ladyzenskaja [11]; Teorema 9.1, p.341, o qual vale
para condicoes de Dirichelet, devidamente modificado pela observacao ao final da secao 9 do
Capitulo 4 para a condi¢ao de Neumann) .

Consideremos, entao, o seguinte problema:

Owu(z,t) — alAu(z,t) + a(z, t)u(z, t) = f(x,t) em @
(0/0n)(u) =0 em S (1.3)

u(z,0) = ug(x) em ()
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Proposicao 1.1.11. Sejam Q um dominio limitado do R™ com fronteira 09 de classe C?,

qg>1ea>0 uma constante. Suponha que:

a) f e LUQ).

2_2
b) ug € Wy () com q # 3, satisfazendo no caso em que q¢ > 3 a condi¢do suplementar

de compatibilidade (0/0n)(ug) =0 em OS.

c) ac L*(Q) com

2 2
max (q,ThL ) para q # nt
2
S =
n+2+ n+ 2
£ ara q =
5 p q 5

para todo € > 0.

Entao, existe uma tnica solugao u € W2'(Q) do problema (1.3) satisfazendo a sequinte

estimativa:

||u||Wq2’1(Q) < M(HfHLq(Q) + HUOHW?%(Q))

com M uma constante que depende apenas de T, q, s e ).

O proximo resultado serd importante no estudo dos problemas de controle étimo, na
obtencao das condigoes necessarias de otimalidade requeridas. Antes de enunciarmos o
resultado, recordemos algumas definicoes. Seja X um espaco topolégico. Uma funcao

J: X — (—o0, 0] é dita semicontinua inferiormente se para todo A € R, o conjunto
{r e X;J < )\}
é fechado. Dizemos que J é uma func¢ao convera se
Jtx+ (1 —ty) <tJ(x)+(1-t)J(y), Vz,ye X, Vt e (0,1).

Proposicao 1.1.12. Seja X um espaco de Banach e J : X — (—o00, 00| uma funcao conveza,
semicontinua inferiormente (na topologia forte). Entdo J é semicontinua inferiormente na

topologia fraca. Em particular, se x, — x fracamente, entdo

J(z) <liminf J(x,).

n—oo



SEQAO 1.1 ¢ Notagoes e Resultados 14

Demonstragao: Veja Brezis [4], p.38.

Lema 1.1.13. Seja (x,)22, uma sequéncia real limitada, ¢ : R — R uma fun¢do continua

e mondtona nao-decrescente. Entao,
o(liminf x,,) = liminf p(z,).
Demonstracao: Definamos
a, = inf{z,, r 11, ...},

A, = inf{p(z,), o(Tni1), ...}

Notemos que estes nimeros sao finitos, pois (x,) é limitada e ¢ é mondtona.
Agora, temos

A, < o(xy), Vm>n.
Por outro lado, existe uma subsequéncia (x,, ) de {xp, Tpy1, ...}, tal que,

k /oo
T, = Gy

Mas, A,, < ¢(z,,). Logo, usando a continuidade de ¢, segue por passagem ao limite que

A, < lim ¢(z,,) = p(lim z,,) = p(a,).

k—o0 k—o00

Portanto,
mf{gp(xn), Qp(xn+1)> } < (p(lnf{xm Tn41, })

Agora, como ¢ é mondtona e a, < T,,, ¥V m > n, vem
Qo(an> < @(xm)u V'm >n.

Portanto,

Assim, concluimos que

plan) = An. (1.4)
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Agora, tomando o supremo em n e usando (1.4), obtemos
sup A,, = sup p(ay). (1.5)

Por defini¢ao, temos que a sequéncia (a,) é mondtona nao-decrescente e limitada supe-

riormente, portanto, a mesma é convergente, seja entao;

a = lima,, = sup a,,.
n

Mas, como ¢ é uma fungao mondtona, vem que ¢(a,) é uma sequéncia monétona nao-

descrecente e limitada superiormente, portanto, convergente. Tome entao,

f = limp(a,) = sup p(an).

n

Agora, usando a continuidade de ¢, obtemos

g =limp(a,) = p(lima,) = p(a) = p(sup ay).

n

Portanto, juntando os dois tdltimos resultados, obtemos

sup p(a,) = p(sup a,). (1.6)

n n

Agora, substituindo (1.6) em (1.5), obtemos

sup A,, = sup p(a,) = @(sup a,),

ou seja,
supinf{p(z,), o(Tni1), ...} = @(supinf{z,, r,41,...}).

Mais isso, é justamente a defini¢cao de limite inferior, isto é,
liminf o(x,) = p(liminf z,,).
n n

Isto conclui a demonstracao do lema. [



CAPITULO 2

O Formalismo de Dubovitskii e

Milyutin

Neste capitulo, para facilitar as referéncias apresentaremos as defini¢coes e os principais
resultados que constituem o método que usaremos para obter sistemas de otimalidade dos
problemas de otimizagao. Tal técnica é conhecida como formalismo de Dubovitskii e Mi-
lyutin, veja Girsanov [10].

Vamos considerar inicialmente o problema de minizar um funcional definido sobre um
aberto de um espago de Banach, sujeito a restrigdes com interior vazio e nao vazio (as
chamadas restrigoes de igualdade e desigualdade, respectivamente); em geral as restrigoes de
igualdade aparecem como ntcleos de operadores nao lineares. Mais especificamente, sejam
X e Y espagos de Banach, M : X — Y um operador, J : X — R um funcional e

consideremos o seguinte problema de otimizacao:
(
min J(z)

sujeito a
n+1
reE Q= ﬂ Q;

1=1

onde Q;,i = 1,..,n, sao ditas restrigoes de desigualdades (intQ; # 0,i = 1,....,n) e

16
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Qni1 = {x € X/M(x) =0} é uma restrigao de igualdade (intQ,, 11 = 0).

No trabalho de Dubovitskii e Milyutin as condigoes necessarias de otimalidade local
em um ponto xg € X foram obtidas a partir da separagao das aproximacoes cOnicas aos
conjumtos de restrigoes @;,i = 1,...,n + 1 e do conjunto {z € X/J(x) < J(xo)}. Neste
estudo as definicoes foram feitas de tal forma que se os cones aproximantes fossem nao
vazios e convexos, entao zy seria minimo local do Problema (2.1) se, e somente se, nao existe
um ponto comum a todos os cones aproximantes. Os resultados obtidos por Dubovitskii e
Milyutin provam que esta propriedade geométrica da otimalidade local do ponto xy pode ser
equivalentemente descrita em termos das formas lineares dos correspondentes cones duais.

Assim, neste capitulo daremos algumas defini¢bes preliminares, seguidas de alguns resul-
tados sobre os cones de dire¢oes de descida do funcional objetivo, de diregoes factiveis e de
direcoes tangentes. Em seguida, apresentaremos o teorema de Dubovitskii e Milyutin, que
nada mais é do que a regra dos multiplicadores de Lagrange em uma versao funcional. Para
a aplicacao pratica deste teorema, daremos alguns resultados que nos permitam calcular os
cones aproximantes e seus duais. Todos os resultados foram apresentados em sua maioria

por Girsanov em [10] e Alexéev, Tikhomirov e Fomine [2].

2.1 Definicoes e Resultados

Nesta secao, apresentaremos os principais resultados que fundamentam a teoria de Du-

bovitskii e Milyutin.

Definicao 2.1.1. Dizemos que um vetor h é uma direcao de descida do funcional J(.)
no ponto xo se ewiste uma vizinhanca U de h, €g > 0 e um numero estritamente negativo

a = a(J,xg, h) tal que, para todo € € (0,¢y) e qualquer h € U,
J(zo + €h) < J(x0) + €.

Definicao 2.1.2. Dizemos que um funcional J(.) é regularmente de descida em x, se

suas direcoes de descida em xqo formam um conjunto convexo.

Definicao 2.1.3. Sendo Q); dado por restricoes de desigualdade, dizemos que o vetor h é

uma direcao factivel para (); no ponto xg € Q; se existe uma vizinhanca U de h e ¢g > 0
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tal que, para todo € € (0,¢) e qualquer h € U, os vetores
zo+€eh € Q;.

Definicao 2.1.4. Dizemos que uma restricao de desigualdade Q); € regular no ponto xy € Q;

se o conjunto das direcoes factiveis a QQ; em xy € convexo.

Observacao 2.1.5. Se ); for dado por restricao de igualdade, entao a definicao anterior

nao faz sentido. Neste caso, precisamos de uma outra definicdo para as direcoes factiveis.

Definicao 2.1.6. Dizemos que h é um vetor tangente unilateral ou simplesmente direcao
tangente a Q; no ponto xy € Q; se existe €y > 0 tal que, para qualquer € € (0, ¢y) existe um
ponto z(€) € Q; tal que

1
z(e) =x9+eh+1(e) e Er(e) eU,

para qualquer € > 0 suficientemente pequeno e qualquer vizinhanca U de zero, ou equivalen-

temente

l(e)]| = ofe).

Definicao 2.1.7. Uma restricao de iqualdade QQ; € regular no ponto xy se o conjunto de

suas direcoes tangentes a Q; em xqg € convexo.

Observacao 2.1.8. Quando o conjunto das direcoes tangentes € um subespaco vetorial ele

¢ chamado espago tangente.

Definicao 2.1.9. Dizemos que um conjunto K é um cone com vértice em zero se Ax € K

para qualquer A >0 ex € K.

Proposicao 2.1.10. (i) As dire¢ées de descida geram um cone aberto com vértice em zero.
(it) As diregies factiveis geram um cone aberto com vértice em zero.
(ii2) As direcoes tangentes geram um cone com vértice em zero.

Definicao 2.1.11. Se K € um cone em X, seu cone dual denotado por K* é dado por

K*={p € X'/o(x) >0 para todo x € K}.
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Observacao 2.1.12. O uso da notacdo K* para o cone dual nao parece adequado, pois se
K = X, entio K* = {0} # X* (X* € o dual algébrico de X ). Contudo, isto é usual na

literatura, nao devendo, portanto, causar confusdo.

Agora apresentaremos o resultado principal desta seccao. Mais antes, enunciaremos al-
guns resultados auxiliares, sem demonstracao, que serao uteis para provar o teorema de
Dubovitskii e Milyutin. Queremos deixar claro que todos esses resultados foram retirados

de Girsanov [10], e resolvemos demonstré-lo neste trabalho por uma questao didética.

Definicao 2.1.13. Sejam A e B dois conjuntos de X. Dizemos que um funcional linear e
continuo f : X — R, nao-nulo separa A e B, se existe um nimero real « tal que, f(x) > «,
Ve e Ae f(z) <a, Vo e B. O hiperplano fechado H = {x|f(x) = a} € entdo chamado de

hiperplano separador para A e B.

Lema 2.1.14. Quaisquer dois conjuntos convexos disjuntos, com um deles contendo um

ponto interior sao separados.

Lema 2.1.15. Seja K um cone com vértice em xg e f um funcional linear tal que, f(r) > «

Vo € K. Entdo, f(z) > f(zo) Vo € K.

Lema 2.1.16. Sejam K, K, ..., K,, cones abertos e convezxos tais que, mKi # (0. Entao,

i=1
n n
* *
(&) =D K.
i=1 1=1
Lema 2.1.17. Sejam Ky, Ko, ..., K,,, K, 1 cones converos com vértices em zero, tais que
n+1
K, Ko, ..., K, sao abertos. Entao, ﬂ K; = 0 se, e somente se, existem funcionais lineares
i=1
e continuos f; € K}, i =1,...,n+ 1, nem todos nulos, tais que

f1 ++fn+fn+1 = 0

n+1 n

Demonstracao: Suponhamos que ﬂ K; = (). Agora, suponhamos que ﬂ K; =K #10),
i=1 i=1

logo, K,+1 N K = (. Como K é um aberto, podemos aplicar o Lema de separagao 2.1.14

junto com o Lema 2.1.15, para garantir que existe f € X', f # 0 tal que f(z) > 0 para todo
r € K e f(x) <0 para todo z € K, ;1.
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n

Agora, pelo Lema 2.1.16 e o fato que f € K* = (mKi)*’ vem

i=1

f= Zf,, fie K i=1,..,n

Seja fn—i—l = _.fa entao fn-i—l €K n+17 fn-i—l 7& 0e
fl++fn+.fn+l = 0.

Mas, por outro lado se mKi = (), existe 1 < s < n tal que K = mKi # (), com

i=1 i=1
s+1

m K; = . Agora, aplicando o resultado ja provado (com n substituido por s), obtemos

i=1

funcionais f; € K/, i=1,...,s+ 1, fo41 # 0, tais que

f1+---+fs+fs+1:0-

Tomando fs1o = ... = f,41 = 0, obtemos os funcionais requeridos fi, fo, ..., fna1-
Agora, provaremos a reciproca. Suponhamos que existem f; € K/, i =1,2,...,n+1, nao

todos nulos tais que

.fl + .. +fn + fn-i—l = 0.
n+1
Suponhamos por redugao ao absurdo que m K; # (. Logo, existe 19 € K;, i = 1,....,n + 1,
i=1
ao mesmo tempo, existe 1 < j < n tal que o funcional f; # 0 ( pois caso contréario teriamos

fi=0,47=1,...,n e portanto, f,4; = — Zfi = 0, mais isso contradiz a hipdtese), entao
i=1
fi(xo) > 0 (pois K; é aberto). Assim, vem

0= (fi+ ..+ fu+ fas1) (o) = fij(x0) >0,

n+1
o que é um absurdo. Portanto, ﬂ K; = 0. [ ]
i=1
Teorema 2.1.18. (Dubovitskii e Milyutin) Suponha que J(.) assume um minimo local em
n+1
Q= m Qi no ponto xg, J € reqularmente de descida em xq, com direcoes de descida Ky,

Qi i = 1,...,n, € reqular em xq, com diregoes factiveis K;,i = 1,...n, e Qny1 € reqular em
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xo, com direcoes tangentes K, 1. Entao existem funcionais lineares continuos f; € K1 =

0,...,n+ 1, nao simultaneamente nulos, tais que

fot+ fit ..t fut fuyz1=0.

Demonstracao: Primeiro, provaremos que uma condigao necessaria para o funcional

ter um minimo em xg é
n+1

() Ki=0, (2.2)
i=1
ou seja, nenhuma direcao de descida do funcional J pode ser factivel para todas as restrigoes.
Suponhamos que (2.2) seja falso, entao existe h € K;, i = 1,...,n+ 1. Pela defini¢ao dos K,

1 =1,...,n, existe uma vizinhanga U do vetor h tal que, quando 0 < € < ¢y, qualquer vetor
n

da forma xy + eh, com h € U, estd em m Q; e satisfaz a desigualdade
i=1

J(zo + €h) < J(x0) + €,

onde o = a(J, g, h) é uma constante estritamente negativa.
Agora, considere o vetor z(e) = xy + €h + r(€) € @11, como na definicao de dire¢oes
tangentes, e seja €, tal que 1r(e) € U — h, ou seja, h(€) = h+ 1r(e) € U, para 0 < € < €.

Entao, quando 0 < € < min(eg, €;), vem
x(€) = zo + €h(e) € ﬂ Qi N Q1.
i=1

Em outras palavras, esses vetores satisfazem todas as restricoes. Mas eles também satisfazem

a desigualdade dada por
J(x + eh(e)) < J(x0) + ea < J(x0),

o que contradiz a hipdtese que zy é um ponto de minimo. Assim, segue (2.2).
Agora, por definicao Ky, K1, ..., K,, sdo cones abertos convexos e K, 1 é um cone convexo.

Aplicando o Lema 2.1.17, segue o resultado desejado. [ ]

Observacao 2.1.19. Seque do teorema de Dubovitskii e Milyutin que se desejarmos determi-
nar as condi¢oes necessdrias para um ponto extremo em algum problema especifico, devemos

resolver os sequintes problemas:
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1- Determinar as Diregoes de Descida do Funcional,
2- Determinar as Direcoes Factiveis,
3- Determinar as Direcoes Tangentes,

4- Construir os Cones Duais.

Essas questoes sao o conteudo das proximas secoes.

2.2 Calculo Explicito dos Cones

Iniciaremos esta secao apresentando algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados
para a construcao dos cones desejados. Em seguida, abordaremos de forma detalhada os

itens enunciados na Observacao 2.1.19.

2.2.1 Algumas Ferramentas do Calculo Diferencial

Uma boa referéncia para os resultados desta se¢ao é Alexéev, Tikhomirov e Fomine [2],
§ 2.2, Cap. II. Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados, U uma vizinhanga de um

ponto g em X e F' uma aplicagao de U em Y.

Definicao 2.2.1. Dizemos que F' tem uma derivada direcional no ponto xy na direcao

h, se o limite
lim F(xo+ €h) — F(xo)

e—0t €

existe. Denotaremos por F'(xg, h).

Definicao 2.2.2. Suponhamos que para todo h € X a deriwada F'(xg,h) na dire¢io h
exista. A aplica¢ao 04 F (xo,.) : X — Y definida por 6. F(xg,h) = F'(x¢, h) € denominada a

primeira variacao da aplicacao F' no ponto x.

Definicao 2.2.3. Suponhamos que F' possui uma primeira variacdo no ponto xy e que existe
um operador linear continuo A € L(X,Y) tal que . F(xo,h) = Ah. Entao o operador A
¢ denominado a derivada de Gateaux da aplicacio F no ponto xy e denotamos por

VgF(SL’O).
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Assim, Vg F(xg) é um elemento de L(X,Y) tal que para cada h € X temos a relagao
F(zg+€h) = F(xg) + eVaF(xo)h + o(e),
quando € — 0T,

Definicao 2.2.4. Dizemos que o operador F' é Fréchet-diferencidvel em xq se, em uma

vizinhanca de xq, ele pode ser representado sob a forma
F(xog+h) = F(xo) + Ah + o(h) |||

onde A€ L(X,Y) e

Jim fla(k)] = la(0)]| = 0.

O operador A é chamado derivada de Fréchet (ou simplesmente derivada) da aplica¢ao F

no ponto xy e é denotado por F'(xg).

Definicao 2.2.5. Dizemos que um operador F' : X — Y ¢ estritamente diferencidvel
em xqo se existe A € L(X,Y) tal que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que para todos x1, T3

verificando ||z1 — zo|| < 9, ||x2 — zo|| < 6§, temos a sequinte desigualdade
[F(21) = F(x2) = Alzy — zo)|| < €eflzy — 22

Definicao 2.2.6. Dizemos que o operador F : U C X — Y definido sobre um aberto U é
de classe C'(U) se ele possui uma derivada em cada ponto v € U e a aplicagdo x — F'(x)

€ continua.
Observagao 2.2.7. As sequintes conclusoes sao satisfeitas:

(i) Se F' é Fréchet-diferencidvel em xq, entao F € Gateauz-diferencidvel em xy e F'(xg) =

VGF(SL’O).

(it) Se F ¢é estritamente diferencidvel em xy, entio F é Fréchet-diferencidvel em xq e

A = F'(zp).

(ii) Se F' é estritamente diferencidvel em xg, entdo existe uma vizinhanga de xo onde F' é

continua, de fato, € Lipschitz continua.
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(iv) F pode ser Fréchet-diferencidvel em xo e ndo ser estritamente diferencidvel em xq.

Considere por exemplo, F' : R — R definida por

22 sexeQ

F(r) =
0 sexel

F € Fréchet-diferencidvel em xq = 0, mas ndao € estritamente diferencidvel, pois F so

¢ continua em xg = 0.
(v) Se F é de classe C*, entao ela é estritamente diferencidvel.

O proximo resultado, que enunciaremos na forma de um lema, foi retirado de Alexéev,
Tikhomirov e Fomine [2]. Este resultado serd de grande importancia para caracterizar os
cones de direcoes tangentes. Usaremos a notacao Y’ para o espaco dos funcionais lineares e

continuos definidos em Y (dual topoldgico de V).

Lema 2.2.8. Sejam X e Y dois espacos normados, U C X. Se F : U — Y € Gateauz-

diferencidvel em cada ponto x € U e a aplicagao definida por
x+— VaF(z)
¢ continua em xo (na topologia de L(X,Y)), entdo F' ¢é estritamente diferencidvel em x.
Demontracao: A demonstracao deste lema serda dada em trés etapas:

1* Etapa: (Teorema do Valor Médio) Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados e
U C X um subconjuno aberto contendo o segmento [a,b]. Se a fungdo F': X — Y é

diferencidvel segundo Gateaux em cada ponto x € [a, b], entdo

|1F(a) = F(b)|| < sup [[VaF(c)|[[b—al. (2.3)

c€la,b]

Demontragao: Escolhemos arbitrariamente yo € Y’ e difinimos a funcao

o(t) =< yo, Fla+t(b—a)) >
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em cada ponto do segmento [0,1]. Esta fun¢do possui uma derivada a direita e uma

derivada a esquerda

¢ (1) = 11{% ot — 6_)6_ P(t)
_ oy St Flat(t—ob—a) > - <y Flat+tb—a) >
e\.0 —€
i S vo, Fla+ (t —€)(b—a)) — F(a+t(b—a)) >
e\0 i

Fla+tb—a)—eb—a)) — F(a+t(b—a)) -
= — <o, VaF(a+t(b—a))[-(b—a)>

= —< li
?/0,61{%

= <o, VeF(a+t(b—a))b—a]>.

De maneira analoga

o) i 202 =000

lim ; =<1, VaF(a+t(b—a))[b—a] >.

Logo, ¢’ (t) = ¢'(t), e assim a funcdo ¢(t) é diferencidvel (no sentido classico) em
[0, 1]; logo ésta é continua em tal intervalo. Aplicando o teorema do valor médio na

reta, existe um 6 € (0, 1) tal que
< yo, F(a) — F(b) >= ¢(1) — ¢(0) = ¢'(0) =< yo, VeI (a +0(b—a))[b —a] > .

Agora, segue de um corolédrio do teorema de Hahn-Banach que para cada y € Y existe
um funcional linear e continuo yy € Y’ verificando ||y]| =1 ¢ < yo,y >= |ly]|. Com
isso, escolha um tal funcional yy para o elemento y = F(b) — F'(a). Assim, obtemos
[F () — F(a)l = <o, F(b) — F(a) >
= <yo,VeF(a+0(b—a))b—al >
< AwolllVeF(a+6(b = a)lllb — al
< sup [[VaF(o)[lllb —al-

c€la,b
22 Etapa: Suponhamos que valem as hipdteses do teorema do valor médio e tome A €

L(X,Y). Entao

I1F(b) = F(a) = A(b— a)|| < sup [[VaF(c) = Afl[|b— al|. (2.4)

c€la,b
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Demonstracao: Aplique o teorema do valor médio com a funcao g(x) = F(z) — A(z).

3? Etapa: Demonstracao do Lema 2.2.8.

Dado € > 0, existe um 6 > 0 tal que

|IVaF(x) = VaF(x)] <€, quando ||z — x| <. (2.5)

Se ||z1 — zo|| < § e ||x2 — xo|| < I, entdo para todo

r=x1 +t(xg —x1) € [17,25], 0 <t <,

|z — 2ol = |1 +t(z2 — 21) — 20|
= HLIZ‘l + t(ﬂ?g — 1’1) — tl’o — (1 — t)l’o“
= |[[t(w2 —20) + (1 — 1) (21 — 20)||

tllwy — wol| + (1 —t)[|z1 — 20|

IN

< to+(1—t)=6.

Por (2.5),
|IVaF (z) — VaF (z0)] < e.

Agora, aplicando a segunda etapa para A = Vg F (), obtemos

|F(z2) = F(21) = VaF (zo)(w2 —x)|| < sup [[VaF(x) = VaF (zo)]lllx2 — a1l

z€[x1,22]

< ellwy — 24|

E isto implica a diferenciabilidade estrita de F' no ponto xg.

2.2.2 Direcoes de Descida

Os proximos dois resultados podem ser encontrados em Girsanov [10], pp. 45 e 48.
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Teorema 2.2.9. Seja X um espago de Banach. Suponha que o funcional J(.) satisfaz
uma condi¢cao de Lipschitz em uma vizinhanca do ponto xg € X e que é direcionalmente
diferencidvel em xy em qualquer dire¢ao h. Se J'(xg,h) € convexa como fun¢ao de h, entdo

J(.) € reqularmente de descida em xq e seu cone de diregoes de descida Ko vem dado por
Koy ={h € X tal que J'(z9,h) < 0}.
Corolario 2.2.10. Seja X um espaco de Banach.

(i) Se J(.) € um funcional convexo continuo, entdo J(.) € diferencidvel em qualquer ponto

e em qualquer diregdo, J(.) € reqularmente de descida em qualquer ponto e

Koy ={h € X tal que J'(z9,h) < 0}.

(3t) Se J(.) € Fréchet-diferencidvel, entao J(.) € reqularmente de descida em qualquer ponto
e

Ko ={h € X tal que (J'(xg),h) <0}.

2.2.3 Direcoes Factiveis ou Admissiveis

Seja () uma restricao de desigualdade e K, seu cone de direcoes factiveis. Observamos
que os “pontos interessantes” sao os da fronteira de ). Além disso, admitiremos que
possui pontos interiores pois, caso contrario, K, = (.

Trataremos o caso onde @) é definido por um funcional F'(x), isto é,
Q ={x € X tal que F(x) < F(x0)}.
Se F'(z) é continuo podemos estudar o caso mais geral
Q ={x € X tal que F(x) < A\, X\ # F(x0)}.
Aqui o cone de diregdes de descida do funcional F(.) no ponto zg serda denotado por Kj.

Observacao 2.2.11. Observamos que sempre se verifica Kq C K,. A questdo que se coloca

é: qunado K, C K4?. Para isto, temos o sequinte resultado:
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Teorema 2.2.12. Suponha que F(.) é direcionalmente diferencidvel em xo em qualquer

diregio. Se existe h tal que F'(xq,h) < 0, entdo
K, C {h € X tal que F'(xq,h) < 0}.

Observagao 2.2.13. Observe que a condi¢ao F’(mo,ﬁ) < 0 para algum h € equivalente a
dizer que Kq# ().

Corolario 2.2.14. Suponha que qualquer uma das condigoes abaixo seja satisfeita

(i) X € um espaco de Banach, F(.) satisfaz uma condi¢io de Lipschitz numa vizinhanga do
ponto xg € X e é direcionalmente diferencidvel em xy em qualquer dire¢ao h, F'(xq, h)

é convera como funcdo de h e existe h tal que F'(xq, fz) < 0;
(it) F(.) € um funcional convexo continuo e existe T tal que F (%) < F(xo);

(iit) F(.) € Fréchet-diferencidvel em xo e F'(xq) # 0.
Entao
K,=Ky={h € X tal que F'(xq,h) < 0}.

Proposicao 2.2.15. Se Q € um conjunto convexo, seu cone de direcoes factiveis no ponto

o € dado por
K, ={he X/h=XNx—x),x € intQ, A >0}

= {A(int@Q — xo) /X > 0}.
2.2.4 Direcoes Tangentes
O resultado a seguir pode ser encontrado em Alexéev, Tikhomirov e Fomine [2], p. 167.

Teorema 2.2.16. (Lyusternick) Sejam X, Z espacgos e Banach, U uma vizinhan¢a do ponto
x9g € X, P:U — Z tal que P(x9) = 0. Se P € estritamente diferencidvel no ponto xy e

P'(x0)X = Z (P'(x¢) € um epimorfismo), entdo o conjunto
Q= {zeX/P(x) =0}
tem no ponto xg um espaco tangente

T,,(Q) = KerP'(zo) = {h € X/P'(x)h = 0}.
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Observacao 2.2.17. Observamos que o teorema de Lyusternik é uma ferramenta poderosa
para se obter o cone de direcoes tangentes, o qual € feito, basicamente pelo calculo da derivada
estrita do funcional associado. Porém, nao € possivel utilizd-lo no caso em que o operador
associado nao € estritamente diferencidvel, ou quando a sua derivada nao € sobrejetora. Na
pratica, a dificuldade se concentra na condi¢ao de sobrejetividade do operador derivada pois,

muitas vezes a condi¢cao de o operador ser estritamente diferencidvel vem do Lema 2.2.8.

2.3 Calculo dos Cones Duais

Teorema 2.3.1. Suponha que o cone K € um subespaco vetorial de um espago normado X .
Entao
K* ={p e X' tal que p(x) =0,V z € K}.

Teorema 2.3.2. Seja p € X',

K, ={z € X tal que p(z) = 0},
Ky ={z € X tal que p(x) >0
K3 ={z € X tal que p(x) >0

Entao
K; ={Xp tal que —oo < A < o0},
Ky  ={\ptal que 0 < X < o0},
X* se =0,
K: - i
K5 se ¢ #0.

Definicao 2.3.3. Um funcional suporte para um subconjunto A C X em xqg € A € uma

forma linear continua p € X' nao nula tal que
o(z) > p(xg) para todo x € A.

Sejam Q C X,xy € @, K, o cone de direcoes factiveis para ) em xg, K1 o cone das
direcos tangentes a () em xg e Q* o cone dos funcionais lineares suportes para () em xg, isto
é,

Q" ={p € X" tal que p(x) > p(xy),V z € Q}.
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Teorema 2.3.4. Se () é um convezo fechado, entao
K;=@Q".

Se, além disso, intQ # (), entdo
K* = Q.



CAPITULO 3

Problema de Controle Otimo Sem

Restricao no Controle

Neste capitulo, trataremos do problema de controle 6timo sobre uma equagao diferencial
parcial linear que modela um problema matematico de controle de populagao de mosquitos.
Nossa abordagem consiste em transformar o problema de controle em um problema de
otimizacao abstrato, para, em seguida, mostrar a existéncia de solugao 6tima e as condicoes

necessarias de otimalidade via o formalismo de Dubovistskii e Milyutin.

3.1 Formulacao Matematica do Problema

Ao longo deste capitulo consideraremos €2 um aberto limitado do R?, com fronteira O

pelo menos de classe C3 e uma constante 0 < T < +00.

Definicao 3.1.1. Ao longo deste capitulo denotaremos o conjunto dos controles admissiveis

por
A={y € (H(0,T7))* ~(0)=0}, (3.1)

31
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o subespaco fechado de (H(0,T))?, com a topologia induzida pela norma definida por

1
T 2
[ ( / \7’(t)\2dt) . (3.2)

Observacgao 3.1.2. Na definicio anterior a expressao dada por (3.2) é de fato uma norma

pois, para cada curva vy € A temos que v(0) = 0.

Consideremos o funcional J : A x Wy (Q) — R definido por

T T T
Ty ) = o / Iy (1) 2dt + / ()Pt + i / / (e, t)*dzdt,  (3.3)
0 0 0 Q

onde g > 0,11 > 0, uy > 0 sdo constantes, v é o controle que atua na equagao e u(x,t) é o
estado tomado como solugao da seguinte equacao diferencial parcial que governa a populagao

de mosquitos:

Owu(x,t) — aAu(x,t) = a(z, t) u(z,t) — bk(z — y(t))u(z,t) em Q= x (0,77,
(0/0n)(u) =0 em S =00 x (0,T], (3.4)
u(z,0) = ug(x) em S

Temos as seguintes hip6teses sobre os coeficientes da equagao (3.4): « e b sdo constantes
positivas e a € L*(Q), com s > 2.

O problema de controle 6timo que estudaremos neste capitulo é o de encontrar uma par
(v, u*) € A x WyH(Q) tal que, (v*,u*) seja um minimo do funcional (3.3) sujeito a (3.4).

A seguir, apresentaremos os teoremas que justificam a existéncia e unicidade de solugao
das equagoes de estado e co-estado. As demonstragoes dos mesmos seguem diretamente da

Proposigao 1.1.11, no caso em que g = 2 (veja Capitulo 1, p. 12).

Teorema 3.1.3. Dadas as fungoes k € CH(Q,R) tal que 0 < k() < 1, ug € HY(Q) e
v € (HY0,7))% Além disso, « > 0 e b > 0 sdo constantes, a € L*(Q), com s > 2 ¢
Q é um dominio limitado com fronteira 092 de classe C?. Entdo existe uma inica solucdo

uw e Wy Q) da equagio (3.4) satisfazendo a sequinte estimativa

[ullyz1g) < Milluoll (e

com Ml uma constante que depende apenas de T, o, ||al| sy, b e §2.
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O seguinte teorema justifica a existéncia e unicidade de solugao para a equagao de co-

estado.

Teorema 3.1.4. Sob as mesmas hipdteses do Teorema 3.1.3, sendo 8 € (H'(0,T))* e

v € L*(Q) dadas, existe uma unica solu¢io p € Wi (Q) para a equagdo

—O)p—alAp=ap—>bk(x—F)p—v em Q=Q x (0,77,
(0/0n)(p) =0 em S =002 x(0,7T], (3.5)
p(T)=0 em Q.

Além disso, vale a sequinte estimativa

Ipllwz1 ) < Mallv]lz2@)

com My wma constante que depende apenas de T', o, ||a|| ps(q), b e §2.

3.2 Formulacao Como Problema de Otimizacao e

Resultados

O problema de controle anunciado anteriormente pode ser equivalentemente representado

pelo problema de otimizacao definido por

min J(v,u), 3.6
min, (7, u) (3.6)

onde U,y ¢é definido a seguir.

Definigao 3.2.1. Firado ug € H' (), o conjunto admissivel Uyq € dado por uma restri¢io

de igualdade definida por
Usa = {(v,u) € Ax W3 (Q); M(y,u) = 0},

com M : Ax WyHQ) — L*(Q) x HY(Q), o operador definido de tal forma que M(vy,u) =
(¥, @), se (1, ) satisfaz a equagdo definida por
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Owu(z,t) — alAu(z,t) —au(z,t) + bk(x — y(t))u(z,t) =9 em Q= Q x (0,77,
(0/0n)(u) =0 em S =090 x (0,71, (3.7)
u(x,0) —ug(x) =9 em Q.
Definicao 3.2.2. (v,u) € Uyq ¢é chamado uma solugao dtima (local) de (3.6), se existir
€ > 0 tal que

J(v,u) < J(B,v),

para todo (B,v) € Uy satisfazendo

15— 7‘|(H1(07T))2 + v — u||W22’1(Q) < e
Precisaremos do seguinte resultado técnico.

Lema 3.2.3. Dadas v € (C([0,T]))* e k € Co(R%,R). Consideremos a func¢io K : R? x
[0,7] — R definida por K(z,t) := k(x — ~(t)). Entdo, K é uma fun¢do continua de su-
porte compacto e se (7,)°%, é uma sequéncia em (C([0,T)))? tal que v, — v fortemente
em (C([0,T]))?. FEntdo, seque que K,(x,t) = k(x — v,(t)) converge uniformemente para
K(z,t) == k(x —~(t)) em R? x [0, T].

Demonstragao: Como k é uma funco continua de suporte compacto, existe R > 0 tal

que ||z|| < R, sempre que x € supp(k), ou seja,
supp(k) € B(0, R).

Notemos que supp(k) — Im(y) = {x — y(t);x € supp(k) e v(t) € Im(y), 0 <t < T} é
um compacto de R%. Agora, denotemos K (z,t) := k(x —~(t)), a qual é uma fungao continua
pois, é a composta de fungoes continuas.

Como ([0, T]) é compacto, existe ty € [0, 7] tal que |y(t)| < |y(ty)|, para todo t € [0,T].
Entéao, para cada t € [0, 7], vem

supp(k) —7(t) € B(y(t), R + 2]4(to)| + 1),
pois, se x € supp(k)

lz =~(t) =2(@®)l = llz = 2Ol < lll| + 2llv ()] < B+ 2]y(to)| < B+ 2|y(to)| + L.
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Agora, se © ¢ B((t), R+ 2|v(to)| + 1),
|z —y(t)| > R+2|y(to)] + 1 > R,

logo, © — 7(t) ¢ supp(k), ou seja, k(x — ~(t)) = 0. Portanto, K (x,t) = 0.

Assim, concluimos que para cada t € [0, 7], vem
supp(K(.,1)) € B(y(t), R+ 2/y(to)| +1).

E mais,

supp(k) —(10,T]) | BO/(1), B+ 20n(to)| + 1).

te[0,7
Portanto, existe m tal que

m

supp(k) — (0, T]) € [ B(y(tx), R+ 2[5(to)| + 1) C B[0, Ny].

k=1

Assim, supp(K) C B[0, N1] x [0,T]. Isso mostra que K tem suporte compacto.

Agora, suponhamos que exista (7,) uma sequéncia de (H'(0,7))?* tal que v, — 7 em
(H'(0,7))% Em particular, K, (x,t) = k(z — v,(t)) é uma sequéncia de fungoes continuas e
para cada n, ¥,([0, T']) é um subconjunto compacto de R%. Logo, existe R tal que 7, ([0, T]) C
B0, R}, para todo n, pois (7,) é uma sequéncia limitada. Assim, supp(k) — B[0, R] é um
subconjunto compacto de R? e para cada y € B0, R]

supp(k) —y C By, R+ 2R +1).
Logo,

supp(k) = B[0,R] c | ] B(y,R+2R+1).

yeB[0,R)
Portanto, existe [ tal que

l
supp(k) — B[0, R] C | ] By, R+ 2R+ 1) C B[0, Ny,
k=1

Assim, supp(K,) C B[0, N3] x [0,T], para cada n € N.
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Por continuidade, para cada (z,t) € R? x [0,T], a sequéncia (K,(z,t))°2, converge
pontualmente para K(z,t). Segue dos resultados anteriores que, dado € > 0 existe ng e

(2o, t0) € B[O, N] x [0,T], com N = max{Ny, Na}, tal que

K, — K| = sup [Ky(z,t) — K(z,1)]
z€R?,t€[0,T)

= sup |Kn($7t) —K(LIZ‘,T,>|

z€B[0,N],t€[0,T]
- |Kn(x07 tO) - K($0,t0)| <€,

para todo n > ng. Assim, K,, — K uniformemente. n

Observagao 3.2.4. O resultado do Lema 3.2.3 ainda continua vdlido substituindo (C([0, T]))?
por (H'(0,T))? e a demonstragdo ocorre de maneira andloga, visto que, a imersao H*(0,T) —

C([0,T)) € continua.

3.2.1 Existéncia de Controle Otimo

Nesta sec¢ao, provaremos que o Problema (3.6) tem solugao. Para isso, tomaremos uma
sequéncia minimizante ((7,,u,))52; associada ao Problema (3.6) e, aplicando alguns re-
sultados auxiliares descritos no Capitulo 1, mostraremos que essa sequéncia admite uma
subsequéncia convergente para um limite (7*,u*) que serd uma solugao 6tima do Problema

(3.6).
Teorema 3.2.5. Sob as hipdteses do Teorema 3.1.83, o Problema (3.6) possui uma solug¢ao.

Demonstragao: Primeiramente vamos provar que U,q # 0.
De fato, dado £ € A, segue do Teorema 3.1.3 a existéncia de uma tnica solucao z €

W22’1(Q) para a equacao (3.4), em particular M(£,z) =0e
T T T
&) = s [ NeOPd+ [ @R [ [P 39
0 0 0o Ja
Agora, tomando C' = max{pg, f1, to} > 0, obtemos

J(&,2) < CUIElIGm oy + 12l72()) < oo

Logo, (&, 2) € Uyg. Assim Uy # 1.
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Consideremos agora uma sequéncia (Y, )52 C Uaq tal que

lim J(y,u,) = inf  J(v,u),

n—00 (’Yvu)euad
isto é, uma sequéncia minimizante.

Logo, existe uma constante Cy > 0 tal que
0 S J(’Ynaun) S 007

para todo n € N. Portanto, segue da defini¢ao de J(.,.) que

T T T
T (s ) = 110 / (D)2t + 0 / o (OPdt + o / / (i, £) Pdadt < Co
0 0 0 Q

para cada n € N. Assim, concluimos que

Co
||7n||?H1(0,T))2 < E (3.9)

para cada n € N.
Por outro lado, como a imersao H'(0,T) < C([0,T]) é continua e compacta e H'(0,T)
é reflexivo, existe v* € (H'(0,7T))? e uma subsequéncia, que continuaremos denotando por
(Yn)nzy, tal que
Y — 7* fortemente em (C([0,7T7]))?

Y — 7" fracamente em (H'(0,7))%

Além disso, para cada n € N, (v,,u,) € Uyq, em particular M(v,,u,) = 0. Também

segue do Teorema 3.1.3 que existe uma constante Cy > 0 tal que

[lunlly21q) < Co,

para cada n € N.
Agora, aplicando o resultado de imersao dado pela Observacao 1.1.7 obtemos que, a

imersao W5 (Q) — L*(Q) é compacta e mais, da reflexividade de W, (Q), podemos extrair

[eS)
n=1

uma subsequéncia, que continuaremos denotando por (uy,) tal que

u, — u* fracamente em W, (Q); (3.10)
u, — u* fortemente em L*(Q). '
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Temos que v* € A, pois para cadan € N, 7,(0) =0 e v, — v* em (C([0,7]))?. Logo,
77(0) = 0.
Provemos agora que M(y*,u*) = 0. Sabemos que para cada n € N, M(v,,u,) = 0, ou
seja,
Oty (2, 1) — aluy(z,t) = a(x, t) up(x,t) — bk(x — v, (t))un(z,t) em Q = Q x (0,77,
(0/0n)(uy) =0 em S =00 x (0,7T],
un(x,0) = ug(x) em S
Agora, como a sequéncia (u,)>>, é limitada em W;"'(Q), resulta que
[tnllL2(q) + |1 Datinll 2(@) + 1 D3tnll12(@) + 10stnll 2y < Co
Logo, obtemos que
Oy, 6 limitada em L%(0,T; L*(Q)),
Au, ¢ limitada em L*(0,T; L*()).

Agora, da reflexividade de L?(0, T; L*(Q)), junto com a compacidade da imersao W3 (Q) —

[e.e]

L*(0,T; L*(9)), podemos extrair uma subsequéncia, que continuaremos denotando por (u,,)S ;,

tal que
Osun, — uy fracamente em L2(0,T; L*(Q)),
Au,, — uy fracamente em L*(0,T; L*(Q)),
u, — u* fortemente em L2(0,T;L?*(Q)).
Dai, usando as seguintes imersoes:
L20,T; LH(Q)) = (L(0,T; L(Q)) — H™(0,T; L*(%)) — D0, T; LH())
e também como u, — u* fortemente em L?(0,T; L?(€2)), segue que
u, — u* em D'(0,T;L*(Q)).
Logo, aplicando a teoria de distribuicao, vem

Oy, — Ot em D'(0,T; L*(R)),
Au, — Au* em D'(0,T; L*()).
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Mas, da unicidade dos limites obtemos que
w; = ot e uy = Au’.

Assim, concluimos que
u, — u* fortemente em L2(0,T;L?*(Q)),
Oy, — Oyu* fracamente em L%(0,T; L*(12)),
Au, — Au* fracamente em L*(0,T; L*(Q2)).

Agora provemos que
E(x — yn)tun — k(z —y*)u*  fracamente em L*(0,T; L*(1)).

Pelo teorema de representacao de Riesz é suficiente provar que

/ / T — Y () up(z, t)(x, t)dxdt —>/ / T — u*(x, t)p(x, t)dzdt,

para todo p € L?(0,T; L*(?)) pois, L*(0,T; L*()) é um espago de Hilbert.

Assim, consideremos a sequéncia de funcoes, Kn(., ) : R? x [0,7] — R definidas por

K, (z,t) == k(x — v,(1)).
Segue do Lema 3.2.3 que a sequéncia K, converge uniformemente para K, ou seja, dado
e > 0, exite ng tal que
sup |kn(z —ya(t)) — k(z — 7" (1)) <e,
z€R2,t€[0,T]
para todo n > ng. Logo,

| /Q k(= o (8) (2, ) o, )t — / k(r — 7 (6)u* (x, ) (e, ) dud]

Q
< / k(2 = Y (8))un(z, )p (2, t) = k(x = 7" (1) Jun(z, t)p (2, t)|drdt
Q

+/ k(z = 7" (0))un(z, )p(z, ) = k(z = 7" ()u" (2, )p(z, t)|dwdt
Q

< sup kn(z = (1)) — K(z —77(0))] /Q |un(, ) p(, 1) |dwdt

z€R2,t€[0,T]

+ sup Ik(af—v*(t))I/QIUn(x,t)—U*(fv7t)||s0(9xt)|dxdt

z€R?,t€(0,T)

< sup k(@ — (1) — k(@ — " (O))llunl 2@l el 2@
z€R2,t€[0,T]

+  sup  [k(z =7 (1) lun — v 2 el 2(@)
z€R2,t€[0,T]
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e o resultado segue tomando o limite em n pois, u, converge fortemente para u* em L?*(Q)

e consequentemente ||uy||12(g) ¢ limitada. Assim, concluimos que
k(x — yp)up — k(x —y")u*  fracamente em L*(0,T; L*(2)).
Agora, consideremos a equacao definida por
Orun(x,t) — aluy(x,t) = a(z, t) uy(z, t) — bk(z — Y (b)) un(z, t). (3.11)
Resulta dos limites obtidos anteriormente que
o (z,t) — alAu*(z,t) = a(z, t) u*(x,t) — bk(x —~v*(t))u*(z, 1),

mediante a passagem ao limite fracamente em L?(0,T; L*(£2)) na equagao (3.11).
Agora, provemos que (9/0)(u*) =0 em S = 9Q x (0,T7.
Definamos
() = rest|y : L*(0,T; H¥()) — L*(0, T; H*"2(89)),
o operador traco dado pelo Teorema 1.1.9, com % <s<l1.
Temos que a sequéncia (u,)2>,; é limitada em W, (Q). Logo, (u,)2%, ¢é limitada em

L?(0,T; H*(Q)) pois, usando equivaléncia de normas podemos considerar

D=

||u||W22'1(Q) = (||u||2L2(Q)+||DIUH%Q(Q)+’|D92cu||2L2(Q)+HDtuH%ﬁ(Q))

(/ \u\2dmdt+/ \Dmu\2dxdt+/ |D§u|2dxdt)%
Q Q Q

T T T N
> (/0 ||u(t)||%2(g)dt+/0 ||D:cu(t)||%2(g)dt+/0 IDZu(t)[I720)dt)

~ / () 22 )

= |lullz20,7:m2(0))-

A%

=

Também, (dyu, )52, é limitada em L%(0,T; L*(Q)).
Como
H(Q) — H#(Q) — LX(Q),

I . . . < 3
sdo imersoes continuas para 0 < e < 1, com a imersao H*(Q) — H2™¢(Q) compacta pelo

Teorema 1.1.10. Segue do Lema 1.1.3, a existéncia de uma subsequéncia (u,, )7, tal que

Up, — u* fortemente em L2(0,T; H2t(1)),

k
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consequentemente,
Vi, — Vu* fortemente em L2(0,T; H2(2)).
Portanto, segue da continuidade do operador I' que
(0/9n) (uny)| g = (Vtm, - n)|g — (Vu" - n)| ¢ = (9/0m) (")

em L*(0,T; HY(0Q)) — L*(0,T; L*(09)). Como (8/8n)(uy, )| 4 = 0 para todo k € N. Segue

S

que
(0/0n)(u*) =0 em L*(0,T;L*(0R)).

Agora provemos que u*(x,0) = ug em ).

. P 2,1 :
Como a subsequéncia (uy,, )72, esta limitada em W5 (Q)), temos, em particular, que

(Un, )32, estd limitada em L*(0,7T; H*(Q))

e
(O, )72, estd limitada em L?(0, T; L*(€2)).
Dai, pelo Teorema 1.1.8, com m = 0, vem
Uy, € C([0,T); H*(S2))
e

Orgtz?gp || tn,, (t)||H1(Q) < C(HunkHL?(o,T;H?(Q)) + ||atunk||L2(0,T;L2(Q)))’

para todo k. Logo, (uy, ), é uma sequéncia limitada de L>(0,7T; H'(£2)). Temos ainda,

passando a uma subsequéncia se necessario, que
Oy, — Opu* fracamente em L?(0,T; L*(12)).
Também sabemos que as imersoes
HY(Q) — L*(Q) — L*(Q),

sao continuas, com H'(Q) — L?*(Q2) compacta. Segue do Lema 1.1.3, a existéncia de uma

subsequéncia, que continuaremos denotando por (u,, )72, tal que

Uy, — u* fortemente em C([0,T]; L*(Q)).
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Portanto,

() = 1 (O) 20 < s [, (8) = (B 2,

fazendo o limite quando k — oo, concluimos que

luto — ()2 = 0.

Portanto
u*(0) = up.
Assim, concluimos que u* é solucao de (3.4). Portanto, o ponto (v*, u*) satisfaz M (v*, u*) =
0 e assim obtemos que (v*, u*) € Uyq.

Também temos que o funcional J : A x sz ’1(Q) — R, definido por

J(v,u) = MOHWH%%O,T) + M1H7/||%2(0,T) + M2H“H%2(Q)a

é convexo pois, as funcdes |[.|[72( 7y : L2(0,T) — Ree [[|[72q : L*(Q) — R sdo convexas,
O funcional J é semi-continuo inferiormente pois, é continuo. Como ja provamos que

para uma subsequéncia apropriada
(Y, tn) — (7", u*) fracamente em (H'(0,7))* x L*(Q).
Segue da Proposicao 1.1.12 que

J(v*,u) <liminf J(y,, u,) = inf  J(G,v).
(ﬁ7v)ez’{ad
Mais por outro lado, temos
inf  J(G,v) < J(v*,ub).
o, JBv) < I )

Assim,

J(v,u*) = inf J(G,v),

(B,0)EUqq
0 que demonstra o teorema. ]
Observacao 3.2.6. Recordemos que um espago de Banach real é chamado estritamente
convexo se a fung¢ao norma
z — ||z]]
¢ estritamente convexa. Observamos também que cada espago de Hilbert real € estritamente

convezo ( veja Zeidler [24], Exemplo 5, p.69).



CAP. 3 e Problema de Controle Otimo Sem Restricao no Controle

43

Segue da Observacao 3.2.6 que J : Ax W, (Q) — R é um funcional estritamente convexo

pois,
J(v,u) = M0||7||?L2(0,T))2 + :U1||7,||?L2(0,T))2 + ,U2||U||%2(Q)>

com (L*(0,7))* e L?(Q) espacgos de Hilbert. Notemos que mesmo o funcional J sendo
estritamente convexo, nao podemos garantir de imediato a unicidade do controle, uma vez

que, nosso conjunto admissivel U,y nao é convexo. [

3.2.2 Calculo dos Cones Associados

Antes de provarmos o teorema principal deste capitulo apresentaremos alguns resultados
que serao fundamentais para a aplicacao do formalismo de Dubovitskii e Milyutin.

Primeiramente, vamos verificar que o funcional J : A x W' (Q) — R é Fréchet dife-
rencidvel em cada ponto (v*,u*) e em qualquer diregdo (3,v). Além disso, sua derivada é

definida por

T

T T
J (v, u*)(B,v) = 2u0/ ~* - Bdt + 2,ul/ A BdE + Q,MQ/ / u*vdxdt.
0 o Ja

0

De fato, temos que

T T
T+ Byt +0) — T ) = o / I + BPdt + / I+ Bt
0 0

T
—l—m/ /\u*—i—vﬁd:cdt
0 Ja
T T T
—Mo/ |V*\2df+/~t1/ v |2dt+u2/ /|u*|2dxdt
0 0 o Jo

T
— o [ PPy g oP
0
T ! !
s [P B P
0

T
—l—m/ /\u*|2+2u*v+|v\2dxdt
0o Jo

T T , T
—uo/ |7*|2dt+u1/ " |2dt+u2/ /|u*|2d9§dt.
0 0 0 Q
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Portanto,

T T T
Jv + But +v) = JHut) = 2#0/ v Bdt + 2,u1/ N Bt + 2,u2/ / w vdxdt
0 0 0o Jao

T T T
+uo/ |ﬁ|2dt+u1/ |ﬁ’|2dt+u2/ /|v|2d:rdt.
0 0 0 Q

J(OV + Bu" ) = J(V,u) = T (v, u) (B, v)

T T T
:Mo/ |ﬂ\2dt+,u1/ \ﬂ/\2dt+u2/ /\v|2dxdt
0 0 0 Jo

= [1(8,v)llp(B, v),

Assim, obtemos que

onde,

1 T
_ 2 2 2
pB0) = I ||/ TR ||/ TRt e ﬂ,mu/o JAEREE

Hﬁ”(m 0,7)) ||ﬁ/||(L2(0T ||U||L2(Q)
SN o1 B 5 I
Hﬁ”(m 0,7)) ||ﬁ/||(L2(0T HUH%P(Q)
||5||(L2 0,T)) ||ﬁ/||(L2(o,T ? ||U||L2(Q)
= ol Bllz20.1))2 +/~L1H5/H(L2(0,T))2 + pal|vlz2)-

Portanto, vem

lim |p(8,0)] = 0.
”(B’U)”(Hl (0,T))2 ><‘/sz’1 (Q)_)

Assim, mostramos que J é Fréchet Diferenciavel.

Lema 3.2.7. O cone de diregies de descida associado ao funcional J(.,.) : AxW3"(Q) — R,
no ponto (v*,u*) € dado por

Cr(v*,u") = {(B,v) € Ax Wy (Q); J' (v, w*) (B, v) < 0}

e seu cone dual é dado por

[Co(v*,u)]" = {g € [A]" x W (Q)];9(8,0) = =M\ J (7", w*)(B,v), para algum A > 0}.

Demonstracao: Veja Corolario 2.2.10 e Teorema 2.3.2. [
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Lema 3.2.8. (i) A aplicagio M(.,.) : A x W;N(Q) — L*(Q) x H(Q) ¢ Giteaus - dife-
rencidvel e a derivada de Gateauz de M no ponto (v*,u*) e na dire¢ao (5,v) é definida
por

VaM (", u®)(B,v) = (My(y",u"), Ma(y7, u"))

onde Mi(v*,u*) e My(v*,u*) satisfazem a equagao

O —alAv =av —bk(x — v )v+ bVk(x —~*) - fu* + My(v*,u*) em Q= Q x (0,7,

(0/0n)(v) =0 em S =00 x (0,7T],
v(0) = My(y*,u*) em €.
(3.12)

(i1) A aplicagdo M(.,.) € estritamente diferencidvel e o operador V oM (v*, u*) € sobrejetivo.

Demonstragao: Para provar (i); devemos verificar que

M(y* + hB,u* + hv) — M(*,u*
(7 + ﬁau + 'U) (7 , U ) —(Ml('y*,u*),M2(’Y*>u*))||L2(Q)><H1(Q):0~

!
] i

De fato, temos que

%[M(v* +hB,ut 4 ) — M(y*,ut)]
= %[(at(u* + h’U) — OéA(u* + h’U) _ a(u* + h’U) + bk‘(:l? . (7* I hﬁ))(u* n hv),

(u* + hv)(0) — u0> — (&u* — aAu* — au* + bk(z — " )u*, u*(0) — uo)].
Dai, cancelando adequadamente os termos correspondentes da identidade anterior e de-
pois usando (3.12), obtemos que

[M(y* + hB,u" + hv) — M(v*,u")]
| My(y" )+ bk(z = (" + hB))v — buk(z — ")
+hu’ (W —ry hi» ] )) k(e = 77) - B, Ma(y ).

| ==

Assim, concluimos que
M(v* + h3,u* + hv) — M (y*, u* N . s
Y S BYACERS [P
= [bv[k(z — (v" + hB)) — k(z —7)]
k(= (v +hp) — k(z —* .
b PEZ PN ZREZT) | Gh ) ey
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Agora, das hipdteses sobre k(.) temos o limite pontual dado por

k(x — (v + hp)) — k(z — %)

- o K@=y h(-)) K~ )
h—0t h h—07+ h

— k-7 (=0)

= —Vk(@@z—7")-0.

Assim, vem

bu*[k:(x — - hﬁh)) —k(z —7v7)

Agora, aplicando o teorema do valor médio, existe 6 € (0, 1) tal que

+ Vk(x —~v").8] — 0, qt.p. em RZ

k(z =" = hpB)) = k(x — ") = VE(z =" = 6h5)) - (=hp3).

Portanto,

bu

) [/f(ﬂf — (v + hp)) — k(x — )

h R

= —bu[Vk(z =" = 0hB3)) - B — Vk(z — ") - B].
Como por hipétese VE € (C°(Q))?, se segue do Lema 3.2.3 aplicado a fungao Vk que

existe uma constante Ny tal que
bu*[VE(x — " = 0hp)) - f — Vk(z — ") - B]] < 20Ny |u"[|].

Notemos ainda que 20N |u*||3] € L*(Q).

Da mesma forma, concluimos que

i [k(z =" = hB) — k(z —77)[ =0

k(x =" = hf) = k(z =77)| < Na.
Dali, segue que a fungao k(z —v* — hfB) — k(z —v*) € L*(Q) e

M * h * h, —M *, * * * * *
MO+ B - O = MOLE) gy, ut), Moy 0 ooy
< bllvfk(z — (v +hB)) — k(z — )]l 2@

k(z — (v + hp)) — k(z —~*

(z— (" + ?) (z =) — Vk(z =) - Blll2@)-

+b||u”]
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Agora, aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue temos o resultado
desejado. Assim, conluimos a afirmagcao (7).

Agora provaremos (ii). Para provar que a aplicacdo M : Ax W' (Q) — L*(Q)x H'(Q) é
estritamente diferenciavel em (v*, u*), é suficiente mostrar que a fungao (v, u) — VgM (v, u)
¢ continua em (y*,u*) e aplicar o item (7) juntamente com o Lema 2.2.8.

Agora, fixemos (3,v) € A x W3 (Q) arbitrério, tal que
VeM(y*,u") (0, 0) = (My(y", u"), Ma(y7, u™)).
Consideremos o operador
My Ax W Q) — LX(Q),
definido por
M,(v*,u*) = 0w — aAv — av + bk(z — v )v + bu*Vk(z —~*) - 5.

Enquanto que o operador

My : Ax WiH(Q) — HY()

satisfaz

My(v*,u™) = v(0).

Esses operadores estdao bem definidos e nao é dificil verificar que VoM (v, u*)(.,.) :
A x W2 Q) — L*(Q) x H'(R) é um operador linear e continuo. Agora, provaremos a
continuidade de VoM em (v*, u*).

Consideremos (7,,u,) € A x Wy (Q) tal que (y,,u,) — (v, u*) fortemente em A x
W (Q). Temos que

1M (Vs un) — Mi (7", 0) || 2@

= |0 — aAv — av + bk(. — yp)v + bu, Vk(. —v,) - 5)

— (O — aAv — av + bk(. — v )v + bu"VE(. — ") - B)| 120

16(k(- =) = k(. =7"))v + b(un VE(. =) —u'VE( —77)) - B)l|L2(q)

< bl[(k(- = vm) = k(. = ))vllr2@) + bll(un VE(. — 1) — " VE(. —77)) - B)l 12(q)-
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Assim, das hipéteses sobre k e o Lema 3.2.3, vem

k(x —v,) — k(z —~*) uniformemente em [0, T] x R?,

ou seja, dado € > 0, existe ng € N tal que

sup  |k(z = 7(t)) — k(z —7"(1))] <€
z€R2te[0,T)

para todo n > ng. Assim,

1= ) = k(=7 Dol € sup [k(w = 7(t)) — k(=7 O) 0]l z20) < ellvllz2)
z€R2,t€[0,T]

Notemos também que pelo Lema 3.2.3 aplicado a Vk, existe uma constante C' > 0 tal

que, |Vk(z —v,)| < C, paratodon € Ne

Vk(x —7,) — Vk(z —~*) uniformemente em [0, 7] x R?,

ou seja, dado € > 0, existe n; € N tal que

sup  |VE(z = 7.(1)) = VE(z =77 (1))] <€

z€R2t€[0,T)

para todo n > n;.

Também existe nsy tal que

|t — u"|| 2y < €,

para todo n > ns.

Tomando n3 = max{n;,ny} e aplicando a continuidade da imersao H'(0,7) — C([0,T1]),
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obtemos para n > ns3 que

[unVE( =) - 8= u"VE(. =77) - Bllz@
< max [B(0)[[[unVE(. — ) = u'VE( =720

0<t<T
= ma [60) [, VA (. = 5) = 0 TA(. = 3) + ' VK = ) =0 Tk(. = 7") 1200
< max [BO) VA = 5) (s = ) 120

+b max [()|llu”(VE( =) = VA =772

< max |B(1)|[|[VE(. — 7)) (un — w)|| 12(q)

0<t<T
+ max [B(¢)]  sup  |[VE(z —7.(t) — VE(z — " ()|[|u*]| 2@
0<t<T z€R2,t€[0,T)
< max [B()|Cllun — u”||12q) + max |B(¢)|e]u”l| 2@

0<t<T 0<t<T

e(C + |lu™|lz2(@)) max [B(1)]

<
0<t<T
< e(C H+ [[u|| 22@)) Cull Bl 0,7))2 = €Co| Bl (a1 (0,1))2-

Portanto,

| My (Y, wn) — My (v, u™) |2 @) < e(|vllr2g) + CallBll(ar0,1))2)

para todo n > ns.

Para provar a continuidade de M, em (v*,u*), consideremos novamente (v,,u,) € A X
W Q) tal que (Y, un) — (v, u*) fortemente em A x W' (Q). Segue da definicdo de M,

que

| Mo (Vs i) — Mo (", w) || 1) = J0(0) = v(0) || 1) = 0.

Assim,

IV M (Y, un)(8,0) = VaM (7", u”) (B, v) || L2(@)x 112

= [|(M1(yn, tn), Ma(Yn, un)) — (M (7", u®), Ma(", u™)) || 22(@)x 11 ()
= || M1 (n, un) — Ml(“Y*aU*)HL?(Q) + | Ma (Vs un) — M2(7*7U*)HH1(Q)
= | M1 (vn, un) — Ma (7", 0) || 22

< e(l[vllz2@) + Coll Bl o,m))2),
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para todo n > n3. Portanto, obtemos que

Ve M (yn, un) = VeM(y*, u)]
= SUP{HVGM(%u un)(ﬂ7 U) - VGM<7*7 U‘*)<67 U)||L2(Q)><H1(Q)7 H(ﬁa U)H(Hl(O,T))ZXsz'l(Q) S 1}

< ESUP{HUHL?(Q) + C2||ﬁ||(H1(O,T))2> ||(ﬁa U)H(Hl(o,T))zxwzz’l(Q) < 1}
S E(]_ + Cg)

para todo n > ns. Assim, concluimos que
VGM(’)/”, un) - VGM(7*7 U*>7

ou seja, a aplicacdo (5,v) — VgM(B,v) é continua em (y*,u*). Logo, M(.,.) : A X
WyH(Q) — L*(Q) x HY(Q) é estritamente diferencidvel em (y*, u*).

Agora, provaremos que Vg M (7*, u*) é um operador sobrejetor. Dados (¢1, ¢2) € L2(Q) %
HY(Q) e 8 € A, consideremos (3,v) € A x W' (Q) a tinica solucao da equacio (3.12) com
(M, Ms) = (¢1, p2), obtida pela aplicacao do Teorema 3.1.3. Logo,

VeM(y*,u)(B,v) = (@1, ¢2).
Portanto, VoM (v*, u*) é sobrejetor. Isso conclui a demonstragao do lema. [
Lema 3.2.9. O cone tangente ao conjunto
W ={(8.v) € Ax Wy (Q); M(B,v) = 0},
no ponto (v*,u*) € A x W2'(Q) € o subespaco vetorial dado por
Ty (W) = {(v,u) € A x W3H(Q); VaM (", u*)(y,u) = 0}
e seu cone dual é dado por
[Tty W]* = {g2 € [A] x W5 H(Q)]s g2(7:w) = 0, ¥ (7,u) € Ty (W)}

Demonstracao: A demonstracao segue do Lema 3.2.8 e do Teorema de Lyusternick

(Teorema 2.2.16), junto com o Teorema 2.3.1. n
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3.2.3 Aplicacao do Formalismo de Dubovitskii e Milyutin

Nesta secao, provaremos o teorema principal deste capitulo. Este teorema da as condigoes

necessarias de otimalidade para uma solugao étima do Problema (3.6).

Teorema 3.2.10. Seja (v, u*) € A x W3 (Q) uma solugio dtima do problema (3.6), entdo
existe uma fungio p* € Wy (Q) tais que: (v*,u*) satisfaz

ou* — aAu* = au* —bk(x — v )u* em Q= Q x (0,7,
(0/0n)(u*) =0 em S =090 x (0,71,
u*(0) = up(x) em S

p* € solugcao do problema adjunto, ou seja,

—Op* — aAp* =ap* —bk(x —y*)p—u* em Q= Q x (0,7,
(0/0n)(p*) =0 em S =00 x (0,T],
p(T)=0 em €.

E o controle v* satisfaz o sistema de equagoes integro-diferenciais definido por

—my" A+ poy” - ,Uzb/ pruVk(z =" )dr =0 em (0,T),
Q

7*(0) = 0,

v (1) =0,
no sentido fraco dado em (3.15).

Demonstragao: Primeiramente a existéncia de uma solu¢ao 6tima (v*,u*) € A X
W, (Q) para o Problema (3.6) é garantida pelo Teorema 3.2.5.

Agora, segue do teorema de Dubovitskii e Milyutin (veja Teorema 2.1.18) que existem
funcionais lineares e continuos g, € [C;(7*,u*)]* e g2 € [T(4+u+)(W)]*, ndo simultaneamente

nulos, tais que vale a equagao de Euler-Lagrange
g1+ g2 =0. (3.13)

Sabemos que para algum A\; > 0,



SEQAO 3.2 ¢ Formulacao Como Problema de Otimizacao e Resultados 52

92(B,v) = —gi(B,v) =\J (v, u")(B,v)

T T T
= 2\ <u0/ v Bdt + ul/ v - Bldt + ,Uz/ /u*vdzdt) :
0 0 o Jo

para todo (3,v) € A x W' (Q).
Vejamos que A; > 0. De fato, se \; = 0 temos que g; = 0 e da equacao (3.13) deduzimos
que g2 = 0, o que contradiz o teorema de Dubovitskii e Milyutin. Portanto, A; > 0.

Seja v € A um controle arbitrario e tome w a solugao da equacao dada por

Ow —alAw =aw —bk(x — v )w + bVk(x —~v*) - yu* em Q =Q x (0,77,
(0/0n)(w) =0 em S =00 x (0,7T], (3.14)
w(0)=0 em £,

note que esta solucao existe pela Proposicao 1.1.11. Neste caso, temos que (7, w) € Ty ) (W)

e consequentemente go(y,w) = 0.

Agora, segue da equagao (3.13) que

gl(’%w) = _A1J/(7*7U*)(7>w):

T T T
= =2\ <,u0/ v - ydt + ,u1/ A dE + ,ug/ / u*wdmdt) =0.
0 0 0o Jo

Como A; > 0, obtemos que

T T , T
Mo/ ol ~vdt+u1/ v ~7’dt+u2/ /u*wdmdtzo,
0 0 0 Q

para todo (y,w) € A x W3 (Q), com w solucdo de (3.14).

Consideremos p* a variavel de co-estado (ou adjunta), solugdo da equacao definida por

—Op—alAp=ap—>bk(x —~v )p—u* em Q= x (0,71,
(0/0n)(p) =0 em S =090 x (0,71,
p(T)=0 em Q.
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Dali, obtemos que

T
/ /u*wdxdt = —
0o Ja

(—u")wdzdt

[—Oip" — aAp* —ap® + bk(z — v")p*lwdzdt
p*Ow — aAw — aw + bk(x — v )w|dxdt
bp*u*Vk(x —~*) - ydxdt.

Assim, concluimos que

T T T
Ho / Y ydt+ / YA dt — “zb/ / puVk(z — ") ydedt =0, (3.15)
0 0 0 Q

para todo v € A.
Em particular, para todo v € (D(0,7))* C A vem

T
7,7) = —{v",7) = —/ v dt.
< (D (0.1))2,(PO.T))? @R @Eor:  Jy

Portanto, restringindo (3.15) a (D(0,T))?, obtemos no sentido de distribui¢ao que
<,U07* — " = ,Uzb/ pru'Vk(z —y*)dz, 7> = 0.
Q (D'(0,7))%,(D(0,7))?

Logo, obtemos em particular que

1oy (8) — ™ (£) — pisb / Pk (x — v (1)) da = 0, (3.16)
Q

no sentido de distribuigao.
Agora, obteremos as condi¢oes de contorno para o problema. Segue dos resultados ante-
riores que

~*(0) = 0, (3.17)

pois v* € A.
Temos também que

7 (T)=0 (3.18)
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no sentido fraco. De fato, se v* tivesse mais regularidade de tal forma que v*" fosse integravel,

usando integracao por partes teriamos que

!

/0 2 () (1)t = 4 (T)y(T) — / 2 () ().

De (3.15), vem

<u07* — " - /~L2b/ pu'Vk(z —v")dx, 7) + " (T)y(T) = 0, (3.19)
Q (L2(0,T))2

para todo v € A.
Agora, por (3.16) obtemos que

Y (T(T) =0, ¥y € A

Como para v € A arbitrério, v(7T') ndo é necessariamente nulo, segue que v* (1) = 0.

De (3.16),(3.17) e (3.18) segue o teorema. n



CAPITULO 4

Problema de Controle Otimo Com

Restricao no Controle

Neste capitulo, estudaremos o problema anterior modificado, ou seja, acrescentaremos
a hipétese adicional ||v'||(z2(0,7))2 < Ry, sobre o conjunto dos controles admissiveis. Nova-
mente transformaremos o problema de controle em um problema matematico de otimizacao
abstrato, para, em seguida, mostrarmos a existéncia de uma solugao 6tima e as condicoes
necessarias de otimalidade de primeira ordem via o formalismo de Dubovitskii e Milyutin.
Em seguida, utilizaremos o método da penalizacao para obter uma condicao de otimalidade
para o controle 6timo dada por um sistema de equacoes diferenciais, semelhante a obtida no

capitulo anterior.

4.1 Formulacao Matematica do Problema

Seja Q um aberto limitado do R?, com fronteira de classe C® e 0 < T < +oo uma
constante.

Neste capitulo continuaremos denotando A como na Definicao 3.1.1, ou seja,
A= {y € (H'0,7))*|40) = 0}, (4.1)

55
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é o subespaco fechado de (H'(0,T))?, com a topologia induzida pela norma definida por

T 3
IVl e 0,702 = (/0 |'y'(t)|2dt) . (4.2)

Definicao 4.1.1. Ao longo deste capitulo denotaremos o conjunto dos controles admissiveis

por B o subconjunto fechado de A definido por

B={ye(H0,T)%7(0)=0 e |l omy> < Ro}, (4.3)
onde Ry > 0 € uma constante.

Consideremos o funcional J : A x W;"'(Q) — R definido por

T T T
I =po [ hOPd+ [ OPd s [ P
0 0 0 Jo
com u a solucao da equacao definida por

Oyu(x,t) — aAu(x,t) = a(z, t) u(z,t) — bk(z — y(t))u(x,t) em Q= Q x (0,77,
(0/0n)(u) =0 em S =090 x (0,77, (4.5)

u(x,0) = ug(x) em €.

Os coeficientes g, 1, f12, &, a € b sao os mesmos do capitulo anterior.

Queremos encontrar condigoes de otimalidade para o problema dado por
min J(vy,u), 4.6
min (7, w) (4.6)
onde U,y ¢é definido a seguir.
Definicao 4.1.2. O conjunto admissivel U,q é definido por

Uag = {(7,u) € Bx W3H(Q); M(v,u) = 0},

onde M : A x Wy (Q) — L*(Q) x H'(Q) € o operador dado pela Definicio 3.2.1.
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4.2 Formulacao Como Problema de Otimizacao e

Resultados

Nesta segao mostraremos que o Problema (4.6) admite uma solugdo étima (y*,u*) €
U,q. Também mostraremos que para este problema modificado podemos aplicar a teoria de
Dubovitskii e Milyutin. Mas, devido ao conjunto dos controles admissiveis B nao ser um
subespaco de (H'(0,T))?, nao serd possivel obter de imediato uma condi¢ao necesséaria para

*

o controle 7*, semelhante a que foi obtida no capitulo anterior. Algumas demonstracoes
desta se¢ao serao omitidas, por serem analogas as do capitulo anterior.
Por uma questao de notagao, continuaremos denotando por (v*,u*) a solugao 6tima do

Problema (4.6). Necessariamente esta solu¢ao nao sera a mesma obtida no capitulo anterior.

4.2.1 Existéncia de Controle Otimo

Teorema 4.2.1. Sob as hipdteses do Teorema 3.1.3, existe (v*,u*) € B x W}N(Q) uma

solugdo otima do Problema (4.6).

Demonstracao: Para cada v € B, segue do Teorema 3.1.3 a existéncia de uma tunica
solucio u € W3 (Q) para a equacdo (4.5). Logo, M(7,u) = 0 e portanto, Usq # 0.
Seja (Y, un)5, uma sequéncia de U,y tal que
lim J(yn,u,) = inf  J(v,u), (4.7)
n—00 (7,u)EUaq
isto é, uma sequéncia minimizante.
Como (7,)52; ¢ uma sequéncia de B, segue que ||,/ (z2(0,r))2 < Ro para todo n, em
particular (7,)%, é uma sequéncia limitada de (H'(0,7))%.
Agora, segue da reflexividade de (H'(0,7T))? e da compacidade da imersao (H'(0,7))% —
(C(]0,T7))? que existe v* € (H'(0,T))? e uma subsequéncia (7,, )72, tais que:

1. vn, — 7" fracamente em (H1(07T))2

2. Yp, — 7" fortemente em (C([0,T7]))>.
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Por (2.) temos que 7*(0) = 0 e portanto, v* € A. Por outro lado, segue de (1.) que

7 lezirye < liminf v, lz2orye < Ro-

Portanto, v* € B.
Também podemos verificar que existe uma subsequéncia (u,, )32, e u* € W' (Q) tal que,

(7*, u*) satisfaz a equagao (4.5) e

Up, — u* fracamente em W3 (Q).

Portanto,

(7*7 u*) S utld'

Agora, como J é um funcional convexo e continuo, segue da Proposicao 1.1.12 que

J(v*,u") < liminf J(v,,, uy,) = inf  J(v,u).
k—o0 (Vvu)euad

Consequentemente, obtemos que

J(v,u*) = inf  J(v,u).

(Vvu)euad

4.2.2 Aplicacao do Formalismo de Dubovitskii e Milyutin

Como j& provamos anteriormente na secao 3.2.2., o funcional J : A x W' (Q) — R é

Fréchet diferenciavel e a derivada de J no ponto (v, u) e na diregao (/3,v) é dada por

T T T
J (v, u)(B,v) = 2#0/ v - Bdt + 2,u1/ v - pldt + 2,u2/ / wvdxdt.
0 0 o Ja

Similarmente ao que foi desenvolvido no capitulo anterior, seguem os seguintes resultados.

Lema 4.2.2. O cone de diregoes de descida associado ao funcional J(.,.) : AX W22’1(Q) — R,

no ponto (v*,u*) é dado por

Cr(v*,u*) ={(B,v) € Ax WPHQ); J'(v*,u*)(B,v) < 0}

e seu cone dual é dado por

[C5 (v, u)]* = {g € [A] x W5 (Q)];9(B,v) = =\ J' (v, u*)(B,v), para algum X > 0}.
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Demonstracao: Veja Corolario 2.2.10 e Teorema 2.3.2. [

Lema 4.2.3. (i) A aplicagio M(.,.) : A x W2NQ) — L*(Q) x H'(Q) ¢ Giteaux - dife-
rencidvel e a derivada de Gateaux de M no ponto (v*,u*) e na dire¢ao (3,v) é definida
por

VGM(7*> U*)(ﬁa U) = (Ml(’}/*, U*)> MQ(’}/*? U*))

se My(v*,u*) e May(~*,u*) satisfazem a equagao

v — alAv=av—bk(x —y)v+ bVk(x —~v*) - Bu* + My(v*,u*) em Q= Q x (0,7,

(0/0n)(v) =0 em S =00 x (0,7T],

v(0) = My(y*,u*) em €.
(4.8)

(i1) A aplicagdo M(.,.) € estritamente diferencidvel e o operador VoM (v*, u*) € sobrejetivo.
Demonstracao: Analoga a do Lema 3.2.8. [

Lema 4.2.4. O cone tangente ao conjunto W = {(8,v) € A x W2'(Q); M(B,v) = 0} no
ponto (v*,u*) € B x Wi'(Q) € o subespaco vetorial dado por

Ty (W) = {(7,0) € A x W (Q); Ve M (v, u) (v, u) = 0},
e seu cone dual é dado por

[T('y*,u*)(W)]* = {92 € [A]/ X [W2271(Q>]/;g2(77u) = 07 v (’Yvu) € T('y*,u*)(W>}’

Demonstracao: A demonstragao segue do Lema 4.2.3 e do Teorema de Lyusternick
(Teorema 2.2.16), junto com o Teorema 2.3.1. n

Um simples cédlculo mostra que B é um subconjunto convexo e fechado de A. Como B é
uma bola, visto como subconjunto na topologia de A, segue que intB # (). Logo, B x sz’l(Q)
é um subconjunto convexo e fechado de A x Wy (Q) e int(B x W3 (Q)) # 0.

Lema 4.2.5 (Analise das Restrigoes de Controle). O conjunto das diregies factiveis

para B x W (Q) no ponto (v*,u*) é dado por

By = {A(int(B x Wy (Q)) — (v*,u™))/A > 0},
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e seu cone dual é dado por

By = [Bx W Q) = {g€ A< W (Q):9(r.u) — g(v",u") >0,
para todo (v,u) € B x W' (Q)}.

Demonstracao: Segue da Proposicao 2.2.15 e do Teorema 2.3.4. [

Observacao 4.2.6. No Capitulo 3, secdo 3.2 nao tivemos restricao de controle uma vez que,

A € um espaco vetorial.

O proximo teorema segue dos resultados anteriores e do teorema de Dubovitskii e Mi-
lyutin (Teorema 2.1.18). Este teorema fornecera uma condicao de otimalidade para o controle
6timo v*.

Teorema 4.2.7. Seja (v*,u*) € B X W22’1(Q uma solu¢do dtima do Problema (4.6), entdo

existe uma funcio p* € Wi (Q) tais que: (v*,u*) satisfaz

ou* — aAu* = au* —bk(x — v )u* em Q =Q x (0,7,
(0/0n)(u*) =0 em S =090 x (0,T],

u*(0) =uy em €.
p* € solugcao do problema adjunto, ou seja,

—Op* — alAp* =ap* —bk(x — v )p—u* em Q= Q x (0,7,
(0/0n)(p*) =0 em S =00 x (0,T],
p(T)=0 em €,

e o controle v* satisfaz a condi¢ao necessdria de otimalidade dada por
T T / T
uo/ Y (y =) dt + / v =)t - Mzb/ / u'p'Vk(z — %) - (v —7")dzdt > 0,
0 0 0 Jo

(4.9)
para todo v € B.

Demonstracao: Seja (v*,u*) € B x Wy (Q) uma solucio 6tima de (4.6). Segue do

teorema de Dubovitskii e Milyutin (Teorema 2.1.18), a existéncia de funcionais lineares é



CAP. 4 ¢ Problema de Controle Otimo Com Restricao no Controle 61

continuos g1 € [Cy(7v*,u*)|*, g2 € [T(=uy(W)]* € g3 € [By]*, nao simultaneamente nulos,

tais que vale a equacao de Euler-Lagrange dada por

g1+ 92 +93=0. (4.10)

Notemos que g3(y,u) = gél)(v), com gél) € [A]'. De fato,

1 2
g3y, u) = g5 () + g5 (w),

com g3 € [B]* e ¢§? € W' (Q)]*. Logo, ¢5” = 0 pois, [W;'(Q)]* = {0}.

Seja v € B um controle arbitrario e tome w a solugao da equacao

Ow —alAw =aw —bk(x — v )w + bVk(x —~v*) - yu* em Q =Q x (0,77,
(0/0n)(w) =0 em S =00 x (0,7T], (4.11)
w(0)=0 em Q.

Neste caso, temos que (y,w) € T(y+ (W) e consequentemente go(7, w) = 0.

Agora, segue da equagao (4.10) que
M) — 0
gi1(7,w) +g3°(v) = 0.
Assim, para algum A; > 0 temos que

i) = —q(rw) = NI () w) =

T T T
= 2\ (,uo/ v ydt 4 ,u1/ v A dt + ug/ /u*wdmdt) ,
0 0 0o Jo

para todo v € B e w a solucao de (4.11) correspondente a .

Vejamos que A; > 0. De fato, se A\; = 0, a equacao (4.10) se reduz a

g2 +g3=0.

Agora, atuando essa equacao sobre qualquer (v, w) € T(y+ ) (W), ou seja, sobre qualquer

v € A e w a solugao de (4.11) correspondente a -, resulta que go(v,w) = 0. Assim,

g3(7,w) = g (7) = 0,
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para todo v € A. De onde concluimos que

ou seja
gs = 0
Mas isso contradiz o teorema de Dubovitskii e Milyutin. Portanto, A\; > 0.

Consideremos agora p*, a varidvel de co-estado (ou adjunta), solugdo da equacao definida

por
—Op—alAp=ap—>bk(x —~v")p—u* em Q=0 x (0,71,
(0/0n)(p) =0 em S =002 x (0,7, (4.12)
p(T)=0 em Q.
Dai
T T
/ / vwdxdt = —/ /[—@p* —aAp" —ap" +bk(x —v")p*lwdxdt
o Ja 0o Ja

T
= —/ /p*[@tw—aAw—aw+bk(x—7*)w]dxdt
o Jo

T
= —/ / bp*u*Vk(x —~*) - ydxdt.
0o Ja
Assim, obtemos que
) T T T
95" (7) = gs(v,w) =2A1uo/ o -vdt+2A1/~L1/ o ~7’dt—2A1u2/ /bp*U*Vk(x—v*)-vdwdt,
0 0 0o Ja
(4.13)
para todo v € B. Mas, pelo Lema 4.2.5 vem
93(7’ w) > 93(’7*7'“*)7
para todo (y,w) € B x W2 (Q), ou seja,

gy =) >0,

para todo v € B. Portanto,
T T , T
uo/ V(v = )dE+ / (Y =T )dt - mb/ / wp Vk(z —7%) - (v —7")dxdt > 0,
0 0 0o Ja
(4.14)
para todo v € B. Com u* a solugao da equagao (4.5) e p* a solucao da equagao (4.12). =
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Observacgao 4.2.8. Note que da estimativa (4.9) nao podemos concluir a identidade (3.15)

para todo v € B, uma vez que, B ndo é um subespago de A. n

4.3 Formulacao de um Problema Auxiliar Usando o

Método de Penalizacao

Notemos que devido ao conjunto das restricoes de controle B nao ser um subespaco de
A, o cone dual [Bf]* # {0}. Assim, na se¢ao anterior nao foi possivel obter um resultado
de otimalidade para o controle v* em termos de uma equagao diferencial como no capitulo
anterior; observamos que o que foi obtida foi uma desigualdade diferencial.

Como o objetivo de obter uma condicao de otimalidade para o controle étimo que seja
uma igualdade, nesta segao reanalisaremos o problema utilizando outro método.

Para isto, formularemos um problema penalizado que é um problema auxiliar para o mo-
delo estudado na secao anterior, com o termo penalizante atuando na restricao ||| (1 0,7))2 <
Ry.

Mostraremos que para esse novo problema, existe uma sequéncia (7, u,)> ; de solugoes
6timas, com condigoes de otimalidade a serem verificadas posteriormente e que esta sequéncia
admite uma subsequéncia convergente para o ponto (7*,7*) € B x Wy (Q). Também,
mostraremos que este limite é uma solu¢ao 6tima do Problema (4.6). Dai, mostraremos que
o vetor 4* satisfaz a condicao da secao anterior obtida pela teoria de Dubovitskii e Milyutin

e também uma certa equacao diferencial.

4.3.1 Formulagao Matematica do Problema Penalizado

Primeiramente recordemos a definicao do conjunto .A.

Definicao 4.3.1. Denotemos por
A={y € (H(0,T))* ~(0)=0}, (4.15)

o0 subespago fechado de (H(0,T))?, com a topologia induzida pela norma definida por

T 3
T ( / |v'<t>|2dt) . (4.16)
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Agora, para cada n € N, consideremos a familia de funcionais J,, : A x VV22 ’I(Q) — R

definidos por

Queremos encontrar condigoes de otimalidade para o problema definido por

min J, (7, u), (4.18)

A
('Yvu)euad

onde

Uzy = {(v.u) € Ax Wy (Q); M (v, u) = 0}

Novamente, tomaremos o operador M dado pela Definicao 3.2.1 e u é a solugao da equacao
(4.5) correspondente ao vetor 7.

A funcao ¢ tem as segintes propriedades:
i) v € C'(R,R),
ii) ¢ é convexa,
iii) ¢, ¢’ s@o ndo-decrescentes,
iv) p(z) = ¢'(z) =0, para todo = < 0 e p(z), ¢’ (x) > 0 para todo = > 0.
Observagao 4.3.2. Note que B C A e Uy,qg C UL

Observagao 4.3.3. Temos que a curva v =0 € A. Seja 2° € W' (Q) a dnica solugdo da
equacdo (4.5) correspondente ao vetor vy = 0. Logo, temos que (0, 2°) € U,

Assim, para cada n obtemos que

T
D02 = s [ [ |22 0P dode = o
0 Q

Logo,
inf (7, u) < pa| 2% r2(q)- (4.19)

A
(Vvu)euad
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4.4 Solucao do Problema Penalizado

Para cada n, mostraremos que o Problema (4.18) admite uma solugao 6tima
(s un) € A X W5H(Q)

e que a sequéncia (v, u,)2; assim obtida, admite uma subsequéncia convergente para um
limite (3*,u*). Entao, mostraremos que este limite é uma solugao 6tima do Problema (4.6).
Das hipéteses sobre J e ¢, nao ¢é dificil verificar que o funcional convexo e continuo

definido por

T T T
Ju(v,u) = o / Iy (1) [P+ / I () P+ 2 / / fu(, &) Pdadt+np(17 22 0.0 — ),

é Gateaux-diferencidvel em A x W2'(Q). A derivada em um ponto (7, u) e na direcéo (3, v)

é dada por
T T T
Vedo(v,u)(B,v) = 2,u0/ v - Bdt + 2u1/ ~ - Bldt + 2u2/ / wvdzxdt +
0 0 0o Jo

T
+ (W By~ ) [ -t
0

4.4.1 Existéncia de Controle Otimo para o Problema Penalizado

Teorema 4.4.1. Sob as hipoteses do Teorema 3.1.3, existe, para cada n, uma solugao

dtima (yn, un) € A x W3 (Q) para o Problema (4.18), ou seja, temos que

In(Yn, up) = inf T, (v, u),
('y,u)euﬁi

para cada n € N.

Demonstragao: Nio é dificil verificar que 74 # (. Agora, para cada n, tomemos uma

sequéncia (v, ul)®, C UA tal que

lim J,(y.,ul) = inf  J,(y,u),
l—o00 (%u)eu;}i

ou seja, uma sequéncia minimizante.
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Assim, existe uma constante C' tal que
T ) < C,
para todo [. Em particular, vem
YAz o,y < C.

Agora, segue da reflexividade de H'(0, T'), junto com a compacidade da imersao H*(0,7T) —
C([0,T]) que existe v, € (H'(0,7))? e uma subsequéncia (y%#)5°, tal que

ol ko0 Y. fracamente em (H'(0,7T))?,

A L5, em (C([0,T)))?.

Em particular, segue da convergéncia fraca que
. . /
||/7’;LH(L2(O7T))2 < hmklnf nyif ||(L2(0,T))2- (4.20)

Também, segue da reflexividade de W3 (Q) que existe u, € W5 (Q) e uma subsequéncia
(ul¥) | tal que

k
uls ﬁf’un fracamente em Wgz’l(Q)-

Analogamente ao que ja foi demonstrado nos capitulos anteriores, podemos mostrar que
(Vs Un) € uzﬁl'
Agora, segue da estimativa (4.20) que

||7nH(L2(0T —Rj < hmlnf(nyn H(L2(0T — R). (4.21)

2\ 00 s . .
Também, temos que a subsequéncia (||7%'[|2 (202 — Fo)pzy € limitada.
Por outro lado, sabemos que J é um funcional convexo e continuo e ¢ é uma fungao

continua e monodtona nao-decrescente. Logo, segue por passagem ao limite inferior, junto
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com a Proposi¢ao 1.1.12 e o Lema 1.1.13 que

inf  J,(v,u) = lminfJ,(y%,ub
o s (7, u) minf Jy (7, uy)
= liminf(J(vff, upt) + np (v 122 0.2 — B2))
> liminf J(y¢, u))
+ tim inf (np (|08 2oy — B3))
> J(m,u )+n90(hmmf(||% W20y — BS))
> I (Vs un) + 1(|175] H(L2(0T Rz)

In (T, Un).

Nesta ultima desigualdade usamos a estimativa (4.21).

Portanto,

In(ny un) = inf T (v, u),

(vu)eus,

pois (Y, Un) € UA. n

4.4.2 Aplicacao do Formalismo de Dubovitskii e Milyutin

Alguns dos préximos resultados possuem provas similares aos resultados ja demonstrados

no capitulo anterior e por isso serao omitidas.

Lema 4.4.2. O cone de direcées de descida associado ao funcional J,(.,.) : Ax WyH(Q) —
R, no ponto (yn,u,) € dado por

Cr (s un) = {(B,v) € Ax Wy (Q); Vo () (8,v) < 0}

e seu cone dual é dado por

[C3 (Vs wn)]* = {g € A< [WFHQ)]; 9(8,v) = =M1V (n, up) (8, v), para algum A > 0}

Demonstracao: Veja Corolario 2.2.10 e Teorema 2.3.2. [
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Lema 4.4.3. (i) A aplicagio M(.,.) : A x W3 (Q) — L*(Q) x H'(Q), é Giteaus - dife-
rencidvel e a derivada de Gateaux de M no ponto (v, u,) € na diregao (3,v) é definida

por

VM (Yn, un)(B,0) = (M (Yo, n), Ma(n, un)),

onde My (v, un) € Mo(yn,up) satisfazem a equagdo

0w —alv =av —bk(x — v )v+ bVk(x — V) - Bun + My(Yn,u,) em Q,
(0/0n)(v) =0 em S =00 x (0,7],

v(0) = May(yn,u,) em €.
(4.22)

(it) A aplicagao M(.,.) é estritamente diferencidvel e o operador VoM (v, u,) € sobrejetivo.
Lema 4.4.4. O cone tangente ao conjunto
W= {(3v) € Ax W5H(Q); M(8,v) = 0},
no ponto (Yp,u,) € A X W22’1(Q), ¢ o subespaco vetorial dado por
Ty (W) = {(v,u) € Ax Wy (Q); VaM (7, un) (7, w) = 0},
e seu cone dual é dado por
[Ty W™ = {g2 € [A]" x W5 H(Q)]' g2(7, ) = 0, ¥ (7, 1) € Ty (W)}

Demonstracao: A demonstracao segue do Lema 4.4.3 e do Teorema de Lyusternick

(Teorema 2.2.16), junto com o Teorema 2.3.1. n

Proposicao 4.4.5. Para cada n, seja (7, u,) € Ax Wy (Q) uma solugio dtima de (4.18).
Entao, existe p, € W22’1(Q) tal que: (yn,u,) satisfaz

Oy, — alAu, = au, —bk(x —v,)u, em Q= Q x (0,77,
(0/0n)(u,) =0 em S =090 x (0,71, (4.23)

u,(0) =up em €
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a fun¢do p, € a solugdo da equacdo

_8tpn - aApn = app — bk(SL’ - 7n)pn — U, €em Q = x <O,T],
(0/0n)(pa) =0 em S =00 x (0, ], (4.24)
po(T)=0 em Q

e o controle 7, satisfaz a identidade dada por

T T T
Mo/ Y+ ydt + u1/ A dt — IUQ/ / b, VE(x — 7y,) - ydxdt
0 0 0o Jo
T

(4.25)
16 (WolPrzory — B2) / V) dt =0,
0
para todo v € A.
Demonstracao: Analoga a do Teorema 3.2.10. -

Além disso, segue de (4.19) e (4.25) que a familia {v,}>°; é um subconjunto de A,

satisfazendo para cada n a seguinte equagao:

— 1Y+ HoYn — Mo /Q bpnunVk(z — y)dz — ng' (|l Ez 0.2 — B3)vn =0, em (0,7),
'Yn(o) =0,

,}/;L(T) =0,
(4.26)
no sentido fraco dado em (4.25).
Pela estimativa (4.19), obtemos que
Jn(’ynaun) = min Jn(’%u) < M2||ZO||L2(Q)7 (427)

A
(Vvu)euad

ou seja,

T T T
o / a2t + i / I 2t + s / / a2t + o (2002 — B2) < ol 220
0 0 0

Lema 4.4.6. Sob as hipdteses do Teorema 3.1.3, existem (7*,@*) € B x W (Q) limite
de alguma subsequéncia de (Vn,un), T € A e uma fungio p* € Wi(Q) tais que: (3*,a*)
satisfaz

JFu*) = min J(v,u
(7, a") min (v, u)
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e a equacao definida por

ou* — aAu* = au* —bk(x — 7 )u* em Q =Q x (0,7,
(0/0n)(w*) =0 em S =090 x (0,71,

u*(0) =uy em €.
Além disso, p* € a solucao do problema adjunto associado, ou seja,

—Op* — alAp* =ap* —bk(x —7")p* —u* em Q =Q x (0,7,
(0/om)(F) =0 em 5= 09 x (0,T],
p(T)=0 em Q.

Também, obtemos que o controle ¥* satisfaz o sistema definido por
— 7+ oy — ,Ugb/ pu'Vk(x — 5 )de —7"(t) =0 em (0,7),
Q
7*(0) =0,

K1

Demonstragao: Primeiramente restringindo a identidade (4.25) a v = =, obtemos que
T T T
o [ Pttt [ ORd = b [ [ o 9k = 50(0) 0+
0 0 Jo
T
s (o — B | Pt =o.
0
Dai, vem

MOH%H (L2(0,T))2 +/~L1H“Yn|| (L2(0,T))2 + ne (H%H (L2(0,T)) RO)H%H (L2(0,T))

< Mzb/ / [un (2, )] [pn (2, [V E(2 — 30 ()| 70 (1) [d2dt
< N(k ),u2b max |7 (t \/ / |un (2, t)||pn(z, t)|dxdt

N(

N(k

/f)mbCoH%H 2012 unll 2@ [Pnll 22(@)
)12bCol| vl (20,72 HunHWQQ’l(Q)||pn||W22'1(Q)
N (k) p2bColl vl 20,12 M
s%mmmwm+;Mw%M2<>
onde € >0, M = M(T, o, a,b, |[uo|lwr)) e N(k) é tal que [VE(z —7,(t))] < N(k) para todo
(z,t) € @ x [0,T]. Além do mais, C' = wﬂi\f(/f)2 é uma constante que independe de n.
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Assim, para cada € > 0 e n € N, obtemos a estimativa dada por

M0||7nH(L2(0T 2t NIH%LH(B(OT 2 TNy (H%LH(B(OT RZ)H%LH(B(OT

. (4.28)
< slmlltrerye + iC.
Em particular, tomando € = p; obtemos que
1 -
HollllPr2oye + 5 ||%||<L2 oy T ¢ (Ialltzz o2 — B alltzz oy < EC'
Dai, vem
2
Illar 0.2 = IllTzz oy < PC (4.29)
1
e
1 -
@ (I iz20mye = Btz o) < EC’ (4.30)

para todo n € N.
Suponhamos agora que dado 6 > 0 arbitrario, exista uma subsequéncia (7x)72; de (v,)5,
tal que
17 lI? (L2(0,T))2 — Rj >, (4.31)

para todo k > ky. Das hipdteses sobre ¢ temos que
(||7k||(L2(0T — R3) > ¢/(6) > 0.

Agora, usando (4.30) vem

1 C
Yellzem): < 777
|| kH(L 0,T)) /{:,u<p(5)

Portanto, tomando o limite quando k — oo nesta tltima expressao, concluimos que
7, — 0 fortemente em (L*(0,T))>.
Agora, tomando o limite quando k£ — 0 na estimativa (4.31), obtemos que
0> Ro—hm(||7k||(L2(0T — R2) > 11m5—5>0

Mas isso é um absurdo.
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Como consequéncia da contradi¢ao obtida anteriormente, um simples cdlculo mostra que

para qualquer subsequéncia (v;)32; de (7,)52, segue que
lim SUP(H%H%L%O,T)P - RS) <0, (4.32)
ou seja,
limsup |7, [ (20,72 < Ro- (4.33)
Segue da estimativa (4.27) que a sequéncia (7,)%%, é limitada em (H'(0,7))% Agora,
segue da reflexividade de H'(0,T') junto com a compacidade da imersao H*(0,7T) — C([0,T1])
que existe uma subsequéncia (7, )5, de (7,)5%, e ¥* € (H*(0,7))? tal que

Yn, — 7* fracamente em (H'(0,7))?

Yu — 7" em (C([0,7]))° (4.34)

||’7*||(H1(0,T))2 < hmklnf ||7nk||(H1(O,T))2- (435)
Assim, segue dos resultados (4.33), (4.34) e (4.35) que

17 [ty < Ro e 77(0) = 0.

Portanto, ¥* € B.
Também sabemos que para cada n, a fungao wu,, é a solugao da equagao (4.23), correspon-
dente ao vetor v, e a varidvel de co-estado (ou adjunta ) p, é a solugao da equagao (4.24).

Logo, como consequéncia dos Teoremas 3.1.3 e 3.1.4, obtemos que
[tnllyy21 () < Mi(T, v, a, b, [Q2)) luollwy (q), (4.36)
IPnllwz1 () < Ma(T' @, a, b, |€2]) [[uol[wy - (4.37)

Das estimativas (4.36), (4.37) e da reflexividade de W, (Q), junto com o Lema 1.1.3 e os
Teoremas 1.1.9 e 1.1.10, existem u*, p* € W22’1(Q) tais que, mediante a passagem ao limite

fraco em (4.23) e (4.24), obtemos que

ou*(x,t) — aAu*(x,t) = a(z,t) u*(x,t) — bk(x — 7*(t))u"(z,t) em Q= Q x (0,77,
(0/0n)(@*) =0 em S =00 x (0,7T],

w*(z,0) = up(x) em .
(4.38)
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e
—Op*(z,t) — ozAﬁ*(x, t) =a(z,t)p*(x,t) —bk(x — 5" (1)p"(z,t) — u*(z,t) em Q,
(0/0n)( *) em S =06 x (0,77,

p*(z,T)=0 em Q.
Portanto, (7*,@*) € Uyg # 0.
Agora, resta mostrar que
J(y*,u*) = inf  J(v,u).
(3 = it T
Como consequéencia dos calculos anteriores, segue passando a uma subsequéncia conve-
niente que

(7/?7 uk) - (7*7 ﬂ*),

fracamente em A x W3 (Q). Notemos ainda que Ji(7y, u) = J(v,u) para todo (v,u) € Uag,
pois ¢ =0 se x < 0.

Assim, segue das hipdteses sobre J e Ji ( convexos e continuos ) que

inf{J(v,u), (v,u) € Uy} = f{Jp(y,u),(7y,u) € Usa}
> Hlf{']k(fyv u)? (77 u) S uzﬁl} = Jk(fylw uk)

Logo, por passagen ao limkinf , resulta que

inf{J(v,u), (v,u) € Uaa} limkinf inf{J(v,u), (v,u) € Usa}
limkinf inf{J, (v, w), (v,u) € U}

A%

v

limkinf J(’}/k, uk)
J(y*,u").

v

Mas, (7*,u*) € U,q. Logo,

J(7*,u") = inf{J(v,u), (7,u) € Uaq}-
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Assim, mostramos que (7*,7*) é uma solugdo étima do Problema (4.6). Agora, tentare-
mos encontrar condigoes de otimalidade para o controle ¥*.

Restringindo (4.25) a subsequéncia (7;), segue que

T T T
,uo/ Vi - ydt + ,u1/ Ve - Y dt — ugb/ / uppe Vk(x — i) - ydadt
0 0 . o Jao

L (CA - / oAt =0,

(4.39)

para todo v € A.

Consideremos agora, a familia de funcionais lineares Fj, : A — R definidos por

T
R = ke (il = F) [ 407/ (0.
Notemos que existe uma constante C' que nao depende de k tal que
[Fe(N)] < Clivll o,y

para todo k e para todo v € A, ou seja, { Fj}32; constitui uma familia de operadores lineares

uniformemente limitados. De fato, usando a identidade (4.39), temos que

T T T
Fi(v) = —Mo/ Vi - ydt — Ml/ Vi -t + /~L2b/ / uppp Vk(x — i) - ydadt.
0 0 0o Jo
O resultado segue aplicando a desigualdade de Holder. Assim,

Mas, A é um subespaco fechado de um espaco de Hilbet. Logo, A é um espago de Hilbert

com produto interno definido por

T
(7, B) 0,72 :/0 v ()3 (t)dt,

para todo v, 3 € A.
Logo, segue do teorema de representacao de Riesz que para cada k, existe um tnico

Or € A tal que
T
FL(v) = (Br, ) 0,1))2 2/0 Br.(t)Y (t)dt,
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para todo v € A.

Mas, por outro lado, temos que

T
) = [ ke (il = ROV @)t
ou seja,
T
Fi(v) :/0 (k' (17202 — Bo)w) ()7 ().
Segue da estimativa (4.29) que (%) é uma sequéncia limitada. Logo, (¢’(||7,Q||%L2(07T))2 —

R?%)) é uma sequéncia limitada. Assim, para cada k € N obtemos que

ko' (IVill7z2 0y — Bo)ve € A.

Por outro lado, segue da unicidade de [, que

(||7k||(L2(0T Ro)% = bk

Ainda pelo teorema de representacao de Riesz, também obtemos que

| E%ll = 1Bkl 0,02 = 1Bl 220,12 < C,

isto é,
|k’ (H%H(L%OT Rz)%H(LQ(OT 2 < C.

I

L2(0.7))2 — RY)v,)2, é uma sequéncia limitada de A. Agora, da reflexi-

Assim, (ke'([|7
vidade de A (pois é um subespago fechado do espago reflexivo (H'(0,T))?), podemos extrair
uma subsequéncia (k;¢'(||v, ||(L2(0T — RY)w,)32, e T € A, tal que

ki (17, ez 0.0z — B3 v]/—+>oo 7 fracamente em A, (4.40)

ou seja,
T T
/ j /400 / !
/0 ko' (I, I 0.my2 — Bo) v ()v(t)dtj—>+ /Of(t)v(t)dt,

para todo v € A. Em particular, obtemos que

||7' H(L2 0,12 < hmlnf kg‘P (H”Yk H(L2(0T R2)||7 H(LQ(OT (4.41)
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[e.9]

Agora, restringindo (4.39) a subsequéncia (vx,;)$2;, obtemos por passagem ao limite

quando j — 00, a equacao definida por

T T T
,uO/ A dt + iy / A dt — ,ugb/ / wp*Vk(x — ") - ydadt
0 0 0o Ja

T
+/ ' Adt =0,
0

para todo v € A.

(4.42)

Agora, por uma prova similar a do Teorema 3.2.10 concluimos que o controle 6timo *

satisfaz em (0,7"), uma condi¢ao necesséria de otimalidade definida por

T (0 + 07 () = b [ 7o, 03 2, VhCa = 37 (O)do = 7(6) =0
7*(0) =0,
m(T)

_*IT:— 7
¥ (T) m

no sentido fraco dado em (4.42).
Assim, concluimos a demonstracao do lema. [
Agora, provaremos que 7* também verifica a condicao de otimalidade obtida pelo for-

malismo de Dubovitskii e Milyutin, ou seja,

T T T
uo/ Y (y =30t + Ml/ 7 =)t - “zb/ / a*p*Vhk(z —7) - (v = 7")ddt > 0,
0 0 o Jo
(4.43)
para todo v € B.

Esse resultado é obtido pelo seguinte corolério.
Corolario 4.4.7. Seja (7*,u*) o controle dtimo para (4.6) obtido pelo Lema 4.4.6. Entdo
T T , T
uo/ Y (y = 7)dt + / (= )dt - uzb/ / w'p'Vk(z —7%) - (v = 7")dzdt > 0,
0 0 0o Ja
para todo v € B.
Demonstracao: Como (5%, u*) satisfaz

JFu*) = inf  J(v,u).
(y*,u") o nf (7, )
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O resultado segue diretamnente aplicando os Lemas 4.2.2, 4.2.3, 4.2.4 e 4.2.5 para garantir

as hipdteses do teorema de Dubovitskii e Milyutin. Assim, aplicamos o Teorema 4.2.7 para

concluir o corolario.

Agora, enunciaremos o principal teorema deste capitulo. Este teorema da as requeridas

condicoes necessarias de otimalidade de primeira ordem para uma solucao 6tima do Problema

(4.6).

Teorema 4.4.8. Ezxistem (7*,0*) € B x W2'(Q) uma solu¢io dtima do Problema (4.6),

7€ A e uma funcdao p* € W22’1(Q) tais que: (¥*,u*) é uma solug¢do da equagdo

ou* — aAu* = au* —bk(x — 7 )u* em Q= Q x (0,7,
(0/0n)(w*) =0 em S =090 x (0,71,
u*(0) =uy em €,

p* € a solucdo do problema adjunto associado, ou seja,

—Op* — alAp* =ap* —bk(x —7*)p* —u* em Q =Q x (0,7,
(0/0m)(p*) =0 em S =09 x (0,T],
p(T)=0 em €.

O controle ¥* satisfaz as sequintes condigoes necessdarias de otimalidade:

T T T
o / 5 (y = 77)dt + / 7 (7 = AVt — b / / TPk — ) - (y — 7°)dedt > 0,
0 0 0 Q

para todo v € B e o sistema definido por

— 7 4 et — ,Uzb/ puVk(r — 5 )dr —7"(t) =0 em (0,T),
Q
77(0) =0,
7(T)

7*/(T) = )
H1

no sentido fraco dado em (4.42).

Demonstracao: Segue diretamente do Lema 4.4.6 e do Corolério 4.4.7.

(4.44)



CAPITULO 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos resultados de controle 6timo para um modelo que descreve
a trajetoria otima a ser seguida por um dispositivo que ird fazer a aplicacao de inseticida
em uma certa regiao {2, cujo objetivo principal é o de controlar a proliferacao de mosquitos
e ao mesmo tempo reduzir os custos da pulverizacao. Usamos como ferramenta principal o
formalismo de Dubovitskii e Milyutin.

Vale ressaltar que o modelo estudado ainda nao estd nas condi¢oes mais préximas de
uma situacao real do cotidiano. Por se tratar de um modelo inicial, algumas hipdteses
substanciais nao foram consideradas, tais como: a fuga de uma parcela da populacao de
mosquitos da regiao {2 durante o processo de pulverizacao; matematicamente queremos dizer
((0/0n)(u) # 0); também nao consideramos o efeito residual do inseticida, ou seja, no modelo
que estudamos nao foi considerada a hipotese de que apds a aplicacao o inseticida continua
agindo; também nao foi tomada nenhuma restricao na regiao €2, em forma de obstaculos,
sobre o conjunto dos controles admissiveis; etc.

Tais hipéteses adicionais nao foram consideradas neste trabalho pois, tivemos o objetivo
primeiramente de estudar e aprimorar as técnicas usadas. Mesmo porque, nao temos nenh-
uma informacao sobre a existéncia de controles e condi¢oes de otimalidade para os modelos

mais complexos e nenhuma informagao sobre a matematica que serd usada para o estudo
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desses problemas.

Como mostramos no Capitulo 4, apenas com o acréscimo de uma restricao o problema
apresentou uma dificuldade significativa, tanto que precisamos langar mao das técnicas de
penalizacao para obter as requeridas condigoes de otimalidade.

De modo geral, é de nosso interesse aprofundar os estudos sobre as possiveis estratégias
para abordar os problemas propostos. Dando continuidade em nossas pesquisas, temos
interesse em analisar o problema com obstaculos sobre os controles. Além disso, também

temos o interesse de estudar o problema com alguma nao linearidade na equacao de estado.
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