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Resumo

O objetivo dessa dissertação é encontrar um limite superior para a pro-
babilidade de confinamento de um passeio aleatório em meio aleatório nos
inteiros, usando como principal ferramenta o tempo de comutação desse pas-
seio que é calculado associando-o a uma rede elétrica baseado no artigo Ran-
dom Walks and Electric Networks de P. Doyle e J. Snell. A associação é
estabelecida por uma função harmônica, aplicando-se assim as propriedades
f́ısicas das redes elétricas a uma cadeia de Markov. Quando nos referimos
a probabilidade de confinamento de um passeio aleatório em meio aleatório
confinado no intervalo de [a, b], estamos falando da probabilidade de um pas-
seio aleatório em meio aleatório começando em x permanecer no intervalo
(a, b), ou seja, P x

w[τ{a,b} > n] no qual τ{a,b} é o primeiro tempo em que o
passeio aleatório visita a ou b e n é um tempo relativamente grande.
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Abstract

The objective of this dissertation is to find an upper limit for the probabi-
lity of confined of a random walk in random environment in integers, using as
main tool the commute time which is calculated by associating this walk to
a electric network based on Article Random Walks and Electric Networks of
P. Doyle and J. Snell. The association is established by a harmonic function,
applying the physical properties of electrical networks to a Markov chain.
When we refer to probability of confined of a random walk in random envi-
ronment, confined in the interval [a, b] we are talking about the probability
f a random walk in random environment starting in x remain in the interval
[a, b], in other words, P x

w[τ{a,b} > n] in which τ{a,b} is the first time that the
random walk visit a or b and n is a time relatively big.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A dissertação num primeiro momento é baseada nos artigos, Random Walks
an Electric Networks de P. G. Doyle e J. L. Snell e Probability on Trees
and Networks de R. Lyons e Y. Peres, no qual ambos mostram a excelente
combinação da F́ısica e da Matemática que juntas podem resolver beĺıssimos
problemas. Utilizando isso como base encontraremos um limite superior para
a probabilidade de confinamento de um passeio aleatório em meio aleatório,
confinado no intervalo [a, b], ou seja, um limite superior para a probabilidade
desse passeio começando num dado ponto x, permanecer no intervalo (a, b).

No caṕıtulo 2 teremos uma leve introdução a cadeias de Markov, utili-
zadas para definir uma cadeia de Markov reverśıvel que será importante no
decorrer dos próximos caṕıtulos.

No caṕıtulo 3 iremos definir um passeio aleatório em uma dimensão e o
associaremos a uma determinada rede elétrica, usando as propriedades de
uma função harmônica, com a finalidade de demonstrar que p(x), a proba-
bilidade do passeio começando em x atingir N antes de 0, é equivalente a
função v(x), a voltagem da rede elétrica.

Na seção 3.4 definiremos um passeio aleatório em redes mais gerais, no
qual dado uma rede elétrica o associamos a uma cadeia de Markov. Depois
de muita manipulação algébrica na seção 3.6 definiremos e calcularemos o
Tempo de comutação de um passeio aleatório em redes mais gerais .

No caṕıtulo 4 definiremos passeio aleatório em meio aleatório nos intei-
ros, em seguida o restringiremos a um conjunto finito de pontos. Faremos
de modo análogo ao que foi feito no caṕıtulo anterior para obter o tempo
de comutação desse passeio, mas através de uma abordagem diferente nos
cálculos, no qual dada a cadeia de Markov encontraremos a rede elétrica
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associada.
Finalmente no caṕıtulo 5 chegaremos ao nosso objetivo principal enunci-

ado como Teorema, no qual encontraremos um limite superior para a proba-
bilidade de confinamento de um passeio aleatório em meio aleatório confinado
no intervalo de [a, b], utilizando como principal ferramenta o tempo de co-
mutação desse passeio.
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Caṕıtulo 2

Cadeias de Markov reverśıveis

2.1 Algumas notações básicas

Seja Xn, n ≥ 0 uma cadeia de Markov tendo espaço de estados S enumerável
e função de transição P . Se π(x), x ∈ S são números não negativos tais que

∑

x

π(x) = 1

e
∑

x

π(x)P (x, y) = π(y), y ∈ S

então π é chamada distribuição estacionária.

Proposição 2.1 A distribuição de Xn é independente de n se, e somente

se, a distribuição inicial é uma distribuição estacionária.

Prova: Se X0 tem a distribuição estacionária π, então temos que

P(Xn = y) =
∑

x

π(x)P n(x, y) = π(y), ∀y ∈ S

ou seja a distribuição de Xn independe de n.

Reciprocamente, suponha que a distribuição de Xn é independente de n,
seja π0 a distribuição inicial, temos

π0(y) = P(X0 = y) = P(X1 = y) =
∑

x

π(x)P (x, y)
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assim concluimos que π0 é uma distribuição estacionária.

Seja ρxy = Px(Ty < ∞) a probabilidade da cadeia, começando em x,
estará no estado y em algum tempo positivo, no qual Ty = min{n > 0;Xn =
y}.

Definição 2.1 Um estado x é chamado recorrente se ρxx = 1 e transiente

se ρxx < 1, no qual ρxx = Px(Tx < ∞) denota a probabilidade da cadeia,

começando em x, retornará a x em algum tempo positivo.

Seja N(y) o número de vezes que a cadeia está no estado y, ou seja

N(y) =
∞
∑

n=1

1y(Xn)

Como os eventos {N(y) ≥ 1} e {Ty < ∞} são os mesmos, temos que

Px(N(y) ≥ 1) = Px(Ty < ∞) = ρxy

Denote

G(x, y) = Ex(N(y)) =
∞
∑

n=1

P n(x, y)

pois

Ex(N(y)) = Ex(
∞
∑

n=1

1y(Xn)) =
∞
∑

n=1

Ex(1y(Xn)) =
∞
∑

n=1

P n(x, y)

então G(x, y) é o número esperado de visitas a y, para uma Cadeia de Markov
começando em x.

Teorema 2.1 i) Seja y um estado transiente. Então

Px(N(y) < ∞) = 1

e

G(x, y) =
ρxy

1− ρyy
, x ∈ S

ii) Seja y um estado recorrente. Então Py(N(y) = ∞) = 1 e G(y, y) = ∞.

Também
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Px(N(y) = ∞) = Px(Ty < ∞) = ρxy, x ∈ S

Se ρxy = 0, então G(x, y) = 0, enquanto se ρxy > 0, temos que G(x, y) =
∞.

Definição 2.2 Sejam x e y dois estados quaisquer, se ρxy > 0 então dizemos

que x leva a y.

Teorema 2.2 Seja x um estado recorrente e suponha que x leva a y então

y é recorrente e ρxy = ρyx = 1.

Definição 2.3 Um espaço de estados é irredut́ıvel se ∀x, y ∈ S, x leva a y.

Definição 2.4 Uma cadeia de Markov é dita irredut́ıvel se o seu espaço de

estados é irredut́ıvel.

2.2 Estados recorrentes positivos nulos e po-

sitivos recorrentes

Denote Nn(y) o número de visitas da cadeia de Markov ao estado y até o
tempo n, ou seja

Nn(y) =
n
∑

m=1

1y(Xm)

e Gn(x, y) o número esperado de tais visitas para uma cadeia de Markov
começando em x, assim temos que

Gn(x, y) =
n
∑

m=1

Pm(x, y)

Seja my = Ey(Ty) o tempo médio de retorno a y, para uma cadeia de
Markov começando em y, se esse tempo de retorno tem esperança finita. E
seja my = ∞ caso contrário.

Teorema 2.3 Seja y um estado recorrente. Então com probalidade 1:

lim
n→∞

Nn(y)

n
=

1{Ty<∞}

my

e

lim
n→∞

Gn(x, y) =
ρxy
my

, x ∈ S
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Definição 2.5 Um estado y é chamado recorrente nulo se my = ∞.

Assim temos que se y é um estado recorrente nulo, então

lim
n→∞

Gn(x, y)

n
= 0, x ∈ S

Definição 2.6 Um estado y é chamado recorrente positivo se my < ∞

Assim temos que se y é um estado recorrente positivo, então

lim
n→∞

Gn(x, y)

n
=

1

my

> 0

2.3 Cadeia de Markov reverśıvel

Definição 2.7 Uma cadeia de Markov irredut́ıvel positiva recorrente é esta-

cionária se, a distribuição inicial é uma distribuição estacionária.

Considere uma cadeia de Markov tendo função de probabilidade P e dis-
tribuição estacionária π, suponha que comece em algum tempo, no qual
traçamos a sequência de estados que vão para atrás no tempo, ou seja,
começando no tempo n, considere a sequência de estadosXn, Xn−1 . . .Verifica-
se que essa sequência de estados é uma cadeia de Markov, com função de
transição P ∗ definido por:

P ∗(i, j) = P (Xm = j/ Xm+1 = i, Xm+2 = i2, ..., Xm+k = ik)

=
P (Xm = j, Xm+1 = i, Xm+2 = i2, ..., Xm+k = ik)

P (Xm+1 = i, Xm+2 = i2, ..., Xm+k = ik)

=
P (Xm = j)P (Xm+1 = i/ Xm = j)P (Xm+2 = i2, ..., Xm+k = ik/ Xm = j, Xm+1 = i)

P (Xm+1 = i)P (Xm+2 = i2, ..., Xm+k = ik/ Xm+1 = i)

=
πjP (j, i)P (Xm+2 = i2, ..., Xm+k = ik/ Xm+1 = i)

πiP (Xm+2 = i2, ..., Xm+k = ik/ Xm+1 = i)
=

πjP (j, i)

πi
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Então temos que o processo reverso no tempo é também uma cadeia de
Markov com probabilidade de transição dada por:

P ∗(i, j) =
πjP (j, i)

πi

Definição 2.8 Uma cadeia de Markov é reverśıvel se P ∗
ij = Pij, ∀i, j ∈ S.

Ou equivalentemente se,

πiP (i, j) = πjP (j, i), ∀i, j ∈ S

7



Caṕıtulo 3

Passeio aleatório e redes
elétricas

3.1 Passeio aleatório em uma dimensão

Existem vários exemplos clássicos de passeios aleatórios em uma dimensão,
como a rúına do jogador, a caminhada de um bêbado... Vamos abordar o
caso particular do passeio aleatório em uma dimensão definido no conjunto
de pontos 0, 1, .., N , onde 0 e N são estados absorventes, o passeio começa
em qualquer estado i ∈ {0, 1, ..., N}, onde a probabilidade de ir do estado i
para o i+ 1 é pi,i+1, e a probabilidade de ir do estado i para o i− 1 é pi,i−1,
no qual pi,i+1 + pi,i−1 = 1

Seja p(x) a probabilidade de começando em x atingir N antes de 0. As-
sim p(x) é uma função definida nos pontos x = 0, 1, ...N com as seguintes
propriedades:

1. p(0) = 0

2. p(N) = 1

3. se pi,i+1 = pi,i−1 =
1
2

∀i ∈ {1, 2, ..., N − 1} então,
p(x) = 1

2
p(x+ 1) + 1

2
p(x− 1), ∀x ∈ {1, 2, ..., N − 1}

8



3.2 Um problema de rede elétrica

Vamos fazer uma pequena introdução à circuitos elétricos. Considere um
aparelho cuja função é manter entre seus terminas 0 e N uma diferença de
potencial elétrico (ddp) expressa por v(0)− v(N). Esse aparelho é chamado
gerador elétrico e seus terminais 0 e N denominados polos. Considere agora
um condutor metálico ligado aos polos 0 e N do gerador elétrico, várias
propriedades f́ısicas ocorrem no condutor elétrico mas não serão discutidas
aqui, mas temos que flui uma corrente elétrica por esse condutor.

Denominamos circuito elétrico ao conjunto de aparelhos com os quais se
pode estabelecer uma corrente elétrica. Existem elementos do circuito cuja
função, entre outras, é a de transformar energia elétrica em energia térmica,
ou limitar a intensidade de corrente elétrica em circuitos elêtronicos. Tais
elementos recebem o nome de resistores.

Usando as leis da f́ısica, vamos considerar o seguinte problema:
conectamos resistores iguais em série, e colocamos uma unidade de voltagem
nos pontos finais, podemos ver um exemplo na figura abaixo, com N = 4.

∣

∣

∣
|
∣

∣

∣

✤

0 1 2 3 4

Seja os pontos x = 0, 1, 2, ..., N , vamos estabelecer a voltagem v(x) nesses
pontos. Colocando v(0) = 0 e v(N) = 1, então v(x) satisfaz as propriedades
1) e 2) da seção 3.1, vamos mostrar que v(x) também safisfaz 3)

Pela lei de Kirchhoff, a corrente entrando em x deve ser igual a corrente
saindo. Pela lei de Ohm, se os pontos x e y são conectados por uma resistência
de magnitude R, então a corrente ixy que flui de x para y é igual a:

ixy =
v(x)− v(y)

R

Então para x = 1, 2, ..., N − 1

ix−1,x = ix,x+1 ⇔
v(x− 1)− v(x)

R
=

v(x)− v(x+ 1)

R

9



⇔ v(x) =
v(x+ 1) + v(x− 1)

2

Assim v(x) também satisfaz 3).

3.3 Função harmônica (O prinćıpio da unici-

dade)

Nesta seção vamos nomear o problema de Dirichlet e mostrar que ambas as
funções p(x) e v(x) são harmônicas, e que pelo prinćıpio da unicidade elas
são equivalentes.

Seja S um conjunto de pontos, S = {0, 1, 2, ..., N}, chamamos de pontos
inteiros de S, os pontos do conjunto I = {1, 2, ..., N − 1}, e de pontos limites
os pontos do conjunto L = {0, N}.

Definição 3.1 Uma função f(x) definida em S é harmônica se satisfaz a

propriedade da média, ou seja, ∀x ∈ I, temos que

f(x) =
f(x− 1) + f(x+ 1)

2

No caso mais geral, no qual px,x+1 6=
1
2
, uma função f(x) é harmônica se

satisfaz a seguinte propriedade

f(x) =
∑

x∼y

pxyf(y)

no qual pxy é a probabilidade de ir do estado x para o estado y, e x ∼ y
indica que x e y são conectados.

Nós vimos que, p(x) e v(x) são funções harmônicas em S, tendo os mesmos
valores no limite, p(0) = v(0) e p(N) = v(N).

O problema de Dirichlet trata de se encontrar uma função harmônica
dado os seus valores no limite, pelo prinćıpio da unicidade para o problema
de Dirichlet, temos que v(x) e p(x) são realmente a mesma função.

Para mostrar o prinćıpio da unicidade, iremos primeiramente provar o
prinćıpio do máximo para funções harmônicas.

Prinćıpio do máximo: Uma função harmônica definida em S, atinge o

seu valor máximo M e o seu valor mı́nimo m, no limite.

10



Prova: Seja M o maior valor de f . Então se f(x) = M para algum x
em I, o mesmo deve ocorrer para f(x− 1) e f(x+ 1), já que f(x) é a média
desses dois valores. Se x− 1 ainda é um ponto interior o mesmo argumento
vale para x − 2, implicando que f(x − 2) = M , continuando assim, iremos
concluir que f(0) = M . O argumento é análogo para o valor mı́nimo m.

Prinćıpio da unicidade: Se f(x) e g(x) são funções harmônicas em S,

tal que f(x) = g(x) em L, então f(x) = g(x), ∀x ∈ S.

Prova: Seja h(x) = f(x)− g(x), então se x ∈ I temos que,

h(x− 1) + h(x+ 1)

2
=

f(x− 1) + f(x+ 1)

2
−

g(x− 1) + g(x+ 1)

2

assim h é harmônica, mas h(x) = 0 para x ∈ L, então pelo prinćıpio do
máximo, o valores máximo e mı́nimo de h são 0 o que implica que h(x) = 0,
∀x ∈ S, então f(x) = g(x), ∀x ∈ S.

3.4 Passeio aleatório em redes mais gerais

Um grafo é uma coleção finita de pontos (também chamado śıtios), com
certos pares de pontos conectados por uma borda (também chamado elos).
Pode ser assim definido G = (V,E), no qual V é o conjunto dos śıtios e E é
um subconjunto simétrico irreflexivo de V × V , chamado conjunto dos elos,
irreflexivo significa que E não contém elementos da forma (x,x). O grafo é
conectado se é posśıvel ir entre quaisquer dois śıtios, movendo-se ao longo
dos elos.

Assumimos que G é um grafo conectado e atribúımos a cada elo xy uma
resistência Rxy, assim a condutância do elo xy é Cxy = 1

Rxy
e G passa a ser

uma rede.
Definimos o passeio aleatório em G como uma cadeia de Markov com

matriz de transição P dada por:

Pxy =
Cxy

Cx

com Cx =
∑

y

Cxy.

11



Como a rede é conectado, é posśıvel ir entre quaisquer dois pontos. Uma
cadeia de Markov com essa propriedade é chamada uma cadeia de Markov
irredut́ıvel.

Essa cadeia de Markov assim definida também é reverśıvel.

Seja πj =
Cj

C
, onde C =

∑

x

Cx, temos que

πxPxy = πyPyx, ∀x, y

pois

CxPxy = Cx

Cxy

Cx

= Cxy = Cy

Cxy

Cy

= CyPyx .

3.4.1 Interpretações probabiĺısticas da voltagem

Dada a rede G, com resistores Rxy atribúıdos aos elos xy. Escolhemos dois
śıtios a e b, e colocamos uma bateria de um volt nesses śıtios, estabelecendo
a voltagem v(a) = 1 e v(b) = 0. É fácil ver usando as propriedades da
função harmônica, que v(x), a voltagem no ponto x, é igual a probabilidade
de começando em x atingir a antes de b.

3.5 Algumas interpretações probabiĺısticas

Seja τa o primeiro tempo que o passeio aleatório visita a e τ+a o primeiro
tempo depois de 0 que o passeio aleatório visita a.

Seja P [a → z] := Pa[τz < τ+a ] , ou seja a probabilidade de um passeio
aleatório começando em a, atingir z antes de retornar a a.

Impondo a voltagem v(a) em a e 0 em z. Como v(·) é linear em v(a) pelo

prinćıpio da superposição, temos que Px[τa < τz] =
v(x)

v(a)
. Assim temos que

P [a → z] =
∑

x

p(a, x)(1− Px[τa < τz]) =
∑

x

Cax

Ca

[

1−
v(x)

v(a)

]

=
1

v(a)Ca

∑

x

Cax[v(a)− v(x)] =
1

v(a)Ca

∑

x

iax

12



Em outras palavras,

v(a) =

∑

x

iax

CaP [a → z]

definimos a condutância efetiva como:

C(a ↔ z) := CaP [a → z]

Definimos a resistência efetiva para ser o rećıproco da condutância efetiva,
ou seja

ℜ(a ↔ z) :=
1

C(a ↔ z)

Agora o número de visitas a a antes de atingir z é uma variável aleatória
geométrica, com média P [a → z]−1 = Caℜ(a ↔ z). Se existe uma única
unidade de corrente saindo de a para z e a voltagem é 0 em z, então a média
seria Cav(a).

Generalizando, seja Gz(a, x) = Ea

[

τz−1
∑

k=0

1{Xk=x}

]

, ou seja, o número espe-

rado de visitas a x estritamente antes de atingir z, por um passeio aleatório
começando em a. Então Gz(a, x) = 0 para x = z e

Gz(a, a) = P [a → z]−1 = Caℜ(a ↔ z)

A função Gz(·, ·) é chamada a função de Green do passeio aleatório ab-
sorvente em z.

Proposição 3.1 (Função de Green como voltagem) Seja G uma rede

finita conectada na qual a voltagem é imposta em {a} ∪ {z}, tal que uma

unidade de corrente flui de a para z e a voltagem é 0 em z, então a função

da voltagem satisfaz

v(x) =
Gz(a, x)

Cx

, ∀x

Prova: Vimos que para x ∈ {a} ∪ {z} é verdadeiro pois,

v(a) =
Gz(a, a)

Ca

=
1

CaP [a ↔ z]

e

13



v(z) =
Gz(a, z)

Cz

= 0

Então basta mostrar que
Gz(a, x)

Cx

é harmônica nos outros pontos. Como

temos uma cadeia de Markov reverśıvel então é fácil ver que

Gz(a, x)

Cx

=
Gz(x, a)

Ca

e usando a fórmula da esperança total, no qual V z
x indica o número de visitas

a x antes de atingir z e X1 indica o primeiro passo do passeio aleatório, temos
que:

Gz(x, a) = Ex(V
z
a ) = E[Ex(V

z
a /X1)] = E[EX1 [V

z
a ]]

=
∑

x∼y

pxy Ey[V
z
a ] =

∑

x∼y

pxy Gz(y, a)

segue que

Gz(a, x)

Cx

=
Gz(x, a)

Ca

=
∑

x∼y

pxy
Gz(y, a)

Ca

=
∑

x∼y

pxy
Gz(a, y)

Cy

Assim mostramos que
Gz(a, x)

Cx

é uma função harmônica.

Proposição 3.2 Seja G uma rede finita conectada. Começando um passeio

aleatório em a, e que seja dado τz. Para todo x ∼ y, seja Sxy o número de

transições de x para y. Então

E[Sxy] = Gz(a, x)pxy

e

E[Sxy − Syx] = i(x, y)

onde i é a corrente em G quando um potencial é aplicado entre a e z, tal que
uma unidade de corrente flui dentro em a.

14



Prova: Note que contamos a transição de x para y quando x 6= z, mas se
y = z no entanto não computamos isso como uma visita a x em Gz(a, x).
Assim:

E[Sxy] = E

[ τz
∑

k=0

1{xk=x}1{xk+1=y}

]

=
τz
∑

k=0

P [Xk = x,Xk+1 = y]

=
τz
∑

k=0

P [Xk = x]pxy = E

[ τz
∑

k=0

1{xk=x}

]

pxy

= Gz(a, x)pxy

Então pela proposição anterior, temos que ∀x, y

E[Sxy − Syx] = Gz(a, x)pxy −Gz(a, y)pyx

= v(x)Cxpxy − v(y)Cypyx = [v(x)− v(y)]Cxy = i(x, y)

3.6 Tempo de comutação

Chegamos ao principal objetivo desta seção que é definir o tempo de co-
mutação e dar o seu valor para o caso de um passeio aleatório simples.

Primeiramente vamos calcular o tempo esperado que leva para um passeio
aleatório atingir um conjunto de vértices.

Proposição 3.3 Dada uma rede finita com um vértice a e a é disjunto do

vértice z. Seja v(.) a voltagem quando uma unidade de corrente flui de a
para z. Temos que

Ea[τz] =
∑

x∈V

Cxv(x)

Prova: Sabemos que V z
x indica o número de visitas a x antes de atingir z,

então τz =
∑

x

V z
x . Assim

Ea[τz] = Ea

[

∑

x

V z
x

]

=
∑

x

Ea[V
z
x ]
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Ea[τz] =
∑

x

Gz(a, x)

e pela proposição 3.1 segue que

Ea[τz] =
∑

x

Gz(a, x) =
∑

x

Cxv(x)

Definição 3.2 O tempo de comutação é o tempo esperado para um passeio

aleatório começando em a visitar z e depois voltar para a, ou seja, Ea[τz] +
Ez[τa].

Proposição 3.4 Seja G uma rede finita e γ :=
∑

x∈V

Cx. Seja a e z dois

vértices de G. O tempo de comutação entre a e z é γ ℜ[a ↔ z].

Prova: O tempo Ea[τz] na Proposição 3.3 é expresso usando a voltagem
v(x). Agora a voltagem em x, para uma unidade de corrente fluindo de z
para a é igual a v(a)− v(x). Então

Ez[τa] =
∑

x∈V

Cx[v(a)− v(x)]

o tempo de comutação é dado por:

Ez[τa] + Ea[τz] =
∑

x∈V

Cx[v(a)− v(x)] +
∑

x∈V

Cxv(x)

=
∑

x∈V

Cxv(a) = v(a)
∑

x∈V

Cx = v(a) γ

Como v(a) = ℜ[a ↔ z], temos que

Ez[τa] + Ea[τz] = γ ℜ[a ↔ z]
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Caṕıtulo 4

Passeio aleatório em meio
aleatório em Z

O passeio aleatório em ambiente aleatório é um passeio aleatório, no qual
para todo x ∈ Z é dado o número positivo wx. O ambiente w := (wx)x∈Z no
qual wx ∈ [0, 1], é uma sequência iid de variáveis aleatórias positivas.

Assim dado o ambiente temos uma cadeia de Markov em Z, começando
em z, com probabilidade de transição determinada por:

P z
w[Sn+1 = x+ 1/ Sn = x] = wx = w+

x

e
P z
w[Sn+1 = x− 1/Sn = x] = 1− wx = w−

x

No nosso caso suporemos que, para ǫ > 0

P [ wx ∈ [ǫ, 1− ǫ] ] = 1

Agora vamos encontrar a medida reverśıvel para o passeio aleatório em
meio aleatório confinado no intervalo [a, b], no qual w+

a = 1 e w−
b = 1,

Como observamos na figura abaixo:

a • •
x−1

•
x

•

w−
x

��

w+
x

��
x+1

•b
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Temos pela definição 2.8 que uma cadeia de Markov é reverśıvel se P ∗
ij =

Pij, ∀i, j ∈ S. Ou equivalentemente se,

πiP (i, j) = πjP (j, i), ∀i, j ∈ S

seja πa = 1, segue que

πaP (a, j) = πjP (j, a)

πaP (a, a+ 1) = πa+1P (a+ 1, a)

πaw
+
a = πa+1w

−
a+1

πa+1 =
πaw

+
a

w−
a+1

=
w+

a

w−
a+1

para i=a+1 temos que

πa+1P (a+ 1, a+ 2) = πa+2P (a+ 2, a+ 1)

πa+1w
+
1 = πa+2w

−
2

πa+2 =
πa+1w

+
a+1

w−
a+2

=
w+

a w
+
a+1

w−
a+1w

−
a+2

por indução chegamos ao seguinte resultado para a medida reverśıvel

πx =







1, se x = a
w+

a ...w
+
x−1

w−
a ...w

−
x

, se x ≥ a

Agora iremos encontrar a distribuição estacionária para esse passeio.
Temos que o sistema de equações

∑

x

µ(x)P (x, y) = µ(y), (4.1)

é dada por:

µ(a+ 1)w−
a+1 = µ(a)

µ(y − 1)w+
y−1 + µ(y + 1)w−

y+1 = µ(y)

µ(b− 1)w+
b−1 = µ(b)
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Como
w+

x + w−
x = 1

segue que

µ(a+ 1)w−
a+1 − µ(a) = 0

µ(b− 1)w+
b−1 − µ(b) = 0

µ(y − 1)w+
y−1 + µ(y + 1)w−

y+1 + (1− w+
y − w−

y )µ(y) = µ(y)

que podemos escrever como:

w−
y+1µ(y + 1)− w+

y µ(y) = w−
y µ(y)− w+

y−1µ(y − 1)

Por indução temos

w−
y+1µ(y + 1)− w+

y µ(y) = 0

Assim

µ(y + 1) =
w+

y

w−
y+1

µ(y)

Consequentemente

µ(x) =
w+

a ...w
+
x−1

w−
a+1...w

−
x

µ(a), x ≥ a+ 1

e escrevemos

µ(x) = πxµ(a), x ≥ a.

Concluimos que essa cadeia de Markov tem uma única distribuição esta-
cionária dada por:

µ(x) =
πx

b
∑

y=a

πy

, a ≤ x ≤ b
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A medida reverśıvel πx também pode ser escrita como

πx =











1, se x = a

w+
a

w−
x

exp

(

−

x−1
∑

k=a+1

ρk

)

, se x ≥ a+ 1

no qual

ρk = ln

(

w−
k

w+
k

)

Definimos o potencial como sendo

V (x) =











0, se x = a, a+ 1
x−1
∑

k=a+1

ρk, se x > a+ 1

4.1 O tempo de comutação para passeio aleatório

em meio aleatório

Dado o passeio aleatório em meio aleatório visto na seção anterior, iremos
calcular o seu tempo de comutação. Para isso vamos associá-lo a uma rede
elétrica.

Seja o passeio aleatório em meio aleatório definido nos pontos entre a e
b, onde a, b ∈ Z, com probabilidade de transição determinada por:

Pw[Sn+1 = x+ 1/Sn = x] = w+
x

e
Pw[Sn+1 = x− 1/Sn = x] = 1− w+

x = w−
x

com
w+

a = 1 e w−
b = 1

Como vimos no caṕıtulo anterior na seção 3.4 , que dada uma rede elétrica
obtemos uma cadeia de Markov, aqui faremos ao contrário, ou seja, dada a
cadeia de Markov obteremos a rede elétrica associada.
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Vimos que

Pxy =
Cxy

Cx

com Cx =
∑

y

Cxy

Assim temos que:







































w+
x =

Cx,x+1
∑

y

Cxy

=
Cx,x+1

Cx,x+1 + Cx,x−1

w−
x =

Cx,x−1
∑

y

Cxy

=
Cx,x−1

Cx,x+1 + Cx,x−1

(4.2)

Tinhamos que a distribuição estacionária era dada por:

π(x) =
Cx

C

onde C =
∑

x

Cx

Mas no caṕıtulo 4 temos que, para um passeio aleatório em meio aleatório,
a distribuição estacionária é

π(x) =
πx

b
∑

y=a

πy

Então,

Cx
∑

x

Cx

=

w+
a . . . w+

x−1

w−
a+1 . . . w

−
x

b
∑

y=a

(

w+
a . . . w+

y−1

w−
a+1 . . . w

−
y

)

(4.3)

mas

21



Cx = Cx,x−1 + Cx,x+1

voltando a 4.3 segue que

Cx,x−1 + Cx,x+1

b
∑

y=a

Cy,y−1 + Cy,y+1

=

w+
a . . . w+

x−1

w−
a+1 . . . w

−
x

b
∑

y=a

(

w+
a . . . w+

y−1

w−
a+1 . . . w

−
y

)

ou seja, podemos tomar

Cx,x−1 + Cx,x+1 =
w+

a . . . w+
x−1

w−
a+1 . . . w

−
x

Voltando a 4.2, chegamos ao seguinte resultado:























Cx,x+1 = w+
x

w+
a . . . w+

x−1

w−
a+1 . . . w

−
x

= w+
x πx

Cx,x−1 = w−
x

w+
a . . . w+

x−1

w−
a+1 . . . w

−
x

= w−
x πx

Usando a proposição 3.4 do caṕıtulo 3 vamos calcular o tempo de co-
mutação entre a e b. Temos que o tempo de comutação entre a e b é dado
por:

Eb[τa] + Ea[τb] = γ ℜ[a ↔ b]

onde γ =
∑

x∈V

Cx e ℜ[a ↔ z] =
1

CaP [a → b]
.

Já calculamos anteriormente que

γ =
∑

x∈V

Cx =
b
∑

y=a

(

w+
a . . . w+

y−1

w−
a+1 . . . w

−
y

)

Agora basta calcular a resistência efetiva entre a e b, ou seja ℜ[a ↔ b].
Um importante fato sobre redes elétricas, é que resistores que são conectados
em série entre dados dois pontos, é equivalente a um único resistor cuja sua
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resistência é a soma das resistências de todos os resistores entre esses dois
pontos. Como pode ser visto na figura abaixo

a •
Ra,a+1

a+1
•

Ra+1,a+2

a+2
•. . .•

b−2

Rb−2,b−1

b−1
•

Rb−1,b
•b

é equivalente a

a •

∑b−1
x=a Rx,x+1

•b

Assim a resistência efetiva entre a e b também pode ser calculada como

ℜ[a ↔ b] =
b−1
∑

x=a

Rx,x+1

mas a resistência é dada por Rx,x+1 =
1

Cx,x+1

=
1

w+
x πx

.

Chegamos ao resultado principal desta seção, ou seja, o tempo de co-
mutação entre a e b, quando se é dado um passeio aleatório em meio aleatório,
que é dado por

Eb[τa] + Ea[τb] =

[ b
∑

y=a

(

w+
a . . . w+

y−1

w−
a+1 . . . w

−
y

)] b−1
∑

x=a

1

w+
x

(

w+
a . . . w+

x−1

w−
a+1 . . . w

−
x

) ·
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Caṕıtulo 5

Limite superior para a
probabilidade de confinamento

Os caṕıtulos anteriores foram desenvolvidos para calcular o tempo de co-
mutação para um passeio aleatório em meio aleatório. Aqui iremos encon-
trar um limite superior para a probabilidade de confinamento de passeio
aleatório em meio aleatório. Primeiramente vamos enunciar o Teorema mais
importante de todo este trabalho, que será demonstrado no decorrer desse
caṕıtulo.

Teorema 5.1 Existe constantes K1 > 0 e K2 > 0 tais que para P-q-t w,
para todo intervalo [a, b] e para todo m > K2(b− a)2eR[a,b](V ), temos que:

max
x∈(a,b)

P x
w[τ{a,b} > m] ≤ K1 exp

(

−
m

K2(b− a)2eR[a,b](V )

)

.

Quando nos referimos a probabilidade de confinamento de um passeio
aleatório em meio aleatório confinado no intervalo de [a, b], estamos falando
da probabilidade de um passeio aleatório em meio aleatório começando em
x permanecer no intervalo (a, b), ou seja, P x

w[τ{a,b} > n] no qual τ{a,b} é o
primeiro tempo em que o passeio aleatório visita a ou b e n é um tempo
relativamente grande.

Vamos definir o comute time entre x e b : Tx,b = o tempo que leva para
o passeio aleatório ir de x para b e depois retornar a x.

x // b
||
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Temos pela propriedade de Markov forte que

Ex
w[Tx,b] = Ex

w[τb] + Eb
w[τx], ∀x ∈ (a, b)

Vamos encontrar um limite superior para:

P x
w[τ{a,b} > n]

Usando a desigualdade de Chebyshev temos que

P x
w[τ{a,b} > n] ≤

Ex
w[τ{a,b}]

n

mas como τ{a,b} = min{n;Xn ∈ {a, b}}, então τ{a,b} ≤ τa e τ{a,b} ≤ τb, segue
que

τ{a,b} ≤ τa + τb

aplicando a esperança nas variáveis aleatórias positivas, temos que

Ex
w[τ{a,b}] ≤ Ex

w[τa + τb]

Ex
w[τ{a,b}] ≤ Ex

w[τa] + Ex
w[τb]

É fácil ver pela propriedade de Markov que

Ex
w[τa] ≤ Eb

w[τa] (5.1)

e
Ex

w[τb] ≤ Ea
w[τb] (5.2)

Vamos demonstrar somente que Ex
w[τa] ≤ Eb

w[τa], já que a equação (5.2)
segue de modo análogo. Seja Eb

w[τa], aplicando a esperança condicional com
relação à σ-álgebra Fτx , temos

Eb
w[τa] = Eb

w[E
b
w(τx + τa − τx/Fτx)]

Eb
w[τa] = Eb

w[τx] + Eb
w[E

b
w(τa − τx/Fτx)]

usando a propriedade de Markov forte temos que

Eb
w[τa − τx/Fτx ] = Ex

w[τa]
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segue que

Eb
w[τa] = Eb

w[τx] + Ex
w[τa]

mas Eb
w[τx] > 0 pois τx > 0, implicando que

Eb
w[τa] ≥ Ex

w[τa]

Conclúımos que

P x
w[τ{a,b} > n] ≤

Ex
w[τ{a,b}]

n
≤

Ex
w[τa] + Ex

w[τb]

n
≤

Eb
w[τa] + Ea

w[τb]

n
, ∀x ∈ (a, b)

ou seja,

P x
w[τ{a,b} > n] ≤

Eb
w[τa] + Ea

w[τb]

n
, ∀x ∈ (a, b)

5.1 O limite superior dado em função do Range

do potencial

Anteriormente obtivemos o limite superior para a probabilidade de confina-
mento de um passeio aleatório em meio aleatório, dado por

P x
w[τ{a,b} > n] ≤

Eb
w[τa] + Ea

w[τb]

n
(5.3)

Vimos no caṕıtulo 4 que

Eb
w[τa] + Ea

w[τb] =

[ b
∑

y=a

(

w+
a . . . w+

y−1

w−
a+1 . . . w

−
y

)] b−1
∑

x=a

1

w+
x

(

w+
a . . . w+

x−1

w−
a+1 . . . w

−
x

)

no qual πx =
w+

a ...w+
x−1

w−
a+1...w

−
x
.

Assim temos que o limite superior é dado por

Eb
w[τa] + Ea

w[τb]

n
=

b
∑

y=a

πy

b−1
∑

x=a

(

1

w+
x πx

)

n
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mas πx =







1 = e−V (0), se x = 0
w+

a

w−
x

exp (−V (x)) , se x ≥ 1

Então,

Eb
w[τa] + Ea

w[τb]

n
=

b
∑

y=a

w+
a

w−
y

exp (−V (y))
b−1
∑

x=a





1

w+
x

(

w+
a

w−
x
exp (−V (x))

)





n

como P [ wy ∈ [ǫ, 1 − ǫ] ] = 1, ∀y e ǫ > 0, temos que
1

C1

≤
w+

a

w−
y

≤ C1, no

qual C1 =
1− ǫ

ǫ
é uma constante. Assim podemos escrever a desigualdade

(5.3) da seguinte maneira

P x
w[τ{a,b} > n] ≤

b
∑

y=a

C1 exp (−V (y))
b−1
∑

x=a

C1

ǫ
exp (V (x))

n

≤

C2
1

ǫ
(b− a) exp

(

− min
x∈(a,b)

V (x)

)

(b− a) exp

(

max
x∈(a,b)

V (x)

)

n

≤

C(b− a)2 exp

(

max
x∈(a,b)

V (x)− min
x∈(a,b)

V (x)

)

n

No qual C =
(1− ǫ)2

ǫ3
é uma constante. Mas

(

max
x∈(a,b)

V (x)− min
x∈(a,b)

V (x)

)

é chamado de amplitude do potencial e é denotado por range = R[a,b](V ).
Conclúımos que

P x
w[τ{a,b} > n] ≤

C(b− a)2 exp
(

R[a,b](V )
)

n

Vamos abordar esta cota superior de forma mais abrangente. Vamos
escolher n tal que P x

w[τ{a,b} > n] ≤ p, no qual 0 < p < 1, chamamos de s
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este valor de n, onde s ∈ Z. Pegamos um intervalo m grande o suficiente
tal que m > s e o dividimos em intervalos de comprimento s, com isso o
número de intervalos é N =

[

m
s

]

, ou seja N é a parte inteira de m
s
, assim

(

m
s
− 1
)

≤ N ≤ m
s

0
✤

s
✤

s
✤

s
✤

s
✤

s
✤

s
✤ ✤

m
//

Agora vamos calcular qual seria a probabilidade do passeio aleatório per-
manecer nesse intervalo m, ou seja, vamos calcular a P x

w[τ{a,b} > m],

P x
w[τ{a,b} > m] ≤ P x

w

[

τ{a,b} 6∈
N−1
⋃

j=0

[js, (j + 1)s]

]

= P x
w

[

N−1
⋂

j=0

{

τ{a,b} 6∈ [js, (j + 1)s]
}

]

usando o teorema da multiplicação de probabilidades, obtemos

=
N−1
∏

j=0

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [js, (j + 1)s]

/ j
⋂

i=0

{

τ{a,b} 6∈ [is, (i+ 1)s]
}

]

=
N−1
∏

j=0

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [js, (j + 1)s]

/

τ{a,b} 6∈

(

j
⋃

i=0

[is, (i+ 1)s]

)]

=
N−1
∏

j=0

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [js, (j + 1)s]

/

τ{a,b} 6∈ [0, js]

]

=
N−1
∏

j=0

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [js, (j + 1)s], τ{a,b} 6∈ [0, js]
]

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, js]
]

agora vamos usar a fórmula da probabilidade total

=
N−1
∏

j=0

Ex
w

[

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [js, (j + 1)s], τ{a,b} 6∈ [0, js]

/

Fjs

] ]

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, js]
]
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usando a propriedade de Markov

=
N−1
∏

j=0

Ex
w

[

1{τ{a,b} 6∈[0,js]} P
X(js)
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, s]
]

]

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, js]
]

≤
N−1
∏

j=0

Ex
w

[

1{τ{a,b} 6∈[0,js]} max
x∈(a,b)

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, s]
]

]

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, js]
]

como a expressão max
x∈(a,b)

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, s]
]

não depende nem de x e nem

de j temos que

≤

N−1
∏

j=0

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, js]
]

[

max
x∈(a,b)

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, s]
]

]

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, js]
]

≤

(

max
x∈(a,b)

P x
w

[

τ{a,b} 6∈ [0, s]
]

)N

≤ pN = eN ln p =≤ eln p(m
s
−1) = e− ln pe

m
s
ln p

tinhamos que

C(b− a)2 exp
(

R[a,b](V )
)

s
≤ p

o que implica que

s ≥
C(b− a)2 exp

(

R[a,b](V )
)

p

s ≥
(1− ǫ)2

ǫ3p
(b− a)2 exp

(

R[a,b](V )
)

Conclúımos que

P x
w[τ{a,b} > m] ≤ e− ln p exp

(

ǫ3p ln p

(1− ǫ)2
m

(b− a)2eR[a,b](V )

)

,

mas seja K2 = −
ǫ3p ln p

(1− ǫ)2
e K1 = e− ln p constantes, então
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P x
w[τ{a,b} > m] ≤ K1 exp

(

−
m

K2(b− a)2eR[a,b](V )

)

ou seja, ∃K1 e K2 tal que para todo m > K2(b−a)2 exp
(

R[a,b](V )
)

, temos
que

max
x∈(a,b)

P x
w[τ{a,b} > m] ≤ K1 exp

(

−
m

K2(b− a)2eR[a,b](V )

)
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