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Resumo

O objetivo dessa dissertacao é encontrar um limite superior para a pro-
babilidade de confinamento de um passeio aleatério em meio aleatério nos
inteiros, usando como principal ferramenta o tempo de comutacao desse pas-
seio que ¢ calculado associando-o a uma rede elétrica baseado no artigo Ran-
dom Walks and Electric Networks de P. Doyle e J. Snell. A associacao é
estabelecida por uma fungao harmonica, aplicando-se assim as propriedades
fisicas das redes elétricas a uma cadeia de Markov. Quando nos referimos
a probabilidade de confinamento de um passeio aleatério em meio aleatério
confinado no intervalo de [a, b], estamos falando da probabilidade de um pas-
seio aleatério em meio aleatorio comegando em x permanecer no intervalo
(a,b), ou seja, PJ[Trapy > n] no qual 7{ap é o primeiro tempo em que o
passeio aleatorio visita a ou b e n é um tempo relativamente grande.
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Abstract

The objective of this dissertation is to find an upper limit for the probabi-
lity of confined of a random walk in random environment in integers, using as
main tool the commute time which is calculated by associating this walk to
a electric network based on Article Random Walks and Electric Networks of
P. Doyle and J. Snell. The association is established by a harmonic function,
applying the physical properties of electrical networks to a Markov chain.
When we refer to probability of confined of a random walk in random envi-
ronment, confined in the interval [a, b] we are talking about the probability
f a random walk in random environment starting in x remain in the interval
[a,b], in other words, Pj[7(,53 > n| in which 7(,4y is the first time that the
random walk visit @ or b and n is a time relatively big.
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Capitulo 1

Introducao

A dissertagdo num primeiro momento é baseada nos artigos, Random Walks
an Electric Networks de P. G. Doyle e J. L. Snell e Probability on Trees
and Networks de R. Lyons e Y. Peres, no qual ambos mostram a excelente
combinagao da Fisica e da Matematica que juntas podem resolver belissimos
problemas. Utilizando isso como base encontraremos um limite superior para
a probabilidade de confinamento de um passeio aleatério em meio aleatorio,
confinado no intervalo [a, b], ou seja, um limite superior para a probabilidade
desse passeio comegando num dado ponto z, permanecer no intervalo (a, b).

No capitulo 2 teremos uma leve introducao a cadeias de Markov, utili-
zadas para definir uma cadeia de Markov reversivel que serd importante no
decorrer dos proximos capitulos.

No capitulo 3 iremos definir um passeio aleatério em uma dimensao e o
associaremos a uma determinada rede elétrica, usando as propriedades de
uma fungao harmonica, com a finalidade de demonstrar que p(x), a proba-
bilidade do passeio comecando em x atingir N antes de 0, é equivalente a
fungao v(x), a voltagem da rede elétrica.

Na secao 3.4 definiremos um passeio aleatério em redes mais gerais, no
qual dado uma rede elétrica o associamos a uma cadeia de Markov. Depois
de muita manipulagao algébrica na secao 3.6 definiremos e calcularemos o
Tempo de comutacao de um passeio aleatério em redes mais gerais .

No capitulo 4 definiremos passeio aleatério em meio aleatério nos intei-
ros, em seguida o restringiremos a um conjunto finito de pontos. Faremos
de modo andlogo ao que foi feito no capitulo anterior para obter o tempo
de comutacgao desse passeio, mas através de uma abordagem diferente nos
calculos, no qual dada a cadeia de Markov encontraremos a rede elétrica



associada.

Finalmente no capitulo 5 chegaremos ao nosso objetivo principal enunci-
ado como Teorema, no qual encontraremos um limite superior para a proba-
bilidade de confinamento de um passeio aleatério em meio aleatério confinado
no intervalo de [a, ], utilizando como principal ferramenta o tempo de co-
mutagao desse passeio.



Capitulo 2

Cadelas de Markov reversiveis

2.1 Algumas notacoes basicas

Seja X,,,n > 0 uma cadeia de Markov tendo espago de estados & enumeravel
e fungao de transicao P. Se w(z),r € S sdo nliimeros nao negativos tais que

ZT[‘(:L’) =1

T

> w(@)P(x,y) =7(y), yeS

x

entao m é chamada distribuicao estacionaria.

Proposicao 2.1 A distribuicao de X,, € independente de n se, e somente
se, a distribuicao inicial € uma distribuicao estaciondria.

Prova: Se X, tem a distribuicao estacionaria m, entao temos que

P(X,=y)= Y w(@)P"(x,y) = 7(y), WVyeS

x

ou seja a distribuicao de X,, independe de n.

Reciprocamente, suponha que a distribuicao de X,, é independente de n,
seja my a distribuicao inicial, temos



assim concluimos que 7y é uma distribuicao estacionaria. «

Seja pyy = Py(T, < oo) a probabilidade da cadeia, comecando em z,
estard no estado y em algum tempo positivo, no qual 7, = min{n > 0; X,, =

y}.

Definicao 2.1 Um estado x é chamado recorrente se p,, = 1 e transiente

s€ pre < 1, no qual py, = P.(T, < 00) denota a probabilidade da cadeia,
comec¢ando em x, retornard a x em algum tempo positivo.

Seja N(y) o nimero de vezes que a cadeia estd no estado y, ou seja

e}

N(y) = Z 1,(Xy)

Como os eventos {N(y) > 1} e {T,, < oo} sdo os mesmos, temos que

Denote .
G(x,y) = E-(N(y)) = Y P"(z,y)
pois

E.(N(y) = E. (D 1,(Xa) = Y Ea(1,(X0)) = Y P"(z,y)

entdo G(x,y) é o nimero esperado de visitas a y, para uma Cadeia de Markov
comecando em x.

Teorema 2.1 ¢) Seja y um estado transiente. Entdo

P,(N(y) <o0) =1

Pay
G(l’, y) =7, TE S
L — pyy
i1) Seja y um estado recorrente. EntdoP,(N(y) =00) =1eG(y,y) = 0.
Também



P,(N(y) =00) = P,(T, < 0) = pay, x€S

Se pzy =0, entio G(z,y) =0, enquanto se py, > 0, temos que G(x,y) =
0.

Definicao 2.2 Sejam x ey dois estados quaisquer, se py, > 0 entdo dizemos
que x leva a y.

Teorema 2.2 Seja x um estado recorrente e suponha que x leva a y entao
y € recorrente € ppy = Py = 1.

Definicao 2.3 Um espaco de estados € irredutivel se Vx,y € S, x leva a y.

Definicao 2.4 Uma cadeia de Markov é dita irredutivel se o seu espaco de
estados € irredutivel.

2.2 Estados recorrentes positivos nulos e po-
sitivos recorrentes

Denote N, (y) o numero de visitas da cadeia de Markov ao estado y até o
tempo n, ou seja

Na(y) = 3 1,(X,0)

e Gp(x,y) o numero esperado de tais visitas para uma cadeia de Markov
comecando em z, assim temos que

Gulw,y) = Y P"(x,y)

Seja m, = E,(T,) o tempo médio de retorno a y, para uma cadeia de
Markov comecando em y, se esse tempo de retorno tem esperanca finita. E
seja m, = oo caso contrario.

Teorema 2.3 Seja y um estado recorrente. Entao com probalidade 1:

N, 1 0o
lim ) — Ty=eo)
n— 00 n m

Y

lim G,(z,y) = @, reS

n—00 my



Definicao 2.5 Um estado y é chamado recorrente nulo se m, = 0o.

Assim temos que se y é um estado recorrente nulo, entao

i Gn(2,y)

n—oo n

=0, z€8
Defini¢ao 2.6 Um estado y é chamado recorrente positivo se m, < 00

Assim temos que se y é um estado recorrente positivo, entao

n(Z, 1
n—oo n my

2.3 Cadeia de Markov reversivel

Definicao 2.7 Uma cadeia de Markov irredutivel positiva recorrente € esta-
ciondria se, a distribuicdo inicial é uma distribuicao estaciondria.

Considere uma cadeia de Markov tendo funcao de probabilidade P e dis-
tribuicao estaciondria m, suponha que comece em algum tempo, no qual
tracamos a sequéncia de estados que vao para atrds no tempo, ou seja,
comecando no tempo n, considere a sequéncia de estados X,,, X,,_; ... Verifica-
se que essa sequéncia de estados é uma cadeia de Markov, com funcao de
transicao P* definido por:

P*(Z,j) - P(Xm — ]/ Xm+1 — i’ Xm+2 - 7:27 ceey Xm+k - 'lk)

_ P(Xm =7, Xm+1 =1, Xm+2 =12, .., Xm+k = Zk:)
P(Xpmp1 =1, Xonyo =2, ooy Xpngn = i)

P(Xm+1 — Z)P(Xm_;’_Q — 2.2, ceey Xm_;’_k; — Zk/ Xm+1 — Z)

_ ij(j,i)P(XerQ = iQ, ceey Xm+k = Zk/ Xm+1 = Z) _ ’/TJP(j,Z)
TiP(Xmy2 = 12, ooy Xongk = I/ Xppg1 = 1) i

6



Entao temos que o processo reverso no tempo é também uma cadeia de
Markov com probabilidade de transicao dada por:

ﬂ-jP(j7 Z)

Uy

P*(Zu?) =

Definicao 2.8 Uma cadeia de Markov € reversivel se Pj; = P, Vi,j € S.
Ou equivalentemente se,

WZP(Z,]>:7T]P(j,Z)7 VZ,]ES



Capitulo 3

Passelo aleatorio e redes
elétricas

3.1 Passeio aleatorio em uma dimensao

Existem varios exemplos classicos de passeios aleatérios em uma dimensao,
como a ruina do jogador, a caminhada de um bébado... Vamos abordar o
caso particular do passeio aleatério em uma dimensao definido no conjunto
de pontos 0,1,.., N, onde 0 e N sao estados absorventes, o passeio comega
em qualquer estado i € {0, 1,..., N}, onde a probabilidade de ir do estado i
para o ¢+ 1 é p;;41, e a probabilidade de ir do estado ¢ parao ¢ —1 é p;;_1,
no qual p; i1 +pii—1 =1

Seja p(x) a probabilidade de comec¢ando em x atingir N antes de 0. As-
sim p(x) é uma fungao definida nos pontos z = 0,1,...N com as seguintes
propriedades:

1. p(0) =0
2. p(N)=1

3. S€ Diiy1 = Dii1 = % Vie {1,2,...,N — 1} entéo,
p(x)=ip(z+ 1)+ iplx —1), Vore{l1,2,..,N-1}



3.2 Um problema de rede elétrica

Vamos fazer uma pequena introdugao a circuitos elétricos. Considere um
aparelho cuja funcao é manter entre seus terminas 0 e N uma diferenca de
potencial elétrico (ddp) expressa por v(0) — v(NV). Esse aparelho é chamado
gerador elétrico e seus terminais 0 e N denominados polos. Considere agora
um condutor metélico ligado aos polos 0 e N do gerador elétrico, varias
propriedades fisicas ocorrem no condutor elétrico mas nao serao discutidas
aqui, mas temos que flui uma corrente elétrica por esse condutor.

Denominamos circuito elétrico ao conjunto de aparelhos com os quais se
pode estabelecer uma corrente elétrica. Existem elementos do circuito cuja
funcao, entre outras, é a de transformar energia elétrica em energia térmica,
ou limitar a intensidade de corrente elétrica em circuitos elétronicos. Tais
elementos recebem o nome de resistores.

Usando as leis da fisica, vamos considerar o seguinte problema:
conectamos resistores iguais em série, e colocamos uma unidade de voltagem
nos pontos finais, podemos ver um exemplo na figura abaixo, com N = 4.

Seja os pontos x = 0,1, 2, ..., N, vamos estabelecer a voltagem v(x) nesses
pontos. Colocando v(0) = 0 e v(N) = 1, entao v(x) satisfaz as propriedades
1) e 2) da se¢do 3.1, vamos mostrar que v(z) também safisfaz 3)

Pela lei de Kirchhoff, a corrente entrando em x deve ser igual a corrente
saindo. Pela lei de Ohm, se os pontos x e y sao conectados por uma resisténcia
de magnitude R, entao a corrente i,, que flui de x para y ¢ igual a:

o)~ ()
Ty R

Entao para z =1,2,.... N — 1

lg—1g = lgptl = R =



vz +1)+v(x—1)

s v(x) = 5

Assim v(z) também satisfaz 3).

3.3 Funcgao harmoénica (O principio da unici-
dade)

Nesta secao vamos nomear o problema de Dirichlet e mostrar que ambas as
funcoes p(x) e v(x) sd@o harmonicas, e que pelo principio da unicidade elas
sao equivalentes.

Seja S um conjunto de pontos, S = {0,1,2,..., N}, chamamos de pontos
inteiros de S, os pontos do conjunto I = {1,2, ..., N — 1}, e de pontos limites
os pontos do conjunto L. = {0, N'}.

Definigao 3.1 Uma fun¢ao f(x) definida em S é harmonica se satisfaz a
propriedade da média, ou seja, Vr € I, temos que

fle—1)+ flz+1)
2

fx) =

No caso mais geral, no qual py 11 # %, uma funcgdao f(x) é harménica se
satisfaz a sequinte propriedade

f(x) =) payf(y)

T~y

no qual pyy € a probabilidade de ir do estado x para o estado y, e v ~ y
indica que x ey sao conectados.

Nés vimos que, p(z) e v(z) sdo fungoes harmonicas em S, tendo os mesmos
valores no limite, p(0) = v(0) e p(N) = v(N).

O problema de Dirichlet trata de se encontrar uma fungao harmonica
dado os seus valores no limite, pelo principio da unicidade para o problema
de Dirichlet, temos que v(z) e p(z) sdo realmente a mesma funcao.

Para mostrar o principio da unicidade, iremos primeiramente provar o
principio do méaximo para fungoes harmonicas.

Principio do maximo: Uma func¢ao harmonica definida em S, atinge o
seu valor mdzimo M e o seu valor minimo m, no limite.

10



Prova: Seja M o maior valor de f. Entao se f(z) = M para algum z
em [, o mesmo deve ocorrer para f(z — 1) e f(z + 1), jd que f(z) é a média
desses dois valores. Se x — 1 ainda é um ponto interior o mesmo argumento
vale para z — 2, implicando que f(z —2) = M, continuando assim, iremos
concluir que f(0) = M. O argumento é analogo para o valor minimo m. =

Principio da unicidade: Se f(z) e g(z) sdo fun¢des harmonicas em S,
tal que f(x) = g(z) em L, entdo f(z) = g(x), Va € S.

Prova: Seja h(z) = f(z) — g(z), entao se z € I temos que,

hr—1)+h(z+1) flz—1)+f(z+1) glx—1)+gx+1)

2 2 2

assim h é harmonica, mas h(z) = 0 para x € L, entao pelo principio do
méximo, o valores maximo e minimo de h sao 0 o que implica que h(z) = 0,

Vo €S, entao f(x) = g(z),Vr €S. «

3.4 Passeio aleatério em redes mais gerais

Um grafo é uma colecdo finita de pontos (também chamado sitios), com
certos pares de pontos conectados por uma borda (também chamado elos).
Pode ser assim definido G = (V, E), no qual V' é o conjunto dos sitios e F é
um subconjunto simétrico irreflexivo de V' x V| chamado conjunto dos elos,
irreflexivo significa que F nao contém elementos da forma (x,x). O grafo é
conectado se é possivel ir entre quaisquer dois sitios, movendo-se ao longo
dos elos.

Assumimos que G é um grafo conectado e atribuimos a cada elo xy uma

resisténcia R,,, assim a condutancia do elo zy é C,, = =— e G passa a ser

XY Rzy

uma rede.
Definimos o passeio aleatério em G como uma cadeia de Markov com
matriz de transicao P dada por:

com C, = Z Cary-

Y

11



Como a rede é conectado, é possivel ir entre quaisquer dois pontos. Uma
cadeia de Markov com essa propriedade é chamada uma cadeia de Markov
irredutivel.

Essa cadeia de Markov assim definida também é reversivel.

C.
Seja T; = 63, onde C = Z C,, temos que

Mo Pry = Ty Pye, Va,y

pois

X CZE
CoPpy = Cp—2t = Cyyy = yaj/ —C,P,, .

3.4.1 Interpretacgoes probabilisticas da voltagem

Dada a rede G, com resistores R,, atribuidos aos elos xy. Escolhemos dois
sitios a e b, e colocamos uma bateria de um volt nesses sitios, estabelecendo
a voltagem v(a) = 1 e v(b) = 0. E f4cil ver usando as propriedades da
fungao harmonica, que v(x), a voltagem no ponto z, é igual a probabilidade
de comecando em x atingir a antes de b.

3.5 Algumas interpretacoes probabilisticas
Seja 7, o primeiro tempo que o passeio aleatdrio visita a e 7,7 o primeiro
tempo depois de 0 que o passeio aleatério visita a.

Seja Pla — z] := P,[r, < 7,[] , ou seja a probabilidade de um passeio
aleatorio comecando em a, atingir z antes de retornar a a.

Impondo a voltagem v(a) em a e 0 em z. Como v(-) é linear em v(a) pelo

7

)

—~
~

. Assim temos que

principio da superposicao, temos que P,[r, < 7,] =

—~
~—

via

Pla— 2] =) pla.a)(l—-Pfr <7]) =) %l; { U@)}
1

v(a)

1 ,
= St 2 Clt(@) = 0] = i 3

12



Em outras palavras,
p
v(e) = C.Pla — 7]

definimos a condutancia efetiva como:

C(a < 2) := CyPla — 2]

Definimos a resisténcia efetiva para ser o reciproco da condutancia efetiva,
ou seja
1

R(a < z) = o)

Agora o numero de visitas a a antes de atingir z é uma variavel aleatéria
geométrica, com média Pla — 2]7' = C,R(a > 2). Se existe uma tnica
unidade de corrente saindo de a para z e a voltagem ¢ 0 em z, entao a média
seria Cyv(a).

T,—1
Z 1{Xk_x}] , OU seja, o nimero espe-

k=0
rado de visitas a x estritamente antes de atingir z, por um passeio aleatorio

comegando em a. Entao G,(a,z) =0 paraxz = z e

Generalizando, seja G, (a,x) = E,

G.(a,a) = Pla — 2] 7' = C,R(a < 2)

A funcdo G,(-,-) é chamada a fungdo de Green do passeio aleatério ab-
sorvente em z.

Proposicao 3.1 (Fungao de Green como voltagem) Seja G uma rede
finita conectada na qual a voltagem ¢é imposta em {a} U {z}, tal que uma
unidade de corrente flui de a para z e a voltagem € 0 em z, entdo a funcgao
da voltagem satisfaz

G.(a, )

v(x) = o Va

Prova: Vimos que para = € {a} U {z} é verdadeiro pois,

13



- G:la,z) .
Entao basta mostrar que —————= é harmonica nos outros pontos. Como

x
temos uma cadeia de Markov reversivel entao é facil ver que

G.(a,z) G.(2,a)
C. G
e usando a férmula da esperanca total, no qual V7 indica o ntiimero de visitas
a r antes de atingir z e X indica o primeiro passo do passeio aleatério, temos

que:

Gu(z,0) = E.(V7) = E[E(V;/X1)] = E[Ex,[V/]]

= Z Dy Ey[‘/;f] = Z Day Gz<yaa)
T~y T~y

segue que

G.la,z) G.(z,a) _ Z Py G.(y,a)

c., O, ~ C,
G.(a,y)
= Py —(~——
2.1,
G.(a, )

Assim mostramos que ¢ uma funcao harmonica. =

xT

Proposicao 3.2 Seja G uma rede finita conectada. Comegando um passeio
aleatorio em a, e que seja dado T,. Para todo x ~ 1y, seja Sy, o nimero de
transicoes de x para y. Entao

E[Swy) = G=(a, 2)psy

B[Sy = Sye] = i(2,y)

onde 1 € a corrente em G quando um potencial € aplicado entre a e z, tal que
uma unidade de corrente flui dentro em a.

14



Prova: Note que contamos a transi¢ao de x para y quando x # z, mas se
Yy = z no entanto nao computamos isso como uma visita a = em G,(a,z).
Assim:

E[Swy) =E [Z 1{xk:x}1{xk+l=y}} = P[Xi =2, X1 =

k=0 k=0

k=0

= Gz(a7 x)pxy

Entao pela proposicao anterior, temos que Vz,y
E[Sey = Sye] = G=(a, 2)pay — G2(a,y)Pye

— 0(@)Ciapay — 0(4)Cypye = [0(2) = 0(W)]Coy = i(2,)

3.6 Tempo de comutacao

Chegamos ao principal objetivo desta secao que é definir o tempo de co-
mutacao e dar o seu valor para o caso de um passeio aleatorio simples.

Primeiramente vamos calcular o tempo esperado que leva para um passeio
aleatorio atingir um conjunto de vértices.

Proposicao 3.3 Dada uma rede finita com um vértice a e a € disjunto do
vértice z. Seja v(.) a voltagem quando uma unidade de corrente flui de a

para z. Temos que
[.] = Z Cyu(x)

zeV

Prova: Sabemos que V7 indica o nimero de visitas a = antes de atingir z,

entao 7, = Z VZ. Assim
= E, {Z Vi} =Y EdV;]

15



Ey[r.] =) G.(a,x)
e pela proposicao 3.1 segue que

Eylr.) =) G.(a,z) =) Cov(z)

Definicao 3.2 O tempo de comutacdao é o tempo esperado para um passeio

aleatdrio comegando em a visitar z e depois voltar para a, ou seja, E,[T.] +
E.[1.].

Proposicao 3.4 Seja G uma rede finita e v = ZCx. Seja a e z dois

zeV
vértices de G. O tempo de comutagdo entre a e z é vy R[a <> z].

Prova: O tempo E,[7,] na Proposi¢ao 3.3 é expresso usando a voltagem
v(x). Agora a voltagem em x, para uma unidade de corrente fluindo de z
para a ¢ igual a v(a) — v(z). Entao

E.[r) =) Culv(a) = v(@)]

zeV

o tempo de comutacao ¢ dado por:

E.[ra] + Eo[r.] = Y Culv(a) —v(@)] + Y Cov(z)

zeV zeV

= ZCI’U(CL) = v(a) ZCx =v(a) v

zeV zeV

Como v(a) = R[a <> z], temos que

E.[1] + Eum.] =~ Rla < 2] «
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Capitulo 4

Passelo aleatorio em meio
aleatorio em 7

O passeio aleatorio em ambiente aleatério é um passeio aleatorio, no qual
para todo x € Z é dado o nimero positivo w,. O ambiente w := (w;)ez NO
qual w, € [0, 1], é uma sequéncia iid de varidveis aleatdrias positivas.

Assim dado o ambiente temos uma cadeia de Markov em Z, comegando
em z, com probabilidade de transicao determinada por:

P:Spi=x+1/ S, =2 =w, =w,

PiSps1i=x—1/S,=2]=1—w, =w,
No nosso caso suporemos que, para € > (

Plw, €le,1—¢]=1

Agora vamos encontrar a medida reversivel para o passeio aleatorio em
meio aleatério confinado no intervalo [a, b], no qual w =1 e w, =1,
Como observamos na figura abaixo:




Temos pela defini¢ao 2.8 que uma cadeia de Markov ¢ reversivel se P, =
P;;, Vi,j5 €S. Ou equivalentemente se,

miP(i,j) =m;P(j,1), Vi,jeS
seja m, = 1, segue que
Wap(aaj) - ij(j7a)
moP(a,a+1) =m,1Pla+1,a)
Waw: = Ma1Wayq
Towy  wy

Ta+1 = — - —
wa—i—l wa—i—l

para i=a-+1 temos que

7Ta+1P(CL—|— 1a&+2) = 7Ta+2P(a+2>a+ 1)

Jr o —
Ta4+1W1 = Ta42Wo

+ +,,,t
T _ Ta+1Wqpq  Wo Weyq
a+2 — — - — —
wa+2 wa+1wa+2

por inducao chegamos ao seguinte resultado para a medida reversivel

1, se z=a
+
.

+
Ty = wy .. W,
—, se r>a

w, ... Wy

Agora iremos encontrar a distribuicao estacionaria para esse passeio.
Temos que o sistema de equagoes

> ul@)P(x,y) = uly), (4.1)
¢ dada por:

pla+ Dwgy = pla)
nly — Dwyy + ply + Dwyy = p(y)
(b — Dwyy = p(b)

18



Como

segue que

pla+Dwgy — pla)
(b — 1)“’;1 — pu(b)
ply —Dwyl + ply +Dw, oy + (1 —w) —w, )u(y) = u(y)

que podemos escrever como:

=0
=0

wypu(y +1) — wip(y) = wyp(y) — wy_pu(y —1)

Por indugao temos

wypu(y +1) — wiply) = 0

Assim
+
ply +1) = ——pu(y)
y+1
Consequentemente
wh..wl
ple) = 2L ), x>t
Wy g W

€ escrevemos

Concluimos que essa cadeia de Markov tem uma tnica distribuigao esta-
cionaria dada por:

wu(x) = a<z<b

b ?
2y
y=a
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A medida reversivel m, também pode ser escrita como

1, se z=a
T = —exp( Zpk>, se r>a+1
k=a+1

no qual

Definimos o potencial como sendo

0, se z=a,a+1
z—1

Z Pr, se Tz>a+1
k=a+1

V(z) =

4.1 O tempo de comutacao para passeio aleatério
em meio aleatorio

Dado o passeio aleatério em meio aleatério visto na se¢ao anterior, iremos
calcular o seu tempo de comutagao. Para isso vamos associd-lo a uma rede
elétrica.

Seja o passeio aleatério em meio aleatério definido nos pontos entre a e
b, onde a,b € Z, com probabilidade de transicao determinada por:

PylSnii=2+1/S, =2 =w}

PySpy1i=2—1/S, =2]=1—w/ =w,
com

+ - _
w, =lew, =1

Como vimos no capitulo anterior na se¢ao 3.4 , que dada uma rede elétrica
obtemos uma cadeia de Markov, aqui faremos ao contrério, ou seja, dada a
cadeia de Markov obteremos a rede elétrica associada.

20



Vimos que

Cy
Py, = ny
com C, = Z Cay
Y
Assim temos que:
( er _ C:r,erl _ Cx,x+1
* Z Oxy Cx,x—i—l + Cx,x—l
Y
(4.2)
wo — Cz,ax—l o C:v,.t—l
* Z ny Cx,m—i—l + Cx,m—l
\ Yy

Tinhamos que a distribuicao estacionéria era dada por:

onde C = ZCx

xr
Mas no capitulo 4 temos que, para um passeio aleatério em meio aleatorio,
a distribuicao estacionaria é

Ty
7'('(37) 0
Dy
y=a
Entao,
+ +
wr.Lwy g
C. Wopq .- Wy (43)
C b + + ’
v Z(wa...wy1>
- P —
y:a wa+1 DIIEY wy
mas

21



Cx = CCC,I*]. + Cx,erl

voltando a 4.3 segue que

+ +
w, ... Wy 4
Cro1t+Coop1 Wy .- Wy
b b st wt .
e W,
§ :Cy,y—l + Cy,y+1 E <—_ . )
w LW
y=a y=a o+l y
ou seja, podemos tomar
+ +
wr .. w
a rz—1
Cx,xq + C:):,erl = —
a+1 wx

+ +
C - +wa s Wy g o i
r,x+1  — w, — — = W, Ty
wa-‘,—l Wy,
+ +
C . W, .. -W, . _
rrx—1 — U)x — — - U}w Ty
wa+1 Wy,

Usando a proposicao 3.4 do capitulo 3 vamos calcular o tempo de co-

mutacgao entre a e b. Temos que o tempo de comutacao entre a e b é dado
por:

Ey[1a] + Eo[1) = v Rla <> b]

1

onde’yzZCxe%[aHz]:m.

zeV

Ja calculamos anteriormente que

VZZCa:Zi(—w{'”w;_l)

xeV y=a a+1 Yy

Agora basta calcular a resisténcia efetiva entre a e b, ou seja R[a <> b].
Um importante fato sobre redes elétricas, é que resistores que sao conectados
em série entre dados dois pontos, é equivalente a um tnico resistor cuja sua
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resisténcia é a soma das resisténcias de todos os resistores entre esses dois
pontos. Como pode ser visto na figura abaixo

Ra,at1 Rat1,a42 Ry_2p-1 ,
a a+1 a+2 T b—2 b—1

é equivalente a

b—1
r=a Rz,z+1

Assim a resisténcia efetiva entre a e b também pode ser calculada como

b—1
Rla b = Ryan

1 1

OCC,:E+1 wgﬂx

mas a resisténcia ¢ dada por R, ;41 =

Chegamos ao resultado principal desta se¢ao, ou seja, o tempo de co-
mutagao entre a e b, quando se é dado um passeio aleatério em meio aleatorio,

que é dado por

Eylra) + Ealn) = {ij (W—wi‘l)] bi <w; 1 — ) -
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Capitulo 5

Limite superior para a
probabilidade de confinamento

Os capitulos anteriores foram desenvolvidos para calcular o tempo de co-
mutacao para um passeio aleatorio em meio aleatorio. Aqui iremos encon-
trar um limite superior para a probabilidade de confinamento de passeio
aleatério em meio aleatério. Primeiramente vamos enunciar o Teorema mais
importante de todo este trabalho, que serd demonstrado no decorrer desse
capitulo.

Teorema 5.1 FExiste constantes K1 > 0 e Ky > 0 tais que para P-g-t w,
para todo intervalo [a,b] e para todo m > Ky(b — a)?ef=nV) | temos que:

m
2y Fulrtan > m) < Kroxp (_ Ko(b — a)?elen m)

Quando nos referimos a probabilidade de confinamento de um passeio
aleatério em meio aleatério confinado no intervalo de [a, b], estamos falando
da probabilidade de um passeio aleatério em meio aleatério comecando em
x permanecer no intervalo (a,b), ou seja, PJ[Trap > n] no qual 743 € 0
primeiro tempo em que o passeio aleatério visita a ou b e n é um tempo
relativamente grande.

Vamos definir o comute time entre x e b : T, ;, = o tempo que leva para
o passeio aleatério ir de x para b e depois retornar a x.

RN

T b
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Temos pela propriedade de Markov forte que
EiT, ) = EX[n) + EX 7], Va € (a,b)
Vamos encontrar um limite superior para:
Pyl > 1]
Usando a desigualdade de Chebyshev temos que

By (o]

Prlriam > n| <
o Tiapy > n] < -

mas como Ty,p = min{n; X, € {a,b}}, entdo T(ep < 74 € T(apy < T, s€GUE
que

T{a,b} ST+ 7

aplicando a esperanca nas variaveis aleatérias positivas, temos que

E[Tiapy] < EylTa + 7]
Eyltiany] < Eylra] + Eg[m]

E fcil ver pela propriedade de Markov que
Eylr] < B, [7] (5.1)

Ey[n] < Eyln) (5.2)
Vamos demonstrar somente que E2[7,] < E?[7,], j& que a equacio (5.2)
segue de modo andlogo. Seja E®[r,], aplicando a esperanga condicional com
relacao a o-algebra F, , temos
Efu[Ta] = Efv[Efv(T$ + Ta — Tu/Fr,)]
ES; [7a] = EfL (7] + ES; [Efl(ﬂz — 7o/ F7,)]

usando a propriedade de Markov forte temos que

Eplra — 70/ Fr,] = Ej[7a]
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segue que
EZ; [Ta] = EZ; [Tx] + By, [Ta]

mas E°[r,] > 0 pois 7, > 0, implicando que

Es;[Ta] > Ezgf;[Ta] "

Concluimos que

Eilran] _ Eulral + Eylnl _ Eulr] + By n

Pil1iam >nl <
“’[T{’b} n] < n n n

, Vz e (a,b)
ou seja,

Ebir,) + E¢
Py, > n] < wl7a] :z_ “’[Tb], Yz € (a,b)

5.1 O limite superior dado em funcao do Range
do potencial

Anteriormente obtivemos o limite superior para a probabilidade de confina-
mento de um passeio aleatério em meio aleatoério, dado por

By lr] + Eiy[n)]

. (5.3)

Polran >n| <

Vimos no capitulo 4 que

Assim temos que o limite superior é dado por

b b—1 1
>n > ()
EZ)[’TQ] + EZL} [Tb] _ y=a r=a w$_ﬂ_$

n n
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l=e ,
_ +
Has T = w—iexp (—=V(z)), se z>1
Entao, ’
b b—1
w, 1
> (V)Y |
Bbjr) + Bafn] _ 7 =t (e (V@)
n B n
1w/
como Pl w, € [e,1 —¢] ] =1,Vy e e > 0, temos que - < — < Cf, no
1 y
1_—
qual C; = € ¢ uma constante. Assim podemos escrever a desigualdade
€
(5.3) da seguinte maneira
b b1
C —V —Lexp(V
S Crem (Vi) X L ew (V)
Pm . > < =a r=a
wlTapy > n] < -
C? :
— (b —a)exp | — min V(x) ) (b—a)exp | max V(x)
< € z€(a,b) z€(a,b)
o n

C(b— a)?exp (max V(x) — min V(:c))
z€(a,b) z€(a,b)
<
n
1—¢)? .
No qual C' = ;—— ¢ uma constante. Mas | max V(z) — min V/(z)
€ z€(a,b) z€(a,b)
¢ chamado de amplitude do potencial e é denotado por range = Rja (V).

Concluimos que

C(b—a)*exp (R (V))

Px a > <
w[T{ b} n] = n
Vamos

Vamos abordar esta cota superior de forma mais abrangente.
escolher n tal que Pyt > n] < p, no qual 0 < p < 1, chamamos de s
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este valor de n, onde s € Z. Pegamos um intervalo m grande o suficiente
tal que m > s e o dividimos em intervalos de comprimento s, com isso o
numero de intervalos é N = [%], ou seja N ¢ a parte inteira de =*, assim

(s-1)<N<z

Agora vamos calcular qual seria a probabilidade do passeio aleatorio per-
manecer nesse intervalo m, ou seja, vamos calcular a Py (75 > m],

N-1

Poltiapy > m) < PY | Trany € U [js, (j + 1)s]
7=0
N—-1
=P | () {any € s, (G + 1)s]}
7=0

usando o teorema da multiplicacao de probabilidades, obtemos

=2

-1

P$ [T{a,b} g [jS, (] + 1)‘9]/ ﬂ {T{a,b} € [isa (Z + 1)8]}]

1=0

i
o

I
=2
L
)
g

w [T{a,b} g [jS, (] + 1)8]/T{a,b} g (U[ZS, (l + 1)8]) ]

1=0

W,
o

=2

-1

P [T{a,b} Z[js, (U + 1)S]/T{a,b} ¢ [0,]8]]

0

- P£ [T{a,b} ¢ [jS, (] + 1)3]7T{a,b} ¢ [0733]}
P2 [Tapy € 10, 75]]

6rmula da probabilidade total

J

=

<.
Il
o

=

agora vaimos usar a

1 EZ {Pj |:7'{a’b} Z [7s, (J +1)s], T{ap & [O,js]/]:js} ]
_— Pz [Tapy £ [0, 75]]

1=
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usando a propriedade de Markov

x X(js
N1 BT [1{T{a,b}e[o,js}} Py [1iany €0, S]H
P{E [T{a,b} ¢ [0738]}

j=0

N-1 E’l"f} |:1{T{a,b}¢[0’js} xrél(%)[i) P'Zj [T{a’b} € [O’ SH :|
P2 [1ray € [0, js]]

COMO a eXpressao m(ax) P [Tiapy € [0,5]] ndo depende nem de z e nem
z€(a,b

de 7 temos que

vt P2 [ #10.3) | mas P o 0.5 |

z€(a,b)

= H Pz [Tiap € 10, Js]]

Jj=0

< (max PI [Tapy & [073]0

z€(a,b)

m
< pN — 6Nlnp :S elnp(?fl) _ e—lnpe%lnp

tinhamos que

o que implica que

s =
p
1 —¢)?
5> ( e3p) (b—a)*exp (R[al,](V))

Concluimos que

Prlrgay > m] < ¢ "rexp (SPMP ™

a — X Y
w T{ 7b} p (1 _ 6)2 (b _ a)2€R[a,b](V)

) Splnp . .

mas seja Ky = —(1 —op e K1 = e™ "P constantes, entao
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m
Px “ < K —
w[T{ b} > m] S v exXp ( Kg(b . CL)QGR[“’Z’](V)>

ou seja, IK; e K, tal que para todo m > Ky(b—a)? exp (R[avb](V)), temos
que

m
P%[ry, <K - -
s Pl > ml < Ko (o)
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