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Resumo

Nesta dissertacao investigamos um problema de evolugao do tipo campo
de fase que descreve o processo de solidificacao isotérmica de uma liga bi-
naria. O modelo consiste de um sistema altamente nao linear de equagoes
diferenciais parciais para o campo de fase, que é a varidvel que identifica
as fases, e para a concentracao de um dos materiais. O sistema é comple-
mentado com condicoes de fronteira do tipo Neumann e condicoes iniciais.
Estudaremos duas situagoes: no primeiro caso o coeficiente de difusao da
equacao da concentracao é maior ou igual a uma constante positiva e desta
forma a equacao é parabolica. No segundo caso, o coeficiente de difusao
pode se anular, perdendo o carater parabélico. Resultados de existéncia,
regularidade, estabilidade e unicidade para a solucao sao estabelecidos para
o primeiro modelo. J& no segundo caso, por ser um problema degenerado,
espera-se obter menos regularidade para a solucao. De fato, ¢ obtido apenas
um resultado de existéncia de solucao fraca. Em ambos os casos é estabele-
cido um principio do maximo para as solucoes, o qual justifica as condicoes
impostas sobre as nao linearidades.

Palavras-chave: campo de fase, transicao de fase, Método de Galerkin,
existéncia e regularidade de solucao, solidificacao.
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Abstract

In this dissertation we investigate an evolution problem of phase-field
type describing an isothermal solidification process for a binary alloy. The
model is a highly non-linear system of partial differential equations for the
phase-field parameter (which identifies the phase) and the relative concen-
tration. Neumann boundary conditions and initial conditions are added to
complete the model. We study two cases: in the first case, the diffusion
coefficient in the concentration equation is bounded from below by a posi-
tive constant, and then this equation is parabolic. In the second case, the
diffusion coefficient can be zero; so when it vanishes the equation loses its
parabolic character. Some results on existence, regularity and stability for
the solution are established for the first model. In the second case, as the
problem became degenerate, it is expected to obtain less regularity for the
solution. Indeed, we only obtain existence of a weak solution. In both ca-
ses, a maximum principle for the solution is established, which justifies the
conditions imposed to the nonlinear terms.

Keywords: phase-field, phase transition, Galerkin method, existence
and regularity of solution, solidification.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de problemas de mudancga de fase (i.e., liquido-solido, liquido-
gasoso, solido-gasoso) é um assunto de interesse em varias 4reas de pesquisa,
como a ciéncia dos materiais, a fisica e a engenharia. Uma abordagem para
esse tipo de problema que vem sendo bastante estudada, é conhecida como
‘método de campo de fase’ (phase-field method). O método postula a exis-
téncia de uma fungao, chamada campo de fase (phase-field), cujos valores
identificam a fase em um ponto particular no espaco e no tempo. Atual-
mente este método tem sido utilizado para modelar varios fenomenos fisicos,
como por exemplo, o escoamento de um fluido em meios porosos (veja [1]),
evolu¢ao da microestrutura do ago (veja [15]), a deformacao e aglutinagao
de particulas em meio a um campo elétrico (veja [14]), entre outros. Uma
Otima referéncia para os modelos do tipo campo de fase é o recente livro de
Provatas-Elder [16].

Neste trabalho estudamos um modelo para um processo de solidificacao
isotérmico de uma liga binaria, isto é, de uma substancia formada por dois
compostos. O modelo em questao envolve a concentracao relativa ¢ de um dos
compostos, e um outro parametro ¢ que descreve o “quao s6lido” esta cada
ponto da substancia em um determinado tempo; esse parametro é conhecido
como campo de fase. Mais precisamente, se ¢ é igual a 0 entao a liga se
encontra em estado solido; se ¢ é igual a 1, a liga se encontra em estado
liquido e para os valores de ¢ entre 0 e 1, a liga se encontra em um estado
intermediario, chamado mushy.

Como motivagao faremos a seguir uma breve deducao do modelo estu-
dado. Uma deducao mais detalhada desse modelo pode ser encontrada em
Warren-Boettinger [23].



No caso de um material puro ocupando uma regido Q@ C R%, com 1 <
d < 3, um modelo de campo de fase é deduzido pela introdugao do seguinte
funcional de energia livre de Ginzburg-Landau ( Ginzburg-Landau free energy
functional):

f[@,¢]:/g[f(9,¢)+§yv¢|2 dx, (1.0.1)

onde f é a densidade de energia livre (free energy density), € € uma constante
e 6(t) ¢ a temperatura. Uma breve deducdo do funcional (1.0.1) é dada na
se¢do 3.1 de [16]. Uma escolha particular para a densidade de energia livre
f & um polindémio de grau quatro na variavel ¢ que tem minimo em ¢ =0 e
em ¢ =1 (veja por exemplo [13]).

Para o caso de uma liga binaria, digamos uma liga formada por substan-
cias A e B, a densidade de energia livre depende também da concentragao c,
e é dada por:

RO
f(87 ¢7 C) - (1 - C)fA<07 ¢) + CfB(eu 925) + ’U_[(l - C) 111(1 - C) + ClIl(C)],
onde f4 e fB sdo as densidades de energia livre associadas respectivamente
as substancias A e B, R é a constante de Boltzman e v,, é o volume molar.
Entao, de forma analoga a (1.0.1) introduz-se o seguinte funcional de energia
de Ginzburg-Landau:

&2
Flo,c, @] :/Q [f(@,c, ¢)+5\V¢]2 dx. (1.0.2)

O funcional dado em (1.0.2) pode ser encontrado em [24].
Utilizando certas leis de termodinamica e de conservacao de massa, sao

obtidas as seguintes equacdes que governam a evolucao no tempo de c e ¢
(veja [24)):

9 _apng- 90
oc of

com ¢ e c sujeitos a condicao homogénea de Neumann sobre a fronteira de
2, € e a sendo constantes positivas e M(c, ¢) uma fungao positiva.
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Veja que

of of4 of8  ofA oft  of4t
—=(1-¢) +c = +e|l—=———-———],
99 99 9 09 9 09
assim, como 4 e f? podem ser escolhidas com polinémios de grau quatro
na variavel ¢ com minimos em ¢ = 0 e em ¢ = 1, podemos escolher

of

0p
onde Fy e F, sdao polinomios de grau trés na variavel ¢ tal que F(0) =
F5(0) = Fi(1) = F5(1) = 0. Além disso, claramente

Fi(9) + cFa(9),

of  o°f o RO 1
5 = 808¢V¢+ 820vc =—F(¢)Vo + o o1 = C)Vc.
Entao, (1.0.3) e (1.0.4) nos leva a:
ag—? = A¢ + Fi(9) + cFy(9), (1.0.5)
Jc : RO 1

Uma escolha adequada para a funcao M é feita com o objetivo de reobter as
equacoes classicas de difusao para ¢ quando ¢ = 0 ou ¢ = 1, ou seja, quando
a liga estd no estado solido ou liquido. Mais precisamente, escolhe-se

M(e, ) = 2% Di(6)e(l — ),
onde D; é uma funcao suave decrescente limitada inferiormente e superior-
mente (veja [17]) e lembrando que vamos considerar o caso isotérmico, isto
é, o caso em que 6 é constante. Entdo, definindo Ds(c, ¢) = (v,,/RO)c(c —
1)Fy(¢), substituindo M em (1.0.5)-(1.0.6), obtemos

ag_f = EAd+ Fy(¢) + cFy(¢) em Q x (0,T), (1.0.7)
g_i = div(D1(¢)(Ve+ Da(c,9)Ve)) em Qx (0,7), (1.0.8)

para todo T' > 0, onde por simplicidade escolhemos o = 1.

3



Neste trabalho estaremos interessados na analise matematica rigorosa das
equagoes (1.0.7)-(1.0.8). Para tanto, consideremos as seguintes hipoteses: €2
¢ um dominio aberto e limitado em R?, 1 < d < 3 com fronteira 02 regular,
€ ¢ uma constante positiva dada, e as funcoes Fy, F,, D e Dy sao Lipschitz
e limitadas. Além disso, vamos considerar a condicao de Neumann sobre a
fronteira e certas condicoes iniciais.

Com o intuito de mostrar consisténcia do modelo, é importante estudar
resultados de boa colocacao para o problema, ou seja, resultados de existén-
cia, estabilidade e unicidade de solucdes. Além disso, é fundamental realizar
uma analise qualitativa da solucao do problema, como por exemplo, princi-
pio do maximo e comportamento assintotico para a solugao ou até mesmo a
existéncia de atratores, para compreender melhor o fenémeno estudado.

Intimeros modelos tem sido desenvolvidos desde o pioneiro artigo de Ca-
ginalp [3] e seria impossivel listar todos aqui. De modo geral, os modelos
consistem de sistemas de equacoes diferenciais parciais altamente nao line-
ares e a analise matematica rigorosa torna-se dificil. Em particular, para o
problema (1.0.7)-(1.0.8), citamos os artigos de Rappaz-Scheid [17] e Scheid
[18], que sdo os artigos nos quais este trabalho esta baseado.

No Capitulo 2, introduzimos as defini¢oes e resultados necessarios para
as demonstracoes nos capitulos posteriores. No Capitulo 3 foi aplicado o
bem conhecido método de Faedo-Galerkin, para demonstrar resultados de
existéncia e regularidade de solu¢des para o problema (1.0.7)-(1.0.8), onde
tomamos D; uma funcao limitada inferiormente por uma constante positiva.
Ainda no Capitulo 3 foram provados resultados de estabilidade e unicidade
para a solucdao. Finalmente, com hipéteses adicionais é estabelecido um
principio do maximo para esse problema. Ja no Capitulo 4 foi demonstrado
um resultado de existéncia e um principio do maximo para o caso degenerado
do problema (1.0.7)-(1.0.8), isto é, supondo apenas que D; é uma fun¢ao nao
negativa.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo ¢é reservado para introduzir algumas definigoes e resultados
que serao Gteis nos proximos capitulos, bem como, para estabelecer algumas
notacgoes. Indicamos que o leitor familiarizado com os conceitos de analise
funcional, teoria das distribuicoes e espacos de Sobolev, leia apenas a primeira
secao deste capitulo.

2.1 Notacoes

Notacao de conjuntos

1. Q denota um aberto de R¢, onde d > 1. (Nos capitulos 3 e 4 o conjunto
Q) sera uma dominio aberto e limitado de R? onde 92 ¢ C*).

2. 0F) = fronteira de {).

3. Diremos que 99 ¢ C* se 90 ¢ uma (d — 1)—superficie de classe C*. Se
00 é C* para todo k € N, diremos que 99 é C>.

4. Qr =Q x (0,7), onde T > 0.

5. Sejam U e V abertos de R?, dizemos que U esta compactamente contido
em V e denotamos por

UccV

se U CU CV eU é compacto.



Notacao de funcoes

1.

Denotamos por

/udxou/u
Q Q

a integral de u sobre € com respeito a medida usual de R?, i.e., a
medida de Lebesgue.

. Se 092 é de classe C*°, entao

/ udS ou / U
a0 £

denota a integral de u sobre 02 com respeito a medida usual induzida
em Of).

Definimos o suporte de uma funcao continua u : 2 — R por

supp(u) = {x € Q : u(z) # 0}.

Seja u : 2 — R, definimos

u~ = max(—wu,0)

v = max(u, 0),

respectivamente a parte negativa e a parte positiva da fungao wu.

Notacao de espacos de funcoes

1.

2.

C*(Q) ={u:Q — R; ué k vezes diferencisvel com derivada continua}.
C>®(Q) = N,C*(Q).
C*(Q) = {u € C*(Q); supp(u) ¢ compacto}.

C*B(Q), com k € Ne 0 < 3 < 1, denota os espacos de Holder, veja
Defini¢ao 2.5.11 na pagina 18.

D(Q2) & o espago das fungoes teste, veja a Definigao 2.5.3 na pagina 14.
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6. D'(Q2) é o espago das distribuigdes sobre 2, veja Definicdo 2.5.4 na

pagina 14.

7. LP(Q) = {u : Q — R; u é Lebesgue mensuravel, |u||tr) < 00}, veja
§2.5.1.

8. LN () ={u:Q—R; ue LP(U)VU CC Q}.

9. WhP(Q) e H*(Q) com k € Ne 1 < p < oo, denotam os espagos de
Sobolev, veja §2.5.3.

10. Para LP(0,T; X), C([0,T]; X) e W1?(0,T; X), onde X é um espaco de
Banach e T' > 0, veja a Definicao 2.5.28 na pagina 25.

Notacoes de derivadas

1. Considere a = (ay, -+ ,aq) € N4 Definimos o operador

olal

D* =
00113';1 .. .aadgjd7

onde |- | é a norma da soma. « é chamado multi-indice.

2. Seja u € C'(Q), entdao denotamos o gradiente de u por:
ou ou
Vu = (a—xl, ’a_l'd> .

3. Seja u € C?*(Q), entdao denotamos o laplaciano de u por:

4. Suponha que 9Q é C* e seja u € C1(£2). Vamos denotar por n o campo
de vetores unitarios e normais a 0f) e

ou
a—n—Vu~n

a derivada de u na direcao da normal.



Demais notagoes

1. x, — x em FE, significa que z, converge para x na topologia fraca de
E. Veja §2.4.

2. f, — f em FE', significa que f, converge para f na topologia fraca
estrela de E'. Veja também §2.4.

3. Sejam X e Y espacos de Banach, diremos que X esta continuamente
merso em Y e denotamos por

X =Y,

se X C Y e o operador inclusao é continuo, isto é, existe uma constante
C >0, tal que
zlly < Cllzlx, V2 e X

4. Sejam X e Y espacos de Banach, diremos que X estd compactamente
mmerso em Y e denotamos por

XSy,

se X C Y e o operador inclusao é compacto e continuo, isto é, toda
sequéncia limitada em X tem subsequéncia convergente em Y e

X =Y.

5. Vamos denotar o par dual (-, ->H1(Q), () @Penas por ().

2.2 Resultados de EDO

Definigao 2.2.1. Seja Q C R x R? ] um intervalo nio degenerado de R e
f: Q — RY continua. Uma funcao diferenciavel ¢ : I — R chama-se solucao
da equacao

dx

== f(t
no intervalo I se:

1. G, ={(tp(t);te T} C Qe



d
2. d—f(t) = f(t,p(t)) YVt € I, onde, se t ¢ um ponto de fronteira de I, a

derivada é a derivada lateral a direita ou esquerda dependendo do caso.

Teorema 2.2.2. Seja €2 um aberto em R x R% e f: Q2 — R? Suponha que
|f] < M em Q. Considere o problema de Cauchy

dz
— = f(t,x), z(ty) = zo. (2.2.1)
dt
1. Se f é continua e lipschitziana com relacao a segunda variavel em U =
[to — a,to + a] X Blzg;b], entao, existe uma tnica solugao de (2.2.1) em
[to — a, to + ], onde a« = min{a, b/M}.

2. Se f é continua em (2 e para cada (ty, zo) € {2 existe uma tnica solu¢ao
de (2.2.1) definida em um intervalo aberto I, entdo, existe uma unica
solugao ¢ de (2.2.1) definida em um intervalo maximal, onde, dizemos
que Iy = (¢,d) é um intervalo mazimal se toda solucao ¢ de (2.2.1)
num intervalo [ satisfaz [ C Iy e ¥ = ¢|;.

3. Se f ¢é continua em (2 e ¢ & a tnica solu¢do de (2.2.1) definida em
um intervalo maximal, entao, para todo compacto K C 2 existe uma
vizinhanca V; de d tal que, (¢, p(t)) ¢ K para todo t € V.

Demonstracao. Para o primeiro item veja o Teorema de Picard na pagina 13
de [19]. Para o segundo e terceiro item veja respectivamente a Proposigao 1 e
o Teorema 3 na péagina 17 de [19]. Segue uma breve ideia das demonstracoes
dos dois primeiros itens.

1. Seja C([ty — oty + af; Blzo; b]) o espago das fungoes continuas f :
[to — a, tg + a] — Blxo;b]. Seja F : C([ty — a,to + ; Blwo; b)) — R?
definida por

t
Pa)(t) =+ [ fs.a(s))ds.
to
Utilizando um resultado de ponto fixo para contracao, é possivel mos-

trar que F' tem um tnico ponto fixo. Portanto, existe tnica y €
C*([to — a, to + af; Blzo; b)) tal que

y(t) = xo +/t f(s,y(s))ds.

9



Assim y(tg) = xo. Além disso, derivando em t e usando o teorema
fundamental do célculo, obtemos que

dy

o = [ty).

2. Definindo Iy = Uly, onde ¢ s@o solugdes de (2.2.1) no intervalo .
Definimos o(t) = (t) se t € I,. I possivel mostrar que ¢ é bem
definida. Para ver que ¢ é tnica, suponha que existe ¢ solucao de
(2.2.1) em Ip. Em particular Iy = I, entdo, pela definicao de ¢,
tem-se que p(t) = ¢(t) para todo t € Iz = Iy.

O

Definigao 2.2.3. Seja 2 C R x [[", R™, I um intervalo ndo degenerado de
Re fi : Q—R™comi=1,---,m continuas, seja f = (f1, -+, fm). Uma
funcao diferenciavel ¢ = (o1, ,m) : I — [[]~; R™ chama-se solucao do
sistema equacoes

dx

=2 f(t

" )

no intervalo I se:

1. G, ={(t,p(t));tel}CQe

d
2. d_f(t) = f(t,p(t)) Vt € I, onde, se t é um ponto de fronteira de I, a

derivada é a derivada lateral a direita ou esquerda dependendo do caso.

Observacao 2.2.4. Veja que a Definicao 2.2.3 é equivalente a Definicao 2.2.1
se tomarmos n = ny + - - - + n,,. Além disso, as hipoteses do Teorema 2.2.2
sao satisfeitas se as fungoes coordenadas f; satisfazem as mesmas hipoteses.
Assim, o Teorema 2.2.2, com as devidas adaptagoes no enunciado, continua
valido para o caso de sistemas de EDO.

Para mais detalhes sobre sistemas de EDO veja a secao 6 do capitulo 1

de [19].
2.3 Algumas desigualdades

Nesta secao, listamos algumas desigualdades que serao frequentemente
usadas no decorrer deste trabalho. Todas elas podem ser encontrada no
apéndice de Evans [6].
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Teorema 2.3.1 (Desigualdade de Young com 7). Sejam a, b > 0,1 <p, ¢ <
00, 217 + é = 1. Entdo para qualquer n > 0
ab < ea? + C(n)b?
1
onde C(n) = TR

Teorema 2.3.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam x, y € R¢. Entao

[z -yl < zllyl.
Teorema 2.3.3 (Desigualdades de Gronwall).

i) Seja n(-) uma funcdo nao negativa, absolutamente continua em [0,7] e
n g
que satisfaz:

n'(t) < o(t)n(t) +¥(t) q.t.p em [0,T7,

onde ¢(t) e ¥(t) sdo fungdes soméveis ndo negativas em [0, T]. Entdo,
t
o) < e 00 [0y + [ uas| vee )
0

Em particular, se
1" < énem [0,T] e n(0) =0,

entao,
n=0em[0,7].

(i) Seja &(t) uma funcdo soméavel ndo negativa em [0, 7] e que satisfaz
t
£ty < ¢ / E(s)ds+Cy q.tp em [0,T]
0

onde (' e (5 sao constantes positivas. Entao,

E(t) < Co(1 + Crte®")  q.t.p em [0, T].

Em particular, se

5@§@A&Ms®pm&ﬂ,

entao,
£(t)=0 q.t.pem [0,7T].
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2.4 Resultados de analise funcional

Seja E um espaco normado, com norma || - ||, e £’ seu dual topologico.
Diremos que uma sequéncia {z,} C E converge fraco (ou converge na
topologia fraca) para x € E, e denotaremos por

T, — 1 em F,
se para todo funcional f € E’ temos que f(x,) — f(z). A topologia indu-
zida por essa nocao de limite serd chamada topologia fraca e denotada por
o(E,E).
Diremos que uma sequéncia { f,,} C E’ converge fraco-estrela (ou converge
na topologia fraca-estrela) para f € E’, e denotaremos por

fo = [ em E,
se para todo x € F temos que f,(x) — f(z). A topologia induzida por essa
nocao de limite sera chamada topologia fraca-estrela e denotada por o(E', F).

Proposicdo 2.4.1. Seja F um espaco de Banach, e sejam {x,} € E e
{fn} e E.

(i) Se z,, — z, entao ||z, € limitado e ||z|| < liminf ||z,

(ii) Se f, > f, entdo || fu||z ¢ limitado e || f||z < liminf || f,| 5.
Demonstragao. Veja as proposicoes 3.5 e 3.13 de Brezis [2]. O
Teorema 2.4.2 (Alaoglu). Seja E um espaco normado. Entao,

Be ={feE":||f] <1}
¢ compacta na topologia fraca-estrela o(E’, F).
Demonstragao. Veja o Teorema 3.16 em Brezis [2]. O

Teorema 2.4.3 (Kakutani). Seja £ um espago de Banach. Entao, E é
reflexivo se, e somente se,

Bp={ze€FE:|z| <1}
¢ compacta na topologia fraca o(FE, E’).
Demonstragao. Veja o Teorema 3.17 em Brezis [2]. O

Teorema 2.4.4 (Schauder). Sejam E e F espacos de Banach. Se T': E — F
¢ uma aplicacdo linear continua e compacta, entao a aplicacao dual 77 : F' —
E’ também ¢é uma aplicacao linear continua e compacta.

Demonstragao. Veja o Teorema 6.4 em Brezis [2]. O
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2.5 Espacos de funcoes

Nesta secao vamos definir alguns espacos que serao nossos espagos ambi-
ente. Além disso, varios resultados envolvendo esses espacos serdao enunciados
aqui. Entre esses resultados serao enunciados resultados de imersao continua
e compacta, desigualdades de Gagliardo-Nirenberg, autofuncoes do laplaci-
ano e uma regra da cadeia em espacos de Sobolev.

2.5.1 O espacgo LP(2)

Seja {2 um conjunto nao vazio. Dizemos que uma classe 3. de subconjuntos
de ) é uma o-dlgebra se satisfaz as seguintes propriedades:

(S1) Q ey

(S2) AcX = A°e X

(S3) para toda sequéncia {A4,,} C X, UX A, € 3.

Dizemos que a fungao p: ¥ — [0, 00] é uma medida em ¥ se satisfaz:
(M1) () =0;

(M2) se a sequéncia {A4,} C ¥ é disjunta, p(U2,A,) = U2, u(A,).

A tripla (2,3, u) é chamada espaco de medida.

Neste trabalho vamos sempre considerar 2 um subconjunto de R% e u a
medida de Lebesgue que ¢ a medida usual em RY.

Considere o espago de medida (2, %, ). Dadas fi, fo : @ — R duas
fungoes mensuraveis, dizemos que f; é equivalente a fy se u({x € Q : fi(z) #
f2(x)}) = 0. Daqui em diante, uma fun¢do mensuravel f : Q@ — R denota
a classe de equivaléncia de f. Seja 1 < p < oo, definimos LP(2, %, 1) (que
também denotaremos por LP(£2)) como o conjunto das fun¢oes mensuraveis
f:Q — R, tal que

[ fllLe@) < o0,

onde

1 llecey = { (Jo L/ Pd) " se1<p <o,
Lr () ess sup|f| = inf{C > 0: u({z : |f(x)] > C}) =0} sep= .

E possivel mostrar que || - ||z»() define uma norma em LP(£2). Mais ainda,
valem os seguintes resultados:

13



Teorema 2.5.1 (Convergéncia dominada). Seja f,, uma sequéncia de fungoes
em L'(Q), tal que f, — f q.t.p em Q, e existe uma fungdao ndo negativa
g € L'(Q), tal que |f,| < g q.t.p em  para todo n € N. Entao, f € L}(Q) e

[

Demonstragao. Veja Teorema 2.24 de [8]. O
Teorema 2.5.2 (Desigualdade de Holder generalizada). Sejal < py, -+, pp <
00, com pil —l—---—l—}% = 1, e assuma que uy € LP*(Q) para k = 1,--- ,m.
Entao
[t wdax < T oo
£ k=1
Demonstragao. Veja o apéndice de Evans [6]. O

2.5.2 Distribuicoes

Todos os resultados enunciados nessa subsecao podem ser encontrados
em Cavalcanti [4]. Por isso ndo daremos referéncia para as demonstragoes.

Seja 7 a topologia em C2°(€2) induzida pela seguinte noc¢ao de convergén-
cia em C2°(2): diremos que a sequéncia ¢,, converge a ¢ em C°(Q2) se existe
um compacto K C €, tal que {¢,} C C*(K) e D*¢,, — D¢ uniformemente
para todo multi-indice a.

Defini¢ao 2.5.3 (Fungoes teste). Definimos o espago das fungdes testes em
Q2 como sendo o espago C2°(£2) munido com a topologia 7. Denotamos esse
espaco por D(1).

Dizemos que um funcional 7" : D(2) — R é continuo se satisfaz:
¢; — ¢ em D(Q) = T(¢;) = T(¢) em R.

O dual topologico de D(2) é o conjunto de todos os funcionais lineares con-
tinuo em D().

Definigao 2.5.4 (Espaco das distribui¢oes). Definimos por distribui¢oes so-
bre © e denotamos por D'(2) o espago dual topologico de D().
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Dizemos que {T;} C D'(2) converge a T' € D'(Q2) se Tj(¢) — T'(¢) para
todo ¢ € D(R2). Com essa topologia, D'(£2) é Hausdorff, entdo o limite em
D'(Q2) é unico.

Definigao 2.5.5 (Derivada de uma distribui¢ao). Considere T' € D'(Q2) e
seja a € N". Definimos a derivada de T' de ordem « (denotada por DT
por

(DT, @) = (=) (T, D*p) para todo ¢ € D(Q).

E possivel demostrar que se u € L. (), entdo T, : D(2) — R definida
por:

(T, p) :/ngodx (2.5.1)

¢ uma distribuicdo em 2. Do proximo lema (conhecido como Lema de Du
Bois Raymond) segue que T, = T, se, e somente se, u = v q.t.p em .

Lema 2.5.6 (Lema de Du Bois Raymond). Seja u € L},.(Q). Entao, T,, = 0
se, e somente se, u = 0 q.t.p em 2.

Definic¢do 2.5.7 (Derivada fraca). Seja u € L, (). Se D°T, € L}, .(Q) (no

loc loc

sentido que existe uma fungao v € L, () tal que D*T, = T,,) chamaremos

loc
DT, de derivada fraca de u e denotaremos DT, por D%u.

2.5.3 Espacos de Sobolev

Vimos que toda fun¢ao em L .(Q2) define uma distribui¢do, mas nao é
verdade que toda distribui¢do pode ser definida via uma fungao de L} .(Q).
Um exemplo ¢é a distribuicao conhecida como distribuicao de Dirac, que é
definida da seguinte forma: dado xzy € €2, definimos

(0zq, ) = ¢(20) para todo ¢ € D(Q2).

Surge entao a seguinte pergunta: a derivada no sentido das distribuicoes
de uma fungao em L] () ¢ uma fungio de L} (Q)? A resposta para essa

pergunta é negativa, pois a derivada no sentido das distribuicoes da funcao

u(z) = Osex >0
] 1sex <0

é exatamente a distribuigdo de Dirac, que como vimos nao pertence a L},.(€2).
Isso motiva a seguinte defini¢ao:
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Defini¢ao 2.5.8 (Espago de Sobolev). Seja u € LP(S2), dizemos que u per-
tence ao espago de Sobolev W#?(Q)) se D% pertence a LP(2) para todo multi
indice « tal que |a| < k.

Sempre vamos considerar o espago de Sobolev W#P(€)) munido com a
norma

1/p
(ngk ||Dau||fzp(ﬂ)> se 1l <p< o

HUHW’W(Q) =
Z|a|§k HDQUHLp s p = 00,

para todo u € WFP(Q). E possivel provar que com essa norma o espaco de
Sobolev é um espago de Banach. No caso que p = 2 denotamos W*?2(Q) =
H*(Q2). Com o produto interno

(U, V) () = Z (D%u, D)2y para todo u, v € H*(Q),

o<k

H*(Q2) é um espago de Hilbert.
Segue uma lista de resultados envolvendo os espacos de Sobolev e que
serao tteis ao longo deste trabalho.

Comecamos colocando o seguinte resultado de densidade em espacos de
Sobolev:

Teorema 2.5.9. Assuma que 2 ¢ limitado e 9 é C'. Suponha u € W"?(Q)

para algum 1 < p < co. Entao existem fungoes u,, € C*°(£2) tal que
Uy, — u em WHP(Q).

Demonstragao. Veja Evans [6] se¢ao 5.3, Teorema 3. O

Essencialmente o Teorema 2.5.9 estd afirmando que

kp(Q)
R )

C>=(Q)

O préximo teorema é uma generalizacdo do bem conhecido teorema de

integracao por partes. Ao longo deste trabalho vamos aplicar a regra de

integragao por partes apenas para fungoes que estao em H'(2), por isso,

enunciamos e demonstramos o teorema somente neste caso particular (para
uma versdo mais geral veja o Teorema 1.5.3.1 de [9]).
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Teorema 2.5.10 (Integracdo por partes). Sejam {2 um conjunto aberto e
limitado de RY, onde 9Q é C* e u, v € H'(). Entao

Ou vdx = —/u Ov dx +/ T(u)T(v)ndsS,
Q o9

para todo 1 < i < d, onde T : H'(2) — L?*(09Q) é o operador trago (veja,
por exemplo, se¢ao 5.5 de [6]).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.5.9 temos que existem sequéncia u,, € v, em

C>(Q), tais que
Uy — u em H'(Q)

v, — v em H'(Q).

Utilizando o teorema classico de integracao por partes, temos que para todo

no fixado
Ou,, OUp,
= Ung = — m mUnoTi- 2.5.2
/anivt’ /Qu axi—i—/mu Upo ( )

Mas, veja que usando a desigualdade de Holder, temos

/ ou,, Ou ou,, Ou
— | < || =2 —

portanto, como u,, — u em H!(f2), temos

[ [l 2(2)
L2(Q)

Oy, ou

—Upy — —Unp -
Q oz, ’ ani 0

/ OUp, Ovp,

Un, — | u .
Q Ox; o Oz

Agora, seja T : H'(Q2) — L?(99) o operador trago. Entdo existem constantes
Ch e (5, tais que

Analogamente,

IN

T ((wm — w)vng)| 200) |7l 2 (002)

| Tt = wynn

IN

Cil[(um — v || 1) < Clltm — ullm1(q)-
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Como u,, — u em H!(Q), Temos que

/ U Vg i — T(w)vp,n;.
onN o0N

Dessa forma, passando o limite com m — 400 em (2.5.2), segue que para

todon € N
ou v,

—v,=— [ u +/ T(w)v,n;. 2.5.3
Qaﬂﬁz‘ Q dx; o0 ( ) ( )

Agora basta tomar o limite com n — 400 em (2.5.3), entdo, usando argu-
mentos analogos aos anteriores, obtemos que

Ou vdx = —/u Ov dx +/ T(u)T(v)n,dS,
o O o9

donde segue o resultado.
O

Para enunciarmos um importante resultado de imersao, conhecido como
desigualdade de Sobolev, colocamos a seguinte definicao:

Definigao 2.5.11. Seja Q C R? aberto e v € (0,1]. O espago de Holder
Ch(9Q)
consiste de todas as fungoes u € C*(Q), tal que a norma

[ullora @) = Z [1D%ull o) + Z [Dau]co,w(g)

la|<k la|=k
é finita. Onde,
[ull ey = sup |u(z)],
zeN
e
u(z) — u(y)| }
Ul o5y = SUp — 7S
| ]COV(Q) x,y€Q, w#y{ |z —y|7

Teorema 2.5.12 (Desigualdade de Sobolev). Assuma que € é um subcon-
junto limitado e aberto de R?, e 9Q2 é C*.
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(i) Se k < ]i‘f. Entao,
WkP(Q) C LY(Q)

paracada l < ¢ < df—’;k. Além disso, a inclusao é continua, isto é, existe
uma constante C' > 0 (que depende apenas de k, p e d) tal que

[ull Loy < Cllullwerg)-

(ii) se k > %. Entao,
Whe(Q) C CM1T(Q),
para todo [ satisfazendo [ < g <l+1le

[+1—4 sednao ¢ inteiro
N = P p

qualquer nimero positivo menor que 1, se % ¢ inteiro.
Além disso, a inclusao é continua.
Demonstragao. Veja Teorema 6 da se¢ao 5.6.1 de Evans [6]. O

Teorema 2.5.13 (Rellich-Kondrachov). Assuma que 2 é um subconjunto
limitado e aberto de R%, e 9Q ¢ C'. Entdo,

1. se 1 < p < d tem-se
Whr(Q) <5 LI(Q)

para cada 1 < g < p* := ddTpp,

2. se p =d tem-se
WP(Q) < L9(Q)

para cada 1 < ¢ < +o0.
Demonstragao. Veja o Teorema 3 da segdo 4.3 de [4]. O

Temos os seguintes corolarios dos teoremas anteriores:

Corolario 2.5.14. Seja u € H'(2), onde © & um subconjunto aberto e
limitado de R?, e 9 & de classe C'. Entdo, para todo n > 0 existe C,, > 0
tal que

[ullL2(@) < nllullm@) + Cyllullmi@y-
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Demonstragdo. Veja Lema 8 de [21]. O

Corolario 2.5.15. Assuma que €2 é um subconjunto limitado e aberto de
R¢ 1<d<3edNeéC'. Entao,

HY(Q) C LY(Q)
para cada 1 < ¢ < 6. Além disso a inclusao é continua.

Demonstracao. Para o caso 0 C R? basta usar o primeiro item do Teorema
2.5.12, para Q C R! use o segundo item. Agora, o caso  C R? basta usar o
segundo item do Teorema 2.5.13. O]

Corolario 2.5.16. Assuma que €2 é um subconjunto limitado e aberto de
R?, d < 3 e 00 é C. Entdo,

H(Q) € L™(),
com inclusao continua.

Demonstracao. Segue imediatamente do segundo item do Teorema 2.5.12.
O

Corolario 2.5.17. Assuma que €2 é um subconjunto limitado e aberto de
R?, e 0Q & C'. Suponha que 1 < p < d. Entdo,
WP (Q) <& Wme(Q)

para cada 1 < ¢ < p* := ddTpp.

Demonstracao. Veja a demonstragao do Corolario 1 na se¢ao 4.3 de [4]. O

Outro resultado importante que usaremos é a desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg (veja pagina 37 de [10]):

[ullwrr) < CHUH%/"W(Q)”uH};?Q) vV oue W), (2.5.4)

onde,p>¢q,p>r,0<0<1,e
d d d(1—26
ST )
p q r
com desigualdade restrita se ¢ = 1 ou se r = 1. O caso particular que sera

importante neste trabalho é o seguinte lema:
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Lema 2.5.18. Assuma que €2 é um subconjunto limitado e aberto de R
1 <d <3, onde 002 & C*°. Entao, existem constantes C; e C5 tais que

1 2 1/2

[l o0y < Cullull i lull g, ¥ we HY(Q), (2.5.5)
1/2 1 2

[l Loy < CQHUHH/Z(Q lull oy ¥ uE HA(Q). (2.5.6)

Demonstra¢ao. Ambas as desigualdades podem ser vistas como caso parti-
cular de (2.5.4). Mas segue uma demonstragao mais elementar para (2.5.5).

Por uma desigualdade de interpolagao (veja por exemplo, Proposicao 5
da se¢ao 3.1 de Cavalcanti [4]), temos

1/2 1/2

lallzscey < lull 2o lull 2,

Entao, pelo Corolario 2.5.15 existe constante C1, tal que
lullza < Cllulligsoy lull ).
o que mostra (2.5.5). O

Proposigao 2.5.19. Sejam k € N e u € H'(Q) satisfazendo Au € H*(Q) e
Ou/On = 0 em ON). Entdo u € H*?(Q) e existe uma constante C' > 0 que
nao depende de u, tal que

HUHHk“(Q) < C(HAUHHk(Q) + ||u||L2(Q))-

Demonstragao. Escolhendo b;; = 6;; e bj = b = 0 no Teorema 7.13 em Folland

[7], temos que
D(u,v) = / Vo - Vu
Q

é coercivo sobre H'(Q). Seja L = —A. Usando o fato que du/0n = 0 em 9
e o teorema de integracao por partes, temos

D(u,v) = —/ Auv = (Lu,v)12(0), ¥V v e H(Q).
Q

Portanto, Aplicando o Teorema 7.32 de Folland [7], segue que se Au € H* (),
entdao, u € H*2(Q) e

[ull sty < Cl|Aullr) + [lull2(@)-
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Como, por definicdo ||ul|z2(q) < [|ull gr (o), obtemos da proposi¢ao anterior
o seguinte lema:

Lema 2.5.20. Seja k € N e u € H%(Q) satisfazendo Au € H*(Q) e Ou/On =
0 em 0. Entdo u € H*?2(Q) e existe uma constante C' > 0 que niao depende
de u tal que

ull g2y < CUAU|| ey + l|ull mE))-
Lema 2.5.21. Seja Q C R? limitado, aberto, com fronteira de classe C*°.
Entao o problema de autovalor
Au+u=0, ue H(Q)
tem uma quantidade enumeravel de autovalores
D= < X< <\, <

com

lim A, = oo,
n—oo

onde as autofungoes {v;}1<; formam um conjunto ortonormal completo em
L?(Q), e para todo i, v; satisfaz

dv;
81:1 =0 em 0.
Demonstracao. Veja Jost [11], Teorema 8.5.2. O

Corolario 2.5.22. As autofuncoes dadas no Lema 2.5.21, estdo em C*°(12).

Demonstracao. Seja v uma autofuncao dada no Lema 2.5.21. Escolhendo
bi; = —d;j, b; =0 e b= A no Teorema 7.13 em Folland [7], temos que

D(u,v):—/VU-Vu+/v/\u
Q Q

é coercivo sobre H'(Q). Seja Lu = Au+ Au. Usando o teorema de integragio
por partes e o fato que du/dn = 0 em JS2, temos

D(u,v):/Auv+/)\uv:(Lu,v)L2(Q), vV ve HY(Q).
Q 0

Portanto, Aplicando o Teorema 7.32 de Folland [7], segue que u € H*"2(Q).
Agora, pela desigualdade de Sobolev (i.e., o item (ii) do Teorema 2.5.12)

temos que u € C*(£2). O
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Observacao 2.5.23. Pelo corolario anterior as autofungoes dadas no Lema
2.5.21 estdo em L>(£2), pois, como (2 é limitado, Q é compacto. Mas, toda
funcao continua definida em um compacto admite maximo e minimo. Assim,
se v € uma autofuncao dada no Lema 2.5.21, segue que

||UHL<>0(Q) = ess sup|v| = sup |v(z)] < 0.
z€eQ

Lema 2.5.24. Uma fun¢ao F' € L™(R) pertence a W1>°(R) se, e somente
se, existe uma constante C' tal que

|F(z) = F(y)| <o —ylatp z,y eR.
Demonstragao. Veja Proposigao 8.4 de Brezis [2]. O
Enunciamos o proximo teorema como em Kavian [12] Teorema 16.7.

Teorema 2.5.25. Sejam 1 < ¢ < p < d, Q um aberto de R? e f uma funcio
de R em R. Definimos B(u) := f(u(-)), onde u é uma fun¢ao de Q2 em R.
Entdo, B é um operado continuo de W1?(Q) em W4(Q) se, e somente se, f
é localmente lipschitziana e sua derivada (que existe q.t.p em R) satisfaz a
seguinte condi¢ao de crescimento:

Ja, b>0, tal que V s € R, |f'(s)] < a+ b|s| P9/ (@N=ap),

Se 1 < p<ooe félipschitziana em R, entdo, para todo u € W?(Q) temos
que B(u) € WHP(Q) e

VB(u) = f'(u)Vu q.t.p em Q.

Além disso, se 1 < p < 00, o operador B é continuo de WP(Q) em Wr(Q)
(em geral se p = oo, B ndo ¢ continuo de Wh>°(Q) em W1>(Q)).

Lema 2.5.26. Seja u € H'(Q), entdao u™, ut € H'(Q) e

_ —Vu seu<0
Vu~ = { 0 seu >0, (2.5.7)
Vu seu>0
+
Vu' = { 0 se u< 0. (2.5.8)
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Demonstracao. Para € > 0, defina

[ P+~ seu<0
fﬁ(“)_{o se u > 0.

Aplicando a regra da cadeia (i.e., o Teorema 2.5.25) temos que para qualquer

p € CHR)
dp Ofe(u)
/Qfe 8:132 - /u<0 v a.fUZ
. Ou
- _L<O gpfe(u)axl
_ / __u \Ou
T LT\ @R o) o

Aplicando o limite quando € — 0, obtemos

Jea = e (o)

donde segue que u~ € H'(Q) e vale (2.5.7).
Agora, escolhendo

(W)Y —€ seu>0
fe(u)—{ seu <0

e procedendo analogamente, concluimos que u™ € H'(Q) e que vale (2.5.8).
]

O proximo resultado é na verdade um caso particular do Teorema 1 de
[22].

Corolario 2.5.27. Considere Q um dominio aberto de R? com 1 < d < 3,
onde 9 & C*®. Se u, v € H'(Q), entdo uv € WH43(Q).

Demonstragao. Basta escolher m =1, p=¢ =2er =4/3 no Teorema 1 em
[22]. m
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2.5.4 Espacos envolvendo tempo

Seja X um espago de Banach, com norma || - ||. Considere T' > 0 fixado.

Definigcao 2.5.28. 1. O espaco LP(0,T; X) consiste de todas as fungoes
mensuraveis u : [0,7] — X com

T 1/p
il = ([ Tutolac ) <oc
0

para 1 < p < o0, e
[ull oo (0.1;3) = ess supyejo pyllu(t)]] < oo.

2. Oespaco C([0,T]; X) consiste de todas as fun¢oes continuas u : [0,7] —
X tais que
= t)| < oo.
[l eo,71,x) e [u(t)]| < oo
3. O espago W'P(0,T; X) é o conjunto de todas as fungoes u € LP(0,7T; X)
tal que existe v € LP(0,T; X) satisfazendo

/0 & (tu(t)dt = / B(t)ult) ¥ 6 € C=(0,T).

No caso em que v existe dizemos que v é a derivada fraca de u e deno-
tamos v := u/.

Um fato que usaremos frequentemente ao longo deste trabalho é que
(L*(0,T; H'(2)))" é isometricamente isomorfo a L?(0,T; (H'(Q))’), denota-
remos por:

L*(0,T; HY(Q)) =~ L*(0,T; H'(Q)").

Esse resultado ¢ na verdade mais geral que isso. Segundo o Teorema
1.4.19 de [5], temos:

Teorema 2.5.29. Se 1 < p < 0o e X é reflexivo ou se X’ é separéavel, entao
(LP(0,T; X)) ~ LP*(0,T; X’). Além disso, Se 1 < p < oo e X ¢é reflexivo,
entdo LP(0,T; X) é reflexivo.

Posteriormente veremos que o proximo teorema tem um papel fundamen-
tal neste trabalho.
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Teorema 2.5.30. Sejam X, B e Y espacos de Banach, onde X C B CY
com X <> B.

1.

Sejam F' limitado em LP(0,T;X) onde 1 < p < oo e seja 2 —
{%—{ : f € F} limitado em L'(0,7;Y). Entao, F ¢ relativamente com-

pacto em LP(0,T; B).

2. Sejam F' limitado em L*>(0,7;X) e %—? limitado em L"(0,7;Y) para
algum r > 1. Entao, F' ¢é relativamente compacto em C([0,7]; B).
Demonstragao. Veja Corolario 4 em Simon [21]. O

Lema 2.5.31. Seja ¢ € L*(0,T; H'(Q)) N H*(0,T; H'(Q)"). Entao,

v € C([0,T]; L*(Q)).

Além disso,

oY _1d 9
<E’¢> = §EH¢HL2(Q)'

Demonstracao. Pelo Corolario 2.5.15 temos que

HY(Q) c L*(Q)

com inclusao continua. Além disso, como a inclusao é compacta, usando o
Teorema 2.4.4 obtemos que

(L*(Q)) < (HY()

e a Inclusdo é continua.
Pelo Teorema 2.5.9 segue que

2 = =) c By

L2(Q)

L2(©)

C L2(Q) = L*(9),

ou seja, H'(Q) é denso em L?(9).

E verdade também que (L?(€2)) é denso em (H'(2))'. Na verdade, dados
H e V dois espacos de Hilbert, onde a inclusao de V em H é continua,
V é denso em H e V & reflexivo, segue que ¢'(H') é denso em V', onde
i’ : H — V' denota o operador dual do operado inclusdo. Isso pode ser visto
na observac¢ao 3 no capitulo 5 de [2].
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Entao,
HY(Q) C L*(Q) = (L*(Q)) € (H'(Q))

onde as inclusoes sao continuas, e cada espaco é denso no seguinte. Assim,
esse resultado é, na verdade, um caso particular do Lema 1.2 do capitulo III

de [20]. O

Teorema 2.5.32. Seja  C R? um dominio limitado e aberto, com fron-
teira 02 de classe C'°. Seja k& um inteiro nao negativo e suponha que ¢ €
L2(0,T; H*2(Q)) N HY(0,T; H*(Q)). Entao,

Y € C([0,T]; H(Q)).

Demonstragao. Veja o Teorema 4 da segao 5.9.2 de [6]. O
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Capitulo 3

Problema nao Degenerado

Neste capitulo serao apresentados resultados de existéncia, regularidade,
estabilidade, unicidade e um principio do maximo para a solugao do problema
(1.0.7)-(1.0.8) que, como foi dito na introdugdo, é um sistema nao linear de
equacoes diferenciais parciais associado a um modelo do tipo campo de fase
para a solidificacao de ligas binarias com temperatura constante. Vamos
considerar um modelo nao degenerado, isto é, o caso em que a funcao D, é
limitada inferiormente por uma constante positiva.

Lembramos que o modelo em questao envolve a concentragao relativa c e
um outro parametro ¢ que representa o estado de solidificacao da liga como
sendo igual a 0 se o sistema estd em um estado solido e igual a 1 se esta em
um estado liquido.

Veja em (1.0.7)-(1.0.8) que D; e D sao ambas limitadas e Lipschitz, entao
o produto dessas fun¢oes também é uma funcao limitada e Lipschitz. Dessa
forma, podemos considerar o seguinte modelo que da a evolucao no tempo
de c e ¢:

9¢

E = €2A¢ -+ F1(¢) -+ CF2(¢) em )X (O, +OO),
de _ div(D1(¢)Ve+ Do(c, p)Vo) em Q x (0,+00),
ot (3.0.1)
0 0
a_z_a_;_o em 0N x (0,+00),
L ¢(0) = ¢o, ¢(0) = co em €,
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onde © é um dominio aberto e limitado em R, com 1 < d < 3, a fronteira
02 &€ C*°, n é o campo de vetores unitarios normais a 02, € é uma constante
positiva dada.

Neste capitulo assumiremos que as funcoes Iy, Fy, D e D, satisfazem
as seguintes hipoteses:

(H1) F, F; € C(R) sao fungdes Lipschitz e limitadas, com

|Fi(r)| < My, parai=1,2eVreR.

(H2) D, € C(R) é uma fungao Lipschitz positiva e limitada, com
0< D, <Dy(r)< Dy, VreR,
onde D, e D; sao constantes.
(H3) Dy € C(R x R) ¢ uma fungao Lipschitz e limitada, com

|Da(r1,79)| < Ms, V(ri,79) € R x R.

Veremos na Observacao 3.6.2 que essas hipéteses matemaéticas fazem sen-
tido fisico.
Lembre que Q7 = Q x (0,7).

3.1 Definicao de solucao fraca e forte

Nesta secdo, introduzimos o que significa o par (¢, c¢) ser solugdo do pro-
blema (3.0.1).

A titulo de motivagao, suponha que existam c e ¢ fungoes suaves satisfa-
zendo o problema (3.0.1). Multiplicando a primeira equagao em (3.0.1) por
v e a segunda por w, onde v e w estao em C*(()), integrando sobre € e
utilizando o teorema de integragao por partes, obtemos

) %vdx + 62/QV¢ -Voudx = /Q(Fl(@ +cky(9))vdx,

/Qg_;wdx i /JDM)VC + Ds(c, ) V) - Vwdx = 0.
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Isso induz a seguinte questao: é possivel “andarmos” na dire¢cao contraria,
ou seja, se existem c e ¢ funcoes suaves satisfazendo as duas tltimas equacoes
tais que ¢(0) = ¢y e ¢(0) = ¢, entao essas fungoes satisfazem (3.0.1)7

Na verdade, podemos enfraquecer essa pergunta até o ponto em que conti-
nuam fazendo sentido as integrais nas duas tultimas igualdades, i.e, podemos
colocar o seguinte problema: se ¢, ¢ € L*(0,T; H'(Q)) N H'(0,T; L*(Q)),
para algum 7" > 0 fixado arbitrariamente, e supondo que ¢(0) = ¢y, ¢(0) = ¢y
e as duas igualdades valem para todo v, w € H*(2) e q.t.p em (0,7'), entao,
¢ e c satisfazem (3.0.1)?

Podemos “enfraquecer” mais ainda essa pergunta. Para isso colocamos a
seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.1. Seja 7' > 0 fixado arbitrariamente. Dizemos que o par
(p,¢) € L*0,T; H'(Q))*> N HY(0,T; H'(Q)')?, &€ uma solugdo fraca para o
problema (3.0.1) se ¢(0) = co, ¢(0) = ¢ e valem

<_¢’U> +€2/QV¢'VUdX = /Q(F1(¢) + cFy(¢))vdx, (3.1.1)

<%,w> + /Q(Dl(d))Vc—i- Dy(c,¢)Ve)  Vwdx =0 (3.1.2)

para todo v, w € H*(Q) e q.t.p em (0,T). Lembrando que o simbolo (-, )
denota o para dual (-, -) g1y, m (@)

Entéao, a pergunta agora fica: se (¢, ¢) é solugdo fraca do problema (3.0.1),
entdo (¢, c) satisfaz as equagoes em (3.0.1)7

Uma situacao onde essa ultima pergunta, em um certo sentido, é respon-
dida de forma afirmativa, é dada na seguinte observacao:

Observacgio 3.1.2. Se (¢,c) € L*(0,T; H*(2))> N H*(0,T; L*(22))? na defi-
ni¢ao anterior, entao teremos

/Qag—gfvdx + 52/QV¢-VUCIX = /Q(Fl(qb) + cFy(p))vdx, (3.1.3)

%wdx + / (D1(#)Ve+ Do(c,9)Ve) - Vwdx =0,  (3.1.4)
Q Q

para todo v, w € HY(Q) e q.t.p em (0,7T), em particular, para todo v,
w € C(Q2). Entao, aplicando integragao por partes nas duas equagdes com
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v, w € C2(Q), segue que
9 _
/ S — €06 — (F(9) +cF(9)) | vdx =0,
Q

/Q (% — div(D1(¢) Ve + Dafc, ¢)v¢)) wdx =0,

para todo v, w € C*(Q) e q.t.p em (0,7). Entdo, usando o Lema 2.5.6,
obtemos

g_f — &A¢ = Fi(¢) + cFy(4) a.t.p em Qr,
(3.1.5)
% = div(D1(¢)Ve + Ds(c, 9)Vo) q.t.p em Q.

Por outro lado, se integrarmos (3.1.3) e (3.1.4) por partes com v, w € H'(Q),
segue que

/Q (85_(? — €8¢~ (Fi(9) +CF2(¢))) v +/a 9, _ 0,

Qan

/Q (% — div(D1(¢9)Ve + Dy(e, ¢>V¢>) w

oc ¢ B
+/89 (D1(¢)8—n + D(c, ¢)%) w =0,

para todo v, w € H'(Q) e q.t.p em (0,T). Usando (3.1.5), temos

para todo v, w € H'(Q) e q.t.p em (0,7). Como D, ¢ estritamente positiva,
segue que

do  Oc
Pl 0 q.t.p em 092 x (0, 7).

Essa observagao motiva a seguinte definicao:
Definigao 3.1.3. Dizemos que (¢,c) € L*(0,T; H*(2))* N H(0,T; L*(Q))?,

é uma solucao forte para o problema (3.0.1) se ¢(0) = cg, ¢(0) = ¢¢ e valem
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9 _2Ap=Fi(0) + cFy() a.t.p em Qr,

ot

oc )

a = le(Dl (¢)VC + DZ(Ca ¢)V¢) qtp em QT7
0¢p  Oc

o 0 q.t.p em 092 x (0,7T).

Na verdade, as contas que fizemos na Observacao 3.1.2 demonstra o se-
guinte lema:

Lema 3.1.4. Sejam (¢, ¢) solugao fraca do problema (3.0.1). Suponha que
(¢,¢) € L*(0, T H*(Q)* N H'(0,T; L*(Q))*.
Entao, (¢, c) é solugao forte do problema (3.0.1).

Nosso primeiro objetivo neste capitulo é mostrar que para quaisquer
(¢, c0) € L*(Q) x L*(Q) e T > 0, existe solugao fraca (no sentido da De-
finicdo 3.1.1) para o problema (3.0.1). Para isso, vamos seguir a seguinte
euristica:

1. Construcao e solugao de um problema aprorimado: a grosso modo,
vamos encontrar uma sequéncia V,, crescente de subespacos de dimen-
sao finita de L?*(2), onde o limite dessa sequéncia ¢ denso em L?(QQ)
e H'(Q). Para cada V,, vamos deduzir um problema aproximado que
serd resumido a um sistema de EDQO. Assim, o problema aproximado
serd resolvido usando teoria classica de EDO.

2. Estimativas a priori: basicamente, vamos estimar a sequéncia de so-
lugoes citadas do item anterior e suas derivadas no tempo por uma
constante que nao depende de m.

3. Passagem ao limite: essencialmente, vamos tomar o limite de uma
subsequéncia do problema aproximado e mostrar que é uma solucao do
problema original. As estimativas do item anterior e argumentos de
compacidade vao garantir a existéncia de tal limite.
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3.2 Problema aproximado
Nesta secao vamos construir um problema auxiliar e mostrar que o mesmo

tem uma tnica solucao. Aplicaremos o método de Faedo-Galerkin.
Pelo Lema 2.5.21 temos que o problema de autovalor

Au+du=0, ue H (Q)
tem uma quantidade enumerével de autovalores
O=A< A< <A, <

onde as autofungoes {v;}1<; formam um conjunto ortonormal completo em
L?(92), e para todo i, v; satisfaz

8Ui

o =0 em 0.

Além do mais, pelo Corolario 2.5.22 temos que para todo i v; € C™(2) e
{vj}1<; formam um conjunto ortogonal completo de H'(2). De fato, usando
integracao por partes, temos

(ij, V’Uk)L2(Q) = / VUZ‘ . Vl}kdX
Q

6vk
= Qvja—ndx —l—/ij(—Avk)dx

= / vj)\kvkdx = )\k("Uj, Uk)LQ(Q) = )\kéjk
Q

para todo 7, k > 1.

Denotaremos por V,, := span{v,}i<j<m 0 espaco vetorial gerado por
{vj}i<jcm. Entdo Uy>1Vi, = span{v,};>1 é denso em L*(Q) e em H'(Q),
pois {v;};>1 é completo em L*(Q) e H'(Q2). Como V,, é um subespago de
dimensao finita de L?(Q) faz sentido definir p,, : L*(Q2) — V},,, a proje¢io
ortogonal em V,,. Para cada m > 1, considere o problema aproximado de
encontrar ¢,,, ¢, € H'(0,T;V,,) satisfazendo
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( /Qaggnvdx +62/§;V¢m -Vodx = /Q(Fl(gbm) + e Fo (o) )vdx

/ aaL;nde + /(D1(¢m)ch + DQ(Cm, ¢m)v¢m) - Vwdx =0,
Q2 Q
Vo, weVy,eqtpte(0,T),

\ (bm(O) - pm¢0 € Vma Cm(()) = PmCo € Vm

(3.2.1)

Nosso objetivo inicial é mostrar que o problema (3.0.1) tem uma solugao
fraca, ou seja, queremos mostrar que existem ¢ e ¢ satisfazendo a Defini¢ao
3.1.1. Mas, se ¢, ¢ € L*(0,T; H'(2)) N L2(0,T; H(Q)'), pelo Lema 2.5.31
temos que ¢, ¢ € C([0,T]; L*(Q)). Entao, para que faca sentido as condi¢oes
iniciais (¢(0) = ¢o e ¢(0) = ¢p), no minimo temos que pedir que (¢g, cy) €
L3(Q) x L*(Q).

Antes de mostrar existéncia de solugdo fraca para o problema (3.0.1), tere-
mos que mostrar existéncia de solu¢ao para o problema aproximado (3.2.1).
Note que ¢é suficiente provar existéncia e unicidade de solucao para o pro-
blema (3.2.1) trocando v e w por vetores arbitrarios da base de V;,. Alem
disso, como estamos procurando solugao em H'(0,T;V,,), segue que tais so-
lugbes (caso existam) devem ter a seguinte forma:

m

Om(t) = Z(pim(t)vi, cm(t) = Z Cim (t)V;. (3.2.2)

=1

Entdo, substituindo (3.2.2) em (3.2.1) e tomando v = v, temos para todo
1<k<m

/Q (F1(6m) + e Falm))

_ /Q% (2 soim(t)vi> Vg +e2/QV (Z %m(t)%) Vo

=1

E 5 g ViU + € ;:1 Oim (1) g Vu; - Vuy,

=1

_ - 890im(t) 2 “ /
- Z ot /szvk € Zzlgﬁlm(t) QAUﬂjk

=1

OPrm (t
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onde usamos integracao por partes e que v; é autofungao do laplaciano. Ana-
logamente, obtemos que

- /<D1(¢m)vcm + DQ(Cma ¢m)v¢m) ' vvk - 802’;@)
Q
para todo 1 < k < m. Defina,
Un(t) = ( (et ) EB
( / (Fy () + o))
F(Un(t)) = @ € R™,
(- / (D1 (6m) Ve + D, b ) V) - V)
Q
e
/\162 0 0 0 0
0 /\262 . 0 0 0
B=| o o a0 . o0|ermxrm
0 O -~ 0 0 --- 0
0 0 - 0 0 -0

Como {v;}1<j<m € uma base de V,,,, o problema de resolver (3.2.1), é equiva-
lente a resolver o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

Uy () + BUpn(t) = F(Unn(t)),
S 523

Como veremos no proximo lema, de fato esse ultimo sistema tem tnica solu-
¢ao.

Lema 3.2.1. Seja (¢, co) € L*(Q2) x L*(Q). Entao, para cada inteiro m > 1
o problema (3.2.1) tem um tnica solu¢ao (¢, ¢;,) em um intervalo [0, 7;,),
tal que

(ém: cm) € CH([0, Tn); Vin X Vi),
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Demonstracao. Seja G(t, U, (t)) = §(Un(t)) — BUn(t), se G é localmente
Lipschitz com relagao a segunda variavel, pelo Teorema 2.2.2 e pela Observa-
¢ao 2.2.4, temos que para cada m > 1 o Problema (3.2.3) tem tinica solugao
Unn(t) em algum intervalo maximal [0, 7,,) com T,,, > 0 e U,, € C*([0,T,,)).
Ou seja, o problema (3.2.1) tem um tnica solu¢do (¢, c,) no intervalo
[0, T,) € (dm,cm) € CH[0,T1); Vin X Vin). Vejamos que de fato G ¢ local-
mente Lipschitz com relagao a segunda varidvel. Observe que para isso basta
provar que §(U,,(t)) é localmente Lipschitz para cada t € [0,Tp), onde Ty > 0.
Sejam U, e U,, em uma bola em R*™ de raio R e centrada na origem. Temos
que
|S(Um) - S(Um”z = A+ B,

onde

Fl ¢m Fl (bm) + cmF2(¢m) EmF2<ém))Ui

m 2
Agora, usando as desigualdades triangular e de Holder, lembrando que v; €

L>(Q) (veja a Observagao 2.5.23), obtemos que existe uma constante C tal
que

/ ((D1(6)Vem — Dr()Ven) - Vo

2

/ (Da(crns b) Vb — Ds(Ems ) Vi) - Vo

Al

S C; ( /Q(Fl(Qbm) - F1(¢m)>vz QF2<¢m)( - Em)vz- )
+CZ ( /QCW(FQ(Qbm) - FQ(Q_Sm))Uz )

< Y (IFém) = Fi@n) ey + [1Fbm)em — )z ) Ioil1200

+C 3 (Il @ llen(Fa(m) = Fa(@n))3aay) -

i=1
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Como F} ¢ Lipschitz e limitada, {v;};>1 sdo ortonormais em L*({2) e usando
novamente a desigualdade de Hdlder, segue que existe constante C' > 0, tal
que

Al < C (llm = SnliFa@) + lom = emlifae))
+C (lemlZ2( | Fo(6m) = Falm) 32y -

Usando o fato que U, estd em uma bola de raio R e que {v;};>; sao orto-
normais em L*(2), vemos facilmente que ||G,|/120) < R. Entdo, usando que
Fy é Lipschitz, segue que existe constante C' > 0, tal que

A1 < € (llém = Gy + llem = Enllfagey ) -

Por meio de um procedimento analogo, obtemos que existe uma constante
C >0, tal que

1B < € (llém = dmlltny + len = Enlling)) -

Portanto, lembrando que HVviH%Q(Q) = )\Z-HviH%Q(Q), obtemos que existem
constantes positivas Cy e Csy, tais que

< C (ém = Gmll ey + llem = mlline )

e ( / > (pinlt) — Gim(®)] + / D (eomlt) = (1))

IN

(Z (@i () = Gim (&) PN 0ill 20y + D leam(t) — Eim(t)|2‘|vi“%2(9)>

=1
+ ( [im (t) = Bim (D) IV 031720y + D leim (t) — Cim(t)’2||vvi|’%2(n))
=1 =1

S C2|Um - Um|27

onde, na tltima desigualdade, usamos o fato que {v;};>; sdo vetores unitarios
em L?(Q). Portanto, com querfamos, § ¢ localmente Lipschitz. O

38



3.3 Existéncia de solucao fraca

Essa secao é reservada para mostrar existéncia de solucao fraca para o
problema (3.0.1). Como ja haviamos comentado, isso serd feito tomando
o limite no problema (3.2.1). Para isso, teremos que estimar a sequéncia
de solugoes (¢, ¢y) do problema (3.2.1), dada pelo Lema 3.2.1, para que
assim possamos usar o teorema de Alaoglu (Teorema 2.4.2) e de Kakutani
(Teorema 2.4.3) e garantir a existéncia de uma subsequéncia que converge
respectivamente na topologia fraca estrela e na topologia fraca de certos
espacos de funcoes. Entretanto, por causa dos termos nao lineares, tais
convergéncias nao serao suficientes para aplicar o limite no problema (3.2.1),
por isso, invocaremos o Teorema 2.5.30 para garantir convergéncia forte.

Aqui vamos fixar T' > 0 e denotar por C' uma constante positiva depen-
dendo de €2, My, My, Dy, D1, |9, ||60ll22(0) € |Icol| 22(2), mas que néo depende
de m.

Antes de mostrarmos as estimativas de energia, observe que como a norma
da projegao é menor ou igual a 1, temos que

| Pomllz2) < lldollz2) € llcomllz2@) < llcollz2(o)- (3.3.1)

Onde; ¢0m = pm¢0 € Com = PmCo-
Veja também que para todo ¢, € V,,

|(Lms V) L2 ()|
max
Ym€V\0} ||V || 51(0)

loml @y = (3.3.2)

De fato, como p,, é a projegao ortogonal de L*(2) em V,,, temos

_ [(om, V)] [Py Y + U5 )]
||gpm||H1(Q), = sup = sup
vem@\oy IVllm@  vem@noy  1¥la@
— swp [(Prms Ym)] > swp [pms )|
verr@\oy 1Ula1@) — vmevi\foy 1¥mllm @

Por outro 1ado, ||t () < [[¢]:o) implica que

[{ms Y| o [{Pms Y|
[Vmlla — 1Yl @

Tomando o supremo com ¥ € H'(Q2) \ {0}, obtemos

m7¢m
lomllar@y < sup M
bV {0} [[Um || 1)
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Como V,,, tem dimensao finita, a bola fechada em V,,, é compacta. Portanto,

HSO ”Hl(Q)’ — Sup M — X M
Ym €V \{0} ||¢m||H1(Q) Pm €V \{0} ||¢m||H1(Q)

Lema 3.3.1. Sejam (¢, co) € L*(Q) x L3(Q) e (cm, ¢m) solucdo de (3.2.1)
dada pelo Lema 3.2.1. Entdao, existe constante C' > 0 (que ndo depende de
m) tal que

H(Cm,qu)u (L*2(0,T;L2(£2)))2 S C, (333)

[ (em» &) (220,11 (22 < C, (3.3.4)

ae, 0¢m

ot ot
Demonstragao. Substituindo na primeira equagao em (3.2.1) v por ¢,,(t),
obtemos que

<C. (3.3.5)
(L2(0,T3H (2)))?

[ o)+ nbalonon = [ Zton+& [ Ton- Vo

||¢m||L2(Q +€2Hv¢m’|

(3.3.6)
T 24t

para todo t € [0,7,,). Analogamente, substituindo na segunda equacao em
(3.2.1) w por ¢y, (t), temos

||cmHL2(Q /D1 bm)|Vem|? = /Dg(cm,¢m)v¢m-ch =0, (3.3.7)
2 dt o
para cada t € [0,7,,). Multiplicando (3.3.7) por 6 > 0 (que sera escolhido

adequadamente posteriormente), somando com (3.3.6) e utilizando a hipotese
(H2) (i.e., Ds; < Dy), segue que

d
i (Wm“%’zm) + 5”CmH%2(Q)> + EIVomlZai) + 0Ds Vemllizq)
(Fl (¢m) + CmF2(¢m))¢m -0 D2<Cm7 (bm)V(bm : ch

9]
/ I3 ()| 6] + / el Eabllon + / Do 60| [V - Ve

(/ 1¢my+/|cm\|¢m) +M25/ V| [Ven]
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onde utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Aplicando as desigual-
dades de Hélder e de Young, temos que

P |7 0
L2<Q>+! |

/ Gl < 62| < @y
9]

Utilizando a ultima desigualdade em (3.3.8) e aplicando a desigualdade
de Young com 7, tem-se que existe uma constante C' > 0, tal que

o (N R T o )+8Hv¢m|r%2 )+ 0D, Venl[Faqq)

2dt
Q
§M1<§/!¢m!2+u+ /\mﬁ / >+M25/\v¢m||wmw
Q
577
<€ (14 18nlsy + lenllan) + 52 IV6mlaey + o IVenllEs
(3.3.9)

Tomando § = D,(e2/M3) e n = (Dy/Ms) em (3.3.9), obtemos que existe
constante C' > 0, tal que

 (10mll3ai0) + Slemlliamy) + V6310 + 5D VenlEae

(3.3.10)
<o (14 16220y + dllenlZey)-

Entao,
n'(t) < o(t)n(t) +(t)

onde n(t) = Hgbm||%2(9) +0llemlliz e ¢(t) = ¥(t) = C. Aplicando a desigual-
dade de Gronwall, segue que para todo 0 <t < T, existe uma constante que
também denotaremos por C, tal que

[6m ()| 22 () + llem ()| 220 < C- (3.3.11)

Suponha que T}, < 400, pelo item 3 do Teorema 2.2.2 existe uma vizinhanca
de T, tal que ||¢p,(t)[ 22() + ||em(t)||L2() > C, contradizendo (3.3.11). Por-
tanto, para todo ¢t € [0,7], onde T" > 0 é fixado arbitrariamente, vale a
estimativa (3.3.11) com uma constante C' que nao depende de m. Ou seja,
existe uma constante positiva C' que nao depende de m, tal que

[(cms m)ll (o 0.1;22(0)))2 < C-
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Integrando (3.3.10) sobre [0, 7] e usando (3.3.1) e (3.3.3), obtemos

168,y + BTy + IV ol +D: IVl

<CT+II¢0mIILz ay t llcomll72 >+||¢m||Lz(QT>+||Cm||L2(QT)
<C

entao, como ||¢7,(T)||72q) + dllcm(T)[172q) = 0, obtemos que existe uma
constante que também denotaremos por C', tal que

I96m 2200y + IV enlZ2am < C. (33.1)
Assim, de (3.3.12) e (3.3.3) obtemos (3.3.4), isto ¢é,
| (ems )l (20,711 ()2 < C-

Agora vamos mostrar a estimativa (3.3.5). Substituindo v por ¥, € V,,
na primeira equacao em (3.2.1), obtemos

/ S

— ¢ /Q Vom - Vb + /Q (F1(Pm) + cnFo(Pm))tom

IN

2
) /Q V| [V + /Q (B (6m) + o Fs(6)) [

E Vol Vemllz2) + 1(Fr(dn) + cnFo(dm)) [l 29[ ¥mll 22(0)
IVl 2@ l[Uml 1) + 1 (FL(Gm) + enFo(dm)) || 2@ [¥mll a1
onde utilizamos desigualdade de Cauchy-Schwarz na primeira desigualdade, a

desigualdade de Holder na segunda e que ||¢m\|§{1(9) = ||¢mHL2 +|]V¢m||L2(Q
na terceira. Assim, temos por (3.3.2) que

Obm /8¢m
= max mdx
H HI( Wmll g1y =1 | Jo Ot v
< ENVomlz) + I1Fi(dm) + cmFa(dm) 2@

IA A

Agora, aplicando a desigualdade triangular e usando o fato que F; e F, sao
limitadas e que {2 é um conjunto limitado, obtemos

Do
H < Vel 3@+ C(1+Hlom 2@ < CO+ el +lém ).

Hl (Q)/
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Entdo, elevando os dois lados ao quadrado e integrando sobre [0, 7], temos
que existe outra constante (que também denotamos por C'), tal que

2

2
ot

<O+ mlliz0rmm@) + lemlZzgp)-  (3:3.13)
L2(0,T;H (Q)")

Agora, substituindo 1, € V,, na segunda equagao em (3.2.1), obtemos que
existe uma constante C' > 0, tal que

Ocm,
QW
g/Q|D1(gbm)chHV¢m|+/Q|D2(Cm,¢m)v¢m||v¢m‘

¢m = _/(D1<¢m)vcm + D2<Cm> ¢m)v¢m> : Vlbm
Q

gC(/Q\vame|+/Q|V¢mllwm\)

< OVl 2@ (IVemll z2@) + IV omll 22 @)
< Ollmlla @ (IVemllai@) + 1Vomllar@)),

onde utilizamos as desigualdades de Cauchy-Schwarz e de Holder. Assim, por
(3.3.2), elevando os dois lados ao quadrado e integrando sobre [0, T, temos

Finalmente, usando (3.3.4) em (3.3.13) e (3.3.14), obtemos (3.3.5), ou
seja
0 O,
ot ot

Antes de demonstrarmos a existéncia de solugao fraca para o problema
(3.0.1), iremos apresentar alguns lemas de convergéncia.

2

OC,

ot < Cllpmll72mm () + llemllizomm@y)-  (3:3.14)

L2(0,T;H ()')

<C.
(L2(0,T5:H*(Q)))?

]

Lema 3.3.2. Sejam (cg, ¢g) € L*(Q) X L3(Q), pm®o := Gom € PmCo = Com-
Entao, quando m — +o00 temos

Gom — o € Com —> o em L*(Q). (3.3.15)

43



Demonstra¢ao. Como {v;};>1 é uma conjunto ortonormal e completo em
L?(92), temos que ¢y pode ser escrito da seguinte forma:

[e.9]

b0 = Z(%, Ui)LQ(Q)Uz’-
i=1
Portanto,
Pom = PmPo = 2(92507 Ui)LZ(Q)Ui~
i=1

Ou seja,

[ ¢om — oll72() = 0.
Analogamente,

HCgm — C()Hiz(g) — 0.

[]

Lema 3.3.3. Sejam (¢, co) € L*(Q2) x L*(Q) e (¢, ¢m) solugao de (3.2.1)
dada pelo Lema 3.2.1. Entao, para qualquer 7" > 0, existem

c, o€ L*(0,T; HY(Q)) N H*(0,T; H'(Q)")

e subsequéncias de ¢, e de ¢, (que também denotaremos por ¢,, € ¢,,), tais
que, quando m — +o0,

(Cm> dm) — (¢, @) em L*(0,T; H'(Q))?, (3.3.16)
(Comy Om) — (¢, @) em (L*(Qr))*> N (C([0,T); H'(2)))?, (3.3.17)

(%’a%) - <%’%f> em (L*(0,T; H'(Q))')?,  (3.3.18)

, * . . N .
lembrando que os simbolos — e — significam respectivamente que a sequéncia
converge na topologia fraca e na topologia fraca estrela.

Demonstragao. Como L*(0,T; H*(2)) é reflexivo, pelo Teorema 2.4.3 e pela
estimativa (3.3.4) segue (3.3.16).
Considere agora (¢, ¢m) a subsequéncia que converge fraco a (¢, ¢) em

L*(0,T; H'(2))?. Pela estimativa (3.3.5), a sequéncia (2=, %m) ¢ limitada

em (L2(0,T; H(2))")? (no sentido que os funcionais definidos por % e %

sao limitados em L*(0,T; H'(2))'). Entao, pelo Teorema 2.4.2 existem ¢ e
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¢ em (L2(0,T; H'(Q2))), tais que, para alguma subsequéncia de (
8cm a¢m

o =T))7 temos que

(que também denotaremos por (

aCm 8¢m * ~ 7
(W, W) = (¢,0) em (L*(0,T; H'(Q))')*.
Para demostrar (3.3.18) resta mostrar que (¢,¢) = (%, a,d—f). Mostraremos

apenas que ¢ = %, pois para ¢ é anélogo. Por definicao,

i = % @/O W (t)e(t)dt = —/O BOEDdE, Y € C2(0,T).

Mas, % & € (L2(0,T; H(Q))) ~ L*(0,T; H'(Q)) significa que para

qualquer ¢ € L*(0,T; H'(Q))

/OT <%"(t),so(t)> dt — /OT (@), p(t)) dt .

Entao, temos que para todo ¢ € C°(0,T) e w € H'(Q)

[ Cwviow)ac— [ @vwwa
pois, b(t)w € L2(0, T: H'(2)). Assim,
[ (Ceo.von)ya
- { X o) = ( [ ' et 0t )

I /0 (em(t), &/ (£)w) d . (3.3.19)

Como, ¢,, — ¢ € L*(0,T; H'(Q)) e para todo ¢ € C=(0,T) e w € H'(Q)
temos que ¢'(t)w € L*(0,T; HY(Q)) C L*(0,T; H(Q)'), segue que

/0 (W' (t)w, e (t)) dt %/0 (' ()w, c(t)) dt .

Entdo, tomando o limite em (3.3.19), temos que para todo w € H* ()

/O (G Yw)dt = — /0 (e(t), 0 (H)w) dt .
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Ou seja,

</OTéw(t)dt,w> _ <—/0Tc(t)wl(t>dt’w>’

para todo w € H'(Q2). Tsto &,

/OT P (t)e(t / w(t)e(t)dt, Yy € C°(0,T),

como queriamos provar.
Para provar (3.3.17), considere os seguintes conjuntos:

W, = {u € L*(0,T; H(Q)), g—? c L*(0,T; Hl(Q)’)}
W, = {u € L>(0,T; L*()), % € L*0,T; HI(Q)’)} :

Pelo Lema 3.3.1 temos que ¢, e ¢, sao limitados em W; e em W5. Pelo

Teorema de Rellich-Kondrachov, temos que H'((2) N L*(2). Entao, pelo
primeiro item do Teorema 2.5.30, todo conjunto limitado em W é relativa-

mente compacto em L2(0,T; L3(Q)), ou seja, Wy < L2(0,T; L2(2)). Além
disso, como H'(Q) <> L2(Q), pelo Teorema 2.4.4 temos que L2(Q) < H'(Q).
Entao, pelo segundo item do Teorema 2.5.30, temos que qualquer conjunto
limitado em W, é relativamente compacto em C([0,T]; H'(2)'). Segue que,
existe (¢,¢) € L2(Qr)> N C([0,T], HY(Q)")? tal que

(cms &m) = (€,9) em L*(Qr)* N C((0,T], H'(Q))*.

Consequentemente, (Cp, ¢m) — (¢, ¢) em L?*(Qr)?. Portanto por (3.3.16),
(Cm, Om) = (6,0) e (cm, dm) — (c,¢) em D'(Qr), entdo, pela unicidade do
limite temos que (¢, ¢) = (¢, ¢). ]

Lema 3.3.4. Sejam (g, cy) € L*(Q2) x L*(Q) e (¢, dm) solucao de (3.2.1)
dada pelo Lema 3.2.1. Entao, existem subsequéncias de ¢, e de ¢,, (que
também denotaremos por ¢, e ¢,,), tais que, quando m — +o0,
Fy(ém) = Fi(¢) i = 1,2 em LP(Qr), Y p € [1,4+00),  (3.3.20)
D1(¢m) — Dl(gb) €1 Lp(QT)u Vp € [17+OO)7 ( )
CmFo(dm) — cFa(¢p) em LY(Qr), V q € [1,2), (3.3. 22)
Dy (¢n)Vem — Di(¢)Ve em LY(Qr)?, ¥V q € [1,2), (3.3.23)
Ds(Cmy dm)Vdm — Da(c, $)V em LU(Qr)?, ¥V q € [1,2).(3.3.24)
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Demonstragao. De (3.3.17) temos que ¢,, — ¢ q.t.p em Q7. Entdo, como
F; é Lipschitz, temos que |F;(¢,,) — Fi(¢)| — 0 q.t.p em Qr, em particular
|Fi(dm) — Fi(0)|P — 0 q.t.p em Qp para todo p € [1,4+00). Além disso segue
de (H1) que |F;(¢m)[P < C. Entao aplicando o teorema da convergéncia
dominada (Teorema 2.5.1), obtemos que

1Edbm) — ) iq) = /Q Fi(ém) — E()F = 0,

donde segue (3.3.20).
A prova de (3.3.21) é analoga a anterior.
Para mostrar (3.3.22), observe que

lem Fa(6m) — cFa(0)l| (g
= ||CmF2<¢m) CmF2(¢) + CmF2<¢> - CF2(¢>H%Q(QT

C (H(Cm — ) Fy(¢ )”Lq @ T lem (Fa(dm) — F2(8))[|74 QT)>

< (lew — ellbaign) + len(Fa(m) — Bo(Dlfnian))

IN

pois F} é limitada. Agora, aplicando a desigualdade de Holder (com s = 2/q)
no segundo termo da ultima desigualdade, obtemos

lem(Fa(fm) = Fo(O)Lo(qr) < llemllzagp1F2(dm) = Fa(D)I /-0 gry

veja que 5= 7 = 1l<gq > ,mas q>12> % Portanto,

HCmF2(¢m) - CFQ( )HLq Q1)

< C (HCm CHLq @r) T lleml|7: QT)HFZ(Qbm) F2(¢)HqL(q2/<2—q)>(QT)> :

Entao, passando o limite quando m — +o0o e usando (3.3.17) e (3.3.20) segue
(3.3.22).

Para provar (3.3.23) devemos mostrar que para todo funcional 7' em
(LY(Q7)Y), tem-se que T(D1(¢,)Ven) — T(Di(¢)Ve) quando m — oo.
Pelo Teorema da Representacao de Riesz, isso é o mesmo que mostrar que
para todo v € LY (Qr)¢ (onde ¢* ¢ o conjugado de q)

Dy(¢pm)Vemv — Dy(¢)Veu.
Qr Qr
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E claro que é suficiente mostrar para uma coordenada do vetor gradiente, ou
seja, queremos mostrar que

/ <D1(¢m>gx —D1(¢)8axc>v—>0 Voe Ll (Qr) el<j<d.

Mas, veja que

/T (Dl(%)g% - Dl(@;;) v (3.3.25)

= [ (P e - D@52 + D5 - Do )

= [ oo —pienGEe+ [ oo (5255 )0

J

Aplicando a desigualdade de Holder generalizada com 1/s+1/(gx)+1/2 =1
no primeiro termo do lado direito da tltima igualdade, obtemos que

/ <Dl<¢m>—Dl<¢>>§%v

T

ey,
9 ll2(@n)

Como V¢, é limitado em L*(Qr), v € L¥*(Q7) e de (3.3.21) temos que o
primeiro termos do lado direito de (3.3.25) tende a zero. Como D, é limitado,
Di(¢)v € LT (Qr). Assim usando (3.3.16) segue que o segundo termo do lado

direito de (3.3.25) também vai a zero quando m — +oo.
Procedendo de forma analoga a anterior, obtemos

[ (a5 = Date )3 ) o

J

= [ Do) (G =5 v+ [ (Daenn) = Dt (G v

Utilizando o mesmo argumento usado anteriormente, concluimos que o pri-
meiro termo do lado direito da tltima desigualdade vai a zero. Usando a
desigualdade de Holder com s satisfazendo % + % + qi* = 1, obtemos que

< ||D1(¢m) — Di(9)

L*(Qr) 10]| Lo (@)

¢
|D (Cmu(bm) - D (Cv ¢)| ‘U‘
/T 2 2 _8xj
¢
< ||D2(Cm7¢m) _D2<Cv Qb) Ls(Qr) O HU”L‘J*(QT)'
J LQ(QT)
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Agora, como s > 2, usando a desigualdade de Holder, a desigualdade trian-
gular e o fato que D, é limitada e Lipschitz, obtemos

||D2(Cm>¢m> - D2<C7 ¢)‘|23(QT)
- / IDa(emns bn) — Da(es )| Dl ) — Dales &)

T

< C|IDs(Cms bm) — Da(c; )1 32(0m)
< COllem — CH%?(QT) + || b — QbH%Q(QT))'

Portanto, por (3.3.17) o segundo termo também vai a zero quando m — oc.

Assim,
Obm 0
/ (D2(Cm7¢m)% _DQ(Ca gb)%) v — 0.

Ja temos em maos todas as ferramentas necessirias para mostrarmos
existéncia de solugao fraca para o problema (3.0.1). Essencialmente vamos
usar os resultados obtidos nos dois lemas anteriores para tomar o limite no
problema (3.2.1).

]

Teorema 3.3.5 (Existéncia de solugdo fraca). Para quaisquer (¢, cq) €
L*(Q) x L*(Q), existe (¢, ¢) solugao fraca (no sentido da Defini¢ao 3.1.1) do
problema (3.0.1).

Demonstracao. Sejam my € N e v; um elemento qualquer da base de V,,,.
Tome v = fv; na primeira equacdo em (3.2.1), onde f € C°(0,T). Entao,
integrando sobre (0,7") obtemos que para qualquer m > my

/ [ %m0 / [[F6n-v0- / [ Eon) + nFi(ue

Passando o limite quando m — oo, obtemos

[ ()= [ % [ (%),
/O/QW’”'W%/O /QW-W, (3.3.27)

/OT/Q(F1(¢m)+CmF2(¢m))’U_>/OT/Q(F1(¢)—|—CF2(¢))U. (3.3.28)
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De fato, (3.3.26) segue de (3.3.18). Como Vv € (L?(Qr))? e de (3.3.17), isto
é, do fato que
Om — ¢ em L*(0,T5 H' (D)),

obtemos (3.3.27).
Agora, veja que

' [ Fin) + enFalom) — Fi(6) - chafo)e

< ‘ / (0w = B

(CmF2(dm) — cFo())v
Qr

< / IFi(6m) — F(6)][0] + / e Fa() — cFo(6)[0]
Qr Qr
< [[F1(om) — Fr(@)l 2o vl 2@r) + llem Fa(dm) — cF2() Lol o (g,

onde ¢ € (1,2) e ¢* = ¢/(q¢—1). Entao, usando (3.3.20) o primeiro termo do

lado direito da ultima desigualdade vai a zero, agora, pela Observacao 2.5.23

na pagina 23, ||v|| ;e (q) ¢ limitado e por (3.3.22) segue que o segundo termo

do lado direito também vai a zero. O que conclui a demonstragao de (3.3.28).
Portanto, de (3.3.26), (3.3.27) e (3.3.28), obtemos que

DIy S o (a—

ou seja,

/o (<aaf >+6 / Vo - Vuidx / (F1(¢)+CF2(¢))Ude)fdt o,

para todo f € C°(0,T). Dessa forma, pelo Lema 2.5.6, segue que

<?9(f >+€ / Vo - Vudx = / (Fi(6) + cFa(9))vudx,

q.t.p em (0,7) e para todo v; elemento da base de V,, para qualquer m.
Consequentemente, a ultima igualdade vale trocando v; por v € U,;,>1V,,.
Como, Up,>1V,, € denso em H'(), obtemos

<g(f >+€ /W Vudx —A(ﬂ(qﬁ)ﬂ&(@)mx
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para todo v € HY(Q) e q.t.p em (0, 7).

Vamos proceder analogamente para obter a parte relativa a segunda
equacao em (3.2.1). Tome w = fv; na segunda equacdo em (3.2.1), onde
f € CX(0,T) e v; & um elemento qualquer da base de V,,,, e integrando
sobre (0,7) obtemos que para qualquer m > my

/O %w +/ / (D1(¢m)Vem + Da(Cmy o) V) - Vw =0

Passando o limite quando m — oo, obtemos

/ /acm /0 <%,fvi>, (3.3.20)
/OT/QDl(éﬁm)ch-Vw—>/0 /§2D1(¢>V0.Vw’ (3.3.30)
/OT/Q(D2<Cm,¢m)V¢m)'VU)) _>/0T/QD2(C, SV6) - V. (3.3.31)

De fato, (3.3.29) segue de (3.3.18). Além disso, pelo Corolario 2.5.22 na
pagina 22, Vw € (L7 (Q7))¢, onde 1 < ¢ < 2 e ¢* = q/(1 — q), entdao por
(3.3.23) temos que vale (3.3.30). Com o mesmo argumento, agora usando
(3.3.24) no lugar de (3.3.23), mostramos que vale (3.3.31).

Agora, como anteriormente, aplicando o limite e usando o fato que U,,>1V;,
¢ denso em H'(€2), obtemos

<g—§,w> +/Q(D1(gb)Vc+D2(c7 $)V9) - Viwdx = 0

para todo w € H'(Q) e q.t.p em (0,7).
Além disso, usando (3.3.17) segue que

Grmo = dm(0) = (0) € o = cm(0) — ¢(0) em H'(Q)'.
Por outro lado de (3.3.15) temos que
Bmo — G0 € Cmo — ¢o em L*(Q).
Entao, como o limite é tinico, obtemos, com desejadvamos, que
c(0) = co e $(0) = ¢o.

O que conclui a prova de que a Definicao 3.1.1 ¢ satisfeita. O
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3.4 Regularidade e solucao forte

O objetivo nesta se¢ao é conseguir mais regularidade para a solucao (¢, ¢)
dada no Teorema 3.3.5. Queremos mostrar que (¢,c) € L*(0,T; H*(2))? N
H'Y(0,T;L?(Q))? para que assim possamos utilizar o Lema 3.1.4 e mostrar
que o problema (3.0.1) tem uma solugao forte.

Lema 3.4.1. A projegao ontogonal p,, : L*(Q) — V,, restrito a H*(Q)
também é a projecao ortogonal em V,,,. Além disso,

[Véomllz2) < [[Voll 2, (3.4.1)
IVecomlr2@) < Vel 2@, (3.4.2)

desde que ¢y ¢ g estejam em H'(Q).

Demonstragdo. Sejam ¢ = @1 + o € HY(Q)) onde ¢, € V,,, e oy € V-,
Entao, utilizando a regra de integracao por partes (veja Teorema 2.5.10),
obtemos que para todo v € V,,

(V(pme —¢), VU)2i0) = (V(=p2), V) 1200) = —/ Vs - Vodx
Q
= /¢2Avdx —/@gAZaividx
@ @ i=1
= —Zai)\i/wgvidx
i=1 Q

para todo k > 1. Como ¢y € V,# e v; € V,,, obtemos
(V(pmp — #), VU)p2) =0V v € V. (3.4.3)

A tltima igualdade implica que p,, restrito a H'(Q) também é a projegao
ortogonal em V,,. De fato, pois

(Pme — o, U)Hl(sz) = (Pmy — @, U)LZ(Q) + (V(pmy — @), VU)LQ(Q) = 0.

A desigualdade (3.4.1) ¢é satisfeita trivialmente quando ||V o, 22y = 0.
Entéo, suponha ||Véom || 2() # 0, substituindo ¢ = ¢ e v = ¢o, em (3.4.3),
obtemos

IV Gomll72() = (Véom, Voom)2@) = (Vo, Vom) 2()-
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Aplicando a desigualdade de Holder, temos
IV domlIZ2i0) < 1V domll 20 [ Vol r2@)

= |Vdom|lr2) < Vool r2)-

A demonstracao de (3.4.2) é analoga a de (3.4.1).
UJ

Estamos caminhando na dire¢do de mostrar que o problema (3.0.1) tem
solugao forte, para isso, mostraremos um teorema que nos da uma no¢ao de
solugao intermediaria entre solucao fraca e solucao forte. Queremos mostrar
que existem ¢ € L*(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; L*(Q)) e ¢ € L*(0,T; H'(2)) N
L*(0,T; HY()'), tais que (¢,c) ¢ solugdo de (3.0.1) no sentido que a equa-
¢ao do campo de fase (a primeira equacdo em (3.0.1)) satisfaz a definicao de
solugao forte e a equagao da concentracao (a segunda equacao em (3.0.1))
continua satisfazendo apenas a definicao de solucao fraca. Mas se ¢ per-
tence a L2(0,7T; H*(Q)) N L*(0,T; L*(%Y)), pelo Teorema 2.5.32 temos que
¢ € C([0,T]; HY(Q)), e se c € L*(0,T; H'(Q)) N L*(0,T; H'(Q2)), pelo Lema
2.5.31 segue que ¢ € C([0,T]; L*(2)). Entao, para que facam sentido as con-
digoes iniciais (¢(0) = ¢¢ e ¢(0) = ¢p), no minimo temos que pedir que
(¢0,Co) S HI(Q) X LQ(Q)

Lema 3.4.2. Seja (¢g,cp) € HY(Q) x L*(Q) e T > 0. Entao, existe uma
constante C' que nao depende de m, tal que

OPrm,
H o + |l Lo 0,751 ) < C, (3.4.4)

L2(Qr)
| Dmll 20,012 (0)) < C. (3.4.5)

Demonstragao. Vamos comecar mostrando (3.4.4). Para isso, escolhemos
v = 0¢y, /0t em (3.2.1) e obtemos

/ Vo -5t = /Q Fi(om) 22m /Q By(du)en0m.

Entao, usando o fato que F; e F; sao limitadas, temos que

+ 55 [vonp<an ([ %) [ |2
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3%

O |”

ot

0¢m OPm




Aplicando a desigualdade de Young, obtemos que para todo 7y, e > 0

8¢m 2
w5 196l
2, 061,
< -
< ( / (c*(nl) o +?71>+ | (rlenl? + )| %2 ))
B M, M, 0 | 2
= tfol+ (504 50) [ %] am [ fenl

onde usamos que C'(A\) = 1/4\. Agora, tomando 1, = 1y = M; e usando o
fato que €2 é um conjunto limitado, temos que existe constante positiva C,
que nao depende de m, tal que

d
2 @ 2 2)
dt/ﬁwm _O(1+/Q|cm|)

Integrando a ultima desigualdade sobre (0,t), com t € [0, 7], temos

v [1vonor < oo+ y eal?) + € [ D002

< C(T+llenlltaan) + I Vo0ml30

20
ot

0¢m

Usando (3.3.4), (3.4.1) e readaptando a constante C, obtemos que

3%

2 [ Vo (t)]? < C.
e/9|¢<t>|

Agora basta tomar o supremo essencial com ¢ € [0,7] de ambos os lados,
para entao obtermos

0P,
H V6l < C,

L2(QT)

e como, ||dml|L=r;2(0) < C (veja (3.3.3)), concluimos que

O,
H + |omll L 07110y < C.

L2(Qr)
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Agora queremos mostrar (3.4.5). Como —A¢,,(t) € V,,, V t € [0,T] (isso
decorre do fato que ¢, (t) = > 7", @im(t)v;, onde v; € V,, sdo autofungoes do
laplaciano), podemos escolher v = —Ag,,(t) em (3.2.1), obtendo que

Opm
_/S; gt A¢m — ¢ /Q V¢m . V(Aﬁbm) = - /Q(Fl(gbm) + CmF2<¢m))A¢m.

Integrando por partes e usando que Fi e F, sao limitadas, obtemos
R e e O e R Uy
2dt Q Q
< ([ 180l + [ lenll 6.
Q Q

Usando agora a desigualdade de Young, temos que para todo 7y, 7y > 0

2 2
ARy NI
< (m|sz|+c<m> L1860+ [ fenl + o) [ |A¢m|2),

onde neste caso C'(\) = 1/4\. Entao,

2 A 2
31 | 1V6ul ¢ [ 180,
< Myl + (—+—)/|A¢m\ +Mm2/|cm!

Tomando 7, = 7, = M, /e, multiplicando por 2 de ambos os lados e esco-
lhendo C} uma constante maior que o méaximo entre Mn;|Q2| e Myn;, tem-se
que

IIVcmeILz + [ A¢nlZ2) < CrL + lemllZ2)-
Entao, integrando sobre [0, T, obtemos que existe uma constante Cy, tal que
IV o (D) Z20) + € 180172 (g < Co(l + llemllizgp) + IVéomlz2q)
E entdo, por (3.4.1) e (3.3.4) existe uma constante C, onde

[AGm |72 < C.
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Assim, pelo Lema 2.5.20 e usando outra vez (3.3.4), obtemos que existe uma
constante C' > 0 que nao depende de m, tal que

|Gl 20,75m200)) < C.
]

Agora estamos em condicoes de demonstrar um teorema que fornece a
no¢ao de uma solugao intermediaria entre uma solugao fraca (que é o Teorema
3.3.5) e uma soluc¢ao forte para o problema (3.0.1).

Teorema 3.4.3. Dado (¢, o) € H'(Q) x L*(Q), existe um par de fungoes
(¢, ¢) satisfazendo

¢ € L*0,T; H*(Q)) N H*(0,T; L*(Q)),
ce L0, T; H'(Q) N H'(0,T; H'()"),
tais que ¢(0) = ¢, c(0) =g e

(g_f — EA¢ = Fi(¢) + cFr(¢) q.t.p em Qr,
9]
% =0 q.t.p em 0Q x (0,7, (3.4.6)

<%U> + /<D1(¢)Vc + Dy(c,»)V¢) - Vodx =0
Q
para todo v € H'(Q) e q.t.p em (0,7).

Demonstragao. De (3.4.4) e (3.4.5), segue do Teorema de Kakutani (veja
Teorema 2.4.3) que existe uma subsequéncia (que ainda denotaremos por
¢m) da sequéncia ¢, do Lema 3.3.3, de tal forma que, quando m — o0,

G — ¢ em L2(0,T; H*(Q))

0P
% — @ em LQ(QT)'

Agora, como a sequéncia ¢,, aqui é uma subsequéncia da sequéncia dada no
Lema 3.3.3, pela unicidade do limite, temos na verdade que

¢ € L*0,T; H*(Q) N H'(0,T; L*(Q)),
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Gm — ¢ em L*(0,T; H*(Q)) (3.4.7)

a(;i;” — % em L*(Qr). (3.4.8)

Agora, seguindo os mesmos passos da Observagao 3.1.2 na pagina 31,
obtemos que

g—f — A¢ = Fi(¢) + cFa(¢) q.t.p em Qr
e
0
82—0 q.t.p em 082 x (0,7).

De fato, como (¢, co) € HY(Q) x L*(Q2) C L*(Q) x L*(Q), vale o Teorema
3.3.5, mais ainda, como d¢/0t € L*(Q7), obtemos que

[Gvre [Vovo= [(R@)+cn@p  (3a9)

para todo v € H'(Q2) e q.t.p em (0,T). Em particular, a altima igualdade
vale para todo v € C2°(Q2). Entao integrando por partes, temos

/ (?;f NG — (Fi(6) + cF2<¢>>) vdx = 0 (3.4.10)
para todo v € C°(2) e q.t.p em (0,7"). Assim, usando o Lema 2.5.6, obtemos
que

0
af AP = Fi(¢) + cFy(4) q.t.p em Qr. (3.4.11)

Por outro lado, se integrarmos (3.4.9) por partes com v € H'(£2), obtemos

/(@_EQM (F (¢)+0F2(¢)))U+ 9% _,

ot a0 on
para todo v € H'(Q) e q.t.p em (0,T). Utilizando (3.4.11), segue que
9¢
=0
/(;Q anv
para todo v € H'(Q) e q.t.p em (0,7T). Ou seja,
99

an—O q.t.p em 09 x (0,7).

O fato que ¢(0) = ¢y e ¢(0) = ¢y, segue como no Teorema 3.3.5.
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Observacao 3.4.4. De (3.4.4) e (3.4.5), segue que a sequéncia ¢,, é limitada
em

ou

W5 = {u € L*(0,T; H*(Q)); e

e L2(0, T; L2<Q))}.

Agora, pelo Corolario 2.5.17, H2(Q) <> H'(Q). Entao, pelo Teorema 2.5.30
temos que qualquer conjunto limitado em W3 é relativamente compacto em
L*(0,T; HY(Q)). Como ¢, é limitado em W3 temos que existe uma sub-
sequéncia (da ultima subsequéncia) que ainda vamos denotar por ¢,, tal que,
quando m — 400,

G — & € L*(0,T; H'()). (3.4.12)

O que queremos destacar nesta observacao, ¢ que com as hipoteses deste
altimo teorema, temos “melhor convergéncia” para uma subsequéncia da
sequéncia ¢,,. Observe que em momento algum utilizamos esse fato para
demonstrar o teorema anterior, entretanto, se fossemos repetir o processo da
demonstracao feita no Teorema 3.3.5, essa informagao facilitaria a demons-
tragao.

Observacao 3.4.5. Veja que no Teoremas 3.3.5 e no Teorema 3.4.3 nao
usamos a hipotese que 1 < d < 3. Entao, esses teoremas valem para todo
dominio  aberto e limitado de R? para todo d > 1. Entretanto, nos proximos
resultados usaremos, por exemplo, o Corolario 2.5.15 que exige 1 < d < 3
e as desigualdades de Gagliardo-Nirenberg dadas no Lema 2.5.18. Entao,
daqui em diante vamos considerar 0 um dominio limitado e aberto de R,
1 < d < 3, com fronteira 0f2 de classe C*.

Nossa proxima meta é mostrar que o problema (3.0.1) tem uma solugao
forte (¢, c) onde ¢ € L*(0,T; H3(Q))NH (0, T; H () e c € L*(0,T; H*(Q))N
H'Y(0,T;L*()). Mas, se ¢ € L*(0,T; H*(Q)) N H*(0,T; H(Q)), pelo Teo-
rema 2.5.32 temos que ¢ € C([0,T]; H*(2)). Além disso, se ¢ pertence a
L*(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Q)), pelo Lema 2.5.31 segue que ¢ pertence a
C([0,T]; H'(2)). Entao, para que as condi¢oes iniciais (¢(0) = ¢g e ¢(0) = ¢q)
facam sentido, temos que exigir pelo menos que (¢g, co) € H?(Q) x H ().

Além disso, para conseguirmos novas estimativas para ¢,,, serd necessaria
a hipotese de que d¢y/In = 0 em OS2.

No proximo lema, encontramos novas estimativas para ¢,,, por isso, ainda
nao serd necessario que ¢y € H*(Q).
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Lema 3.4.6. Seja (¢g,co) € H?(Q) x L*(Q) tal que d¢y/On = 0 em I).
Entao, existe uma constante C' que nao depende de m, tal que valem as
seguintes estimativas:

|G| Los (0,73 12(0)) < C, (3.4.13)
bl L20,m;0300)) < C, (3.4.14)
Obm
H o <C. (3.4.15)
L2(0,T;H())

Demonstragdo. Para provar (3.4.13) e (3.4.14), escolhemos v = A?¢,, em
(3.2.1). Entao, obtemos

Db
/Q gt A + /me-vm%m): /Q<F1(¢m)+cmF2<¢m>>A2¢m-

Integrando o primeiro termo do lado esquerdo por partes e usando a hipotese
que 0¢,,/On =0 em 0f), temos

/Q Om nzg / v Gag, + /a 00w, O

ot ot Joo o0 Ot
acbm o
A——A¢,, — A 3.4.16
/ on= [ G, (3.4.10)
zdtnmmup

Integrando por partes o segundo termo do lado esquerdo, obtemos
IPm
| Von- vt == [ ag,ate,+ [ S,
Q a0 On

/VA% VA%_/ ag%Ad)m (3.4.17)
oo on
= [VAGn| 720

Agora usando integragao por partes e a regra da cadeia (veja Teorema 2.5.25)
no lado direito, conseguimos que

/Q (F1 (6) + nFo(6m)) A2

- - /Q (F (60 V6m + VemFs(m) + cmFY(6m) V) - VAG
< /|F{<¢m>||wm-m¢m|+/ Fy(on)[[Ven - TAG|
Q Q
Q
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Usando o Lema 2.5.24 (isto &, F} e Fy pertencem a W1*°(R)) e a desigualdade
de Cauchy-Schwarz, segue que existe uma constante C' > 0 (que nio depende
de m) tal que

/Q<F1<¢m> + enFo(6m)) A%
< C(/Q!w)m\\vmm\+/vacm|\VA¢m|+/chmV¢m.VA¢m|>'

Seja B = / |cmV ém -V Adp,|. Aplicando a desigualdade de Young, obtemos
Q
que para quaisquer 7y, 7 > 0

/ﬂ (F1(6m) + cmFal6m)) A%

1 1
< (I¥onlig + (g + 1o ) IVAGm I + Vel + 2)

Escolhendo 1, = ny = 2C/€?, existe uma outra constante que nao depende
de m a qual também chamaremos de C, tal que

/Q (F1 (6m) + nFo(6m)) A2

62
< SIVAGml3aa + C (IVnlaa + IVeml3ae + 2)

Entao, por (3.4.16), (3.4.17) e a tdltima desigualdade obtemos

1d

3e?
518020y + 1V AGmlFa@) < O (IV8mlEa@ + IVemliae + )

(3.4.18)
Agora vamos estimar o termo #. Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz
e de Holder, segue que

B - /Q Vb - VAGw| < el Vs |V Al 2

Usando as interpolagoes (2.5.5) e (2.5.6), e as estimativas (3.3.3) e (3.4.4),
temos que existe uma constante C' > 0, tal que

B < C1Calenll iy llemll ot 1V bl o | Vbl iy |V Abmll 20y
1/2 1/2
< Cllenllgrg I Vémllag \|m¢m||m>.
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Usando a desigualdade de Young, obtemos que para todo ¢ > 0, vale
4] 9 1
B < C(SIVAbn ) + sllenllm @I Vonllmio ) -

Do fato que [Vl < [lém sy, temos

) 1
# <0 (5IV80nlEe + g5l lonlBre )

Usando o Lema 2.5.20, segue que existe uma constante positiva (que também
chamaremos de C'), de tal forma que

5 1
# < (51980l + gglenlma(1Adnline + 6l )
1
< c (%|\cm|rH1<Q><||A¢m||Lz<m FIVAG ez + H%“Hlmﬂ)

)
+0 (3198612 )

Aplicando a desigualdade de Young mais uma vez, obtemos em particular
(isto &, escolhendo € da desigualdade igual a 26%) que

1.1
7 < (g5(glenling + #1801 + 1986l + [6n e

0
+0 (31986,
2 1 2 0 2 0 2
= C|0[|[VASullT2@) + @Hcm\lm(m + §HA¢mHL2(Q) + §H¢MHH1(Q) :

Agora, escolhendo C'§ = €2/4 e substituindo a tltima desigualdade em (3.4.18),
chegamos em

%||A¢m||%2(Q)+||VA¢mH%2(Q) <C (HCm”l%Il(Q) + [|AGm] 721y + ||¢m”?{1(ﬂ)> :

(3.4.19)
Integrando (3.4.19) sobre (0,¢) com t € [0,7] e usando (3.3.4), obtemos que
existe uma constante C' > 0 tal que

t t
80Ol art | 19 80m I < 1860mlExar+€ (1 v ||A¢m||iz<m) .
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Veja que [[Agoml|z2(0) < ||Ado||r2(q)- De fato, usando integracao por partes,
o fato que (¢o—om, v)r2(q) = 0 para todo v € V,,,, a hipdtese que dgy/On = 0
e a desigualdade de Holder, obtemos

||A¢Om”%2(g) = (A¢0m7 AQS[)m)LQ(Q) = (¢0m7 A2¢0m)L2(Q)
= (o, A*Gom) 12(0) = (Ao, Adom) r2(02)
< || Ado || L2(0) | Aboml| £2(0)-

Como ¢y € H?(Q), isso implica que
| Adom|lr2@) < C. (3.4.20)

Entao, existe uma constante C' > 0, tal que

t t
[AGm ()] 720 +/0 IVAG[[72¢0) < C (1 +/o HAQ%H%z(Q)) . (34.21)

Usando a versao integral da Desigualdade de Gronwall (i.e., o item (ii) do
Teorema 2.3.3) temos que

[AGm ()] 7200y < C.

Entao,
’|A¢m|‘%W(O,T;L2(Q)) <C. (3.4.22)

Agora, tomando o supremo essencial com t € [0,7] em (3.4.21), segue
que

IVAGml0r < C (14 186ml30,) <C. (3.4.23)

Utilizando o Lema 2.5.20, obtemos que existe uma constante C' > 0, tal que
|l oo o, m2(0)) < 1A oo 0,122 + |Om Lo 0,722,

| Pmllz20,mm32) < 1AGm|| 20,1551 ) + || Pmll 220,707 )
< C([[VAGmr2(@r) + 1AGm L2(@r) + |0ml L2011 @)

Usando as estimativas (3.3.3), (3.3.4), (3.4.22) e (3.4.23) nas duas tltimas
desigualdades, concluimos que existe uma constante C' > 0, que nao depende
de m, de tal forma que

| Pmll Lo 0,12 (0)) < C
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|l 20,75m300)) < C,

o que prova (3.4.13) e (3.4.14).
Agora vamos mostrar a estimativa (3.4.15). Para isso, escolhemos v =
—(0A@,,/0t) em (3.2.1). Deste modo, segue que

_/ %8A¢m —62/ v¢mvaA¢m - _/(F1(¢m)+CmF2(¢m))aA¢m
Q Q “

ot ot ot ot
Ou seja,
HVW 12(9) + 5 180ml @ = _/Q(Fl(gbm) T enFo(dn)) =5~
(3.4.24)

Usando integragdo por partes, a regra da cadeia (Teorema 2.5.25), a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz, o fato que Fy e F, pertencem a WHe(R) e a
desigualdade de Holder, obtemos que

980,
- [(Fiow + enato)

O

= [ V(R0 +ena(6n) - Vo

/ OPm
= /Q (FY(¢m)V o + Ve Fa(dm) 4+ cmFs(dm) V) - v%
< i vl
< Q\Vcbm! Vo +/Q!ch\ Vot ) emVom - V!
OPm O,
S qubWLHL2 Q v_ —+ ||VCmHL2 Q v—
DVt | o [V ||
OPm
Entao, (3.4.24) junto com a ultima desigualdade fornece:
0¢p 2 e d
-m — A 2,
HV ot LQ(Q)+ 2 a1 A0l
O
< (Vo2 + Vel z@) ||V —5- + €, (3.4.25)
Ot |20
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onde ¢ = / ‘cngsz . Vaéi:' Usando a desigualdade de Hoélder, o Coro-
Q

lario 2.5.15 e a estimativa (3.4.13) obtemos que existe uma constante C' > 0
tal que

20m

v(‘?t

¢ < lemlls@lVémllo@

L2(Q)
Dém

< Cllenllme | Vémllme ‘V—
m
ot

ot

L*(9)

S C”CmHHI(Q) V

L2(Q)

Combinando (3.4.25) com a tdltima desigualdade e usando a desigualdade de
Young, vemos que existe C'; > 0, tal que

2 2
e d
+ == [1A¢ml1 20

v 2 dt

IPm
ot

L2(Q)
0P,
ot

P,
Oyl ey + leml ) Hv—

IN

IV 2y + lem 1) Hv

L2(Q)

IN

ot

L)

1

Odm,
< ¢ <77(H¢mHH1(9) + llemllmr@)? + y

; 'VW

2
L2(9)> 7

para todo n > 0. Entdo, escolhendo em particular n = C} /2, segue que existe
uma constante C' > 0, tal que

0o |I?
Hvi

d
o)+ @280l < CllonlEne + lenlBg). (3:4.26)

L*(Q)
Integrando (3.4.26) sobre [0, 7], segue que

V—— 2| Adm(T)|17-
73 IR LoCal

< €2HA¢m(O)Hi2(Q) + C<H¢MH%2(O,T;H1(Q)) + Hcm\|%2(o,T;H1(Q)))-

o552l
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Agora, usando as estimativas (3.3.4) e (3.4.20), temos

Obm
HVW

+ €[ Ad(T) 7200y < C.
2(Qr)

Usando a estimativa (3.4.4), concluimos que

<C.
L2(0,T;H' ()

o

O proximo lema visa obter mais estimativas para c,,.

Lema 3.4.7. Seja (¢g,co) € H?(Q) x H(Q) tal que dpy/On = 0. Entao,
existe uma constante C', que nao depende de m, tal que valem as seguintes
estimativas:

mll Lo 0,11 () < C, (3.4.27)
lem 20,1120 < C, (3.4.28)
I
1%z < 3..2)
t L2(Qr)

Demonstragao. Para mostrar as estimativas (3.4.27) e (3.4.28) escolhemos
w = —Ac¢,;, em (3.2.1). Entdo, obtemos

/ acm — /(D1(¢m)ch + Dy(Cmy, &) V) - VAc, = 0.
Q
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Usando integragao por partes, temos

1d
2 dt

acm 0Dy d O ONC,

(]

- —Z (/ 5 ¢m>acm)A “, Acle(Qﬁm)%W)
(Lo
oc

= —/diV(D1(¢m)ch)Acm+/ AcmD1(¢m)a_m
Odm,

o0
- Z ( / 9z, )AC’”) i /ag Aem D2t On) 5,

O,
: O
— /le(Dl(qu Vem)Acy, — Zl (/ . (Dy cm,gbm) : )A cm> )

N / (D1 (60)Vem + Dol 6) V) - Ve

0P, O
¢m)aixz)ACm + /ag AcmD2<Cma ¢m)aixznz)

)5 -

l

Entdo, aplicando a regra da cadeia (Teorema 2.5.25) e lembrando que pelo
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Lema 2.5.24, Dy € WH(R x R), segue que

1d ,
— I Veml|3e @ + / div(D1(pm)Vem) Ac,

(/ aii wﬂ%ﬁm%m%)
(/Q (aiZDQ(Cm’%)%i? + Dz(cm,gbm)%z_i?) Acm)
TN
(/Q (DZ(C’"’ %)%) Acm)

o / Dy(ems ) Ve - VAl — / Dy(ems )|Vl Acim
Q Q

—/D’Z(cm,qﬁm)A¢mAcm

(9]

< 0( [ 19w Vonacal+ [ 190718001+ | 1A¢mAcm\),
Q QO Q

ou seja,

1
||ch||L2 -+ D ||Acm||[,2 S C((ggl + gg), (3430)

onde,

@fi:/wcm-wmAcmy e é”zz/|V¢m[2|Acm|+/\A¢mAcm|.
Q Q Q

Agora vamos estimar &) e &. Usando a desigualdade de Hélder, o Corolario
2.5.15 e a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (2.5.6), obtemos que existe
uma constante C, tal que

& < IVonllsoll Vemllws @l Acm 2@
1/2 1/2
< CUVomllm @ IVemllis o) I Vemll o 1 Am 2
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Agora, usando que || Vu| g1(q) < ||ul|g2@) para todo v € H?*(Q) e a estimativa
(3.4.13), temos que existe constante Cy > 0, tal que

1 2 1/2
& < Cllomllmzlleml o IV eml gy | Acm | 220
1/2 1/2
Collemll7ay | Vemll 15 ; 1A 220y

A

Usando a desigualdade de Young junto com o Lema 2.5.20, segue que para
qualquer n; > 0 e para alguma constante C'3 > 0, vale

1
6 = o g ldenlia + mlln e Ven o )

Cy

< E“AcmH%%Q) + Csmi (| Acm || 20) + llem | L2@) [ Vel 2@
Coy o 1

= 4_771HACmHL2(Q)+03771HACm||L2(Q)HchHLQ(Q)
+Csmllemll 2@ [ Veml z2@)

Mais uma vez, usando a desigualdade de Young, temos que para qualquer
2 > 0

C'37]1
HAcmHLz(Q +1Csm [ Vel 720y

Cy

& < —=|Ac,|?

1 4771” ¢ HL2(Q)
+Cs771Hcm\lmm)l\WmHL?

Entdo, pela estimativa (3.3.4) e escolhendo 1, = 2C5/ D e ny = 2C3m,/ Dy,
concluimos que existe alguma constante C' > 0, tal que

Dy
& < IHAcmH%Q(QﬁC(HHvaHig(Q)). (3.4.31)

Agora, para estimar & usamos a desigualdade de Holder, a desigualdade de
Young duas vezes (escolhendo n = 2/D; em ambos), o Corolario 2.5.15 ¢ o
fato que ||Vullgr o) < ||ullm2) para todo v € H*(), e entao obtemos que

1/2
& < ( |v¢m\4) 1ALz + 1Al 2o | Az
Q
2 4 ‘DS 2 2 2 DS 2
< HSHV(bmHL‘l(Q) + ?HACWHLQ(Q) + E|’A¢mHL2(Q) + ?HACW@HL?(Q)
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Portanto, usando a estimativa (3.4.13), segue que existe uma constante C' >
0, tal que

Dy
& < ZHAcmH;(QﬁC. (3.4.32)

Assim, substituindo (3.4.31) e (3.4.32) em (3.4.30), obtemos que existe cons-
tante C' > 0, tal que

d
a”vaH%Q(Q) + DSHACWH%Q(Q) <C@+ ||V0m||2L2(Q))- (3.4.33)

Aplicando o lema de Gronwall em (3.4.33), obtemos

t
IIVCm(t)Iliz(Q) < elo Cds (||Vc0m||%2(m +/0 Cds) vV telo,T).

Como supomos que ¢y € H*(€), temos de (3.4.2) que existe uma constante
C >0, tal que

lcmll 2o 0,711 () < C.

Finalmente, pelo Lema 2.5.20 temos
lemll 2o @) < 1A 2@ + llemllL2@r):
Mas, integrando (3.4.33) sobre [0, 7], temos que
[Acm|L20r) < C. (3.4.34)
Assim, usando também (3.3.4), segue que existe C' > 0, tal que
el 20,3 m2(0)) < C-

Agora vamos mostrar (3.4.29). Com esse propdsito, tomamos w = ¢, /0t
em (3.2.1), entao obtemos

Usando integracao por partes, obtemos

9em
ot

9em
ot

2
T /<D1(¢m)vcm + DQ(Cm’ ¢m>v¢m) -V
L2(Q) Q
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2
oc,,

ot

Y (D“%’aa% D55 ) 5
_ Z/ o (D1 ) = +D2(cm’¢m)%§i?> 0%

—Z /a Gt ( () 2 . Dz@m,%)%) 0,

_ Z/ aii (D1(¢m)g +D2(cm7¢m)%<i7:> 5(;_?

_/BQ %T (D1(¢m)aa% + Dg(cm,qsm)%) .

Usando o fato que 0¢,,/0n = J¢,,/On = 0 e a regra da cadeia dada no
Teorema 2.5.25, temos

0 aCm a(bm aCm
- /Q axl ( (¢m) 7 D2(6m7¢m) 83:1 ) W
3¢m e, OCm,
- Z/( ,axl D1(¢m> ) 8t
a ma m 06\ Ocm
0 oo (5] ) 5

+ /DZ Cm7¢m a ¢m 80771

2
oc,,

ot

]~

L2(Q)

Q

dem

+ / (Dé(cmv ¢m)(vcm . V¢m + |v¢m|2) + DZ(Cma ¢m)A¢m) %
Q

8cm

IN

/ (V- Vel + Vbml? + [Adu] + A
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Usando a desigualdade de Hoélder, obtemos

(96m 1/2 ocm,
H C(Wmum(mchmHLg(m+</ ’V¢m‘4> )‘ ot
0 12(@)
oc,,
+C (| A¢mll2() + 1Ak 12()) r :
12(9)

Do Corolario 2.5.15 junto com (3.4.13), temos que existe C' > 0, tal que

e ||? 1/2 oc
)™ < o femllnee +< / rwmﬁ) Ocm
OC,
4 (186l + 1 Aculz) | 2
12(9)

Aplicando a desigualdade de Young, segue que para todo n > 0,

H de, ||

. < Cn (Hcm“%{?(m + !\V¢m\|‘i4<m + ||A¢m”i2(9) + \|Acm”%2(§z))
12(9)

9w
ot

() '

Escolhendo n = ¢/2, usando o Corolario 2.5.15 e as desigualdades (3.4.22) e
(3.4.13), obtemos que existe uma constante positiva (que também chamare-
mos de ), de tal forma que

I,

< C (1+ el + 1AcnlZaqq) ) -

L2(Q)

Agora, integrando sobre [0, 7] e usando as desigualdades (3.4.28) e (3.4.34),
concluimos como esperavamos, que

o

<C,
L2(Qr)

onde C é uma constante positiva que nao depende de m. O

Estamos agora em condi¢oes de demonstrar o teorema que garante exis-
téncia de solugdo forte para o problema (3.0.1).
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Teorema 3.4.8 (Solugao forte). Para quaisquer (¢g,co) € H2(2) x H(Q),
tal que O¢y/0n = 0, existe um par de fungdes (¢, ¢) satisfazendo

¢ e L*0,T; H*(Q)) N HY0,T; H(Q)),

S L2(O, T; Hz(Q)) N HI(O, T; Lz(Q))’ (3435)

tal que (c,¢) € solugao forte do problema (3.0.1) (no sentido da Definigao
3.1.3).

Demonstragio. Como (¢g,co) € H2() x H(Q) C L*(Q) x L*(Q), em par-
ticular, temos que existem

c, ¢ € L*(0,T; HY(Q)) N H*(0,T; H'(Q)")

e subsequéncias de ¢, e de ¢, (que também denotaremos por ¢, e ¢,,)
satisfazendo (3.3.16) e (3.3.17), ou seja, quando m — +o0,

(Cms $m) = (¢, ¢) em L*(0, T H'(Q))?,
ocy, 0bm\ « (Oc 0¢ 9 1 N
— ] =~ | =, = L7(0,T; H (2 .
(%% = (G- 5r) e 0T @)
Pelas estimativas (3.4.14), (3.4.15), (3.4.28) e (3.4.29), temos que existem
funcgoes ¢, ¢, 1 e @, satisfazendo

¢ € L*(0,T; H3(Q)),
¢e L2(0,T; H*(Q)),
o1 € L2(0,T; H'(Q)),
2 € L*(0,T5 L(Q)),

tais que, existem subsequéncias das ultimas subsequéncias ¢,, e c¢,,, de tal
forma que quando m — 400,

Om = ¢ em L*(0,T; H*(Q)),
cm — ¢ em L*(0,T; H*(2)),
O

7 — 1 em L2(07Ta Hl(Q))>

Como os limites sdo tGnicos, temos que ¢ = ¢, ¢ = ¢, p; = 0p/0t e oy =
Oc/0t. Entao, na verdade mostramos que

¢ e L*0,T; H3(Q)) N HY0,T; H

T; H'()),
c e L2(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Q)

),
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que é em particular (segundo o Teorema 3.3.5) solugdo fraca para o problema
(3.0.1). Entao, pelo Lema 3.1.4, segue que (¢,c) é uma solugio forte do
problema (3.0.1). O

Observagao 3.4.9. Devido a (3.4.28) e (3.4.29), temos que ¢, ¢ limitado
em

Wy = {u € L*(0,T; H*(Q)); g—? € L*(0,T; LQ(Q))} ;

Entao, utilizando exatamente o mesmo argumento do Observacao 3.4.4 na
pagina 58, trocando ¢ por ¢, obtemos que existe

c€ L*(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Q))
tal que existe uma subsequéncia de c¢,,, de tal forma que quando m — 400
cm — ¢ € L*(0,T; H(Q)).
Mais ainda, de (3.4.14) e (3.4.15), segue que a sequéncia ¢,, é limitada em

ou

W, = {u e 10,7 (@)

€ L*(0,T; Hl(Q))}.

Agora, pelo Corolario 2.5.17, H3(Q) < H2(2). Entdo, pelo Teorema 2.5.30
temos que qualquer conjunto limitado em W, é relativamente compacto em
L*(0,T; H*(9)). Como ¢,, é limitado em W, temos que existe um subsequén-
cia (da dltima subsequéncia) que ainda vamos denotar por ¢,, tal que, quando
m — +00,

dm — ¢ € L*(0,T; H*(2)).

3.5 Estabilidade e unicidade

Vamos demonstrar um resultado de estabilidade, a grosso modo, esse
resultado diz que “pequenas” mudancas nas condicoes iniciais provocam “pe-
quenas” mudancas nas solugoes do problema (3.0.1). Entao é de se espe-
rar que se nao mudarmos em nada os dados iniciais a solucao permanece a
mesma. De fato, teremos como corolario do préoximo teorema um resultado
de unicidade.
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Teorema 3.5.1 (Estabilidade). Sejam (¢}, c}) e (63, c2) em H(Q) x H'(Q).
Se (¢1,¢1) e (¢2,c2) s@o solugoes do problema (3.0.1) dadas pelo Teorema
3.4.8, onde seus dados iniciais sao respectivamente (43, cp) e (93, c2), entao
temos a seguinte estimativa:

|01 — P2l Lo (0.1 () + |l€1 — call Lo (0,7522(02)) (3.5.1)
< C (llgo = dollaroy + lleg — cllzz@))
onde C' é uma constante.

Demonstragdo. Definimos ¢ = ¢y — ¢y, ¢ = ¢1— o, g = Py — 3 € cg— & = ¢o.
Veja que como (¢1,c¢1) e (¢2,c2) sdo solugoes fortes, temos que

% — EA¢y = Fi(¢1) + a1 Fa(¢1) a.t.p em Qr
‘ 9
% — € Apy = Fi(¢2) + caFa(¢2) q.t.p em Qr.

Entao, subtraindo a tltima equagao da penultima e somando e subtraindo
coF5(¢1) do lado direito, obtemos

0

a_gtb — €A¢ = Fi(¢2) — Fi(¢1) + ca(Fa(ha) — Fa(é1)) + cFa(¢n) q.t-p em Q.
(3.5.2)

Multiplicando (3.5.2) por ¢ e integrando sobre {2 e usando integracdo por

partes (veja Teorema 2.5.10), obtemos que para q.t.p t € (0,7

1d
5%’@5”%2(9) + EVolli

= [ (R - Fiono+ |

Q

eo(Fa(n) — Fo(é1))b + / CEy ().

Q

Usando a hipotese (H1) (i.e., o fato que Fj e F, sdo lipchitzianas e limitadas)
junto com a desigualdade de Holder, temos que existe C' > 0, tal que

1d
5%’@”%2(9) + EQHV¢H%2(Q)

< C(/Q!@—Mdﬂ+/Q\02|!¢2—¢1H¢\+/Q!cHd)l)
= C 2
( L1+ [ aloliel + [ |c\|¢|>

C (191832 + lleall s Il si Iz + lell 2o 162 )

IN
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Pela inclusio continua dada no Corolério 2.5.15, por ¢, € L>(0,T; H'(Q)) e
devido a desigualdade de Young, segue que existe uma constante C' > 0, tal
que para todo n >0

2dt||¢”L2 €2||V¢||%2(Q)
1
< € (100 + 31000 + Il

e (||¢||%2(Q>

Escolhendo 7 = C'/2¢2, obtemos que existe uma constante positiva que tam-
bém chamaremos de C, tal que

1 2 1 2 2
+ V0l + 3l + ||c|rm>) .

d
620 + VOl < C (161320 + ez ) - (853)

Agora, multiplicamos (3.5.2) por —A¢, integramos sobre {2 e usando in-
tegragao por partes (veja Teorema 2.5.10), temos que para q.t.p t € (0,7

e | A TN e
= —/Q(F1(¢2)—F1(¢1))A¢—/902(F2(¢2)—F2(¢1))A¢—/QCF2(¢1)A¢-

Usando a hipotese (H1) e a desigualdade de Holder, segue que existe uma
constante C' > 0, tal que

2dtHV¢HL2(Q +€2HA¢HL2(Q)

< c( 1ottt + [ jelloliao + [ ICHA¢|>

< C([|8ll2) + lealla@ ol sy + llellrzw) 1AS] z20)

Como anteriormente, podemos usar o Corolario 2.5.15, o fato que ¢y, €
L>(0,T; H'(Q2)) e a desigualdade de Young, entdao obtemos que para todo
n >0

1d

2
2dt||v¢||m9 + A0 < Cn (902 + olla @) + llelzz@)

c 2
+4_TIHA¢HL2(Q)
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Escolhendo n = C'/2¢2, concluimos que existe C' > 0 de tal forma que

L1912y + 18610 < € (16l + V610 + elEae)-
(3.5.4)
Veja que como (¢1,c1) e (¢, c2) sdo solugbes forte do problema (3.0.1),
temos que

Jc
8751 = div(D1(¢1)Ver + Da(er, 91)Vor) q.t.p em Qp
¢ B
c
5,; = div(D1(¢2)Vea + Da(c2, 92)Va) q.t.p em Q7.
Entao, subtraindo a tltima equacgao da pentltima, obtemos
Oc . )
E = le(D1 (¢2)VC2 + DQ(CQ, ¢2)V¢2) — le(D1<¢1>VC1 + DQ(Cl, ¢1)V¢1>

(3.5.5)
Mas, observe que usando integragao por partes, segue que

/ div(D1(¢:)Vei)e Z / ox; ( C]) ’
] _z/( 35e) 31

—/Dl(gzbz)Vc, . VC,
Q

para i = 1 ou ¢ = 2. Analogamente,

/le(DQ(Cza¢z)v¢z /D2 ¢i, ¢i)V; - Ve,

onde i = 1 ou i = 2. Entao, multiplicando (3.5.5) por ¢, integrando sobre €
e usando integracao por partes, obtemos

1d

il + [ (Diea) Ve = Difo)ven) - Vo

‘|’/(D2(02> $2)V g — Dy(c1,91)Vey) - Ve =0.
Q
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Somando e subtraindo
/ D1(¢1)Vey - Ve + / Ds(c1, 1)V, - Ve
0 0

do lado direito da ultima equacao, podemos reescreve-la da seguinte forma:

; 2 /Q 2
C D (¢ c
9 lt” HLQ(Q) 1( 1)’ |

~ [0 = Diea) Ve Ve [ Dafer,ovo- e
Q Q
+ /Q(D2(01, ¢1) — Da(ca, ¢2)) Vs - Ve.

Assim, usando as hipoteses (H2) e (H3) (i.e., Dy e D5 sdo fungoes Lipschitz
e limitadas), obtemos que existe constante C' > 0, tal que

1d
5l + DIVl < € ([ l0l19avd + [ 99
Q Q

n / (1] + )V - Vcl) -

(3.5.6)
Agora vamos estimar o lado direito da equagao (3.5.6). Usando o Corolario
2.5.16, a desigualdade de Holder, o fato que co € L>(0,T; H'(2)) junto com
o Lema 2.5.20, temos que existem constantes C; e (s, tais que

/Q |9]|Ves - Vel 10l 2 @) [ Veall 2@ I Vel 2@

<

3.5.7
< Oldlm@llelmormoylVelee — C7)
<

Co([|Ad]| L2y + 1Dl 2@) Vel 22 (-

Analogamente, usando agora o fato que ¢o € L>(0,T; H*(R)), segue que
existe uma constante C3 > 0, tal que

/Q 811V6s - Vel < Cs(I Al + Iblza) | Vellizy.  (3.5.8)

Além disso, usando a desigualdade de Hoélder, o Corolario 2.5.15 a desigual-
dade de Gagliardo-Nirenberg (2.5.5), o fato que ¢o € L>(0,T; H*(Q2)), temos
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que existem constantes Cy e Cf, tais que

lellzs@) V@2l Ls @) Vel 22 @)

Cil| Vool o ch”imch”zmuv(:um

Cillpoll Lo,z el s mucum HVCHH

C5(I Vel g + lle H”2 Dlellzog, Hv(:um(m

Cs (llell oy I Vell ot +|rcHLz<m|erHLz<m>.
(3.5.9)

Entdo, substituindo (3.5.7), (3.5.8) e (3.5.9) em (3.5.6) e usando a desigual-
dade de Holder, obtemos que existe uma constante C' > 0, tal que

JENERE
Q

VAN VAN VAR VAN

1d
th
< 20,(||A 1/2 3/2
< 205(| 8¢ ] 2 + 16llz2(0)) | Vell 2@y + Cslell oo IV el tg
+Cs ||| 2|Vl z2@) + I VOll 2@ [ Vel L2 o)
1/2 1/2
< C(|1A8] @ + 18]l m@ + llel gy Vel gy + el @) 1 Vel 2.

—llellZai0) + Dl Vel iz

Agora, da desigualdade de Young deduzimos (escolhendo n = C/D;) que
existe uma constante positiva (que também denotamos por C'), tal que

1d
2 dt

< ClAdlLa0) + 0l @ + el 2@ Vella@ + llellza@ )+—HVCHL2

—llellzz@) + DsllVell72o)

Aplicando a desigualdade de Young novamente (escolhendo n = C'/Dy), segue
que existe outra constante positiva (que também chamaremos de C), tal que

d
el + DollVeltzy < € (1186 12y + 1615 @) + lellfzqe) )(3:5.10)

Agora, multiplicando (3.5.10) por x> 0 e somando com (3.5.3) e (3.5.4),
segue que existe uma constante C' > 0, tal que

(||¢||H1 + pllelam) + A6
C (603 + NellZeqy + 1 (1801 0) + 16130 + el ) ) -
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Escolhendo p = €2/C, temos que existe uma constante positiva que também
chamaremos de C, tal que

d
= (161 + lelz@y ) < € (I6ney + el )

qt.p t € (0,7). Entdo, concluimos pelo Teorema 2.3.3 (Desigualdade de
Gonwall) que

160171y + lle®) 720y < C (H%H?{l(n) + HCOH%Q(Q)> ;
para todo t € [0,7]. Donde segue (3.5.1). O
Como previamos, o proximo teorema é um corolario do teorema anterior.

Teorema 3.5.2 (Unicidade). A solu¢ao forte (¢, ¢) do problema (3.0.1), dada
pelo Teorema 3.4.8, é tnica.

Demonstra¢iao. Suponha que (¢1,¢1) e (¢2,c2) sdo solugoes do problema
(3.0.1) com os mesmos dados iniciais. Entao, pelo Teorema 3.5.1, segue
que

s = ¢2||L°°(07T;H1(Q)) + [ler — C2||Loo(o,T;L2(Q)) <0.

Portanto, ¢1 = ¢ e ¢; = ¢3 q.t.p em Q7. O

3.6 Principio do maximo

Do ponto de vista fisico ¢ de se esperar que a concentracao de cada uma
das duas substancias nunca seja negativa nem ultrapasse a concentragao méa-
xima que é 1. Pelo significado fisico do parametro campo de fase, também
espera-se que ¢ esteja entre 0 e 1. Isso de fato acontece e serd demonstrado
no préximo teorema.

Para o proximo teorema vamos considerar as seguintes hipoteses adicio-
nais:

(H4) Fi = F, =0, em (—00,0] U [1, +00).

(H5) Ds(-,72) =0 em (—o00,0] U [1,400) e para todo 1y € R.
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Teorema 3.6.1 (Principio do maximo). Suponha que as hipdteses (H1)-(H5)
sdo satisfeitas. Suponha também que o dado inicial (¢, cg) € L*(2) x L*(Q)
é tal que

0 < ¢o(z), co(z) <1 paraq.t.pz el

Entdo para qualquer T > 0, toda solugao fraca (¢, c) € (L*(0,T; H'(22)))? N
(H'(0,T; H'(Q2)"))?, satisfaz

0<o(t,z), c(t,r)<lparaqtpz € Qe VielT]
Demonstragao. Vamos provar que se ¢g, ¢o > 0 q.t.p em Q entdo ¢(t), c(t)

0 para todo t € [0,T] e q.t.p em Q. Sejam ¢~ = max(—¢,0) e ¢~
max(—c,0). Entao, pelo Lema 2.5.26, temos que

v

-] =V¢ sep <0
Vo = { 0 se p>0
) \%
_ —Ve sec<0
Ve = { 0 se c>0.
Entao escolhemos v = —¢~ em (3.1.1) e w = —¢~ em (3.1.2), obtemos

_< > /’Wl— /( 1(6) + ()0,
‘<%’C_>+/QD1<¢>|V0‘|2=/C<OD2<c,¢>V¢-vc.

Entao, pelo Lema 2.5.31, temos

310 ey = [ 19071 = = [ (Fi(0) + eRa(0)o

1d
5l e+ [ Di@IVe P = [ Dafeo)Vo- Ve

0. Para os pontos onde
) = 0. Entao,

Agora, para os pontos onde ¢ > 0 temos que q§ =
¢ < 0, temos pela a hipotese (H4) que Fy(¢) = Fy(¢

(Fi(¢) 4+ cF3(9))p~ =0, q.t.p em Q.

Por outro lado, se ¢ < 0, usando (H5), segue que
DQ(Ca ¢) = 07 qtp em QT'
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Entao, temos que

2 - —
337167+ [ V67 =0

1d / 9
c |72 D(¢)|Ve |7 =
3371 e + [ Di@)Ive

para q.t.p t € (0,7). Integrando as duas tltimas equagao sobre [0, ], onde
t €10, 7], como ¢, = ¢, =0, temos

1
316 Ol + [ 196 2oy =0

1 t
Sl @le + [ [ Drevet -

Pelo fato que D; é uma funcao positiva, concluimos que ¢~ (t) = ¢ (t) =0
para todo t e q.t.p em €2, ou seja, para todo t € [0,7] temos que

¢(x,t), c(x,t) >0 para q.t.p x € Q.

para mostrar que ¢g, ¢o < 1 q.t.p em Q implica ¢(z,t), c(x,t) < 1 para todo
t €10,T] e q.t.p em Q, basta escolher v = (¢ —1)" em (3.1.1) e w = (¢ — 1)
m (3.1.2). O

Observacao 3.6.2. Como vimos na introducao I} e F; podem ser escolhidas
como polindmios de grau trés. Veja também que no problema (3.0.1)

Ds(c,¢) = (v /RT)D1(d)c(c — 1) F.

Entretanto, essas fungoes nao sao limitadas, entao nao podemos aplicar os
resultados de existéncia e unicidade. Mas se supormos que F; e Fh sao
identicamente nulas fora de [0,1] e que D(r,-) = 0 para todo r fora de [0, 1],
como F1(0) = Fi(1) = F5(0) = F»(1) = Dy(0,¢) = Dy(1,¢) = 0, podemos
aplicar os resultados de existéncia, unicidade e o principio do maximo, pois
as hipoteses (H1)-(Hb) sao satisfeitas. Ja que 0 < ¢(t, z), c(t,z) < 1, segue
que ¢ e ¢ nao dependem da extensao das fungoes Fy, Fy e Ds(+, ¢) fora do
intervalo [0, 1].
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Capitulo 4

Problema Degenerado

Neste capitulo apresentaremos um resultado de existéncia e um principio
do méaximo para uma extensao do modelo dado no capitulo anterior. A
extensao é no sentido de que a equacao da concentragao neste novo modelo
pode se degenerar, isto é, exigimos apenas que 0 < D;(r) no lugar de pedir
que seja maior ou igual a uma constante positiva. Neste caso a equacao
da concentracao perde o carater parabolico. Mais precisamente, o modelo
considerado é:

( % = AP+ Fi(¢) + cFy (o) em € x (0,+00),
de _ div(D1(¢)(Ve+ Da(c,p)Vep)) em £ x (0,400),
ot (4.0.1)
0 0
a_zza_;:() em 0N x (0,+00),
L 9(0) = ¢o, ¢(0) =co em ()

onde 2 é um dominio aberto e limitado em RY, 1 < d < 3, com fronteira,
02 de classe C*°, n & o campo de vetores unitarios e normais a 02, € é uma
constante positiva dada.

Neste capitulo assumiremos o seguinte conjunto de hipoteses sobre as
fun(;()es Fl, Fg, D1 [§] DQZ

(H1’) Fy, F;, € C(R) sao fungoes Lipschitz e limitadas, com
|Fi(r)| < M, parai=1,2eVreR.

83



(H2’) D; € C(R) é uma funcao Lipschitz e limitada, com
0< Di(r) < Dy, VreR,
onde D; é constante.
(H3’) Dy € C(R x R) é uma funcdo Lipschitz e limitada, com

|Da(r1,72)| < Ms, V(ri,m2) € R x R.

Além dessas, sao consideradas as seguintes hipoteses adicionais:
(H4’) i =F,=0,em € (—00,0]U[l,+00).
(H5’) Dy(-,72) =0 em (—o00,0] U[1,+00) e para todo 5 € R.

Observacao 4.0.3. E natural esperar que quando a liga estiver no estado
solido nao haja mais variagao da concentracao, ou seja, que no estado so6lido
o coeficiente de difusao seja nulo (i.e., Di(¢) = 0 para ¢ = 0). Segue dai a
importancia de se estudar este problema.

Observacao 4.0.4. Veja que em (3.3.8) foi fortemente usado que D; era
maior que uma constante estritamente positiva. Por isso, nao se obtém as
mesmas estimativas do Lema 3.3.1 para o problema (4.0.1). Apesar disso,
seré possivel demonstrar um resultado de existéncia. A estratégia usada aqui,
consiste essencialmente em somar uma constante positiva ao termo D; que
estd multiplicando V¢, obtendo assim um problema auxiliar. Entao, aplica-se
os resultados ja conhecidos do capitulo anterior para encontrar uma solucao
para o problema auxiliar. Finalmente, serao feitas algumas estimativas para
a solucao possibilitando passar ao limite do problema, obtendo assim uma
solugdo para o problema (4.0.1).

4.1 Problema Auxiliar

Considere
D}Mr) = Di(r) + A,

onde 0 < A < 1. Entao, D} € C(R) é uma fungdo Lipschitz positiva e
limitada, com
0<A<D}Nr)< Dy, VreR,
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onde Dy = D;+1 é uma constante tanto com relagao a r quanto com relagao
a A.

Assim, substituindo D; que esta multiplicando o gradiente de ¢ no pro-
blema (4.0.1) por D7, obtemos o seguinte problema auziliar: encontrar (¢*, c*)
satisfazendo

( A
361; = AP+ Fi(¢) + A Fy(¢) em 2 x (0, +00),
A
aé?it = div(D}(¢)Ve* + Di(¢*) Da(cY, ¢*) V) em Q x (0, +00),
o B oc B
%_%_0 em 0N x (0,+00),
[ #(0) =0, A0) =cq em Q.
(4.1.1)

Daqui em diante assumiremos as hipoteses (H1’)-(H3’) e tomaremos 7" >
0 fixado.

Veja que como as fungoes D; e Dy sao Lipschitz e limitadas, temos que
o produto de D; com Dy também é Lipschitz e limitada. Dessa forma,
estamos exatamente sobre as hipoteses do problema (3.0.1). Portanto, como
uma aplicacao direta do Teorema 3.4.3, obtemos o proximo resultado, que
garante existéncia de solu¢do para o problema (4.1.1).

Lema 4.1.1. Suponha que (¢g, cg) € H'(Q) x L*(2) e seja 0 < XA < 1. Entao
existe um par de funcoes (¢*, ¢*), satisfazendo

o € L0, T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Q)),
e L20,T; HY()) N HY(0,T; HY(Q)),

tal que ¢*(0) = o, *(0) =co e

A

aai; — AP = Fi(¢Y) + A Fa(¢) q.t.p em Qr, (4.1.4)
A

aa% =0 at.p em 962 (0,T), (4.1.5)

<88%>“> + /Q(Df(czV)VcA + DM Do, 0NV - Vo =0 (4.1.6)
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para todo v € H'(Q) e q.t.p em (0,7).

Mais ainda, o préximo lema, segue como aplicacao direta do Teorema
3.6.1 e nos d& um principio do maximo para a solucao dada no lema anterior.

Lema 4.1.2. Suponha véalidas as hip6teses do lema anterior junto com as
hipoteses (H4’) e (H5’). Assuma também que

¢, co €10,1] q.t.p em Q.
Entao, a solugao ((b’\, C/\) dada pelo lema anterior, satisfaz

oMt), () €[0,1]Vte[0,T]eq.t.p em Q. (4.1.7)

4.2 Estimativas e convergéncias

Nesta secao vamos denotar por C' uma constante positiva que nao depende
de \.

Lema 4.2.1. Seja (¢, co) € H'(2) x L*(Q)). Entao, existe uma constante
positiva C' (que nao depende de \), tal que para todo 0 < A < 1, valem as
seguintes estimativas:

1M e oz ) + 1M | e o220 < C (4.2.1)
B A
% [ pever e (22)
ot L2(Qr) Qr
1M 207120 < C, (4.2.3)
o A
o <C. (4.2.4)
at LOO(O,T;Hl(Q)’)

Demonstragio. Para demonstrar (4.2.1) escolhemos v = ¢* em (4.1.6). As-
sim, usando o Lema 2.5.31 e integrando sobre (0,¢) para t € [0, T], obtemos

‘1d t
[ 51+ [ [ DNV + DD )7 - v =0
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Entao, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o fato que D5 é limitada,

temos que
1 A 2 ! A LA A2
SO+ [ [ DeIwe
0 JOQ

1 t
= §HCO||2L2(Q) - / /QD1(¢/\)D2(C’\, PVt - Ve (4.2.5)
0
1 t
< leall + 3 [ [ DXNIVIT

Mas, usando a desigualdade de Young com n = 1/2Ms, obtemos que existe
C > 0, onde

! A A A A
M2/0 /QD1<¢ )|V |V

%/Ot/QDf((bA)Wc*l?%—%/ot/Q|V¢A|2-

Entdo, substituindo a ltima desigualdade em (4.2.5), concluimos que existe
uma constante C; que nao depende de A, tal que

t t
Hc%l\%zmwfo /QDW*)!V(:AF <G (1+/0 uwﬁu;(m), (4.2.6)

q.t.p t €[0,T].
Agora, multiplicando a equagdo (4.1.4) por d¢* /0t+¢* e integrando sobre
Q2 x (0,t), onde t € [0,T], obtemos

o 0 8¢>)‘ 6¢)‘
/ / (at ot A 62A¢A¢A>

_ /0 /Q (Fi(6%) + " Fa(0")) <8§A+¢A>

Entao, aplicando integracao por partes, segue que

¢)\
(H 2 1 gy + T ) + T e
12(Q)

// (%) + AF(&))( a +¢>A)
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ou seja,

1 ol
L (1Ol + 1T Olae)) + (H ’

2

€2||V¢A||%2(Q)> (4.2.7)
L2(Q)

1 9,
— 5 <||¢0||%2(Q) + 62||v¢0||%2(9) +/0 /Q(F1<¢>\) + C)\FQ(QS)\)) ( aq; + ¢>\)
para todo t € [0, 7.

Mas, usando que Fi} e F, sao limitadas e aplicando a desigualdade de

Young, obtemos que existem constantes positivas C, Cy e C3 que nao de-
pendem de A, tais que

//F1<¢A ) + By (¢7)) ( a:w*)

(9929

A
< ( e //,cn% )
A
< <1+— 8¢ + o +77/ Hc/\”L2(Q>
2
< (%A

C3< +— / "¢A|’L2(Q +77/ HCA”H(Q) :
L2(9)

Agora, substituindo a tltima desigualdade com n = 2C5 em (4.2.7), temos
que existe uma constante C' > 0, tal que
2
+ €2HV¢)\H%Q(Q))
L2(Q)

t a by
0Ol + IOl + [ (‘ 0"
0
=C (1+/0 ”(b/\H%Q(Q)"_/O HC/\H%?(Q))a (4.2.8)

ot
para todo ¢ € [0, T]. Multiplicando (4.2.6) por 6 > 0 (que sera escolhido de
forma conveniente mais tarde) e somando com (4.2.8), obtemos que

||¢*(t)\l2m(m + V()70 + 0l ()12

¢A ’ 2 (2 ! A 2|2
V 2 ) D V
(H . + e [[Vo 12 | + /o /Q L(@MIVer

t t
< o(1+ / 16 ey + [ ||CA||2L?(Q))+501 (1+ / ||W||%z<m)7
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para todo t € [0,7]. Entao, escolhendo § = 2¢2/Cy, temos que existe uma
constante, que também denotaremos por C, tal que para todo t € [0, 7T, vale
que

II¢A(t)IIiz )+ ENIVE 0720+l Bl

A2
% +5/ /DA (oM |V M2 (4.2.9)
L2(Q)

( / 1912+ [ 190 ) + € [ 196 B

Usando a positividade de D7, segue que existe uma constante, que mais uma
vez denotamos por C, tal que para todo ¢t € [0, 7], temos que

16O + IV O]y + O] 2
t
<c (1 + [ U6 ey + 1 + ||wuiz(m>) .
0

Portanto, usando a desigualdade de Gronwall, concluimos que existe uma
constante C, tal que para todo t € [0, 7], temos que

16* (O Z2(0) + V6 O)l[720) + 1 (@) 720y < C-

O que mostra (4.2.1), isto é , existe uma constante C, tal que

1M oo .73 00y + 1Moo 073220y < C-

Por outro lado, temos de (4.2.9) que existe uma constante C' > 0, tal que
o ||”

T T
/ 5 / / DMV
o Il O |l12q) 0o Jao

< O+ [|6M 2o @) + 1M z20m220)-

Entao, usando (4.2.1) obtemos (4.2.2).
Para demonstrar (4.2.3) fazemos o produto interno em L?(2) da equagao
(4.1.4) com —Ag* e integramos sobre (0,t) com ¢ € [0, 7). Entdo, obtemos

//awmx /Ot/Q\sz:_/OtA(F1(¢A)HAFQW»A&
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Integrando por partes (lembrando que 9¢*/0n = 0 em 99), usando que F}
e F, sao limitadas e a desigualdade de Young, obtemos que existe constante
positiva C, tal que para qualquer n > 0,

‘1d 2|12 2 [ 2|12
S IV llae + € | 18077
0 0

< [ [im@i [ [1eiseyia)

t 1 t
< G (1+n/ H&H;(Q)u—/ \!Aab*\!%a(m)-
0 nJo

Agora, escolhendo n = C}/2¢?, segue que existe uma constante C, tal que
para todo t € [0, 77, temos

t t
IOl +¢ [ 18610 < € (14 [ 1P )
Usando (4.2.1), segue que existe uma constante, tal que

1AM 220 e22(0) < C-
Agora, usando o Lema 2.5.20 e a estimativa (4.2.1), obtemos a estimativa
(4.2.3), isto ¢,
6™ 20,72 (2)) < C.
Por altimo, para mostrar (4.2.4), seja v em (4.1.6) tal que |[v|| g1 (o) < 1,

segue, aplicando a desigualdade de Holder, que existem constantes C e C,
tais que

oct B
(v -
e / DN (V| + V)| Vol

1/2
< c( [ v | WP) IVl 220
0 Q

Entdo, usando que |Vul| 2@ < ||ullgr ) para todo u € H'(Q), aplicando
o supremo com v € H'(Q) tal que |[v]|g1q) < 1 e integrando sobre [0,77,
segue que existe uma constante C', tal que

' ot

/ (D} (oM)V et + Dy (¢*) Dy(c?, M) V) - Vo
Q

2

ot

<c ( DNV + uwn;@,ﬂm(m)) .
L2(0,T;HL(Q)) Qr
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Finalmente, usando as estimativas (4.2.1) e (4.2.2) na ultima desigualdade
obtemos a estimativa (4.2.4). O

Observacao 4.2.2. Como as estimativas do tiltimo lema valem para todo
A € (0,1], em particular valem para todo A = 1/n onde n € N. Daqui em
diante vamos denotar

PV =, MM i=c, e Di/" = D1y,
onde n € N.

Lema 4.2.3. Sejam (¢o,co) € HY(Q) x L*(Q) e (¢n, ¢n) solugao de (4.1.1)
dada pelo Lema 4.1.1. Entao existem

¢ € L*(0,T; H*(Q)) N H'(0,T; L*(Q)),

ce LXQr)NHY0,T; H'())

e subsequéncias de ¢, e ¢, (que ainda denotamos por ¢, e ¢,), tais que
quando n — +00,

dn— ¢ em L0, T; H}(Q)), (4.2.10)
% - % em L*(Qr), (4.2.11)
bn— ¢ em L*(0,T; H'(Q)) N C([0, T]; LX(Q)), (4.2.12)
¢ em LX(Qr), (4.2.13)
% - % em L*(0,T; H'(Q)) = L*(0,T; H'(Q))',  (4.2.14)

( )

cn — ¢ em C([0,T]; H(Q)").

Além disso, se supormos que as hipoteses (H4') e (H5’) valem e que ¢g, ¢o €
[0,1] q.t.p em £, temos que

c € L™(Qr)

e que existe subsequéncia c,, tal que

cn — ¢ em L®(Qr). (4.2.16)

91



Demonstracao. Por (4.2.1)-(4.2.3) temos que a sequéncia ¢,, é limitada em

ou

W, = {u c L*(0,T; H*(Q)), y

€ L*(0,T; L2(Q))}

e em

W, = {u € L>(0,T; H'(Q)), % € L*0,T; LQ(Q))} :
Pelo Corolario 2.5.17, temos que H2(Q) < HY(Q). Entdo, pelo primeiro
item do Teorema 2.5.30, todo conjunto limitado em W; ¢ relativamente
compacto em L2(0,T; H'(R)). Além disso, como H'(Q) < L*(Q), pelo
segundo item do Teorema 2.5.30, temos que qualquer conjunto limitado
em Wy é relativamente compacto em C([0,T]; L?(Q)). Segue que, existem
¢ € L*(0,T; H*(2)) N L*(0,T; H(Q2)) e uma subsequéncia de ¢, que tam-
bém denotaremos por ¢,, tal que, quando n — +oo,

¢n — ¢ em L*(0,T; H'(Q)) N C([0,T], L*(Q2)).

Como L*(0,T; H*(Q)) e L*(Qr) sdo reflexivos, segue de (4.2.3) e (4.2.2) que
existem ¢ € L*(0,T; H*(R)) e ¢ € L*(Q7) e uma subsequéncia da tdltima
subsequéncia de ¢,, tal que

¢n — ¢ em L*(0,T; H*(2)),

0o )
ot ¢ em L(Qr).

E claro que ¢ = ¢, pois em particular ¢,, — ¢ em L?(0,T; H'(Q)) e o limite
fraco é tinico.
Agora vamos mostrar que d¢/0t = ¢, ou seja,

T T
/ o = —/ @' para todo ¢ € C(0,T).
0 0

Temos que para todo ¢ € C*(Q) e w € L*(Q)

[ o= [ e

Mas, como 9¢,,/0t — ¢ em L*(Qr), ¢, — ¢ em L*(0,T; H*(Q)), Yw €
L*(Qr) e 'w € L*(0,T; H*(2))', aplicando o limite com n — +00, temos

/Q/OTWU): _/Q/OTW/“)> Ve Cr0,T) eV we L*(NQ).
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Em particular a tltima igualdade vale para todo w € C2°(f2), portanto,
usando o Lema 2.5.6, segue que

/OTW - _/OTW@ ¥ e CX(0,T).

Portanto, estdo demostrados (4.2.10), (4.2.11) e (4.2.12).
Agora, para demonstrarmos (4.2.13), (4.2.14) e (4.2.15), veja que por
(4.2.1) e (4.2.4) temos que a sequéncia ¢, ¢ limitada em

Wy = {u e L0, T; L*(Q)), % e L*(0,T; Hl(Q)/)} .

Pelo teorema de Rellich-Kondrachov (Teorema 2.5.13), H'(Q) < L2(12), en-

tfo pelo teorema de Schauder (Teorema 2.4.4), L2() <> H*(Q)'. Assim, pelo
Teorema 2.5.30, qualquer conjunto limitado em W3 é relativamente compacto
em C([0,T]; H*(2)"). Entao, existem

c€ L*Qr)NH(0,T; H'())

e uma subsequéncia de ¢, satisfazendo (4.2.13), (4.2.14) e (4.2.15).

Finalmente, supondo validas as hipoteses (H4’) e (H5’) e que ¢, ¢o €
[0,1] q.t.p em 2, segue do Lema 4.1.2 que a sequéncia ¢, ¢ limitada em
L>®(Qr). Entdo, existem ¢ € L>®(Qr) e uma subsequéncia ¢,, tal que quando
n — +090,

cn —c em L®(Qr).

]

Com esses resultados de convergéncia, em especial por causa das con-
vergéncias fortes (4.2.12) e (4.2.15), podemos demonstrar os proximos lemas
que fard com que sejamos capazes de tomar o limite na parte nao linear do
problema (4.1.1).

Lema 4.2.4. Seja (¢o,co) € HY(Q) x L*(Q), onde ¢y, ¢y € [0,1] q.t.p em
Q2 e seja (¢n, c,) solucdo do problema (4.1.1) dada pelo Lema 4.1.1. Entao,

existem subsequéncias de ¢, e de ¢, (que também denotaremos por ¢, e ¢,),

93



tais que quando n — 400, temos

Ey(¢n) — Fi(¢) em LP(Qr), i =1,2, Vp € [l,400), (4.2.17)
cnla(pn) = cFa(¢) em L2(QT)7 (4. )
Di(¢n) — Di(¢) em L*(0,T; H'(Q)), (4.2. 19)
cn D1 (¢n) = cDi(¢) em L*(Qr), (4.2.20)
VD1 (¢,) = cVDi(¢) em L'(Qr)%. (4. )

Demonstragao. De (4.2.12) temos que ¢, — ¢ q.t.p em Qr. Entao, como
F; é Lipschitz, temos que |F;(¢,) — Fi(¢)| — 0 q.t.p em @Qr, em particular
|Fi(¢n) — Fi(¢)|P — 0 q.t.p em Qr para todo p € [1,+00). Além disso, segue
de (H1’) que |Fi(¢,)|? < C. Entao aplicando o teorema da convergéncia
dominada (Teorema 2.5.1), obtemos que

1Ed6n) = FiO) i = /Q IFi(6n) — FAG) = 0,

donde segue (4.2.17).
Para demonstrar (4.2.18) tome v € L*(Q7), entao temos

cnFs(0,) — cFy v = cn — C)Fy(o)v cn(Fo(dn) — Fh V.
/QT< (60) — cFy(0) /QT< \Fa(9) +/QT (Fal) — Fal9))

Como Fy(¢)v € L*(Q7) (pois Fy é limitada), segue de (4.2.13) que o primeiro
termo do lado direito tende a zero quando n — +o00. Usando que 0 < ¢, <1
(veja Lema 4.1.2) e (4.2.17), vemos que o segundo termo do lado direito
também vai a zero.

Como D; é Lipschitz, pelo Teorema 2.5.25 temos que para cada t € [0, 7]
o operador D;(-) é continuo de H*(Q2) em H'(Q). Isso implica que

1D1(¢n) = Di(&)l[7710) — 0.
Entdo, integrando em ¢ sobre [0, 7], temos que
T
1D1(¢n) = Di(d) 20,7011 0y = / 1D1(¢n) = D1(8)l[7710y — 0.
0

Donde segue (4.2.19).
A demonstracao de (4.2.20) é analoga a de (4.2.18).
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Seja v € L>=(Qr)?%. Entdo, temos que

/ (VD1 () — VD1 (6)) - v (4.2.22)

T

= / (cn —c)VD1(9) - v +/ cn(VDi(¢n) — VD1(9)) - v.

Mas, como D; € WH°(R) (veja Lema 2.5.24) e usando a desigualdade de
Holder, segue que existem constantes positivas C e Cy, tais que
IVD1i(9) - U“%Q(QT) = [|Di(#)V- U”%Z(QT) <Ci|Vg- UH%?(QT)
< ClHUH%W(QT)||v¢||%2(QT) < (.
Isso mostra que VD;(¢) - v € L*(Qr). Como ¢, — ¢ em L*(Qr), segue
que o primeiro termo do lado direito de (4.2.22) tende a zero. Usando que

VDi(¢n) = VDi(¢) em L*(Qr) e que 0 < ¢, <1 q.t.p em Qr, segue que o
segundo termo do lado direito de (4.2.22) tende a zero. O

Como nao sabemos se c(t) pertence a H'(Q), nao faz sentido falar em
“Vc”. Entao, obviamente nao devemos esperar que

D1, (¢,)Ven, — Di(¢)Ve em L*(Qr)>.
A titulo de motivagao, suponha que c(t) € H(Q) q.t.p t € (0,T). Entao,
V(Di(¢)c) = cVDi(¢) + Di(¢)Ve q.t.p em Qr,

ou seja,
Di(¢)Ve = V(Di(¢)c) — cVDi(¢) q.t.p em Qr.

Veremos que mesmo quando c(t) ¢ H'(Q2) o lado direito da ultima igualdade
faz sentido no sentido das distribuicoes.
Assim, faz sentido conjecturar que

D1n(¢n)Ve, = V(D1(¢)c) — ¢VDi(¢) em D'(Qr).
De fato, é isso que vamos mostrar no proximo lema.

Lema 4.2.5. Sobre as mesmas hipoteses do lema anterior temos que quando
n — +00,
Din(¢0)Ve, = J  em L*(Qr)Y, (4.2.23)

onde
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Demonstracao. Devido a (4.2.2), existe uma constante C, tal que

"Dln(ﬁbn)VCnH%g(QT) - / |D1n<¢n)VCn|2

T

IA

Do [ Din(¢")|Ven|?
QT
< (.

Como L*(Qr) é reflexivo, todo sequéncia limitada em L?(Q7) tem subsequén-
cia convergente na topologia fraca. Entdo, existem J € L*(Qr)¢ e uma
subsequéncia de Dy, (¢,)Vc, (que ainda denotamos por Dy, (¢,)Ve,), tais
que

D1, (¢0)Ve, — J em L*(Qr)". (4.2.25)

Como Di(¢,) € L=(0,T; H'(Q)) e ¢, € L*(0,T; H'(Q)), temos que
Di(¢pn)en € L2(0,T; WH3(Q)) (veja o Corolario 2.5.27 na pagina 24). En-
tao,

V(D1(¢n)cn) = cnVD1(¢dy) + Di(¢n) Ve, q.t.p em Q. (4.2.26)

Agora, como 0 < ¢, <1 q.t.p em Q7 e u, = Di(¢,)c, € L*(Qr), temos que
T.,, dado por (2.5.1), é uma distribuicdo. Seja ¢ € C°(Qr), entdo, pela
definicao de derivada de uma distribuigéo, segue que para todo 1 <7< d

oT., \
<ax1790>— < un7 > /Dl ¢n Cn i~

Portanto, usando (4.2.20), obtemos
oT, Oy or,
= Dy ( T,
< dx; > / i < u’@xi> <8:UZ >

onde u = Dq(¢)c. Ou seja,

V(Di(¢n)en) = V(Di(@)c) em D'(Qr), (4.2.27)
T D
onde para cada 1 < i < d, estamos identificando 86 % com A 1(;%)0") e
T Ty
T, com G(Dl(gb)c). Além disso, segue de (4.2.21), que

oV Di(6,) = ¢VD1(¢) em D' (Qr).
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Entdo, (4.2.26) junto com (4.2.27), implica que
D1(¢n)Ven = V(Di(@)c) — ¢V Di(¢) em D'(Qr). (4.2.28)
Lembando que Dy, = D}/" = D; + 1/n, temos que
1
Dln(qﬁn)Vcn = Dl((bn)Vcn + EVcn.

Mas como D; é nao negativo, obtemos de (4.2.2) que

1
—/ Vel < [ Dulvel<c,
nJQr Qr
ou seja,
1 C
—Ve, < —.
n L2@Qr) "

Portanto, quando n — +o0
1
—Ve, = 0 em L2(QT)d.
n

Entao, concluimos de (4.2.28) que
D1n(¢n)Ven, = V(Dy(p)c) — cVDy(p) em D'(Qr).

Como o limite em D'(Qr) ¢é tnico, segue de (4.2.25) que J = V(Dy(d)c) —
VD (). O

Observacao 4.2.6. Provamos que Dy (¢,)c, € L*(0,T; W'4/3(Q)). Na ver-
dade, temos mais que isso. De fato, pelo Lema 4.1.2, temos que 0 < ¢, <1
q.t.p em Qr, ademais, temos que D; € WH>°(R). Entao, de (4.2.26), temos

IV(D1(dn)en)llzzry = I1D1(¢n)Véncn + Di(én)VenllL2@r)
< ||V¢N||L2(QT) + ||VCTZ||L2(QT)'
Mas, como ¢y, ¢, € L*(0,T; H*(Q)), segue que Dy(¢,)c, € L*(0,T; H(Q)).

Lema 4.2.7. Sobre as hipo6teses dos dois ultimos lemas, temos que dado
T > 0, existe uma constante positiva C' que nao depende de n, tal que

| D1(bn)enll 20,081 () < C, (4.2.29)

e quando n — 400, temos que

Di(¢n)cn — Di(¢)c em L*(Qr),  (4.2.30)
D1(¢H)D2(cn: ¢n)v¢n - D1(¢>D2(07 ¢)v¢ em LI(QT)d' (4'2'31)
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Demonstracao. De (4.2.26), temos que

IV D)) g < [ 1016+ [ JeaDi(6,)n
Qr T
Entao, usando que Dy < Dy, < Dy, D; € WH(R), 0 < ¢, <1 q.t.p em Qr

e a estimativa (4.2.2), obtemos que existem constantes positivas Cy, Cy e C'
que nao dependem de n, tais que

V(D (@)e) gy < O (Do [ Dy(ou)ival + / rcnwnr?)

< (14190l < €.
).
(t

T

O que conclui a prova de (4 2.29

Como D1 (¢, (t))cn(t) — Di(o(t))c(t) € HY(Q) q.t.p t € (0,T), podemos
aplicar o Corolério 2.5.14, entao temos que para todo n > 0 existe C, > 0,
tal que para q.t.p t € (0, T)

[ D1(n(t))cn(t) — Di(o(t))c(t) || L2(e)
<l Du(én(t))en(t) = Di(o(t))e() || e
Ol D1(¢n(t))cn(t) — Di(o())c(t) ||y

Entao, elevando ao quadrado e integrando sobre (0,7"), obtemos

HDI((bn)Cn - Dl((b)CHLQ(QT)
< nl|Di(én)en — Di(d)ell L2001 )) + Cyll D1(bn)en — Di(d)el| 20,7500 ) -

Além disso, usando que D; é limitada e que 0 < ¢, < 1 q.t.p em @7, segue
que existe uma constante positiva C; > 0, tal que

| D1(pn)en — Di(9)cl| 20,11 @)
< ||D1(gbn)(cn — )z20mmr () + len(D1(dn) — Di(d)) || L2 0,150 @)
< C1 (llen = cllzzrmr@y) + 1D1(én) — Di(d) || 20001 0 -

Entao, as duas dltimas desigualdades juntas, nos da que para todo n > 0,
existe C7, de tal forma que

||D1<¢n)cn - Dl(QS)CHLQ(QT)
< ) (llew = ellzzrmi @y + 1D1(6n) = Di(d)l| 20,1201 2)))
0| D1(dn)en — D1(¢)CHL2(0,T;H1(Q))-

98



Devido a (4.2.29) e como L?(0, T; H'(2)) é reflexivo, D;(¢,,)c, converge fraco
em L2(0,T; H (). Mas, por (4.2.20) e como o limite em D'(Q7) ¢ tnico,
temos que D;(¢,)c, converge fraco para Dy(¢)c € L?(0,T; H'(2)). Entao,
existe uma constante C5 que nao depende de n, tal que
|1D1(Pn)cn — Di(@)ell L2011 ()
< || Di(pn)enllLzo,mmr @) + 1D1(d)el| 20,7501 (2)) < Co.
Dessa forma, para todo n > 0, existe Cj, tal que
HD1(¢n)Cn - D1(¢)CHL2(QT)
< nCy+Cj (llen = ellz2o.r:mr @y + 1D1(n) — D1(d) |2 0117 0)) -
Fixado € > 0, podemos escolher 7 de tal forma que nCy < €/2, e entdo
|D1(dn)cn — Di(9)cll2(qr)
€
< 5+ (llen = ell 2,z @y + 1D1(0n) — Di(9) |20, 2))) -
Como sabemos que C([0,T]; HY(Q2)") € L*(0,T; H'(Q)'), L*(0,T; H'(Q2)) C
L2(0,T; HY(Q)") e que as inclusdes sao continuas, temos que existe uma cons-
tante positiva Cj3, tal que

HD1(¢n)Cn - D1(¢)C”L2(QT)
€
< 5 + (4 (||cn - C||C([0,T};H1(Q)f) + | D1(n) — D1(¢)HL2(07T;H1(9))) .

Agora, pelas convergéncias fortes (4.2.15) e (4.2.19), segue que existe ny € N,
tal que

| D1(¢n)en — Di(d)cl|r2(gr) < € para todo n > ny.
Portanto, como queriamos

Di(¢n)en — Di(¢)e em L*(Qr).
Para mostrar (4.2.31), seja v € L®(Q7)?, entdo

/ (D1(60) Ds(ens )V — D1(6) D, 6)V6) - v

= o Dl(qbn) (DQ(Cmen) _D2(07¢))V¢'U
T /Q (D1(én) — D1(6)) Da(e, )V - v
+ / Dy(6) Dalcns 60) (Vb — V) - v. (42.32)
QT
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Pela desigualdade de Hélder e o fato que Dy e D, sao limitadas, obtemos que
existem constantes positivas C e Cy que nao dependem de n, tais que

< C1||D1(dn)—D1(D) || 2o IV Ol 22 (00

/ (Dy(60) — D1()) Dafc, 6) V6 -

T

D, (¢n)D2(Cm ¢n)<v¢n - V¢) v

' < GV — Volliran.
Qr

Entdo, usando (4.2.12) e (4.2.19), concluimos que os dois altimos termos em
(4.2.32) convergem a zero quando n — +o0.

Agora, usando que D, é Lipschitz e o fato que D; é uma funcao nao
negativa e limitada, obtemos que existe uma constate positiva C; que nao
depende de n, tal que

Dl(¢n) (D2(Cm ¢n) - DQ(Ca ¢)) Vo v

Qr

< [ D)l =l + 1o =6 Vil
(/1 {(6n)en — Da(6a)el V9] /QT|¢ ol ¢|)

<o (/ IDi(gn)en — Dul)IIT + [ |D1<¢>—Dl<¢n>uc\|v¢|)
e (/ |¢>n—¢HV¢|)

< C(1 (HDl(¢n)Cn - D1(¢)C||L2(QT)HV¢HL2(QT)>

+C1 (1D1(0) = Di(dn)llz2omllellz=@n VOl L2or))
+C1 ([lon = ¢l 2@ VOl 20r)) -

onde usamos a desigualdade de Hoélder. Agora, pelo fato que ¢ € L*(Qr)
e das convergéncias (4.2.30), (4.2.19) e (4.2.12), concluimos que o primeiro
termo do lado direito de (4.2.32) também converge a zero quando n — +o0.
Assim, quando n — 400,

/ (D1(¢n) Da(cpy 9n)Vn — Di(9)Da(c, p)V) - v — 0,

T

para todo v € L®(Qr)%. O que mostra (4.2.31). O
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4.3 Solucao para o problema degenerado

Com os resultados obtidos nas secoes anteriores, podemos demonstrar o
seguinte teorema, que garante existéncia de solu¢ao para o problema (4.0.1).

Teorema 4.3.1. Seja (¢o,co) € H'(Q) x L*(Q) com ¢y, ¢y € [0,1] q.t.p
em (). Entdo, sobre as hipoteses (H1’)-(H5’), existe uma tripla (¢,c, J),
satisfazendo

¢ € L*0,T; H*(Q)) N H'(0,T; L*(Q)),
ce L>®(0,T; L*(Q)) N HY (0, T; H(Q)),
J e L2<QT)d,

tal que ¢(0) = ¢y, ¢(0) = co, J = V(D1(¢)c) — cVDy(9) e

% — &A¢ = Fi(¢) + cFy(¢) q.t.p em Qr, (4.3.1)
0
a—z =0 q.t.p em 02 x (0,7), (4.3.2)

<g—§,v> + /Q(J + D1(¢)Dy(c,p)Vo) - Vodx = 0, (4.3.3)

para todo v € H'(Q) e q.t.p em (0,7).

Demonstra¢ao. Vamos passar ao limite no problema auxiliar (4.1.1). Se v €
L*(0,T; H(9)), de (4.1.4), temos que

/T ainv - /T Anv = /T<F1(¢n) + caFy(on))v.

Aplicando integragao por partes e usando (4.1.5), obtemos

Q a;ienwre? 0 V¢n.vv=/ (F1(0n) + cao(dn))v-

Entao, tomando o limite quando n — +o00, usando (4.2.11), (4.2.10), (4.2.17)
e (4.2.18), segue que para todo v € L*(0,T; H'(Q))

i % v [ vo-9- TR O R

101



Em particular a altima igualdade vale para todo v € C°(Qr). Assim, apli-
cando integragao por partes, obtemos

/QT (% — A — (Fi(d) + ch(cb))) v=0, VvelQr).

Portanto, usando o Lema 2.5.6, segue (4.3.1). Por outro lado, aplicando
integragao por partes em (4.3.4), inferimos que

/ ) (% — A~ (Fi(6) + cF2<¢>>) - /Q 9, _0, o e 12(0.7: H(©)

- on

Mas, por (4.3.1) segue que
/ ?v =0VwveL*0,T; H(Q)).
. on

Donde segue (4.3.2).
Agora, seja f € C°(0,7). Entao, multiplicando (4.1.6) por f e inte-
grando sobre (0,7"), temos em particular que

/oT <88_t ! > - (Dus(60) Ve + Da(60) Dafen, ) V) - V() =0,

para todo v € C*(€). Como em particular fv € L2(0,T; H*(Q)) e V(fv) €
L>®(Qr)?, segue de (4.2.14), (4.2.31) e (4.2.23) que

/OT <g_§,fv> + /T(J—l— D1(¢)Do(c, $)V) - V(fv) = 0,

para todo f € C>(0,T) e todo v € C>=(f2). Portanto,

/OT (<%,U> + /Q(J + D1(¢)Ds(c, 9)V) - W) =0,

para todo f € C°(0,T) e todo v € C*°(£2). Dessa forma aplicando o Lema
2.5.6 e lembrando que C*(£2) é denso em H'(Q) (veja Teorema 2.5.9), con-
cluimos que vale (4.3.3). Agora, de (4.2.12) e (4.2.15), segue que

$n(0) = ¢(0) em L*(Q)

cn(0) = ¢(0) em H'(Q).

Mas, do Lema 4.1.1, ¢,,(0) = ¢ e ¢,(0) = ¢o. Entao, segue que ¢(0) = ¢q e
c(0) = ¢p. O
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Além disso, como pode ser visto no proximo teorema, sobre as mesmas hi-
poteses do teorema anterior temos um principio do maximo para o problema

(4.0.1).

Teorema 4.3.2. Sejam (¢, co) € H' () x L2(2) com ¢y, o € [0,1] q.t.p em
Q2. Entdo, sobre as hipoteses (H1")-(H5’), a solugao (¢, ¢) dada pelo Teorema
anterior, satisfaz

0<¢, ¢c<1q.t.pem Qr.

Demonstrac¢ao. Passando a uma subsequéncia de ¢, segue de (4.2.12) que
On(t,r) = o(t,x) q.t.p em Qr. Entdao, tomando o limite quando n — +oo
em

0 < pult,z) <1,

obtemos,
0<o(t,z) <1q.t.pem Qr.

Agora, devido a (4.2.16) e a Proposi¢ao 2.4.1, temos que
(o) < limind e, i) < 1.
Portanto, ¢ < 1 q.t.p em Q. Além disso, limite fraco de funcao positiva

q.t.p é uma funcao positiva q.t.p, ou seja, de (4.2.13) segue que ¢ > 0 q.t.p
em QT. [l
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