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APRESENTACAO

Seja R um anel. Para uma derivagho D (respectivamente automorfismo o)
de R denotamos com R{X,D} (respectivamente R(X,¢ }) o skew anel de polinémios
tipo derivago {respectivamente o skew anel de polindmios de Laurent) sobre R. Em
{9] Ferrerc provou que se S & qualquer uma das extensdes acima citadas e o é um
radical satisfazendo certas condigles, entdo o a-radical (8} de 8 é ¢ ideal estendido
L5, onde I = ¢(S) N R. Também & obtido uma representacic do radical 8 dos
skew anéis de polindmios R{X 0], onde § & um radical satisfazendo certas condigdes
{quase idénticas as satisfelias por o). A familia de radicais o e B em consideracéo
inchal os radicais mals conhecidos como o radical primo, de Jacobson, de Brown

McCoy, de Levitzki, e o radical fortemente primo.

(3 primeiro trabalho nessa diregio é de Amitsur. Ele prova que o radical de
Jacobson J(R{X]} de um anel de polindmios R{X] € o ideal estendido I R[X], onde
I é o nil ideal J{R[X}) NR de R ({1]). Depois Pearson e Stephenson descrevem
completamente o radical primo do skew anel de polinémios R[X,0] {[19], Teorema
1.2} Bedi ¢ Ram estendem os resuliados de Amitsur so provar gue o radiesl de
Jacobson do skew anel de Laurent R(X,0 } é o ideal estendido I.R{X.0 }, onde I =
J(R{X,s)} MR ({2}, Teoremn 3.1). Nesse mesmo trabalho eles descrevem o radical
de Jacobson do skew anel de polinédmios R{X,s] ({2, Teorema 3.1). Os radicais primo
e de Jacobson do skew anel R[X,D] 8o descritos por Ferrero, Kishimoto e Motose.
Eles provam que se o & qualquer um desses radicais, entéo o radical o(R{X,D]} é

também um ideal estendido. Bergen, Montgomery ¢ Passman descrevem o radical
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primo do anel de operadores diferenciais R+ L. Se prova gue o radical primo de
R+ £ ¢ o ideal estendido N-{R x £}, onde N é a intersecgiio de todos os L-ideais
do anel R([3], Proposiciic 2.6). Também, eles conseguem uma descrigho do radical
de Jacobson de anéis de operadores diferenciais sob certas condigdes {[3], Corolérios

3.4 3.5}

Um dos propdeitos desta tese € provar generalizagdes dos resultados de [9]
para os skew anéis generalizados R[X, D}, R{(X, A} e R[X,4], onde X é um con-
Junto de indeterminadas e D (respectivamente A} é nm certo conjunto de derivagdes

{respectivamente antomorfismos) do anel R.

Dre outro lado em [8] se definem os ideais fechados de uma extenséo livre R{E]
do anel R. Os resuliados obtidos se aplicam, em particular, ac estudo dos ideias

primos de R[E].

Um outro propdsito desta tese serd provar resultados correspondentes para

os skew andis de polindmios de Laurent generalizados R{X, A4 ).

O Capitulo I inicia com a construgio dos skew anéis generalizados que serdio
considerados, bem como as propriedades dessas estruturas. Ditos anéis s@o ba-
sicamente generalizacies das extensdes de Ore {{10]}, dos anéis considerados por
Kishimoto em [16], Sec. 2, e incluemn os anéis de operadores diferenciais R £, onde
£ & uma h-dlgebra de Lie gue satisfaz certas condigdes. De {ato, um dos resultados
mais importantes deste Capitulo é aguele onde se dio condigdes sobre a K-dlgebra
de Lie £ para gue o anel de operadores diferenciais R«£L seja isomorfo com o skew

anel R{X, D] (Teorema [.1.5).

O Capitulo I é iniciado com uma introduglio rdpida da teoria de radicais
de anéis associativos, para depois provar que o radical superior dos anéis Z[X]
e Zp{X] {onde X ¢ um conjunto de indeterminadas) é zero (Teoremas I1.1.3 e

I1.1.4). Os resultados que afirmam que o radical superior dos anéis Z (X} e
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Z{X} é também zero séo dados mais adiante no pardgrafo 3 deste Capitulo. Entie,
utilizando métodor semelhantes aos de [8], se prova nos parégrafos 2 e 3 gue, se § é
qualgquer uma das extensdes R{X, D] e R{X,A) e « é um radical satisfazendo
certas condictes, se tem que o{S) = IS, onde I = a{8) "R {Teoremas [1.2.6 e 11.5.9).

Esgses resultados generalizam assim os resultados citados inicialmente.

A determinagao dos ideais coniraidos [ = (8} R & entfo um problema de
interesse para cada radical o e cada anel-extensfio. Alguns resultados parciais sdo
obtidos no pardgrafo 4. Também se prova que, se o é um radical determinado pela
intersecgio de ideais primos e satisfaz certas condigBes, entdo o radical « do skew
anel de polindémics generalizado tipo automorfismo S, = R[X;,0:] ... [X,,on) 6 um

ides] de S, da forma:
7{Sa) = {a(S.) N R) @ @ A Kol X o] Xy o Xy

onde os A;, _;, sBo certos ideais A-Invariantes do anel R {Teorema 11.5.10). Finaliza-
se este Capitulo calculando o nil radical generalizado dos skew anéis R*x L e

R{X,A ) {Teoremns 11.6.3 e 11.6.8).

No Capitulo I, para um anel A-primo R{com sutomorfismos A4) lembra-se
a nocdo do anel complete de A-quocientes & esquerda Q de R. Logo séo definidos os
idesis do skew anel R(X, A } de forma andloga aos ideais fechados considerados nas
extensbes livres R{E] ([8]). Entdo, seguindo um procedimento similar ao usado no
trabalho de Ferrero, se prova que, quando os automorfismoes de A comutam entre
si, entdo existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos ideais fechados
do anel R{X, A) ¢ o conjunto de ideais fechadas do anel Q{X,.A} (Teorema 111.3.8),
e essa correspondéncia preserva os ideals primos {Tecrems 111.3.10). Entfo nos
pardgrafos 4 e b desse Capitulo se usa esta correspondéncia entre os ideais primos
de R{X, A} e Q(X,A) para prover que todo ideal A-primo de R é A-fortemente
primo (respectivamente nfio singular) se, ¢ somente se, todo ideal primo de R{X A}

é fortemente primo {respectimente néo singular} (Teoremas 111.4.4 e 111.5.3).



CAPITULO 1

ALGUMAS EXTENSOES DE ANEIS

1 — O Anel de Operadores Diferenciais R+ L
Para construir os anéis de operadores diferencais seguiremos [5].

Sejam K um anel comutative com unidade, e R uma K-dlgebra associativa fiel
com uridade (& mesma de K}. Seja £ uma K-dlgebra de Lie Livre como K-médulo e

U{L) & dlgebra envolvente universal de £,

Se £ age sobre R como K-derivagbes através do K-homomorfismo & £ —
Derg{R) (nfo necessariamente um homomorfismo de K-dlgebras de Lie}, onde A{x)

= dy ¥ x € L, entdo esta ac¢ho determina, de maneira natural, um anel R« £

gerado por Re U{L).

Esse anel R x £ tem como conjunto subjacente o R-médulo (& esquerda) livre

R @y U(L).

Para cada x € £ denotamos com ¥ o elemento 1®x de R+ £, ¢ para cada

r € B denotamos com o préprio r o elemento r® 1 de R« L.
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Se em R+ £ consideramos a multiplicagio sujeita as relacdes:

Fr = 1T+ dilr}, Vre R Yxegl,

¥V =§x + [xy]+Hxy), Vx,y € L,

fonde t: £ x £ —+ R é uma funcio K-bilinear que satisfaz condicdes para que
R L seja um anel ([5], Cap. 1), e[, ] denota o produto de Lie em L), entio R+ £
torna-se um anel extenséio de R. R» £ é chamado o anel de operadores diferencais

ou o produle cruzado de R por L.

No caso particular em que a K-dlgebra de Lie £ seja abeliana e finito dimen-
sional {como K-mddulo livre) se tem que Rx £ € isomorfo com o “skew” anel de
polinémios fipo derivagio, considerado por K. Kishimoto ([15], Sec. 2). Nés vere-
mos depois situacdes mais gerais (onde £ néio necessariamente é abeliana nem finito
dimensional), nas quais R= £ é isomorfo com um anel construido usando sucessivas

extenstes de Ore.

Durante todo o desenvolvimento desta tese A denotard v segmento de ordi-
nais, e sempre vamos supor que as K-dlgebras de Lie em consideragio possuem uma

K-base ordenada, indexada por A.

Se {x5:A € A} é uma K-base de £ entéo o Teorema de Poincaré-Birkhoff-

Witt ([13]) garante que o conjunto de mondmios

oy el -
{xlexkzﬁ ')EE;“ A <Az < e <Ay, vy, 2 0, Vl}

forma ums basge de R* £ como R-modulo 3 esquerda. Além disso, as relagdes (1} e

{2} s8o equivalentes ds relagdes:
(1): Xr =¥y +dafr), YreR Yiedl,
(2 EmX, =% % + xax] + tlx,x), YA€ A,

onde d denota a derivagio dy, .
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seja IN o comjunic dos ndmeros inteiros nfo negativos. Se consideramos o

seguinte subeonjunto do produto cartesiano IN 4,
Q= {F= (1)ea € N*:py = 0 excepto para um nimero finito de indices A },

- s e T — .
entdo um mondmio de R+ £ da forma ¥, £, --- E,* pode ser denotado simples-

mente com X (onde ¥ = {1}, ¢ ,} € portanto, podemos escrever

R*ﬁz{aszmﬁ(mmﬁnita) :rgeR,'i?eQ}.

A fim de definir um grau para cada elernento nao nulo de R * £, apresentamos

previamente algumas definicSes e resultados que sfio ficeis de verificar.

Para cads elemento ¥ = ()}, ., € 1 definimos | 7| = Z vy €¢IN. Seno
A
conjunto {2 consideramos a relagfo lexicogrifica
i7|<{®E], ou

< f
K {v] = |l edlo € Atalquery =y VA < Ay, e

¥y > »u‘)\a H
entdo {§2,<) é um conjunto totalmente ordenado, e cada subconjunto finito de {2,<)
tem um elemento minimal e um elemento maximal. Em particular, se o conjunto A

é finito entfio (£1,<) é um conjunto bem ordenado.

Para cada elemento nao nulo o = Z rp ¥ de R+ £ definimos: o suporie de

B
o como sendo o conjunto supp{e) = {¥F : ry # 0}; 0 graw de o como o elemento
de £, 8 o = mix supp {a); o P-dsimo cocficiente (& esquerdn) de o, c{e) =17 ; e

o ceeficiente principal de o, fe{a) = cp,{a), onde 7y = B e.

Assim, o elemento o de R * L pode escrever-se na forma o = E XY,
7 € supp{a}

mas nds usaremos a notagio o = E 7%, onde Py = S o,

F< T
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Sejam o & § elermentos n&o nulos do anel R* L. K facil provar que, se @ + f
# 0, entio 8{a + 8] € méx{Dw, §4}. Também, dadosresem R, ev e fiem §},

existem elementos dnicos sy € R {F < ¥ + T} tais que

rE - s¥ =re@ tE 4 E ar ¥
onde ¥ + J é definido componente & componente. Em consequéncis, se a § 5% 0,

entéo Blo f) < o + 88.
Agora introduzimos uma condigéo que serd importante no que segue.

Dizemos que uma K-édlgebra de Lie £ possui 8 propriedade (3) {respectiva-
mente {n}) se existir um segmento de ordinais A e uma K-base {x,: A € A} de £
gue satisfaz a seguinte condig&o: para cada par de elementos t e p de A, com ¢ < p,
existern elementos Ay, As, ... A, de A e elementos kg" #), kg"’?)i ey K ? de K

tais que Ay < Ay < -+ < A, < 1 {respectivamente Ay < Ay < -+ < Ay < i)e

1
oxd= D kx,, .

iz}
Neste caso {x3:A € A} serd dite uma base admissivel relativa & propriedade (s)
{respectivamente {n}), e oz elementos k?’p} {onde ¢, p € A sfo tais que : < p) serfio

chamados constanies correspondentes a esta base.

Suponhamos que K seja um corpo e que a K-algebra de Lie £ seja finito
dipensional. Entdo £ € soluvel se, e somente se, existir uma cadela 0 = £y C Ly
C o C Ly =L, ondedimg L, =1 e L. éum idesl de £; ({13} pg29, Ex.
13}). Como conseqiiéncia imediata temos que £ é soluvel se, e somente se, L possui
a propriedade {(s}. Também usando o Teorems de Engel {[13]} podemos provar que

£ é nilpoténte se, e somente se, L possui a propriedade (n).

Agora suponhamos que o corpo K seja algebricamente fechado ¢ £ de di-

menséo arbitrdria. Usando o fato de que, se £ néo é nilpotente entdo £ contém
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urms subédlgebra bidimensional ndo abeliana ([13] pg 54, Ex. 04}, pode-se provar que

quando £ possui a propriedade (n} entéo £ é nilpotente,

Assim, as condigbes (s) e {n) definidas acims sfio, de cerfo modo, genera-

lizagbes dos conceitos de sclubilidade e nilpoténcia.

Dagui em diante, salvo mencgfo em conirdrio, quando se falar de uma K-
dlgebra de Lie L que possul a propriedade {s} ou (n), serd entendido que
fxa t A € A} e {lc,-("'o}::,,p € A com ¢ < p} denotam respectivamente a base

admissivel e ag constantes correspondentes.

O seguinte resultado é chave para o desenvolvimento dos resultados funda-
mentais dos anéis de operadores diferenciais que podem ser construidos por sucessi-
vas extensdes de Ore {ver Cap. II §2, adiante), e portanto mostra a importancia da

propriedade (s}.

PROPOSICAC 1.1 ~se £ € uma K-dlgebra de Lie que possui a propriedade {s), entio,
para cada A € A e cads ¥ € {1, existem elementos tnicos 1y de R tais que no
anel R+ L se tem

m)‘fyw*:fy"*'ﬁ + E I‘gfy,
BT

onde ¥, denota o elementc {p,)de{ltalquepy =lep, =0, Viz# A
Prova — E feita por indugio em relagho a | T |2 1.

Se para cada elemento A € A consideramos a derivagiio interna de R« L,
dy = %», determinade pelo elemento % (i.e. da (o) =%ra ~ aXy, Yo € RxL),
entdo é claro gue dy (%) = [xy, %] + t{xy,%,), V: € A. Esta derivagio dy é uma

extensio da derivagio dj e também serd denctada simplesmente por dj.

Agora vamos mostrar que certos anéis de operadores diferenciais podem ser

ohtidos como sucessivas extenstes de Ore,
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Para isto lembremos primeire gue, se d é uma derivacio de R, entéo o “skew”

anel de polindmios R{X,d] é definido como o conjunto { Z nX i € R} com a

i
soma usual de polindémios e wma multiplicio, dada por Xr =X +d{r), Vr € R

({10]}.

Doravante, para um segmento de ordinais A, definimos o conjunto

A* = {X € A : X éum ordinal sucessor }

Consideremos um anel de operadores diferenciais R*£ ¢ um conjunto de

indeterminadas X = {Xy:A € A*}.

Supondo que a K-dlgebra de Lie £ possui a propriedade (s}, definimos
To=R, Dy=d;, e Ty = To[Xy,D4].

LEMA 1.2 - Seja ¢y : Ty ~— R £ o R-monomorfismo definido por ¢, (3, r; Xi) =
S 5. SeDy: Ty — T é definido aditivo ¢ satisfazendo D2(X1) = ~k{"? X, —

i 1

Wx,xz) e Da(eXP) = d(0XP + 1 Y XYD(X)XP'TY, ¥V € R,
v=0
¥Ym > 1, entio

i) ¢rebDy=dyod
{ii} Ds é uma K-derivagio de T;.

Prova - (i) Ser €¢ R e 1 2> 1, entio

f 1 _ _
é1{Da(r X1} = & (dzfﬂ Xy +1 Z Xy~ kﬁ"z) Xy = txq, %)) X T v)
) v D
i ],

= dz(r)'fll +r Z _}E‘; (“k?’a)i—l — t(]{I,Xg)) sfilmlﬁv
v=i

i=-1
= dg(l’)ﬁ +r Z J_E':(fgnfl - X 'fg)-f;” 1=v
v

=0T +1(RE - H %)



= dy(r) & + rdy(%)
= dy(r ) = dy ($1(r X1))

Com isto € claro que ¢y o Dy = dy o ¢,

(i1} Vejamos que Do(fg) = D2(flg+fDy(g), Vg € T1. Sejamr,s € R e
i,j € IN. Nés temos que

da (41 (rXisX])) = dp(r % s %)
| = dy(r ) 8% + 1% da(s®)
= dy(¢1(r X})) du(sX) + 61(r X}) dz (g1 (s X}))
= ¢y (Da(r X4)) ¢’1(SX ) + ¢1(rX}) ) 1(D (in))
= ¢y (Da(rX}) s Xi + rXi Dy(s X3))

e também

da (41 (X1 8 X3)) = 61 (D2 X1 sX3)) .
Entdo, usando a injetividade de ¢y, segue que Dy{rX} sX) = Dy(rXi)sX] +
rXi«LDg(sX‘;]_ Com isso prova-se a igualdade desejada.

Como conseqiiénein do lema anterior podemos definir Ty = T4{X,,D4l.

Agora, para cada Inteiro n em A fal que n2 2, definimos a fungdo

Bos1: Ty — T, como sendo aditiva e satisfazendo

Dags (Xe) = = K™ DX, tlxemara), VI <n, e
Dn+1(rx_:’:i . xﬁtm) n+1 (r)XMtg .. X:::n

Ve — 1

T Z Z Xyt Xt XY D g (X ) Xy 7TV Xp A X,

g i
u=1

¥re R, VE&,...,fpcomé <€ <...< ¥y <n,onde Ty =T, 1[4, Dnl.
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Seguindo um procedimento analogo a prova do Lema 1.2, podemos verificar

o seguinte

LEMA 1.8 — Seja n > 2. Se definimos a fungéo ¢, : T, — R * £ por

Pl D T i XP - Xp) = ) m B B,
entéo
(1) ¢eoDppy=dyp10¢e, V<
{2} ¢¢ é um R-monomorfismo para todo £ < n.
(3} Dys: € uma K-denivagio de T),.

Assim, com esse resultado, temos que os anéis T}, = Ty, _ 1[{X,, Dy] estdo bem

definidos para todo n em IV

Seja A um ordinal limite. Se A € A, definimos o anel Tx = | J T, ea
LA
fungiio ¢5:Th — B * L por ¢a(f) = ¢,(f) se f € T, com + < A Claramente ¢,

é um monomorfismo se o8 ¢,(¢t < A) o séo.

Seja A = p + 1 um ordinal sucessor. Se A € A, definimos a fungo D, g1

T, — T, que seja aditiva e que satisfaga as condiges:

{(a) DX} = — Z kf”’} Zi — t{xs,%,), ¥ € A* com ¢ £ p, onde

T

{a ;826 < Ay
t~1 ,se:> Ap
eZ-—-{X"i s8¢ o < Ap
' prn{-l s S€ g > XQ
(b} D, M(rx“‘t Xim) = 4, () X - X0t

y‘u-l
¥, Fepm1 sr, ol R R T T ¥
+ 1 §: }: X0t e XY D, (X, ) X0 T TR X

u=1:
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Procedendo como na prova do Lema 1.2 e vsando inducio transfinita scbre

p € A tal que p > Ay, consegue-se provar ¢
LEMA 1.4 -~ Seja A = p + 1 um ordinal sucessor no conjunto A tal que A > Ay, Se
¢,: T, —+ R * L & definido por

¢’P{Z Yigobm Xf;l T Xf;im = Z Tig oot qﬁ?(xﬂ)yti o Qsp(x‘m)mm ?

onde ¢,{Xs)} =%n VYn € IN (positivo)e ¢,(X,)=%.-1 Vi € A*\IN, entiio
(1) 6,0Dpp1=d, 06, Vi< p.
{2) ¢, é um R-monomorfismo para todo ¢ < p.
{3) D,41 é uma K-derivagio de T,
Agora definimos, pars cada A € A*\IN, o anel T = Tx _1[X),Da].

Se denotamos com D o conjunto de todas as derivagbes Dy(A € A*), entdo

definimos o anel R{X, D] = U Ty e temos o
rEA

TeorEMA 1.5 — Se £ é uma K-dlgebra de Lie que possui a propriedade (s), entéo
RiX, D] é um anel extensio de R, isomorfo com o anel de operadores diferenciais

BeL,

Prova - A fungio ¢: R[X, D} ——R* L, definida por {f) = ¢,(f), ¥I e T, é

urn momorfismo de anéis e um B-homomorfismo.

Sejo. A € A%, Se definimos DX ) =0 e DX} = —D,(X,), Y. € A%,
tal que ¢ > A, entdoc D, torna-se uma derivagiio interna de Ri{X, D}, determinada

pelo elemento X se A < Ygou por Xoiy se A > A,

Concluimos este pardgrafo apresentando algumas definigbes e diversos resul-
tados para os anéis Ta. Dado que as provas destes resultados sio simples, elas néo

sho incluidas aqui.
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Seja A £ A b claro que T, € um subanel de Ty, ¥ : < A Também, se 48
um ideal de Ty, entéo D,{I) CI, V: € A* tal que ¢ < A,

Um ideal I de T, serd chamado um D-tdeal, se D,{I) CI, V¢ &€ A* tal que

No que segue, & menos que seja dito outra coisa, {I* denotard o seguinte

subconjunto do produto cartesiano INA™,
{7 ={(y,) € WA », = 0 exceto para um ndmero finito de indices : € A*} .

- f— 3 E ¥y
Também, dado ¥ € *, denotamos com X7 o elemento X% -+ Xi*® do anel
¥ i ™

RX, D).

PRrROPOSICAO 1.6 ~ Sel é um D-ideal de T, entéio I- R[X, D] é um ideal bilatero de

RX, D} que coincide com o conjunto
{Ztvxﬁ cty€lev={(n) e eomy =0 Vi€ A% tal quet < .l}
3
e satisfaz a condigdo IR[X, D] n T, = L
O ideal estendido I- R[X, P] de R[X, D] sera denotado com I[X, P].

ProrosiGAC 1.7 -~ Sel éum ideal de T tal que Dy 41 (§) Clentdo 1Ty éum

ideal bildtero de T ;1 gue coincide com o conjunto
n -
{Z tXie €L n 2> G}
!
e satisfaz a condigo I- T 41 NTy = L
O ideal estendido I- Ty 41 de Ty 41 serd denotado com IXs 41, Dy g1}
Se I é um D-ideal de Ty, entio 4 claro que 1[X; 41, Da 1] X, D] = 1{X, D],

Sgjam A € A el om D-ideal de Tx. Se para cada : € A* definimos
D,:Ti/1 —s T,/ por D.(t+10) = DAt)+I, Yt € Ta, entdo as funcgdes
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D.{¢ € A*) so K-derivagdes do anel quociente Ty /L Com isso, temos que a fungio

AL — Derg(Ty /1), definida por
E(Z kixu) 2 Z ki &(x,,),

— D, , se: € IN
d Alx,) = {
onee () {D4+1; set > g

¢ um K-homomorfismo gue torna possivel a construgio dos andis

(Ta/DXasn.Pagi]l e (Ta/DIXTD)
onde D = {D,:: € A*}.

O seguinte resuliado mostra que o ansel guociente Ty /I pode ser considerado

um subanel dos anéis Tx 41 /I[Xas1, Das1] e R[X,D]/UX, D)
ProprosiAo 1.8-82 X € A elé um D-ideal de T, entac

(1) Tosr IXn+1, Dagd]l 2 (Ta/DXnw1, Daydl

(2} R{X,D}/IX, D] = (T, /HIX, DL

Seja A € A. E facil provar que, se J é um ideal de R[X, D], entiio JNT, é
um D-ideal de T, Também, se L é um ideal de Ty 41, ento LNTy é um ideal de
Ts gue satisfaz Dy 4 (ENT,) CLNT,.

A Proposigac seguinte e seu Corolario serso de muita utilidade nas provas do

pardgrafo 2 no Capitulo seguinte.
PROPOSICAD 1.9 ~ Sejam A € A e [ um D-ideal de Ty,

{1) Se J é um idenl de R[X, D] tal que I[X, D} CJ, entdo

(/1D 0 (Ta/D = (3 nTH)/T1.
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{2} Se L é um ideal de T3 .41 tal gue X, 11,0 41] €L, entdo
(L/HXa 40, Daga) 0 (Ta /D = (L 0T /1.
CoRroLARIO 1. 10 — Se A € A, entho temos o seguinte:
(1) Se J é um ideal de R{X, D], entdo
(F/OnTHXDY o (T /0Ty =0;
{2} Se L é um ideal de Ty 4.1, entéo

L/ LTy EKiuDip n(T/E@nTh)) =0.

2 - Os Skew Anéis R, 4} e R[X, A

Iniciamos este pardgrafo introduzindo algumas notegbes e resultados féceis

de verificar e que serfo usados na construgdo dos skew anéis R(X,4) e RIX, 4L
Consideremos os seguintes conjuntos

0 = {7 = (va) € Z":p, = 0 exceto para um nimero finito de indices A € A} e

0 = {7 = (va) € Z" v\ = 0 exceto para um ndimero finito de fndices A € A},
onde A ¢ A® sdo definidos come no paragrafo 1.

E claro que 2 € 2,. Se em £y consideramos & relaciio lexicografica “<”
definida em I no pardgrafo 1, entfio (£}, <) é também um conjunto totalmente
ordenado, e cada subconjunto finito de {{2;, <) possui um elemento minimal e um

elemento maximal.

Se u € uma unidade do anel R, entdo § denotard o sutomorfismo interno

de R determinado por u, i.e, {1} = nru~?, ¥r € R. Também, denotamos com
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(R,.A,[{} um anel R, um conjunto ordenndo de antomaorfismos 4 de R, e wm conjunto
de unidades U de R, tais que A é equivalente a A*, e as condiges
COoOg=i,, 0p0yc

(K} ¢ oluye)ugsb(uy,) = Us,p P(uw,ﬂ) B p
u;’; = Up,p e R = 1

sto satisfeitas para o, p, 6 € A arbitrdrias. Aqui a condico *.4 é equivalente a A™”
gignifica que existe wma bijeclo de A* sobre .4 que preserva a ordem e, portanto,

podemos indexar .4 com A*, l.e., vamos supor A = {o5:4 € A*}.

Antes de passar g definir o skew anel R{X, 4}, lembramos que, para um an-
tomorfismo o de R, o skew anel de polindmios de Laurent R(X,¢} é definido como

o anel com conjunto subjacente

{Zr;Xi :n € R, o,v€ Zcomu gv}

j=q
e com a8 operacdes de soma usual de polindmios, e o produto dado por Xr = o{1)X,

¥re R{[9].

Consideremos um anel com automorfismos (R,.4,I{} e um conjunto de inde-

terminadas X = {X,: X € A*}L
Definamos primeiro
Vo =R, oy = oy, Vy = Vo{Xy,00) .
Agora definemos a foncdo o)V, —— ¥V, por
oy (3o nXi) = 37 oa(n) (g X'
ProPoSICAO 2.1 - o} é um sutomorfismo de V; que estende o2.

Prova ~ Sejam 1,5 € R e 1,] € Z. Usando a condigio 02 © oy = fig1 © 03 0 03,

obtemos gue
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4} oXE) = ool X%
= op(ray(s)) (me1 X1)'
= a3(r}oz 0 a1 (o} (s)) np,y Xy (ug Xy )+
= agr) g o1 © o3 (8™ (8)) Xa (g, Xy )i i1
= o3(r) us;; X1 02 0 o1{o3 7 3(8)) upy Xy (ugy Xy )72
= ga{rjug X1 w91 0y 0 0y (a"i"" 2(3)) X;{uz) Xl)i-ihj -2

= aa{r) (g, X1)? 02 {017 %(8)) (ma X ) T2
= o3(r} {2 X1 ) e (ﬂ”il"- t(s)) {uz1 X4 )i +i—t

= 02(r) (uz1 X1 )" 02 (8) (w2 X, )
= o3(rXi) o3(sX1) .
Com isse e usando a aditividade de o}, prove-se facilmente que o, é um homomor-

fismo de anéis,

Ngo ¢ dificil verificar que of tem inverso definido por
—1 i -1 —~1 -y
oh (Z T X;) = Z oy M) (o5 (w2} Xi )},
i i

e assim o) é um isomorfismo. Finalmente, é claro que o) é uma extensio do auto-
morfisine os.

Por cansa da Proposigio 2.1, podemos agora definir o anel

Vg = V1<X2, G;} .

Continuando dessa forma definimos, para cadan ¢ W NAcomn> 2, a

fancio o), 4,2V, — V, por

Tnt1 (Z iy o da Xi?«} X;f) = Z o1 (T in) (Un g1 XM <o (8n+1,0 Xa)™
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Uma prove andloga dquels da Proposigio 2.1 mostra que o, ; é um auto-
morfismoe de V,, gue estende o, 41, Assim podemos definir agora o anel V41 =

Vn(x-n+1fg;1+1}'

Agoraseja A € A tal que A 2 A5, Se X é um ordinal limite, definimos o anel

Vy = U V.. Se A é um ordinal sucessor, com A = p + 1, entdo consideramos =&

A
fungéo a3 :V, — 'V, definida por

¥y o —— ] 2
(XX - X ) = 3 oA ) (wan K)o (i K)o
v ¥
onde ¥ = {1} € ;. Podemos provar também que o} é um automorfismo de V,
que estende o,. Isso nos permite definir o anel V, 13 = V, (X, 11,0} 1),

Finalmente definimos o anel R(X,.4} por

RX,A) = |} V.
A€ A

E claro que R{X,4} é um anel extensfic de R.

Cada automorfismo ¢, pode ser estendido a um sutomorfismo de R{X,A4)

coma antes. Esle antomorfismo sera denotado ainda por 0.
Usando as condigdes (K) vamos provar o seguinte resultado.

PrOPOSICAO 2.2 — Para fodo o € R{X,4) e 1, A € A” tem-se:

{1} Xa X =uy, X, Xy

(2) Xyo =oy(a)X; .

Prova - {1} X3 X, = oalX)) X = un . X, Xy .

(2) Usando a parte {1) sucessivamente obtemos para cadar € R que
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) Xy = o) (wa, X ) oo (g Xo )2 X
= oa(r) (uy,, X, 0% ooy, X, )P~ hay, X, X,
= oa{r}(ur,, X )"t oo (man Xo )= X X
= oafr) (ua,, Xy )t o (ma X )= 2 Wiy i oty B2 Kty

= G;\(I’) (11,3\';1 XH)Fsl o (U‘Az‘m X‘m)y‘m -2 Xﬁ X—fm
= ﬁr-\(r) (uﬁnu Xu)yﬂ o (u.\,im._ 1 Xtm_, 1)y‘m - XA Xft;m

= o\ (1) Xy Xt oo X

¥ ¥
= XarXe ! - Xo»

Com isso e usando & aditividade de ¢y fica claro que X; o = o {2} X4, pars todo

a € R{X, A}
Como conseqiiéncia da Proposicio 2.2 temos que, para cada A € A®,
o (o) = Xxa X7, Vo € R(X, A},
isto é, &y é o antomorfismo interno de R{X,.4), determinado pelo elemento X,.

Se usamos a notacio X’ para cada mondmio de R{X,4) da forma

X XU fonde ¥ = {1} € (B}, entdo podemos escrever
Vi={o=Y X meR T=(n) €N ¢ n=0 ¥i> 2}
¥
¢ RXA) ={o=Y X meRFe).
7

No caso particular em que A* seja finito, temos que R{X, .4} coincide com o

anel B considerado por K. Kishimoto em {16}, Sec. 2.
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Também, como consegiiéneia da Proposicio 2.2, temos o

CORrOLARIO 2.3 — Para cada par de elementos ¥, i € {I¥, existe wma #inica unidade

al¥% de R tal que no anel R{X,A4) se tem

6 GIERRRID

onde ¥ + J estd definido componente a componente,

Dado um antomorfismo & de R, se define o skew anel de polinémios R{X,o]

I
{Zn}ii tn €R, n 2> G}
im0

como o subanel

de R{X,o} {[9]).

Para cada A € A consideramos o subanel de V),

S_x-_—_{mm Z'r;;Xy: v E€R, T={)e ey, =0 VE&>A}

e o subanel de R{X A4),

RX A ={a=Y X : p ek, ven).

Temos que

f U S, . se A & um ordinal limite
“%\ = ¢ < A
Br1[Xa, 04, sa A é um ordinal sucessor

eRX, 4= |} 8.
rEA
Cada g, restrito & R[X,.A4] é ainda wm automorfismo e & Proposicio 2.2 vale
também pars o anel R{X, A]. Mas desta vez cada automorfismo o, de R[X, 4] ndo é

interno.
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Tal como foi feite em R« £, definimos para um elemento nfc nulo a =

ng;X?J de R{X,A) o suporte de o como sendo o conjunto Supp(e) =

7

{7 € Qf:rv # 0}, e o F-ésime coeficiente (¢ esquerde) de o por cy{e) = ry.
O grau e o coefictente principal de o 86 serd definido se o pertencer a R[X,A].
Assim se o € R[X,A], emtdo 8o = mix Supp(e) e fcla) = cp (o), onde ¥y =

8o

Um ideal I de V), (respectivamente $,) serd dito A-inverianie se o5 (I) = I,

¥ A € A", Neste caso notaremos isto com 144 V, (respectivamente <44 S8, ).

Purs um idesl A-invariante I de V; (respectivamente S, ) podemos definir os
ideais estendidos I{X, A) = IR{X,A) e KXi41, 0141) =1IVy4; (respectivamente
XA = IRX,Al e IXog1, oa41) = I8 44). E rotineiro provar resultados

andlogos és Proposicbes 1.6 e 1.7 para estes ideais estendidos.

As provas dos resultados restantes deste pardgrafo sio simples e, por causa

disgo, néo serdo incluidas aqui.
PROPOSICAC 2.4 — Para um anel (R,.4, I} consideremos um ideal 144 B. Se para
cada X € A* definimos a fungio 71 :R /I— B /1 por
Falr + D)= oa(t) + 1, Vre R,
entio A = {&n:X € A*} é uma familia de automorfismos de R/T tal que,
(R/LA U = {u+1: ,A € A*}) satisfaz a condigdo {K).
PROPOSIGAC 2.5 -8e XA € AelqyV,, entio
(1) Vo /HXag1,0a40) = (Vo /1) (Xag 1,85 41)s
(2} R(X,A)/UX,A) = (V) /T) (X,A).

PrOPOSICA0 2.6 -8e A € A elayS,, entdo
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{1} Sag1 /X100 S/ XA s1, Tagl,
(2) RIX,A) /XAl = (S, /1) [X,Al
PROPGSIGAO 2.7 — Seja A um elemento de A.

{1} Se J é um ideal de R{X, A} ento JNV, é um ideal A-invariante de V) que
satisfaz (J/(INV,) (X,A4)) n (J/InV,) = 0.

{2) Sel éumideal de V, 4 entio LNV, é um ideal de V), que satisfaz o3 (LN Vy)
QLHVA 2 (L/(LI’“&VA) (XA+1,UA+1>) n (L/Lmv_;)ﬁo

3 - Outros Anédis-Exteusio,

Neste Paragrafo, engnanto n&o se disser o contrério, K denotard um anel

comutativo com unidade, R um K-dlgebra associativa e C um subanel de K.
Consideremos o anel soma direta R* = B@ C, onde a soma e o produto vém
dados por
{rie} + (. )= +7r,c+ ) e {(r,e}{v',e') = (7' + cr', +rced’)
para tedo {r,c),{r',c'] € R*.

Sabe-se que R* & um anel com unidade extensfio dos anéis R e C.

Consideremos o anel de operadores diferenciais R+« £, Se para cada A € A
definimos & funcéo d} 1 B* — R* por d} = {d,,0), entéc nio & diffcil provar que

d} € um K-derivagio de R* que estende a derivagio d,.
Se A*: £ ~— Dery(R*) é definida por A*( 3~ kyx:) = 3 ki df, entdo A*
A 3
¢ um homomorfismo de K-mddulos. Assim podemos construir o anel de operadores

diferenciais R* » £ (onde t*:£ x £ —— R* é definido por t*{x,y] = (t(x,¥),0},
Vi{xy) € L x L)
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E fécil provar que 1 é um L-ideal de R* (i.e. d5(R) CR VX € A), e portanto
R £ ¢ um ideal do anel R* x L.

PrROPOSICAD 3.1 - Sejamr € Re ¥, 7 € §1. Se no anel Rx» L se tem

entdo no anel B* » £ se tem

Fle)=rdP + > 5P e Do =1 4+ 3 (s550)¥, YceC.
X< PCT+E

(£ x £) CR.

PrROPOSICAC 3.2 — Se C[X] denota o anel de polinémios sobre C com indeterminadas
X={¥Xy:A € A}, entdoos anéis (R@C) + L/R+L e C[X] sfio isomorfos.

Prova - E suficiente considerar o epimorfismo #:(R@C) » £ — C[X], definido
POz ‘zr( z(r,;, <r) 3’(*7) = Y ey X7 {onde X¥ = “‘ X}\"‘”), o qual tem como

kernel o ideal Rx L de (R@C) = L.

Agora consideramos os aneis (R,.4,4) e R* = RxC {com a soma ¢ o
produto usuais). Se psra cada A € A” definimos a fungie ¢5:R* — R® por
oy = {04,1;), entdo no é dificil provar que ¢ é um auvtomorfismo de R> que

estenide o auntormorfismo o).

Também pode-se provar sem dificuldade que, se A" = {o5:1 € A*} e
e = {’“3?,4; = {0, 0, 0) e & &AM} entdo (BT A% 1) sutisfaz v condigio (K}, Assim
torna-se possivel construir os skew anéis R” (X, 4"} e R*{X,A4"] (onde X é o conjunto

de indeterminadas {X)x:A € A*}).

Utilizando as propriedades de multiplicacdo nos skew anéis R*(X, A"} e le
vando em conta a forma em que A® e U® tém sido definidos, podemos provar

facilmente o seguinte.
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PROPOSIGAG 3.3 ~ Se o anel R{X,A) (respectivamente B[X, 4]}, se tem X¥ XF =
otB R XT+E | eptio no anel R*{X,.4”) (respectivamente R* [X, A"], tem-se X¥ X¥ =
(uF) 1) X7+,

E claro que o ideal R de R* € A”-invariante. Como conseqiiéncia disso, temos

que R{X,A) é um ideal do anel R* (X, 4"}, ¢ R[X,A] ¢ um ideal do anel R*[X, 4%].

PROPOSIGAC 3.4 ~ Se X = {X,: A € A*} é um conjunto de indeterminadas e C(X)
denota o anel de Laurent {Z ez X¥ (soms finita) : ¢y € C, 7 € Q‘{}, entéo

(1) (RxCHXA)/REX A = CX),
2} (RxQ)X, A}/RIX Al = C[X].
Prova ~ £ andloga & prova da Proposicao 3.2

Para um anel R e cada primo p definimos o conjunto B, = {r € R : pr

E rotineiro provar que B € um ideal de R. Também prova-se sem dificuidade

os seguintes resultados

ProrosigAc 3.5 — Se £ é um K-dlgebra de Lie que age sobre o anel R como K-

derivagdes, entdo Ry, é um L-ideal de R.

ProrosiGao 3.6 — 8e consideramos o anel (R, A4, ), entdo B, é um ideal A-

invariante do anel R,

Agora passamos a apresentar alguns resuliados das extensfes tipo anéis de

operadores diferenciais e skew anéis do anel produto tensoriasl R@. B.
Seja B um anel com unidade extens&o do anel C.

Suponhamos gue a K-dlgebra de Lie £ age sobre B como K-derivagles. Se
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paracada A € A definimos a fungiio dy iR @ B~ R®. B pord, = dy ® lg, entic
nio é dificil provar que d, ¢é uma K-derivagio do anel R®.B. Se A:
£ s Derg{R @ B) é a fungio definida por K{Z kx x;\) = Z k,dy, entdo A é
X A
um homomorfismo de K-mddulos que permite construir o anel de operadores dife-

renciais (R @ B) % L.

Usando as regras da multiplicagdo nos anéis de operadores diferenciais, po-

demos provar sem problemas o seguinte
LEMa 3.7 - Se no anel R# L se tém as relagbes
'i"rrxrii’_%— z r;i’ﬁ- e TR =T 4 Z &53"53,
Fe¥ PV E
entdo no anel {(R®, B) * £ temos
Freb=0ebF +y (ONT e T¥=x"1F4 (55 ® )%
BCE FLVHE

para todo b € B.

O seguinte Teorema seréd de muita utilidade para o céleulo de a-radicais dos

anéis R{X,D] {ver pardgrafo 2 do Capitulo II}, e & demonstrado aplicando em forma

adequada ag regras de multiplicacio do lema 3.7.

TEOREMA 3.8 - A fungdo G:(R+* L) ®c B~ (R®:B) * £, definida por

G(g: (Z I’g)EF) & b(l}) e f: Z(rg) & b{)_f;r’
= # . =1 ¥

é um isomorfismo de anéis com inverso definido por

(5 (Eom)e) - 5 Eereoun

¥ i=1 7 ot=1i

Apgora consideremos o anel {R,4,1/). Se para cada A & A* definimos a

funcio 71 : R Q. B~——R®.B por &, = o, ®1p, entdo &3 € um avtomorfismo do
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avel R@. B. Se A= {y:h € A} e W= {u, @1:i,h € A%}, entio (R4,

é um anel que satisfaz a condicBo {K}. Com isse podemos definir os skew anéis

(R B) (X:z} e {(R®. B} Ixiz]

LEMA 3.9 - Se no anel R(X,.A} (respectivamente R[X,.A]}, se tem que X¥X¥ =
P8 XV +F | entio no anel {R®. B) (X, A) {respectivamente {R @, B) [X,A]) se tem
X-#WX_}; o (Q{an @ I)X‘?J{‘ﬁ'

O Teorems a seguir cumpre um papel importante na prova dos resultados

centrais do paragrafo 3 no préxime Capitulo.

TEOREMA 3.10 - A fungio H:R{X, 4)®. B~ (R&.B) {X,.E}, definida por
H(Z (3 4x7) @bt) EZ(r ® b)X
£ v =1 ¥

¢ um isomorfismo de anéis tal que sua restrigio ao anel R[X, 4] ®, B também é um

isomorfismo sobre o anel {R @, B) [X,A4].



CAPITULO 1I

RADICAIS DOS ANEIS RIX, 7], R(X,4) E R[X,4]

Neste Capitulo estudaremos certos radicais dos anéis de operadores diferen-

ciais R{X,D] e dos skew anéis R(X, 4} e R[X A].

1 — Introducio

Iniciamos apresentando alguns resultados referentes a radicais de anéis asso-
ciativos. O leitor interessado nas provas e outros detalhes pode consultar {7}, [22],

ou as respectivas referéncias dadas,

Sela o uma certa propriedade gue um anel pode possuir. Os anéis que pos-
suem & propriedade « serfio chamadas a-enéis. Todo ideal de um anel R que come

anel é um o-anel, serd dito um o-1deal de R.

A seguinte definicio é devida a Amitsur-Kurosh. Uma propriedade o serd

dita propriedade radical se satisfizer as condigbes seguintes:

{n} toda imagem homomorfa de um «-anel € um a-anel;
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{I} todo anel R tem um o-ideal o(R), gue contém qualquer outro a-idesl de

R;

{¢} para cada anel R o anel quociente R / (R} néo tem nenhum o-ideal nio

nulo.

Sejn o uma propriedade radical. O maior a~ideal «(R} do anel R é chamado o
«-radicel de R, Se, em particular, a{R) = R, entéio R é dito enel a-redical. Dizemnos
gue o« € heredildria se todo ideal de um anel a-radical é também o-radical. As
propriedades hereditdrias podem ser caracterizadas como segue. Uma propriedade
radical o € hereditéria se, e somente se, para cada anel R e cada ideal I de R

verifica-se & condigio a(l) = a(R)NL

Os radicais primo (L}, de Jacobson (I}, de Brown McCoy {G), de Levitzki (£}
{[17]) e o radical fortemente primo (s) {[18]) sao exemplos de radicais hereditarios.

Sejam R e S anéis tais que 5 é uma extensio de R. Dizemos que S € uma.

extensdo lthersl de R se existirem elementos sy, sz, ..., 8, do anel S iais que
I

8= Zs;R e sir=rs, Yr€ R, Vi(l <i<n)({20]).
im 1

Jm exemplo de extensio liberal é o seguinte. Sejam C uwm anel comutativo
e A uma U-dlgebra. Se B é uma extensfo (aloissiana finita de C entfo A®. B é
urna extensdo liberal de A. De faio, sendo B uma extensfo Galoissiana de C, entdo
podemos provar, repetindo o processo seguide na prova do Lema 1.7 em {4], que
A & B é uma extensdo Galoissiana de A, Se {b;, ... b,} sho os C-geradores de B

entac os elementos sy = 1 &by, ..., 8y = 1 @by, do anel AG. B sdo tals que AQ. B

13
stgf’i, e mpa=ag, va€ A Vi(l £1<n)
Pm 1

Um radical o serd chamado edmissivel se o{R) = o{5} N R para toda extensiio
hiberal S de R. Sendo gue toda extensio libernl é normalizante {{20]) entdo a definigio

de radical admissivel considerada por Ferrero em [9] é mais forte do que a nossa
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definigho. Em conseqiiénoia, os radicais I, £, J, § e s sfo radicais admissiveis {{9],

Sec. 1}.

Em ({71}, pdg. 155) define-se o radical ¥ associado & classe de todos os corpos

e se prova que o radical F de um anel associative R vem dado por
FRl=nNn{M<«BR: R/Méumcorpo }.

Anslogamente definimos o radical superior v associado & classe de todos os

corpos finitos. Pode-se provar que
¥R)= n{M<R: R/M éum corpo finito } .

Sendo que as classes que definem os radicais ¥ e ¥ 580 especiais, entéo F e v

sto hereditérios ([7], Cap. 7).

Sejam o e [ duas propriedades radicais. Dizemos que o £ Sse a(R) C B{R)

para todo anel associativo R.
E claro que F < +. Também em [7] prova-se que
L<LLISGLF
e L <s <N

A fim de apresentar o primeiro resultado mmportanie desta tese fazemos pre-

viamente as seguintes considerages.

Sejam n > { um ndmero inteiro ¢ p um inteiro primo. Consideremos o epi-

morfismo o Z[X,y, ..., Xp] — ZplXy, ..., X} definido por
o Y wX") = 3 (w + pZ) X",
= -
onde ¥ = (14, ..., ;) € NP, Sendo que Z[X,] é um subanel de Z[X;, ..., X},

entdo pare um polindmio g;({Xy) € Z,[X,] irredutivel em Z,{X;] existe um po-

1%11611110 f} (Xi) = Z[Xl, ey Kn] tai que ??Q(f; (Xq)) = E1 (Xi)
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Agora definimos o corpo finito Gy = Z [X;]/e(X1) Z,{X;]. Consideremos o
epimorfismo 73 Zp [Xi, vy Kyl — Gi[Xa, ..., Xy], definide por

AT b )

{02, ey ¥a)

= 3 (b ey (Xa) @ (X) ZpIK) XS, L X

(321 “eay pn)

{onde by, by (Xq) € Z,1X4]), e consideremos um polindmio ga{X2) € Gy[X,]
irredutivel em Gy[X3]. Porque Gy[Xa] € Gi[Xs, ..., X}, existe um polindmio
fz(Xg) & Z[Xz, seey Xn] t&l quite 7y © ??Q(fg(Xg)) = gz(Xz).

Continuando dessa forma definimos, para cadaj € {2,3, ...,n~1}, o corpo
finito G; = G;-1[%]/g{X)Gj-1[X;].  Entfo comsideramos o epimorfismo
G a1 Xy, o, Bl — GifXjea, ..., Xn), um polindmio gipq(Xj41) €
Gi[X 4 1] irredutivel em Gj{X;;1] e um polindmio f;41{X;41) € Z{Xy, ..., Xy]
tal gue 7 0 - 0 m o mo(fj+1(Xj41)) = g+1 (Kyj41)

Finalmente definimos o corpo finito Gy, = Gy 1[Xn] /80 {Xn) Gu - 1 [ Xal-

Se nessas condigdes consideramos o ideal do anel Z {X,, ..., X,)},

M(p.fi, ..., ) = pZ[Xs, ..., Xal + 3 K(X) Z[Xy, ..., K],

i=1

entdo temos os seguintes resultados.

LEmas 1.1 - Pars cada prime p e polindmios fy, ..., f, de Z[X,, ..., X;], definidos

como acima, se tem que Z[X;, ..., X}/ M{pfy, ..., f,) é um corpo finito.

Prova —~ Isso decorre do fato seguinte;



[le AERE Xn} i’r M{:{_},f}_, ey fn)

=Z[Xs, -, Xal [ (PZIXs, o, XKl + Y B(X) Z[XKs, -, K
i=1

Z£X11 R Xn]/p Z[Xls S Xn]

(p EXy, ..., Xo] + Zn:fi(xi)z{xl, Xn])/p Z[Xs, ..., Xa]

izl

Zo[Xs, ..., Xﬁ]/(i ro(£(X:)) Zp[Xy, ..., Xn])

p=l
Ep[xls trry XH]/ (gl(xl)zp[}{h ey z Xl: e Xn})
Zo{Xy, . Xa] /81 (XI)Z Xy, ..., X,

(gl(Xl) ZP[XI} ey Xn] + z ?fa(fi(Xi)) Epixla ey Xn]) /gZ(XI) Z*?:p[xls AR Xn]
GeXs, o, X (Zﬂo% $)) GilXy, .., X))

=G Xy, ..o Xn]/ (gz{Xz) Gi[Xs, ..., Xp] + E my o mo(fi(Xs)) GilXoe, .. ., Xn])
(=3
GiXg, ..., Xn]/82(Xg) Gi[Xg, ..o, X

(gz{xz)ﬁz[ng vy Xa] + Z my o mo{fi(X:)) Gi[Xe, .., Xn]) /gz(xz) Gy{Xe, .., X

i=3

x}/(i 72 0 7 o mo(fi(X1)) GalXs, -, Xa])

i 3

= an} [Xn];anl G0 O Wﬂ(fn(xn)) anllxn}
n«-}[Xn} /gn(xn)Gnml[Xn}

que € nm corpo finito,
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LEMA 1.2 - A intersecgdo de todos os idesis M{pdy, ..., fu) de &[X4, ..., Xil,

onde p é um primo arbitraric ¢ f, ..., f, s80 guaisquer polindmios do anel
ZiXy, ..., Xy, definidos cormo acima, € nula.
Prova — Denotemos por I o ideal intersecgio de todos os ideais M{p,f;, ..., ).

Consideremos v dos ideais M{p,f1, ..., f} e o epimorfismo canbnico 7y : Gy - 11X,

i

Min
Z B (X, L, X)X & um clemento de I (com
£y =0

B Xy, .oy Xno1) € Z[Xy, ..., Xno1]), entdo m 0 -0 o mo(H) = 0, ie,

pn—1 @ -"- 0 ”O{H) € gn(xn) Gn-—l[x-n}°

Agora, sendo que os go(X,) € Gn. 1%, sfo irredutiveis em G, _;[X,] e

arbitrarios, entfo em G, - 1[X,] se tem

0= mywy o0 mp(H) = Z Fp.1 0+ O ?rg(h("‘"3(X1, ...!Xn_z))Xi“ )

Loge mg—1 © -+ o mp(blN Xy, ..., Xpot)) = 0, V& (05 £, < my), e,
Aygpwmy 9 o0 Q_WO(}?{ZIIJ{XE; an)) = gn—l(Xn—I)Gn-—-f&[Xn—»l]: Y £y (05
fo < mp). Pela arbitrariedade dos g, .1(Xn-31), conclafmes que

g O voe © ?rg(h{'fﬂj’(}{;, v Xp1)) =0, Vi (0<€ £, < my).

Se para cada £, € {0,1, .., ,my} temos

Mg~ 1

By, Xoo) = Y W (XL X, ) XS
’gxz-—lxa
onde hile~1fal (X1, .., Bnez) & ZIXy, .., Xq oz, entio podemos provar como
acima que fp.g3 9 ... © ?Tg(h(z”“h ”5{X1, ceny n_g)) = { para todo £,.., e ¥,

com < £, 3 Smy,_; e 0L £, < my,.

Continuando dessa forma podemos prover o seguinte. Se

m;i“‘l

O X = D G (K, X)X

fj..;mﬁ
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para cada § € {3,...,n} e cada § € {0,1,...,m} {onde se tem que
h{fi“lf'”’{”}(_}‘;h ciay Xj,..g) & Z{Xl, vay ij 2}), entao

7[5_2 O a0 ﬁe(hizi"l""‘z“}(x_l} ey XJ....z}) = t} B

Assim 7y 0 7o (h(ta-t) (X)) = 0, V&, ie, m(hit ‘“3(}{1)) € g (X,) Z[X,],
¥ &. Sendo g.(%y) arbitrério, temos que necessariamente mo(h{é2: &){X,}) = 0,

v £

iy
Se hltz - &)(X() = Y po&IXE (com bt € Z), entdo
£ =0
wo{hlts o 4a)) = g Y&, e, hitnta) ¢ p7, YV 4. Sendo os primos p

arbitrarios, temos que hifv-la) = g, ¥ £.

Como conseqiiéncia disso temos que h% =Xy, ..., X;_1) =8, Vjcom
2<j<n e Ycom0< £ < my. Assim W)X, ..., Xy} = 0, V&, com
8< £, < my, ie, H=0.

Agora estamos em condigBes de apresentar o primeiro resultado imporiante.
TeoreMa 1.3 — Se X = {X: A € A} sfio mdeterminadas, entéo v{Z[X]) = 0,

Prova — Seja f um elemento de v{Z[X]} e sejam Xy < Ay < --- < A, elementos
de A tais que £ = £(X;,, ..., X ).

No subanel Z[X,,,...,X).] de Z[X] consideremos um dos ideais
M(pfi(Xa,), <, (X)), onde p é um primo e fi{Xy,) € Z[X,, ..., X5} é
tal que g{ Xy, ) = m .y 0--- 0 ?rg(f;{:)i,\i}} & Gy 1[Xy,] € trredutivel em Gy 1{X3,},
Vi(1< i< n)

Consideremos o ideal de Z[X]

Mo h Xy  h(X) = pZ[X Zf(X;\, ZX + Y X Z[X]

imml ¢ A
i=i,..,np
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Afirmamos que
ﬁ{p, f(Xag)s -0y fn(x}‘u)) a Z[X«\z: sy X’\n] = M(P} fl(XM)i sy fn(x-ln)) .

De fato, se g € M({p, B(Xx,), ..., &(Xs,)) 0 Z[X,,, ..., Xo,), entio existem ele-
mentos Zo, L1y -« Ln, By, -« ., By de Z[X] tais que

T 113
g = pgo + z f(X\) e + Z X he

i=1 £=1

onde & ¥ A;, V{1 Fica dare que podemos escrever

3 W
g=pgh+ »_H(Xx)eg + > X, by,

i=1 £=1

sendo que agora g, g7, ..., g € Z[Xx,, oo, Xanh
L

Uma vez que g € Z{X,,, ..., X,,], temos necessariamente Z X, by = 0.
£zl
Assim g € M{p, £,{Xy,), ..., fa{Xx,)), e acabamos de provar que

Eg(ps f; (XM): e fﬂ(x-’ﬂn)) f E[Xf\w T an] G M(p, fl(X-\l )3 vy fn(x-\n)) g

Sendo a oufra inclusho ébvia, temos a igualdade procurada,

Usando o fato de gque Z[X]/M(p, f;(Xr,), ..., fa(Xa.)) é isomorfo com
ZiXa,, .-, Xfx“]/M{p, 1 . ST R fn{X.xn)) e o Lema 1.1, obtemos que { €

—ﬁ“[p, (X5, ), -, f{X5,)), & como conseqliéncin da afirmagso feita antes, obtemos

gue f € M(P} fi(x.\z ): vy fn(xé\n)}'

Mas o ideal M(p, i S1 9. SV TV fn[XAn)) de Z[X\,,..., X, ], inicialmente

considerado foi arbitrdrio. Entfo podemos concluir do Lema 1.2 que { = 0.

Seja p qualguer ndmero primo fixo, Para nm polindémio §{X;) € Z,[X,]

irredutivel em Z,[X,], consideramos o corpo finite Gy = Zp[X4] /11 (X} Z[X,].
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Paras v polindmio go{Xa) € G1{X;} irredutivel em G[X,] consideramos um

polindmio £,(X3) € Zp[X:, ..., Xu] tal que 7 (2(X2)) = 22(Xa2).

Se continuarmos construindo os corpos finitos G {(2< j < n) e conside
rarmos os respectivos polindmios fj{X;) € Z,[Xy, ..., X,}, definidos como antes,

podemos provar sem dificuldade que o ideal de Zp[Xy, ..., X,],

N{f(Xi), .o a(Xn) = 3 6(X) Z[Xy, ..., Xal,

le 1
define o corpo finito Z,[X,, ..., X4l /N{E(Xy), ..., f(X4)), e que a interseccio de
fodos esses ideals N(fz(xl), ey fH(Xn)) de Z,{X1, ..., X,] é nula.

Com uma demonstragio andloga & do Teorema 1.3, podemos provar o seguinte

resulfado importante.

TroREMA 1.4 — Se X = {X1:X € A} sio indeterminadas, entdo v(Z[X]} = 0.

2 — O w-radical de R[X, D] é mn Ideal Estendido do Anel R.

Em [8] Ferrero provou que, se o é um radical que satisfaz certas condigbes,
o o-radical do skew anel de polindmios tipo derivagiio R[X,D] é um idesl esten-
dide 1{X,D}, onde I = o (R[X,D]) "R. Um resultado similar é provado por Bergen-
Montgomery e Passmar ([3]) para anéis de operadores diferenciais, mas somente
guando o € o radical primo. Nesse mesmo artigo eles descrevem o radical de Jacob-

sop para alguns anéis de operadores diferenciais particulares.

Neste paragrafo generalizamos tais resultados para o skew anel de polinémios
tipo derivagio R[X, D] e, em particular, para o anel de operadores diferenciais R * £,

quando £ possui a propriedade (s).

Seja £ uma K-digebra de Lie gue possui a propriedade (s), e consideremos o

anel de operadores diferencinis R{X, D}.
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Para cade A € A consideremos a familia
FIy={1<aT,: D) CI1V¥: € A" talquesr > A} .

Dado um radical «, definimos, para cada A € A, & fungio @ :F(T.)
—s F(T3) por @I} = «(I{X, P} NL. A funclo &) néoc é um radical, pois nio
estd definida para anéis associativos arbitrdrios. Mesmo assim a fungdo &) tem
suficientes propriedades dos radicais de forma tal que podemos proceder comoe em

[8], sec. 3.

Seja A € A. Se o é um radical hereditdrio, é claro que @\ ({I) = & (T} N ]
¥ 1€ F({T,). Agors, se p é um primo, entdo (Ta)p € F(T1} (Proposigio 1. 3.5),
logo (Ta)p (Xa 41, Dag1] € F(Tas1). Conjugando esses fatos, podemos provar o

seguinte.

ProOPOSICAC 2.1 — Sejam A € A e p um nimero primo. Se o« é um radical

hereditério, &) 41 ((rgg)p [X‘)\+1,DA~;,1}) == ff,\.{.dT,\.}.;) 1 (TA)p [X-A+1: I}A+1].

Seja p um numerc primo. Temos que (R Zp) (X, D"}/ RIX, D] & Z,X]
{Proposigio 13.2) e {Z,[X]) = 0 (Teorema 1.4). Assim fica claro que
a{(Re Z,) (X, 7]} = o R[X,D]) para todo radical o tal que o < . Com isso

prova-se sem dificuldade 8

PROPOSICAC 2.2 ~ Sejam X € A e p um nimero primo. Se o é um radical tal

que o < v, entdo Ty 41 ({Th @ Z) [XA+1191+1]) = @y t{Tagq )

FPara um ndmero primo p e um m2 1, denofemos com ¥y o corpo com
g = p™ elementos. No pardgrafo infrodutdric deste Capitulo vimos que
RIX, D Bz, Fq é uma extensiic Galoissiana e liberal do anel R[X, D} (pois F,
é umn extensBo Galoissiana finita de Z,). Ent#o, usande o Lema 1.2 de [9], pode-
mos concluir que o{R{X, D) ®z. Fy) = o(R{X, D}) ez, Fq, para todo radical o

que, seja admissivel.
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Sejam C um anel comutativo, e A e B duas subalgebras de uma C-élgebra D,

Se M é um Clnddulo hivre (8 esquerda), entdo (ANB) . M={A@. M)N(B®. M).

Suponhamos que B é uma Z,-4lgebra, seja A € A e seja G o Isomorfismo

de TA[X, D} ®z  Fqsobre (T 8z, Fq) X, D}, considerado no Teorema 1. 3.8,
Usando os resulfados prévios, estamos em condigdes de provar o seguinte.

PrOPOSIGAO 2.3 - Se R € uma Z-dlgebra, A € A e o é um radical admissivel,

entao

R

@ 41(Tat1) @z Fq @at+1((Tx ®z. Fq) Xis1,Dagal)

Prova - Temos que

Ts1{Tag1) 8z, Fo= (ﬂ(TA+1[X>D]) N TA+1) ®z  Fq
o (&(T;\+1[X,ﬁ]) @zp Fq) 1 (T}\+1 ®EP Fq)
= Q(Ta,.}.l{x,v] @;.zp Fq) ! (TA~+1 ®le Fq)

Logo

a}?"‘}‘ 1(TA+1J ®zp Fq = Q(TR[XiI,] @Zp Fq) r (TA[X3+1,D)‘+;] ®Zp Fq)
3
= o{(T) @z, Fo) X, D)) n {(Tx Dz . Fo) Xa+1,Dag1])
=@ +1{(Ta &z, Fa) Xa+1,Dagal)

Agora podemos provar o seguinte resuliade chave.

LeMa 24 - Seja A € Atalgue A 2 1, eseja o um radical bereditdrio, admissivel
tal que o < 4. Se @ (T.) =0, Vi < A, entiio @x(Ty) = 0.

Prova ~ Por redugao ao absurdo, suponhamos que @x{Ty} # 0. Logo existe um

elemento néo nulo fem @ (TH).
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Caso 10 A € um ovdinal himite. Nesse caso, T) = U T,. Portanto existe um
P2
elemento . < Atalquef € T, Assim 04 f € @, (Ty) T, = &{T,), 6 que é umsa

contradicio.
m -
Cass 2: A € um ordinal sucessor. Nessecaso, seja A =p+ 1 e = E X, s

i=0
comt; € T, e tm # 0, 34 que Ga(T,) # 0, serd m> 1, e podemos escolher {

com m 2 1 minimal.

Caso 2.1: niy # 0, ¥ 0% n € Z. Para esse caso consideramos o automorfismo ¢
de B[X, D], definido pelas relagles {{r) =1, Yr € R, (X} =Xa + L e (X)) =
X, Yig

Sendo que ( restrito & T € um automorfismo de Ty, o elemento g = {(f}
pertence a {{@r{T1)} = &\(T1). Logeh =f—g € &:(Ts). Mash tem grau menor

do que m {em relaciio & variavel X, 51} Entdo h = 0,

Por isso

trn

YouXp=fmg= ) 6(Xp 10 = D 6 (X,
i=1i} i=0 £=0

1m0
etemos que by .1 = tmey + (mtfi Z)tm, Le., tym = 0, uma contradigao

Caso 2.2: exigle Ot n € Z el que nily, = 0. Se O %# n € Z étal que nty, =

8, entdo nf = 0, e podemos considerar um nimero princ p e wmn elemento nac
m

nules { = Z i X1+1 € Ty{T)) tals que m>1 ¢ minimal e p{=0. Dai{ ¢
1w (3

(T,)p (Ko 41, Dp41] & em vista da Proposigio 2.1, f € @, 41 ({T,)p [Xp 41, Dpp1])-

Em conseqiiéncia disso, podemos supor que R (e portanto T, ) seja uma Z,-dlgebra.

Pela Proposi¢ho 2.2 f € &,4.{(T, & Z:)[X,451,D.41]), & podemos su-
por que R contém o corpo Z,. Seja G o isomorfismo de T,{X, D] ®5 F, sobre
P
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T
{(Proposicic 2.3} e g = Z { & E)X;H, com m > 1 rmnimal,
1= {3

Se definimos g = p™, entdo g > m e, portanto, pedemos escolher m elementos
niéo nulos 4y, ..., 4y, de ¥y, Cada elemento v, determina um automorfismo (5 de
R{X, P} que satisfaz as condighes ((r} =71 Vr € R, &{Xs) = Xo + u,, ¢ (X))
=X, Yi#F A

Conforme foi {eito no Caso 2.1 podemos provar que necessariamente se tem

(lg) =g Vscom1< s < m,istod,

m i

Swmenxi, =3 Y Henuxiily,
t=0

=0 £f=0

1

paratodo s € {1, ... m}. Daits ® 1 = E(ti ® Dul, Vecoml1< s € m, e
FER Y]

portanto,

(tl @1)121 o (tg @1)11:; v (t’m @1)11;11 e 0}
(b @1ue + (2 @1 + - + (tw @10 = 0,

(tl ®1)ﬁm + (tz @1)11[2“ 4+ - + (tl‘ﬁ @l)ug: = 0

Dado que det {u}] = uyus ... um & # 0 (onde A denota o determinante de

Vandermonde T (i — ) Jtemse t; ® 1 =0, Vicom1< i < m Como
1<} )

copgegifneia, g = fp 0 1 e temos T = tp. Assim om = 0 e chegamos 2 uma

contradicao. Isto completa a prova do Lema.

LeMa 2.5 - Seja o um radical hereditério, admissivel e tal que o < +. Se
o{RIX, D)) R = 0, o (RX, ’D}) = {.

Prova —~ Vejamos primeiro, usando inducfo transfinita sobre X, que @:(Tx) = 0,

¥ A€ A
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A condigao deda na hipétese o (R[X, D]} NR = 0 significa 5(Ty) = 0.

Seja A € Acom X > 1, esuponbhamos &(T,}) =0 Vi < A Pelo Lema 2.4
temos 5 (Ty) = 0. Asim & (Ta) =0 VA € A

Agorasejaf & {.Y(R[X, ?7]) Sed € Aétalquef € Ty, temos que f pertence
a ofRX, D] N T, =a,(T,) =0 eo Lema estd demonstrado.

Como conseqiéncia desse Lema conseguimos o seguinte resuliado, o mais

importante deste pardgrafo.

TeEOoREMA 2.6 — Se o é um radical hereditdrio e admissivel tal que o < v, entfo
«(RX, D)) = (a(RX, D)) N R) X, D]

Prova ~ Sendo

a((R / (e (®X. ) n R)) X, @]) N (R / («(®X, 7)) n R))
o a(ﬁ[x, 1/ («(RIX, D)) 0 R) [X,'D}) N (R / (o(RIX, D]) 1 R))
= (a(R[X,D]) /(e (®[x. D} n R)[X,’D]) N (R / («®X, D) n R)) ,

segue-se da Proposicio 1.1.8. que

a((ﬁ / (a(®X, D)) 0 R)) [K,D}) N (R / («(RIX, D}) 0 R))

= (o(RIX, D)) N R} / («(RIX, D) N R) =0,

Entdo, com apoio no Lemsa 2.5, temos a((R/ (a({X,D]) a R)) X, ’D]) = {,

ie., a(R[X,TD}/ (a-‘(R[XEI’]) N R) {X, ]) = 0. Disso, e por ser @ um radical,
obtemos a(R{X, D

) € (e(RX, D)) 0 R)[X,D}. Também, sendo (a(RIX, )
AR} [X, 7] € a(R[X

X, D)}, € obvio que temos = igualdade desejada.
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COROLARIO 2.7 ~ Seja o um radical herediténio e admissivel tal que ¢ < 7. Se £
é um K-dlgebra de Lie que possui a propriedade (s}, entdo
efR*L)= {ofRx Ly N R} * L.

Finalmente observamos o seguinte. Sendo os radicais L, J, G, £, e s here
ditdrios, admissiveis e menores on iguais a em 7, o Corolério 2.7 € aplicdvel a todos
eles, Assim fica claro que o Coroldrio 2.7 estende, de certa forma, os resultados
de Bergen-Montgomery e Passman ({3], Proposi¢io 2.6 ¢ Coroldrios 3.4 ¢ 3.5) e 0

Teorema 2.8 estende o resultado de Ferrero ([9], Teorema 3.2).

3 — O c-radical de R{X,A) ¢ nm Ideal Estendido do Anel R.

(3 objetivo principal deste paragrafo é mostrar que o a-radical do skew anel
R(X,A} é o ideal estendido I{X, 4}, onde I = a{R{X,4)) NR. Sendo mnitos dos
resultados prévios similares aqueles do pardgrafo 2, néo entraremos em detalhes em

algumas das demonstragoes.

Seja (R,.4, 1) um anel com auntomorfismos e consideremos o anel R(X,.A4},
Para cada A € A considerernos a familia (V) = {I « V,:1 é A-invariante}.

Dado um radical o, definimos, para cada A € A, a fungio &, :S{V,) —

I(Vy) por dr(l) = o(I(X,A) NI, VIe S(V))

(¥ fato de gue A & B é uma extensBo liberal da C-dlgebra A, sempre que B

sejs uma extensdo Galoissiana finita do anel comutativo C, serd muito usado no que

segue.

Suponhamos que R é uma C-dlgebra. Neste paragralo, H denota o isomor-

fismo de V3 {X,4) ®. B sobre (V) ®&; B) {X,A4), considerado no Teorema 1.3.10.

LEMa 2.1 ~ Seja B uma extensio Galoissiana finita do anel comutative C, e supe-
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nhamos que R seja uma C-dlgebra, Se B é livre como C-médule e o 4 um radical

admissivel, entdo

H
Gx41(Vag:) ®eB = @1 {((Vag1r ® B){Kagr,0041)), paratodo X € A
PrOva ~ Para qualquer A € A, temos que

Grs1(Vagy) ® B = (a(le(x,A)) A VH}) @, B
= (a(V;_H(X,.A}) O B) A (Vas1 @ B)
= (@(VA(X,4)) € B) N (Va(Xat1,0341) @ B)
Mas, usando ¢ Lema 1.2 de [9], prova-se facilmente que
a{Va{X,4)) & B = o(Vi(X,4) & B),
pois Vi {X,A) ® B ¢ uma extensdo liberal de V) {X,4) e o & admissivel
Em conseqiiéncin desses fatos temos,

&A+1(V3+1) &. B= a(V;\{X,A)) Be B) r (VJ\<XJ\+1,0‘,\+1) Re B)
E a((Vy @ BY(A) 0 ((Va @ B) Kasr, o0t 1))

= &y 41 {(Va @ BY (Xny1,0a41))
o gue prova o lema.

Sejn p um nidmero prime. A fim de provar que v{Z,{X}} = 0, suponhamos

U= Z,, oy=id, YA & A, ¢ o=, oradical superior.

Primeiramente observamos o seguinte. Mesmo que v nio sejn um radical
admissivel, podemos provar, semelhantemente ao Lema 3.1, o seguinte resultado:

Se ¥ denota o corpe com g = p™ elementos, entfo

1iVasa) @Z{p F, = :YA+1((V,\ ®Zip Fao) {XA-H)) .
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Este resuliado particular é usado no seguinte,

Lesma 3.2 - Seja A € A tal que A > 1. Se #,(V,] = 0, pars todo ¢ € A tal que

¢ < Ay entdo Fi(Vy) = 0.
ProvA - Seja f € (Vi)

Caso 1: & € wum ordinal ltmste. Nesse caso V) = U V, eexiste um ¢ < X tal que
s A
feV, Porissof € 4,(V,) etemosf= 0 pela hipdtese.

Caso 2: XA = p+ 1 € um ordinal sucessor. Nesse caso V) = V, (X, 11,0,41) €

m
podemos supor § = Z vi XL“!_ y com vy € YV, {pois 7x(V,]) é um ideal de V).

12
Se supomos £ 0, entfo, usando a hipdtese, podemos considerar v, # 0 e

m > 1 minimal com relacho & propriedade de que f € (V).

Se F, é o corpo com q = p™ elementos € H é o Isomorfismo de V,(X) Sz, Fq

sobre (V, Sz Fo) (X}, entdo g = H{f @ 1) pertence & 7,4, {{V, Sz, Fo) (X, +1))

1T
e g = Z(x'i®1)Xi,+1 com Vv, @1 % 0 e m>1 minimal.
iz O

Sejam 7o, 7, ..., #m m+1 unidades diferentes em ¥,. Se, para cada
i € {0, ...,m} consideramos o sutomorfizmo ¢ de (V, ®z F) (X, 41}
definido por ({a) =8, Ya € ¥V, @z, Fo, e §{Xp31) = X4, entdo
G (41 (Vs 87, F) (Xp11)) = Bur (Vs @7, Fo) (Kpa1)).

Assim By =  (lg) pertence s F,5((V, @EF Fo){X,e1)) com
m

hy = E 1?; (v ® 1) i:—i-iv ¥ jcom 0< j € m. Desse modo, procedendo
tom £

como na prova da regra de Cramer, concluimos que A({vy, & 1} X7, esta no con-

janto %, ({V, @y, Fa) (X4 1)) {onde A = 13 {(m — n;) é uma unidade de F).
3 1 3

Daf temos que vy, ® 1 € F,41{(V, Bz, Fol(Xo41)) e 0# v € 5a(Vy), isto

&, %l V,) = (Vi) NV, # 0, o que contradiz a hipdtese. Assim f= { e provamos
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que "’}A(_V(g} = {},

Se consideramos ¢ ideal M do anel Z,(X), gerado pelo conjunto {X, — 1:
A € A*}, temos que Zp(X)/M & um corpo finito ¢ assim y{Zp(X)) # Zp(X).
Por isso e usando o fato de que ¥(Zp(X)) 0 Zp é um ideal do corpo Zj, tere
mos necessarianmente T(ZP(X}) N &y = 0, ie, %{Vg) = 0. Usando esse fato, o
Lema 3.2, e indugic transfinita sobre A € A, X > 1, prova-se sem dificuldade que
Fa{Va) =0, ¥ € A Logo segue facilmente o

TrorEMA 3.3 ~ Se p é um nimero primo e X = {X),:A € A} é um conjunto de

indeterminadas, entdo v{Z (X)) = 0.
CoROLARIO 3.4 — Seja R uma Z,-dlgebra. Se o é um radical tal que o € v, entéio
5’3+1((VA X Ep) (Xg+1,63+1>) = &)\+1(VA+1) ’ para tado A € A

Prova - Seja A € A. Sendo (Vy x Zp) (X, A)/ Va(X,A) = Zy{X), usando o
Teorema 3.3, seque que o{{(Vy % Zp) (X,4)} = o{Vi(X,A}). Com isso,

dx1 (V2 % Zp){Xas1,0041))
= a((Va x Zp) (X, A) N ((Va x Zp) (Kns1,0041))
= o(Va(X,A4) 0 (Vi x Zp){Xas1,0041)) -

Mas o{V,(X,4)) € Vo(X,A). Logo

{i‘)“’i‘]((‘fl ~ z?) (Xe\-%-l:g?\-i-i}) - C!f(v,\(x,ﬂ)) i ?9?;".{,.1

= o (Vi (LAY 0V,

P Sk
(i I R R

= &r41{Vag1).

Sela p wmn nimero primo ¢ A € A. Se o ¢ um radical hereditdrio, prova-
se sem dificuldade que &3 (1) = & (Vinl, Y1 € 4(V,). Também temos que
(Vatp (Xss1:0441) é um idenl do anel V431 (Proposigio 1.3.8). Em visto disso

tudo, fica claro o seguinte
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LEMA 3.5 - Seja p umn ndmero primo e A € A, Se « é um radical hereditério,

entdo &y 41 {({(Vajp (Bas, 00 41)) = @ 1(Vag 1) 0 (Vajp Knpr, 00 41)

Se ¢ é nma ralz m-ésima primitiva complexa da unidade, entio Z[(} é uma
extensio Galoissians finita de Z. Por isso, se A é umas Z-glgebra, A®, Z{{] é uma

extenséo liberal de A. Usamos esse fato no que segue,

LEMA 3.6 ~ Sejam R uma Z-dlgebra e { uma raiz m-ésima primitiva complexa da

unidade. Se o é um radical admissivel, entfo

&A-i-l((v-k ®y ZiKN (XA+1;C’A+1}) = &y 41{Vas1), YAieA.
PrOVA — Se A € A, temos

ﬂfk-;-z.((v &7 Zi¢ ]) {X,\+3,0A+1}) NVyig

= ((Vx ®z ZIKN X, 44}) ((Vl ®z Z[(]) (X.\-;-isﬂ'i-i-l)) N Viags

= of (Vs 87 ZI) (K, 4)) 1 Vags (Va € Va @7 Z()
= ((v\ &5 ZILN (X, A)) AVAIEA) N Vasr  (Vagr © VX, A4)
= a(Vi(X,4)) N VHI (« & ndmissivel)

= d&a41{Vas1) -

Mesmo que v nfo seja admissivel, podemos provar que, quando R = Z,
ff((\f} ® Z[(]) {X)) A (Va{X)) = ~(Va{X)). Daf seguindo um procedimento

similiar & demonstracio do Lema 3.6, podemeos provar que
"?‘A-g-l((VA @y Z) (X +1)) AVE+1) = g1t (aEa 1)), VA €A,

Isso € usado para provar um resultado andlogo a0 Lema 3.2 paracanel R = Z, e

assim pode-se deduzir sem dificuldade que v{Z{X}) = 0.

A prova do seguinte resultado é quase wma repetigdo do aprova do Lema 3.2

e por isso omitiremos varios detalhes,



43

Prorosigao 3.7 ~ Seja A € A tal que A 21, e seja o um radical hereditédrio,
admissivel tal que @ < v, Se &,{V,} = 0, para todo ¢ € A tal gue : < A, enido
&'A(V’},_} = {.

Prova - Sejan f € &,3(Val
Caso 1: A € wmn ordinal mife. Aqui procedemos como no Lema 3.2,

Case 2: X = p+1 € um ordinal spcessor. Nesse caso Vy = V (X, 1,0,51). Se
sapomos { # 0, entdo, como na prova do Lema 3.2, podemos considerar f da forma
m
= Z viXi,+1 com vy, # 0 e m>1 minimal,
t= 0
Caso 2.1: existe 0 # n € Z 1ol gue npy, = 0. Como na prova do Lema 2.4, podemos
considerar um ndmero primo p tal que pf =10, e portanto podemos supor que R é
uma Zp-dlgebra. Mais ainda, o Corolirio 3.4 permite supor que R contém o corpo
L.

Consideremos o isomorfismo H de V,({X,A4) 7. ¥, sobre (V, &z, F ) (X, A}
{Teorema 1.3.10} e os automorfismos § de {V, ez, FolX, 41,0, .41), determinados
por m-+1 unidades 5,91, ..., 7m de F,. Dagui em diante procedemos como na
prova do Lema 3.2 para obter que 0 # vy € G,{V,}, isto €, chegamos a uma

eontradigdo & partir da suposigio de que f # 0.

Caso 2.2: nvy, # 0, ¥ 0% n € Z. Nesse cagso podemos supor que R contém o
anel dos inteiros Z. Se ¢ é uma ralz {m + 1}-ésima primitiva complexa da unidade,

entdo f € 4,4, ((V‘, Sy ZiKhH (Xp%*hap*;}) (Lema 3.6},

Tomando m-1 unidades #g, ..., mm de Z{{}, podemos provar, como no
Lema 3.2, que Alvy, ® 1)XTy,; € c'ip.m((‘ef’p Gy Z]) {XP+1,%+3}) (onde
A= U {5 — )

i}

Agora consideremos a extensto Galoissiana @ {() de @, e consideremos os m
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@ -antomorfismos By, ..., fum de © {(), definidos por £i(() = ¢ {1 <1 < m).

Seja & = Bi{A) ... fm(A). Uma vez que F{Z[(]) C Z[(], temos Fi{A) €
Z[(}, Yicom1< i <m. Logo§ € Z[{]. Mas é € @ {{}¥ = @ {onde ¥ é o grupo
de Galois da extensto Q{{): @ ). Logo 6 € Z

Como (Ve @ 1JX7,, € c'ip_,_l((Vp ® ZIC]) (XP+1,UP+1)), vem que
BV XP, € 8,41{(Vpyr) (Lema 3.1). Logo 0+ fvm € &p13{Vo41) OV, =

&4{V,}, o que também é uma contradigfio.

LEMA 3.8 ~ Seja o um radical hereditario, admissivel tal que o« £ 7. Se
afR{X,A4)) N R = 0, entdo o(R{X,4}} = 0.

Prova - B andloga & prova do Teorema 2.5.

Agora podemos provar ¢ resultado central deste pardgrafo, da mesma maneira

que o Teorema 2.8,

TorrEMA 3.9 — Se o € um radical hereditario admissivel tal gue o < ~, entio
¢ (R(X,A)) = (af(R(X,A}) n R.) (X, A) .

¥ claro que o Teorema 8.9 é nplicdvel aos radicais L, £, J, €, e 5.

4 - Sobre os Ideais o RX, P nR e o(R(X A)) OR

Sejs S qualquer uma das extensdes R{X, D] ou R{X,4) do anel R, ¢ seja o
um radical hereditdrio admissivel tal que & < +. Segundo os pardgrafos 2 e 3, para
conhecer realmente o radical 8}, é suficiente conhecer ¢ ideal o{S}) N R. Assim
apresentamos a segulr alguns resultados gue fornecem informagdes do ideal 2{8) MR

para certos casos pariiculares do radical o,
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Primeiramente seja, £ wma K-dlgebra de Lie que age sobre o anel R como
K-derivagdes, Lembremos que um L-ideal I de R {que denotamos com Tac R} é um
ideal tal que d,{1) €1, V2 € A. E claro que, se I e J sao L-ideais de R, entdo
I+ In] e 11 também o sdo.

Como em [14] {pég. 194), definimos, paras cada ordinal f, o L-ideal Dr(f)

Como segue:
0, se ff =0
Z{I 4 R:Existen > 1tal que I* ¢ DB — 1)},
Dr(B) = 4 se § é um ordinal sucessor
E Dris} , se # é um ordinal limite .
L s < 8

As seguintes propriedades sfo evidenies:
(1} Drif) = U Dr({z), se 8 é um ordinal limite;
1< g

(2) Duly) € Drif), ¥ < B;
{3} existe um ordinal £ tal que Pr{f8) = Pr{{), para todo crdinal # tal que § > £.

Assim podemos definir, sem ambiguidade, o radical £-primo do anel R como
segue. Se £ £ um ordinal tal que Pr{B) = Prlf), V 8 > £, entho o £-ideal Lc(R)
= D (£}, de R & chamado o radical £-primo do anel R.

Um L-ideal P de R é dito L-primo se para guaisquer £-ideais A e B de R
tais que ABCP, se tem ACP ou BCP. O anel R é dito L-primo se o ideal zero 0
de B é L-prima.

Sejarn I um L-ideal de R e dy:R/I — R/I (A € A) »s derivagdes do
anel quociente R /1, definidas por da{r + 1) = da(r) + I, ¥r € R. O ideal J/1

do anel B /1 é um L-ideal se, e somente se, J é um L-ideal de R,
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{ seguinte ¢ um dos resultados importanses deste pardgrafo.

TEoREMA 4.1 — Seja L{R = £) o radical primo do anel do operadores diferencias

Rx £, O Lideal LR *= L3N R de R ¢ igual:
{i] & interseghic dos ideais £-primos do anel R;
{ii} a0 radical L-primo Lc{R) do anel R, ¢

{iii} & intersiccdo dos L-idenis I de R tais que o anel guociente R /1 néo tem

L-ideais nilpotentes nic nules.

Prova — Denotemos com 1 a intersecciio dos ideals L-primos de B, ¢ com D a

interseccho dos L-ideais I de R taiz que R /I ndo tem L-ideais nilpotentes nio nnlos.

Dy € Lg{R): Se para cada ordinal 8, definimos o ideal Ng.z{8) de R* L como

Begue:
( se § =
Z{I QR * L:BExisten > ITtalqueI® C Ny, (8 - 1)},
Nroclf) = 4 se 7 é am ordinal sucessor

Z Np, g}, se A é um ordinal limite .
¢ B

entdo existe vin ordinal n gue define o radical primo L{R « £} = Nr.e(n).

Usando inducfo fransfinita, prova-se sem problemas que Np. () N R =

Dr{L}, para todo ordinal 3, e portanio obtem-se gque L{R = £} N R = L (R).

Disso e do fato de que PN R é wm ideal £-primo de R sempre que P seja um
ideal primo de R * £, obtemos
Dy € {PNR:P <R *» £ ¢ primo}
= {(N{P<aRxL: Péprimo}} N R



=L{Rx L) N R=Lg(R).
Le(R) C Dy Seléum L-ideal de R tal que R /I niio tem L-ideais nilpotentes néo
nulos, entdo & facil provar, usando induggo transfinita, que Dg{f) CI, para todo

ordinal 5. Dai Lo(R) CI e segue que L{R) € D,.

Do € I: Seja Q um ideal £-primo de B. Se J / Q é um L-ideal nilpotente de R/ Q,
entéo existe t > 1 tal que J* € Q. Sendo J um L-idezrl de R, entfio temos que JC P,
te., J /P = 0. Claramente, entio, Dy ¢ D,

Em continuagho apresentamos resuliados contendo informagbes do L-ideal
JR * £} 1 R de R para certos anéis de operadores diferenciais R+ £, O leitor

interessado nas provas pode consultar as respectivas referéncias.

Prorosigao 4.2 — Suponhamos gue K sejs um corpo de caracteristica zero, e
denotemos com J{R = £} o radical de Jacobson do anel de operadores diferenciais
R * £, Se para cads ideal primo minimal P do anel R se tem gue todo ideal nfo nulo
do anel quociente R / P tem um elemento regular {de R/P), ento J(R*» L) N R =
Le(R).

Prova - Ver [3], Corolério 3.4,

PropOsSiCAO 4.3~ Seja K um corpo. Se R & um anel que satisfaz uwms das seguintes

rondiches:
{i} R é noetherianc & direita,
{(ii} R é uma p. 1. K-dlgebra {com K de caracteristica zero},
{iii} R nao tem elementos nilpotentes nao nulos,

entfio J(R = £} N B € o maior nil L-deal do anel R.
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Prova - Ver 3], Coroldrio 3.5.

Agors seja (R, A, I{} nin anel com antomorfismos. Se, para cada ordinal 4,

definimos o ideal A-invariante Ar(/J) de R como segue;

r{}r SEﬁmO

S {1 aq R:Existen > 1tal que I" C Ag(B — 1)},

Ar{f) = 4 ge 3 é um ordinal sucessor

S Ar(y), se # é um ordinal Limite ,

\ i

entdo podemos provar que Ar{n) € Ar{f), V7 < 8, e existe um ordinal £ tal
que Ap(f) = Ar(£), ¥ 5 > £. Entdo definimos o radical A-primo do anel R como

o ideal A-invariantie L4(R) = Ag(&).

U ideal A-invariante P de R é dito A-primo se, para quaisquer ideais A4-
mvariantes AeBde Hiaisque ABCP setem ACP ou B C P. O anel R é chamado
A-prims se o ideal zerc 0 de R é .4-primo.

Anslogamente a0 Teorema 4.1 podemos provar sem dificuldade o segninte

resultado também importantie.

TEOREMa 4.4 - O ideal A-invariante L(R{X,4)) N R de R é igunal:
{1} & intersecfo dos ideals A-primos do anel B;
{ii) =no radical A-primeo L4(R) do anel B;

(i1} & intersegdio dos ideais A-invananies I de R tais que o anel guociente

R /1 n&o tem ideais A-invariantes nilpotentes nfic nulos,

Finalmente consideremos o ideal s{R{X,.4}} N R, onde s é o radical fortemente

prime, & os automorfismos de A commutam entre si.
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Setamy P oe 1 ideais do anel R tais que 1€ P Um snsvlador mddulo P
{& esquerda} pere J ¢é um subconjunto finite F de | tal que, se r é um elemento
de B que satisfaz rfF C P, entdo r &€ P. No que segue nés omitiremos a expressfo

“& esquerda”.

Um ideal P de R é dito fortemenie primo se todo ideal I de R tal que I¢ P
termn um insulador mddulo P. Um anel R é dito fortemenie primeo se o ideal zero 0

de R é fortemente primo {{12]}.

G radical fortemente primo s{R) do anel R é definido por
(R} = N {P <« R:P éfortemente primo} .

Analogamente, para um anel com sutomorfismos (R, A, ¥}, podemos definir
o segumte. Um anel A-invariante P de R é dito A-forfemenie primo se todo ideal
A-ivvariante I de B tal que I1¢ P tem um insulador médulo P. Um anel R serd

chamado A-fortemente primo se o ideal zero 0 de R é A-fortemente primo.
Definimos o radical ,A-fortemente primo do anel R por
sA{R) = N {P « R:P ¢ {ortemente primo} .
£ importante observar que a condigiio I ¢ P nas definigGes anteriores pode ser
trocada pela condico equivalente P ¢ L

Lesta 4.5 ~ Se P & vin ideal fortemente prime do skew anel B{X 4}, entdo o ideal

A-invariante PR de R é A-fortemente primo,

PrOVA ~ Sel é um ideal A-invarisnie de Rtalque I ¢ PNR, entfo (X, 4} ¢ P, logo
HX,.4) tem um insulador F médule P. Seja F = {0y, ..., oy} com a; = Z a..g.i) X7,

onde a,g} € 1, ¥ ¥ i, e consideremos o subconjunto finito A = {a,f-,f} 1, ¥} de 1,

Ser € R étal que tAC PR, entdo é claro que 1FC (P n R){X,A) CP e
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portaato r € P. Assimer € PNR e A é um insulador médulo PR para I Em

consegiitncia fica provado que PN R ¢ A-fortemente primo.

Na provae do seguinte lems usaremos o Lema II1.4.3 que serd provado no

Capitulo [IL

Lema 4.6 — Suponhamos que os automorfismos de A comutam entre s, e seja Q
um ideal A-fortemente primo do anel R. Se P é um ideal de B{X,.4} que é maximal

respecto da propriedade PN R = @, entdo P é fortemente primo.

FProva —Se Py é oideal de (R / Q) {X,.A) imagem homeomorfa do ideal P / Q(X, A},

entdo Py é maximal com relagio & propriedade de ser (R / )-disjunto, e
RXA/P=R/Q XA /Py .

O ideal Py é prime, pois o anel R / Q é A-fortemente primo. Entio segue do

Lems I11.4.3 que Py, e portanto P, é um ideal fortemente primo.
Agora estamos em condigbes de provar o seguinte resultado importante.

TEOREMA 4.7 — 5e o8 automorfismos de A comutam entre si, entéo S(R(X).A}) NnR
=s4{R).

Prova — Se P é gualquer ideal fortemente primo do skew anel R{X A}, entho
s4{B} € P N R (Lema 4.5). Porisso s4{R) C s{R{X,A)) n K.

Sein 03 auslguer deasl A-fortemente primo do anel H. Se P & um idesl de
R{X,A} maximal em relagio & propriedade PriR = Q, entdo s(R{(X,4)) ¢ P
(Lerna 4.6), e, em conseqgiiénela, s{R{X,4)) N R C Q. Sendo Q arbitririo, obte-
mos s{R{X,A}} N R C s4(R) e a igualdade procurada segue.
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5 — o a-radical do Anel §, = B{¥X;, 5] - X, o0

Para um anel com automorfismos (R, A,U), onde 4 = {04, ..., o,} é finito,

consideremos os skew anéis de polindmios: So =R e Sy =8 1{Xy 0/, 1< £ < 1,

Para cada £ € {1,2, ... n} consideremos o conjunto

M8} = {1 « 84 : 186 A~ invarianie} .

Dado um radical @, definimos, para cada £ ¢ {1,2, ...,n}, a fun-
¢iio Gy H(Sg) ~ H(Se) por &4 (1) = o (X, A NI, VI € H(S,).

Sejam o um radicale £ € {1, ..., n}. E rotineiro provar que:
(a) 64(8s/6(8s) =0,
e (b} Se 6/(S¢) = S¢, entho 6¢(S, /1) = 8¢ /1, VI € H(S,).

Também, se o é hereditdrio, entho &(I) = &(S) N1, V1 ¢ H(S). Como
consequéncia, Gy {Q,g{I}) = & (1), Y1 € HIS).

O seguinte resultado generaliza um resultado conhecido de Szdsz ([22], Teo-

rema 1.11).

PrROPOSIGAD 5.1 —~ Sejam o um radical, £ &€ {1, ...,n}, e © C H(S,). Se
&(Sc/Ty =0, V1€ O, entio&:(Se/ ) 1) = 0.
¢ @

Prova - Sgja M = m I e suponhamos que &4{S, / M} # 0. Nesse caso existe um
te®
ideal J emn H(S:) tal que MG J e &{5,/M] = J/M, Portanto existe um ideal

I € ©tal qued /M ¢ I/ M.

Néo ¢ dificil provar que {J /M) /K 2 J /(3 N 1), onde K ¢ um kernel do epi-
merfismo w:J /M — J /{J 0 1g). Sendo &, {J / M) = &,{&: {8 / M)} = 6,(S, /M)
=J /M, temos &I /(I N L)) =3/ 0 L)
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Comeoe consequéncia disso, uma vez que (J + Ig) /I = J /{3 N Iy}, temos

(34 10) /1o 2 G0 ({3 + To) /1o)
= o (T + 1) /1o) [XAT) 0 (3 + To) /o)
C o{(Se /To) [X,A]} N (Se /[ To)
= &¢(8¢ /1o)
= .

Portanto JC Ip e segue que J/M ¢ I5 /M, que é uma contradigio.

O resultado seguinte mostra que, quando o radical e & hereditario, as fungdes

&; comportam-se como ragdicais.

ProPOSICAG 5.2 - Sejn £ € {1, ...,n}. Se o € um radical hereditério, ento
Fe(Sy) = N T € H{Ss) @ &5, /1) = [}} .

Prova ~ Denotemos com D o ideal intersecgio N{J € H(S;):4:{S:/3} =0 }.
Clomo &, (Sl /fk’,g(Sg)) = {), temos D C &:{5¢). Por outro lado,

ae(S) /D = (a(S:[X,4) 1S} /D
= (a(:[%.4)) / DIX,A}) 1 (S¢/ D)
= (S [X,A]/ DX, A]) N (S, /D)
= o (8, /DY X.A) N (8, /D)
= &S, /D) .

Mas pela Proposicio 5.1, &:(8,/ D} = 0. Logo &Sy} €D ¢ s igusldade

&e(Se) = D segue.

Conforme fol feito nos pardgrafos 2 e 3, podemos provar os seguintes resulta-

dos,



53

Seja o um radical e suponhamos que R é uma C-dlgebra. 8e +{C} = 0 e
o <y, entfo & ((Se.1 % CY[Xp o6} = &4(8¢), ¥ £com 1< £ < n. Também, se
B é nma extensio Gealoissiana finita de C, H é o isomerfismo do anel §; @, B sobre
o anel (8,1 @« B)[X¢,0¢, e o radical o é admissivel, entdo &,(S¢) ®. B &
&e((Se-1 @ BY[Xeyou]) e &((8¢-1 ® B)[Xe,04]) NS¢ = 6¢(S), V£ com

1< { < n
Usamos esses resultados para provar a seguinte

PrOPOSICAO 5.3 — Seja o um radical hereditario, admissivel tal que o < 4. Se
£ € {1, ...,n} satisfaz &(S,) # 0, entdic existem m, s nas condigdes 0 £ 8 € §,_ 4,

m>1 e sx € &S,).

Prova — Dado que (S} # 0, existe um elemento néo nulo f = Z s XL € GelSe),
i=0
coms; € 5.5, Yi€ {1, ...,m}
Sem = 0, entio § = sp # 0, 8o Xy € é&,{S;) e o resultado segue. Noutro

caso podemos escolher m 2 1 minimal.

Caso 1: erssfe ym u € Z ndo nulo lal que usy, = £ Se 0 £ u € Z verifica usy
= @}, entho podemos escolber um primo p tal gue pf = 0. Assim ps; = 0, Vicom
0< 1 < m,isto é,f € (S¢1)pXe, 06], & por ser o hereditério podemos supor

f € &{(S:-1)p Xe, 0¢}). Logo podemos supor que o anel R é uma Z,-dlgebra.

tlsando as observacfes anteriores u esta Proposicho, temos que f perfence ao
ideal &¢{(8c~1 x Zp}{Xe, a;}) e podemos considerar que R contém o corpo Z,.

Também, se F, denota o corpo com q = p™+! elementos e g = H{f ® 1), entéo

i1
g € & {{Se-1 ®Z’lp Fo) Xey0¢]) comg = Z (s; @ 11Xi.
1=0

Sejam 7y, ..., By m-+1 unidades diferentes em Fy e (0 < § £ m)

os automorfismos de (S;-; ®y Fq) [X;,0¢], definidos pelas condigdes (j(a) = a,
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Va & 5.y &z, Fqo e (X} = {1 © 5)X,. Procedendo como na prova da

Proposigiio 8.2, pode-se verificar que (sm @ 1)XP € ({81 €5 FolXe,oe]), e
P

portanto s, X?I & éfg(s;) com :}’3 Sy € S(w'l‘

Caso 2: way, # 0, Vu & Z ndo nulo. Nesse caso podemos supor que R contém o
anel dos inteiros Z. Se { € uma raiz (m + 1}-ésima primtiva complexa da unidade,

entfio, pelas ohservagdes prévias, f € &, ((Sg -1 @y Z[C]) [%e, ac]).

Se 9, ..., ¥m 880 m+ 1 unidades diferentes em Z[{], entfo, como no caso
1, podemos provar que (sm ® 1) X7 € & ((51_1 ®z Zi) X, 0‘(]), e portanto
B X7 € @4(8¢) com 0 # 8, € 5,1, ¢ a prova estd completa.
Seja & um radical. Se, para cada £ € {0,1, ..., n—1}, definimos o conjunto
Be={s €S : sXpp1 € &r31(Seqr)},

entdo nio é diffeil provar que B, € H(S;}, Vfcom0< ¢ < n ~ 1.
A seguinte definicio é devida a Stewart ¢ Watters ([21], sec. 3).

Uma classe de anéls primos P é dita rigida se for satisfeito o seguinte: se §
£ uma extensdo prima normalizante do anel R ¢ P é um ideal primo minimal de R,
entio B/ P € P se, e somente se, 3 € P, Os radicais definidos por classes de anéis

primos rigidos sfo ditos rigidos.

Em consegii®ncia, um radical rigido o estd definido por uma certa classe de

anéis primos P, ie, R} =0 {P ¢« R:R/P & P}

Prova-se que os radicais rigidos sio admissiveis ([21], Proposicio 3.3}, e que

os radicais L, J, §, e £ sho rigidos ({21}, Exemplo 3.4}.

No que segue usaremos o fato de que R[X, AJX; = X R[X. 4], Vfcom 1K
¢ < n {Proposicio 1.2.2).

LeEMA 5.4 - Seja o um radical hereditédrio rigido tal que o < . Se £ € {1, ..., n}
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é tal que Br.y = 0, ent&o &4{S¢) = .

Prova - Suponhamos que &¢(S;} # 0. Devido & Proposigéo 5.3, existe um elemento
naonulos € S,y eumm>1tais ques X € &,{8,). J4 que B, _; = 0, podemos

escolher um m > 2 tal que s XP € &((5:) e sXP71 & &(Se)

Seja P a classe dos anéis primos que define o radical rigido «. Como &,{5,) =
a{R[X A]} N S, existe um ideal primo P do anel R[X,A] tal que R[X,A] /P € P ¢
sXP~1 ¢ P. Mass X' RIX, A1 X, = sXPR[X.A] C P (pois s XP € P). Logo
X, € P e Bs_1 # 0, 0 queé uma contradigio.

TEOREMA 5.5 ~ Se o é um radical hereditdrio rigido tal que o < v, entdo
&;(S[) = (5{1(3() £ 53_1) & Bg,,,,‘l [X{,G‘{]Xf N Y £eom 1 g £ g i .

Prova —Sejn € € {1, ... n} edefinamos N = {6,(S¢) N Se1) @B [, 0] Xo

E claro que a soma em N & direta, e nio € dificil provar que N é um 1deal de

S¢ contide em &.(S¢).

Provaremos que &,(S, / B¢ .. 1 [X¢, 0¢]) = 0. Com isso, e usando a Propesigao

5.2, obtemos que &,{8/) © Beoi X 00]. Assim, se f € &.(5:}, entéo podemos
escrever f = » by Xjcomb; € Biop VieomO0< i< u Sgag= 3 bX
ta eS|

Comog € 64(5¢), bo=1—~g € &{S¢) N Broy. Mas g € By [X¢, 0] Xs. Logo

{= by + g € N, como querfamos provar.

Agora, sabemos que S; /By [Xe,0¢] & (See1 / Be—1) X, 7] (Proposigio
1.2.6}. Entdo, para provar que a; ('Sg /B Xy, Ug]} = {3, é suficente provar qQue o

conjunto
W= {I 4+ Bro1 €S /B4 Bio) X € 5{5((&4/&-1)(3{:,63])}

é nmulo {Lema 5.4).
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Sete T 4 Beo oy um elemento de W, Entéo
(r+ B, 13X € &{{8-1 /B )X o) Cal(8e1/Bea) XAl

Se P é a classe de andis primos que define o, e P & um ideal prime do anel

RIX,A] tal que R[X, 4]/ P € P, entéo
B4 R{X,ﬁ] Xe= Be1 Xy R[X,.A]
G (S} R[X,A]
¢ o{R{X,A})
CP.
Logo B,y C Pou X, € P,
Se By € Pentio By [Xo,00] C P etemos que
((S~1/Be-1) [X,A]) /(P /By [X,A])
o (Sg..._i [X,A] / Be.: [X,.AD / (P,/Bg_ 1 [X,A])
= 81 [X,A4] /P
= R[X,A] /P € P.

LQgG (}'((Sg«, 1 / Eg - 1) [X)A]) g P / B{M 1 [X,A}. Assim (Z‘ -+ Bg o 1) Xg <
P/Bg_.l [X,.A], 1sto é, I‘X( e P

Se X¢ € P, entdo também 1 X, € P. Em consegiitneia r X, € o(R[X,A]} e

dairX; £ o{RIZ.ADN M S = 8,05 ) Assimr € Byoy e r+ By =0

Seja o um radical. Para £, ..., 4 € {I,...,n} com # < £ <
< £y, definimos o copjunto Ay, ¢ = {r € R:rXy, -+ Xy € R, A]) } Segue
facilmente que Ag,, . ¢, € H{R).

LEMA 5.6 ~ Seja o um radical hereditério rigido tal que o < 7. Se a(R{X, A]} # 0
entho existem £, ..., £, € {1,...,n}talsque dy < --- < ¥ e Af, . 4 F 0
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Prova - Temos que R[X, 4] = S,. Logo da hipStese &,(8,) 5 0. Pelo Lema 5.4
Bua.1 # 0, le, existe s € 553 néo nulo tal que s X, € &,(8,)
Ses € B, entdos € A, etemos que A, ¥ 8. Noutro caso podemos escolher
33
& = ZS;X}Q»}_ €85, ,comb_y <n—1 5 €8, _,.1 Yiecom0<i<m,
t=e
& m> 1 minimal

Procedendo como na prova da Proposigiio 5.3, obtemos gue sy X37_ X,

pertence & o{R[X,A]), e, semelhantemente & prova do Lema 5.4, provamos que
Bm Ag, .. An € a(R[X,A]).
Sefi.i =1, entdosy, € R e 8y, € Ayn, Le, Ay, # 0. Caso contrério
L%
podemos escolher gy, == Z th}Mz com fi.2 < fioq, B € 8¢ _,-1 ¥i

=0
com 0< 1 < v, e v>1 minimal, e repetimos o procedumnents anterior. Esse

procedimento terming depois de um ndmero finito de passos, L.e., existemyr € B e
£ < - < b =ntaisquerX, ... X, € «(R[X,A]}. Portanto A;,, ¢, #0 ca

prova estd completa.

() resultado a segnir € muite importante para a provs do teorema central

destre pardgrafo.
LEMA 5.7 ~ Se o é um radical hereditério rigido tal gue o < v, entéo
afSp} € Arg, 65k .
Provs -~ Sejar € Rotal gue
(r+ Ay, 0% - X, € a((R}Al' i Xy, el .l [Xn,f.rn]) .

Sejan F a classe dos anéis primos gue definemn o radical . Se P & um ideal primo de

Sp tal que 5, /P € P, mostremos querX; --- X, € P

Se algum X; € P, entéio é claro que r Xy ++ X, € P. Assim suponhamos
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gue X; € P, ¥Yicom 1< 1 < n Como

Al, ,..‘nSn Xi Sn Snxn - J‘f‘!L],l sun X} ann
< &(Sn)

cP,
temos Ay . n CP. Logo Ay | n5. € P. Mas
(BR/Ay, ) [Xiioi] - Koyon] /[{P/A,  n8n) ¥S, /P eP.

Entéo a((R/A‘-lf ,,.!n:‘ [Xisgi.] e [angn}) g P.fﬁl, ey
Xy Xy + A0S € a((R/Ay, o)Xy, o1 - [Kn, on]), temos que
I?X1 s Xn < ?

a9y, Por isso e porgue

Sendo P arbitrdno, rX; - X, € ofS;), te, v € A _ ,, e temos

I'i‘ﬁ], - 0.

Deste modae esta provado gue

{.r+A.1, on €ER/AL  n:
{r+ Aj ,..,n)Xl e Xy € Q’((R/Al, m,n) [Xh”l] [Xmﬂn])}‘ =0.

Segue do Lema 5.6 gue oS, / A1, . nSn) = 0, e, em conseqiiéneia, ofS,) €

A-l, nsn-
LEMa 5.8 - Sejam o um radical hereditdsio vigido tal que o <+, ¢ h € o852}

{i} Seh =19 + Z 313&‘1 {com rg,8 € R),entBorg € «(S2) N R e a; € Ay,
1w i

Yieom1<1iK u

11 v
{ii} Seh =1y + Z a XL+ Z b; X4 (com 1o, 8, bj € R), entora € ofS;) N R,
i=1 ja=l
a; € A, Vieom1l<i<u, e by €Az, YVjecomiL]) < v
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Prova - (i) E consegiiéncia do fato b € 61($;) e do Teorema 5.5,
(i1} Como Sy = 8;[Xy, 03], podemos escrever
of8y) = (a{8;) N 8} @ CiXy, 0] Xy,

onde C = {f € 8,:fX2 € a(52)} ({9] Te-orema?&) Por 1sso {by, . b } G
centdo b; € A, Vjecoml1<j <, QOIHOE;DX} € af{Sg), h— Zb){;‘m

=1 jemil

rg + Z B X, € o(S2). A prova completa-se usando a parte (i) jd provada.
FE Y
O seguinte Lema pode ser provado sem muita dificuldade.
n

LeMa 5.9 - R+ 3 3 R{Xi,, 05,0 [X,,05,] Xiy, - Xy, 6 uma

t=1 14 < 2ig<n
soma direts.

Agora vamos provar o resuliado central deste pardgrafo. Esse resultado
generaliza o Teorema 2.5 de [9] e, em particular, vale para os radicais L, J, G,
& L
TEOREMA 5.10 — Seja n > 2. Se o é um radical hereditdrio rigido tal que ¢ < +,
entao

ofSn) = {o(Sa) N R) €D &P A el Koo)Xy - X

t=1 1£i1<..‘{ix5n

Prova — Definamaos

n

My = {(E'{Sn'} N R) @ @ Ai: '-'it[xil? gil] U f}*tw gi:j \‘“13 T 'Xi;. .

=1 1.Si1<.,.{it£'ﬁ'i

Pelo lema anterior M, é uina soma direta. Também é claro gque M, C a(S,,).
Agora procedemos por inducBo sobre n > 2 para provar gue o{S,) € M,.

Caso n= g ~Sejaf € a{Sy) comi= Z Z r; X§ X‘ig {fondery € R, Vij)
i¥0 j20
Pelo Lema 5.7, 1y; € A2, ViJ Loge o elemento g = Z Z rij X; X3 estd em
i1 j>1
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a{Se}. Assim b = {~g € o(8;) com b da forma h = rg + Z a; X!+ z by K‘iz,
31 =l
onde rg, &, by € R,

A prova se completa aplicando o Lema 5.8 (i1} pars esse elemento h € «{S,).

Seia m>2 ¢ suponhamos que o resuliado vale pars todo n tal que 2< n

< m - 1.

Caso n = m — Usando o fato de que 8y, = §1{X;, 03] -+ [Xmm, o] e a hipbtese de

indugfo, podemos escrever

- 1

a(Sm) = (aSa) N 8) P . Dy, L, Byson ] X, 00Xy - Xy

t=1 2L <. <y <m
onde Dy, 5, = {g € SyigXy, Xy, € a(Sm)}.
Como a{Sm) M 8y = &1{5:), segue do Teorema 5.5 que «{8,,) N 8 € M.

Completamos a prova verificando que Dy, . [%;,,¢,] - X, o ] %, - X,
C M, para gqualsquer &3, ..., com 2< 4 < ... < 3, < m e todo t com

1<t < m-— 1

Case i: ¢ = m—] Nesse caso jj = j+1 ¥ jcecom I<€ jJ < m - 1. Se
f & Do wmiXeos) o Kp,omlXe -+ X, entdo énos permitido escrever

f = (Z fg;f-{.?’n) Xy X onde ¥y € Dy, VF e osclementos ¥ € N™

sho da forme o {00y, L0, v b
V I3
Seja Iy da forma & = z X] (comr € R}, e u a unidade de R tal

i=0
que X¥ X, - X = uXy - X, XY (Coroléric 1.2.3.). Jé que 7 € Dy o, entio

fra € Dy, logo fruXs - Xy € afS,). Segue que rguXy - Xy, € ofSh),
POIS 1; Uifu) € Ay VYicom 0L i < v {Lema 57). Daf se deduz que
XX, o X € My, Y7, e, usando » aditividade em My, obtemos que f € M.
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Caze 2; f< m — J. Nesse caso temos que existe um elemento p no conjunte

{2, oomiVh, o b

Tomemos o elememto £ € Dy, IX,,e,) - X, o)X, - Xy, com

f = (Z fFX‘T) X, -+ Xj,,onde f5yr € Dy, 5, VI, e opelementos @ =
%
{1, .- s M) € IN™ siio tais que gy = O para tode j & {i;. ..., L}

Consideremos um dos fy e suponhamos que se escreve na forma fz =

W
Z&Xi, ondes; € B Vicom 0L 1 < v. Comofr € Dy, 5, e Di ..

1m i

é um ideal de Sy, temos f;u € Dy, 5, Assimg = fruX;, -+ Xj, € ofSq) com

v 1

g=s0uX;, o Xa + (3 sepraf @)X Xe Xy, o X,

(=0
Mas também temos

S = BiXp, 0} [Re, 02 [Kaso2] - [Bponop -l Xpevioprdd - By on]

Entdo, usando mais uma vez a hipdtese de indugio, podemos escrever
a{Sm} = (e(Sm) M R[XPJ‘TP])

me-1
& &8 & Eey 6, Reoa] - (R, o] X - Ky

s 1 15£1<.,.({§$m
L FPR Y]

onde B¢y, ¢, = {h € RIX;, o0} :h X, - X, € a(Sm)}-
Por isso, tendo em conta gue g € oS, ), existem elamentos

e Bleeld € By (X 00] 0 [Ke,, 00
I<<m—1, 1 <8 <~ <f<m, e &5Fp, Vi)

mo i
tais que g = ho + § % h(h’m’{s'}}ifl co Ryl
s= 1 I <L Em
G#Ep Y]



P
-0

Comparando as duns expressées obtidas para g ¢ splicando ¢ Lems 5.9, ob-

temnos que

hp = ¢

Sl Xi]_ - Xig = h(ils LEETY it-} Xil PRI Xi;
v =1 )

(Z sce101 1 (u) V):‘L! oo Xg o= BB X X X
i=0

isto é

sou = it e By X e] - (X el
Vo §
e ‘Z sepr ol L)X = RO @ By Ky o) [Ka o) e [Kis o]

£}

Daisgu € By 5, e s£+1a§+l(u) € Evi, iy YE8com 0L £ £ v~ 1,
¢, e consegliéneia, 8¢ € By, ., N R =Ay, 5, e 5 € By N R=4A; .
Yécom 1< £ < v,

Assim 7 XFX,, - X, = fpuXy, - X, X¥ ¢ M,,, Y% Por isso, usando

a aditividade em M,,, obtemos que { € M;,, ¢ a prova estd completfa.

6 - O Nil Radical Generalizado dos Anédis B*x£L e R{X,4).

Um anel R é dite completamente promo se R ndo tem divisores de zero néo
nulos. Um ideal P de R & chamado complefemenie primo se o anel quociente R/ P

& completamente primo.

Q nil radical gemeralizade N é o radical definido pela classe dos anéis coms-

pletamente primos {[7]}). Assim, para um anel associativo R, se tem
N{R)= N {P « R : P é completamente primo } .

N é um radical heredifdirio que satisfaz N < +, mas N nfo € um radical

admissivel {([9], Sec. 4}. Em conseqiiéneia disso os resultados dos pardgrafos 2,3
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5 nao podem ser utilizados para calcular o nil radical generalizado das extensdes
RX, P, RX.4) e R[X.Al. Mesmo assim vamos provar neste pardgrafo que o

nil radical generalizado dos anéis R £ e R{X,A4) é um ideal estendido do anel K.

Sejs S qualquer anel extensio de R. Be P a5 é completamente primo, entéo
é claro que o ideal PN R de R & completamente primo. Esse resultado é usado na

prova dos Lemas 6.1 e 6.4 seguintes.

Consideremos o anel de operadores diferenciais R » £, Para o apel R definimos
Ne(Ry= N {P <« R:P & um L-ideal completamente primo } .

E claro que No(R) é um £-idesl de R. Sendo que todo ideal I do anel de ope-
radores diferenciais R = £ e contrai num £-ideal INR do anel R, prova-se facilmente

o seguinte resultado.

LEMA 6.1 -~ Se R« L é um anel de operadores diferencinis, entio
Ne(RY CN{R= L) M B

LEMA 6.2 - Se Q é um L-1deal completamente primo do anel R, entdo o ideal

estendido @+ £ de R« £ também & completamente primo.

Prova — Suponhamos gue = £ nic £ completamente primo. Nesse caso existem

elerpentos f, g € B > L3\ Q » L tals que fg € Q » £,

Sejam { = }:: ay X e g= Z bp X%, Como

7L< Vo AL By

Q*E:{hch;;XFGER*ﬁi CFGQ: V;&},
F

existem vy = max {V & Votay € Q} e py = méx {F < fiy : by ¢ Q}. Sem

perda de generalidade, podemos supor que ¥y = ¥y e Ji, = H,.
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As regras de mmltiplicacio em B £ e a Proposigho L1.1 permitem escrever

fg = ay, by, X7t 70 + Z d5 X?, para certos elementos dy do anel R..

F< ¥Fo+ }Io
Dofato fg € Q * £ obtém-se ag, by, € Q. Logoay, € Q ou by, € Q (pois

{) & completamente primo}, o que € uma contradigio.

Se @ ¢ uma familia de L-ideais do anel R, entdc é rotineiro provar que

(n{l:1¢ 8}) « L.=0{lx L:1¢& O}. Esse resultado & usado no seguinte

TEOREMA 8.3 — Se R« L & um anel de operadores diferenciais, entéio
N(R =+ £} =Nc(R)» £.
Prova - Como consegiléncia do Lema 6.1, temos
Ne(Ry« £ C (N(R+L)nR) »£L CNR = L),

Por outro lado, ¢ Lema 6.2 garante que N{H = £} C F « £, para tode L-ideal

completamente primo P de R. Por isso

NR = £ C n{P = £:P o R &um £-ideal completamente primo}
= {1 {P <« R:P é um L-ideal completamente primo}) = £
= No(R) « £,

e temos o resultado desejado.

Agora consideremos um anel com antomorfismos (R, A 1§} e definamos o con-
junto
N4{R) = n {P «a R: P é completamente primo} .
E fici] provar que Ng(R) é um ideal A-invariante do ane! R. Pela razdo de
tado ideal T do anel B{X, 4} se contrair num ideal A-invarianie MR de R, temos o

seguinte
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Lema 6.4 - Para cada skew mnel R{X A} se tem N 4{R) € N{R{X, A)}) r R.

Procedendo como na prova do Lema 6.2 e utilizando as regras de muliiplicagio

em R{X, A} junto com o Coroldrio 1.2.3, podermos provar o

LEMA 6.5 ~ Se P € um 1deal 4-invariante e completamente primo do anel R, entdo

o ideal P{X, A} de R{X,.4) também & completamente primo.
Se © € qualquer famf{lia de ideais A-ipvariantes do anel R, entdo
(n{I:JedXA=n{I{XA :Jeo}.
Usando esse resultado e oz Lemas 6.4 e 6.5, prova-se o
TEOREMA 6.6 - Para cada skew anel R{X,A) se tem

N{R(X,A) = N4(R) (X, 4) .



CAPITULO 11

IDEAIS PRIMOS, FORTEMENTE PRIMOS E NAO SINGULARES
DO SKEW ANEL R(X,A)

Neste Capitulo vamos estudar os ideais fechados do anel R{X, A}, Depois,
com £5ta pogho, estudaremos os ideals primos, fortemente primos € pio singulares

do anel R{X,4), quando os automorfismos de .4 comutam enire si.

1 ~ 0 Anel Completo de 4-quocientes & Esquerda  de R.

Como em [17], vamos construir um anel de quocientes Q. Como ( herda as
propriedades bidsicas da construgéo do anel classico de Martindale, as demonstragoes

destas propriedades vao ser omitilas,
Consideremos um anel com auntomorfismo {R,.4, U}, onde R é A-primo.

Se I e J sho ideals A-invariantes ndo nulos do anel R, entéo 1417, 1J, «
InJ também sfo ideais A-invariantes n&o nulos de R, Trivialmente B € um ideal
A-invariante ndo nulo de R. Assim consideremos o filtro dos ideais de R {I a4 R:

I # 0} que, a partir de agora, denotaremos com (R},
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Seja | um idenl de R. Se 11— R é um R-homomeorfismo & esquerda, entén
denctaremos istocom { + gl — gR. Alemn disso, 2 imagem de um elementoa € 1

por T sera escrita af,

Se no conjunto A = {(_f,f}:f:a.[ — gR, 1 € G(B)} definimos a relacho:
(L5} ~ {g.Jd} se, e somenie se, existe H € G(R) tal que H C INJ e af = ag,

¥ a € H, entéo é facil provar que “~” 4 uma relacio de equivaléncia.

Denotemos com () o conjunto quociente A/ ~ e com [I,I] a classe de equi-

valéncia em Q do elemento (£,1) de A.

E rotineiro provar o seguinte. Se em (§ definimos

EN + edl=f+g1InJ
[Ehlgd] = [fo g, d1]

para tode [{]], [gJ] € Q, entdo essas operagdes estdo bem definidas e Q é um anel
com unidade [id R]. Esse anel Q serd chamado o anel completo de A-gquocientes ¢

esguerda de K.

Cada sutomorfismo ¢ € A pode ser estendido para um tGnico automorfisine

de Q, que também serd denotado com o
Benotemos com © o centro do anel § e com C4 o conjunto
Ca={ceCiolc)=c, Voedi}.
(3 geguinte resultado pode ser provado comoe o Lema 1.2 em [5]
LEMa 1.1 - Se o anel (R, 4,10} é A-primo, entdo
i} REWQ

(i1} se (II) € A entBoexisteq € Qialquesf=aq, Va € I; além disso, q € C

s¢, e somente se, { é wrg homomorfismo de R-bimddulos;
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{iii} seqy, ..., qy € Qentdoexiste] € W{R)talquelq C R, ¥Yicom1< i <n;
{iv} sejnl € B{R}). Seq € Q étal que [q =0, ou gl = 0, ento q = O
(v} Qé& A-primo e (Q, A U satisfaz a condigio {K) {ver pég. 14).

Assim, como uma das conseqiiéneias desse Lema, podemos construir o skew

anel Q{X,4). Prova-se sem dificuldade que R{X,A4) é um subanel de Q(X,4).
Qutra consegiidneia do Lema 1.1 é o geguinte

LeMa 1.2-8eq € QétalqueqR=Rq e o(gq) =q, Yo &€ A, entdo o elemento

g € inversivel em 0. Em particular C4 é um corpo.
E facil provar que, se I € F{Q}, entdo INR & T(R).
Usando ¢ Lema 1.1 e as observages anteriores, podemos provar o
Lema 1.3 ~ Se o é um elemento de Q{X,.4), entdo
(i} existe I € S{R] tal que fo € R{X,A4),
ity se H € G(R}étalque Ho = 0, on o H = 0, entéo o = 0.

No peragrafo 2 do Capitulo I definimos, para cada elemento nao nulo

o = Z ry X7 de R{X, A}, o T-ésimo coeficiente (3 esquerda) de o que daqui em

y
diante denotaremos com ¢ {a), o coeficente principal {& esguerda) de o, £epfa),

¢ o suporte (& esguerds) de o, Supppla),
Dado que o elementio « pode escrever-se na forma o = § XY 8y {com coe-

Ir
ficiéntes & diretia sy = o™ ¥ {1y}, Y ¥), é-nos facultado definir os respectivos concei-

tos anteriores também “4 direite”. Com isso fica claro que < {o) = o7 ¥{cE (o)),

VT fepla)=o” % (feg ()}, eSuppple) = Suppg(a).
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Assim o suporte de o, Supp{e). e o gran de o, 8 «, estéio bem definidos,
independentementie de considerar a representiagdc de o com coeficientes & esquerda

ou & direita.
Um ideal I do anel B{X, .A4) sera chamado H-dsgjunie se INR = 0.

Seja I um ideal R-disjunto ndo nulo do anel R(X,A4). Diz-se que um elemento
nio pulo o de 1 é de suporte minimal em J se para todo 8 € I com Supp(f)

G Supp{o) se tem § = Q.

Para cada ideal R-disjunto néo nulo I de R{X,A), definimos os conjuntos

M({l) = {o ¢ 1. & de suporte minimal em I },
Min{l} = {Supp(o):a € M(1}}.

O seguninte resultado pode ser provado sem dificuldade.

LEMA 1.4 ~ Seja T um 1deal R-digjunto néo nulo do anel R{X,4). Se, para cads
'€ Min{I} ecada ¥ € I, definimos o conjunto

©p (1} = {r € B : Existe o € I com Supp{a) =T ecE{a) =1} u {0},
entdo ©p pil) pertence & G{R) e commcide com o copjunto

fre R : Existe 8 € TcomSupp(At=Tecl(g) =r}u{0}.

2 — Ydeais Fechados do Skew Anel R({X A).

Neste paragrafo definimos os ideais fechados do skew anel R{X,A4} de forma
andloge 4 da definigio dada em 8], pardgrafo 1, e vamos provar resultados que
generalizam resultados anteriores, e portanto os resuliados de [6] para idesis fechados

de R{X,A}.
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Para cada ideal R-digjunto néo nulo T de R{X A4} definimos o fecko de I por
g = {o € R{X, A} : Existe H € $(R) tal que Ho € 1}

Procedendo como na prova do Lema 1.1 em [§] pode-se provar o

LEMa 2.1 — Se I é um ideal R-disjunto nao nulo de R{X, A}, entdo {Ilg é um ideal
R-disjunto ndo nulo de R(X,4} que safistaz IC [l ¢ Min(I) = Min{[I]r).

Um ideal R-disjunto I de R{X, A} é chamado feckade se I = B ou [flg = L

Cada sutomorfismo extensgo do antomorfismoe o € A a todo o anel Q{X .A4)

serd denotado ouira vez com .

Se 7 e ¥ sao dois elementos de £}, entdo segue da definicho de o7 e das
propriedades do produto em Q(X,A) que existe um elemento inversivel v(7%) de R
tal que 0P (X¥) = v(PP) X7, Esse fato e as notagBes
T
)

(1 oo oo i) = {fny 2o ey 5*1) & - (#‘1: Sy F‘n} = {“#12 Ty _l‘n)

sao usados no seguinte resultado.

TEOREMA 2.2 - Se ] é um ideal R-digjunto nfo nulo do anel R{X,. A4}, entdo {Ijp é
o maior ideal R-disjunto ndo nulo J de R({X A) tal que ICT e Min{l} = Min{J).

Prova — Por cansa do Lema 2.1 € suficiente provar que, se ] € um ideal R-disjunte

nao nulo de B{X 4} tal gque ICJ e Min(l) = Min{J), entdo JC {ln.
Sejau sgora J um tal idesl. Vejamos primeiro que M{J) C {I}g.

Tomemos o € M{J) com T = Supp (). Ume vez que T € Min{J) = Min(I),
existe # € M(D) tal que Supp{8) = T.
Sejam o = Z arX¥, f= Z by X7 e Ty € I Se, paracadaF €

TET __ TEer
e cadar € R, definimos u = (v{#Pal)~1 ¢

e(r,f) = o7 (by,) e — aP(B) 0770 (uraz,),
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entdo e{rf) € 1 e Suppler,F)) G I. Assim ¢(rf} = 0 e, em conseqgiiéncin,
o? by jra = aﬁ(ﬁ}g“ggiuragﬁ) €l, ¥Yre R, vz € (. Daiobtemos que Ho
CleomH= 3 RoP(by,JR € S(R), isto é, a € g
e
Agora sejam o € J, T = Supp{a} e n = [I'|. Nés vamos provar, por

indugho sobre n 2> 1, que existe H € T{R} tal que
Ha (1, para todo v € J com Supp{y} €T .

Caso n = I: Neste caso @ € M{J) e todo v € J com Supp(y) € T também
pertence & M{J} e Supp(v} = I Pelo que {oi provado antes o ideal de S(R},
H = Z R o?(by,) R, independe do elemento « e portanto satisfaz

Fens

Hy C 1, para todo v € 1 com Supp{y} =T .

Seja m > 1 e suponhamos que a afirmagio vale para todo n < m.

Caso n = m: Sejay € Jcom 7 = Z cw X’ e Supp(v) C T
¥ € Supp{vy}
Se Supp (v} ¢ I entio segue da hipdtese de induglo que existe Hy € S{R)
tal que Hy v € 1 para todo 1, € J com Supp{m} € Supp{y).

Se Supp (v} = T, consideramos um oy € M{J) tal gue Supp(ay) C T
Como Min{I} = Min(J} existe 8 € M(I) tal que Supp (F) = Supp{o; ).

Sajn 8 = 2 brX¥. Se 7o € Supp{ai) entdo, como antes, o elemento
¥ & Buppl o )

. o .

e{r,p) = o?(byplry — o?(B)e 7o (urey,) pertence 2 J e Supp {e(r,5)) C '\ {Fa},
Yre R V7 € 0 Sendo |[T\{Fo}] <m, obtemos, vsando mais uma vez 2
hipdtese de indugic, que existe um ideal L € SR} talque Lelr,p) C I, Vr € R,
YE € 8. Como # € 1, & fdcil provar que Hyy € I com Hy = Z Lai(b%) R &

FEs
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se definimos H = Hy M Hy entao H € S(R), ¢ H satisfaz
H~C1, para todo v € J com Supp(~+) C T .

Come conseqiénein de tudo, termos que, dado o € J, existe H € $(R) tal

que Hor C 1, isto é o« € [y, e a prova do Teorema estd conpleta.

Com umas prova semelhante & do Teorema 1.3 em [8] conseguimos o seguinte

resultade

CoroLARIO 2.3 ~ Se I é um ideal R-disjunto nfic nulo de R{X, A}, entéo {Ijg ¢
o menor ideal fechado de R{X, A4} que contém 1. Mais ainda, [T}jn é o dnico ideal

fechado do anel R(X,.A} que contem | e safisfaz
Min([Ilg) = Min(J) .

Seja P um ideal R-disjunto, ndo nulo e primo do anel R(X,4). Se ¢ € [P]g,
entdo existe H € (R} tal que He € P. Com isso pode-se provar que H R{X, A} C

P. Sendo P prime R-digjunto, oblemos que o € P.
Acabamos de provar a

ProPOSICAD 2.4 — B2ja P um ides] R-digjunto n&o nule de R{X,.A4}. Se P é primo,

entdo P é fechado.
Finalizamos este préagrafo com o seguinte resultado.

Froposigac 2.5~ seja Dondesl U-digiurto nio nalo do anel Q{3 A}, Se definimos
Ip = INR{X,A4), entdo Ip é um ideal R-disjunto néo nulo do anel R{X, .4} tal que
Min{lo} = Min(1}.

Prova - E claro que Iy é um ideal R-disjunto nfo nulo de R{X,A). Seja
I' € Min{lp). Nesse caso existe um o« € M({lp) tal que I' = Supp{a). Supo
vhamos que exista § € Indo nulo tal que Supp () ¢T. SeH € G(R) étalque HE
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C R{X,A) (Lemn 1.5}, entho existe um h € H tal que 0 # hd € Iy com Supp (h 5
& I', 0 gue contradiz o fato de que o € M(lp).

Assim o € M{I) e I' € Min{l}). Isso prova que Min{ls) C Min{I). Agora
seja I' € Min(I}. Sey € M{I) ¢ tal que Supp (v} = T', entio, usando mais uma vez o
Lems 1.3, provase que existe um elementc h = B tal que
0 % hy € I, E {dcil provar que hy € M({lp) com Supp(h~vy) = I, isto é,
I' € Min{lp). Logo obtemos a igualdade Min(ly) = Min(I}.

3 — Correspondéncia entre os Ideais Fechados de R{X A} e QX A4

Quando os Auwtomorfismos de .4 Comutam entre 5i.

Seja B um anel com automorfismos A que comutam entre si. Neste pardgrafo
vamos mostrar que existe wma correspondéncia um a um entre os ideais fechados

dos anéis R(X,4) e Q(X,A4) que preserva ideais primos.

No resto deste capitulo vamos admitir que R € uwm anel com antomorfismos
A que comutam entre si. Se o anel R é A-primo, entéo nio é dificil provar que os
automorfismos, que estendem os sutomorfismos de R a todo , também comutam
entre si. Como conseqiiéneia disso temos que o) (X, ) = X,, YA, ¢ € A*, e portanto

NX =X, Xy, VA€ A%
Iniciamos com o seguinte

Lema 3.1 - Seja I um idenl R-disiunto ndo mido do skew anel R{X,4). Para cads
I € Min{l) ecadsaelemento Ty € T existe um finico elemento p = p, 7, de Q(X,.4)
com Supp{p) = T, cgn {p) = 1, etalque

o = Ci% (o} p = #Cirl‘)o {a), Y o € Ycom Suppl{a}=1T.

Aldmdissoqu=go""0(g), YqQ€Q, e XPpu=pX?, V7€ .

Prova - Consideremos o ideal ] = &1, € (R) do Lema 1.4 Parsacadar € J
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existe ump anico elemento o € M{I} tal que Suppi{e) =T e c;{“-o {a} = r, pois
I' € Min{l). Logo podemos definir, para cada 7 € I, a fungéo f7:J — R por
cg‘g {o)fy = cE {a).

E facil provar que cada fy é um R-homomorfimso & esquerda, e pelo Lema 1.1

(11} para cada ¥ € T existe um elemento g7 € Q tal que afy = aqy, Va € 1.

Se definiinos g = Z ar X*, entio g € QIX,.4), Supp(p) =T e c?q () =
Fer
gy, = 1, posafy, =8, Va € J.

Agora sejs « um elemento de I tal que Supp{ea) =1 & o = ay X7,
Como ap, fy = ay, V7 € T, temos
o = Z B, X = Z By, qr X = ap, Z ay X¥ = By, 1 -
el el FET

Sen € QX,A) étal que 0 = c%ﬂ {o)  pars todo o € I com Supp(e) =
I, entéo c%ﬁ (o} {p — ) =0, Vo € I com Supp{a) = I'. Porisso Hg — 5} =
8, e usando o Lemma 1.1 {iv}, concluimos que # = p, © que prova a unicidade do

elemento x.
Consideremos um antomorfismo o de A,V € T e c}Fﬁﬂ (o} €J. Asigualdades

( “) = J(cgﬁ (o7 {a}) q?) = “(an (\"_1(“)))
oZ

( . an) = (o) = <&, (a)ar

QE

¥I

Ei

permitem escrever d {¢(qy) — qr) = 0, V7 € I. Usando mais uma vez o Lema
1.1 {iv), copcluimos que olgr) = g, V¥V € I, Vo € A logo o{p] = g,
VYo € A. Porisso e pela Proposicio 1.2.2 {2) se tem que X% = pX?, V5 € Q3.

Para n,b € J definamos o elemento f{a,b) = blapg —~ po™%(a)) de 1. A
inclusao Supp {B(a,b)) G T conduz a #ab) =0, Ya,b € J. Com isso se obtém
Hap — po~"(a)) =0, Vacl Logoau=po~a), Va €l
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Ser e B e a €], entdo

alrp — ;LG’"F‘}(:)) =ary —apo ory = arp — po " 0ar) = 0.

Assim J{rp — po"(r)) = 0, V1 € R, e temos que
rp=pery, YrekR.

Agorasejng € Qeom H € S{R) tal que Hy C R. Se h € H, entéo

higu — po™™(q)) =hqp — bpo""(q) =hqu ~ po""(hq) = 0.

Em consegiiéncia J(q,u, - ;t\a'"%(q)) =0, Vq & Q, ¢ vem
ap=pua"q), Vqe€Q.

Em particular @ = cga {oyp = po~ %0 (cg‘EE (o)) = n cgn (o) para todo o € §

com Suppl{e) = I, e a prova estéd completa.

Pura cada ideal R-disjunto nde nulo | do anel R{X .4} denotamos com Mq(1}
o conjunto de todos os elementos da forma p = pup 5, (onde I € Min(I) ¢ ¥y € T)

definidos no Lema 3.1.
Como conseqgiiéncia imediats do Lema 3.1 temos o seguinte

CoROLARIO 3.2 - Se I & um idenl R-disjunto nfo nulo do anel R{X A}, entéo, para
cada p € Mg{l}, existe um idea J € (R} talgquedp = pJ C L

Seja T um ideal B-digjunto vio nulo do anel B{X A4). Um elemento nfo nulo o
de Q{X,.A) é chamado resto mddulo I se para todo § € I com Supp(8) € Supp{«)

se fem § = 0.
Se o € Q{X,.A4) é um resto médulo I entéo € claro que o € {q.

Agora estamos em condigdes de apresentar uma versio do algoritmo de diviséo

no anel Q{X A}
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LEMA 3.3 - Sejam 1 uor ideal Q-disjunto néo nulo de QX A4A) e Iy = INR{X, A}
Se g€ Q{X.A), entdo exisiem elementos ¢ € Q. i € Mg(l), (1 <1< n), e
v € (XA} tais que

¢
B = Z G s v, onde ¥ = 0 ou v é um resto médulo I .

sl
Prova ~ Seja 4 um elemento de Q{X,4). Se § = 0 ou f é um resto médulo I,
entdo o resultado é dbvio. Assim suponhamos que 8 # 0 néc é um resto médulo I e
[' = Supp (#). Nesse caso existe um elemento néo nulo o de I tal gue Supp{o) C T.
Sem perda de generalidade, podemos escolher o € M{I). Entdo, se I'; = Supp{x),
temos gue Ty € Mm(l) = Min{Ip) {Proposigio 2.8},

Agora procedemos por indugdo sobre u = iSupp (,8)} >1,
Caso u = 1. Nessecaso o e fsiodaformaa = aX" e f=bX"" {coma,b € Q).

Pelo Lema 1.1 temos que necessariamente fpy, = X% Assim 8 = b gy 5,

e o lema segue.
Seja. v>1 e suponhamos que o lema valha para todo v tal que 1 < u < v.

Caso u = v: Consideremos um elemento arbitrério fixo ¥; € Iy e 1y = pp, 3,

Se By = 8 -~ cgl {8} p1, ento cgl (A1) = 0 {pois cg-}l {s1} = 1}, logo Supp{(B1) ¢ I

Se B é zero ou um resto mddulo I, entdo de A = cgl {8} p#1 + p1 obtemos
o resultado procurado. Noutro caso temos gue 5, € Q{X.4) com [Su;}p [ﬁl)}
< v — 1. Entao, pela hipdtese de indugdo, existemn q; € Q, 1 € Mgl (2 <

I
1< a) e v & QXA tais que f; = Z Qi + v com v = 0 ou ¥ igusl a um

ims 2

’ n
resto médulo 1. Assim obtemos § = Z G g + v com esse 7,

i=1
OBSERVAGAC 3.4 — Procedendo como ns prova do Lema anterior, podemos provar

sem dificuldade a seguinte afirmagio: sejam | um ideal (Q-disjunto nfo nule de
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HX A e I = I0REXK, A} 8Se J é um subconjunto de {3, entéo, para cada £ €
J QX A} {respectivamente Q(X,4}J}, existem elementos b; € J ( {respectivamente
QI), m € Mg(l) (1< i <n), e 7 € JQUX,A) (respectimente Q(X,A)J) tais

que

8= ijp&i + ¥, com ¥ == 0 ou v igual & um resto médulo 1.
i=1
Sein I um ideal R-disjunto néo nulo de R{X,A). Se pu = ury, € Mqg(l),
entdo segue do Lema 3.1 que (Z q;rX?)y = ;L(Z o e {qy) XF}, 14 Z gy X¥ €
QX,A).  Por isso é claro que QMo() = Mo(IQ e QX4 Mg(l) =
Mqo(I) Q (X,A).

As provas dos seguintes resultados sfo semelhantes ds provas dos resultados

correspondentes em [8], e por isso nfo serfo muito detalhadas.

ProposiGAO 3.5 ~ Sejam I um Ideal Q-digjunto nfo nulo de (X, A} e Iy =
INR{X,A). Seja & um elemento do anel Q(X, A4}, Entdo f € QMqa(ly) = Mq(lo) G
se, e somente se, existe um ideal H € $(R) tal que HF ¢ L.

ProvA — Seja f € Mg(lo)Q com B = ¥ g (1 € Mglo) e € Q
i=1

Yicom 1< 1 <n)

Para cada p; existe um H; € SQ{R) tal que H; y; € In {Coroldrio 3.2). Se
H= [) Hientfio H € S(R) ¢ HAC L.
HET
Reciprocamente, suponhamos que Hy € I(R) étalque H, A C L. Seq € Q,
m € Mol) (1< 1 €<m} e v € Q(X,4) sfo tais que f = Z Hiqi + 7, com

f=1
¥ = 0 ou « igual & um resto modulo I (Lema 3.3}, ¢ H: € IR} € tal que

I

i{g(z Hi q-;) G Lo {pela parte j& provada), entéo H = H; 1 Hs pertence a S{R} e
p=1

satisfaz Hy C Ip. Se v é um resto mddulo I entéo necesgariamente H~ = 0. Dai 4
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# 0 e temos uina contradi¢io. Assim v = 0 edal 8 € Mo} Q)

CoroLARIO 3.6 ~ Se I é um ideal Q-disjunto nie nulo do anel QN A4} e I =
INQ{X, A}, entdo {Tlg = Q{X. A) Mq{l).

Prova — Se o € [Ilg, existe L € ${Q) tal que Lo € 1. Se Hy = LNR, segue

que Hy € S(R) e Hio C 1L Sejam q; € G, 3 € Mg{lo) (1< i <m) e
m .

v € Q{X,A) tais que ¢ = Z g #; -+ Y, com 7 = 0 ou + igual a um resto médulo

i=1

1. Pela Proposicdo 3.5 existe Hy € S(R) tal que
I
Hz(z % #i) Cl.
i= i

Se H=H;H,, temos H € (R} ¢ H~y C I Por causa disso v nfio pode ser

m
um resto mddule 1. Loge 4 = 0 e, portanto, o = Z gim € QX A)Mo(l).

FET

Agora seja § € Q{X,A) Mg(lg) com § = Z £ 1,

i=1
onde §; = Z X?qg} pertence a (X, A)
T € Supp{fi}
¢ = pury € Mo(lo) Sel € Q{R)étalqueLps Clo, Vieom 1< 1 <n,
entic H = QLQ € S{Q). E fécil provar que HA C L Entéo B € flqg etemossn
ignaldade [Ijg = Q(X,4) Mq(lo).

CoroLARIC 3.7 - Se | é um ideal R-disjunto ndo nulo de R{X A4), entdo {Ijg =
QX4 Mgl m B(X,A4).

PrOVA — Se ov € {I], existe H € Q(R) tal que Ho C 1. Por isso e pela Proposicio
3.5 temos o € QMq{l). Logo o € Q{X,A) Mq{l) N R{X,A}.

Reciprocamente, se § € Q(X,A)Mqg(l} N R(X,A4), esse £ é da forma

It
8= Z z X?qg;) i com qg) € Q@ e m € Mg(l). Pela Proposigao 3.5

i=1 Fely
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existe H € Q{R) tal que H ;} i CL YFETD, YicomI<i<n PorissocH#A
CT etemoz A € {Hn.

Agora apresentamos o resuliado principal deste pardgrafo.

TEOREMA 3.8 ~ Se R é um anel 4-primo, entdo existe uma correspondéncia um a

um entre os conjuntos
i) C(R{X,A)) = {I a R{X,A):1¢ R-disjunto e [}z = I},
(i) C(Q(X,A)) = {I" « Q(X,A):I* é Q-disjunto e [I*]q =1*}.

Essa correspondéncia associa o ideal I € C(R(X,A)} com o ideal I* ¢

CQULA) se I NRKA) =1 e QX4 Mg(l) =1,

Prova - Seja 1 € C{Q{X,A4)). Se Jy = INRB(X, A}, pelo Coroléric 3.6 temos que
J = QX 4) Mg (o). Com isso, Iy = Q(X,A) Mq(Jp) N R{X,A) = [dp]r (Corolaric
3.7}, isto &, Jg € C{R{X,4)).

Se ¥ € C{Q(X,A4)) também satisfaz I' 0 R(X,A) = J;, entdio, usando mais
uma vez ¢ Corolédrio 3.6, temos J' = [J'lq = Q{X,A) Mqg(Jo} = J.

Agora seja 1 € C(R{X,.4)}. A igualdade Q(X . A)Mq(l) = Mq(l) Q(X,4)
leva & afirmar que I' = Q(X,4) Mq(1) é um ideal Q-disjunto de Q{X,4), que satis-
faz UV N R, A) = KA Mg(D) n B(E,A) = [Ilg = I (Corolanie 3.7} e I'lg =
QXA Mol =1 isto & ¥ € C(R{X,A)) com V' N R, A) =1 A prova estd

complets.

LEMA 3.9 -~ Se o anel R é A-primo, entéo o anel R{X 4} é primo. Mais aindsa, o
anel Q{X,.A4) é primo.

Prova — Suponhamos que existam ideais nso nulos A e B de R{X,A4) tais que

AB=0 Nessecaso (ANR(BNR)=0 etemos ANR =0 ou BNR =0.
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Vamos provar que ANK = 0 ¢ BNOR = 0. Pare isso consideramos I} €
Mm{A) e Iy € Mn(B). Sejam &

= maxly e ¥ = maxTy. Sendo

totalmente ordenado, nfic é dificil provar que Gy, 5 (A)Op, 7,{B) = 0, 0 que é
contraditorio.

Se ANK = 0, consideremos I’ € min{A} e 7y € I'. Segjam 2 € Opz, (A)
e b & BN R Pelo Lema 1.4 existe o« € A comsupp{a) =1 e ci?g {o) =a A
ignaldade ob = O implica c® ()b = 0, V¥ € T. Em particular, ab = 0. Assim
Orz (A)(B N R) =0 echegamosa BNR =0

Reciprocamente, se BOR = 0, consideramos I' € min(B) ¢ 7, € I. Com

iss0 prova-se, como acima, que {A M R)Or 7 (B} = 0, e temos ANR =0,

Terminamos de provar que o anel R{X .4} é primo.

Seja I um ideal nfo nulo de Q{X,A4). Se0#a €1 ¢ H € HR) é tal gue
Ho ¢ R{X.4), entdo ¢ # He € INRX,A). Com isso é fdcil provar que o anel
XA} é primo, o que completa a prova do lema.

A seguir apresentamos o nosso segundo resultado importante deste pardgrafo.

Esse resultado, conforme foi dito antes, mostra que a correspondéncia descrita no
Teorema 3.8 preserva ideais primos.

TeopeMma 3.10 ~ Se R € um anel A-primo, entdo u correspondéncia descrita no

Teorema 3.8 € wma. correspondéncia um a Um entre os conjuntos
(i} P{R{X,A}) = {P 4 R{X,A}: P é R-digjunto} ,
(i) PQUX,A) = {P* < Q(X,A4): P* & Q-disjunto].

Prova — Temos P(R(X,A)) C C(R(X.A)) e PQUXA) C C(QX.A)) (Pro-

posicho 2.4} ¢, pelo Lema 3.9, pedemos considerar s6 ideais primos ndo nulos. Assim

¢ suficiente provar que, se 0 # P € C(R{X,A)) e 0 # P* € C{Q(X,A)})} sio tais
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que P* 1 KX, A} = P, enido P & primo se, e somente se, P* 4 primo.

Suponbamos gque P seja primo. Se A e B sdo idenis de T{X A} tals que
PPCA P*CB e ABC P* entio

(A 0 R{(X,4)) (B n R(X,4)) CAB N R(X,A) CP* N R(X,4) =P,

Loge AN RXK A CPouBnRX A C P ie, ANRXKA =PonBn R{X,A4)
= P

Se A N R{X,A) = P, entiio min(A N R{X,4}) = min (P). Com isso min (P*}
= min (A) (Proposicio 2.5). Segue do Teorema 2.2 que A = [P*]g = P*. Se
B N R{X,4) = P, ent8o prova-se de modo igual gue B = P*. Estd provado entéo

que P é primo.

Reciprocamente, seja P* primo. Se A e B sio ideals de R{X,.4) tals que
AB C P entdo temos que (AN RI(B N R) C PNR = 0. Sendo R .A-primo e os
ideais ANR ¢ BNR de R A-invariantes, ento ANR =0 ou BNR =0,

Suponhamos que ANR = 0. Nesse caso consideramos o« € {Alg e 5 € B.
SeH ¢ HR)étalque Ho C A entéo HoefCABCP Assimap € Pl =P
e estd provado gue [Alg BC P

Seju A® € C(Q(X,A}) tal que A* N RX A} = [Alg, eseja v € A" Se
L & G(R) é tal que L+ € B{(X,A4), entdo Ly C {A]n.

Se BEP entfio existe § € B tal que f & P. Assim L~ 8 C [A]zB C
P, e, usando & Proposicio 3.5, temos v € QMg{P) = P*. Em conseqiéncian

A*BCP . MasP*éprimoe B¢ P*. Logo A"CP edai ACP

Agora suponhamos que ANP # 0. Sendo (B A)? C P, vem, como acima, que
BANER = 0. Se procedemos como antes, obtemos BA C P com BNR = 0. Assim
estamos em condigles de repetir o procedimento anterior e mostrar que B C P, o

gue completa a prova.
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4 — Ideais Fortemente Primos do Anel R{X, A)

Neste pardgrafo vamos generalizar o Teorema 3.3 de [8] para idesis fortemente
primos (& esquerda} do skew anel R{X 4}, quando os automorfismos de A comutam

enire si.
Iniciamos com o seguinte

LEMA 4.1 —~ Se P é um ideal R-disjunto e fortemente primo do anel R{X, A}, entdo

o anel R é A-fortemente primo

Prova ~ Sein I € Q(R). Como P é R-disjunto, entdo I{X. A4} P, logo I{X,A4) tem
v insulador ¥ omodulo P
Se F = {fi = Z ag}XF: a,gf} €l, V¥ € I = supp{fy), Vicom

Fer;
1< 1 < n}, entfic Fg = {ai(;} : 7 € I, 1€ 1 € n} ¢ um subconjunto finito

de 1.

Sor € Rétalguer ¥y = 0, entdio é claro que tF = 0. Porissor € PNR =

1 e assim ¥y € um insulador para 1. Logo ¢ anel R é A-fortemente primo.

LEMA 4.2 — Sejamn R um anel A-primo e J um ideal fechado de R{X, A). Be 1 é
um ideal & esquerda R-disjunto de B(X 4} tal que J ¢ I, entdo existe um elemento

a € M{ID) que é um resto modulo J.

Prova - Seja J* € C{QUX.A)) tal que * N R{X,A) = I, e consideremos um
elemento 3 € INJ. Sgjam q; € Q, m € MU} {1 €1 < m) e v € QX A}

tais que § = z qj i; + ¥, com ¥ = 0 ou ¥ igeal & um resto médulo J*.

1wl
Se v = 0, obtemos, usando o Coroldrio 3.7, que § € [Jlgr = J, uma con-

tradicfo. Assim v é um resto médulo J°.
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Se H € 3R} é tal que H( Z s p-g) C J, entao H v C 1. Considerenmos entao
=l
am oy € H v nao nulo. Nesse caso o7 € 1 & umn resto modulo 4.
Se a € M(I) é tal que supp{oa) C supp(ay). entdo o é também um resto

modulo 4.

LeMa 4.3 ~ Seja B um anel A-fortemente primo. Se P é um ideal primo R-digjunio

do anel (X A4), entéo P é fortemente primo.

PROVA — Analisemos primeiro o caso P = 0. Seja 1 um ideal nio nulo do anel

ROX,AD.

Cuso 1.1: IMR # 8. Nesse caso INR € $(R) e INR tem wm insulador Fo.

Como no Caso 1 do Teorema. 5.1, provamos que Fg é um insulador para 1,

Casp 1.2: INR = §. Aqui consideramos I' € min{l}, % € I' ¢ H = O3 (1).
Como H € O{R) (Lema 1.4}, existe um insulador ¥y = {a1, ..., a1} para H. Para
cada ; existe oy € 1 tal que supp{og} =1 e c%g (i} = a;. Seja ¥ = {a1, ..., oy}

e suponhamos gque = Z by X” & R{X,A) é tal que AF = 0.
v

Pelo Lema 8.1 o elemento y = pry, € Mq(l) satisfaz o = a4, V1 com
1< 1 <t Logo Ba QXA = Biap YK A) = Fion QXA =0, Vicom
1€ 1 <t Mas Q(X,.4) é primo {Lema 3.8). Entéo fa; =0, Viecom1< i <4,

ra

isto €, E X" ¢ ¥(byla; = 0, Vi Daise deduz facilmente que 2 =0 ¢ Féum
T
insulador para L

Agora vejamos o caso quando o ideal P € nio nulo.

Sejn P* € P{Q(X,A)) tal que P* N R{X,A) = P e seja | um ideal do snel
B(X,A) tal que P ¢ L.

Case 2.1: INE # B. Nesse caso INK € Y(R) fem uvm insulador Fy.
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Sgip o € R{X . A) tal que oFpy C P ¢ consideremnos os elementos g € G,
n

mE Mo(P} (1 €1 <n) e v & QXA tais que o = Z it + ¥, com g =
P==1
ot 7 ignal & um resto médule P*.

]

Se o € Fg, ento va = wa — Zqi,{sia € P logo ya = 0. Assim

i=1
vFo =0, Se H € Q(R) é tal que Hy € R{X,A), vem HyFp = 0. Dai ge de-
dug que Hy = 0 e portanto vy = 0. Assima € P* N RX, A) =P e Fj é também

um insulador médule P para L

Case 2.2: INR = 0. Como P ¢ 1, existe o € M(I} gque é um resto médulo P. (Lema
4.2}. Sejamn ¥ = supp{e), ¥p € I e consideremos o ideal L = ©p 5, (1),

Se Fo = {&1, ..., a;} ¢ um insulador para I, entéo, como no Caso 1.2, existem
m € 11 €1<1) e p € Mg{Dltalsqueay =g, Yicom1<i <t Sendo

supp (s} = supp (o) = T, entdo y é um resto médulo P.

Sejn F = {ay, ..., ar}. Se 8 =3 qim + v € R{X,A) (onde vy € um resto
modulo P*) é tal que 3F ¢ P, entéo provamos como antes que yo; = ya; g € P*|
Yicom1< i<t ComissoryeQE,Ap CPY, Vicoml1<£i <t Mas P* € primo
& g é um resto médule P. Logo ve; € P*, Vicom 1< 1 £t Por v ser um resto
mddule P*, vFg =0, Como no Casc 2.1, obtemos v = 0. Assimm # € P* N R{X,4)

= P ¢ provamos que ¥ é um insulador médulo P para L.
Assim, em qualguer caso, P é foriemente primo e o lema estd provado.
Agora estamos em condigbes de provar o resultado central deste pardgrafo.

TeEOREMA 4.4 —~ Seja B um anpel com automorfismos A que comutam entre si, As

seguintes condigdes sio equivalentes:

{3} todo ideal A-primo de R & A-{ortemente primo;
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{11} todo ideal primo de R{X A} é fortemente primo.

Prova ~ {1} == (i1). Seja P um ideal primo de R{X,A}). Como oideal PNR de R é

A-primo, segue da hipdiese (1) que PN R é A-fortemente primeo.

Se P’ € o ideal do anel (R /P N R} (X, 4) que é imagem homeomorfa do ideal
PP N R(XA) de R{X,A) /(P R){X,A), entio P’ é primo, pois
R(XA) /P = (R(X,A)/ (P 1 R)(X,4) / (P/ (P 01 B) (X,.4))
= ((R/P AR)(X,4)) /P,
e P’ ¢ {R/P r R)disjunto. Mas o anel R/{F N R) é A-fortemente primo. Logo

P’ e portanto P também, é ideal fortemente primo (Lema 4.3).

~ (i} ==>(i}. Se P ¢ um ideal A-primo de R, entio R/ F é A-primo. Logo o
anel ROLAY /P(X A) = (R/P)(X,A) é primo {Lema 3.8}. Segue da hipdtese (ii]
que o anel (R /P) (X, A} é fortemente primo. Concluimos do Lema 4.1 que o anel

R /P é A-fortemente primo e esté provado que o ideal P é A-fortemenie primo.

5 - Ideais Primos Nio Singulares do Anel R(X,A4).

Consideremos o skew anel B{X.A4), onde os automorfismos de A comutam
entre si. O objetive deste pardgrafo é estender os resultados sobre ideais primos néo
singulares provados em [4] para esses andis R{X. 4) em consideracio.

Seta B um anel. O gnulador {4 esquerds) de min elemento a € R € definido

como sendo o ideal & esquerda de R, fpfs) = {r € R : ra = 0}.

Um ideal & esquerda I de R & dito essencial se INJ # 0 para todo 3¢ B ndo

nulo.

O tdeal singular (& esquerda) do anel R & definido por

Z:(R) = {a € R : fgla) é essencial } .
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O ideal Z; (R} ¢ reslmente um ideal bildtero do anel R [11] e dagui em diante

serd denotado simplesmente com Z{R}.

Um anel R é chamado ndo ssnguley se Z{R) = 0. Um ideal J de R é dito ndo

singular se o mnel guociente R /J é néo singular {{11]}.

No gue segue supomos que R é um anel com automorfismos 4 gue comutam

entre gl

LEMA 5.1 —Seja R um anel A-prizno. Se P é um ideal primo nio singular R-disjunio

do anel R{X,A)}, entdo R & ndo singular
ProOVA ~ Suponhamos que R é ndo singular. Nesse caso existe 2 € Z{R) néo nulo.

Case 1: P # 0. Vamos mostrar que a+ P € Z{R{X,A) /P}. Com isso teremos que

a4+ P = 0 {pois P é nfo singular) e, entéo, 0 # a € PNR, uma contradiggo.
Seja 0 5 J oy R{X, A} tal que P ¢ J.

Case 1.1: JOH = 0. Pelo Lema 4.2 existe um elemento o« € M{J} que é um resto

médule P

Seijam I = supp (o} e ¥ € I'. O conjunto

L]

H={b &R : existe } &€ Jcom supp{fj =1 e 2 () =b} U {0}

& pr ideal & esquerds ndo mulo de R Entao HMifg{a) # § # portanic exisie
Lt .

§=35" X"by € I (com I = supp(8)) tal que by, a = 0.
vebl

Se fa=0,entdo {§ + P){a + P} = 0com F ¢ P {pois & é um resto médu-
loP)ie,0#8+P € J/P)Nirx.q/pla+P) Asima+P € Z(R(X,A}/P).

Se fa # 0, podemos escolher um elemento v = Z Xer € J{eom T =

¥el
supp (%)) tal que ya # 0, supp{vya) G I'\{Fo} e [supp{vya}| é minimo.
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Se ¥ € supp{vya), entdc 0 # Rep, B, logo Rep, M fr{a) £ 0. Assim
existeumnr € Btalquet =rep, é ndonuloe ta = 0. Se considerames o elemento

vo = o Fo(r)y, entdio 0 £ v € 3, supp{vw) =T e supp(sna) G supp (ya).

Pela minimalidade de {supp (va}] temos que s = 0. Assim (7o + P){a + P)

= {0 com v € P {pois & é um resto médulo P), e,
0# 90 + P € {J/P) 0 daxay/pla+P),

o que prova de fato que a+ P € Z{R(X,A)/F).

Caso 1.2: JNR # 0. Nesse caso (J N B} N fp{a) # 0. Entho existe b € JNR néo
o tal que ba=10, Assim (b + P)}{a + P)=0comb & P (pois P é R-disjunto},
le, 0# b+ P € (J/P)ndpxaypla+ P) etemosquen+P € Z(R{X, A} /P).

Case 2: F = ¢ Vamos mostrar que a € Z(R(X,A). Seja 0 # J < R{X,.4).

Caso 2.5: JO R 5 0. Nessecaso {J MR N ip{n) £6. 8e0#£ b € (I N R) N fria),
entho € claro que b € J N fyx 4y {a). Com isso se tem que a &€ Z(R{X;A}).

Case 2.2: JIMA = §. Aqui escolhemos & € M(J). Se I = supp(a} ¢ ¥y € T,
entao definimos o ideal & esquerda ndo nulo H de B como no Caso 1.1. Assin existe

um g = E X"by € Jcomsupp(B) =T e bg,a=0.
o Wer

Se u = 0, eutdo 8 € I 0 fyex ayfal, logo a £ Z{R(N.A)). Nouuo

caso podemos escother um v = Z X¥cy € J com suppy = I tal que ya # 0,
¥el
supp{va) 4 T\ {#} e [supp(ya}] é minimo. Procedendo como no Caso 1.1,

obtemos um elements v € J com supp{vw) = I tal que va = 0. Assim 0 #
v € 3 Nilgxoayla) e a € Z{R{X,A)).

LEMA 5.2 - Seja R um anel A-primo néo singular, Se P € um ideal primo R-digjunto

de R{X .4}, entfo P é néo singular,
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Prova - Por redugio so absurdo, suponhamos que Z(R{X,.4) / P} # 0. Nesse caso
existe um ideal I de R{X,A) tal que P G 1 e Z(R(X,A4)/P} =1/P.

Suponhamos que P # 0 e seja P* € P{Q(X,A)} tal que P* N R{X,A) = P.

(ase 1.1: Irv R # 0. Nesse caso existe a € INER ndo nulo. Com isso vamos provar

que a € Z{R), o que produz uma contradigo, pois o anel R é nao singular.

Se 0 # Ja¢ R, entdo é ficil provar que I = R{X,A4}J é um ideal & esquerda de
B{X,A4}, que coincide com o conjunto { Z Xby: byrel } e satislaz a condicéo

LR = J Como L nfo é R-digjunto, se tem L ¢ P. Logo (L. + P} /P é um ideal &
esgnerda nio nulo do anel quociente R{X,4) / P.

Cfato a+ P € Z{R(X,A)/P) produz ((L + P} /FP) Nfgxay/e{a + P)
#0,le,existesr € Ltalgqueoa € Pmaso € P. Sejam by € QJd, m € Mg(P)

m
1<i<m) e v & QXAIT tais que o = Z b; #t; + v (Observacéo 3.4) onde
tE |
~ 4§ é um resto médule P*, pois o € P. A incluso ova € P implica esta va € P*.
Se H ¢ U(R) é tal que Hya € R{X,A), entho Hva C P. Assim Hya = 0
{pois v é um resto modulo P} e portanto ya = 0. Se F € J{R) étal que Fy ¢
B{X,A)J, entio Fy# 0 e Frya =0 Dal obtemos que JNfr{a} # 0 e se fem
que a € Z{R)}.

Case 1.8: INK = 0. Porser P {1, existe o« € M{1) gque é um resto médulo P (Lema
421 Se T = supplo) e ¥p € T entdo existe p € Mg{l) tal que o = cgﬂ {a)pe.
Se 0 # Jq R, entéio, como no Caso 1.1, podemos provar que existe § € R{(X,4)]
tal que fa € P. Mas # ¢ P (pois @ + P € Z{R{X,4}/P). Pelo Lema 3.1,
obtemos Bk (o) QX Ay p = BeE (o) p QX A) = fa Q(X,A) C P*. Por isso e,
supordo f = i big; + v (comb; € QF, p € Mg(P), sendo v € (X, 4}J um

i=1
resto médulo P* ), obtemos que # c};;-“’ﬂ {a) QIX, A)p C P*. Sendo o também um resto
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mdédulo P*, entdo g ¢ P*, logo {3’(,%& {o} € P*, pois P* é prima,

Procedendo como na parte final do Caso 1.1, obtemos que existe F € Q(R)
tal que 0 # Fy C R(X,A)J e Fyef (a) = 0. Assim INip{cf (o)) # 0 e

conclui-se gue ¢y, {a} € Z{R), o que é uma contradi¢io pois R € ndo singular.
O caso P = 0 é completamente similar,
Agora apresentamos o resultado central deste pardgrafo.
TrEOREMA 5.3 — Seja B um anel. As afirmacbes seguintes sio equivalentes:
{1} todo ideal A-primo de R & néo singular,
{11} todo ideal primo de R{X,.4) ¢ ndo singular.

Prova — (i} == (ii}. Seja P um ideal primo de R{(X,4). Comooideal PR de R 4

A-primo, segue da hipbtese (i) gue o anel R/ PR é ndo singular.

Se P é o idesl do anel (R/P N R){X A), imagem homeomorfe do ideal
P/{P n R){X,4) de R{X,4) /(P n R){X,A4), entdo P' 6 (R/P N R)-disjunto
e primo, pois RILAY/P = (R(LA /(P n RIK,A) /{P/(P n RI{XA) =
((R/P n R}{XA) /P

Segue do Lema 5.2 que o ideal P/, e portanto P, é nio singular.

B{X, A/ P(X, A = (R/FP)(X,A) é primo {Lema 3.8). Segue da hipétese (1) que o
anel (R / P} {X .4) é ndo singular. Councluimos do Lems 5.1 que 0 anel R/ P & néo

singular, ficando provado que o ideal P & n#o singnlar.
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