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INTRODUCAOQ

0 problema classico de Dirichlet para a equacao das su-
perficies minimas consiste em:

" Dado um aberto @ (- R e uma fungioc g contTnua sobre
a fronteira 3Q de @ , encontrar uma funcio u = u(x) satisfazendo

a) u € cC@n. ¢iea)

’

. ‘ | :
b)Y Lu = ) [(1 +|Du|2)ahk - Du Dku]thu =0 em @
h,k=1

c) u{x) = g{x), ¥ x € 3N

A

onde, X = (xl,;....,xn) Sa0 pontos de Rn
_ _ .91 au _
DU - gl"ad u = (_a";c_; LR ','a_'}"{-'“) - (Dlua.."'.,Dnu)
1 n
2 2 2 2
[Qu| = Diu + Dou +ewnn.4 D u e
2
D _87u

Para n = 2, a solugao do proﬁlema de Dirichlet para a
equagao das superficies minimas foi obtida em 1930, por  Rado ,
que demonstrou que o problema esifa bem posto, isto &, tem solu
gaoc Unica para toda g € c®(30) decde que @ seja convexo.

A generalizacac da situagao bidimensional foi obtida
por Jenkins e Serrin, em 1868. Contrariamente ao que se cogitava,
concluiram que a convexidade do dominio nao & o ponto fundamental,

mas sim a curvatura média; mals especificamente: " Se Q & um do-



minio limitado de R e i € Cz, entao o problema de Dirichlet pa-.
ra a equagao das superficies minimas € bem posto para dados g na -
classe CZ(BQ) se, e somente se, a curvatura media de 3R € nac ne-
gativa para todo x € 3g M.

O problema de Dirichlet para a equagao das Sgperficies
minimas ganhou novo enfoque em 1971, quando M. Miranda introduziu
a Teoria dos Perimetros na sua solugdo. Esta nova técnica de solu
cido do problema permitiu a Miranda enfraquecer a hipotese da regu
laridade sobre 30, mostrando que o problema tem solugdo Gnica com
30 lipschitziana e Q localmente pseudo—conveko. Esta hipotese e
uma generalizég&o da curvatura media nac negativa, no caso am

que a fronteira e apenas lipschitziana.

0 objetivo desse nosso trabalho foi fazer uma formula-
cdo da Teoria dos Perimetros e apresentar uma aplicacac na solu-
¢3o do problema de Dirichlet para a equagao das superficies mini-

mas, conforme o trabalho de M. Miranda.(cf [8] )



CAPTTULO I

NOCOES GERAIS SOBRE TEORIA DA MEDIDA

Neste capitulo introdutdrio apresentamos os conceitos e
resultados da Teoria da Medida que usaremos com mais frequéncia .
Um destaque especiél e dado para a medida exterior gerada por uma
fungao positiva. Um exemplo de medida extérior, particularmente
importante, due provem de uma medida exterior‘gerada, e a medida

Ceométrica de Hausdorff,

Definicdo 1,1 - Seja F uma familia de subconjuntos de

um fixado conjunto E, tal que ® € ¥ . Uma fungdo
u:?" - [0 ','+<»] _
se diz numeravelfmente subadifiva (NSA) se:
a)l a(@)‘= 0

b) para todo F € ¥ e toda sequéncia {F} C F, com

o he N
rC U FH vale
h=1l "'
o(F) € | a(F)
h=1
Proposigao 1,1 - "Seja a NSA sobre ¥ , entdo se T,

E" €F e F' (C F", temos que of(F') g a(F")."

Demonstracao: Basta tomar F,= F" e F = @ parah > 2 .

. e como o € NSA, segue-se que

Entdao F'( - N

=

n e B

1



al{F') g
h

nr—1g

a(F, ) = a(F")
1 h

Definicdo 1,2- Seja ¥ uma familia de subconjuntos de

um fixado conjunto E. A fungao

e completamente adifiva sobre F se a & NSA sobre § e vale a

seguinte propriedade

Se Fhes-' , UF €% , I.N Fj=@parai;ej entdo

ol U F ) =) alF)
hz 1 hz>1l

Definicdo 1.3~ Dado um conjunto E, diz-se que o e uma

medida exterion sobre E, se o for numeravelmente subaditiva so-

bpre & = P(E), onde P(E) & a familia das partes de E.

Definicao 1.4~ Sejam & (_ P(E) e a:F - [ﬁ R +w]_

Um conjunto 6 ¢ E € a-mensuravel [ou mensuravel segundo Caratheo
dony) se para todo F € ¥ com (F{1 G) €F e (F-G) €F, vale a
relagao
a{F) = alF M G) +a(F-G)
Evidentemente, £ e @ sao g-~mensuraveis,
Proposigao 1.2~ " Seja {aj} uma famflié qualquer

jed
de fungdes NSA sobre F. Para todo F €# definimos

a(F) = supao.{(T)
3 ]



Entdo, a também & NSA sobre .

Demonstracao: E claro que a(®) =

0.
Suponhamos agora, que exista T e F e uma sequencia

} C F tal que
hEN

{Fh

F C UF

h e

a(F) > § Q(Fh)? ou seja
h=1

sup a:{(F) > Jsup a.(F ),
5 h=1j 4 N

- ‘. -‘- Ll - -
Entao existiria, pelo menos um indice g2 tal que

. o3
a. (F) > ] a (Fh) ) o que e absurdo, pois a. e
1o n=1 %o i,

NSA,

Teorema 13 - "Seja a: ¥ (C P(E) -~ [0 , +=] tal que

a(@) = 0. Para todo F € P(E) seja:

(1.3.1) 8_(F) = inf{ ) alF;) » F. eF , U F, D F } se existe,

i=1
pelo menos uma sucessao {Fi} tal que Pi eF, U Fi D F
Ba(F) = +w , em caso contrario.
Entao,

al Ba & uma medida exterior ( dencominada medida exte-

rion genada pon o )

b) Se a« & NSA sobre , entao Ba/3:= a



Demonstracao: a) Pela definigao

Ba.: P(E) > [O ’ +oo] :
E claro que Ba(ﬁ) = 0.

Seja F € P(E) e ({F;} talque F;, € ¥ e UTF, DF

Suponhamos que Ba(Fi) < +« para todo i, pois, caso con
trario, a assergdo seria obvia. Portanto, para todo i e todo

¢ > 0, existe uma sucessao {Fij} tal que F,.€ F e

. ]
U F..DF. e
521 A i
-i
(1.3.2) _Z alFgq) < B (F) + €22 .
. 3=1
Temos U F.,. D F ; portanto, por (1.3.1) e (1.3.2)
i,3=1 *J
resulta que _ - -
B, F) € Z_ a(Fij) = .E .E afF:.) <
1,3=1 1=

I
Ht~38

Z ]_[ Bu(Fi) ¥ g.2 " ]

1=

lga(Fi)'

=18

B (F) g«
o .
1

Logo, B e uma medida exterior sobre E .
o

b) Suponhamos &« NSA sobre Entdo para todo F € F

F
e toda sucessao (F;)CF talque T ¢ UF, ==

o

alF) ¢ § a(Fi) ==

_ 6, (D)

«(F) < inf { 'Z alF;) + Fy e 9,0 F;O F)

e



Por outrco lado, se [ € F ——

B (F) €« «(F)
a
Basta tomar I = Fl e Fi = @ para iz 2.

Logo: BQ(F) = ¢{F) para todoc F € ?i =

Seja F C P(RY) e a(F) = (diam F)* , k>0, k € R.

Para todo r »0 , indiquemos com

{ Fef: diam F< » }

I

o, = a/}}

. ) It .
Ba = medida exterior sobre R gerada por . Assim.
r

- v s k. -
B, (F) mlnf{Z(chth) : F, € F, UF D T}
T h=1l
Pela proposigdo 1.2 , HE = sup B tambem & uma medi
r>0 “p

da exterior.

Como, para r, ¢ r, com 0< i< Ty, vale BOL > B 5

1 9

podemns escrever

' (F) = sup B _(F)= lim B, (F) para todo F CR".

k r 40 r
>

- n n
Observagao 1.: H_  (R7) = 0,¥ e> 0




Demonstracao: Basta provar que Hﬁ+€(CL) = 0 para todo

L » 0, onde
. n, .
CL ={ x € R [xich >y 1 = 1,.0es,n }

n . - . n+
H (C; )= sup ( inf { [ (diam F) E;Fhez; U E, D63

n+e r>0 h=1

_ . . ° . n+e T .
= 1im (inf { z (diam Fh) : Fh6;§ , U FhﬁD CL}

rt0 h=1
< lim (inf { J (diam Fh)n+€: UE 26

N+ h=1 -

diam F, 2Ln. gy
N
n n+¢ ‘n+g

<lin R (EL/H) - 1ipg QL0 -0

N»o  N'TE - Naw  NF

Observagdo 2 : Se X C RY e 0 < Hi(X) < +w, entao

-1 - I - .

Demonstracao:

n - i ¢ v . k+e . .
H , (X)) = lim inf { z (diam F,) : UF, DX, diam Fy < v)
r+{ h=1 .

] (diam Fh)k. r® , entao

Como } (diam Fh)k+E £
h=1 h=1

inf { } (diam F )k+6 : UT,. DX, diam F_ <« r } g
nkq h h = h

r® inf 7 (diam F )k : U P, DX, diam Ph < r } <
h=1 h h =

€0l
r Hk(}()



e portanto

n : €M
H (X ¢ lim »r (X) =0
k+e a0 Hk
Para provar que_Hi_e (X) = +» , fazemos o mesmo tipo
de raciocinio e encontramos
It - ~£ n - -
B  X)2 limr ~ H (X) = +

>0
A dimensdo de Hausdong4 de um conjunto X R™ & o nime-

ro real definido por:

dim X = inf k = sup k
R (H(X)£0) (HRX# 4w )

Observacao 3: Se k = 0, definimos Hg(X) = nimero  de

pontos de X. E se k < 0 , definimos HECX) = +® , para todo X# @

Logo as HE sdo significativas para 0 ¢ k < n.

= . n n
Observagao 4: Para todo kl < k2 vale Hk 2 Hk

1 2

Definicac 1.5: Para todo X(C R" e todo k > 0, defi-

nimos a medida de Hausdonfg, k-dimensional de X, por

: - _kr n
B (0 = 2 N0 HD O,

1
- . . -, < . -
onde W e a medida da esfera unitaria em R© , isto e

k
L - (rznk
W, = ( {x€ RT:ixj < 1} ) = ——p——
K ; P(%+l)

3

de modo que para tode conjunto X mensuravel de Rk gse tenha



io

_ ok
H, (X) = LX),

A seguir, veremos algumas consideragoes sobre a medida

exterior num espago metrico M.

Definicdo 1.6: Uma familia de conjuntos ,B ¢ P(M),

& uma ﬁamZELa de Bohel, se e somente se, § €B e valem as condi-
goes:

a)vy A, AER = M-AEYP

b) ¥ A,, A, € —UA. €

ot ie 1 *
) ¥ A, AED => N A €5
1€I

Para toda familia S P{(M) existe uma familia de Borel
minima, céntendo S, denominada {am<fia de Borel gerada por S e
que denotaremos por B(S).

Se X € um espago topoldgico, denotaremos por W(X) a
familia de Borel gerada pelos abertos de X. 0s elementos de W{(X)

serac denominados conjuntos de Borel ou boxrefllanocs de X

Definicdo 1,7: Seja M um espago métrico dotado de uma

distancia d. Para E, F € P(1) definimos

dist(E,F) = inf { d{(x,vy): xEE , y€r }

Teorema 1l.k: @ "Seja « NSA sobre F C POM) com

¥ DO %M. Suponharios que:
B &M, FeF==(BNTF) eF e (F~B) € %

{1y «cf [31 - Teorema 2.3, p. 102



e que o seja aditiva sobre os conjuntos de distancia positiva,
isto &,

¥ F,6, F,ce¥ , dist(F,C) > 0 ==

of{F U G) = a(F) + a(G)

Entao, os conjuntos de Borel de M sao a-mensuraveis e a restrigao

de o a PB{(M), e completamente aditiva.

Observacao: Toda medida de Hausdorff e aditiva sobre to

dos os conjuntos com distancia positiva. Logo, coné¢luimos do teo-

rema 1.4 que:

"Todo Boreliano e mensuravel segundo Hausdorff e

HB/B( M) & aditiva™,

A

Definicac 1.8: MHedida de Radon sobre um espago metri
co M e uma fungdo _
ot BO(M) > [0, +e ] aditiva, onde

BO(M) = { BC ¥, B de Borel, B  compacto }

Proposigao 1.5:O " Se o e uma medida de Radon sobre

M entao vale

‘a(B) = dinf a(A)
B(;AGBO(M) cCC B
C compacto

sup o(C)

para todo B € BO(M).

(2) cf (3] - pp. 1low - 1g5

i



0 conhecimento dos valores de uma medida de Radom sobre
os. abertos relativamente cdmpactos, determina o valor da mesma so
bre os borelianos relativamente compactos. Este fato e particular
mente interessante em R", onde todo aberto pede ser escrito como

unido enumeravel de cubos do tipo:

- mi ml-+ 1
{ x € R : 2k < Xy < wuzﬁr——-} , onde kX & N
X = (Xl’ -...,Xn) e s 6 Z 3 1 = l, I.-..,n ’

42



CAPTTULO IT
CONJUNTC DE PERIMETRO LOCALMENTE FINITO

Introduzirenmos, ﬁesta secio, os conceitos de perimetro
de um conjunto e conjﬁnto de perimetro localmente finito. Apresen-
tamos alguns resultados classicos da Teoria dos Perimetros, como
a eguivaléncia entre perimetro de um conjunto e variagao total de
de uma determinada medida vetorial, duas desigualdades basicas ,

o teorema da compacidade e o teorema da semicontinuidade,

Consideracoes gerais:

~ Indicaremos com A A B a diferenga simetrica entre

deis conjuntos A e B, isto e:

AaB={(A-B)U(B -A)

- B & relativamehte.compacto em A, se B A; B e aberto
em R' ¢ B & compacto com dist{(B, 3A) > 0, onde 3A ¢ a fronteira
topologica de A. Denotaremos por BCC A.

- Se {B} ¢ uma sequéncia de conjuntos mensuraveis, di

-remos que {B } converge a um conjunto B em Ll(A), € €5CPreveremnos

Bh -+ B em Ll(A) se

lim med [(Bh & B) N A] = 0, ou seja, se
h+oo

lim [ |¢B (x) - ¢B(x)|dx = 0 , onde ¢ é a fungdo carac
hre 7, “h
teristica do conjunto B

i
- (B,) converge a B em LlOC(A) ge para todo KC CA ,
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Bh + B em Ll(K).

- se lim bp

(x) = ¢B(x), indicaremos simplesmente por
h “h

- 0 superte de uma fungao real f em Rk, que denotaremos
por supp f, & a aderencia do conjunte de todos os pontos x € Rk

nos quais f{x} # 0.

-Por Ci (A} indicaremos o conjunto das fungdes conti-

- . » * . .
nuas com derivadas primeiras continuas scbre A, cujo suporte e

um compacto contido em A.
1 n - -
- Por g € [CO(A) 1 entenderemos que g e uma fungao
vetorial com n com@onentes, onde cada componente e continua, com

0 . - +
derivadas primeilras contlinuas em-A e com suporte compacto em A.

Seja A um conjunto de Rn, com fronteira bastante regu-

lar para que valha o teorema de CGreen.

1 n
, ¥ g€ [cO(A) ]

(1) J div g(x)dx = J g.u(x)dHn_l

A gA

onde v(x) € o vetor normal exterior, e g.v(x) é g na direcdo

da normal exterionr.

n
Observemos que, se tomarmos g € [Ci(A) 1], Jgto]s 1

¥y X, entao teremos:

1
Hn_l(aA) = gup { { g(x).u(x)dHn_l . g€ [LO(A)]T lgls 1}
9A

Logo, usando a (1), podemos escrevep



_ n
. 1
Hn—l(aA) = sup{ J div g(x)dx : ge[co (A)] algl£ 1}
A

que sugere a seguinte definicgao.

s . n - . - ~
Definigao 2.1: Se £ C R e um conjunto mensuravel, entao

o penimetfro de £ & o valor (talvez +e ) dado por :

n
P(E) = sup { J div g{x)dx : g € [ci(R“)] lgls 1}
B | | -

Proposicac 2.1: (De Giorgi) "™ Se P(E) < +» , entao existe

um conjunto de Borel 3*E C 3E e para todo x € 3*E existe v(x)eR"

com |v(x)]| = 1 tal qué
: i Ca
J div g{x)dx = Ig(X)“(X?dHn—l,’v g QECO(R ]
E 3E -

a portanto

H__,(3%E) = P(E) .

Observagao: O conjunto 9%*E & chamado j4ronteira reduzida
~ de E.

Da proposigao (2.1) concluimos que

H _,(3E) » P(E)
Logo: se Hn_l(aE) < 4o =2» P(E) < 4o

A rec{proca, no entanto naoc vale, pois, se {Bp (x(l))}
i
(1)}

- - . n
€ uma sequencla de bolas com centros em {x , densa em R e



o

m -

com |} pp—l< +o , entac o conjunto E =.U, B (x(l)) tem as

R 121l Tp.

1=1 1
guintes propriedades:

a) P(E) < nt_ | il ¢ 4w onde
i
i=1
- n . -
nt = H,_4 {xe R : |x| =11

b)Y H (3E) = + o
n

isto €, P(E)< +» ndo implica que Hn_l(sE)< +oo

N .
De fato: Se E. = U B (x*) , entio
i=1 Py

N Gy, N (i)
P(E,) ¢ ) P(B_ ( ) = ¥ H (3B (x ')
L S iz MTLeg
N 1 :
= Z nwnpg para todo inteiro N
iz1 0

' n
Por outro lado, para toda g € [Cé(Rn)] com |g|¢ 1

temos que

J div g(x)dx = lim [ div g{x)dx ¢ lim P(Ey)
Nereo Norw
E EN

Logo: P(E}¢ nW E-p. < o

Agora, como R = £ U 3E e

o

! i n o n = o
H(E)< W Y e <+ e H (R =+

se-

16
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temos que H_(3E) = +e e portanto H__;(3E) = +e

Definicdo 2.2: Seja A um aberto de R" e B um boreliano

de R%. 0 perimetro de B em nefacdo a A & definido por:
n
P(B,A)Y = sup { J ¢B(x)divg(x)dx g € [Ci(A)} e
A
lg(x)] ¢ 1,9 x €A}

Se A = R® , esta definicd3o coincide com a definicdo 2.1.

Se P(B,A) < +» , dizemos que B tem perimetno finito nela

tivamente a A

Definicao 2.3: Se P(E,K) < +» , para todo KCCA ,

dizemos que B tem perimetne Localmente §inito em A.

Observacdo: Um conjunto pode ndo ter perimetro finito em

A, mas ter perimetro localmente finito em A, onde med(A) < +e

Exemplo: Seja A = {{x,y) € R2, 0<x<1 e lyv|< x}

= {{x,y) € R2 , ~X <y < X,sen %;}

trd
1

P(E,K) < +» ¥ K{CCA



i3

Definicdao 2.4: Seja a= (ul, Oy aeees A ) uma medida

vetorial. Entao a variagao total de « , e a fungao de conjunto |o}

definida por
fal(B) = sup { } I&(B > |s B=U B ; B.M B =0
Heq S T L
sek =3, ¥BCR},

e uma medida.

gbservacido: A fungao |a

" Se B & um borelianc de R' e A & um

Teorema 2.2:
equivale a existencia

aberto em R° , entdo a condicdo P(B,A) < +w
sobre A, tais que:

de n medidas de Radon o , @ 3 «ssse2
1 2 n
n
,J pg(x)div g(x)dx = ) J g;da, = J gda
A i=1 - A
1. 40 .
g e[CO(A)] > 1gl €1
Ainda, P(B,A) = j dla] = laf(a)
: A
Démonstragéo: ( 12 parte)
: £
Seja Ibi = { 0,0,..04. ,-IE!-'- , 0 . ,0)
¢i. tem suporte compacto em A e |¢i| < 1
3g . :
J L () e dx < P(B,A)
¢o{x)div ¢.dx = _............[ O \X) o UX & LR
B 1 Ig! B axi

A A
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2L
= J ¢B(x) Ki%" dx < P(B,A)|g| < P{(B,A)< +=
L .
A

f
= Flg;) = J
A

tado.,.

Logo, pelo

uma medida de Radon o,

F(gi) = J

Portanto:

n
§ F(gi) =

1=

( 22 parte)
a) P(B,A)

¥ ¢ > 0

de conjuntos de Borel e

9g.
¢B(x) 3§%— dx & um funcional linear limi
. i

'
teorema de representacgao de Riez, existe

tal que

gidai ,» para tode 1 = 1l,....4n

[ ¢B(x)div g{x)dx
A

n
izl J g;da; = J gdao
" A A

Mostraremos agora, que P(B,A) =|a| (&)
< Jal(a)

, existe uma partigao de A , {Ah}, h=1l,..

existem pontos Xy € AH tal que
1 .
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gi(xh)ai(Ah) +e/n

e

0q

s

Qu

2

=

A
(TR e 3

n 0 n
: [ gidey < L1 gilxda (h) +e
=1 h=l i=1

U :
=3 g(xh)a(Ah) + €

h=1
i
< ) |g(xh)]|a(Ah)| + o€
h=1
u
s} Ia(Ah)|+ e
h=1

< ol (A) t e

n
== SUp J Ceplxidiv glx)dx <fal(A), g € [Ci(A)] lgls 1

A

by P(B,A) = |al(m)

¥ € > 0, existe uma ?artigéo finita AH h=l,...., n

de A, tal que:

u
|| Ay < ¥ |a(Bh)l T

OLi(Bh) se a(Bh) # 0

: { Ta (B, 7|

0 se a(Bh) = 0

Seja



Observemos que:

2 B2

.
|a (B, )] z
hin

24

n

_ i
~i§l Ea; (B ) fa(B) |

i
thi(Bh)

: n .
=> la(B )} = X'Ela.(B )
h ;21 ki Th

fntao resulta que

mn
e A < ] a(B] + ¢
h=1

F
= Era.{(B ) + €
h=l i=1 1R

- n 3] i ]
='Z ( Z Ehai(Bh)) + £

Seja ¢i(x) =

11~y =

h=1 h

i=1 h=1

i
€h¢B (x)

Essa e uma fungao escada que verifica a relagaoc

N
Iowito s
i=1

Entao existem fungoes 85

relagdo, e tais que

n n
) J b5 COde, < E

izl i=1

Portanto,

1

€ Co (A), verificando a mesma

f gi(x)dui + ¢
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£ sup J.¢B(x)div g(x)dx + 2¢
A

== |a|(A) ¢ P(B,A)

Logo:|a](A) = P(B,A)

Observacao: Na 12 parte da proposigao 2.2 demonstramos

que: se P(B,A) < +» , entao existem n medidas de Radon a_, o _,,a

] 1> 2% n
tais que
e p(x) 7%, 9% = I gidai
A l
5 am T a . = D.
E tambem frequente o uso da n?tagao dal D1¢B . onde
P; g & a medida derivada de ¢y No sentido de distribuigao.

Poderiamos entac reescrever a proposigdo 2.2 da seguin

te forma;

" Se um conjunto de Borel B tem perimetro finito em A
entdc a fungdo caracteristica ¢B(x) admite derivada medida e se

tem ainda que:

P(B,A) = j 1D¢B| = |Dogl(A)
A
Definicdo 2.5: Uma sucessao { Th}-é dita regularizante
se:
a) 1. € cr (RM)
h o
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b) rh(x) >0, ¥ x

) T (x) = 0,¥ |x} > nt
d) JTh(K)dX =1
rN
Definicao 2.6: Sejam f uma func¢do seccionalmente con-

tinua em R e g € Ci(Rn). Entao ¢ produte de convolugao de f

com g , que denotaremos f¥g, € a funcao definida em Rn_por:

(£*g){x) = I flx~ylgly)dy

Rﬂ

Observacao: Uma mudanga de varidveis mostra imediata -

mente que:

J f(x-ylgly)dy = J fylg(x-yl)dy , e portanto

r? R

(£2g)(x) = (g*f)y(x) , ¥ x..

L~ Lo . 1 n o ~lopn
Proposicao 2.3: Sejam f € LlOC(R Y eg@ CO(R )

ent3o:

(f=g) € Cl(Rn) e

supp (f®g) C supp f + supp g ,onde

2
A+ B={x+y : XEA e y€ B},

Proposicdo 2.4: " Se L & de Borel em R, se {4} e

uma sucessaoc limitada de fungoes em Ci(Rn) , S5€ wh(x)+ ¢F(x) pa-

ra quase todo x € R7, entdo

(2.4.1) P(E,A) £ lim inf J ID¢h(x)ldx

=30
PL



te, entao

(2.4.2)

Se wh

vale também

lim supJ |th(x)|dx < P(E,AY , ¥ 8§ » O
h->e -

A-G

onde A~6: { x € A : dist (x,3A)} .

n .
Demonstracao:a) ¥ € [Ci(Rn)] R

J div g{x)dx = lim J ¢h(x)div z(x)dx

h-w
E R

Usando integracao por partes, obtemos que

j ¢h(x)div g(x)dx = - J Dmh(x)g(x)dx

Portanto:

hae

] div g{x)dx = 1lim (—J th(X)z(x)dx )
hoo
E R
= 1im (- J th(X)g(x)dx ), se

SUPP £ C A 5 =

1im inf |- J Dy, (%7 (x)dx |
h+oo
E y A

f div r{x)dx

4

lim inf J ID¢h(X)€(x)|dx
h—)vm

/A

A

24

= 1 %¢p » onde {ty} € uma sucessac regularizan-



Se |g(x)| €1, ¥ x , entdo

I div r(x}dx « lim inf J |D¢h(x)|dx,

£ h-ee A .
Logo: P(E,A) = sup{ J div ¢(x)dx : g€ [Ci(Rn)],
: .
A i

< lim inf J ]D!bh(x)|dx
h+an
A

b) Observemes antes de tudo que:

j‘]th(x)l dx = sup { J 5{x) th(x)dx 5

g
A
8 n

¢ e [chea )] o] £ 1, % x

Portanto para provar (2.4.2) e suficiente estimar

integral

J C(x)'D¢h(x)dx na hipotese de que g € [Cg(A_é)j

l2(x)] € 1,9 x.

a

Observando gue wh =T, ¢E

estimar pode ser escrita

I z{(x)( JDTh(X-y)dy )dx =

"l

J( [ DTh(X“S’)C(X)dx )dy = . ‘
E

temos que a integral

25

o|<l}

}

=

n

a
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J div ( -J Th(x“y)c(x)dx Ydy
E

1 1
S5e h < 3_':$'H_> 5

Logo, para Th(x) > 0 == h » 5

Vemos entaoc que a fungao

Portanto |x|»

}—11:» 5 =>1, (x) = 0

1

- Jrh(x—y)c(x)dx tem modulo ndc superior a

1, &€ de classe Cl e, se h > % , tem

mos entdo escrever que

J r{x) Dmh(x)dx = div
E‘
= div
,J
ENA
< sup {f
g
ENA
= P(E,A)
J |D¢h(x)l dx = sup {
A g

-8

el
r € [coa_ )]

< P(E,A) ,

suporte contido em A, Pode-

( - J rh(x—y);(x)dx Ydy

-

-1 n
div g(x)dx: gELCO(A)]

rh(x—y)c(x)dx )dy

I g (x) th(x)dx

n
, lo(xy| € 1,9% x}

¥ h >

O



conjuntos

Logo: 1lim sup J ‘D¢h(x)ldx < P(E,A)Y , ¥ § >0

h+ew

C.q.4d.

Observacao: Da definicdo de perimetro segue que

P(E,A) = sup P(E,A_,)

§>0 s

Podemos agora provar a seguinte

Proposicao 2.5 (Desigualdade T ) ™" Se E| e E, sao

de Borel de R" e se A & aberto em R", entdo:

P(Bl UE,, & + P(E|N E, , A) < P(E;,A) + P(E,,A)

Demons tracdo: Seijam Yy = T, % o

[

uma sucessao regularizante.

Entao: gh(x) - ¢El.¢E (x) = ¢ElrlE2
2

Cologquemos Eh = wh.nh

%h Y1 Mn

(x) para quase to-
do x.

g, (x) » ¢ () + ¢, () = ¢ o (XD =
h Eq E, Ey"E,

- - n
$ (x) para quase todo x € R
El 9] E2 .

Assim, pela parte a) da proposigao 2.4 temos, ¥ 4> 0
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P(E;N E,y A_g) < iiﬁ inf J |DEh(x) ldx e
A“ﬁ

P(E, U E,, A_) < iig inf J |D;h(x)|dx
A‘5

=> P(E| N Eyy A_) + szl UEy, AL <

2!

lim inf J |Dg, (x)|dx  + 1im inf J | Dz, (x)]dx

h

h-r= A hoo A .
...6 _6

¢ lim inf [ ({pg, (x)]| + |Dg_ (x)]| Jdx
o j h h
A“G -

Como Eh = lphtﬂh —_= Dgh = Ebh-Drlh + nh-Dd’h

Dz

n = Py o+ Doy Dy oong WDy

(} = oy ) Dey 4 (1 - wh)Dnh

Desde que wh e ny tem valores compreendidos entre
0 e 1 temos:

Do | o+ [DE < (L= 40Dy |+ (1 - L )|Dny |
t o lon |+ on Dy |

= Dy [+ [Py |

Portanto: P(El Uk A~6) + P(Elfi E2 s A~5)

2‘)

A

lim inf J (ID$h(x)| +iDnh(x)I Ydx
>
A-ﬁ
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.
£ lim sup | ( tih(x)‘ + IDnh(x)| Ydx
hoe J

A-S

lim sup { |th(x)| dx + J |Dnh(x)|dx

h+ = . -
A—G X A—G
£ 1lim sup J |D¢h(x)]dx + lim sup JiDnh(x)ldx
h+00 h+c0
As As
s P(E;, A) + P(E,, A) pela parte b) da proposigdo 2.4
Logo:

sﬁp P(ESNE,, A_,) + sup P(E, UE,, A_,) =
50 1 2‘ & §>0 1 2? §
PEIN) Epr A) + P(Ep ULy, &) < P(E, &) ¢ PUE, ,A)

Coqod.

Definigdo 2.7: Um conjunto aberto B C R" & pseudo-

. n
convexe em um ponto Xy € 9B, se existe um aberto A C R com XOS'A

tal que:

¥ EC CA vale a desigualdade

|D¢B|(A) & |D¢B U B|(A) ou equivalentemenfe
P(B, A) € P(B U E, A)

Observacgdo: B & J{Localmente pseudo-convexo em A se

for pseudo-convexo em todos os. pontos de 3B M A,
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Proposicdo 2.6:(Desigualdade II) " Seja B(C R” local -

mente pseudo-convexo no aberto A C R". Entdo para todo ECCA

temoes

P(BM .E) € P(E)

Demonstracac: Da proposicac 2.5 aplicada aos conjuntos B

e E obtemos

(1) P(EN B, A + P(E U B, A) € P(B, A) + P(E, A)

Como B é localmente pseudo-convexo em A

(2 P(B, A s P(BUE, A ,%¥ EC CA.
Lego usando este resultade (2) na desigualdade (1),cobte-

mos
(3) P(BNE, A) € P(E,A)

Como EC A e BN ECA, temos
P(B) E, A) = P(BAE) &

P(E, A) = P(E)

Logo: P(BMN EY € P(E) c.q.d.

' : O : : .
Teorema 2.7: (Compacidade) " Seja {By} uma familia

de conjuntos satisfazendo

J|D¢B£ ¢ al(K) < 4+ ,y Kcge , o aberto de R

+
£

(3} cf [1] - Teorema 2.10, p. 26



Entdo existe uma subfamilia {B } tal que

]
1 - ﬂ
Bh. 4 - B em Lloc(ﬂ) .
]
Teorema 2.8 : (Semicontinuidade)

e {Bh} uma familia de conjuntos tal que

' 1
Bh + B emn Lloc(n)

Entao:

"
[ {D¢,| « 1lim inf J Do, |
B B .
a h+ew Q h

(43 eof [1] ~ Teorema 2,11, p. 24

" Seja 9 C R

31

aberto
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CAPITULO III

MEDIDA DO GRAFICO DE UMA FUNGAO

Seja f:o C T , entao

graf £ = {(x,y) € Rt xeq , vy = £f(x)}

Definicdo 3.1: Seja f:ao(C R LR , f € Cl(n). Chama
remos medida do ghafice de f e indicaremos por |grafﬂf| ao valor

da integral, isto e:

|graf9f|= J Yy 1+ |Df|2 dx onde Df = grad f

Q

A definigao 3.1 fol generalizada por Lebesgue no caso em

que f € C%(9)

Definicao 3.2: (Area de Lebesgue)

seja f: 0C &Y - R, £fe ),

| graf €| = inf { lim inf I //1 + |Df |2 dx ;

Q h-reo n
r— Q amna

fn € Lip(@) e £ f uniformemente em Q }

Proposigao 3.1 : Se £ & Lip () ,

|graf9f| = I Y 1 +|Df]2 dx

Q




Demonstragao: Se f

(1) J /1 +peco |2 dx =
Q

De §ato: Sejam a

Entao, [ a(x)¥(x)dx
Q

Como J alx)y(x)dx
Rt

Temos

33

€ Lip (Q) , vale a relagao

n
sup {I [éo(x) +.Z a; (x) fix{] dx
a i=1

1 .
a; € C(2) , i= 1,...,n ,lals 1

. 1 n-1
Cay wevesr @) € [co(ar]

la] €1 e

af af
(l, EEI TEEEEE » 5;— }

Iz

lao] 71 +1pEGo |2 ax

/1 peco|? dx

F7

i
i

3 m n
=J [:ao(x) +izlai(X)§£%§T] dx
Q = 1

- -
(2) J Eio(x) + 7 ai(x)-g—i(ﬂ] dx sJ /1 + |Df(x)12 dx
i=1

1
f Y
Reciprocamente, consideremos P o= (1, DE)
/1 + pe?
Entao ly| €« 1 e

(3) J/1+ IDE(x) | % dx
: Q

Jw(x).( 1, bBf(x))dx
1
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af
IX.,

]dx
i,

' n
< sup { J [jao(x) ) ai(x)af(x)i] dx

- n
= J [\bo(}() +.Z tbl(}()
0 1=1

3 dxX,
Q i=1 1
a € [Ci(ﬁ)]n+l , |al £ 11
Se vy € Ci(ﬂ) basta tomar uma regularizante para ¢.

De (2) e (3) resulta (1)

i

Entac se £, » f uniformemente en @, fh € Lip (Q) e se

h
a , +ee3a_ € Cl(Q) com |a] ¢ 1 resulta
o n o)
n n 2a.
_J [ g0 + ] a; (0280 ] ax =J[ a (x) - ) 3m£f<xj]dx
B * . © i=1 %5 |

9 Q

il

lim J L,a {(x) -~ — £ (x)-] dx
hoo o i1 Bxi h

n afh(x)
1im J [ao(x) 4 E aiM:[ dx
b 3 il P

< lim infj v 1 o+ |th(x)|2 dx
Freo
Q

.'n.- . -+ B 2+ . .
Proposigac 3.2: " |graqu| e semicontinue inferiormen

te respeito a convergncia uniforme, isto €, se

£, £ uniformemente, entao
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|grafgf| RS %iz inf.|grafﬂfh|

Demonstracac: Para todo h fixado existe uma sucessio

fih) € Lip () , féh) > fy uniformemente tal que
2
N VRIS - 1
iif inf I 1 4|ka | dx < |graf, fhl t R
. Q

Por outra parte existe Vi € N tal que

~(h) 1 : T
i fh|< s ¥V k> v e existe K > v tal
. 2
que J YL+ 1Df(“)| dx < |graf.f, | + =
m 2°h h
Q h .
Posto ¥, = f(h) resulta
: 1 s

h

3 .
i‘i’h"fl“‘fl¢h"fh1+|fh—f|<ﬁ+[fh-fl+ 0

Tl

thlz dx < |grafﬂfh| +

(/5

2

Definicdo 3.3: Hedida do grafico de uma fungdo f €

1
Lloc

(o) ,(ef [9])
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. n ~ . :
Sejam @ C R aberto e a(x? uma funcao vetorial a(x) = (
ao(x), ....,an(xD continua em @ juntamente com suas derivads pri-
meiras e com suporte compacto em Q.

Para f € Li (R) , definimos
oc :

n 3a.(x)
|graf9f| = sup { J [jao(x) + f.) ~_~—~—:1dx
a A 1= 1

A n+
ae e @™ Llals1,¥% xeay

Esta definicao de medida do grafico de uma fungao genera
. . ® - e . .
liza as demals ,isto e, a definigao 3.3 coincide com as defini-

coes 3.1 e 3.2 quando f € ctg) ou £ e c®(2) respectivamente.

1
lo

- b N . . .
calculada atraves do perimetro de um conjunto assoclado, mais pre

A medida do grafico de uma fungao f € 1L C(Q) pode ser

cisamente, temos

~ @ .
Proposicao 3.3: " Seija 9 C R" um aberto e f€ Lioc(g)
tal que:
[grafﬂf] < +w» , Se
E = { (x,v) € Rn+l 1 x €n , v < £(x) } , entaoc vale
graf f| = J Do | s KCCa ™"

KxR

Definicao 3.4: Uma funcdo f tem gragice de medida mini-

(5) cf [3] - Teorema 1.8, pp. 522 = 524

(8) ef [9] - Teorema l.10, p, 525
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ma sobre @ se
|grafﬂf| < Igrafg(f+g)|,v g € Ci (o)

Proposigao 3.4: " Se f € CQ(Q),1 f tem grafico de medi-

L .
da minima em @ se, e somente se,

Df

div ( — ) = 0
/1 o+ |Df|2
Demonstracgao: (=) Para todo t € R , seja

p(t) = J //l‘+ |D(f+tg)|2 dx , g € Cé (Q)
Q

Como f tem grafico de medida minima, $(t) tenm mfnimo'pé

rat = 0 e portanto ¢'(0) = 0

D(f+tg)Dg

wt(t) dx

- Q /1+|D(f+tg,)|2

" Df . Dg

Q ,/1+|Df|2

Como f € CZCQ) e g € Ci(ﬁ) obtemos, integrando por par

. .
w (0) dx = 0

tes, que

af
t 1'21 3 ( gXs )
y (Q0) = - J g(x) 5 - e dx = 0 ,
T e - -
a i=1 7% /) ) <g§u )2
i=1 -

¥ g € Ci(Q) , e portanto ,



38

-%ﬁ_

n X.

D - ) = odiv (—2E 'y =
1=l * /;1+_Z ( 3L 2 / 1+]Df| 2

ax,
1

¥x &40

(«=') Reciprocamente, suponhamos que

/1 + |p£|?

E claro que 9'(0) = 0

div ( = 0 em 0

dx

P (L) j (1 + 1D(f+tg)12 )|Dg[2 ~ [b(f+tg),Dg]2

ol

& (1L + lD(f+tg)l2 )

-

I (1 + |pCerted]? [pe]? - [nierre) 2. gl ? dx
3

A (L + |D(F+tg)]? )2

' 2
J e |Dg[ 5 dx 2 ©
@1+ |t} ? )®

Como %'(0) = G e ¢"(t}y 20 , ¥t € R (isto e, e
estritamente convexa) , temos qde
w(g) = min y{t) e, em particular, temos
t
(1) - ¢(0) = J /{ + |D(f+g)[2 dx = J /14 IDf|2dx > 0

a Y

=> f tem grafico de medida minima sobre @ c.q.d.
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Obsenrvacdo: A equagao

4 l+[Df|2

denominada equagao das superflicies minimas ou equacde de Eulenx,

) = 0 ¥ x€nq

™1

Definicdo 3.5: A fronteira de um conjunto aberto BCR"

¢ Lipschitziana em um ponio X € 9B, se existe um aberto A C R"
com X_ € A tal que 3B A & grafico de uma fun¢do Lipschitziana a

{n-1) variaveis.

Observacac 1: Diz-se simplesmente que um conjunto aber
te B C R® possui fronteira Lipschitziana, se ela for Lipschitzia~-
na em todos o©os pontos.

Obsenrvagas 2: 0Os conjuntos localmente péeudo—convexos
com fronteira Lipschitziana podem ser considerados uma generali-

zacao dos conjuntos com curvatura media naoc-negativa.

e fafo, suponhamos que 2 seja pseudo-convexo em xde

32 ¢ exista um aberto B CR™ % e uma funcao lipschitziana

.f: B - R
tal que o conjunto
grafo = { (x,y) € R . x € B , v = I(x)Y ¢ A
(A aberto que contéem x_ ) , onde

M A= { (x,vy) € AN (BxR) , x € B , y > £{x)}

Temos que

J IDo ot < J | $aur
A A

¥YECCA ,
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pois, & e pseudo-convexo em X

Por outro lado, (cf Proposicao 3.3)

J [Deg | = J /fl + ]Df|2 dx = |grafo[
A B ‘

Logo, ¥ ¢ € Ci(B) , ¥ € 0 e"suficientemente pequena” ,

temos

J //l + IDf|2 dx < J V;l +{DCE +y )|2 dx , e portanto
B B

Lo ax»o0,¥pecm®,
1+ ]Dfl?

(1)

n-1 D.f.D.
I i

i=1

$ <0 e " suficientemente pequena "

Agora, no caco de f e €%(8) entio (1) implica que

n-1 Dif(x)
LoDy
1=1 /1 |DfCx) 2

cac da proposigdo 3.4.

(2)

>0, ¥x €B , conforme demonstra

A relagao (2) exprime a nao-negatividade da curvatura

media de 3N A
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CAPITULO IV
PRINCIPIO DO MAXIMO FORTE

Apresentaremos agora o principio do maximo forte para
as fronteiras minimas,-que pode ser visto como uma generalizacgao
do principio do maximo para fungdes analiticas. Uma das aplica -
¢Ses deste principio se verifice na unicidade da solugdo do Pro

blema de Dirichlet para Equagao das Superficies Minimas.

Definigao 4.1: Um conjunto E tem fronteira de medida

. n
minima em @xR, & aberto de R, se valem

a) J |D¢EI < +o , ¥ X CaxR
K
b) [ |Dép| < I Doyl » ¥ KCCaxR , ¥ M com
K K
M A ECCK
Definicao 4.2: Uma fungdo £:2 + [-» , +=] & chamada

sclucdc generalizada da equagao das superjleies minimas sobre um
aberteo 9 , se f for mensur&vel_segundo Lebesgue e o conjunto

1

E={ (x,y) € R*F x €0,y < f(x)}

tiver fronteira de medida minima em $xR

Observagdo: 0s valores de wuma tal fungao £ podem ser
modificados sobre um conjunto de medida nula sem que isto tenha
influéncia na validade de a) e b) da definigao 4.l. Portanto, as
solucoes generalizadas da equagao das superficies minimas sao con

sideradas definidas a menos de um conjunto de medida nula.
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Assim, gragas a possibilidade de se poder redefinir f;

podemos supor que

1) Sep >0 , med [Bp(x,y){ﬁ E] med Bp(x,y) =

(x,y) € E

2) Se © > 0 , med [Bp(x,y){w E] = 0 =(x,y) € E ,

ou equivalentemente

(2) (x,y) € 32 <> ¥ 0 > 0 , 0 < med [Bp(x,y)rq E]

< med Bp(x,y)
Em relagdo a regularidade da fronteira de medida mini-

ma, De Giorgi demonstrou em 1960, o seguinte

@ - . .
Teorema 4.1: " S8e E e um conjunto de fronteira de

I

medida minima em um aberto A CR e vale (2)! para E, entaoc exis-

te um aberto AO(: A tal que, 9EN AO e localmente grafico de uma
fungao analiitica de (n-1) variaveis, solucgdo da equacdo das super

+ . L .
ficies minimas e

Ao

A - AO)

#H
Lo}

n-1

Lema 4.2: Seja Bp = { x €R |x] < o }

Se f: Bp > (-8 ,8 ) € lipschitziana
Se E C R™ tem fronteira de medida minima em

A= Bpx(*d , §) e verifica

E C {x € BpxR , 6 > X, > f(xl,...., Xn-l) }

A7y ef [W] - Tecrema 4, p. 17
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Entao: ¥ ¢ < p , dada a funcgao fo’ continua em Bp, coln-
cidente com f em (Bp - B ) e, solugao da equagao das superficies

* -
minimas em Bc’ tem~se tambem que:

E Ci{x € B xR : xﬁ 2 £ (xpaenny % 1) )

n-1

Demonstracac: Fixado o < p , seja

L, = {x €'BpxR ;8 > xnafo(xl,...., X Y 3

n-1

Pela desigualdade I ( cf Proposigao 2.5.) temos

(1) |D¢E UL | (A) + 1D¢Eﬁ LAY < |D¢E|(A_) + |m>L | (A)
o - g o
Por outro lado, pela propriedade de minimc de E e Ly
temos
(2) |D¢E1(A) £ |D¢En Lrj|(A)
(3) ]chLc!(A) S |D¢_E U LU|(A)

Portanto, em (1) ,(2) e {(3) deve valer o sinal de igual~

dade. A igualdade em (3) implica que E U LG = LG . Logo E C Lc

Teorema 4.3: (Principio do maximo forte)

. Il . . . .
" Seja © (C R pseudo-convexo com fronteira Lipschitziana
. - - - +* -
em X, € 32, Seja E um conjunto com fronteira minima em um aberto

A I x_ e seja
(8]

ENACON A, x, € 39N 3E

Entao, existe um aberto A' , X e Al C:A,_tal-que
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3EN A? 3R N AY e

-

3E N A" & grafico de uma fungdo analitica de (n-1) va -

riaveis, solugde da equagdo das superficies de area minima.

Demonstracao: » R
™
E
K\M#/) ,Rn_l
Sem perda de generalidade, podemos supor que X, =0

Como & e pseudo-convexo em X £ 92, com . .fronteira

Lipschitziana, existe p € R , p » 0 e uma funcao

£.B = { x ¢ ;7L

0 Ix| < p } + (-8 , 8} lipschitziana

com er[BDX(HG_f 6)] = { x € BQXR 5 > X EX f(xl,...., xn_l)}

Podemos ainda supor que p seja tal que E tenha frontei
ra minima em Bpx(—6 , &)

Fixado o < p, seja £_  como no lema 4.2, isto &, f_ fun-

g o
- - . . -~ -

gao continua, colncidente com [ em (Bp ~ BU) e solugao da equagao
das superficies minimas em B,

Como @ & pseudo-convexo em x » devemos ter f_ 3 f. Além
disto, pelo Lema 4,2 e pela condicgac de 0 € 3E, temos

A
fU(O) = £f(0) = O
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Pelo fato de E ter fronteira minima em Bpx(—ﬁ,é) segue

do teorema 4.1 que, existe o, € P 60 £ 8 *al que

E [Bgox(—ao,ao)] =

% Y} onde

{ x & Bq x(—ao,ao) S . u(xl, ey X g

o
u:B +"(—6O,60) fungdo analitica, solugido da equacgao

¥ .0 .
das superflciés minimas em BG
o

Temos ainda gque:

ul{x) > f (x) ¥ x € Bg e u{0) = fG(D) =0
O .

— . - " - [ . -
Entao, pelc princlpic do maximo para fungoes analiticas,

ulx) = £ (), ¥ x| o< o,

g 0

Pela arbitrariedade de ¢ temocs que

ulx) = f(x) ¥ |x| g o, c.q.d.

Assim, o principio do maximo forte. garante que, se @

n

R" e £ CR" sdo tais que:

- @ e pseudo-convexo com fronteira Lipschitziana em X

pertencente a fronteira de @
- [ tem fronteira minima em um aberto A 3 X

- EYACST A e xoe gt My 8k

Entao,
- as fronteiras de § e de E coincidem em uma vizinhan-

ca aberta A' de X contida em A

-



46
~ Em A, a fronteira de @ (de E) e grafico de uma funcao

analitica de (n-1) variaveis.

. o
Teorema Y4.4: " Seja @ c r? aberto, limitado e ¥ €

Ll(ﬂ) tendo derivada primeira medida finita em & . Se o conjun-

to

E = { x € QxR : X1 € f(xl, ..... n

tem fronteira de medida minima em xR, entdc f & uma fungio ana-

1itica real™.

Este resultado garante a regularidade da fronteira dos
conjuntos que tem perimetro minimo. Embora seja este seja um
resultado muito importante, nao fazemos a demonstragao por fugir

do objetivo deste trabalho.

Aplicaremos agora o principic do maximo forte na reso-
lugdo do problema de contorno, com dado continuo, para a equagac
. - * - -
das superficies minimas sobre abertos limitados e localmente

pseudo-convexos com fronteira Lipschitziana.

Teorema 4.5: " Seja ﬂc:Rn aberto, limitado e local -~

(8} c£[B] - Teorema 3, p. 354
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mente pseudo-convexo com fronteira lipschitziana e seija
g:3g =+ R continua
Entdoc, existe uma unica u € C(2) N C”(a) , solugdo da equagdo

L L 3 n
das superflcies minimas em & e lgual a g em 3R .

Demonstragao: Seja B uma bola aberta, limitada de R"

tal que Q C (CB.
Pelo tecrema de extensao de Gagliar-do,O podemos de-
finir uma fungao g*:B -» R continua tal que g*/30 = g ¢ com sua

derivada primeira localmente integravel. Ainda,

sup { |g*(x)|, x € BY = sup { lg(x)|, x € 30 }

Seja F a classe das fungdes mensuraveis em B e tendo

derivada primeira medida finita em B e coincidentes com g¥ em

B ~ %n.

Em F consideremos o funcional

F(£) = |graff | , £ €7,

Queremos mostrar que este funcional assume um minimo
na classe F .
Observemos antes gue:
- F(£) = [grafpf] » 0
- gt €3F e F(g*) < 4o =  JFinf F(F)
£ eF

Seja £, uma sequencia de, fungoes minimizantes , ou

(s} ef |6] - p. 300 -
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seja: fy e, £, = g% em B - Q ¥h e
lim [grafohl = inf F(f)
h+>o f ez

Desde que g* & limitada sobre 32, podemos supor que ca-

da fh seja limitada por

min g¥(x) < fh(x) < max g*¥(x) , ¥ h
x € 3Q x € 23Q

Portanto, existe uma subsequencia (fh ) que converge

J
uniformemente a u € & ,
Como:
[grafBu < lim inf ]grafoh | = inf F(£)
Jre 3 feF

Segue-se que u € o minimo para o funcional F. Logo, pe-
lo teorema 4.4, u = ulx) e uma fungdo real analitica em 2, solu-

ofa

— -~ ' . ¥ . —
cao da equagao das superficies minimas e u = g% em B - @

Como g € CO(BQ), resta demonstrar que u = g em 38
Para isto observemos, antes de tudo, gque o conjunto

1

E =z {(x,y) € %" |, x€Bey < ulx)}

- ~ - - a + ’
tem frontelra minima em OxR, mais precisamente, temos:

J Dol < J Do, | 5 ¥ M CR™ com M A EC COxR

axR QxR

Agora, para cada . € 50, consideremos uma sequéncia

(xh) de @ de modo que

linm %, = X
h-H:O .
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)

Como u e limitada em @ , existe uma subsequencia (x

k.
3
tal que
%ig u(xhj) =y, e portanto (xo,yo) € 3k
Queremos agora mostrar que Vo = g(xo).
Suponhamos que y_ > g(xo) e consideremos © ponto (xo,yo)
€ 3axR.

1

Existe uma bola Bp(xo,yo) CRD+ tal que QxR e pseudo -~

B (x e
convexo em p( o’yo)

E F}Bp(xo,yd) C xR , com

J |D¢E| < J ID¢M| ¥y HMC pn+l , MAE C C(2xR) N Bp'
B N (AxR} B_fi {rxR}
.p o
Como,
v = (axRY N Bo(xo,yo) e pseudo-~-convexo em (xo,yo)

—_ -, aﬂ‘i E
(Ao,yo) € (2axrRyN 9o

Se mostrarmos que E tem fronteiva de medida minima em
3 3 isto &€
bp(xo,jo) , 1sto e,

J IDo| < f Dol ¥ M, 1A EC CB(x»y,)

B B I
) .3
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podemos aplicar o Prineipio do Maximo Forte (Teor. #.3) e afirmar’

que existe 0 < r < p , tal que

3E N Bp(xo,yo) = {(3axR) N Br(xo-’yo)

Logo, existe jO tal que j » jo , entao

(xhj,u(xhj)) € 3axR - absurdo, uma vez que xhje 30 para

todo h..
]

Mostremos entao que

J Dol < J [Doyl ¥ M, M A ECCB (x,y)

B B
[ p

De gfato:

o [ 1ol = [ oegl ¢ [ eyl =] Ioegl

3, Bg_(axg), B, N (7xR) B, A (OxR)
- _ n+l e
— [ [DEFIEN I ]D¢M{ ¥MCRT, MA&ECCE N (OxR)
B, B, M (AxR)
b) J |D¢M| = [ |D¢M1 + I |D¢Ml =

B . -
o Bo {axR) Bpn (xR}

J Doyl + J R I Dol

90~(Ezf~‘) Bp N axm {(agxR} A BD
Usando a) em b)), temos

WNC A R
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e) J IDo | > J |Doy, |+ J | Dép| + [ Dyl - [ P41 ger!

B ey i : . .
. B, Bp {RxR) Bn {3axR) nap {32%R) n:io

Por outro lado,. come (axR) N Bp e localmente pseudo -

convexo, vem

[ gl < | 1% (e wul ¥ mE OB,

B B
L P

Usando a proposicgao 2.5 (Desigualdade I) segue-se

J D¢ axry u ml € 'J D¢ Coxry ne! *} Do g !+ J Doyl

B n
4 Bo Bo "o

= I D% oxryy 1l - J Doyl

Bp n(a0xR) (OxRY 0t Bp

[ 1oog gl + [ meyle [ eyl +

B, B -{2x?) (30K} AR
J | Do, |
{AxR) n1'3p
a) 0 < - J D% coemy ol * { (Do |+ J |9l

B NamR B - {ExR) {anxR) 11 3,
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Substituinde {(d) em (c) vem

+1
J Dol < J Doyl ¥ MC rRM

B, B,

, M A ECCB (X ,v,)

— . -
~ Para Yo © g(xo) a demonstracgao, por contradicao, e

analoga. Assim, Vo = g(xo).

Resumindo:

(1) - Para todo x_ €939 e toda sequéncia (x ) de B -~ Q, com

lim = x_ Ttemos que
h‘-—)oo o

1im u(xh) =j%im g*(xh) =.g*(xo) = g(xo)

(2) - Para tedo x, € 20 e toda sequéncia (x,) de &, com

lim = X , existe uma subsequencia (x, ) satisfazendo

; o
ree ] :}

}im u(xﬁ ) = g(xo)
]—>oc j .

Observamos que (2) tambem vale se tomarmos (Xh) em 90 ,

Com efeitor.

{0

Seja {xh} C an , Xy xo

3 h h hy
Seja {x, } C @, com X+ X e u(xk} > u(xk)'

~ h . h _ -
Intao , 1Ak - XOI = | X X, + Xk XOI
xh
k



Além diss 2 .
$s0, tomando uma subsequéncia de (xk), Se necessario,

temos ; (x ) ( I ) \ h h
ulx, ) ~ g xo) = u(xk) - u(xk) + u(xk) jgxgi

Cslutg) - uedy | s Iucx}};)—g(xo)L -

Em vista dos resultados (1), (2) e (3}, definimos

ulx) = g{x), ¥ x € aq , © que conclul a demonstragao

do teorema.

Obéenuag&o: Este teorema contem os resultados demonstra
dos por M.Miranda (1965) e Jenkins e Serrin (1968), os quais con -
sideravam oé casos de abeftos uniformemente caonvexos e localmente
pseudo-convexos de classe C2, reqpectivamente. Mas, segundo as-pa—
lavras do proprio M. Miranda, o interesse do teorema nd3o se situa
tanto na generalizagao obtida quanto no meétodo de demonstracao ,
que e completamenfe novo respeito a aquele de M. Miranda e Jenkins
e Serrin.

Este resulfado foi generalizado (1977) por Rodney C.Bas-
sanezi {(cf &] }s que naoc leva em conta o fato da fronteira an

ser lipschitziana.
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