. Universidade Estadual de
é"’ﬁ Campinas n
'f..\'. Instituto de Matematica, Estatistica e %IMECC

Computagao Cientifica

UNICAMP )
Departamento de Matematica

Estruturas Complexas com Auto-Espacos

Nilpotentes e Soluveis

Tese de Doutorado

Edson Carlos Licurgo Santos!

Orientador: Prof. Dr. Luiz Antonio Barrera San Martin

IEste trabalho contou com apoio financeiro da FAPESP, processo n2 02/13020-5.



Estruturas Complexas com Auto-Espacos Nilpotentes e Soliveis

Este exemplar corresponde a redacao final da
tese devidamente corrigida e defendida por
Edson Carlos Licurgo Santos e aprovada

pela Comissao Julgadora.

Campinas, 25 de junho de 2007.

Prof. Dr. Luiz Antonio Barrera San Martin
Orientador

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Luiz Antonio Barrera San Martin (Orientador) (IMECC - UNICAMP)
Prof. Dr. Caio José Colletti Negreiros (IMECC - UNICAMP)

Prof. Dr. Pedro José Catuogno (IMECC - UNICAMP)

Prof*. Dr*. Maria Laura Barberis (Universita di Cordoba - Argentina)

Prof. Dr. Esmerindo de Sousa Bernardes (IF-USP - Sao Carlos)

Tese apresentada ao Instituto de Matematica,
Estatistica e  Computacao  Cientifica,
UNICAMP, como requisito parcial para
a obtencao do titulo de Doutor em

Matematica.

i



il

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecaria: Miriam Cristina Alves — CRB8a / 5094

Santos, Edson Carlos Licurgo
Sa59%e Estruturas complexas com auto-espagos nilpotentes e soluveis/

Edson Carlos Licurgo Santos -- Campinas, [S.P. :s.n.], 2007.

Orientador : Luiz Antonio Barrera San Martin
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas, Instituto de

Matematica, Estatistica e Computacdo Cientifica.

1. Lie, Algebra de. 2. Grupos nilpotentes. 3. Grupos soltdveis. I. San
Martin, Luiz Antonio Barrera. II. Universidade Estadual de Campinas.

Instituto de Matematica, Estatistica e Computacado Cientifica. III. Titulo.

Titulo em inglés: Complex structures having nilpotent and solvable eigenspaces

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1. Lie algebras. 2. Nilpotent groups. 3. Solvable
groups

Area de concentragdo: Geometria
Titulacdo: Doutor em Matemdtica
Banca examinadora: Prof. Dr. Luiz Antonio Barrera San Martin (IMECC-Unicamp)
Prof. Dr. Caio José Colletti Negreiros (IMECC-Unicamp)
Prof. Dr. Pedro José Catuogno (IMECC-Unicamp)
Prof®. Dr®. Maria Laura Barberis (Univ. Cérdoba)
Prof. Dr. Esmerindo de Sousa Bernardes (USP-Sao Carlos)
Data da defesa: 25/06/2007

Programa de P6s-Graduagao: Doutor em Matematica



Tese de Doutorado defendida em 25 de junho de 2007 ¢ aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

q{% lx’_\ Bf&u [,Q-u. L

Prof. (a). Dr (a). LUIZ ANTONIO BARRERA SAN MARTIN

) o

Prof. (a). Dr (a). PEDRU JUSE CATUDGNO

da% Aw / Ll-,>

Prof. (a)! a) MARIA LAURA BARBERIS

v



Dedicatoria

Este trabalho € dedicado a minha
esposa Maria e aos meus filhos

Daniel e Davi.



Agradecimentos

Quero expressar minha gratidao as seguintes pessoas e instituigoes:

A FAPESP, pelo apoio financeiro:

A secretaria de pés-graduagao do IMECC-UNICAMP;

A minha esposa e meus filhos, pela paciéncia e incentivo.

Aos amigos do IMECC e de fora, que para nao cometer injustica, nao vou citar
nomes;

A banca examinadora, pelas valorosas contribuigoes.

vi



Resumo

Seja (g, [+, -]) uma dlgebra de Lie com uma estrutura complexa integravel J. Os +i-
auto-espagos de J sdo subalgebras complexas de g© isomorfas a dlgebra (g, [+] ;) com
colchete [X * Y], = 5 ([X,Y] — [JX, JY]). Consideramos, no capitulo 2, o caso onde
estas subalgebras sao nilpotentes e mostramos que a dlgebra de Lie original (g, [+, -]) é
soltivel. Consideramos também o caso 6-dimensional e determinamos explicitamente
a Unica algebra de Lie possivel (g, [*| ;). Finalizamos esse capitulo pruduzindo vérios
exemplos ilustrando diferentes situagoes, em particular mostramos que para cada s
existe g com estrutura complexa J tal que (g, [*] ;) é s-passos nilpotente. Exemplos
similares para estruturas hipercomplexas sao também construidos.

No capitulo 3 consideramos o caso onde os ti-auto-espacos de J sao subalgebras
complexas soltuveis e a algebra complexa é uma algebra de Lie semi-simples. Mos-
tramos que, se a algebra real é compacta, uma tal estrutura complexa depende
unicamente de um subespaco da subdlgebra de Cartan. Finalizamos esse capitulo
considerando o caso em que as subalgebras soluveis complexas estao contidas em
subalgebras de Borel de uma érbita aberta da agao dos automorfismos internos da
algebra real. Mostramos que, assim como no caso compacto, as estruturas complexas
sao determinandas, de modo unico, por subespacos da subélgebra de Cartan.

Ao final da tese apresentamos um procedimento, elaborado em MAPLE, que
possibilita testar a identidade de Jacobi quando os colchetes de Lie sao dados pelas

constantes de estrutura.
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Abstract

Let (g,[-,-]) be a Lie algebra with an integrable complex structure J. The =+i
eigenspaces of J are complex subalgebras of g& isomorphic to the algebra (g, [+ ;)
with bracket [X Y], = 1 ([X,Y] — [JX, JY]). We consider, in chapter three, the
case where these subalgebras are nilpotent and prove that the original Lie algebra
(g, [, ]) must be solvable. We consider also the 6-dimensional case and determine
explicitly the possible nilpotent Lie algebras (g, [*];). We finish this chapter by
producing several examples illustrating different situations, in particular we show
that for each given s there exists g with complex structure J such that (g, [*],) is
s-step nilpotent. Similar examples of hypercomplex structures are also built.

In Chapter 3 we consider the case where the + i eigenspaces of J are solvable
complex subalgebras and g® is a semisimple Lie algebra. We prove that, if g is com-
pact, such a complex structure comes from a subspace of the Cartan subalgebra.
We finish this chapter by considering the case where the solvable complex subal-
gebras are contained in Borel subalgebras of an open orbit of the action of inner
automorphisms of the real algebra.

At the end of the thesis we present an algorithm, made in MAPLE, that allow
us to verify the Jacobi identity when the Lie brackets are defined by the structure

constants.
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Introducao

Dada uma algebra de Lie real g com uma estrutura complexa J, podemos escrever

01 sao os auto-espacos de J correspondentes aos

gC = g @ g%, onde g0 e g
autovalores i e —i, respectivamente. Estes auto-espacos sao subalgebras de g® se,
e somente se, J é uma estrutura complexa integravel, isto é, anula o tensor de
Nijenhuis.

No capitulo 2 consideramos estruturas complexas para as quais os auto-espacos
sdo subdlgebras nilpotentes de g€. Mostramos que a &lgebra de Lie g é soltvel
se g"? (ou equivalentemente g*') é uma subdlgebra nilpotente (ver teorema 2.8).
A demonstragao deste resultado ¢ baseada num resultado dado por Goto [11], a
saber, que uma algebra de Lie semi-simples nao pode ser escrita como soma de duas
subalgebras nilpotentes.

Numa outra dire¢ao, aplicamos a classificacao dada por Salamon [14] para de-
terminar quais algebras de Lie soltiveis 6-dimensionais possuem estrutura complexa
com gh? nilpotente.

Atualmente as estruturas complexas sobre algebras de Lie soliveis e nilpotentes
sao bastante estudadas. (ver, por exemplo, Dotti-Fino [7], [8], [9], [10], Barberis-
Dotti [3] e Salamon [14]). Em particular, estruturas complexas abelianas foram
consideradas em [9], onde foi provado que estas somente ocorrem em algebras de Lie
soluveis, e em [3], onde foi dada uma caracterizacao das algebras de Lie soliveis que
possuem estruturas complexas abelianas.

E importante observar que Cordero-Ferndndez-Gray-Ugarte [5], introduziram
o conceito de estrutura complexa nilpotente impondo a condicao de que a série

ascendente de ideais a;(.J), definida indutivamente por ag(J) = {0} e
a(J) ={X eg[X,g] Ca1(J) e [JX,g] Car1(J])}

acabe em g. Observamos que se J é nilpotente entao a algebra de Lie g é também
nilpotente. Logo este conceito é mais forte que a condi¢ao de nilpoténcia dos auto-

espacos g% e g%t



INTRODUCAO 2

Desenvolvemos o capitulo 2 do seguinte modo. Na segao 2.1, seguimos Bar-
tolomeis [4] e definimos um novo colchete de Lie [*]; sobre g dado por [X Y], =
s ([X,Y] = [JX, JY]). Este colchete satisfaz a identidade de Jacobi se, e somente se,
J é integravel. Neste caso denotamos a algebra de Lie obtida por g.. Esta algebra
g. ¢ uma &lgebra de Lie complexa (com estrutura complexa J) isomorfa tanto a g'°

quanto a g%!. Observamos que estas algebras sao também isomorfas a dlgebra de

Lie g dada pelo colchete [X,Y]; = 5 ([JX,Y] + [X, JY]).

Na secao 2.2 demonstramos que g ¢ soluvel se g, é nilpotente. Como men-
cionamos anteriormente a demonstracao deste resultado é baseada num lema de
[11], cuja demonstragao é reproduzida aqui com algumas modificagoes.

Na segao 2.3 determinamos as algebras de Lie soluveis 6-dimensionais g com
estrutura complexa J tal que g, ¢ s-passos nilpotente. Mostramos que, para estas
algebras, s = 1 (isto é, g, é abeliana) ou s = 2 e existe uma base {f1,..., f¢} de g

tal que os colchetes nao nulos de (g, [*] ;) sdo dados por

fi* fa] = [fax fol = —f5, [fr* fa] = [fax f3] = —fe.

Logo existe apenas uma possibilidade para g, em dimensao 6.

Finalizamos o capitulo 2 com a segao 2.4, onde construimos exemplos de dlgebras
de Lie g com estrutura complexa J para a qual g, é s-passos nilpotente para cada
s dado. Construimos também exemplos similares de estruturas hypercomplexas.

Tendo sido estudadas as estruturas complexas cujos auto-espacos sao nilpotentes,
passamos a estudar as estruturas complexas, sobre algebras de Lie semi-simples g,
cujos auto-espacos sao soluveis. Na secao 3.1 exibimos uma maneira de se construir
estruturas complexas com auto-espaco solivel, a qual chamamos de estrutura com-
plexa soluvel, através dos subespacos de uma subdlgebra de Cartan h que satisfazem
a condicao

dim@VZ%dimcheVﬂT(V)z{O}, (1)

onde 7 é a conjugacao em g associada a g.

Mostramos na secao 3.2 que a maneira exibida na sec¢ao 3.1 é o inico modo de se
obter estruturas complexas soltiveis sobre dlgebras de Lie semi-simples compactas.
Em vista dos resultados de Snow [6], onde se prova que, sobre dlgebras de Lie
compactas, toda estrutura complexa é soliivel, podemos dizer que a maneira exibida
na sec¢ao 3.1 é o inico modo de se obter qualquer estrutura complexa sobre algebras
de Lie semi-simples compactas.

Na secao 3.3, consideramos estruturas complexas soltuveis sobre algebras de Lie

semi-simples nado compactas. Utilizamos o trabalho [17] de Wolf e mostramos que,
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fixada uma 6rbita aberta A da agdo dos automorfismos internos da algebra real
sobre o conjunto das subalgebras de Borel, existe uma subalgebra de Cartan tal que
toda subalgebra soluvel complexa, contida em alguma subalgebra de Borel de A, é
determinada por subespacos desta subdlgebra de Cartan que satisazem a condicao
(1). Além disso, subdlgebras soluveis contidas em subdlgebras de Borel que nao
estao em Orbitas abertas nao determinam estruturas complexas.

Finalizamos a tese apresentando, no apéndice A, um procedimento elaborado em
MAPLE que possibilita a rdpida checagem da identidade de Jacobi de colchetes de
Lie nao nulos, fornecidos por suas constantes de estrutura. Este procedimento, cuja
elaboragao contou com a participagdo de Esmerindo de Sousa Bernardes (IFSC-
USP), permite também saber quais sdo os possiveis valores das constantes de es-
trutura de um colchete de Lie, que se supoe nao nulo, para que permaneca valida
a identidade de Jacobi. Em outras palavras, o procedimento é bastante tutil na

construcao de exemplos de dlgebras de Lie de baixa dimensao.



Capitulo 1

Conceiltos Basicos

Neste capitulo vamos introduzir os objetos de nosso estudo. Estaremos ocupados
com definigoes, conceitos e resultados basicos que vao embasar os capitulos vin-

douros.

1.1 Algebras de Lie

Lembramos que um grupo de Lie é um grupo G que é também uma variedade
diferencidvel tal que a aplicagao (g,h) — gh™! é diferencidvel (ver, por exemplo,
[21] ou [18]). O exemplo classico de grupo de Lie é o grupo das transformacoes
lineares inversiveis de R".

A algebra de Lie de um grupo de Lie, da qual tratemos nesta se¢ao sempre nos
servindo de [15], pode ser definida como sendo o espaco vetorial dos campos de
vetores invariantes a direita, o espago vetorial dos campos de vetores invariantes a
esquerda ou ainda como o espaco tangente na identidade munido do colchete de Lie.

Mais geralmente temos

Definicao 1.1 Seja g um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que g € uma

dlgebra de Lie se existe um produto (colchete)
[ ]rexg—g

que satisfaz:

1. bilinearidade,

2. anti-simetria , isto €, [X, X]| =0, para todo X € g e

3. a identidade de Jacobi, isto é, [ X,|Y,Z]| + [Z,[X,Y]] + [Y.[Z, X]] = 0, para
todo X,Y,Z € g .



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS 5

Um subespaco b de g que é fechado pelo colchete, isto é, [X,Y] € hse X, Y € b
é chamado de subdlgebra de g. J& um subespago b de g que satisfaz [X,Y] € b, para
todo X € ge Y € b é dito um ideal de g. O exemplo classico de algebra de Lie é
o espaco vetorial das matrizes quadradas de ordem n, com entradas num corpo K,
munido do colchete [X, Y] = XY — Y X.

Definicao 1.2 Sejam g uma dlgebra de Lie, V um espago vetorial e gl (V') a dlgebra
de Lie das transformagoes lineares de V. Uma aplicagdo linear p : g — gl (V)
que satisfaz p ([X,Y]) = [pX, pY], isto é, que é um homomorfismo é chamada de

representacao de g em V.

Estaremos particularmente interessados na representacao adjunta de g, que é

dada por ad : g — gl(g), onde ad (X) (V) = [X,Y], X, Y € g.

Definicao 1.3 Dada uma dlgebra de Lie g definimos, por induc¢do, os sequintes

subespacgos de g:

g =[g.9] g' = [g.9]

g(k) — [g(k_1)7 g(k_l)} gk? — [g’gk—l}
onde [A, B] denota o subespago gerado por {[X,Y]; X € A,Y € B}, se A e B sao
subconjuntos de g. Dizemos que g0, ¢g',..., g%, ... é a série derivada de g e que
gl,9%...,0" ... é a série central descendente de g.

Temos que g e g* sdo ideais de g, gt c g®), gkttt c gk e g®) C ghtl.

Definicao 1.4 Dada um dlgebra de Lie g, dizemos que
1) g € solivel se existir kg > 1, tal que gt = {0} e
2) g € nilpotente se existir kg > 1, tal que g = {0}.

O teorema de Engel diz que g é nilpotente se, e somente se, ad(X) é nilpotente,
para todo X € g.
Existe em g um unico ideal solivel, chamado radical solivel, ¢ (g) C g que contém

todos os ideais soliveis de g. Isto motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.5 Dada um dlgebra de Lie g, dizemos que:
1) g é semi-simples se o radical solivel de g € nulo.

2) g ¢ simples se dimg # 1 e os inicos ideais de g sao {0} e g.
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Temos que as algebras simples s@o também semi-simples. Além disso, se g é
semi-simples, entao g se decompoe em soma direta de ideais simples. Isto possibilita
estender os resultados do caso simples para o caso semi-simples.

A forma de Cartan-Killing de uma algebra de Lie g é a forma bilinear simétrica
denotada por (-, -) e dada por (X,Y) = tr (ad (X) ad (Y)). Envolvendo as definigoes

anteriores temos os critérios de Cartan-Killing:

1. Seja g uma &lgebra de Lie de dimensao finita. Entao g é solivel se, e somente
se, (X, Y)=0paratodo X €g' eY €g.

2. A forma de Cartan-Killing é nao-degenerada, isto é, (X,Y) = 0 para todo Y

€ g implica X = 0 se, e somente se, g ¢ semi-simples.

O primeiro passo na dire¢ao das defini¢oes dos conceitos de peso (posteriormente

rafzes) e de subélgebra de Cartan é o seguinte teorema.

Teorema 1.6 Sejam V' um espacgo vetorial de dimensao finita sobre K, um corpo
algebricamente fechado, e p uma representacao de g, uma dlgebra de Lie nilpotente,

em V. Entao existem funcionais lineares A1, ..., \s de g tais que se
Vi, ={veV;VX eg,an>1,(p(X) — N (X))"v=0},

entao V), € invariante pela representacao p, isto é, p(X) (Vy,) C V).,V X € g
1<i1<se
V=V,& -V,

Definicao 1.7 Um funcional linear \ : ¢ —K para o qual
0£V={veV;¥X eg,In>1,(p(X)—A(X))"v=0}
¢ chamado de peso. Aqui g, V e a representacao p sao quaisquer.

O subespago V) da defini¢ao acima é dito subespaco de pesos associado a \. A

dimensao de V) é chamada de multiplicidade de .

Proposicao 1.8 Se D : g — g € uma derivagao, isto €, uma aplicagdo linear que
satisfaz D [X,Y] = [DX,Y] + [X, DY], para todo X,Y € g e

g=0g\ DDy,
¢ a decomposi¢cao primaria de g, onde
ox = {X € g;(D—\)" X =0, para algum n > 1},

entao [g,\i,g,\j] C Onn; € Bxnn, =0 se A + A nao é autovalor de D.
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Como ad (X) é uma derivagao, para cada X € g, podemos reescrever a proposicao
acima em termos de ad (X). Neste caso, zero é sempre autovalor, pois X € kerad (X).
Denotamos por go(X) o auto espago generalizado associado ao autovalor nulo de
ad (X).

Podemos agora definir subdlgebras de Cartan.

Definicao 1.9 Uma subdlgebra b C g que é nilpotente e cujo normalizador em g é
o proprio by, isto é, {X € g; ad (X)h C h} = b, € dita subdlgebra de Cartan.

No teorema 1.6, vamos tomar V' = g e p a representagao adjunta de h em g.
Como a representacao adjunta de h em si mesma é nilpotente, o funcional nulo é
sempre um peso dessa representacao. Denotamos por gg o subespacgo correspondente.
As condigoes da defini¢ao de b permitem ver que gy = b.

Os pesos nao-nulos da representacao adjunta de h em g sao chamados de raizes.
Seu conjunto é denotado por II e este gera o dual h* de h. Existem subalgebras de
Cartan b e, além disso, existe X € b tal que h = go (X). Outro fato relevante é que
as subalgebras de Cartan sao conjugadas entre si, isto é, uma ¢é imagem da outra
por automorfismos de g. O grupo dos automorfismo de g é denotado Aut(g) e o
grupo dos automorfismo internos de g, gerado pelo conjunto {exp(ad (X)), X € g},
¢ denotado por Int(g)

Por tudo que vimos até aqui, se g é¢ uma &algebra de Lie de dimensao finita sobre
o corpo dos complexos, dada uma subalgebra de Cartan h de g, denotando por II o

conjunto de raizes do par (g, h), podemos escrever

g="b®> g,

a€ell

onde g, ={X € g:VH € b,[H,X] =« (H) X} e este é unidimensional.

Temos também que a forma de Cartan-Killing de g é nao-degenerada sobre b.
Logo, a aplicacdo h 3 H — ay (-) = (H,-) € h* é um isomorfismo entre h e h*.
Para cada h*, denotamos por H, sua imagem pela inversa desse isomorfirmo. Segue
que a() = (Ha, ).

Fixando estas notagoes, podemos definir a forma de Cartan-Killing em h* pondo
(a, By = (Ha, Hg). Denotamos por

br = {Z%Ha; Ay € R}

acll
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o subespago real gerado por H,,a € II, e por (h*), = {Zaaa; Qo € R} o sub-
a€ll
espago real do dual h* gerado pelas raizes.

Fixada uma ordem lexicogréfica, dada por uma base de b, o conjunto > C II,
formado pelas raizes simples, isto é, pelos elementos a que sao positivos e para
0s quais nao existem raizes positivas (3,7 satisfazendo a = [ + 7, é um sistema
simples de raizes. Isto significa que 3 é uma base de by, e toda raiz (3 é escrita como
08 =a;+ - +aqq,coma; € Zea; €, 1<1i<][. Reciprocamente, podemos
partir de um sistema de raizes e definir uma ordem lexicografica em by.

Finalizamos esta secao lembrando mais trés importantes definig¢oes.

Definicao 1.10 Uma conjugacao em um espaco vetorial complexo € uma trans-

formacdo antilinear T que satisfaz 7> =1, onde 1 € a identidade.

Definicao 1.11 Seja g é uma dlgebra de Lie sobre o corpo dos complexos. Uma
forma real de g € uma subdlgebra go da realificada de g, que é o subespago dos
pontos fizos de uma conjugacao T que satisfaz T[X,Y] = [1X,7Y]. Neste caso g é

a complexificada de go.

Definicao 1.12 Dizemos que uma dalgebra de Lie rel é compacta se sua forma de

Cartan-Killing € negativa definida.

1.2 Subalgebras de Borel

Para uma escolha de raizes positivas [T C II, seja b = hEnt, onden™ = > g,. A
a€llt
subélgebra b de g é chamada de subalgebra de Borel gerada por IT*. Se supomos

que g é complexa e semi-simples, entao toda subalgebra solivel de g é conjugada,
por um automorfismo interno de g, a uma subalgebra de b, conforme [2]. Em
particular, subalgebras de Borel sao subdlgebras soltveis maximais, no sentido que
toda subdlgebra solivel estd contida em alguma subdlgebra de Borel. Em algebras
de Lie semi-simples as subalgebras de Borel sao justamente as subalgebras soliveis
maximais.

Sejam G um grupo de Lie complexo semi-simples conexo com algebra de Lie g e
b uma subdlgebra de Borel de g. Seja P = {g € G;Ad(g)b = b} o normalizador de
b em G. Temos que a algebra de Lie de P é b. Como G é complexo, P é conexo e é

0 Unico subgrupo de G com algebra de Lie b.
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Seja G,, (g) o conjunto das grassmannianas dos subespacos de dimensdo k,
onde k = dimb. Temos que ¢ : G x G,, () — G, (g), dada por ¢ (g,V) =
Ad(g)V, é uma agao de G sobre G,, (g). Também, ¢ : G/P — G, dada por
¥ (gP) = Ad(g)b, é uma bijecao entre G/P e a drbita de b da agao ¢, pois
Ad(g)"" = Ad(g"), para todo g € G. Desta forma G/P se identifica com Gy =
{Ad(g)b;g € G}. O conjunto G/P é visto como uma variedade complexa e con-
hecido na literatura como variedade "flag”.

Agora, dada uma subalgebra de Borel b; de g, temos que existe X € g, tal que
exp(ad(X))b = b;. Como exp(ad(X)) = Ad(exp(X)), entdao by € Gy e podemos
identificar G/P como o conjunto das subélgebras de Borel de g.

Consideramos uma forma real compacta u de g, o subgrupo G, de G com algebra
de Lie u e a restrigao a G, da ac¢ao natural de G em G/P. Entao G, atua tran-
sitivamente sobre G/P. De fato, a érbita da origem Gy de G/P é aberta. Como
G, é compacto, entdo Gy é fechada. Portanto G; = G/P , pois G/P é conexo. Os
detalhes desta construgao podem ser visto, por exemplo, em [17].

Temos entao que o grupo dos automorfismos internos de u atua transitivamente

sobre o conjunto das subalgebras de Borel de g.

1.3 Estruturas complexas

Definicao 1.13 Uma estrutura complexa sobre uma dlgebra de Lie real (g, [-,-])
¢ um endomorfismo J sobre g tal que J*> = —I. No que seque vamos sempre Supor

que J € integrdvel, isto é, Ny =0, onde N; é o tensor de Nijenhuis de J:
N,(X,Y)=JX,Y]|-[JX,Y]| - [X,JY]| - J[JX,JY].

Dada uma estrutura complexa .J sobre g, sua complexificada g& = g @ ig pode

ser escrita como g& = g @ g%!, onde

g0 ={X egh X =iX}eg" = {X €g%JX = —iX}

0.1 sao subalgebras complexas g, pois

sao os Zi-auto-espacos de J. Temos g'¥ e g
J é integravel .

Por outro lado, se denotamos por 7 a conjugacao em g© associada a forma real
g, ou seja, 7(X + 1Y) = X —iY, para todo X,Y € g. Entao a élgebra de Lie real g

tem uma estrutura complexa J se g* possui uma decomposicio

g“=q®7(q) (1.1)
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onde q é uma subalgebra complexa de g®. De fato, dada uma subélgebra complexa
satisfazendo (1.1), definimos uma estrutura complexa .J sobre g¢ pondo J(X) =
—iX e J(1(X)) = i7(X), para X € q. Temos que J o7 =70 .J, 0o que mostra que
podemos definir J sobre g. Além disso, a integrabilidade de J segue do fato de que g
¢ uma subéalgebra. Obtemos desta forma uma correspondéncia 1-1 entre estruturas
complexas J e subdlgebras q que satisfazem (1.1).

Queremos agora lembrar uma importante definicao.

Definigao 1.14 Sejam J; e Jo duas estruturas compleras sobre uma dlgebra de

Lie real g. Dizemos que Jy e Jo sio equivalentes se existe ¢ € Aut(g) tal que
¢ o Jl = (]2 o gb

Podemos observar que, em termos de subalgebras complexas, q; e g2 determinam
estruturas complexas equivalentes se existe ¢ € Aut (g(c) tal que poT =TO0¢ €
#(q1) = q2. De fato, os automorfismos de g sao os automorfismo de g© que comutam
com T.

Vamos também necessitar da seguinte definicao envolvendo estruturas complexas.

Definicao 1.15 Dizemos que uma estrutura complexa J sobre g ¢ adaptada se ela

comuta com ad(X) para todo X € g, isto €, se
X, JY] = J[X,Y].

No caso de J ser uma estrutura complexa adaptada g passa a ser uma algebra
de Lie complexa se definimos a multiplicacao por escalares complexos através de J.
Os detalhes podem ser vistos em [19], capitulo IX.

Podemos observar que se J é uma estrutura complexa adaptada, entao J é

integravel. De fato,
JIX,Y] - [JX,Y] - [X,JY] - J[JX, JY]
= JX,)Y]-JX,)Y]-JX, Y]+ J[X,Y]
= —JX,) Y]+ [JX,Y]=0.

Definicao 1.16 Uma estrutura hipercomplexa sobre uma dlgebra de Lie real

(g,[,°]) € um par de estruturas complexas {Jy, Jo} tal que Jy 0 Jy = —Jy 0 J;.
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1.4 Decomposicao de Bruhat das Grassmannianas

Vamos transcrever aqui a parte do trabalho de San Martin [24] que faz a identi-
ficacdo das Grassmannianas dos subespacos k-dimensionais de C? com o conjunto
das matrizes complexas d x k, moédulo uma relacao de equivaléncia. Esta construgao
é necessaria para o desenvolvimento das secoes 3.2 e 3.3.

Para 1 < k < d — 1 denotamos por Gry(d) as Grassmannianas dos subespagos
k-dimensional de C?. Vamos usar uma das maneiras canonicas de representar alge-
bricamente os elementos de Gry(d). Fixada uma base 3 de C?, um conjunto de k
vetores linearmente independente é dado por uma matriz d X k cujas colunas sao
as coordenadas dos vetores com relacao a base (3. Desta forma, um subespaco k-
dimensional serd descrito por uma matriz d X k de posto k. Denotamos por By/(d)
o conjunto destas matrizes. Dois elementos p,q € By(d) definem o mesmo sube-
spaco k-dimensional se, e somente se, as colunas de p sao combinacoes lineares das
colunas de ¢, que é equivalente a existéncia de uma k X k matriz inversivel a tal
que p = qa. Isto define uma relagao de equivaléncia em By(d), denotada por ~. O
conjunto das classes de equivaléncia desta relacao estao em correspondéncia 1-1 com
os elementos de Gry(d). Esta correspondéncia permite uma descrigao algébrica das
Grassmannianas.

Como a imagem de um subespacgo k-dimensional por uma aplica¢ao linerar in-
versivel é um subespago de mesma dimensao, existe uma agao natural de Sl(d, R)
sobre Gry(d), para qualquer 1 < k < d— 1. Nos termos da descrigao dos subespagos
k-dimensional como classes de equivaléncia em By(d), esta acao é justamente a mul-
tiplicacao de uma matriz d x d por uma matriz d x k. Como qualquer matriz d x k de
posto k pode ser completada a uma matriz d X d com determinante 1, entao a acao
de SI(d,R) sobre Gry(d) é transitiva, isto é, quaisquer dois subespagos sao aplicados
um no outro por um elemento de Sl(d, R). Isto faz de Gry(d) um espago homogéneo
de Sl(d,R). A isotropia é o subgrupo Hj daquelas matrizes que, em alguma base,

sao escritas em blocos diagonais de tamanho k£ e d — k£ como

()

Logo Gry(d) = Sl(d,R)/H}. A restricao da agao de Sl(d,R) ao subgrupo SO(d, R)

das matrizes ortogonais com determinante 1 é também transitiva sobre Gry(d). A
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isotropia desta acao é o subgrupo das matrizes da forma

(o)

que é isomorfo a O(k) x O(d—k)/ {£1}. Portanto Gry(d) é uma variedade compacta
de dimensao k(d — k).

Como Sl(d,R) é simples, podemos considerar a decomposi¢ao de Bruhat das
Grassmannianas, na qual realmente estamos interessados. Consideramos uma base
B = {e,...,eq} de C? e denotamos por N3 o grupo unipotente das aplicagoes
lineares cujas matrizes, com relacao a base (3, sao triangulares inferiores com 1
na diagonal principal. A decomposi¢ao de Bruhat (ou melhor, uma decomposigao
de Bruhat) é a decomposicao de Gri(d) em Ng-Orbitas. O ntumero das érbitas é
finito e ele é precisamente N3, onde £ é um subespago k-dimensional gerado por
subconjuntos de k elementos de (3. Existe somente uma érbita aberta (e portanto
densa) que é a drbita Ny, onde & é o subespago gerado pelos k primeiros vetores
da base. Claro que, mudando a base, a decomposi¢ao também muda. Nos termos

da representagao acima dos subespagos como matrizes d x k, esta érbita aberta

(1)

onde 1 indica a matriz identidade de ordem k e x é uma matriz arbitraria (d —k) x k.

1
0 |
Escrevendo n € Ng em blocos como

(5 0)

com a e b inversiveis, temos que né&y é dado por

() ()-0)- (k)

Observamos que, assim como Ng, as componentes desta decomposi¢ao sao, como

corresponde as matrizes da forma

De fato, & ¢ representado por

variedades, difeomorfas a espagos Euclidianos.



Capitulo 2

Auto-espacos nilpotentes

Neste capitulo consideramos estruturas complexas para as quais os auto-espacos sao
subélgebras nilpotentes de g€. Mostramos que a algebra de Lie g é soltvel se g
(ou equivalentemente g*!) é uma subdlgebra nilpotente (ver teorema 2.8).

Usando teoria geral e aplicando a classificagao dada por Salamon [14] mostramos,
de dois modos diferentes que, se g é uma &algebra de Lie solivel de dimensao 6,
entdo existe uma tinica subdlgebra complexa g'¥ nilpotente, independentemente da
estrutura complexa J. Exemplos de estruturas complexas com g'® nilpotente sao

apresentados no final do capitulo.

2.1 O colchete *

Para estudar a estrutura complexa J definimos em g um novo colchete de Lie [*],,

tal que as realificadas de g'¥ e de g%' sao dlgebras de Lie isomoformas a (g, [*]).

Definig¢ao 2.1 Seja (g, [-,-]) uma dlgebra de Lie com uma estrutura complexa J.

Definimos
[«];:axg—g por

X xY], = % ([X,Y] - [JX,JY]).

E facil ver que (%] ; é bilinear, anti-simétrica. Além disso Ny = 0 implica na
identidade de Jacobi de [x] .

Proposicao 2.2 Se (g,[-,]) uma dlgebra de Lie com uma estrutura complexa J,

entao o colchete x|, satisfaz a identidade de Jacobi.

13
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Demonstracao: Para todo X,Y, 7 € g, temos que

(X Y Z])], + 12, X = Y], + Y [ 2+ X5,

(v, 2] - Y, JZ])} ; [Z,%([X, v] - [JX, JY])}

J J

(2.x]- Iz JXD]J

v.2)- vz - x5 (. 2] - vz

(12, Y] - [JX, JY])} - [JZ, J(=([X,Y] - [JX, JY]))D

1
2
%([z X1~ pz.x)))

1

(X, Y] = [JX, JY])} — {JZE([JX,Y] + X, JY])])

([Z,X]—[JZ,JX])] [JY JZ, X] + [Z,JX})D

= ;i{([X,[KZ]]+[Z,[X»Y]]+[K[Z,XH)+([X7[JKJZH+[JY,[JZ,X]]
+[JZ, (X, IY))) + (12, [JX, JY]) + [JX, [JY, Z]] + [JY.[Z, T X])
HJZ,[JX, Y| + [JX, [V, JZ)| + [Y, [T Z, TX]))}

= 0.

A dltima igualdade se deve a validade da identidade de Jacobi para o colchete [-, -].

Isto conclui a demonstragao. [

Vale observar que para uma estrutura complexa .J qualquer a permutacao ciclica
1
de [X * [Y % Z]] é igual a permutacao ciclica de Z[JX’ Ny (JY,Z)]. No que segue

denotamos a dlgebra de Lie (g, [*];) por g.. Em geral os colchetes [-,-] e [¥] sao
diferentes. Claro que, [-,:] = [*] se, e somente se, [X,Y] = —[JX, JY] para todo
XY eg.

Se J é uma estrutura complexa adaptada entao,
(X,Y] = —[X,JJY]=—-J[X,JY|=J[JJX,JY]

= —J[JY,JJX] = [JY, JX]
= —[JX,JY],
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para todo X,Y € g. Isto mostra que se J é adaptada entdo |-, -] = [¥]. Reciproca-

Y
mente, como veremos na proposicao 2.3, se [-, -] = [], entéo g. (e consequentemente

g) é complexa com relagao a J.

Proposigao 2.3 Seja (g, [, -]) uma dlgebra de Lie com estrutura complexa J. Entao

J € adaptada a (g,[*];). Logo g, € uma dlgebra de Lie compleza.
Demonstracao: Dados X,Y € g temos que
JIX *Y], = %(J([X, Y] = [JX, JY]) = %([JX, Y]+ [X, JY))
= %([JX,Y] —JIJX,JY])=[JX *Y],,

como queriamos. O

Da proposicao acima concluimos que [X * Y], = [X * Y], onde

(X «xY], = = (X % Y], — [JX % JY])

N —

¢é o colchete * da algebra g,. Uma outra conseqiiéncia da proposicao anterior é dada

pelo seguinte corolario.

Corolario 2.4 Seja (g, |-, -]) uma dlgebra de Lie com estrutura complexa J. Entao

J € integrdvel com relagdo a [*] ;.

Demonstracao: Como J é adaptada a (g, [*],), entao pela observacao feita no

final da segao 1.3, J é integravel com relagao a [*] ;. OJ

Observagao: A discussao acima mostra que a condicao N; = 0 juntamente com
[(X,Y] = —[JX, JY] é equivalente ao fato de J ser adaptada. Se G é um grupo
de Lie com &lgebra de Lie g, a condicao de integrabilidade N; = 0 diz que J pode
ser estendido a uma estrutura complexa sobre GG que é invariante a esquerda, isto
é, as translagoes a esquerda sao aplicagoes holomorfas. A condicao extra [X,Y]| =

—[JX, JY] é a que falta para tornar J bi-invariante em G.

Observacao: Uma estrutura complexa J pode dar ainda outra estrutura de algebra

de Lie sobre g, a saber

(X)Y], == (JX, Y]+ [X,JY]).

N | —
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Temos também que o colchete [-, -] ; satisfaz a identidade de Jacobi se, e somente se,
J é integravel com relagao ao colchete original. Além disso, a algebra de Lie obtida
desta forma é isomorfa a g,. De fato, um calculo facil, usando N; = 0, mostra que
—J[X*Y], =[-JX,-JY],. Logo —J é um isomorfismo entre [], e [-,-],.

Em geral, se uma estrutura complexa J ¢ adaptada a (g, [-,]), entao g"? ¢ um
ideal de g©. De fato, se X € g'? e Y € g©, entdo

JIX,Y] = [JX,Y] =[iX,Y] =i[X,Y],

1

o que mostra que [X,Y] € g?. De modo andlogo se motra que g°! ¢ também um

ideal de g©. Esta observacio juntamente a proposicao 2.3 nos d4 o seguinte coroldrio.

Corolario 2.5 Seja (g, |-, -]) wma dlgebra de Lie com estrutura complexa J. Entéao

g™ e g% sdo ideais da complexificada gt.

Além disso, temos também a seguinte proposicao.

Proposigao 2.6 Seja J uma estrutura compleza sobre (g, |-,]). Entao as dlgebras

de Lie complezas (g, [*],), g"° e g%

sao isomorfas.
Demonstragdo: Observamos que g'¥ = {X —iJX; X € g}. Seja p: g — g'?

dada por ¢(X) = 3 (X —iJX). Como, para todo X € g tem-se ¢ (JX) = ip (X),

entao ¢ é uma aplicagao linear complexa. Além disso, como J é integravel, entao

(P(X), ¢ (V)] = [5(X —iJX), 5 (¥ ~iV)
= X Y] 4 X Y]+ X Y]+ [T, —iY))
_ }l([X,Y]—[JX,JY]—@'[JX,Y]+[X,JY])
_ i([x, Y] = [JX, JY]) - iu([x, Y] = [JX, JY))
= (X *Y],—iJ[X*V],)

= p[X*Y];

Logo ¢ é um isomorfismo entre (g, [+] ;) e g"°. Analogamente, g™ = {X +iJX; X €
g} e Y(X) =3 (X +4JX) é um isomorfismo entre (g, [+],) e (g%!). O]

Esta proposi¢ao permite concluir que g, ¢ nilpotente se g ¢é nilpotente. Também,

se g é soluvel, entao g, é solivel. A reciproca de ambas as afirmagoes nao é verdadeira
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em geral. De fato, existem exemplos onde g, é nilpotente e g é solivel, mas nao
é nilpotente (ver exemplo 2.12). Também existem exemplos onde g. é solivel e g
¢ simples, como veremos no capitulo 3. Na préxima se¢ao vamos mostrar que g ¢é
solivel se g, ¢ nilpotente.

Agora, se J; e J, sao estruturas complexas equivalentes, entao (g, [*]Jl) e (g, [*]J2)
s@o isomorfas como algebras reais. De fato, seja ¢ € Aut (g) tal que ¢ o J; = Jy 0 ¢.

Logo,

6X.6Y],, = (16X, 6Y] ~ [}20X, Jr6Y])
= 519X, 6Y) ~ [61X, 6.1Y)

_ %(gb (X,Y] = o[ X, 1Y])
1

— 41X, Y] - A X, 1Y)

= ¢[X,)Y], .

Para uso futuro vamos explicitar a série central descendente de g,. Temos,

indutivamente,

g, = g

gf = span {[X,Y]—[JX,JY]; X €g,Y egi'}.

Em particular, g, é abeliano se, e somente se,

[JX,JY] = [X,Y]V X,Y €g. (2.1)

De acordo com [3] uma estrutura complexa J sobre uma algebra de Lie (g, [+, -])
¢ dita abeliana se a condigao (2.1) for satisfeita. Temos que esta condi¢ao implica
na nulidade do tensor de Nijenhuis. Motivados por este fato, diremos que uma
estrutura complexa J sobre g é s-passos nilpotente se é integravel e g, € s-passos
nilpotente. Observamos que este conceito é diferente do conceito de estrutura com-

plexa nilpotente dado em [5].

2.2 g é soluvel se g, é nilpotente

Em [9], Proposigao 3.1, foi demonstrado que estruturas complexas abelianas somente

podem ocorrer em algebras de Lie soliveis. Nossa proposta nesta secao é generalizar
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este resultado mostrando que se g, ¢é nilpotente, entao g é soltivel. Nossa demons-

tragao é baseada em um lema de Goto [11]. Para este lema, que-remos apresentar

aqui uma demonstragao um pouco mais detalhada e com algumas modificagoes.
Sejam g uma algebra de Lie semi-simples complexa e h C g uma subalgebra

de Cartan de g. Denotamos por II o sistema de raizes correspondente. Seja IT1 o

conjunto de raizes positivas com relacao a escolha de uma ordem lexicografica em

h. Escrevemos n™ = Y g,, onde g, é o espaco de raiz correspondente a «. Entao

aellt

g=Hon" dn,

onden™ =3 s gqell” = —II". Também, b = h@n* é uma subdlgebra de Borel
de g e, como vimos na secao 1.2, as subalgebras de Borel sao subdlgebras soliveis

maximais de g e sao todas elas conjugadas por um automorfismo interno de g a
subalgebra b (ver também [2], [16] ou [12]).

Lema 2.7 (Goto, [10]) Seja g uma dlgebra de Lie semi-simples sobre um corpo
algebricamente fechado e de caracteristica zero. Sejam d = dimg e [ = dimbh o

posto de g. Supomos que n C g é uma subdlgebra nilpotente. Entao
d—1
dimn < 5 =dimb—1
onde b € uma subdlgebra de Borel.

Demonstragao: Como b = h @& n™ é uma subédlgebra de Borel de g podemos
assumir, sem perda de generalidade, que n C b. Denotamos por a o conjunto
de todos os elementos semi-simples de n. Se A € a sua adjunta ad(A) é uma
transformagao linear semi-simples de g. Logo ad(A), restrita a n, é nilpotente e
temos ad (A) = 0 sobre n. Segue que a é um ideal de n contido no centro 3 (n) de n.

Afirmamos que a estd contido em uma subalgebra de Cartan de b. Para mostrar
isto, vamos lembrar que as subalgebras de Cartan de g sao exatamente as subalgebras
abelianas maximais cujos elementos sao semi-simples (ver [16], Capitulo III). Esta
caracterizagao vale também para as subalgebras de Cartan de b. De fato, b é também
uma subalgebra de Cartan de b e, consequentemente, qualquer subéalgebra de Cartan
h1 de b é abeliana maximal e seus elementos sao semi-simples, pois h; é conjugada
a b por um automorfismo interno de b. Reciprocamente, se hs é abeliana maximal
e seus elementos sao semi-simples, entao hy é uma subalgebra de Cartan de g e,
consequentemente, de b. Agora, a é abeliana e seus elementos sao semi-simples.

Logo a esta contida em uma subélgebra de Cartan de b.



CAPITULO 2. AUTO-ESPACOS NILPOTENTES 19

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que
aChcCb.
Além disso, como qualquer elemento de a é semi-simples, temos que
nNh=a.
Seja © = {a € II* : a(H) = 0 para todo H € a} esejam; =h D> g 0a. Temos
que, my € o centralizador de a em b. Logo h + n C m;. Portanto
dimm; > dimn+dimbh —dimnNbh=dimn+1—k (2.2)

onde k = dima.

Por outro lado, se pomos my = Zaerﬁ\@ go entao b = m; ® my. Afirmamos que
dimm, > k. De fato, seja X o sistema simples de raiz contido em II*. ¥ ¢é uma
base do dual h* de h. Logo existem pelo menos k raizes aq,...,a, € 3, s > k, que
nao estao em O. Logo os espagos de raizes g,,, ¢ = 1,..., s, estao contidos em msy,
o que mostra que dimmy > k.

Combinando esta igualdade com (2.2) temos que
dimb = dimmy + dimmy > dimn + [,

o que mostra que dimn < dim b — [, como queriamos. O

Agora estamos preparados para o principal resultado desta secao.

Teorema 2.8 Seja g uma dlgebra de Lie com estrutura complexa, tal que g. é nilpo-

tente. Entdao g € soluvel.

Demonstracao: Escrevemos a complexificada g€ de g como soma direta de duas
subalgebras nilpotentes.

g€ = g0 @ gL,
Vamos supor que g€ nao ¢ solivel. Seja t (gc) o radical soltivel de g©. A &lgebra de
Lie s = g%/t (g(c) é semi-simples. Sejam n; e n, as respectivas projecoes de gt? e

0,1
g b
nilpotentes de s. Logo, pelo lema 2.7, dimn; < %dimﬁ e dimn, < %dims. Isto é

sobre s. Temos que, s = n; + n,. Além disso, tanto n; como ny sdo subdalgebras
uma contradi¢do a menos que se tenha s = {0}, ou seja, g solivel. O

Em vista do resultado acima, é natural querermos relacionar o grau de nilpoténcia
de g, como grau de solubilidade de g. Vale mencionar aqui que, nesta direcao, foi
demonstrado por Andrada-Barberis-Dotti-Ovando [1] (ver também [13]) que g é

2-passos soluvel se g, ¢ abeliana.
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2.3 Algebras de Lie de dimensao 6

Nesta secao queremos determinar quais as algebras de Lie nilpotentes 6-dimensional
sao g, para alguma estrutura complexa integravel. Comegamos observando que nao
hé o que fazer no caso 4-dimensional. De fato, se g, € nilpotente entao é abeliana pois
¢ uma algebra de Lie complexa 2-dimensional. No caso 6-dimensional temos que

1,0 0,1
g7, 9
ou sao isomorfas a algebra de Heisenberg. Queremos aqui deixar uma demonstracao

e g, sao subdlgebras complexas 3-dimensional e portanto sao nilpotentes

para este fato, apesar do mesmo ja ser bastante conhecido.

Lema 2.9 Seg € uma dlgebra de Lie nilpotente 3-dimensional, entao g ¢ no mdximo

2-passos nilpotente. Em particular, g € abeliano ou isomorfa a dlgebra de Heisenberg.

Demonstragao: Se dim g' = 0, entdo g é abeliana. Se dim g* = 1, entao g? = {0},
ou seja, g é 2-passos nilpotente, ou g? = g', o que contradiz o fato de g ser nilpo-
tente. Se dimg! = 2, entdao g' é abeliana ou existe uma base {X,Y} de g' tal
que [X,Y] =Y. Neste caso Y € g*, para todo k, o que contradiz o fato de g ser
nilpotente. Logo g! é abeliana. Agora, seja X € g\ g'. Entao ad(X)g! C g', e como
ad (X) restrita a g' ¢ nilpotente existe uma base {Y, Z} de g' tal que [X,Y] = 0,
(X, Z] =Y e [Y,Z] = 0. Mas isto contradiz o fato de que dim g* = 2. Portanto g é
2-passos nilpotente. |

Vamos considerar agora uma algebra de Lie real 6-dimensional g com estru-
tura complexa J, tal que g, é nilpotente, mas nao é abeliana. Entao g'® é a
algebra de Heisenberg, pois é 3-dimensional e nao é abeliana. Logo existe uma base
{w) =€) —iJep,wy = eg —iJeg,ws = ez —iJ3} de g% onde {ey, €9, €3, Jey, Jeo, J3}

¢ uma base de g, tal que o tnico colchete nao nulo é
(w1, ws] = ws.

Logo

[61 - iJ€1,€3 — ijeg] = €9 — i:]@g.
Desenvolvendo esta igualdade obtemos
le1,e3] — [Jer, Jes] = ex e ey, Jes] + [Jer, e3] = Jes.

Isto significa que

1 1
[eg x e3] = 62 € leq x Jeg] = §J€2.
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Agora, como J sobre g, é adaptada, conforme proposi¢ao 2.3, temos que
1 1
[Jey * Jes) = —gez e [Jey x e3] = §J€2.

De modo similiar, [wy,ws] = 0 = [ws,ws] implicam na nulidade dos demais colchetes
em g.. Podemos observar que a algebra g, é isomorfa a algebra de Lie h, com
colchetes nao nulos dados por

i fas] = [fax fo] = —f5, [fi* fal = [fax f3] = —fe, (2.3)

onde {f1, f2, f3, f4, [5, f6} € uma base de . Formalmente temos

Teorema 2.10 Seja g uma dlgebra de Lie real de dimensdo 6 com uma estrutura
complexa J nao-abeliana. Se J € s-passos nilpotente, entao s = 2 e existe uma base
{f1, f2, f3, fa. f5. f6} de g, tal que os colchetes nao nulos de (g, [*] ;) sdo

s fal = [fax ol = =fs, [frxfal = [fox f3] = = f. (2.4)

Eis um exemplo de estrutura complexa com a propriedade do teorema anterior.

Exemplo 2.11 Seja g a dlgebra de Lie com colchetes nao nulos dados por
[e1, 2] = —e3 le1, €3] = —e4 €2, €3] = —es5 le1, e4] = [e2, e5] = —e,
onde {ey1, eq, €3, €4, €5, €6} € uma base g. Seja J a estrutura complexra dada por
Je; = —eq Jes = —e5 Jes = —eg.
Temos que
h= gf,l’o) =span{w; = e; —iJej,wy = €4 —iJeq, w3 = e3 —iJ3}.

Pelo teorema 2.10, J € 2-passos nilpotente. Isto também pode ser visto observando
que

[wi,wa] =0 [wi,ws] = —wy  [w,ws] =0,
h! = span {wy}, h? = 0. Neste exemplo temos que

1

[61 * 63]J = [66 * 62]] = —564 [62 * 63]J = {61 * eG]J = —565.

Se p(e;) = fi, para i =1,2,3, ¢(es) = 2f5, P(es) = fo € (es) = fa, vemos que a
dlgebra * deste exemplo é isomorfa a dlgebra de Lie dada pelas igualdades (2.3).
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Ha uma outra maneira de demonstrar o teorema 2.10 sem que se tenha a neces-
sidade de usar o lema 2.9, mas usando a classificagdo dada por Salamon em [14].
Vejamos esta demonstracao. Os subespacos g* tém dimensdo par pois eles sdo in-
variantes por J. Podemos descartar os casos dimgl = 6 e dimgl = 0 pois g, é
nilpotente e nao é abeliana. Consideramos separadamente os casos dimgl = 4 e
dim g! = 2 e aplicamos a classificagao dada em [14].

Supomos que dim g! = 4. Pelo teorema 3.1 de [14], existe uma base { f;, 1 <14 < 6}

de g, tal que os colchetes nao nulos de (g, [*];) sao

fix fo] = —fs, [fixfs]=—fo, [foxfs]=—Fs, [fixfu]l =[foxfs] =—fs

Nese caso,

91 = span { fs, f1, f5, fe}
gi = spall {f4a f57 f6}7

contradizendo o fato de que dim g2 é par. Logo, podemos supor que dim gl # 4.
No caso dim gl = 2 temos, pelo teorema 3.3 de [14], cinco possibilidades. Mais
precisamente, existe uma base {f;,1 <i <6} de g, tal que os colchetes nao nulos
de (g, [*]; ) podem ser dados num dos seguintes casos:
(1 ol == [fixfa = [fax fs] = —fe.
f1* fol = —f5, [fi* fs] = —fs.
foxfo] = [fax fo] = = f5, [fi* fa] = [fax f5] = — fs.
fixfo] = —fs, [fr* fu] = [fax fa] = — fe.
) Ufix fol = = f5, [fa = ful = — fo.

Pelo exemplo 2.11 existe uma base da algebra de Lie g, com estrutura complexa

3

)
(2)
(3)
(4)
(5

[
[
[
[

2-passos nilpotente J, tal que (g, [+] ;) é isomorfa a dlgebra (3) dada acima. Resta
mostrar que os outros casos nao ocorrem. Isto também mostra que s = 2.
No caso (1),

gi = span{fs, f}
gt = span {fe},

o que contradiz o fato de que dim g2 é par.

Nos outros casos ((2), (4) e (5)) temos que

gi = span {f57 fﬁ} )
g: = {0}. (2.5)



CAPITULO 2. AUTO-ESPACOS NILPOTENTES 23

No caso (2), [fi* fo] = —f5, [fi* f3) = —fs. Como gl é J-invariante podemos

escrever

Jfs =afs +bfe,

Jfo = cfs + dfs,
6

inzzaijfjul <i<4

=1

Mas J? = —I implica que a = —d. Além disso, pela proposicao 2.3, temos

—(afs +bfc) = =Jfs =J[fi* fo] = [Jf1 % fo] = —an f.

Logo b =0 ¢ a = a1, e isto contradiz o fato de que J? = —1.

No caso (4), [f1 * f2] = —f5, [f1 % fa] = [f2 * f3] = —fs. Neste caso, procedendo
como no caso anterior, temos

—(cfs —afe) = =Jfs = J[fax fs] = [Jfo* f3] = —azafe.

Logo ¢ = 0 e a = —ass, 0 que contradiz o fato de que J? = —1.
Finalmente, no caso (5), [f1 * fa] = —f5, [f3 * f1] = —f6. Procedendo como nos
dois tltimos casos obtemos b = 0 e a = a1, 0 que mais uma vez, contradiz o fato de

que J? = —1I. Isto esgota todos os casos e completa a demonstracao do teorema.

2.4 Exemplos em que g, é nilpotente

Nesta secao queremos construir exemplos de estruturas complexas e hipercomplexas
sobre dlgebras de Lie soliveis. Comecamos usando o teorema 2.10 para construir
exemplos relacionando as estruturas de g e g,. Isto requer uma preparacao.

Seja { f1, f2, f3, f1, f5, fo} uma base g. com colchetes ndo nulos dados por (2.4).
Nosso objetivo é colher informacoes sobre a estrutura complexa J e o colchete

original [-,-]. Para isto escrevemos

6

inzzaijfjul <i<4

=1

Jfs =afs+bfs
Jfe = cfs + dfe.
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Isto é possivel pois gl é J-invariante. De J? = —I temos a restricio a = —d.

Agora, pela proposicao 2.3, temos que J [f1 * fo] ; = [J f1 * fo] ;. Entao,

0 = [anfi + ao fo + asi1 fs + as fa + asi f5 + aer fo * fo]
= az1 [fs * fol ; + aar [fax fo],

= a31f6 - a41f57

e, consequentemente ag; = aq = 0. Também, J[fy * f3], = [Jfi* f3],. Logo,

J(—f5) = [Jf1 * f3]; e entao
J(fs) = anfs +axnfe = afs + bfe,

o que implica que a11 = a e ag; = b. Aplicando J [fi * f5], = [J f1 * f5] , nos outros

colchetes em (2.4) e usando J? = —I, obtemos a = d = 0, a;; = az; = aq = 0,
A = a3 = Qg2 = 0, @13 = a3 = a33 = 0, @14 = a4 = auq = 0, ag3 = —azs = b,
2 _ _ _ _ _

b =1, ass = ag3, aps = —as3, As2 = Qg1 € g2 = —a51. Em suma,

Jf1="0f2+ a5 f5 + ae1 fo
Jf2=—=bf1 +ae1f5s — as1fe
Jf3="0bfs+ as3f5 + aes fo
Jfa=—bfs+ aesf5 — as3fe
Jfs =0bfs

Jfe = —bfs.

Em particular, fazendo b = 1 e a5; = ag1 = as3 = agz = 0 temos

~fs =1 e Sy = 5 (U S~ Ao, 53
= S (Ufi ol = o ).

De modo similitar obtemos os colchetes

[f1, fa] = [fos fal = 2f5
[f1s fa] = = [fos f3] — 2f6
Lfv, f5] = [f2, fo]

LA, fol = = [fe, 5]

[f3, f5] = (s, fe]

s fol = = [fa, f5].-
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Observando estas igualdades, podemos construir um exemplo onde (g, [*] ) € nilpo-

tente, mas (g, [+, :]) nao o é.

Exemplo 2.12 Sejam g um espago vetorial real 6-dimensional e { f1, f2, f3, f1, f5, f6}
uma base fizada de g. Entao (g, ]-,-]) € uma dlgebra de Lie se os colchetes nao nulos

sao dados por

L1, fo] = f1. [f2, fu] = 2f5, [fe, f3] = —2fs.

Além disso, o endomorfismo J : g — g dado por

Jhi=faos Jfs = fa Jfs = [

é uma estrutura compleza sobre g..  Temos que g' = span{fi, fs, fo} e g* =
span{fi}, para todo k > 2. Isto mostra que (g, |-, -]) nao € nilpotente. Mais ainda,

os colchetes nao nulos de (g, [*] ;) s@o

[f1 * f3]J = [f4 * f2]J = —Js, [fl * f4]J = [f2 * f3]J = —f6,

o que mostra que (g, [*] ;) € 2-passos nilpotente.

Observacgao: No exemplo 2.11 temos uma &algebra de Lie nilpotente munida de
uma estrutura complexa. Ja no exemplo 2.12 temos uma algebra de Lie que nao é
nilpotente munida de uma outra estrutura complexa. Logo as algebras de Lie dos
dois exemplos nao sao isomorfas. No entanto, o colchete * nos da dlgebras de Lie
isomorfas.

E possivel construir varios outros exemplos com a mesma propriedade, mesmo

que a estrutura complexa seja definada do mesmo modo nas duas algebras.

Exemplo 2.13 Sejam g uma dlgebra de Lie cujos colchetes nao nulos sao dados
por

lea, e4] = 2e5, [eq, €3] = —2eq.

Nao é dificil ver que se consideramos J : ¢ — @ dada, como no exemplo 2.11,
por

J€1:—€2 J64:—€5 J63:—66,

temos uma estrutura complexa. Apesar da estrutura complera ser definida neste
exemplo exatamente como no exemplo 2.11, as dlgebras de Lie nao sao isomorfas,

pois a primeira € 4-passos nilpotente e a sequnda é 2-passos nilpotente.
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Queremos agora mostrar que é possivel construir exemplos de algebras de Lie
g com estrutura complexa J tal que g, é s-passos nilpotente, qualquer que seja o
nimero s > 1 dado. Tal como em [3], trabalhamos com certas dlgebras afim aff (A)

e com estruturas complexas naturais sobre estas algebras.

Proposicao 2.14 Para todo s > 1 existe uma estrutura complexa s-passos nilpo-
tente.

Demonstracao: Primeiramente cuidamos do caso s = 3 com mais detalhes. Seja
A o espaco das matrizes reais 4 X 4 triangulares superiores, com zeros na diagonal.
Temos que A é uma &algebra associativa nao-comutativa. Em geral ABC # 0 e
ABCD =0 para A, B,C,D € A.
Denotamos por Ay = span{A; Ay --- Ag; A; € A}. Seja aff (A) a dlgebra de Lie
A ® A com colchetes dados por
(A, B),(C,D)]=(AC —-CA,AD - CB),V A,B,C,D € A.

A Algebra aff (A) é o produto semidireto de A (considerado como subélgebra de
Lie de gl(A), isto ¢, para cada A€ A, A> B — AB € A) e A (considerado como
uma &lgebra de Lie abeliana), com a representagao canonica, ou seja,

p: A— gl(A) dada por p(X) = Ly,

onde Lx(Y) = XY, para todo Y € A.
Se B e C sao dois subconjuntos de A, denotamos (B,C) = {(B,C); B € B,C € C}.
Seja J o endomofismo de aff (A) definido por

J(A,B)=(B,—-A), VA BecA.
Temos que J? = —1I e, além disso

J(A,B),(C,D)] - [J(A,B),(C.D)] - [(4, B), J(C,D)] = J[J(A, B), J(C, D)]
— J(AC — CA,AD — DB ) — [(B, —A), (C, D)]
— (A, B),(D,-C)] = J[(B,-A), (D, -C)]
— (AD — CB,CA — AC) — (BC — CB, BD + CA)
— (AD — DA, —AC — DB) — J(BD — DB, —BC + DA)
— (AD — CB,CA — AC) + (—~BC + CB,—BD — CA)
+(—AD + DA, AC + DB) + (BC — DA, BD — DB)
= 0.
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Portanto J é uma estrutura complexa sobre aff (A). Mais ainda,

2 [(A’ B) * (C7D)] = [(A7B)7 (Cv D)] - [(Bv _A)7 (D’ _C)]
— (AC — CA,AD — CB) — (BD — DB, —BC + DA)
— (AC — CA+ DB — BD,AD — DA+ BC — CB).

[sto mostra que J nao é uma estrutura complexa abeliana.

Se consideramos
(X,)Y)=(AC—-CA+ DB - BD,AD - DA+ BC —(CB),

temos que

[(E,F),(X,Y)] - [J(E7F)7J(X’Y)] € (Ag,Ag)

e este colchete é, em geral, nao nulo. Um calculo andlogo mostra que
g2 C (As, Ag) = {(0,0)}.

Portanto J é uma estrutura complexa 3-passos nilpotente sobre aff (A).

Para o caso geral consideramos A o espaco das matrizes reais (s + 1) x (s + 1)
triangulares superiores com zeros na diagonal. Novamente A é uma &algebra asso-
ciativa e nao-comutativa. Definimos o colchete e J como antes. Por um calculo
similiar vemos que gé~! C (A, As) e g>~! nao é o subespaco nulo. Mais ainda,
95 C (A1, Asi1) = {(0,0)}. Portanto J é uma estrutura complexa s-passos nilpo-
tente sobre aff (A). O

Queremos agora dar exemplos de estruturas hipercomplexas. Pelo lema 3.1 de [9]
temos que se Ji, Jo sao estruturas complexas que anti-comutam e J; é abeliana, entao
Jo também o é. Também, pela proposigao 3.1 de [8], uma algebra de Lie nilpotente 8-
dimensional que possui uma estrutura hipercomplexa é 2-passos nilpotente. Como
g2 C g? = {0}, segue que J; é s-passos nilpotente e s < 2. Além disso, se uma
das estruturas complexas é 2-passos nilpotente, entao pelo lema 3.1 de [9], a outra
também o é.

Em geral dizemos que uma estrutura hipercomplexa dada por um par {Jy, Jo}
de estruturas complexas que anti-comutam é s-passos nilpotente se tanto J; como
Jo sao s-passos nilpotente para o mesmo s.

Dado um par {.J;, Jo} de estruturas complexas que anti-comutam, com .J; sendo

s-passos nilpotente, a menos que seja s = 1, ainda nao podemos afirmar nem mesmo
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que Jy é também ¢-passos nilpotente, para algum ¢. Exemplos devem ser procurados,
pelos comentarios feitos acima, em algebras de Lie 12-dimensional ou mais.
A seguir apresentamos um exemplo de estrutura hipercomplexa 2-passos nilpo-

tente.

Exemplo 2.15 Seja n uma dlgebra de Lie 8-dimensional com colchetes nao nulos

dados por
le1, €2] = [es3,ea] = —eg er,es] = —[ea,ea] = —er [e1, e4] = [e2, €3] = —es,

onde {ey, ey, e3,¢€4, €5, €6, €7,68} € uma base de n. Seja {J1, )2} a estrutura hiper-

complexa sobre n dada por

Jier = ey Jiez = ey Jies = e Jier = eg
Joer = e3 Joey = —ey Joes = eq Joeg = —eg
Temos que
h= ngz’l) = span {w; = e; +iJoe;,1 < j <8}
Agora,
(w1, ws] = we wi,ws] =0 [wi,wa =0
[wa, w3] =0 [wo,wa] =0 [ws,wa] =0

Logo h' = span{ws} e h*> = {0}. Portanto Jo é 2-passos nilpotente. Pelo observado

acima temos que {Jy, JJo} € uma estrutura hipercomplexa 2-passos nilpotente.

O teorema 3.1 de [10] diz que a estrutura hipercomplexa de uma estrutura HKT
sobre qualquer algebra de Lie 2-passos nilpotente é abeliana. Logo a estrutura
hipercomplexa {.J;, Jo} do exemplo 2.15 nao é a estrutura hipercomplexa de uma
estrutura HKT.

Em [3], proposigao 3.5, para todo inteiro positivo k é apresentado uma &dlgebra
de Lie k-passos nilpotente tendo uma estrutura hipercomplexa abeliana. Queremos
construir estruturas hipercomplexas s-passos nilpotente para cada s > 1.

De modo similar a proposicao 2.14, se consideramos A o espacos da matrizes
complexas (s + 1) x (s + 1) triangulares superiores com zeros na diagonal e definimos

o endomorfismo K sobre aff (A) pondo

K(A,B) = (—iA,iB),YA, B € A,
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entdo K é uma estrutura complexa sobre aff (A) e que KJ = —JK, onde J é

definida na demonstracao da proposicao 2.14. Temos que
= (AC—-CA/AD—-CB)— (-AC+ CA,AD + CB)
= 2(AC - CA)0)

Logo K é também s-passos nilpotente sobre aff (A). A combinagao desta observacao

com a proposicao 2.14 nos da a seguinte proposicao:

Proposicao 2.16 Para todo s > 1 existe uma estrutura hypercomplera s-passos

nilpotente.



Capitulo 3

Auto-espaco soluvel em algebra

semi-simples

Neste capitulo consideramos estruturas complexas que possuem auto-espacos soluveis.
Classificamos, através de subespacos de uma subdlgebra de Cartan da algebra de
Lie complexa, as estruturas complexas soltuveis sobre dlgebras de Lie compactas. De
modo analogo, utilizando as orbitas abertas da acao do grupo dos automorfismos
internos de uma &lgebra real nao compacta no conjunto das subalgebras de Borel,

estudamos estruturas complexas soltveis sobre algebras de Lie reais nao compactas.

3.1 Construcao das subalgebras soltveis

Vamos considerar uma algebra de Lie real gyo. Denotamos por 7 a conjugacao em
g = g5 associada a forma real gg, ou seja, 7(X +1iY) = X — iV, para todo X,Y €
go. Vimos na secao 1.3 que a algebra de Lie real gy tem uma estrutura complexa

integravel se, e somente se, g possui uma decomposicao

g=9®7(q) (3.1)

onde q é uma subalgebra complexa de g. Mais explicitamente, dada uma estrutura
complexa sobre gy escrevemos g como soma direta dos auto-espacos dos autovalores
+i. Reciprocamente, dada a decomposicao (3.1) definimos uma estrutura complexa
sobre gg de modo que q e 7 (q) sdo os auto-espagos dos autovalores +i.

Queremos determinar as estruturas complexas J para as quais os ¢ auto-espacos
q e 7(q) sao subdlgebras complexas soliveis. Em outras palavras, queremos obter

as estruturas complexas J para as quais se tem [*]; uma &lgebra de Lie solivel. A

30
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estas estruturas, chamaremos de estruturas complexas soliveis. Em termos das
subdlgebras complexas nosso objetivo é, considerando uma algebra de Lie real g,
determinar as subdlgebras complexas soltiveis de g = g para as quais vale (3.1).

Como toda algebra de Lie semi-simples g se decompoe em soma direta de ideais
simples, no que segue estaremos supondo que g é uma algébra de Lie complexa
simples. Neste caso qualquer forma real de g é também simples.

Dada uma subdlgebra de Cartan b de g, seja II o correspondente sistema de
raizes. Fixado um sistema simples de raizes > C Il , nossa proposta ¢é encontrar as

subalgebras complexas soliiveis q que sao escritas na forma
qg=Von'
onde V' C b satisfaz
dime V = %dimcb, Vrv) = {0}, (3.2)

nt = > go, 0 = > gae7(q) =7(V)@®n. Para cada V C b satisfazendo
a€ellt a€ll~
(3.2) escrevemos

g7 = Vent, g =7(V)®en,
pt = bont,p =hon".

Primeiramente queremos determinar os subespacos V' C h que dao origem a estru-

turas complexas equivalentes. Para tal necessitamos de alguns lemas.
Lema 3.1 tn(q") = n't, onde tn(q") denota o nil-radical de q*.

Demonstragao: Temos que nt C q"C p*, n* é um ideal de p™ e n* é nilpotente.
Logo, nt C tn(q"). Por outro lado, tn(q") =n™ @ (en(qT) NV), pois gt =V @ n'
ent C mn(q"). Dado X € (en(q7) NV), se X # 0, entdo existe a € II tal que
a(X) # 0. De fato, se supomos que a(X) = 0 para todo o € II, como X € h e

g=52) ga,

a€ll

ondeg, ={X €g:VH €h,[H,X|=a(H)X}, entdo [X,Y] =0, para todo Y € g.
Logo X = 0. Esta contradigao garante que existe a € II tal que o(X) # 0. Além
disso,

a(X) X, =X, X,] =ad(X)(X,), pois X € V C bh.
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Logo,
ad"(X)(Xa) = [X,...,[X,X,].. ]
= (a(X))" Xa #0, ja que a(X) # 0,

o que nos dé que ad(X) nao é nilpotente, o que é uma contradi¢ao pois X € tn(q™).

Portanto X =0 e tn(q*) = n™, como queriamos demonstrar. O

Vamos supor agora que existe um automorfismo interno ¢ de g, que deixa g

invariante, tal que
¢(g") = af,
onde
- =Van' gf =Vi@nt,

com V e V] satisfazendo (3.2). Pelo Lema 3.1 temos que ¢(n™) = nt.

Lema 3.2 Sen =exp(ad(Z)), com Z € n*, entdo para todo X € V, nX = X+,

comY €nT.

Demonstracdao: Como Z € n', temos que ad(Z) é nilpotente. Digamos que
ad(Z)* = 0. Logo,

nX =exp(ad(Z)X = X +ad(2)X +---+ad(2)F ' X =X +Y,
onde Y = ad(Z)X + - -- + ad(Z)" ' X. Notamos que
ad()X =[2,X],---,ad(2)"'X =[2,...,[Z,X].. ]
sao elementos de n*, pois n™ é um ideal de h © n™. O
Seja G o grupo dos automofismos internos de gy. Temos que G é o grupo dos au-
tomofismos internos de g que deixam g invariante. Sejam H o subgrupo de G gerado
por {exp(ad(X)); X € b}, N o subgrupo de G gerado por {exp(ad(X)); X e n} e

B = HN. Temos que
B=HN=NH

¢ o normalizador de n™ em G, ou seja,
B = {x € G; Ad(z)n" =n"}.

Como ¢(nt) = nt e ¢ = exp(ad(X)) = Ad(exp(X)), para algum X € g, entao
¢ € B.
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Lema 3.3 Com as mesmas notagoes, ¢p(qt) = q*.

Demonstragao: Escrevemos ¢ = nh, comn € N e h € H. Para todo X € V|,
temos que
H(X)=nh(X)=nX=X+Y,comY en’.

A segunda igualdade vem do fato de que h é uma subdlgebra abeliana e portanto
exp(ad(Z)) = I sobre b, se Z € h. A tltima igualdade é devida ao lema 3.2, pois
V. Ch. O

Podemos entao concluir que V' = Vi, se ¢ é um automorfismo interno. Em outras
palavras, se
- =Von g =Vion,

com V # V; satisfazendo (3.2) e q* ¢é isomorfo a g, entao este isomorfismo nao é
um automorfismo interno de g que deixa gg invariante.

O exemplo seguinte mostra um caso em que q7, qf nao sao isomorfos.

Exemplo 3.4 Consideramos o caso onde a dlgebra de Lie complexa € g = sl(3,C),
a forma real compacta de g é u = su(3) = {A € sl(3,C); A = —Zt}, h € o conjunto
das matrizes diagonais , n € o conjunto das matrizes triangulares superiores e n~ €
o conjunto das matrizes triangulares inferiores, com zeros na diagonal. Denotamos
por T a conjugacao associada a u, ou seja, T(A) = A

Seja V' o subespaco de by gerado por

o

0
0

1
hlz Ol
00 —(1+14)

Logo 7(V') € o subespago de by gerado por
-1 0 0
he = 0 ¢« 0 .
0 0 1—:
Agora, seja Vi o subespaco de by gerado por

1 0
llz O 1
00 —(1+14)
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Logo 7(V1) € o subespago de by gerado por

Observamos que hy = ily e portanto Vi = 7(V'). Queremos mostrar que qt =V &n™
nao € isomorfo a qf = Vi ® n*. Basta motrar que q*/ < Ei13 > ndo € isomorfo a
47/ < Ei3 >, onde < Ey3 > € o subespaco gerado por Ey3. Como {hy, E1s, E13, Fa3}

¢ uma base de q* e seus colchetes ndo nulos sio dados por

[h1, Era]) = (1 —14)Es, [hy, Ers] = (2+1)Ens,
[h1, Eas] = (14 2i)E;, [Eia, Eas) = Ens,

entio qt/ < Ei3 > € isomorfo ao produto semidireto Cx ,C?, onde

C(1-i 0
P=0 0 1492 )

Do mesmo modo, como {li, B3, E13, Ea3} € uma base de qf e seus colchetes nao

nulos sao dados por

(L, Evo] = (i —1)Eys, [li, B3] = (14 2i)Es,
[, Eos] = (24 1)Eas, [Er2, Eas] = Eis,

entio q / < Fi3 > € isomorfo ao produto semidireto Cx,C?, onde

(i-1 0
K 0 24i )"

Logo, se q =V @ nt € isomorfo a qf = Vi @ n", existe A\ = (a + ib) € C, tal

que

AN1—d) = i—1,
ANL+20) = i+2.

Da primeira equacao temos X = —1. Substituindo X = —1 na sequnda equag¢ao
obtemos uma contradi¢do. Isto mostra que 7 =V @ nT e qf = Vi & n' definem
estruturas complexas nao equivalentes sobre su(3). Os detalhes sobre o produto semi-

direto podem ser vistos em [22].
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3.2 Formas reais compactas

Nesta secao consideramos o caso em que gg = u é uma forma real compacta. Neste
caso, conforme [6], segdo 3, toda estrutura complexa J, dada por uma subélgebra
complexa ¢, é regular, ou seja, existe uma subalgebra de Cartan b de g = u®,
que ¢é invariante pela conjugagao associada a u, satisfazendo [, q] C q. Além disso,
conforme [6], secao 2, toda estrutura complexa regular sobre u é determinada por
uma subalgebra complexa contida em alguma subalgebra de Borel de g. Portanto,
toda estrutura complexa sobre u é soluvel.

Fixada uma subélgebra de Cartan h de g = u®, entdao h = hr ® ihg. Além disso,
temos uma construcao canonica que nos da uma forma real compacta de g contendo
hr. Como as formas reais compactas de g sao conjugadas por automorfismos inter-
nos de u, podemos supor que b é invariante pela conjungacao em g associada a u.

Podemos entao enunciar o seguinte lema.

Lema 3.5 Sejam u uma dlgebra de Lie real compacta. Denotamos por T a con-
jugacdo em g = u®. Sejam b a subdlgebra de Cartan de g, que € invariante por T, e
IT o sistema de raizes correspondente. Fixado um sistema simples de raizes 2 C 11,

entao toda estrutura complexa soluvel € dada por
g=Vaont

onde V' C b satisfaz (3.2).

Demonstragao: Vamos supor que
q=V®&n',

onde V' C b satisfaz (3.2). Logo q é solivel. Como a forma real é compacta,
entdo 7 (nT) = n~ (ver, por exemplo, demonstragao do lema 3.1 de [21]). Logo

7(q)=7(V)@®n et (q) Ng={0}, pois VN7 (V)={0}. Portanto

g=q®7(q),

mostrando que g ¢ uma estrutura complexa solivel.

Reciprocamente, vamos supor que gq; é uma estrutura complexa soltvel, entao q;
¢ uma subdlgebra séluvel de g. Como as subdlgebras de Borel de g sao justamente
as subdlgebras soliiveis maximais de g, existe uma subdlgebra de Borel h; ®n] de g

tal que q; C h;®n;. Agora, como grupo dos automorfismos da forma real compacta
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u atua transitivamente sobre o conjunto das subélgebras de Borel de g, entao existe
um automorfismos ¢ de u tal que ¢(h; & nj)=h @®n*. Logo ¢(q:) C h Hn'. Temos
que

9=¢(qm) =V &n",

para algum V' C b satisfazendo (3.2) se, e somente se, nt C ¢(q;). Em caso afirma-
tivo q; e q sao estruturas complexas equivalentes, pois ¢ é um automorfismo de u,
e o resultado fica demonstrado. Mas, a inclusao n™ C ¢(q;) é conseqiiéncia do lema
3.6 abaixo. O

Lema 3.6 Com as mesmas notagoes do lema 3.5, se qF sio subdlgebras soliveis de
g. 9t Chont eg=qt®q, entio n®t C q*.

Demonstracao: Primeiramente observamos que h = (hNgq™) @ (hN g~ ). De fato,
dado H € b escrevemos H = A+ B, com A € g7 e B € q~. Da hipdtese temos

A=H +YeB=H,+ 2

com Hy, Hy € h, Y e nt e Z € n". Logo H = (Hi+Hy)+Y + Z. Como
g=honte&n e H €bh,entao Y = Z = 0. Issosignificaqueh = (hNqgt)@(hNq).
Agora, dado X € n' escrevemos X = A+ B, com A € q" ¢ B € q~. Da mesma

forma,
A=H, +YeB=Hy,+ 7

com Hy, Hy € h, Y e nt e Z € n. Logo X = (Hi+ Hy)+Y + Z. Como
g=hdn"dn e X ent,entdo Hi + H, =0,Y = X e Z = 0. Isso significa que

todo X € n se decompoe em
X=H+X)+(—H)

com H+ X € qt ¢ —H € q~. Em outras palavras, para todo X € n* existe
—H € (g Nh) tal que H+ X € q". Analogamente, para todo Y € n~ existe
—He(grnp) talque H+Y € q".

Seja o uma raiz positiva. Como h = (hNq*) & (hNq ), temos que « nao é
identicamente nulo ou em h N g™ ou em hNq~. Logo, ou existe H € h N gt ou
H e hnq tal que a(H) # 0. Vamos supor que exista H € hNq* com a(H) # 0.
Seja X, € go. Entao, pela decomposi¢ao acima dos elementos de n™, existe H; € b
tal que H; + X, € q*. Portanto

[H,Hy + X, = o(H)X, € q.
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Como «(H) # 0, entdao X, €q e g, Cq™.

Por outro lado, vamos supor que exista H € h N q~ com «a(H) # 0. Seja
Y, € g_,. Entao, pela decomposicao acima dos elementos de n™, existe H; €  tal
que H, +Y, € q~. Portanto

(H,Hi+Y,|=—a(H)Y, €q".

Como a(H) # 0, entdao Y, € 4~ e g_o C q~. Isso significa que g, = 7(g_o) C q™.

Em ambos os casos g, C q7. Portanto n™ C q* e, consequentemente, n= C q~. [

Mantendo as notacoes estabelecidas no enunciado do lema 3.5, o conjunto b,

visto como espaco vetorial real, pode ser escrito na forma
R .
h" = br @ ibr.
O seguinte lema estabelece enunciados equivalentes para as condigoes (3.2).

Lema 3.7 Se a forma real é a forma compacta e T e a conjugacdo associada a
ela, entdo as afirmacoes sequintes sobre um subespaco vetorial complezo V. C h¥ sdo

equivalentes:
i) Vnr(V)={0};
i) VNnbr ={0};
i) V Nibg = {0}.

Demonstracao: Primeiramente queremos observar que hg é o —I1-auto-espaco
de 7 (ver, por exemplo, a demonstracao do lema 3.1 de [21]). Vamos supor que
VNnr(V)={0}. Dado X € VNbg, temos que 7 (—X) = X. Logo X e VN7 (V) =
{0}. Da hipétese, X = 0. Dado iX € V Nibg, temos que 7 (iX) = —it(X) = iX.
Logo iX € VN7 (V) = {0}. Da hipédtese, i.X = 0. Isto mostra que i) implica em
it) e iii).

Vamos agora mostrar que i7) e 7ii) sao equivalentes. Vamos supor que V Nhr =
{0}. Dado iX € VNibg, temos que X € V e X € hg. Da hipdtese, X = 0. Portanto
iX = 0. Reciprocamente, vamos supor que V Nihg = {0}. Dado X € V Nbhg, temos
que 1 X € V e1X € hr. Da hipotese, i X = 0. Portanto X = 0. Resta mostrar que

i1) implica em 1).
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Vamos supor que V Nhg = {0}. Dado X € VN7 (V), existem X;, Xy € by tais
que X = X; +1X,. Também existe Y € V, Y =Y] + Y5, com Y7, Y5 € hgr tais que
7(Y)=X. Logo —Y; +iYs = X7 +iXy e Y = — X + iX5. Mais ainda,

X +Y =2iX, € ibg.

Como XY € V., X +Y €V e, por hipétese, Xo = 0. Logo X = X; e hg NV e
X = 0 devido a equivaléncia entre ii) e 4i7) mostrada anteriormente. Isto conclui a

demonstracao. O

O lema 3.7 permite estudar as estruturas complexas sobre u estudando os sub-
espagos complexos V' de b tais que V Nhg = {0} (ou V Nihgr = {0}). Consideramos
dime¢ b = 2m = n. Logo dimg hgr = 2m = n. Identificamos o subespaco real hg com

R™ e o espaco vetorial real h® com
C"=R"®@iR".

Consideramos Gro,,(h,R), as grassmannianas dos subespagos de dimensao 2m de
R?*" e Gr,,(h,C) as grassmannianas dos subespagos de dimensao m em C*". Temos
que Gr,,(h,C) G Gryp(h,R). Além disso, um subespaco vetorial V' de Gra,,(h,R)
é também um subespago vetorial complexo de Gr,,(h,C) se, quando escrevemos os
elementos de V' na forma u+iv obtemos —v+iu pertencente a V. Seja {aq, ..., asm}
uma base g e {aq, ..., agm, iaq, ..., iqg, } uma base de h®. Entdo matriz da trans-

formagao linear u + iv — —v 4 iu é da forma

(1)

onde 1 representa a matriz identidade de ordem 2m.

Consideramos agora a identificagao de Gry,, (h,R) com By, (h, R), dada na segao

1.4, e a orbita
1
( ) 53
x

onde x é uma matriz quadrada de ordem n.Temos que

() C)-(7)
(1) C)= (7))
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- (2)-

<— a=ze—zxza=1

para alguma matriz a,

— ’=-1

Portanto x deve ser uma estrutura complexa de R™. Além disso, como detz # 0,
temos que o subespaco dado por (3.3) intercepta hr apenas no subespaco nulo. De
fato, se consideramos {ay, ..., az,} base de bg e x = (x;;), 1 < i,j < 2m, entdo

(3.3) ¢ identificado ao espago vetorial real W gerado por
{ar +2pdan + -+ TomiiQom, - - -, Qom + T12mi01 + -+ + TomomiQ2m |-
Logo, se v € W e v € bhg, entao existem escalares a;,b;, 1 < 4,7 < 2m, tais que

v o= CL1(CY1 + l’niOzl + -t JJleiOéQm) + -
+a2m<a2m + xl?mial + -+ meQmia2m)
= a1 + -+ Qoo + (@121 + -+ - F Ao Trom)iog + - -
+(a1Zom1 + - - + GamTomam) i,

= biag + -+ bamQam.

Usando a independéncia linear dos vetores ic; obtemos um sistema de equacgoes
lineares homogéneo nas incégnitas ay, e coeficientes z;;. Como det x # 0, entao ay =
0, para k = 1,...,2m. Isto significa que v = 0, como queriamos. Podemos entao,
identificando (3.3) com x, para simplificar a notagao, associar a cada elemento x da
érbita aberta, que satisfaz 2 = —1, uma estrutura complexa, conforme lema 3.5 .
Pela conclusao do lema 3.3, se x # y determinam estruturas complexas equivalentes,
no sentido da definicao 1.14, entao existe ¢ € Aut (u‘c) tal que poT = T 0 ¢,
¢(x) =y, ¢ preserva as raizes simples e ¢ nao é a identidade. Automorfismos com
estas propriedades e as formas reais onde estes ocorrem sao apresentados na tabela
3.1.

Como ¢oT = 70 ¢, entao ¢ deixa invariante a algebra real e, consequentemente,
o subespago complexo hr. De fato, se Y € hg, entdo 7(¢(Y)) = o(7(Y)) = o(—Y) =
—d(Y) e ¢(Y) € br. Logo a matriz de ¢ na base 8 = {ay,...,qom, i1, ..., i0ao,}

do espaco vetorial real h¥ tem a forma

(07)
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onde P também e dada na tabela 3.1 abaixo.

(02) ()02 )= (o)

entdo r # y determinam estruturas complexas equivalentes se y = PzP~!. Se
ocorrer x = PxP~!, para algum z, entdo x ¢ PrP~! determinam o mesmo V.

Na tabela 3.1 escrevemos ISk para designar a matriz quadrada

de ordem k, que tem 1 na diagonal secundéria e zeros nas demais entradas.

Tabela 3.1: Formais reais compactas

Forma real compacta 10) P
Al ¢ (az) = Qp—j+1 Pn
P, 0
D pr—
4 ¢(041) Qa3 ( 0 1 )
00 01
0100
D, ¢ (1) = az, ¢ (a3) = oy, ¢ (ay) = s L0 0 0
0010
0010
0100
D = ) = ) =
4 ¢(@1) o7 ¢(a3) o351 ¢(@4) Q3 000 1
1 000
0 0 01
0100
D pu— pr—
4 ¢(041) 044,¢(044) 051 00 10
1 0 00
I,_» O
D n—1) = Qn ~
I (b(@ 1) =a < 0 B >
P 0
Es ¢(041) = 045,¢(042) = Oy ( 05 1 >
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3.3 Formas reais nao compactas

Queremos estudar aqui as estruturas complexas soltuveis sobre algebras de Lie reais
go que nao sao compactas. E sabido que no caso das formas reais nao compactas,
o grupo dos automorfismos internos da forma real nao atua transitivamente sobre o
conjunto das subdlgebras de Borel. Neste caso faz-se necessario uso dos resultados
estabelecidos por J.A. Wolf em [17], em especial do teorema 4.5, para dar inicio ao
estudo das estruturas complexas sobre tais algebras reais.

Dada uma subdalgebra soluvél q de g = g§ = go @ igo, existe uma subalgebra de
Borel b de g tal que g C b. Vamos supor que b estd em uma orbita aberta da agao
dos automorfismos internos de go. Logo, pelo teorema 4.5 de [17], temos que existe
uma subdlgebra de Cartan hy C gg N b. Além disso, se denotamos II o sistema de
raizes associado a subdlgebra de Cartan h = b, existe um sistema simples de rafzes
Y. tal que, para a conjugacao 7 associada a g, vale 7(IT") = II~. Isto significa que
T(ga) = Baor € que 7(n*) = n~. Como a subdlgebra de Cartan b é fixada por 7,
se existir um subespago V' C h satisfazendo (3.2), entao q determina uma estrutura
complexa em gg.

Por outro lado, procedendo como na segao 3.2, se q; determina uma estrutura
complexa em gy e q; C by para alguma subalgebra de Borel b; na mesma orbita
aberta de b, entao existe um automorfismo ¢ da dlgebra real gy tal ¢(q;) = q e
um subespaco V' C b satisfazendo (3.2), tal que ¢ = V @& n™. Portanto q; e q sao

estruturas complexas equivalentes. Formalmente temos

Lema 3.8 Seja gg uma forma real nao compacta uma dlgebra de Lie g. Denotamos
por T a conjugacio em g = g5. Firada uma orbita aberta A da agio dos automorfis-
mos internos de go sobre o conjunto das subdlgebras de Borel, existe uma subdlgebra
de Cartan by de g, que € invariante por T, e um sistema simples de raizes > C 1I,
onde I1 € o sistema de raizes associado a by, tal que toda subdlgebra solivel complezxa,

contida em alguma subdlgebra de Borel b € A, € determinada por
g=Vaont
onde V C by satisfaz (3.2).

H& também para o caso das formas reais nao compactas um lema que estabelece
condicoes equivalentes para as dadas em (3.2).
Primeiramente lembramos dim hg = dimg V' e que hg € invariante por 7. Con-

sideramos, como em [15], E* C hr o auto-espago ratativo ao autovalor 1 e E~ C hg
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o auto-espaco relativo ao autovalor —1 de 7. Temos que
br =E" ® E~
e o conjunto b, visto como espaco vetorial real, pode ser escrito na forma
W =hp@ibg=E" O E ®iET®iE". (3.4)

Lema 3.9 As sequintes afirmacoes sobre um subespaco vetorial complezo V. C h®

sao equivalentes:
i) vor(v)={0}
i) VN(Et@iE") ={0};
i) VN (E- @iET) ={0};

Demonstracao: Vamos supor que VN7 (V) = {0}. Dado X € VN (ET & iE7)
escrevemos X = X; + Xy, com X; € Et e Xy € E~. Temos que 7(X) =
(X1 +iXs) = X1 —im(Xs) = X1 +iXo = X. Logo 7 (X) = X e X eVNr (V)=
{0}. Da hipdtese, X = 0.Dado X € VN (E~ @iE") escrevemos X = X + 1Xs,
com X; € E- e Xy € Et. Temos que 7(X) = 7(X; +iXs) = = X; —i7(Xy) =
—X;—iXo=—X. Logo7(—X)=X eX e VN1 (V) ={0}. Da hipdtese, X = 0.
Isto mostra que ) implica em #7) e 7).

Vamos agora mostrar que i) e iii) sao equivalentes. Vamos supor que V N
(E* ®iE~)={0}. Dado X € VN(E~ @ iE™") escrevemos X = X;+iXy, com X; €
E- e X, € E*. Temos que iX € V eiX = —X, +iX; € E* ®iE~. Da hipdtese,
iX = 0 e portanto X = 0. Reciprocamente, vamos supor que VN (E~ @ iET) = {0}.
Dado X € V N (EtT ®iE~) podemos escrever X = X; +iX, com X; € ET e
Xo € E7. Temos que iX € VeiX = —Xy+1X; € E- ®iE™. Da hipdtese, 1X = 0.
Portanto X = 0. Resta mostrar que i) implica em 7).

Vamos supor que VN (ET @iE~) = {0}. Dado X € VN7 (V) podemos escrever
X = X"+ X7 +4iXJ$ +iX,, com X{", XJ € Et e X, X; € E~. Também
existe Y € V, Y =Y" + Y] +iY," +iY, , com Y7, Yt € ET e Y, Y, € Etal
que 7(Y) = X. Logo Vi =Y, —i¥V," +4Y, = X+ X| +iX) +iX; eY =
X — Xy —iXy) +iX, . Mais ainda,

X+Y =2X{+iX;)e ET ®iE".

Como X, Y € V, X+Y € V e, por hipétese, X;" +iX, =0. Logo X = X; +iX, €

E- @iET e X = 0 devido a equivaléncia entre ii) e i4i) mostrada anteriormente.
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Isto conclui a demonstracao. O

Proposicao 3.10 Subdlgebras soluveis contidas em subdlgebras de Borel que nao

estao em orbitas abertas nao determinam estruturas complezas.

Demonstragao: Como, pelo teorema 4.5 de [17], uma condigao necesséria e su-
ficiente para que uma orbita da acao mencionada seja aberta ¢ justamente a exis-
téncia, para cada subdlgebra de Borel da orbita, de uma subélgebra de Cartan e
um sistema simples de raizes satisfazendo a condicao do lema 3.8, de modo que
7(n") = n~, entado subdlgebras soliveis contidas em subélgebras de Borel que nao

estao em Orbitas abertas nao determinam estruturas complexas. O

Observacao: Nao podemos afirmar que estruturas complexas soluveis contidas
em subdlgebras de Borel de diferentes érbitas abertas deixam de ser equivalentes.
E possivel que a equivaléncia das estruturas complexas seja determinada por um

automofismo de u, que nao é interno.

Tal como no caso das formas reais compactas, o lema 3.9 permite estudar as
estruturas complexas sobre gg estudando os subespagos complexos V' de b tais que
VN (ET®iE~) = {0}. O procedimento é analogo ao adotado no caso compacto.
Consideramos dimch = 2m = n. Logo dimg hg = 2m = n. Identificamos o

subespaco real hr com R” e o espaco vetorial real h® com
C" =R" @iR".

Consideramos Gry,,(h,R), as grassmannianas dos subespacos de dimensao 2m de
R?*", e Gr,,(h,C) as grassmannianas dos subespacos de dimensao m em C*". Temos
que Gr,(h,C) S Grap(h,R) e que um subespago vetorial V' de Gryy, (h,R) é também
um subespago vetorial complexo de Gr,,(h,C) se, quando escrevemos os elementos de
V na forma u+iv obtemos —v+iu pertencente a V. Seja {aq, ..., m, 01, ... ,i0n}
uma base de ET@iE~ e 8 ={aq, ..., qm, 101, ,i0m, B1, -+, Bm,i01, . . ., iQy, } uma

base de h®. Entdo a matriz da transformacao linear v + iv — —v + fu é da forma

(1)

onde 1 representa a matriz identidade de ordem 2m.
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Consideramos agora a identifagdo de Gra,,(h,R) com By, (h,R), dada na secao

1.4, e a orbita
1
( ) 55
x

onde x é uma matriz quadrada de ordem n.Temos que

)G ()
=)
- ():(

— a=rze—zxa=1

= 2% =1
Portanto x deve ser uma estrutura complexa de R™. Além disso, como detz # 0,
temos que o subespago dado por (3.5) intercepta ET @ iE~ apenas no subespago
nulo. De fato, se consideramos as bases de BT @ iE~ e h® dadas anteriormente e
x = (x), 1 <14,5 < 2m, entao (3.5) é identificado ao espago vetorial real W gerado

por

{ar + 21101 + -+ 4+ Tin1 B + Tip11i00 + o1y, . . .,

cee 7267% + x12m51 + -+ xm?mﬁm + xm+12mia1 + meQmiam}

Logo, se v € W e v € ibg, entao existem escalares a;, b;, 1 <1, < 2m, tais que

v o= a(ar+x11f1+ F Tnifm F+ Tma11900 + Tom1iy,) + - - -
+020 (1 8m + Tr2mB1 + - -+ + T12mPm + Tt 1miQn + Tommicn,)

= by o+ b+ byna i+ o+ DB

Usando a independéncia linear dos vetores o; e 3; obtemos um sistema de equagoes
lineares homogéneo nas incégnitas aj e coeficientes x;;. Como detx # 0, entao
ap, =0, para k =1,...,2m. Isto significa que v = 0, como queriamos.

Podemos entdo, identificando (3.5) com x, para simplificar a notagao, associar a

cada elemento = da 6rbita aberta, que satisfaz 2?2 = —1, uma estrutura complexa,
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conforme lema 3.8 . Pela conclusao do lema 3.3, se © # y determinam estruturas
complexas equivalentes, no sentido da definicao 1.14, entao existe ¢ € Aut (uC) tal
que poT =To0¢, ¢(r) =1y, ¢ preserva as raizes simples e ¢ nao é a identidade.
Como ¢oT = 70 ¢, entao ¢ deixa invariante a algebra real e, consequentemente,
o subespago complexo ET @ iE~. De fato, iY € ET, entao 7(¢(iY)) = ¢(7(iY)) =
O(—iT(Y)) = ¢(iY) e ¢(iY) = ip(Y) € E*. Logo a matriz de ¢ na base 3 do espaco

vetorial real h® tem a forma
P 0
0o P )

(02) ()= ()= (o )

entdo z # y determinam estruturas complexas equivalentes se y = PxP~!. Se

Como

ocorrer ¥ = Pz P~!, para algum x, entdao z ¢ PrP~! determinam o mesmo V.
A tabela 3.2 abaixo apresenta, através dos diagramas de Satake, as formas reais

nao compactas, os possiveis isomofismos que preservam as raizes simples e as ma-

(7 7)

destes isomorfismos na base 3 de h¥.

trizes
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Tabela 3.2: Formas reais nao compactas
B+
Diagrama de Satake da forma real u 1B~ P
¢
({oq,...,an}) N
oo i o o {0} P,
o1 (D) Qn—1 Qn
o (Oéi) = Op—i+1
e o0 e —--— ® —0 dim¢ b é impar
i a2 a3 Qn—1 Qn
aq a2 Qg
0— O —=-++—0
AN dimeh & i
o w imc b é impar
/ t+1 C p
O— O — — O
(7% Qp—1 Q42
o - ot -9 Hamisr +ai})
T T | i "%Jr;a Z fir 0 y
| ‘ <{ ty t+2k+1) }> 0 PS 0
Ap—jt1 — Q4
0 0 —I;
l ! | ¢(()fi)—04n—z‘+1a s — ok 42
o - - o - ° comi=1,...,t—1
O Qn—t+2 Qt42k+1
) net {on,...,an}) I, 0
0O— 0 —+++— O {O} ~
[e51 (o) Om—2\ 0 P2
e} Qb (an—1> = Oy
&Ln—l
© <{@17"')an—27an+an—1}> I 0
. n—1
0o—o0-—.m 0o/ ] ({ilon — an-1)}) < >
[e%1 a9 an,g\ 0 —1
aon ¢ (an71> = Qp,
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a 1000
. ({2, as})
o1 ap/ ) . 0100
®—0. ({iay,ias})
o 5l 000 1
o a) =«
: R 0010
(g, (v
‘o <{ 2 _4}> Como ¢ (ay) =y € B~
a an/ ({iaq,ias}) C ol
o O entao £ 4+ 1E~ nao é
o ¢ (041) = as, ¢ (043) = Qy, . .
) invariante por ¢.
¢ () =
(g, Qv
. <{ ’ .4}> Como ¢ (o) = ag € E~
a1 ag/ <{ZO[1,ZO[3}> ~ S o,
e entdo BT +iE~ nao é
o ¢ (1) = az, ¢ (a3) = ay, . .
o invariante por ¢.
¢ () = as
p K ({ag, aq}) Como ¢ (ay) =y € B~
031—%2\ ({icy,ias}) entdo ET 4+ iE~ nao é
o o) =y invariante por ¢.
OLOQ
<{06170527063,Oé470é57066}> ( ﬁ5 0 )
0O—o0o— 0 — 0 —o0 {()}
ag as Qg [0%:3 aq O 1
¢ (1) = as, ¢ () = ay
061
as /
p > ({ag, aq, a5 + ag, a5 + a1}) | Como ¢ (a5 + a3) = oy + ag
ng%l\ I ’ {045 — (3, g — O[l} entao _E‘Jr + 1E~ nao é
> N ! () = a5, ¢ (ag) = ay invariante por ¢.
s
a1
O
az /
p O ({ag, 6 + 1 }) Como ¢ (ag) =y € E~
ool y {as, o, a5, 06 — 1 } entdo E* 4+ iE~ nao é
;5 l ¢ (1) = as, ¢ (a2) = ay invariante por ¢.
N (@)
ag
a
O
az /
/ . ({a2, a1, ag}) Como ¢ (az) = as € E~
0(43270104\ {ag, Qy, 045} entéo E+ + ZE_ naO é
' () = as, ¢ (ag) = ay invariante por ¢.
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et <{a1, . ,aﬁ) L. 0
06017 70?,57 a:Ll o <{Zat+17 <o 7Z@n}> 0 ﬁ
[ ] ¢ (an—l) = Oy 2
/ | <{Oz1}>. I, 0
O—@—--— @ {iag, ... ia,}) -
a1 a2 Qn—2
o ¢ (Oénfl) = Op 2
Como
o () =
a1 Hag, ..., an_g, an}) (an) -
/ . . ea, 1€ b7,
e— 00— @® —+++— O <{2a1,...,lan_1}> B N T
a1 az o3 Qn—2\ entao BT +1F
¢ (an—l) = Qp -,
nao é
invariante por ¢.
CMTE;l
o0 e—-— 0o — o/ dim¢ b é impar
a] Qg as QAp_3
O
0010
asz
o ons C How- - vadd) 0100
oo\ {0}
o 6 (o) 1 0 00
« (6% =
! R 000 1
as {ar,...,a4}) 0001
u_ az/ ’ {0} 0100
A o} ¢(a1):a3,¢(a3):a4, 10 00
- (o) = 0010
s <{O{1, L 70{4}> 0 0 1 0
o {0} 010 0
o o ¢ (o) = oy, ¢ (a3) = ay, 0001
- 6 () = ay 1000
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0001
a3
D Ty 0100
5/ ()
) . 5 () 0010
a a1) = Quq, Q) =a
. 1 4 4 1 1 0 0O
- Como ¢ (1) = «
p o <{O./1,C¥27a3+a/4}> l(a _|_ag;5(—ll)(a —304)
T8 1 {i(os — a3)}) ntio B* 4B~ mioé

¢(041) = Q3

entao Bt +iE~ nao é

invariante por ¢.

({on, g, a3 + ay})
({i(aa — az)})
¢ (1) = as, ¢ (a3) = au,

Como ¢ (o) = a3
%(063—1‘044)—%(044—043)7
entao ET +iE~

@)
“ ¢ () = nao € invariante por ¢.
a3 Como ¢ () = ay
© ({a1, ag, a3 + ag))
a1 as/ L (s + au) + 3 (g — a3),

{i(as — as)})

<Z5(Oé1) = 0447@5(043) = 0417<Z5(044) = Q3

entao Et +4iE~ nao é

invariante por ¢.

({a1, a2, a3 + au})
({ilas — a3)})
¢(041) = Oy

Como ¢ (a1) = ay
= % (a3 + aq)
+% (CY4 - Oég) s
entao ET +iE~ nao é

invariante por ¢.

{on})

Como ¢ (a1) = az € E~

(0% o /
— ‘2\ ({icvg, iais, iy }) entao BT +4E~ nao é

o o (1) = a3 invariante por ¢.

« (6%

. , <{ 1}> Como ¢ (1) = a3z € B~
a1 as/ ({iag,ias, ic}) o
o—e entao E™ 4+ ¢F£~ nao é

o ¢(041) = (3, ¢(043) = Qy, . .

a4 invariante por ¢.

o (044) =0
«

CY.B . <{ 1}> COmO ¢(a1) = ay c E_
a1 an/ <{ZO&2, 13, za4}> _ " o -,
o—e entao ET 4+ 1E~ nao é

o ¢(Oé1) 2044,¢(043) = O, . .

o invariante por ¢.

¢ (as) = o
p o ({a1}) Como ¢ (a1) = ay € E~
%1*0102\ ({iag, iaz, iay}) entao ET +iE~ nao é
(e}

¢(041) = Oy

invariante por ¢.




Apeéendice A

Teste da identidade de Jacobi via
Maple

Durante a elaboracgao das segoes 2.3 e 2.4 foi necessario apresentar certas algebras de
Lie que satisfizessem certas propriedades preestabelecidas. Surgiu entao a necessi-
dade de termos uma ferramenta que possibilitasse a rapida verificacao da identidade
de Jacobi para alguns colchetes nao-nulos. Criamos um procedimento em MAPLE
que realizava esta tarefa com bastante eficiéncia. O precedimento foi enviado ao Pro-
fessor Doutor Esmerindo de Sousa Bernardes (IFSC-USP) que o tornou mais agil
do ponto de vista computacional. Apresentamos aqui o procedimento ja revisado
pelo Professor Esmerindo, o qual chamamos de TesteJacobi. Aqui informamos os
colchetes nao nulos por suas constantes de estrutura.

> restart;

Parametros de entrada:

n: dimensao do espago (...)

ce: constantes de estrutura conhecidas na forma de uma lista de indices|(i, j, k) =
Cijk,...], com i < j.

Saida:

sols: lista com os possiveis conjuntos solucao (...)

> TesteJacobi := proc(n, ce)

> local i,j,k,r,s,t,u, p, CE, Jac, eqns, sols;

> CE := array(sparse, 1..n,1..n,1..n, ce);

> for it from 1ton—1do

> for j from i1+ 1 ton do

> for k from 1 to n do

20



APENDICE A. TESTE DA IDENTIDADE DE JACOBI VIA MAPLE o1

> CE[j, i, k] := —CE[i, j, k];

> od;

> od;

> od;

> Jac := array(1l.n,1..n,1..n,1..n);

> for r from 1 ton do

> for s from 1 ton do

> for t from 1 ton do

> for u from 1 to n do

> Jaclr, s, t, u] := simplify(add(CE|[r, s, p| * CE[p, t,u] + \

> CEs, t, p] * CE[p,r,u] + CE|t,r,p| * CE[p,s,u],p = 1..n));

> od;

> od;

> od;

> od;

> eqns := convert(Jac, set);

> if (nops(eqns) =1 and op(eqns) = 0) then return(”Estes colchetes sat-
isfazem a identidade de Jacobi e temos uma algebra de Lie”) fi;

> if (nops(eqns) >= 1 and not(hastype(eqns,name))) then return (”Estes
colchetes NAO satisfazem a identidade de Jacobi e NAO temos uma
algebra de Lie”) fi;

> sols := [solve(eqns)];

> return(sols)

> end :

Observamos que as duas primeiras entradas para as constantes de estrutura ini-
ciais, (i, j, k), devem estar em ordem crescente i < j, devido a anti-simetria estabele-
cida na linha sete do procediento. Vejamos alguns exemplos, onde ja aproveitamos
para mostrar uma maneira de inserir as constantes de estutura, depois de ja termos

o procedimento funcionando.

Exemplo A.1 Primeiramente fornecemos as constantes de estrutura:
>cel :=[(1,3,5)=-1,(2,4,5)=1,(1,4,6) = —1,(2,3,6) = —1];
Em sequinda colocamos estes dados no procedimento:
> TesteJacobi(6, cel);

O procedimento, neste caso, nos dard a sequinte resposta:

"FEstes colchetes satisfazem a identidade de Jacobi e temos uma dlgebra de Lie”
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Exemplo A.2 Fornecendo as constantes de estrutura:

>ce2:=1(1,3,5) =-2,(2,4,5) =1,(1,4,6) = 2,(1,2,2) = —1J;

Colocando os dados no procedimento:

> TesteJacobi(6, cel);

Recebendo a resposta:

"Estes colchetes NAO satisfazem a identidade de Jacobi e NAO temos uma
algebra de Lie”

Exemplo A.3 Neste ezemplo, queremos saber quais os possiveis valores para certas
constantes de estrutura, de modo a termos uma dlgebra de Lie.

> X = IX/;

Fornecendo os colchetes que podem ser nao nulos:

>ce3d :=[(1,3,1) =x[1],(1,3,3) = x[2],(2,4,5) = x[3],

(1,4,6) = x[4],(1,2,2) = x[5],(2,3,6) = x[6]];

Recebendo a resposta e o tempo utilizado pelo procedimento para fornecé-las:

> t0 := time() : Sols := TesteJacobi(6, ce3); time() — t0;

Sols := [{z[5] = 0, z[4] = 0, z[2] = z[2], z[3] = z[3], z[1] = z[1], x[6] = 0},

{z[5] = 0,z[4] = 0, z[2] = 0, z[6] = x[6], x[3] = x[3], z[1] = =z[1]},
{z[3] = 0,2[1] = 0,2[4] = (4], z[5] = «[5], z[2] = [2], z[6] = 0},
{2[5] = 0, 2[1] = 0, z[4] = x[4], z[2] = z[2], 2[3] = z[3], z[6] = 0},
{z[3] = 0,z[1] = 0,z[2] = —z[5], z[4] = z[4], z[5] = z[5], z[6] = z[6]},
{z[5] = 0,z[1] = 0,x[2] = 0, x[4] = z[4], x[6] = z[6], x[3] = z[3]}
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