o
aY

UNICAMP

JORDAN LAMBERT SILVA

DECOMPOSICOES CELULARES DE ESPACOS HOMOGENEOS

CAMPINAS
2013



i



NG
¥

UNICAMP
UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS

INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA
E COMPUTAGAO CIENTIFICA

JORDAN LAMBERT SILVA

DECOMPOSICOES CELULARES DE ESPACOS HOMOGENEOS

Orientador: Prof, Dr. Luiz Antonio Barrera San Martin
Coorientador: Prof., Dr. Lonardo Rabelo

Dissertacdo de mestrado apresentada do Instituto de
Matemaética, Estatistica e Computagio Cientifica da Unicamp para
7 obtencdo do titulo de Mestre em matemaética.

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA DISSERTAGAO
DEFENDIDA PELO ALUNO JORDAN LAMBERT SILVA,
E ORIENTADA PELO PROF. DR. LuUlz ANTONIO BARRERA SAN MARTIN.

Assingtura do Orient7dor =

Assinatura do Coorientador

CAMPINAS
2013

iii



Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Silva, Jordan Lambert, 1989-

Si38d Decomposicdes celulares de espacos homogéneos / Jordan Lambert Silva. —
Campinas, SP : [s.n.], 2013.

Orientador: Luiz Antonio Barrera San Martin.

Coorientador: Lonardo Rabelo.

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Variedades flag. 2. Topologia algébrica. I. San Martin, Luiz Antonio
Barrera,1955-. Il. Rabelo, Lonardo,1983-. Ill. Universidade Estadual de Campinas.
Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica. IV. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em inglés: Cellular decompositions of homogeneous spaces
Palavras-chave em inglés:

Flag manifolds

Algebraic topology

Area de concentracdo: Matematica
Titulacao: Mestre em Matematica

Banca examinadora:

Luiz Antonio Barrera San Martin [Orientador]
Elizabeth Terezinha Gasparim

Daniel Victor Tausk

Data de defesa: 02-05-2013

Programa de Pos-Graduacao: Matematica



Dissertacio de Mestrado defendida em 02 de maio de 2013 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

, Toip AR
Ty g/f . f])) / Qs JO"“ L

Prof.(a). Dr(a). LUIZ ANTONIO BARRERA SAN MARTIN

Prof.(a). Dr(a). ELIZABETH TEREZINHA GASPARIM

Bt o A
Prof.(a). Dr(a). DANIEL VICTOR TAUSK




“Enraizados e edificados em Cristo,
Firmes na fé.”
Colossenses 2,7.

Tema da Jornada Mundial da
Juventude de 2011 em Madrid.

vi



Agradecimentos

Durante os tltimos anos, muitas pessoas participaram de minha vida e este ¢ um breve espaco
a qual posso agradecé-las.

e Primeiramente, agradeco a Deus por todas gracas que Ele me concede a cada momento de
minha vida, & Ele eterna gratidao;

e Agradeco & FAPESP pela oportunidade e apoio no financiamento deste projeto de mestrado;

e Ao meu orientado prof. San Martin por toda a ajuda necessaria neste projeto e por aceitar
continuar a me orientar durante o doutorado. Ao meu coorientador Lonardo, pelas conversas,
apoio e sugestoes ao projeto. Aos professores da banca: Elizabeth e Daniel Tausk;

e Aos meus pais Celso e Ana Licia, por toda a dedicacao e incentivo que recebi, base funda-
mental de toda minha vida. Aos meus irmaos Johann, Johnny e Jonathan;

e Aos meus avos Delfina e Geraldo, Dita e Vava. Aos meus tios, primos e a toda a familia;

e A minha amada esposa Juliana, que me fez perceber que a vida nao é feita apenas de estudo
e trabalho, mas também de amor, amizade, companheirismo, aventuras e oracoes. E também
por toda sua familia que me acolhe;

e Aos amigos da UNICAMP, em especial, ao Lucas (vulgo Ceard), & Déborah, & Ana Claudia
e ao Rodrigo, presentes desde o inicio da graduagao;

e Aos varios amigos da igreja, em especial, aqueles que convivi rumo & peregrinacao para a
Jornada Mundial da Juventude de 2011: Rafao, Igor, Natalia, Guilherme, Jéssica, Fernando
Albratoz, Fernando Madrid e as Irmas Missionarias de Cristo. Também agradeco aos sacer-
dotes amigos Pe. Milton, Pe. Anderson e Pe. Paulo Eduardo pelas oragoes e pelo exemplo
de humildade;

e Aos professores do IMECC que me forneceram os fundamentos matematicos necessarios para
minha formacao. Aos funcionarios da UNICAMP: Tania, Livia e Edivaldo da secretaria de
pos-graduacao, além da D. Zefa pelos cafezinhos;

e A Enir, minha professora dos tempos de escola, a qual me despertou um profundo interesse
no estudo da matematica, além do desejo de ensinar esta bela ciéncia.

vii



Resumo

Nesta dissertacao, realizamos um estudo topolégico das variedades flag reais. Encontrada
a decomposicao em células de Schubert de uma variedade flag, apresentamos dois invariantes
topologicos sobre estas variedades: a homologia, obtida a partir do célculo do operador fronteira
da homologia celular, e a caracteristica de Euler, cujo calculo foi realizado para as variedades flag
maximais e para as variedades grassmanianas simpléticas L,(R%).

Palavras-chave: Variedades flag, Topologia Algébrica.
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Abstract

In this dissertation, we conduct a topological study of real flag manifolds. Found the Schubert
cell decomposition of a flag manifold, we present two topological invariants for these manifolds:
the homology, obtained from the calculation of the boundary operator of cellular homology, and
the Euler characteristic, which was determinated for maximal flag manifolds and for symplectic
grassmannians manifolds L,(R?).

Keywords: Flag manifolds, Algebraic topology.
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Introducao

A presente dissertacao tem como objetivo central estudar conceitos topolégicos em variedades
flag reais. No ambito da Topologia Algébrica, quando desejamos entender algumas caracteristi-
cas topologicas de determinados espacos, recorremos a alguns invariantes topologicos. Podemos
citar como principais invariantes topologicos: a Caracteristica de Euler, o Grupo Fundamental, os
Grupos Homologia e, por fim, os Grupos de Cohomologia.

Uma abordagem sobre o grupo fundamental das variedades flag reais foi apresentado no artigo
de Wiggerman [15], definindo explicitamente o grupo fundamental das variedades flag, cujos gera-
dores sao indexados por raizes de multiplicidade 1 e condicionada a algumas relacoes especificas.

Neste texto, apresentaremos o estudo de dois invariantes topologicos aplicados nas variedades
flag reais. Em um primeiro momento analisaremos como caracterizar a homologia (celular) destes
espacos e, em seguida, calcularemos a caracteristica de Euler de certas variedades flag. A busca de
algum resultado sobre a caracteristica de Euler destas variedades foi motivada pela simplicidade
da definicao deste invariante topologico em termo de uma decomposicao celular da variedade flag,
quando conhecida a dimensao das células. Quanto ao estudo da cohomologia das variedades flag,
hé alguns resultados presentes na tese de Rabelo [8], mas nao cabe a esta dissertacio apresenta-los.

A estrutura de uma variedade flag é definida da seguinte maneira: Dados um grupo de Lie G
semissimples, real e nao-compacto e um subgrupo parabélico Py, define-se uma variedade flag real
de tipo © como o espaco homogéneo Fg = G/Pg. Um importante fato sobre variedades flag reais
é que podemos realizar uma decomposicao de Fg como a uniao disjunta de N-orbitas

F@ = H N - wb@
weW/We

onde N é a componente nilpotente da decomposi¢ao de Iwasawa G = KAN, W é o grupo de Weyl
e bg é a origem do flag Fg. A esta decomposi¢do damos o nome de decomposi¢ao de Bruhat. O
fecho de uma célula de Bruhat ¢ dito uma célula de Schubert e denotada por 82, com w € W/We.

Deste modo, no Capitulo 1 procuramos iniciar com a construcao da Teoria semissimples real e
toda parte elementar da teoria de variedades flag reais, com o intuito de deixar o leitor confortavel
com todo o texto que se segue. Além disso, adotamos como exemplo pratico o grupo de Lie SI(3,R),
o qual sera de grande auxilio na compreensao tanto para o desenvolvimento basico da teoria, quanto
para entender como se dard o calculo da homologia da variedade flag maximal S1(3,R)/P.

No Capitulo 2, vemos que o conjunto das células de Schubert fornece uma estrutura CW-
complexo, ou seja, uma decomposicao celular a variedade flag e que sera de importante valor para
o desenvolvimento do célculo da homologia e da caracteristica de Euler das variedades flags.



SUMARIO 2

O modo que se desenvolve o estudo da homologia apresentado no Capitulo 3 nao é uma novi-
dade, ele esta presente na tese [8] e no artigo de Rabelo e San Martin [9]. Basicamente, obteve-se
uma maneira de definir parametrizacoes explicitas para as funcoes de colagem entre as células de
Schubert 89, estabelecendo-se uma estrutura celular na variedade flag. Assim, é possivel calcular
o operador fronteira 0 da homologia celular. Um fato a respeito deste operador fronteira é que os
coeficientes que relacionam duas células de Schubert sao 0 ou +2. A partir desta caracterizacao,
definem-se os grupos de homologia com coeficientes inteiros associados & variedade flag Fg.

Por fim, o Capitulo 4 contempla o estudo da caracteristica de Euler de variedades flag reais,
contendo duas contribui¢oes originais para a teoria. A caracteristica de Euler y(Fg) de uma
variedade flag é definida pela soma

x(Fe)= D (-1t

weW /We
que é vista como generalizacao da classica formula de Euler
x=V-A+F

para poliedros da geometria cléssica. Tomando a fibracao canonica 7T8; : Fo, = Fo,, cuja fibra é
fo,.0,, apresenta-se em |9] a seguinte relacdo entre a caracteristica de Euler destas duas variedades
flag:

X(Fe,) = X(f@1,@2)X(F®2)‘

Com base neste resultado, a Proposicao 4.2.8 nos diz que para uma dada variedade flag maximal,
sua caracteristica de Euler é sempre zero quando existe ao menos uma raiz simples « tal que ou
ga OU go, tem multiplicidade impar e, caso todas as raizes tenham multiplicidade par, entao x(IF)
assume como resultado a cardinalidade do grupo de Weyl W. Ou seja, conhecendo-se as raizes de
uma variedade flag maximal, podemos dizer se sua caracteristica de Euler é 0 ou |W|.

Neste mesmo capitulo, também efetuamos o célculo da caracteristica de Euler para uma classe
especifica de variedades flag. Diz-se que um subespaco vetorial V' C R? & isotropico em relacdo a
uma forma bilinear antissimétrica nao-degenerada w se para todo u,v € V, obtemos w(u,v) = 0.
Chamaremos de variedade Grassmaniana Simplética a grassmaniana dos subespagcos isotrépicos de
dimensdo p em R% para 0 < p < [. Este espago, que serd denotado por L,(R%), é uma variedade
flag minimal do grupo simplético Sp(/,R). E importante salientar que, no caso de p = [, o espaco
L, (R?") & mais conhecido como Grassmaniana Lagrangeana. Utilizando conceitos combinatorios,
apresentamos no Corolério 4.3.14 que a caracteristica de Euler de toda grassmaniana simplética
L,(R*) ¢ igual & zero.

Para a leitura desta dissertacao, pressupomos que o leitor tenha familiaridade com conceitos e
fundamentos de Teoria de Lie. Para tal, as notas de aula de Grupos de Lie [10] e o livro de Algebras
de Lie [12] de San Martin, e também o livro de Knapp [6] podem servir de referéncia basica para o
estudo desta estruturas. Além disso, faz-se necessario conhecer o bésico da construcao dos grupos
de homologia singular e celular, a qual o livro de Hatcher [2] é uma boa referéncia de consulta.



Capitulo 1

Variedades flag reais

Neste capitulo faremos uma introducao no estudo de grupos e algebras de Lie semissimples
reais, desenvolvendo as decomposicoes de Cartan e Iwasawa, essenciais para a construcao das
variedades flag reais. Para auxiliar na compreensao deste processo construtivo apresentamos, no
fim do capitulo, o exemplo de todo este processo no grupo SI(3, R).

Este estudo introdutério pode ser encontrado nos livros de Knapp [6] e de Helgason [3], além
da tese de Patrao [7], que é uma excelente referéncia redigida em lingua portuguesa.

1.1 Teoria semissimples real

Uma algebra de Lie real é um espaco vetorial real g munido de um produto [,] : g x g — g que
satisfaz

1. é bilinear;
2. & antissimétrico, ou seja, [ X, X] = 0 para todo X € g;
3. respeita a identidade de Jacobi, isto é, para todo X,Y,Z € g

[X> [Ya ZH = [[X> Y]vZ] + [Y, [X’ ZH

Este produto é chamado de comutador ou colchete de Lie. Dizemos que um subespaco b de g
é uma subalgebra de Lie se ele é fechado pelo colchete.
Uma aplicacao linear D : g — g é uma derivacao da algebra de Lie g se satisfaz

DX, Y] =[DX,Y]|+[X,DY] ,paratodo X,Y € g.

Definimos a representa¢ao adjunta como uma aplicacao ad : g — gl(g) tal que dados X,Y € g,
ad(X)Y = [X,Y]. Através da identidade de Jacobi, ad(X) é um tipo particular de derivagao e
é chamada de derivacao interna. O conjunto destas derivacoes internas é a imagem da aplicagao
adjunta da algebra de Lie.
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Um ideal h de uma algebra de Lie g é uma subalgebra de Lie que satisfaz [X, Y] € b para todo
X € geY €b. Dai, dado um ideal h podemos obter a algebra quociente g/h das classes laterais
de b.

Queremos definir a algebra de Lie semissimples, objeto de estudo a partir de entao. Primeira-
mente, dados duas subalgebras de Lie h; e by de g, denotamos [h1, h2] como a subalgebra gerada
pelo conjunto

{[X,Y]| X €b1,Y € bhy}.

Define-se a série derivada de uma &lgebra de Lie g como o conjunto de subespacos encaixados
g:gODg(l) 3... Dg(k) D PP

definidos indutivamente como

(k1) k1)),

g = [g* g

A cada um destes elementos da série derivada damos o nome de algebra derivada. Dizemos
que g ¢é soluvel se alguma de suas algebras derivadas é nula, ou seja, existe kg > 0 inteiro tal que
hko) = 0.

Definicao 1.1.1. Uma dlgebra de Lie g é semissimples se g nao contém ideais soliveis além do 0.

A forma de Cartan-Killing de uma algebra de Lie é uma aplicagao (,) : g x g — R definida por:
(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)).

Um resultado bésico da teoria de algebras de Lie diz que uma &algebra de Lie é semissimples se,
e somente se, sua forma de Cartan-Killing é nao-degenerada.

Um homomorfismo entre algebras de Lie é uma aplicacdo ¢ : g — b que satisfaz ¢[X,Y] =
[0(X),p(Y)] para todo X, Y € g. Quando ¢ é um homomorfismo inversivel que opera em g,
dizemos que ¢ é um automorfismo. O conjunto dos automorfismos Aut(g) da algebra de Lie é um
subgrupo fechado do grupo Gl(g) das transformagdes inversiveis. Sabendo que a exponencial de
uma derivagdo ¢ um automorfismo, entdo o conjunto Int(g) das exponenciais das representacoes
ad(X) é denominado automorfismo interno da éalgebra. Quando a algebra é semissimples, entao
todo automorfismo é automorfismo interno [12, Proposigao 3.14], ou seja, Int(g) é a componente
da identidade de Aut(g).

Seja G um grupo de Lie conexo com algebra de Lie semissimples real g. Tomando g € G, a
conjugagao Cy é um automorfismo de G dado por C,(x) = gzg™', para todo x € G. Definimos a
representacao adjunta no grupo G como Ad : G — Gl(g) tal que Ad(g) = d(Cy);. Sabendo que
exp : g — G é a aplicagdo exponencial de g e e : gl(g) — Gl(g) é a exponencial de transformagoes
lineares, seguem as seguintes equagoes:

gexp(X)g™' = exp(Ad(g)X) (1.1.1)
Ad(exp(X)) = 0, (1.1.2)
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1.1.1 Decomposicao de Cartan e de Iwasawa

A partir de agora, nosso estudo se restringira as algebras de Lie g semissimples reais e nao-
compactas. Uma algebra de Lie é dita nao-compacta se sua forma de Cartan-Killing nao é negativa
semi-definida (nesse caso, quando a algebra é nao-compacta, seu grupo de Lie conexo G também
é ndo-compacto).

Um automorfismo 6 : g — g é dita uma involucio quando 6% = 1. Podemos associi-la a uma
forma bilinear nao-degenerada

<X7 Y>9 - _<X> 9Y>

definida para todo X,Y € g.
Observe que toda involucao admite apenas autovalores 1 e —1. Denote por £ e s os autoespacos
associados aos autovalores 1 e —1, respectivamente. Estes conjuntos possuem as seguintes relagoes:

(e, €] C & [ts] Cs, [s,8] Ct

A algebra g pode ser escrita como a soma direta g = £ @ s, porém note que s nao é subalgebra
de g, pois caso contrario, deveriamos ter que [s,s] C €Ns = 0 e s seria um ideal abeliano (soltvel),
contradizendo o fato de g ser semissimples. Temos também que € nao é ideal de g, pois [£, 5] C s.
A subélgebra de Lie £ é chamada de componente compacta da decomposicao de Cartan, uma vez
que £ é compacta em diversos casos.

Uma involugao 6 é chamada de involucao de Cartan se sua forma bilinear associada é um
produto interno em g. Neste caso, a decomposicao de g como soma direta de € e s é dita uma
decomposicao de Cartan para g.

Proposigao 1.1.2. Se X € t e Y € s, entao ad(X) € antissimétrica e ad(Y') € simétrica em
relagdo a (-,-)g. Deste modo, € e s sao ortogonais em relacao a (-,-)g e em relagio a forma de
Cartan-Killing.

Demonstracao. Sejam Z, 7' € g. Dai, através da defini¢ao
(ad(X)Z,Z") e = —(ad(X)Z,07"y = (Z,ad(X)0Z").
Como 0 ¢ involutivo e X € ¢, entdo ad(X)0Z' = [X,07'] = 0[X, Z'| = 0ad(X)Z'. Logo,
(ad(X)Z,Z" e = (Z,0ad(X) 2"y = —(Z,ad(X)Z')g

mostrando que ad(X) é antissimétrico. Analogamente, ad(Y") é simétrico.
Como 0 é automorfismo, dados X € teY €5

(X,Y) = (0X,0Y) = (X,~Y) = —(X,Y)
implicando que (X,Y) = 0. Do mesmo modo, em relagdo & (-, )y temos

(X,Y)g = —(X,0Y) = (X,Y) =0.
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Esta proposicao nos diz que, para uma a decomposicao de Cartan g = € @ s, entao a forma de
Cartan-Killing é negativa semi-definida em € e positiva semi-definida em s. De fato, se X, X' € ¢
entao

(X, X") = (X,0X") = —(X, X"}y <0

pois (-, -)g é produto interno, implicando que a forma de Cartan-Killing é negativa semi-definida

em €. Um calculo analogo mostra que a forma de Cartan-Killing é positiva semi-definida em s.
As decomposicoes de Cartan nao sao unicas. Veja que dado uma involucao de Cartan 6 e um

automorfismo ¢ de g, a aplicagao ¢pf¢ ! também é uma involugao de Cartan, pois (¢f¢~1)? =1 e

(X,Y)o = —(X,0Y) = — (X, 00Y) = —(¢X, 06" (8Y)) = ($X, BY ) g1

e, portanto, temos a decomposicao de Cartan g = ¢t @ ¢s.

Podemos tomar K como o subgrupo de Lie conexo com algebra de Lie £ e S como o conjunto
obtido da exponencial de s, isto ¢, S = {exp X | X € s}, lembrando que como s nao é uma
subélgebra de Lie, nao podemos afirmar que S é subgrupo de Lie.

Proposicao 1.1.3. O mapa K xs — G dado por (k, X) — kexp(X) € um difeomorfismo. Assim,
em nivel de grupo, a decomposicao de Cartan de G é G = KS.

Demonstragao. Teorema 6.31(c) de [6]. |

Proposigao 1.1.4. Dado k € K, entdo ¢ e s sdo invariantes por Ad(k). Além disso, Ad(k) ¢
uma isometria em rela¢ao ao produto interno (-,-)e associada a uma involugcao de Cartan.

Demonstra¢ao. Primeiramente, como K é conexo, Ad(k) é um produto de exponenciais de adjuntas
de elementos de £ e podemos considerar, sem perda de generalidade, que k = exp(X) com X € ¢.
Assim, se Y € g

Ad(exp X)Y = MMy = Z M (1.1.3)
n!

n=0

e como ad(X) ¢ invariante por € e s, segue o Ad(k) também ¢ invariante.
Agora, sabemos que Ad(k) é um automorfismo interno. Assim, se X,Y € g

(Ad(E)X, Ad(K)Y )y = —(Ad(k)X, 0Ad(K)Y) = —(Ad(k)X, Ad(k)0Y) = —(X,0Y) = (X,Y ),

pois Ad(k), que é um automorfismo, é isometria em relagao a forma de Cartan-Killing e, a partir
da soma da equagao (1.1.3), Ad(k)0Y = 0Ad(k)Y, mostrando que Ad(k) é isometria em relagao
ao produto interno associando a involucao de Cartan. |

Proposicao 1.1.5. Ad(K) é um subgrupo compacto de Gl(g) de transformacaées lineares ortogonais
em relacdo a (-, -)g.

Demonstragio. Observe que o subgrupo Ad(K) é gerado pelas exponenciais e*4®), Define-se

Oy ={T € Gl(g) | (TX,TY )y = (X,Y)y, para todo X,Y € g}



CAPITULO 1. VARIEDADES FLAG REAIS 7

o conjunto das transformagoes lineares (-, -)g-ortogonais, que é um subgrupo compacto de Gl(g).
A proposicao 1.1.4 diz que Ad(K) C Oy, assim, basta mostrar que Ad(K’) é um subgrupo fechado
em Gl(g). Definindo-se a aplicacdo © : Gl(g) — Gl(g) por O(T) = 076, entao a diferencial
dO; : gl(g) — gl(g) dada por dO©1(D) = 0DF é tal que dO;(ad(X)) = fad(X )0 = ad(6X). Pelo
fato de ad ser injetora, ad(t) é a intersecdo do conjunto de pontos fixos da diferencial d©; com
ad(g). O conjunto dos pontos fixos de © é um subgrupo fechado cuja algebra de Lie é o conjunto
dos pontos fixos de d©;. Portanto, Ad(K) é a componente conexa da interse¢ao do subgrupo dos
pontos fixos de © com Ad(G). Logo, Ad(K) é fechado. |

Corolario 1.1.6. O subgrupo K € compacto se, e somente se, o centro de G € finito. Além disso,
K ¢ sempre fechado.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.1 do Capitulo VI de [3], o centro de G esta contido no subgrupo
K. Assim, o isomorfismo G/Z(G) = Ad(G), obtido a partir do Teorema do Isomorfismo para o
homomorfismo Ad, induz um isomorfismo K/Z(G) = Ad(K). Logo, K é compacto se o centro de
G for finito, pois Ad(K) é compacto. Porém, como G é semissimples, Z(G) é discreto (pois sua
algebra de Lie tem dimensao zero) e, portanto, é finito quando K for compacto.

O subgrupo K é fechado a partir do fato de Ad(K) ser compacto. [

Este ultimo corolario mostra porque geralmente chama-se o subgrupo K de subgrupo compacto
de G.

Na teoria de algebra de Lie complexa, podemos decompor um espagco através do espagos de pesos
associados a uma subalgebra de Cartan, que resultard em elementos complexos. Aqui, queremos
proceder de modo que obtenhamos uma decomposicao analoga, porém com valores reais. Para tal,
considere uma subalgebra abeliana maximal a C s, ou seja, que nao esta contida propriamente em
nenhuma outra subalgebra abeliana de s. A existéncia de a estd garantida pelo fato de s conter
subélgebras de dimensao 1, que sao abelianas, e pelo fato de s ter dimensao finita.

Seja o : a — R um funcional linear de a e considere o subespaco

0o ={X €g|ad(H)X = a(H)X, para todo H € a}.

Quando g, # 0 para a # 0 entdo dizemos que « é uma raiz (restrita) de g em relagdo a
a. Observe que a existéncia destes funcionais reais ocorre devido ao fato de que ad(H), para
H € a C s, & uma matriz simétrica em relagdo ao produto interno (-, )4 €, portanto, todos os seus
autovalores sdo reais. Denote por Il o conjunto de todas as raizes de g. Tomando gy = {X €
g | ad(H)X = 0 para todo H € a} como o subespago de peso associado a raiz nula, entao a algebra
g se decompoe como
0=009 ) ga- (1.1.4)
a€ll
Veja que dada duas raizes «, 5 € I, entdo [ga, 85 C ga+s- Isto segue da identidade de Jacobi,
poisse H ca, X €g,eY € gg

ad(H)[X,Y] = [ad(H)X,Y] + [X,ad(H)Y] = (a(H) + B(H))[X, Y].

Lema 1.1.7. O centralizador de a em g é 3(a) = m @ a, onde m € o centralizador de a em &.
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Demonstracao. Veja que 0(3(a)) = 3(a), poisse X €3(a)eY €a
0X,Y]=0[X,0Y]=—0[X,Y]=0.

Dai, como este centralizador é invariante por 0, entao 3(a) = (3(a) N€) @ (3(a) Ns). Assim, pela
maximalidade de a e como a C 3(a) Ns entdo a = 3(a) Ns. Logo, pela definicado, m = 3(a)Net. W

Pela defini¢ao, o subespago do peso nulo é go = 3(a). Portanto, a partir da formula (1.1.4),
tem-se que

g=mead Y go. (1.1.5)

acll

Proposicao 1.1.8. Sejam a e a' duas subdlgebras abelianas maximais de s. Entdo, existe ¢ um

automorfismo interno de & em g, ou seja, ¢ = 24XV ... adX) com X, € € para todo i, tal que
pa’ = a.
Demonstra¢ao. Proposicao 12.26 de [12]. [ |

A partir desta ultima proposicao, definimos o posto real de uma algebra de Lie como a dimensao
comum das subalgebras abelianas maximais em s.
As camaras de Weyl associadas ao par (6, a) sdo as componentes conexas do conjunto

a={H €a|a(H)#0, para toda raiz « € II}

que é um conjunto aberto e denso. Os elementos de @ sao chamados elementos regulares. Es-
colhendo uma das camaras de Weyl como a camara positiva at, definimos o conjunto das raizes
positivas como IIT = {a € Il | a(H) > 0 para todo H € a*}.

Considere os seguintes subespagos:

n= Z go € N = Z I a- (1.1.6)

acllt+ acllt+

Observe que o subespaco n é uma subalgebra de Lie, pois se «, 8 € IIT entdao pode-se ocorrer
duas possibilidades

e Se o+ [ é raiz positiva entao sabe-se que [ga, 5] C Gatp € 1
e Se a+ [ ndo é raiz entdo g,1p = 0, implicando que [g,, gs] =0 € n.

Do mesmo modo, vale que n~ é algebra de Lie. Estas subalgebras se relacionam pela equacgao
On =n", poisse X € g, e H € a, entao

ad(H)(0X)=[H,0X]=0[0H, X| = —0[H,X] = —0ad(H)X = —a(H)(0X)
logo, como # ¢ um automorfismo, g, = g_., implicando que fn = n~. Note que nNn~ = 0.

Proposicao 1.1.9. Sejam k(X) = % e o(X) = % as projecoes de X € g em € e s,
respectivamente. Entao as restricoes de k|, e o, sdo injetoras sobre suas imagens. Mais ainda,
temos que t =m @ k(n) e s = a @ o(n) sao somas ortogonais em relagao a (-, -)g.
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Demonstracao. Veja que se X € nentao 20(X) =X —0X € n®n~, ou seja, se o(X) = 0 entao
X = 0, mostrando que o|, é injetora.

Vamos mostrar que § = a @ o(n). Através da decomposicdo g = m @ a & n @ n~ obtida pela
equagao (1.1.5), dado X € s, existem Lem, Hea, Y eéneZen talque X =L+ H+Y + Z.
Dai

L+H+Y+7Z=X=-0X=—-L+H-0Y —-0Z

isto é, como n =n—,

L=0e Z=-0Y.

Assim, X = H+Y —0Y € a®o(n), o que mostra que s C ado(n) C s, pois 0 é uma proje¢ao
em .
O resultado é anéalogo para a projecdo k e £t = m @ x(n). |

Podemos entao construir a decomposicao de Iwasawa da algebra de Lie g.

Teorema 1.1.10. Considere o terno (0,a,a") associado a g. Entao, a decomposi¢ao de Twasawa
da dlgebra de Lie g € dada por
g=tdadn

onde n € uma subdlgebra nilpotente e a & n € uma subdlgebra solivel.

Demonstragao. A partir da equacao (1.1.5) e como m = 3¢(a) C € temos que

g:m@a®29a=¥+a+n+n‘.

a€ll

Para X € n~ temos
X=X+0X—-0Xect+n

pois X € ne (X +0X) = 60X + X, implicando que X + 0X € ¢. Assim, g = £ + a + n. Pela
proposigao 1.1.9 segue que dim(s) = dim(a®o(n)) = dim(a®n) = dim(a+n) e, pela decomposicao
de Cartan, g=¢® a ® n.

A subéalgebra n é claramente nilpotente pois o conjunto das raizes positiva II* é um conjunto
finito.

Agora, a subéalgebra a @ n é soluvel pois [n,a] =n e

[a®n,a®n]=[a,af +[a,n]+ 0]+ [n,n] Cn
implicando que [a @ n,a ® n] = (a @ n)’ é nilpotente. Logo, a & n é solavel. [

Ao contrario da decomposicao de Cartan, a decomposicao de Iwasawa se escreve como soma,
direta de subalgebras de g. Definindo K, A e N como os subgrupos conexos gerados por £ a e n,
respectivamente, o seguinte teorema d& a decomposicao de Iwasawa a nivel do grupo de Lie.

Teorema 1.1.11. O mapa K x A x N — G dado por (k,h,l) — khl é um difeomorfismo. Logo,
a decomposicao de ITwasawa do grupo G € definido como G = KAN.

Demonstracao. Teorema 6.46 de [6]. |
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1.1.2 Sistema de raizes e o Grupo de Weyl

Seja IT o conjunto das raizes (restritas) de g. Entdo, o conjunto IT gera o dual a*. De fato,
observe que o aniquilador do gerado de II é gerado pelo seguinte conjunto

(I° = ({H € a | a(H) = 0, para toda raiz o € I1}).

Logo, pela decomposigao (1.1.4), (IT1)° = 0, pois a tnica possibilidade de a(H) = 0 para todo
a € II é tomando H = 0.

Lema 1.1.12. Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e W um subespaco vetorial de V.
Entao
dim W + dim W° = dim V/

onde WO ={f € V*| f(w) =0 para todo w € W} é o aniquilador de W .

Este lema é um resultado de algebra linear presente em Hoffman [4]. A partir dele, tem-se que
o subespago gerado por Il é exatamente a*.

A forma de Cartan-Killing, quando restrita a a, ¢ um produto interno. Assim, para cada raiz
a € II, existe um elemento H, € a tal que

a(-) = (Ha, ).

Como II gera a*, esta expressao define um isomorfismo entre a e a* que associa cada H € a
com (H,-) = a € a*. Definiremos um produto interno no dual a* por

(a, B) = (Ha, Hp) = a(Hp) = B(Ha).
A reflexdao de um elemento « € a* é uma aplicacao r, : a* — a* tal que

2(0,0),

(o, a)

ra(B) = B -

Definicao 1.1.13. Seja E um espa¢o vetorial de dimensao finita sobre R. Um sistema de raizes
do espaco vetorial E € um conjunto Il C E que satisfaz

1. 1II € finito, gera E e nao contém 0;
2. Para todo o € 11 existe uma reflexdo r, em relacio a o tal que rq(IT) = I1;
3. Para todos o, B € 11, ro(B) — B € um maltiplo inteiro de a.
Proposicao 1.1.14. O conjunto Il C a* € um sistema de raizes.
Demonstra¢ao. Apéndice B de [7]. |
Temos a seguinte propriedade sobre o conjunto Il das raizes:

Proposicao 1.1.15. Se o € 11, entao ta também € raiz somente quando t € +1, :I:% ou +2.
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Demonstracao. Como II é um sistema de raizes, pelo terceiro item da definicao de sistema de
raizes, tem-se que

ro(ta) —ta = —252’5)3)& = 2t
o 2ta,a), -
rala) —a = = (ta, ta) “= T(m)

sao multiplos inteiros, respectivamente, de « e ta. Ou seja, 2t e % sao inteiros, implicando que ¢ é
+1, £2 ou :i:%. |

Dada uma escolha do par (6, a), definimos o grupo de Weyl como o grupo W gerado pelas
reflexoes r, para toda raiz o € II.

Proposicao 1.1.16. O grupo de Weyl W obtido do par (0,a) é finito.

Demonstracao. Primeiro, veja que quando tomamos um elemento w € W, ele é invariante por I,
isto é, w(Il) = TI. Isto decorre do fato de que a reflexdao r,(5) € II quanto «, 8 € II. Assim,
podemos associar cada elemento w € ¥V com uma permutacao do conjunto II:

(W € W) +—> (w]y : T — TI).

Esta associagao é injetora, pois para que w|y seja a identidade, devemos ter w = e € W. Deste
modo, temos um isomorfismo entre o grupo de Weyl e as permutagoes de II. Este tltimo é finito.
Portanto, W é finito. u

Defina os seguintes subgrupos de Lie:
M* = Normg(a) ={g € K | Ad(g)a = a},
M = Centrg(a) = {g € K | Ad(g)]. = Id,}.

A partir destes subgrupos, o seguinte teorema fornece uma maneira equivalente de se definir o
grupo de Weyl.

Teorema 1.1.17. O grupo de Weyl W € isomorfo ¢ M* /M.

A demonstracao desse fato, que esta em [6], vem do Teorema do Isomorfismo aplicado a repre-
sentacao
M* —  Gl(a)

g — Ad(g)l (1.1.7)

Ou seja, para todo w € W existe g € M* tal que w = Ad(g)|s € se w = Ad(g1)|a = Ad(92)]a
entao gt M = go M.

Este teorema relaciona duas construgoes para o grupo de Weyl de origens diferentes. Quando
definido através das reflexoes, ele depende de um sistema de raizes Il sem fazer nenhuma mencao
ao grupo, enquanto que quando definido pelo quociente M*/M, é necessario conhecer o grupo G.

Um subconjunto das raizes positivas ¥ C II™ é um dito sistema simples de raizes associado a
camara de Weyl a* se:
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1. X gera a*;

2. Toda raiz positiva € uma combinacao linear de raizes de Y, tal que os coeficientes desta
combinag¢ao sao nao-negativos.

Proposicao 1.1.18. Seja (0,a,a%) o terno associado 4 g. Entao,
1. Toda camara de Weyl a* admite uma escolha X de sistema de raizes simples;

2. O grupo de Weyl VW € transitivo no conjunto dos sistemas simples de raizes, isto €, se 2 e
Y sao sistemas de raizes, entdo existe unico w € W tal que w(X) = ¥';

3. O grupo de Weyl é gerado pelo conjunto {r, | a € X} das reflexdes simples em torno das
raizes de Y.

Demonstragao. Proposigoes 9.10, 9.11 e 9.12 e Teorema 9.14 de [12]. |

O terceiro item desta proposicao diz que dado um elemento w € W, podemos escrevé-lo como
o produto w = r,, - - - 7,,, onde cada um dos r,, sao reflexoes em torno de raizes simples «; € .
Quando escrevemos w desta forma, dizemos que esta é uma decomposicao em termo de reflexoes
de raizes simples de w. As decomposicao em raizes simples de w nao sao tnicas, mas podemos
escolher decomposicoes que contenham o menor niimero possivel de reflexoes. Para tal, seja w € W

e considere o conjunto
I, = w{Il™)NI*

das raizes positivas que sao levadas em negativas pelo elemento w™!. Denote por I(w) o niimero
de elementos do conjunto II,,. Uma decomposicao em raizes simples de w é dita minimal se a
quantidade de reflexoes simples de w é a menor possivel dentre todas decomposicoes existentes.
Quando escrevemos w = 1y - - - 1, numa decomposicao minimal, onde r; = r,, para o; € X, tem-se
que k = l(w).

Explicitamente, dada a decomposi¢ao minimal w = 77 - - - ry(), 0 conjunto II,, é formado pelas
seguintes raizes

I, = {oa, mag, ..., 71 T =10 ) }-

Também temos que, se w € W e a € X entao

lwr,) = l(w)+1 ,sewa>0
Wha) = l(w)—1 ,sewa<0

Agora, seja © C ¥ um subconjunto qualquer. Serd a partir da escolha deste subconjunto
que definiremos as subdalgebras parabolicas e, consequentemente, as variedades flag. Definimos
(©) C II como o conjunto gerado por O, ou seja, se a, f € (©) sao raizes tais que koo + kgl € 11
para k, kg € Z, entao koo + kg € (). Seja também (©)T = (©) NIIT, o conjunto das raizes
positivas gerado por ©.

Vamos definir alguns subgrupos que posteriormente serao tteis. Seja © C 3, entao definimos
We como o subgrupo de VW gerado pelas reflexdes em torno de raizes o € O, isto é,

We = (ro|a € ©)
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e definimos W® como o subconjunto de YW dado por
WP ={weW | l(wr,) = l(w) + 1, para todo a € O} (1.1.8)
que também pode ser definida como
WP ={weW | w®)cIlt}.

O conjunto W® & denominado de conjuntos dos representantes minimais das classes laterais
W /We, pois cada classe wWWe possui apenas um tnico elemento de WW© de comprimento minimal,
como pode ser observado a partir da definicao.

E possivel descrever uma relacio de ordem parcial no grupo de Weyl W da seguinte maneira:

Definigcao 1.1.19. Sejam w,w’ € W. Dizemos que w' < w se, e somente se, dada decomposi¢ao
minimal w = 11Ty, entdo w' possui uma decomposicdo minimal w' = r;, -1, com 1 < ip <

- < 1y < n. Tal relacao de ordem é chamada ordem de Bruhat-Chevalley. Em particular,
denota-se por w' < w quando w' < w e w' # w.

Seja ¥ um sistema simples relacionado a camara de Weyl a*. Assim, —X é um sistema simples
de raizes relacionado & cAmara negativa —a™. Pela Proposicao 1.1.18, existe apenas um elemento
wy € W tal que wpX = —X. Este elemento wy ¢ chamado de involugao principal e satisfaz w3 = 1,
ou seja, ¢ involutivo. E importante notar que a involucio principal wy é o elemento maximal de
W em relagao a ordem de Bruhat-Chevalley.

1.1.3 Subgrupo e subalgebra parabélica

Considere a escolha (0, a,a™, ©) sobre a algebra de Lie g. A subalgebra semissimples g(0) de
tipo © associada a escolha de (0, a,a™,©) é a subélgebra definida por

90)= > g
a€c(O)

e as subalgebras nilpotentes n(©) e n(0)~ sdo dadas por

nO)= > da e n®O) = ) g
ac(O)t

ac(O)t

O fato de g(O) ser semissimples esta demonstrado em [14, Lema 1.2.3.14]. As subélgebras n(©)
e n(0)~ sdo nilpotentes, pois [ga, §5] C Gats-

Denota-se por a(©) a subalgebra de Lie de g(©) gerado por {H, | « € (©)}, onde H, € a é o
elemento que se associa com a raiz o no dual a*, isto é, « = (H,,-). O complemento ortogonal de
a(©) em a pelo produto interno (-, -)g sera denotada como a subéalgebra ag, ou seja, ag = a© a(O).

Define-se a subalgebra paraboélica minimal como escrita pela seguinte soma direta

p=mdadn
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e a subalgebra parabolica de tipo © como
po =p&n (O).

Observe que as subélgebras parabolicas sao de fato subalgebras de g, decorrendo da propriedade
[8a,98] C Gatp- A subdlgebra parabdlica minimal pode ser escrita como p = py, ou seja, é a
subalgebra parabolica do tipo © = ().

No nivel de grupo, definimos o subgrupo paraboélico Pg do tipo © como o normalizador de pg
em G, isto é,

Po ={g € G| Ad(g)pe = pe}-

Lema 1.1.20. A dlgebra de Lie de Po € pg.

Demonstragao. A subélgebra pg é auto-normalizadora, ou seja, se [X, pe] C pe entdo X € pe. De
fato, pela decomposicao (1.1.5) temos que

g=po® Z J—a-

a€ll+\(0)+

Basta ver o que ocorre quando X ¢ pg. Nesse caso, existe a € II7\(O)* tal que X € g_,. Dado
algum H € a C p entdo [H, X] = —a(H)X, implicando que [X, H| = —[H, X] = a(H)X ¢ po.

Agora, como pe = Normg(pe), ela deve ser a algebra de Lie de Pg, pois é a algebra da
componente conexa da identidade de Pg. [ |

Definimos como subgrupo parabolico minimal o subgrupo P = Fj, que ¢ o normalizador de p
em G. A seguinte proposi¢ao da um decomposi¢do para este subgrupo.

Proposicao 1.1.21. Dados (0,a,a™) escolhidos sobre uma dlgebra de Lie g, o subgrupo parabdlico
de tipo © € descrito pelo produto P = M AN, onde M = Centrg(a).

Demonstracdo. Primeiramente, vejamos que M AN C P. A algebra de Lie de M é m. Assim,
o gerado por m é o subgrupo conexo da identidade de M, isto é, My = (expm). O subgrupo
MyAN C P pois ele é conexo e tem algebra de Lie p =m ® a®n. Dado m € M, se X € g, para
alguma raiz o e H € a, entao

ad(H)Ad(m)X = [H, Ad(m)X] = [Ad(m)H, Ad(m)X] = Ad(m)[H, X] = a(H)Ad(m)X.

Deste modo, Ad(m)X € g,, implicando que Ad(m)n = n e assim, m € P. Precisamos provar
a reciproca. Verifiquemos que pNs=a. Seja A+ H+ X emPaPdn,

A+ H+X)=A—-H+6X

comfX en . Se A+ H+Xes,entao A—H+60X =—-A—H— X, ouseja, 2A=-X —0X €
mNa=0. LogopNs C a.

Agora, seja g € P tal que g = uhn € KAN. Como AN C P, entao u € P, isto é, Ad(u)p = p.
Em particular Ad(u)a C p e Ad(u)a C s, segue que Ad(u)a C a, mostrando u € M*. Dai,



CAPITULO 1. VARIEDADES FLAG REAIS 15

w = Ad(u)|, € W pois u € M*. Através de alguns calculos, temos que wa = a o Ad(u™!|,) ¢ raiz
com Ad(u)ga = Guwa-

Como podemos escreve w # 0 através de reflexoes de raizes, por [12, Corolario 9.20], existe
raiz a > 0 tal que wa < 0. Mas, Ad(u)p = p, entdo Ad(u)go = Gua C P, com wa < 0. Isso 86 é
possivel se w = Ad(u)|, = Id, o que significa que u € M e, portanto, M AN D P. [ |

Podemos generalizar a proposicao anterior para um subgrupo parabdlico do tipo ©.

Teorema 1.1.22. Dados (0,a,a",0) escolhidos sobre uma dlgebra de Lie g, entao a subdlgebra e
o subgrupo parabdlico de tipo © se decompoéem como

po=todadn e Pg=KoAN
onde, to = 3e(ag) € o centralizador de ag = a© a(©) em t e
Ko = Centrg(ag) = {k € K | Ad(k)|ae = Id|ag }
€ o centralizador de ag no subgrupo K.

Demonstragao. Teoremas A.36 ¢ A.45 de |7]. |

1.2 Variedades flag reais

Seja G um grupo de Lie conexo nao-compacto e semissimples com algebra de Lie g. Dado
um escolha de (6,a,a",0), uma variedade flag do tipo © é o espa¢o homogéneo de G sobre um
subgrupo parabdlico do tipo O, ou seja, é Fg = G/Pg. A origem bg da variedade flag é a classe
lateral 1- Pg. No caso de © = (), denotamos por esta variedade por F e a chamamos de variedade
flag maximal, e sua origem seré bg.

Proposicao 1.2.1. O subgrupo K age transitivamente na variedade flag Fo.

Demonstracao. Pela decomposicao de Iwasawa, temos que g = € + po. Como a algebra de Lie da
orbita K - bg ¢ £+ po = g, entao a orbita tem dimensao maxima, implicando que ¢ aberta. Mas,
pelo Corolério 1.1.6, K é fechado e assim, K -bg = K Pg é fechado. Logo, K -bg é uma componente
conexa de Fg. Porém, G é conexo, implicando que Fg ¢é conexo. Portanto, Fg = K - bg. [ |

1.2.1 Orbitas em s

Podemos realizar a variedade flag dentro do subespago (euclidiano) s. Seja © C ¥, entdo existe
He no fecho da camara de Weyl a™ tal que

6 ={aeX|a(le) =0}

A existéncia de Hg, que nao é unica, se baseia no fato de ¥ ser uma base para a*. Entao, tem-se
uma base dual {H, € a* [ a € ¥} de a* com o = (Ha, ), bastando tomar He = 3 550 Hp-
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Pela decomposicao de ITwasawa e pelo Teorema 1.1.22, a variedade flag pode ser descrita como
Fo = G/Psg = KAN/KoAN = K/ K.

Agora, lembrando que a adjunta de K é invariante por s, a 6rbita Ad(K)He esta contida em
s, uma vez que Hg € a C 5. A isotropia desta acao é Ky, e coincide com Kg. Logo,

Ad(K)Ho = K/Ko = Fo.

Portanto, a variedade flag pode ser imersa em s como uma orbita por Ad(K) de Hg. A va-
riedade flag maximal F é orbita por Ad(K) de um elemento regular H € a, pois todo elemento
regular satisfaz {a € ¥ | a(H) = 0} = 0 = ©. A partir desta realizagdo, uma variedade flag
também pode ser denotada como Fpy,.

Observagao: Para todo X € s, X pertence a orbita por Ad(K) de algum H € a. De fato,
todo X € s estd contido numa subélgebra abeliana maximal a’ e, pela Proposicao 1.1.8, existe
ke Ke H € atal que Ad(k)H = X. Assim, toda érbita de Ad(K) que passa por X € s se
identifica como a variedade flag Fg, particionando o espaco s.

Proposicao 1.2.2. Toda variedade flag é compacta.

Demonstracao. Como K age transitivamente em Fg, entao Fg é fechada. Pela discussao anterior,
para todo b € Fg existe k € K tal que b <> Ad(k)Hg € s. Considerando a norma em s obtida pelo
produto interno (-, -)g, temos que ||Ad(k)He|| = ||He|| pois a adjunta é uma isometria sobre este
produto interno. Assim, a variedade flag Fg esta imersa dentro da esfera de raio ||Hg|| no espago
5. Como toda esfera é compacta e o flag é fechado, entao a variedade flag é compacta. [ |

Se um grupo de Lie G tem posto 1, entdao dima = 1 e existe somente uma raiz simples «, com
a possibilidade de 2« ser raiz positiva. SO existe uma possibilidade nao trivial de variedade flag,
justamente a flag maximal. Entao, esta variedade flag é isomorfa a esfera S” com n = dims — 1 =
dim(gs + g2o)- De fato, as camaras de Weyl a* sdo semirretas iniciadas na origem. Sabendo que
0 espago § é particionado por Ad(K)-orbitas, dado X € s, existe H € a™ tal que Ad(K)H = X.
Fixando H € a*, seja Y € s na esfera de raio ||H||. Entdo Y € Ad(K)H, pois, caso contrario, pelo
fato que s ser particionado por Ad(K)-orbitas, deveria existir H € a*\{H} tal que Y € Ad(K)H’
e ||H|| = ||H'||, mas como a® ¢ uma semirreta, isto é impossivel. Isto ¢, S9m*~1 C Ad(K)H e,
portando, Fg = Sdims—1,

1.2.2 Fibracao
Dados ©, C O, C X, tem-se que
pe, =p®n (01) Cp®n (O2) = pe,
implicando que Pg, C Po,. Assim, podemos definir uma aplicagao natural

Wg; : F@l — F@z
gP@l — gP@z
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que serd chamada de fibracao sobre as variedades flag parciais. Sua fibra tipica é denotada por
f@17@2 = P@z/P91‘

Sejam © € ¥ e Lg o centralizador de ag em G. Assim, o subgrupo Kg, que é o centralizador de
ae em K, também se escreve como Kg = Lg N K. A algebra de Lie g de Lg é redutivel (ou seja,
a representacao adjunta de lg em g é semissimples) e decompoe-se como g = mg @ dg, com mg
semissimples. Tomando o subgrupo conexo M3 = (expmeg) e o subgrupo Mg = Ko MQ, segue que
Mg & a componente da identidade de Mg. Pela decomposi¢ao do Teorema 1.1.22, Po = KgAN.
Logo,

Po/P = Ko/M = Mg /(Mg N P)

¢ uma variedade flag maximal.

Deste modo, para uma fibracao partindo de uma variedade flag maximal 7o : F — Fg a fibra
Po/P é uma variedade flag maximal do grupo de Lie Mg, cujo posto é dado por |©]. O grupo de
Weyl de Mg ¢ We.

Em particular, no caso de © = {a}, entdo Mg tem posto 1. A fibracdo may : F — Fyyy
tem fibra Pp,)/P que coincide com a tnica variedade flag do grupo G(«a) cuja algebra de Lie é

g(a) = g({a}) = D 5c(a) 95+ Isto &, esta fibra é uma esfera de dimensao dim(ga + g2q)-
No caso geral, a ﬁbra fo.0, de 7r®1 ¢ uma variedade flag.
A acdo de G na variedade flag IF@ é a aplicacdo G x Fg — Fg tal que g - (hP) = (gh)P, onde
g € Ge hP € Fg. Note que esta acao é equivariante na fibracao 7T®1 ou seja, se g € G e X € Fg,

entao
Tol(g - X) = g 7o} (X).

1.2.3 Decomposicao de Bruhat

A decomposicao de Bruhat de uma variedade flag parcial Fg é uma decomposicao em érbitas
do subgrupo nilpotente N agindo sobre wbg, onde w € M* é um representante da classe lateral
wWe € W/We e bg € a origem do flag Fg. Isto é,

[T - be
weW /We
com N - wi1bg = N - webg se wiWg = wsWeg. Em geral, suprimimos o til de w € M* e denotamos
apenas N - wbe.
Cada N-o6rbita é homeomorfa a um espaco euclidiano. Diremos entao que N -wbg ¢ uma célula
de Bruhat. A dimensao desta célula é dada por

dim(N - wbg) = Z ma

OLEHw\

onde m, = dim(g,) é a multiplicidade da raiz a.
No caso da variedade flag maximal, sua decomposicao de Bruhat se escreve como

F = HN-wa
weW
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onde by é a origem de F.
Iremos apresentar a demonstracao da decomposicao de Bruhat apenas para o caso das varie-
dades flag maximais.

Observagao: Um resultado demonstrado por Lucas Seco [13] diz que podemos obter o caso geral
da decomposicao de Bruhat para variedades flag parciais a partir da decomposicao das variedades
flag maximais, feito via argumentos de dinamica. Este método difere do que é usualmente apre-
sentado nos textos tradicionais sobre teoria semissimples real, que utilizam ferramentas algébricas
para demonstra-lo.

Demonstracao da decomposicao de Bruhat para variedades flag maximais

Lema 1.2.3. Dadosg € G e X € g entdo 3(Ad(g9)X) = Ad(9)3(X). Em particular, Ad(g)(mda) =
moda

Demonstracao. A primeira parte é imediata da definicao.

Seja H € a um elemento regular, ou seja, a(H) # 0 para toda raiz a € II. Assim 3(a) C 3(H).
Reciprocamente, se X € 3(H) entao X ¢ g, para toda raiz, pois a(H) # 0 e [H, X]| = 0. Pela
decomposi¢ao (1.1.5), temos que X € m @ a = 3(a). Logo, 3(H) = 3(a) = m & a.

Agora, temos a seguinte formula

ad(Ad(g)H) = Ad(g) cad(H) o Ad(g)™"

isto é, todos autovalores o(H) de ad(H) também sao autovalores de ad(Ad(g)H) e, pelo fato de
H ser regular, entdo todos estes autovalores sao nao nulos, implicando que Ad(g)H é regular.
Portanto, 3(X) =m®ae 3(Ad(g)X) =m® a. [

Lema 1.2.4. Seja H € a, isto é, H € a é um elemento reqular. Entao, a aplicacao ¢z : N — n
definida por ¢y(n) = Ad(n)H — H € um difeomorfismo.

Demonstracao. Primeiramente, verifiquemos a bijetividade de ¢.

e ¢ & injetora: Suponha que ¢y(ni) = dy(ng), ou seja, Ad(ny)H = Ad(ny)H, ou entdo,
Ad(n)H = H, com n = n,'n;. Dai,

exp H = exp(Ad(n)H) = nexp Hn™ .

Assim, tomando exp H = h, temos que hnh™' = n. O Corolario 4.4 do Capitulo IV de
Helgason [3] diz que temos um difeomorfismo entre exp(n) e N, ou seja, é possivel escolher
X € n tal que n = exp X. Isto implica que Ad(h)X = X. Pela defini¢ao, H é regular,
ou seja, ad(H) nao tem autovalores nulos, implicando que Ad(h) = exp(ad(H)) nao tem
autovalores 1. Portanto X = 0, pois Ad(h)X = X, e assim n,'n; = exp0 = e.

e ¢ é sobrejetora: sabendo que exp : n — N é um difeomorfismo, entao dado X € n, precisamos
resolver a seguinte equacao
opexpY) =X
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que pode ser reescrita como
(exp(ad(Y)) —1)H = X

com Y € n dependendo de X. A série logaritmo

log(1+ ) = Z

k>=1

(1

inverte a exponencial desde que tenha convergéncia. Tomando =z = ad(Y’) obtemos log(1 +
(e24¥) — 1)) = ad(Y). Como ad(Y) é nilpotente, entdo e*¥) — 1 ¢ nilpotente, garantindo a

convergéncia da série. Escrevendo T' = e*(Y) — 1 temos
ad(Y)H =log(1+T)H = —TH+iT*H —iT°H +---
= X+ 37X —iT°X + ... = F(X).

Veja que T é invariante por n, logo, F(X) € n. Dai,
F(X) = ad(Y)H = —ad(H)Y.
Portanto,
Y =ad(H) 'F(X)
pois, ad(H) é inversivel ja que H é regular.

Vejamos agora a diferenciabilidade de ¢g: Seja X € n e considere como campo invariante a
esquerda de N. Entao,

d d
d(om)n(X) = E(Ad(netX)H — H)|i—o = E(Ad(n)Ad(etX)H — H)|t=0o
d
= Ad(n)%(eta“mﬂ)hzo = Ad(n) oad(X)H = —Ad(n) o ad(H)X.
Assim, d(¢y), = —Ad(n) o ad(H) é composto por fungdes invertiveis, portanto é um isomor-
fismo. n

Proposicao 1.2.5. O normalizador de a em G é M*A.

Demonstragao. Temos que M*A C Ng(a), pois se xh € M*A entdao, Ad(zh)a = Ad(x)Ad(h)a =
Ad(z)a C a.

Agora, considere g € Ng(a). A principio, quero provar que existe w € M* tal que wg €
MAN = P. Considere u = Ad(g)|,, entao ua := aowu é raiz, para todo o € ¥, ja que Ad(g) toma
autovalores de ad(H), com H € a, e leva em autovalores de ad(uH ). Assim, uX C Il é um sistema
simples de raizes e, portanto, existe w € W tal que w(uX) = X, implicando que w(ull") = I+,
Tome @ € M* um representante de w. Dai, teremos Ad(wg)n = n.

Pelo lema anterior, Ad(wg)(m @ a) = m @ a. Logo, Ad(wg)p = p, ou seja, wg € P = MAN.
Escreva wg = mhn, entdao n = m~*h~lig e, portanto, n € Ng(a).

Veremos que n = e. Tomando H € a um elemento regular, a fun¢io ¢g(n) = Ad(n)H —H €n
é um difeomorfismo. Como n € Ng(a), entdo Ad(n)H — H pertence a a. Sabendo que ann = {0}
entdo Ad(n)H = H, ou seja, n = e.

Portanto wg = mh € M A, isto é, g = w 'mh € M*A. |
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Lema 1.2.6. Sao vdlidos os sequintes resultados
e Dado Y e m@ a, entdo Y € a se, e somente se, 0s autovalores de ad(Y') sdo reais.
e Dado X € p, entdo X € a®n se, e somente se, 0s autovalores de ad(X) sdo reais.

Demonstragao. Primeiramente, considere o elemento X +H € m@a. Como ad(X) é antissimétrica
e ad(H) é simétrica, entdao elas comutam entre si e suas complexifica¢oes sao diagonalizaveis.
Portanto, as complexificadas sao simultaneamente diagonalizaveis, e os autovalores de ad(X + H)
sao as somas dos autovalores de ad(X) e ad(H). Como os autovalores de ad(X) sdo imaginarios
e os de ad(H) sdo reais, logo, os autovalores de ad(X + H) sdo reais se, e somente se, X = 0.
Observe que os autovalores de ad(X + H) serdo imaginarios se, e s6 se, H = 0.

Agora, no caso geral, se X+ H+Y € m@adn, a componente Y € n nao influi nos autovalores,
uma vez que ¢é possivel encontrar uma base de g tal que X + H é diagonal em blocos e Y é triangular
superior. Como os autovalores dependem apenas da diagonal da matriz, teremos que eles sao reais
se, e somente se, X = 0. Veja que ad(X + H +Y') é nilpotente apenas quando X + H = 0. [

Lema 1.2.7. Sejam g € G e Hy,Hy € a elementos regulares. Se Ad(g)H, = Hs entio g €
Ng(a) = M*A.

Demonstragao. Se Ad(g)H, = Hs entdo Ad(g) leva o centralizador de H; no centralizador de Hs,
que sdo ambos iguais a m @ a, pois sdo elementos regulares. Logo, Ad(g)(m @ a) = m @ a. Se
H € a entao,

ad(Ad(g)H) = Ad(g) o ad(H) o Ad(g)™*

e, portanto, ad(H) e ad(Ad(g)H) tém autovalores iguais. Pelo lema anterior, como os autovalores
de ad(H) € a sao reais e Ad(g)H € m @ a entao Ad(g)H € a. Assim, g pertence ao normalizador
de a em G, isto é, g € M*A. [ |

Qualquer subélgebra parabdlica minimal q pode ser obtida por aplicacao de um automorfismo
interno em p, isto é, ¢ = Ad(g)p, para algum g € G. E possivel ver que basta tomar k € K para
ter ¢ = Ad(k)p. De fato, dado g € G, pela decomposicao de Iwasawa tem-se que g = kan € KAN
e também que Ad(an)p = p. Assim,

Ad(g)p = Ad(k)Ad(an)p = Ad(k)p.

Lema 1.2.8. Seja p = m @ a @ n uma subdlgebra parabdlica minimal e ¢ = Ad(g)p uma outra
subdlgebra parabolica minimal. Entao, p N q complementa n em p, ou seja,

p=/mNgqg) +n
com a soma nao necessariamente direta.

Demonstra¢ao. Primeiramente, tem-se que p D (p N q) +n, uma vez que pNq C pen C p.

Seja (-, -)g 0 produto interno associado a involugao de Cartan 6, que era definida por (X,Y)y =
—(X,0Y). O ortogonal de p em relacdo a este produto interno é a unido dos espagos associados
as rafzes negativas, p= =n" =>__ _, ga-
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Veja que ( +q)t = ]:1L N g+, que é um resultado bésico de algebra linear. Porém, gt =
(Ad(k)p)*t = Ad(k)pt = Ad(k)n~, pois Ad(k) é isometria. Definimos p~ = m@adn~ = p. Dali,

(p+q)t = ptNnAdE)n =n"NAdE)n" =n"N(m®adAd(k)n")
= n NAdk)m@adn ) =n" NAd(k)p~ =0(nN Ad(k)p)
= Onng)=0nnN(pnaqg))

onde a tltima igualdade se estabelece pelo fato de n C p.
Assim, dim(p + q) = dim(n N (p N q)).
Sabendo que dim p = dim q, entao

dim(p + q) = dimp + dimgq — dim(p N q) = 2dim p — dim(p N q).
Por outro lado,
dim(p + q) = dim g — dim(p +g)* = dim g — dim(n N (p N q)).
Porém, dim(n+ (pNq)) = dimn + dim(p N q) — dim(n N (p N q)), entdo

dim(p + q) = dimg + dim(n + (p N q)) — dimn — dim(p N q)

ou seja,
2dimp — dim(pNq) =dimg+ dim(n+ (pNgq)) — dimn — dim(p N q)

implicando que
2dimp = dimg + dim(n+ (pNq)) — dimn.

Sabendo que dimg — dimn~ = dimp e dimn = dimn~ entao

dimp =dim(n+ (pNq))
demonstrando que os espacos sao iguais. [

Teorema 1.2.9. Dado uma variedade flag maximal F, ela se decompéoe como

F= H N - why.
weW

Demonstracao. Dado g € G, queremos mostrar que existe n € N e w € W tal que nwP = gP, ou
seja, existem n € N, w € W e x € P tal que g = nwz.

Tome a subélgebra parabodlica minimal ¢ = Ad(g)p e seja H um elemento regular de a C p.
Como p = (p N q) + n entdo existe X € n tal que H + X € pNq. Usando o Lema 1.2.4, a funcao
¢r(y) = Ad(y)H — H é um difeomorfismo. Segue que existe n € N tal que Ad(n)H — H = X, ou
seja, Ad(n)H = H+ X € pNq. Assim,

Ad(g7'n)H = Ad(g H)(Ad(n)H) =Ad(g HY)(H+ X)Ep=mPadn

pois H + X € q = Ad(g)p.
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Veja que os autovalores da adjunta de Ad(g~'n)H sio iguais aos autovalores de ad(H). Entao,
os autovalores sao todos reais. Assim, pelo Lema 1.2.6 teremos Ad(g~'n)H € a ® n, ou seja,

Ad(g'n)H=H +Y (1.2.1)

com H €aeY €n. Como H é regular e ad(Ad(¢g 'n)H) tem os mesmos autovalores de ad(H’),
uma vez que os autovalores de ad(Y") sdo todos nulos, entdo H’' regular.

Usando o difeomorfismo ¢ (2) = Ad(z)H'— H', temos que existe z € N tal que Ad(zg~'n)H =
H'. De fato, existe Z € N tal que

AdG)H —H =Y en
isto é,
H —Ad(zYHYH = Ad(zYY

tomando z = 27! e usando a equagao (1.2.1),
H' — Ad(2)(Ad(g'n)H —Y) = Ad(2)Y

logo,
Ad(zg™'n)H = H'.

Deste modo, como o normalizador de a em G' é M* A, entdo zg~'n € M*A, isto é, zg~'n = w™"h.
Assim, g = nh™ 'z = nihz, com h = w 'h~' € A. Portanto, para x = hz € AN C P, tem-se
que g = nwx, provando a decomposicao de Bruhat. [ |

1.2.4 Células de Schubert

Dada uma decomposicao de Bruhat de uma variedade flag Fg, uma célula de Schubert associada
a classe w € W/We ¢ o fecho da célula de Bruhat, isto é, SO = fe(V - wbg). A partir da célula de
Schubert, serd possivel construir a uma decomposicao celular para a variedade flag.

Para a variedade flag maximal F, denotamos uma célula de Schubert como S,,, com w € W,
omitindo © = .

Proposicao 1.2.10. Sao propriedades da célula de Schubert:

o SSI C SSQ se, e somente se, wy < wy pela ordem de Bruhat-Chevalley;

QSS:UN'UZ)@.

uw

Note que, pelo segundo item desta proposicao e pelo fato de todas as células de Bruhat serem
disjuntas, para todo v < w, uma célula de Bruhat N - vbg deve pertencer a fronteira da célula de
Schubert S9.

A partir da definigao, notemos que SO = 89, se, e somente se, wWe = w'We. Logo, qualquer
célula S,y de IF, com w’ € wWe, se projeta na célula SO através da projecao canonica me, ou seja,
a pré-imagem de SO via g é o conjunto de todas as célula S, tal que w' € wWV.
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Lema 1.2.11. Eziste um elemento w' = wu da classe lateral wWe tal que
dim S8 = dim S,
Este elemento € inico e minimal com respeito a ordem de Bruhat-Chevalley.
Demonstragao. Lema 2.2.1 da tese de Rabelo [8]. |

Para cada classe lateral wWg, com w € W, este lema diz que existe um tnico representante
minimal v’ € W® com relacdo a ordem de Bruhat-Chevalley tal que a célula de Schubert S, se
projeta em S9. Se este elemento possui decomposi¢do minimal w' = 7 ---r,, com r; = r,, para
a; € X, entao a dimensao da célula de Schubert sera

dim(S2) = dim(N - w'bg) = Zmal + Maq, (1.2.2)

onde m, = dim(g,) ¢ a multiplicidade da raiz a.

1.3 Exemplo: O grupo SI(3,R)

Considere o grupo SI(3,R) formado pelas matrizes 3 x 3 reais e inversiveis com determinante
1. Sua algebra de Lie sl(3,R) & o espaco vetorial das matrizes 3 x 3 reais de trago zero, cujo

comutador é dado por
(X,Y]=XY -YX.

Uma involucao associada a esta algebra ¢ dada por
O(X) = —X" para todo X € sl(3,R).
Sua forma bilinear associada
(X,Y)o = —(X,0(Y)) = (X, V") = tr(ad(X)ad(Y)")

é um produto interno em sl(3, R), ou seja, 6 ¢ uma involu¢ao de Cartan. Os autoespagos associados
aos autovalores 1 e —1 fornecem uma decomposicao de Cartan da algebra de Lie e sao dados por

= {X€sl(3,R)| X =0(X) = -X"} =50(3,R)
s = {Xesl3R)|X = —4(X) = X}

isto é, £ é o subconjunto das matrizes antissiméticas e s € o subconjunto das matrizes simétricas.
Lembremos que toda matriz X € sl(3,R) pode escrita como soma de uma matriz simétrica com
uma, antissimétrica, a saber

1
e Parte simétrica: §(X + X1,

1
e Parte antissimétrica: §(X - X").
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Logo, a decomposi¢ao de Cartan de sl(3,R) é a soma direta so(3,R) @& s. Em nivel de grupo,
o grupo de Lie conexo gerado por s0(3,R) é

SO(3,R) = {g € SI(3,R) | g'g = g¢' =1d e det(g) = 1}.
Por sua vez, se X € s temos dois fatos a observar:

1. X é simétrico. De fato,

2. Todos os autovalores de eX sdo positivos. Para tal, suponha que \ é autovalor de X com
autovetor v # 0, isto é, Xv = Av. Dai,

[e.o] o0
x X" A" A
et = g — = g —v=e
“—~ nl n!

n=0

ou seja, e ¢ autovalor de eX. Pelo fato de X e e¥ serem simétricos, entdo ambos possuem

3 autovalores reais. Logo, todos os autovalores de eX sdo positivos.

Deste modo, o conjunto S = exps é o conjunto das matrizes simétricas positivas definidas de
determinante 1. E importante salientar que S ndo é um grupo de Lie. Portanto, a decomposicao
de Cartan do grupo ¢ dada por SI(3,R) = SO(3,R)S.

O conjunto das matrizes diagonais em s formam uma subélgebra abeliana maximal, e assim,
definiremos a como tal conjunto. Para i,j € {1,2,3} seja E;; a matriz 3 X 3 cuja tnica entrada
nao nula é a;; = 1, e considere a base de sl(3,R) formada pelas matrizes E;; e E; — E;; com i # j.
Dado H € a, podemos escrever este elemento como H = diag(as, as, az) a matriz diagonal com
ay + as + az = 0. Assim, temos a seguinte equagao

ad(H)(Ey;) = (a; — a;)Ey;. (1.3.1)

Esta igualdade mostra que as raizes de a sao os funcionais lineares c;; = A\; — A; para i # j,
onde ); é a fungao que satisfaz \;(diag(aq,as,a3)) = a;, € que o subespago associado a cada raiz
@ij, com i # j, é go,, = (E;;). Defina a camara de Weyl positiva de a como o conjunto

a” = {diag(ay,as,a3) € ala; > az > az}.
Neste caso, o conjunto das raizes positivas é dado por
+_
" = {aa, 13, aas}.

Note que a raiz positiva a3 é combinacao das outras duas raizes positivas, isto é, a3 =
A= A3 = (A — A2) + (A2 — A3) = aya + agg. Isto implica que o conjunto das raizes simples é
¥ = {aig, a3}
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Sabemos que n é formado pela soma dos espacos associados as raizes positivas. Assim, pela
equagao (1.3.1), temos que,

N = Gai, D Baos D Jaiz = <E12> D <E23> D <E13> =

o O O
S O *
O ¥ ¥

ou seja, n é o conjunto das matrizes triangulares superiores com diagonal nula.
Portanto, a decomposicao de Iwasawa da algebra de Lie é

s[(3,R) =s0(3,R) P adn.

Agora, vejamos a decomposicao de Iwasawa do grupo SI(3,R). Primeiramente, dado H =
diag(ay, as, az) € a arbitrario, entao

e 0 0
et = 0 e2 0
0 0 e®

e assim, o grupo de Lie A, cuja algebra de Lie é a, é formado pelas matrizes diagonais com entradas
positivas. Do mesmo modo, para X € n arbitririo

2 3
x_ yn 0 * = 1 0 * = 1 0 * =
eX:Z— = Id+1 0 0 = |+=1 0 0 =« +—1 0 0 =« +
n! 2! 3!
n=0 0 00 000 0 0O
0 * =* 0 0 =
= Id+|1 0 0 = |+=1 0 0 O
00 0 0O
1 *x *
= 0 1 =%
0 01

ou seja, N é o grupo das matrizes diagonais superiores com entradas na diagonal iguais a 1.
Portanto, a decomposicao de Iwasawa do grupo é SI(3,R) = SO(3,R)AN.

1.3.1 Grupo de Weyl

Primeiramente, queremos encontrar uma formula explicita para a forma de Cartan-Killing,
quando restrita a algebra de Lie a. Dados H; = diag(ay, as,a3) € ae Hy = diag(by, be, b3) € a, como
a;;(Hy)ay;(Hs), para i # j, sdo os autovalores de ad(H;)ad(H>), entdo o o trago de ad(H)ad(H>)
é a soma deste autovalores. Assim,

(Hi,Hy) = tr(ad(H;)ad(Hs)) = 2(an2(Hy)one(Hs) + ans(Hy)ons(Hs) + aos(Hi)oos(Hs))

= 4(a1by + agbs + asbs) — 2(a1by + a1bs + azby + asbs + asby + asbs)
= 4(@1[)1 + agbz -+ a3b3) — 2((&1 + as + ag)(bl + bg + bg) — (a1b1 + a262 + ngg))

= 6((11()1 + a2b2 + a3b3)
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pois a; + as + az = 0. Logo,
(Hy, Hy) = 6((a1,az,as3), (bi, bs, bs))ps

onde (-, )gs é 0 produto interno canonico de R3.
Seja ags o subespaco de R? dada por

aArs = {(al,ag,ag) € RS ‘ ay + as + ag = O}
Os subespagos a e ars se identificam pela relacao
diag(ay, az, az) € a <— 6(ay, a2, a3) € ags.

Y

Com tal identificacao a = ags, simplificaremos a notacao que aparecerd no decorrer deste
exemplo. A camara de Weyl serd reescrita como

Cl+ = {(al,ag,ag) < a\ ap > as > CL3}.

Para a raiz simples aq9, podemos escolher um elemento Hio € a dual a este funcional linear,
isto ¢, aga(-) = (Hia, ). Observe que se H = (a1, as, a3) € a, entao

onz(H) = a1 —az = ((1,—1,0), (a1, az, ag))ps = (g(1,—1,0), H).
Deste modo, identificaremos a raiz simples aq5 com o seu vetor dual
a; = (1,—1,0) = ao.
Analogamente, denotemos a raiz simples a3 como o seu dual
as = (0,1, —1) = ans.

De modo geral, qualquer raiz 5 € II se identifica com o seu vetor dual (z,y, z). As reflexdes
em torno de uma raiz o sao dadas por

2(e, B)

(@, a)

ra(B) = B —

(0%

isto é, para «aq, escolhendo-se uma raiz 5 = (z,y, z) temos

T’al(l‘,y, Z) = (.T,y,Z) - (ZE - y>(17 _170) = (y,l’,Z).

Do mesmo modo, 7., (z,y,2) = (z,2,y), ou seja, as reflexdes em torno das raizes sao permu-
tacoes. Logo, o grupo de Weyl é gerado pelas permutacoes r; = (12) e r, = (23) e, portanto,
W = S3 é o grupo de permutacao de 3 elementos. Considerando a ordem de Bruhat-Chevalley,
podemos classificar os elementos do grupo de Weyl de acordo com com a quantidade de reflexoes
simples que formam cada elemento:
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Ordem 0: 1(z,y,2) = (2,9, 2);
Ordem 1: r(z,y,2) = (y,x, 2);
ra(7,y,2) = (2, 2,Y);
Ordem 2: rori(x,y,2) = (y, 2, x);
T1T2(Ia Y, Z) - (Z, €, y)7
Ordem 3: rrori(z,y, 2) = (2,9, ).

Veja que o elemento de tamanho 3 corresponde a involugao principal wy, pois é a de tamanho
maximo, e que wy também admite como decomposi¢ao minimal rorire, além de ser a reflexao r,,,
em torno da raiz a3 = a; + as = (1,0, —1).

Agora queremos uma descri¢ao do grupo de Weyl da forma W = M* /M, onde M* = Normg (a)
e M = Centrg(a). Seja, k € SO(3,R) e H € a tal que

a b c
k=1 d e f e H =diag(x,y,2).
g h

?

Inicialmente, determinaremos o conjunto M* a partir do grupo de Weyl visto como o grupo de
permutacao W = S3. Dado um elemento w € W = S3, a equacao (1.1.7) diz que w = Ad(k)|,
com k € M* C SO(3,R). Assim, para todo H € a, tem-se que Ad(k)H = w(H) e, como
Ad(k)H = k' Hk, segue que

kH = w(H)k.

Como exemplo do célculo, consideremos o elemento 1. Assim,

a b c x 0 0 y 0 0 a b c
d e f 0Oy 0O ]=102 0 d e f
g h 1 0 0 z 0 0 =z g h 1
ou seja,
ar by cz ay by cy
dv ey fz | =1 de ex fx
gr hy iz gz hz iz

Tomando H € a arbitrario, devemos ter que a = c=d = e = g = h = 0. Dai, pelo fato de k
ser uma matriz ortogonal, entao

implicando que
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cujos sinais de k sdo escolhidos de modo que det(k) = 1, ou seja, sdo as matrizes
0 -1 0 0 10 01 0 0 -1 0
1 0 0 , -1 00 , 1 0 0 , -1 0 0
0 0 1 0 01 00 —1 0o 0 -1

Logo, obtem-se os representantes k para cada w € W:

o I(z,y,2) = (z,y,2);

€ SO(3,R);

L Tl(mayaz) = (y7$72):

€ SO(3,R);

L4 rg(as,y,Z) - (l’72’,y):

L4 7‘27"1(1‘79, Z) = (y,z7x):

€ SO(3,R);

o rry(x,y,2) = (2,2,y):

€ SO(3,R);

|
(373)

(§ §3)erom
(374)
(35%)

L4 T17’2T1(I,y,z) - (y,x,z):

0 0 =1
k=( 0 +1 0 | esoERr).
+1 0 0

Assim, o conjunto M™* possui 24 elementos, pois temos 6 grupos com 4 matrizes cada. Ob-
servemos que o conjunto M é dado pelos elementos k£ que fixam a, ou seja, estao relacionados a
reflexao identidade 1. Logo,

100 1 0 0 -1 0 0 ~10 0
M= o1o0],/l0-1t 0], o0 -to0o],[ o010 (1.3.2)
00 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 —1

Portanto, o grupo de Weyl W = M*/M possui 6 classes de equivaléncia. Escolhendo um
representante em cada classe, obtemos a tabela 1.1.
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’ Grupo de Weyl

1 00 01 0

1 010 = (12) 10 0

0 01 0 0 -1

1 0 0 010

ro = (23) 0 0 1 rory = (132) 001
0 -1 0 1 00

0 01 0 01

riry = (123) 1 00 rirary = (13) 0 10
010 -1 0 0

Tabela 1.1: Grupo de Weyl de SI(3,R).

1.3.2 SubAlgebras parabdlicas

Sabemos que a escolha de um subconjunto © do sistema simples de raizes ¥ = {a1, as} deter-
mina a subalgebra parabolica pg. Inicialmente, a subalgebra paraboélica minimal p, correspondente
a tomar © = (), é dada pela soma direta p = m @ a @ n. Observe que a algebra m ¢é nula, pois
definimos m = 3¢(a) o centralizador de a em £, ou seja, m é o conjunto das matrizes antissimétricas
e diagonais, portanto é nula (outra maneira de obter m = 0 é ver que o grupo M é discreto,
implicando que sua algebra de Lie é nula). Assim, p = a® n é formado pelo conjunto das matrizes
triangulares superiores em sl(3, R), isto &,

p= € sl(3,R)

o O %
S % X
* X X

O subgrupo paraboélico P é dado pela decomposicao P = MAN. Como AN é formado pelas
matrizes triangulares superiores com diagonal positiva e M é descrito pelas matrizes da equacao
(1.3.2), entao

*
x | €SI(3,R)
*

¢ o conjunto de todas as matrizes triangulares superiores em SI(3, R).

As subdlgebras parabolicas do tipo © sao dadas pela equacao pg = to @ adn, onde o = 3¢(ae),
onde recordamos que ag = a S a(0), com a(©) = (H, |a € O).

Calcularemos apenas para © = {a;}. Neste caso, a(©) = ((1,—1,0)) e que ag é seu com-
plementar ortogonal, ou seja, é definido pelo conjunto gerado pelo vetor (1,1, —2), onde pode ser
incluido na algebra das matrizes como

0 O
Lo > |
0 -2

1
a@:<H: 0
0
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Seja X € s0(3,R) = ¢ tal que

0 a b
X = —-a 0 ¢
-b —c 0

Entao X € £g se, e somente se, HX — X H = 0. Assim,

1 0 0 0 a b 0 a b 1 0 0
01 0 —a 0 ¢ = —a 0 ¢ 01 0
0 0 -2 —-b —c 0 —-b —c O 0 0 -2
isto &,
0 a b 0 a —-2b
a 0 ¢ = —a 0 —2c
2b 2¢ 0O b —c 0

implicando que b = ¢ = 0. Portanto, pe para © = {«a;} é dado por

Po = & 5[(3,R)

O ¥ ¥
O ¥ ¥
* X X

Seu grupo de Lie Pg é obtido por Po = KgAN, onde Kg = Centrg(ag). Para calcular Ko,
considere k € SO(3,R) tal que

a b c
k=1 d e f
g h i
Note que k € Kg se, e somente se, kH = Hk. Com esta condicao, temos que k se restringe a
a b 0
k=1 d e O
0 0 ¢

Com o fato de k ser ortogonal (isto &, k~! = k') obtemos i = +1 e que

(‘cl Z)eSO(2,R)~{Id,(é _01)}

Logo, para © = {ay }, segue que

KezM-{(Jg2 (1)) |R2€SO(2,R)}.

De maneira andloga, se © = {«as} entdo

1 0

po = esl(3,R)p e K@ZM-{<O R2)|R2€SO(2,R)}.

O O *
* % %
EE I
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1.3.3 Variedade flag maximal

A variedade flag maximal F de SI1(3,R), cujo © = ), pode ser realizada como a variedade F?,
composta de espagos vetoriais encaixados V; C V5 de R? tais que dim V; = 1 e dimy = 2, isto é,

F}, ={(V1,Va) | dim(V;) =i e Vi C Vo C R*}.
Para verificar tal fato, considere a agao SI(3,R) x F}, — I}, definida por

g-(V1,Va) = (gV1, gVa).

Esta a¢ao é transitiva, ou seja, para qualquer dois pares de espagos encaixados (V1, V3) e (Uy, Us)
de R3 existe g € SI(3,R) tal que g-(V3,Va) = (U, Uy). De fato, basta escolher bases ({01}, {b1,b2})
de (V1,Va) e ({e1}, {1, c2}) de (Uy,Us) e tomar g como a matriz que realiza a mudanca de base.

Seja by = ({e1), (e1, e2)) 0 elemento candnico de IF:{”Q. A seguinte proposicdo, presente nos textos
basico da teoria de grupos de Lie, sera ttil para estabelecer a relacao entre as variedades F e F?}Q.

Proposicao 1.3.1. Seja G um grupo agindo em X. Dado x € X fizo, entdo eriste uma estrutura
diferencidvel em X tal que a aplicacio ¢, : G/G, — G -z dada por

¢:(9G:) =g -
€ um difeomorfismo, onde G, € a isotropia de G em x.

Como a acao que definimos é transitiva, entao SI(3,R) - by = IF:{”Q, pois todo ponto de IFiQ pode
ser transladado de by. Além disso, se g pertence a isotropia SI1(3,R),, entdo g - by = by, isto é,

*
e g-(e1) = (e1) implica que a primeira coluna de g é da forma | 0 |;
0

e g-(e1,e) = (e1,e9) diz que a segunda coluna de g é da forma | x
0

Assim, todo g € SI(3,R),, é da forma

Na}

I
o O ¥
O ¥ ¥
"

implicando que a isotropia SI(3,R),, coincide com o subgrupo parabélico minimal P que é o
conjunto de todas matrizes triangulares superiores. Portanto, aplicando a proposicao anterior,
obtemos

F}, =SI(3,R) - by = SI(3,R) /S1(3, R),, = SI(3,R)/P =TF.

Estabelecido este difeomorfismo, pode-se estudar apenas a estrutura da variedade Fi{’,z.
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Iremos determinar a decomposicao de Bruhat para a variedade IF:f,z. De acordo com a tabela
1.1, cada elemento do grupo de Weyl W pode ser representado por uma matriz, permitindo calcular
o ponto wby € FiQ para cada w € W. Tome, por exemplo, o elemento r; € W:

0
01 “((e1), (e1, e2)) = ({e2), (€2, €1)).

r1iby =

o = O
o O =

Deste modo, temos os seguintes pontos na variedade flag:

1oy = ({e1), (€1, €2));

ribo = ({e2), (e2, €1));
rabo = ({e1), (er, e3));
rariby = ((e3), (€3, €1));
rirebo = ({e2), (€2, €3));
riraribo = ({es), (€3, €2)).

A decomposicao de Bruhat se finaliza como a agao do grupo N sobre cada um destes pontos.
Como N ¢ o grupo das matrizes triangulares superiores com diagonal unitaria, podemos representar
a acdo de N na base candnica {ey, s, €3} por

N<el) = €1
N(es) = ey+xep = U (€2 + aey);
a€ER
N(es) = e3+ xeg + *xe; = U (63 + beg + cel).

b,ceR

Assim, segue a decomposi¢ao de Bruhat:

0-célula:
N - 1bg = N((e1), (e1, e2)) = ({e1), (e1, e2)).

A célula N - 1by é o conjunto formado apenas pela origem by;

1-células:
o N -11by = N({e2), (ea,€1)) = ({€2 + *e1), (€1, €2)).

A célula N - r1by é conjunto formado pelo espago gerado por um vetor v do plano (ej, e5) tal
que v & (e1), encaixado no plano (eq, e3), isto &,

N-mbo= |J ((v),(er,e2)).

vE(er,e2)\(e1)

o N -rybg = N({e1),(e1,e3)) = ({e1), (€1, €3 + *€3)).
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A célula N -rabg é conjunto formado pelo espago (e;), encaixado em algum plano que contém
ey e é diferente de (ej, eg), isto é,

N'T2b0: U <<€1>7<617u>)'

u€R3\(e1,e2)

2-células:
o N - (rar1)bg = N({e3), (e3,e1)) = ({e3 + xeq + xe1), (e1, €3 + *e3)).

A célula N - rori1bg é conjunto formado pelo espaco gerado por um vetor v qualquer tal que
v & (e, e2), encaixado no plano (e, v), isto é,

N-rambo= | ((v),(e1,0)).

veR3\ (e1,e2)

o N - (rrg)by = N({ea), (€2,€3)) = ({ea + xe1), (e2 + *e1, €3 + *eq)).

A célula N - rrabg € conjunto formado pelo espacgo gerado por um vetor v do plano (eq, e3)
tal que v & (e1), encaixado em algum plano que contém v e é diferente de (e, e5), isto é,

N-mrbo= | ((0),(v,u)).

vE(e1,e2)\(e1)
u€R3\ (e1,e2)

3-célula:
N - (rirar1)by = N({es), (e3,€2)) = ({e3 + *ea + *e1), (€g + *eq, €3 + *€1)).
A célula N -ryroriby é conjunto formado pelo espacgo gerado por um vetor v qualquer tal que
v & (e, e2), encaixado em algum plano que contém v e é diferente de (e, es), isto é,

N - rirariby = U ((v), (v, u)).
vER3\(e1,e2)
u€fer,e2)\(e1)

1.3.4 Variedade flag parcial do tipo © = {a;}

Podemos realizar a variedade flag parcial de tipo © = {a1} como a variedade grassmaniana
Gry(R?), que é o conjunto de todos subespagos de dimensao 2 em R3.

Para tal, considere a agao transitiva de SI(3, R) em Gry(R?) definida como g-(f1, f2) = (91, 9/f2)-
Considerando bg = (e, es) € Gry(R3), observe que g € SI(3,R),, se, e somente se, g € Po, onde
Po ¢é o normalizador de pg, que é dado em blocos por

be

Po = € SI(3,R)

S ¥ ¥
O ¥ %
* Xk X

Portanto, tem-se que

Gra(R?) = SI(3,R) - be = SI(3,R)/SI(3,R)s, = SI(3,R)/Pe = Fe.
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Como We = {1,r1}, entdo segue que
W/W@ = {1,7”1} U {TQ, 7’27”1} U {7”17“2,7’1T27’1}.

Assim, o conjunto dos representantes minimais é W® = {1,75,7172}, a qual fornecem os se-
guintes pontos na variedade flag

lbe = (e1,€2); 12be = (e1,e3);  Tim2be = (€2, €3).
Deste modo, temos a seguinte decomposicao de Bruhat:

0-célula: N - 1bg = N({e1,e2)) = (e, €3).

A célula N - 1bg é o conjunto formado apenas pela origem bg;
1-célula: N -1obg = N({e1,e3)) = (€1, €3 + xea + *eq).

A célula N - rybg é formado pelos planos que contém e; e sdo diferentes de (e, es), isto é,

N - robg = U (€1, u).
ueR3\ (e1,e2)

2-célula: N - (r112)be = N({e2,e3)) = (€a + €1, €3 + *€1).

A célula N - ryrybg & conjunto formado pelos planos que nao contém ey, isto €,

N - rirobe = U (v, u).

vE(e1,e2)\(e1)
u€R3\(e1,e2)

1.3.5 Variedade flag parcial do tipo © = {ay}

Como feito na se¢do anterior, podemos realizar a variedade flag parcial de tipo © = {as} como
0 espaco projetivo RP?, que é o conjunto de todos subespacos de dimensdo 1 em R?.

Para tal, considere a acdo transitiva de SI(3,R) em RP? definida como g - (f;) = (gf1). Con-
siderando be = (e;) € RP? observe que g € SI(3,R),, se, e somente se, g € Po, onde Po é 0
normalizador de pg, que é dado em blocos por

Po = € SI(3,R)

O ¥ %X
O ¥ ¥
* K% ¥

Portanto, tem-se que
RP? = SI(3,R) - bg = SI(3,R)/SI(3,R),, = SI(3,R)/Pe = Fo.
Como We = {1,132}, entdo segue que

W/W@ - {1,7’2} U {7”1, T17’2} U {7’27"1,7’17’27"1}.
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Assim, o conjunto dos representantes minimais é W® = {1,7;,7r}, a qual fornecem os se-
guintes pontos na variedade flag

1b@ = <€1>; le@ = <€2>; 7”27'1[)@ = <€3>.
Deste modo, temos a seguinte decomposicao de Bruhat:
0-célula: N - 1bg = N({e1,e2)) = (€1, €2).
A célula N - 1bg é o conjunto formado apenas pela origem bg;

1-célula: N -r1bg = N((e3)) = (ea + *€1).

A célula N -ribg é conjunto formado pelas retas geradas por um vetor v do plano (e, es) tal
que v & (e1), isto é,

N -ribg = U (v).

v€E(er,e2)\(e1)

2-célula: N - (ror;)be = N({e3)) = (e3 + *ey + xe1).

A célula N - roribg € formado pelas retas que nao pertencem ao plano (eq, e3), isto &,

N - roribg = U (v).

vER3\(e1,e2)



Capitulo 2

Estrutura CW-complexo em variedades flag

O objetivo deste capitulo é demonstrar que a decomposicao das variedades flag reais em células
de Schubert fornecem uma estrutura CW-complexo a ela. O ponto principal aqui é definir explici-
tamente as funcgoes caracteristicas, que fornecem a colagem de tais células. Contruiremos também
neste capitulo uma classe de variedades flag, denominadas grassmanianas simpléticas, que serao
usadas no Capitulo 4 para o calculo de sua caracteristica de Euler.

Definicao 2.0.2. Um espaco topoldgico X é um CW-complexo quando € possivel obté-lo a partir
da sequinte construcao:

1. Seja X° um conjunto discreto de pontos, que sdo considerados como 0-células;

2. Indutivamente, um conjunto X™ € um n-esqueleto definido a partir de X" ! colando-se uma
cole¢io de n-células B" (que sdo bolas fechadas de dimensdio n) via fungoes ¢, : S™~1 — X1
que colam a fronteira da n-célula no (n — 1)-esqueleto. Isto €, X™ € o quociente da unido
disjunta X" 1, Bl pela identifica¢ao x ~ ¢, (z) para x € S*~ ' em cada célula B;

3. Podemos parar o processo em X = X" para algum n finito ou continuar indefinidamente,
tomando X = U2 (X", No dltimo caso, consideramos X com a topologia fraca, ou seja, um
conjunto A C X € aberto se, e somente se, AN X" ¢ aberto em X" para todo n.

O espaco X também é chamado de complexo celular e as funcgoes ¢, serdao denominadas funcoes
de colagem. Para cada célula B]) no complezo celular X, o mapa caracteristico dela é uma fungao
®,, : B! — X que estende o funcao de colagem ¢, de modo que temos um homeomorfismo quando
restrito no interior de B;,.

2.1 Variedades flag

Inicialmente, iremos ver que a decomposicao em células de Schubert de uma variedade flag
maximal F fornece uma estrutura CW-complexo desta variedade flag maximal.

Denote por F; = G/P; a variedade flag parcial com P, = P,y com a; uma raiz simples. Sua
fibracao canoénica é m; : F — [F;.

36
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Agora, considere a funcdo 7; sobre um subconjunto X C F que toma todas as fibras pela
projecio 7; que passam pelo conjunto X, ou seja, v;(X) = m; o7 (X). A funcdo 7; é equivariante
pelo fato de m; ser equivariante (ou seja, g7;(X) = 7i(¢gX)). Defina também N* = wNw™!, com
weWw.

O seguinte teorema foi demonstrado por San Martin [11].

Teorema 2.1.1. Seja w = ry---r, uma decomposicao em raizes simples de w € W. FEntao, para
todo k=1,...,n, temos que

fe(N*bo) =1 -+ y(fe(N“ry- - - ribo)).
Em particular, para k =n temos
fe(Nby) = 71 - - yu(fe(twNwwby)) = 71 - - 7 fwbo}
uma vez que Nby = by € fechado.

E possivel entdo obter uma expressao para a célula de Schubert S,,.

Corolario 2.1.2. Seja w = ry---r, uma decomposicao em raizes simples de w € W. Entao

Sw ="+ 1{bo}-

Observe que os indices aparecem invertidos quando comparados com os indices da decomposi¢ao
em raizes simples de w.

Demonstragio. Note que fe(Nwbg) = w(fe(N* "by)). Como w™! =, - - -1, pelo teorema anterior

S,y = fe(Nwbg) = w(fe(N® "by)) = wyp - - m{w " bo} = 7 - - - 11 {bo}-
]

Deste modo, podemos descrever a célula de Schubert S,, como 6rbita dos conjuntos compactos
K,=KnPk,.

Proposicao 2.1.3. Seja w = ry-- -1, uma decomposicao em termo de raizes simples de w € W.
Assim,

Sw =Ky K, by

onde observa-se que a sequéncia de indices dos K;’s respeitam a sequéncia da decomposicao de w.

Demonstracao. A fibra canonica em relacao a projecao m; pode ser dada a partir funcao ~; aplicada
na origem by, isto é,

Yi{bo} = m; 'mi(bo) = P; - bo.

Pelo Teorema 1.1.22; o subgrupo parabélico P; é escrito como o produto P, = K;AN. Como
AN - by = by, segue que
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Agora, sabendo que 7; é equivariante (pelo fato de 7; ser equivariante), se H é um subconjunto
qualquer de GG, entao

Yi(H - bo) = (U g'bo> = (U 9'%’(%)) = (U gKi'b0> = HK; - by.

geH geEH geEH

Dai, como Sy, = Y, - - - 71{bo} tem-se que

Sw = Ynry32(Ky - bo)
= Tn- '7473(K1K2 : bo)
= 7n"'74(K1K2K3 'bo)

= K, - K, b.
]

Observe que pelo fato da decomposicao em termo de raizes simples nao ser tinica, temos varias
maneiras de descrever uma célula de Schubert como produto de conjuntos compactos K.

2.1.1 Descrevendo a célula de Bruhat na célula de Schubert

Queremos obter uma condi¢ao de quando um elemento da célula de Schubert S,, também é um
elemento da respectiva célula de Bruhat.

Lema 2.1.4. Seja w = ry---r,_1r, uma decomposicao em raizes simples e tome v = wr, =
ri---rp_1. Denote por a,, a raiz associada o reflexao r, e por b, = 1- P, a origem do flag IF,,.
Entao, a pré-imagem da célula de Bruhat N -wb,, C I, pela projecao candénica m, € a uniao disjunta
das células N - wby e N - vby, ou seja,

7 Y(N - wb,) = (N - wby) U(N - wbp).

Demonstragdo. Inicialmente, veja que a fibra 7, '(wb,) = vm,1(b,) é uma translagao da fibra
canonica. A fibra canénica coincide com a unica variedade flag do grupo G(«v,), e assim, sua tnica
raiz simples é a,, 0 que define o grupo de Weyl de G(a) como W = {Id, 7, }. Por outro lado, a fibra
pode ser escrita como P,/ P, onde o grupo P, tem a decomposicao de Iwasawa P, = K, AN, e além
disso, P, tem por subgrupo parabélico o proprio P. Logo, a fibra canénica tem a decomposi¢ao
de Bruhat dada por
Ty (0n) = | N - uby = {bo} U (N - D).
ueW

Portando, segue que a fibra em wby é

7 Hwby,) = v, (by) = {vbe} Uv(N - rpbo). (2.1.1)
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Vejamos que v(N - r,b) esta contida na célula N - wby. De fato, como dim(N - 7,by) = 1 entdo,
para todo t € R, tem-se que exp(tX) - r,bp = N - r,by, com X € g, . Assim,

V(N - ruby) = vexp(tX) - r,by = exp(tAd(v)X) - vrp,by = exp(tAd(v)X) - wby.

Agora, vay, > 0 pois [(w) = l(vr,) = [(v) + 1. Logo, Ad(v)X € gya, C n, implicando que
V(N -rybg) C N - why.
Deste modo, a equagao (2.1.1) reescreve-se como

7 (wb,) = {vbo} U (), (why,) N (N - why)).

Agora, como wby € m,(wb,) N (N - why) entdao N(m, (wby) N (N - wby)) = N - why pois
N -wby C N(m; (wb,) N (N -why)) C N - why. Portanto,

T, (N - wbg) = N(m, (wby,)) = N ({vbo} U (m,, " (wby,) N (N - whp))) = (N - vb) U (N - why).
|

Proposicao 2.1.5. Considere S, = Ky1---K,, - by e seja b= uy---uy, - by, com u; € K; para cada
i=1,...,n. Entao b € S,\N - wby se, e somente se, u; € M para algum i =1,...,n. Isto €, um
elemento b € S, estd na célula de Bruhat N - wby se, e somente se, u; & M para todo 1.

Demonstragdo. Suponha que v = u; € M para algum ¢ € {1,...,n}. Assim u € K; para todo
j pois MAN = P C P, = K,,AN, ou seja, M C K,. Tomando o elemento v; = uuu~' € K;,
podemos reescrever b como b = uy - u;_1Vi1 - VU - bg. Tendo que uw € M, entao uby = by,
implicando que b € S, com v =7ry---7;---1,. Como v < w e pelo fato que S,\N - wby = Uy<yySy,
entao b € N - wby.

A reciproca segue por inducao.

Para n = 1, segue que w = r; e pela Proposicao 1.2.10, a célula de Schubert S,, pode ser
escrito como a unido disjunta S,, = by U (N - u1by), onde uy € M* é um representante da reflexao
simples 1 € W = M*/M. Se uy &€ M entao uiby # by, implicando que uy - by € N - uyby.

Paran > 1, tome b = uy - -u, - by com u; # M para todo . Devemos mostrar que b esta na
célula de Bruhat N - wbg. Defina x = uy - -u,_1 - bg. Assim, b # x pois caso contrario, u,by = by,
ou seja, u, € M.

Por indugao x € N-vby com v = wuy - - - up,—1. Além disso, 7, (b) = 7, (v, -by) = m,(v-by) = mp(x),
pois u,by e by estdo na mesma fibra. Assim, m,(b) € m,(N - vby) = N - vb, = N -vu,b, = N - wb,
e pelo lema anterior, b € N - wby U N - vby.

Porém, b & N - vby. Pois, caso contrario, sabemos que 7,(b) = m,(z) = zb,, para algum z € G.
Dai, b esta na interse¢ao da fibra 7, !(zb,) com a célula N -vby, e esta interse¢ao ¢ um tinico ponto.
Logo, x = b, uma contradicao. Portanto b € N - whby. |

2.1.2 Parametrizagao de subconjuntos de subgrupos compactos

Necessitamos agora encontrar subconjuntos de K; em S, = K; --- K,, - by que sejam suficientes
para cobrir toda célula de Schubert para entao parametrizar estas células de Schubert.
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Denote o = «v; e consideremos a fibra canonica P, /P da projecao m, : F — F,. O grupo de Lie
da variedade flag P,/ P é G(«) cuja dlgebra de Lie é g(a) = 35, 95. Esta fibra é uma esfera de
dimensao m = dim(g, + g2a)-

Lema 2.1.6. Seja B™ uma bola fechada de R™ e seja S™ ! esfera que é o bordo da bola B™.
Entao existe uma funcao continua ¢ : B™ — K, tal que

o (S™ Y C M e, assim, (S™1) - by = by;
o Sex € B™\S™ ! entio ¢(x) - roby € difeomorfo a célula de Bruhat N - 14by.

Demonstracao. Demonstraremos apenas o caso onde m = 1, pois tal construcao serd usada poste-
riormente.

Tome 6 a involu¢ao de Cartan. Primeiramente, vamos descrever um isomorfismo entre g(«) e
s[(2,R).

Seja h, € a o elemento que define a raiz @ como um funcional linear utilizando a forma de
Cartan-Killing (que ¢ um produto interno quando restrito a a), ou seja, (hq,-) = a(-) € a*.

Considere H, = <hi}fgn> e escolha X, € g, tal que [X,,Y,] = H,, onde Y, = 0(X,) € g_a.
Tomando a base {H, X, Y} de s[(2,R) tal que

= (30) k= (0 ) v (09)

podemos escrever o isomorfismo p : s5[(2,R) — g(«) tomando a associacao p(H) = Hq, p(X) = X,
e p(Y) =Y,, e estendendo por linearidade.

Seja ge(a) a complexificacao de g(a). O isomorfismo p se estende a um homomorfismo ¢ :
5[(2,C) — gc(w) sobre o corpo dos complexos. Observe que ad o ¢ é uma representagao de sl(2,C)
em gc. Como o grupo de Lie SI(2,C) é conexo e simplesmente conexo, pelas notas de Grupos de
Lie de San Martin [10, Teorema 6.15|, existe tunica extensao ® de SI(2,C) em gc, relacionada por
e24°?(X) = @ (exp(X)) para qualquer X € s[(2,C). Defina A, = X, +Y, e A= X +Y e considere
a formula para exponencial de matrizes

a —=b\ _ 4 ([ cosb —senbd
Py o ) 7€ senb cosb )’
Segue que em Sl(2,C) tem-se

exp(mA) = exp ( 2 _OW ) = ( _01 _01 ) = exp ( zg _(;W ) = exp(irH)

onde €™ = e~ pois a exponencial complexa é periddica de periodo 2iw. Dali,

6ad(7rAa) _ 6adoq§(7rA)

— d(exp(mA))

= O(exp(inrH))
eadoqb(zﬁrH)

ead(zﬁrHQ) ]
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Considere, sem perda de generalidade, que G é o grupo de automorfismo internos de g. Tome-

mos
me = exp(imH,) = exp(mA,).

Veja que A, € € pois A, = A,, logo m, = exp(rA,) € K. Também temos que m, € M =
Centrg(A). De fato, dado Z € a, sabendo que [H,, Z] = 0, entdo m, = exp(irH,) e exp(Z)
comutam e, como A é conexo, devemos ter que m, comuta com A.

Como Ay, = Xo+ Y, € 9o+ 9-a C Po € Po € édlgebra de Lie de P,, entdo exp(tA,) € P, onde
t € R. Assim, podemos definir a curva (t) = exp(tA,) - by na fibra que passa pela origem da
projecao canénica 7, : F — F,. Como m, € M entao vy(m) = m, - by = by, ou seja, tal curva é um
lago na fibra.

Vejamos que o periodo de v é 7. Em s[(2

‘A _ cost —sent 1 cost sent
Ad(e)H = < sent cos t ) (0 -1 ) ( —sent cost
= cos 2t sen 2 —sen 2t X + cos 2tH + sen 2tY.
sen2t —cos 2t
Assim,
Ad(exp(tAy))Hy = p(Ad(e)H) = —sen 2t X, + cos 2tH,, + sen 2tY,,.

Veja que Ad(exp(tA,))H, = H, se, e somente se, t = nm com n inteiro. Como exp(tA,) € K,
entao exp(tA,) € M = Centrg(a) se, e somente se, t = nw. Logo, v(t) = by apenas para t = nm.
Daf,
Y(t+7m) = exp(tAa + mAs) - by = exp(tA,) exp(mAy) - by = exp(tAa) - bo = (1)

obtendo que v é periodica de periodo m. Deste modo, temos um difeomorfismo no intervalo (0, 7).
Portanto, a funcao ¢ : [0,7] — K, que associa t — exp(tA,) estd bem definida (isto é,
exp(tds) € KNP, =K,) e(0)=1¢€ M, p(r) = m, = exp(rAs) € M. |

Lema 2.1.7. Os auto-espagos gg sao invariantes pela agdo de Ad(m,) e vale
Ad(mg)]y, = (~1) T
2{(a, B)

(@, a)

onde e(a, B) = é o numero de Killing.

Demonstragao. De fato, tomando X € gg e sabendo que

ad(H,)X = B(Ha)X = B( 2ha )szxzda,mx

<h0m ha> <Oé, O{)
temos que
Ad(m)X = Ty = cadlinta) x — Z MX
) n=0 n!
= Z7T€ — eiﬂ'G(Ot,/B)X — (_1)6(017[37))(
n=0
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2.1.3 Estrutura CW-complexo para variedades flag maximais

Para cada célula de Schubert S,,, sabemos que ela é formada pela seguinte uniao

Sw:N-waUUSU.

v<<w

Deste modo, para verificar que a decomposicao em células de Schubert fornece a estrutura CW-
complexo, basta ver que cada célula S,, possui uma funcao caracteristica que efetua a colagem de
S, em células de dimensoes menores.

Primeiramente, fixemos uma decomposi¢ao minimal w = ry - - - ry,) para todo elemento w € W.
J& sabemos que S, = K - -+ Kj() - bo e para cada i = 1,...,l(w), existe uma funcao 1 : BY — K,
onde d; é a dimensao da fibra da projecao canodnica m; : F — F;.

Considere a bola B, = B% x --- x B%w) de dimensao d =dy + --- + dj(w)- Definiremos como
funcao caracteristica a aplicacdo ®,, : B,, — F tal que para (t1,...,w)) € By temos que

Dy (t1,- - tiw)) = V1(t) - Vi) (Liqw)) - bo-

Veja que para cada decomposicao minimal de w temos uma funcao caracteristica diferente.
Usaremos ¢, = CID,,I...mw) a fim de simplificar a notacao.

Proposicao 2.1.8. Sejam w = r1---r, uma decomposicao minimal e ®,, a funcao definida an-
teriormente. FEntao @, € de fato uma funcdo caracteristica para a célula de Schubert S,,, isto
€

1. ®,(By) C Sw;
2. @,(t) € Su\N - wbhy se, e somente se, t € OB, = S™, onde t = (t1,... , tiw));

3. D,

Be, @ By, — N -wby € um difeomorfismo, onde By, é o interior da bola B,,.

Demonstracao. Por definigao, como t; € K; para todo ¢, entao

Doy(t1, .- tiw)) = V1(t1) - - Vi) (tiw)) - Do € K1 -+ - Ky - bo = Sy

demonstrando o primeiro item.

Pela Proposicao 2.1.5, temos que ®,,(t) € S, \IV - wby se, e somente se, ¥;(t;) € M para algum
i=1,...,1(w). Pelo Lema 2.1.6, segue que t; € 9B% = S%~1 ¢ portanto t € dB,, provando a
segunda afirmacao.

Resta a demonstracao do terceiro item. Pelo segundo item, temos que a funcao ®,,
sobrejetora. Mostraremos a injetividade por inducao.

Para [(w) = 1, ele segue pelo Lema 2.1.6 para o caso demonstrado, ou seja, de dimensdo 1.

Se l(w) = n > 1, suponha que ®,,(t) = ®,(s), com t = (t1,...,t,) e s = (s1,...,5,) em B.
Dados os elementos

Be, deve ser

v = Pi(t1) - Yno1(ta-1) - bo
= ¢1(81) " '¢n—1(8n—1) - bo
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observe que os elementos ¥;(t;) e 1;(s;) nao estdo em M. Denotando v = ry - --1,_1, pela Propo-
sicao 2.1.5, z,y € N - vby. Além disso,

T () = Tp (P () = T (Pu(5)) = Tn(y)

ou seja, r e y pertencem a mesma fibra da projecao canodnica m, : F — [F,,. Pelo Lema 2.1.4, a fibra
de 7, intercepta a célula N - vby apenas em um tnico elemento, implicando que z = y. Utilizando
a hipotese de indugdo, temos que t; = s; para ¢ = 1,...,n — 1 e assim, ¥1(t1) - V,_1(tn_1) =
P1(81) - Un_1(8p_1). Deste modo, como ®,(t) = ®,(s), entdo ¥, (t,) - by = ¥n(s,) - by. Logo,
t, = s, pois é o caso em que [(r,) = 1.

Portanto, ®,|pe ¢ um homeomorfismo. A diferenciabilidade vem das fung¢oes v; que sao difeo-
morfismos. |

Com esta proposicao, temos que o n-esqueleto X é a unidao das células de Schubert com
dimensao menor ou igual a n. Podemos notar que o 0-esqueleto é formado apenas pelo ponto {bg}.

Sendo d = dim S, = dim N - wby, quando colapsamos a fronteira da bola B,, a um ponto, ou
seja, B, /0(By), obtemos uma esfera S¢. Da mesma forma, podemos identificar a fronteira da
célula de Schubert a um ponto e definir como

0w = Suw/(Su\N - why).

Pelo fato de que ®,,(9(By)) = Su\N - wby, podemos induzir o homeomorfismo ®,, : S — o,
tal que @, (t - 9(By)) = Pu(t) - (S,\N - wby). Sua inversa sera denotada por ®.! : o, — S<.
Veja que esta fungao ®_! nao é a inversa da fungao @, : B, — S,, mas da func¢ao induzida pelo
quociente B,,/0(By,) — 0.

2.1.4 Variedades flag parciais

Agora, iremos construir uma decomposicao celular da variedade flag parcial Fg com a utilizacao
dos elementos minimais w € W® e suas classes laterais wWeg, que satisfazem dim(S9) = dim(S,,).
Dadas decomposicoes minimais de elementos minimais w em W®, podemos definir funcoes
®° : B, — Fo tais que
DO (ty,... tn) = d(t1) - dulty) - bo

que serao as fungoes caracteristicas da decomposicao celular de Fg. Observe que, pela equivariancia
de mg, temos @8 =7 0 O,

Proposigao 2.1.9. Seja w € W°, a qual satisfaz dim(89) = dim(S,,), e tome uma decomposicao
minimal w = 71 -+ -1, em termos de reflexoes simples. Entao, a funcio ®° : B, — Fe definida por
P° = 190D, ¢ um mapa caracteristico para a célula de Schubert S92, ou seja, satisfaz as sequintes
propriedades:

1. ®9(B,) C 8°;
2. ®E(t) € SY\N - wbg se, e somente se, t € OB, = S™, onde t = (t1, ..., tiw));

3. ®9|po : By — N -wbe € um difeomorfismo, onde By, € o interior da bola B,,.
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Demonstracao. Para o primeiro item, veja que

(I)S<Bw) = Tg O (I)w(Bw) C W@(Sw) = 89.

w

Para o segundo item, utiliza-se o fato de que 7o (S, \N -wbhy) = SO\N -wbg e ¢ = 190 d,,. O
ultimo item é consequéncia da igualdade de dimensoes da célula de Bruhat N -wby com N -wbg M

2.2 Variedades Grassmanianas Simpléticas

Nosso objetivo serd estudar a construcao da estrutura CW-complexo nas variedades flag mini-
mais do grupo simplético, ou seja, as grassmanianas simpléticas. Este desenvolvimento seré ttil
no Capitulo 4, onde determinaremos o valor da caracteristica de Euler destas variedades flag.

O grupo simplético é definido como

Sp(l,R) = {g € GI(2[,R) | ¢'Jg = J}

onde J é uma matriz em Gl(2[,R) escrita em blocos como

(0 -4
J_<Idl 0 )

Esta matriz pode ser representada como uma forma bilinear anti-simétrica nao-degenerada, ou
seja, € a matriz de uma forma simplética w em R? em uma base B = {ey,...,e;, f1,..., fi}. A
matriz dos elementos de Sp(l,R) pode ser escrita em bloco [ x [ como

a b
c d
tal que ba' = ab', dct = cd' e da® — bct = 1d.
A algebra de Lie do grupo simplético é sp(l,R), definida como

sp(l,R) = {X € gl(2,R) | XJ + JX' = 0}

e cada elemento X € sp(l,R) pode ser descrito explicitamente como uma matriz

A B
X =
tais que A, B, C sdo matrizes reais [ X [ e B, C' sao matrizes simétricas.

2.2.1 Decomposicao de Cartan

Tomemos #(X) = JXJ~! uma involugdo de Cartan, a qual decompde o espago o grupo sim-
plético em sp(I,R) = € ® s tal que:

A —-B , C o e '
t= { ( B A ) ‘ A é anti-simétrica e B é s1metr1ca} :
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A B . ) C
5 = { ( B A ) ‘ A e B sao matrizes smletrlcas} )

A subalgebra £ é isomorfa a algebra das matrizes unitarias u(l) = {X € gl({,C) | X + X = 0},
onde o isomorfismo é dado por

. A —B
X:A+zB<—>(B A )

A decomposi¢ao de Cartan para o grupo de Lie serd Sp(l,R) = KS, onde K = U(l) = {g €
Gl(l,C)|g'g = 1d} é o grupo das matrizes unitarias e S é o conjunto das matrizes simétricas
positivas definidas. O subgrupo K pode ser descrito por blocos de tamanho [ x [

a —b
{0 )
2.2.2 Grupo de Weyl

A subélgebra abeliana maximal a de s é descrita por

a:{<D 0 >‘Déumamatrizdiagonallxl}

aa’ + bb' =1d e ab’ = bat} : (2.2.1)

0 —-D

e uma camara de Weyl positiva é

af = {diag(ar -+, @, —a1, -, —a) |ar > - > @}
Dado uma matriz diagonal D = diag(a; - - - , ;) e definindo o funcional linear \;(D) = a; para
todo i € {1,...,1}, o sistema de raizes positivas é

I ={N - N1<i<i<u{n+N|1<i<i<i}
a qual é gerado pelo sistema simples de raizes
Y={an=A—Aa,..., a1 = N1 — AN, g = A\ )
O grupo de Weyl W é gerado pelas seguintes reflexdes em torno das raizes:
e Parai € {1,...,l — 1}, a reflexdo serd a permutacio das posi¢des i e i + 1, isto &,
(o @iy Qi1 e ey =y =iy 1y e ) > (oo Qi1 Gy ey — Qi 1, — gy e );
e Para «y, a reflexdo seréd a troca de sinal da posicao [, isto é,

(cooyap, ..., —ap) —> (Lo, —ag, ..., ap).

Observe que cada elemento w deste grupo de Weyl é a combinacao de uma permutacao de [
elementos com uma operacao que muda ou nao o sinal de cada coordenada do elemento. Assim,
sua ordem é |[W| = 21!,
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2.2.3 Subalgebras parabédlicas maximais

Os subespagos associados as raizes sao:

e Para uma raiz do tipo A\; — Aj, com 7 < j, gy, € gerado por e;; — €4145, OU seja, possui
entradas nao nula apenas em 4, j e [ +4,[ + 7 que aparecem nos blocos diagonais A e —AY;

e Para uma raiz do tipo A; + Aj, gx, 4, € gerado por ey, + €14, se i < j, e por €;44, se i = j,

cujas unicas entradas nao nulas sao i,l + j e j,l + i que aparecem no bloco superior direito
B.

Assim, a subalgebra nilpotente n é dada por

n= { < 61 —Zt ) ' a diagonal de A é nulae B ¢ Simétrica} .

A subélgebra parabdlica minimal é p = a & n, uma vez que a ¢ uma subalgebra de Cartan,
implicando em m = 0. Temos também que

n o= { ( é _?th ) ' a diagonal de A é nulae C ¢ simétrica} .

Considere o conjunto © = X\{«;}, com ¢ € {1,...,l}. Neste caso, chamaremos a subélgebra
po de subdlgebra parabolica maximal pela raiz a;. Podemos escrever estas subalgebras parabdlicas
maximais como blocos de tamanho [ X [ da seguinte maneira:

e Se 1 <i<1[—1entao as matrizes da subalgebra pg sao da forma

A B
C —At
com B simétrica e

A= A A, | A; € uma matriz ¢ X ¢ arbitraria
0 A

C= 00 | C1 é uma matriz [ — i X [ — i simétrica p ;
0 G

e Se ¢ = [ entao a subalgebra pg é

{ ( gl —it ) | A é uma matriz qualquer e B é simétrica} :
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2.2.4 As variedades flag minimais

Dada uma forma simplética w num espaco euclidiano R?, diremos que um subespaco V C R*
é isotropico em relagdo a w se w(u,v) = 0, para todo u,v € V. Temos que a dimensao deste
subespaco é no maximo [, pois por ser isotropico, V. C V*, onde V+ = {u € R |w(u,v) =
0 para todo v € V'} é o perpendicular de V, e assim

2dimV < dimV + dim V+ = dim R? = 2.

Denotaremos por L,(R?) o conjunto dos subespagos isotropicos de dimensdo p em R?, para
p < [, isto é,

L,(R?) = {V Cc R |w(u,v) = 0 para todo u,v € V e dim(V) = p}.

Este conjunto serd chamada de Grassmaniana Simplética. No caso de p = [, L;(R?) ¢ conhe-
cido como Grassmaniana Lagrangeana, pois os subespagos isotropicos de dimensao maxima sao
usualmente chamados Lagrangeanos.

Nosso objetivo serd mostrar que as variedades flag minimais de Sp(/,R) sdo exatamente estas
grassmanianas simpléticas.

Existe uma maneira algébrica de se representar as grassmanianas simpléticas L,(R*). Seja
B uma base de R?. Um conjunto de p vetores linearmente independentes {vi,...,v,} pode ser
descrito como uma matriz 2 X p com colunas representando os coeficientes de cada vetor v; na base
B, e esta matriz terd posto p pois é formado por vetores linearmente independentes. Denote por
B, (1) o conjunto de todas mas matrizes 21 x p de posto p. Dois elementos =,y € B,(l) representam
o mesmo subespaco p dimensional se, e somente se, temos uma combinacao linear das colunas de
cada uma das matrizes x e y, ou seja, existe uma matriz p x p inversivel a tal que z = ya.

Agora, dado uma forma simplética w, podemos tomar a base B = {e1,...,e;, f1,..., fi} tal
que [w]g = J. Deste modo, dois elementos z,y € B,(l) representam subespagos isotropicos se, e
somente se, existe uma matriz p x p inversivel tal que x = ya e z'Jx = 0. Isto se deve ao fato
de w(u,v) = 0 para todo u,v € V, com V subespaco isotropico representado por z, implicar que
[ullsJ[v]g = [w(u,v)]s = 0. Considere uma base {vy,...,v,} de V e seja & a matriz desta base em
relacao a base B. Entao, z'Jx = 0.

Definindo a relagao de equivaléncia ~ em B, () por x ~ y se, e somente se, existe uma matriz a
de tamanho p x p inversivel tal que x = ya e z'.Jx = 0, temos entao que as classes de equivaléncia
B,(1)/ ~ definem um isomorfismo com L,(R?).

Lema 2.2.1. L,(R*) é um espago homogéneo de Sp(l,R).

Demonstracao. Seja B = {e1,... e, fi,..., fi} a base de R¥ tal que [w]z = J e V um subespago
isotropico de R%. Entdo, para todo u,v € V e g € Sp(l,R),

w(gu, gv) = (gu)'J(gv) = u'(¢*Jg)v = u' Jv = w(u,v) = 0.

Assim, gV também é um subespaco isotrépico e, portanto, temos uma acao invariante de
Sp(l,R) em L,(R*) = B,(l)/ ~ dada por

Sp(LR) x L,(R*) — L,(R%)
g , =x = gx
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onde g é uma matriz 2l x 2/ e x ¢ uma matriz 2/ X p. Precisamos ver que tal acao ¢ transitiva.
Considere primeiro o caso p = [. Seja V um subespaco isotropico e {vq,...,v} uma base
ortonormal de V. Assim, podemos escrever matriz destes vetores na base BB que serd uma matriz
x de tamanho 21 x [, que satisfaz 2!z = Id pelo fato de = ser a matriz de uma base ortonormal.
Como V é isotropico, tem-se z'Jx = 0. Deste modo, a matriz  pode ser escrita em blocos como

xz(Z),comaebmatrizeslxl

e considerando as condicoes 'z = Id e z'Jx = 0 temos as relacoes
adla+bb=1d e a'b="ba.

Dai, tomando o elemento g € Sp(/,R) dado por

[ a b
9=\ b a
pela equagdo (2.2.1), devemos ter que g € K.

Seja Vp o subespaco gerado pelos vetores {ey,...,e} de B. O subespago Vj é, na verdade,
isotropico pois w(e;, e;) = 0 para todo i,5 € {1,...,l}. Observe que a matriz de Vj na base B ¢é

Id
= (W)

Assim, pela forma que foi construida a matriz g, temos x = gy, concluindo que K é transitivo
em By(l)/ ~ = L;(R*). Dai, sabendo que Sp(l,R) = KS ¢é sua decomposi¢io de Cartan, se
tomarmos h € S | teremos que hVj é isotropico e, pela transitividade de K, V = g(hl}) para
algum g € K, concluindo que a agdo é transitivo para Sp(l, R).

Precisamos ver que a agao também é transitiva para p < [. Considere V um subespago isotropico
de dimensao p e seja x a matriz de tamanho 2/ X p que tem por colunas os coeficientes de uma

base ortonormal de V' em relacao a base B.
Um subespaco é isotropico se V C V+, e nesse caso, como p < [ entdo

dimV+=20—p>2—-1=1.

Assim, V estd contido propriamente em ser perpendicular V4. Seja v € V\V e considere o
subespaco gerado V; = (v, V) com dimensdo p + 1 que é isotrépico, pois V3 C V+. Procedendo
deste modo finitas de vezes, podemos construir um subespaco V isotrépico de dimensdo [ tal que
VcV.

Estendendo uma base ortonormal de V em uma base ortonormal {vy,...,v} de V, a qual
também estendera a matriz  de V em uma matriz T de V, existe g € K tal que V = ¢V}, onde
Vo = (e1,...e). Logo, se Vj & gerado pelos p primeiros vetores {ej, ..., e,} de B, entdao V = gV}
com g € K. Portanto, a acao é transitiva no subgrupo K, e usando o mesmo argumento anterior,
a agdo é transitiva em todo Sp(l,R). |
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Proposigao 2.2.2. A wvariedade flag minimal Fo, com © = ¥\{w,}, € a variedade grassmaniana
simplética L,(R?).

Demonstracdo. Sejam B = {ey,...,e;, f1,..., fi} a base de R tal que [w|z = J e Vj o subespago
isotropico gerado pelos p primeiros vetores de B, isto ¢, Vj = (aq,...,q,). Queremos que o
subgrupo de isotropia seja (Sp(l,R))y, = Po, onde © = X\{a,}.

Observe que a subalgebra de Lie desta isotropia é dada por

(sp(L,R))vy = {X € sp(l,R) [ exp(tX)Vo = Vo, Vt € R}.

Tal subalgebra coincide exatamente com a subdlgebra parabdlica pg. Deste modo, a compo-
nente conexa da identidade de Pg ¢ igual a componente conexa da identidade da isotropia em
Vo.

Vamos mostrar que cada componente conexa de Pg contém um elemento da isotropia. Como
os elementos de A, que é o grupo de Lie cuja algebra Lie é o abeliano maximal a C s, sdo matrizes
diagonais, entdo A C (Sp(l,R))y,. Sabendo que cada componente conexa de Pg contém um
elemento de A, entao cada componente conexa de Pg contém um elemento da isotropia.

Cada componente conexa de Pg e (Sp(l,R))y, sdo classes laterais das respectivas componentes
conexas na identidade [10, Proposi¢ao 2.13| e como elas coincidem na identidade, entao elas devem
coincidir também em cada componente conexa. Logo (Sp(l,R))y, = Peo. [

Assim, toda decomposigao realizada na variedade flag minimal Fg pode ser transportada para
a grassmaniana simplética L,(l). A decomposigao de Bruhat de Fg = L,(R?), para © = X\{q,},
é dada por

Cada célula de Schubert 89 = fe(N - wbg) de L,(R*) pode ser determinada por um inico
representante minimal w® € W®. O seguinte teorema, demonstrado na tese de Rabelo [8] descreve
como devem ser estes elementos minimais.

Teorema 2.2.3. Os elementos minimais W®, com © = X\{a,}, admitem uma relagio biunivoca
com o conjunto Aé de l-uplas da forma (i,m,a) € N, tal que

= (i1,...,3p), me{0,....p}, a= (apta,...,q;)
satisfazendo as sequintes regras:

e Fm relacao a a:
0SS M < apy2 Sap3 < - <@ <P

Isto €, os elementos de a formam uma sequéncia crescente de numeros inteiro limitada ao
intervalo [m, pl;

e Fm relacao a i:

— 4, €0,...,0, para todot =1,... p;
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— Admite uma sequéncia de repeticao de zeros até o primeiro elemento nao nulo;

— A partir do primeiro elemento nao nulo, passa a ser uma sequéncia estritamente cres-
cente;

— S0 permite ter elementos nao nulos nas m ultimas posicoes de i, isto €, i1 = -+ =

ipm = 0.

A célula associada a (i, m, a) serd chamada de uma célula do tipo m. Observe que para m = 0,
todos os valores de 7 serao nulos.

Tipo | (i,m,a) || Tipo | (i,m,a) | Tipo | (i,m,a)
0 |(0,0,0,0) 0,1, D) 0,2,
0 |(0,0,0,1) 1,1, 1,2,
0 |(0,0,0,2) 2.1, 2.2

= Wk WD W= O
NN NN Nvl\? NN NNDN
DN DNDNDNDNDNDNDNDNDNDDN
N N N e e e N N N N

W N O WO
i Y

e e e e
AN SN AN AN N NN N N
OO0 O OO0 oo oo
DN DN DO DN DN = = e
N e e e e e N e N

WNONHR == OO 00O

DO DN BN DO DD NN DN DN
NN N N N N N N N S N

Tabela 2.1: Exemplo de A; parap=2el=4.

A relacao entre os conjunto W e Aé é obtida através da fungao 7 : A;) — WP que é construida
pelos seguintes passos:

1. Denote por r; = r,, a reflexao associada a raiz simples o; € X;

2. Para qualquer 1 < k£ < n <[ definimos
(N, k) = Thk1Tn—kt+2 " Tn-1Tn
e m(n,0) = 1. Veja que o tamanho do elemento 7(n, k) é k;

3. Definimos n; a fungdo que associa para cada ¢ um elemento do grupo de Weyl da seguinte
forma:

M, ..., ip) = w(li1)m(l ia) - - (1, dp);

4. Definimos também a funcao 7, que associa a cada a um elemento do grupo de Weyl da
seguinte forma:

772(@1)4-27 cee ,@l) = 7T(l -2, ap+2)7T(l -3, ap+3) e ‘W(p» @l);



CAPITULO 2. ESTRUTURA CW-COMPLEXO EM VARIEDADES FLAG 51

5. Finalmente,  é uma fun¢iao que leva cada elemento (i, m,a) € A:f) em um elemento de W®
da seguinte forma

n(ia TTL,Q) = nl(l’)ﬂ-(l -1, m)UQ(Q)'

A seguinte proposi¢ao mostra a importancia da escolha do conjunto Aé quando necessitarmos
saber a dimensao de cada célula de Schubert.

Proposigao 2.2.4. Dada uma célula 89 associada a um elemento (i, m,a), sua dimensio serd a
soma dos elementos da sequéncia (i, m,a), isto €,

dim(87) = (i + -+ +4p) + M+ (Gpya + - + @).
Demonstracao. O Lema 1.2.11 diz que existe tnico w’ tal que
dim 82 = dim S,
Pelo fato de todas as raizes terem multiplicidade 1, segue da equagao (1.2.2) que

1(w")

dim(S9) = Zma+m2a—21:l(w/).

=1

€ Al tal que n(i,m,a) = w'. Logo, sabendo que
=0, temos que

Dai, pela construgao acima, existe (i, m,a)
l(m(n, k) =k, paral <k<n<l el(r(n, ))
Hw) = l(m@@)m (l“]—Tn)U2(2)> [ (@) + (7 (l = 1,m)) + U(n2(a))
= (U(m(l,ir) + -+ U7 (l,ip)) +m+ (Ur(l = 2, ap42)) + - - + U7 (p, )))
= (i1 4 +Zp)+m+(ap+2+ ).

Corolério 2.2.5. dim(L,(R%)) = (4l 3p+1).

Demonstracao. Basta calcular a dlmensao da maior célula de Schubert da grassmaniana simplética,
ou seja, deve-se tomar a l-upla (i, m,a) € .Aé tal que a soma dos seus elementos é a maior possivel.
Este elemento pode ser escolhido da seguinte maneira:

* m=p;

® Qpio =" " =0a =D;

oir=Il—p+l; dp=l-p+2 -5 Q=1
Logo,

dim(L,(R*)) = (Zl—ert) +p+ (Z p) :§(2l—p+1)+p(l—p)

= t=1
g(zu —3p+1).



Capitulo 3

Homologia das variedades flag

Neste capitulo, apresentamos o calculo da homologia celular das variedades flag maximais.
Primeiramente, descrevemos um breve resumo sobre alguns conceitos fundamentais da homologia
celular de um espago CW-complexo. Em seguida, faz-se o calculo do operador fronteira da homo-
logia celular, que dara origem a homologia. Por fim, continuamos o exemplo SI(3,R) de modo a
deixar claro todo este processo.

3.1 Nocgoes basicas sobre homologia celular

A homologia celular é uma eficiente ferramenta para calcular os grupos de homologia (singular)
de CW-complexos, utilizando para tal, o calculo do grau de algumas funcoes especificas. Daremos
uma breve introdugao sobre homologia celular e como efetuar seu calculo, presente no Hatcher [2].
Seja X um espaco topologico e Hy o k-ésimo grupo de homologia singular de X. Vamos comecar
com o seguinte lema.

Lema 3.1.1. Seja X um CW-complezo, formado por um conjunto de células B]., onde n € a
dimensao da célula e w € uma indexacao das células. Entao:

1. Hi(X™, XYY € zero para k # n e abeliano livre para k = n, cuja base estd em bijecio com
o numero de n-células de X;

2. Hpy(X™) = 0 para k > n. Em particular, se X tem dimensdo finita entio Hp(X) = 0 para
k > dim X;

3. A inclusdo i : X" — X induz um isomorfismo i, : Hp(X"™) — Hp(X) para k < n.

Dado X um CW-complexo, o lema anterior garante uma construcao natural a partir da sequén-
cia exata longa associada a homologia singular

e Hn+1(Xn+1,Xn) 8"_+1> Hn(Xn,Xn_l) i) Hn_1(Xn_1,Xn_2) — ...

onde as funcoes 0,, serao definidas logo mais. Ou seja, tomando por j, o nimero de n-células do
CW-complexo X, temos a seguinte sequéncia exata longa

ey gintr 20H g Oy e

32
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A homologia associada a esta sequéncia, que serd chamada de homologia celular, sera tempo-
rariamente denotada por
Ker(0,
HE(x) = SO
Im(941)

Teorema 3.1.2. HW (X) = H,(X) para todo n.

Com este teorema, podemos calcular a homologia de X conhecendo sua estrutura CW-complexo.
Mas para isso, faz-se necessario conhecer os operadores fronteira d,, a qual daremos uma descri¢ao
de como calculé-los. Primeiramente, o mapa 9, opera em Z/» — Z’»—* onde cada Z’*, com k > 0,
¢ o grupo abeliano gerado por todas as células de dimensao k. Logo, é necessario apenas definir o
valor de 0,, em cada célula B], de dimensao n. Assim, em cada célula B] de X, a funcao 9, sera
dada por

On(By) = c(w,w)Bl"

onde o niimero c(w,w’) € R ¢ o grau da aplicagio ¢, : S7~+ — S” ' dada pela composi¢io das
seguintes funcoes:

1. ® = Dy lopn) - Sit — X1 é a funcio de colagem;
2. q: X"t — X"1/X"? ¢ 0 mapa quociente;

3. qur : X™L/X"2 — S™71 colapsa o complemento da célula B, em um inico ponto, a qual
¢ identificado com o quociente S* ' = B’ /9(B! ") usando o mapa caracteristico ®,,.

o(Br) = gn-1 Te

—1
w SLL;’
3, | T au
xn—1 i) Xn—l/Xn—2
A fim de simplificar a notagdo, considere o grupo abeliano C livremente gerado por todas as
células de X. Denotaremos o operador fronteira 0 : C — C como a extensao de todos os operadores

O

3.2 Homologia celular de variedades flag maximais

Primeiramente, fixemos uma decomposi¢do minimal w = 7y ---7y,) para todo w € W. A
Proposicao 2.1.8 nos diz que para cada w € W, as funcoes ®,, sdo funcgoes caracteristicas que
colam, pela fronteira, a célula de Schubert S,, em células menores S,.

Em relagdo a notagdo adotada daqui em diante, a bola B! (ou simplesmente B,,) podera
ser denotada diretamente como a célula de Schubert §,,, a fim que de tornar evidente o fato do
operador fronteira atuar sobre a célula S,,.

Para o calculo da homologia, é necessario definir o operador fronteira, que atua no grupo
abeliano livremente gerado pelas células S,,, w € W, ou seja, 0 : C — C tal que

S, = Z c(w, w' )8y

w/
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onde os coeficientes c¢(w,w’) € R satisfazem as seguintes propriedades
1. Se dimS,, — dim S,y # 1 entao c(w,w’) = 0;

2. Se dimS,, — dim S,y = 1 entdo c(w,w’) = deg (qﬁw,w/ 5t Sff},_l), onde ¢y, segue o
seguinte esquema de composicao:

O(B,) = St T g

o, | To )

_ q
D G- O’

(a) O mapa de colagem @, = D, |o(5,) : SE — Su\N - why = Uy Sy = X1

(b) Para formar ¢ : X9 — 0, pegamos o mapa quociente que identifica o comple-
mentar da célula S,y dentro de X% ' & um ponto e compomos com a identificacio
XTV/(XEINS,) & Sy /(S \N - w'by) = o

(c) @) : 0 — S% ! foi definido no capitulo anterior.

Primeiramente, para calcular o operador fronteira, precisamos analisar em qual situacao tem-se
que a diferenca das dimensoes de duas células é igual a 1.

Proposicao 3.2.1. Sejam w,w’ € W. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. §,CS, edimS, —dimS, =1;

2. Sew =ry---1r, €W € uma decomposi¢cao minimal, entao uma decomposicao minimal de
w éw' =1y Ty, onde v = 1o, para o; € ¥ e a fibra candnica de F — Fy,,y tem
dimensdo 1, ou seja, esta fibra € g(a;) = sl(2, R).

Além disso, este indice i € unico, isto €, nao existe outro j # i tal que W' =1y -1 -1y,
Demonstracao. Veja que S,y C S, se, e somente se, w’ < w na ordem de Bruhat-Chevalley. Assim,
se w =1ry---ry,, entdo w' =1, ---ry, com 1 <ip < -+ <4 < n. Como dimS,, —dimS,, =1
e sabendo que a dimensao de cada célula de Schubert é dada pela soma (com multiplicidade) das
raizes simples de w, segue que devemos remover apenas uma raiz, de multiplicidade 1, da célula w
para obter w’.

Agora, suponha que existam 7 < j tais que

W =Ty Py Ty Ty =T T Ty T
Assim, temos que 7; -+ - 7,1 = 41 - - - 7. Substituindo em w obtemos
W=rye iy (P PPy Py =1 Ty (Pt o TPy e T =T Py ooy
implicando que w < w’, o que contradiz o fato de w’ < w. |

Deste modo, para calcular o grau c(w,w’) = deg (Sfi_l — Sff,fl), onde w =111, e W =
ri--- 7Ty, devemos proceder com as seguintes etapas:
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Calculo do dominio e do contradominio

Como r; esta associado a uma raiz de multiplicidade 1, entdo pelo Lema 2.1.6, B% & uma bola
fechada de dimensao 1, ou seja, ¢ o intervalo [0, 7]. A dimensdo da bola B, = B% x --- x B ¢
d=dy +---+d, O dominio da fun¢ao ¢, .+ ¢ o bordo desta bola, ou seja,

S = 9(By) = {(t1,...,t,) | Fj,t; € O(BY)}

¢ a uniao das faces de B,,.
Por outro lado, temos que B,y = B% x ---B% x ... x B% . Entao o contradominio Sfﬁfl de
Gw € obtido de colapsar a fronteira de B,y em um ponto.

Inclusado de o, na imagem ®,,(S%1)
Agora, devemos ver como o, estd dentro da imagem ®,,(S%71).
Lema 3.2.2. O, (ty,...,t,) € N -w'by se, e somente se, temos os sequintes fatos abaizo
o t; € (BY%)°, sej+#i;
o t; € O(B%) ={0,7}.
Ou seja, a pré-imagem @' (N-w'by) é a unidao disjunta das duas faces relacionadas a coordenada
i.
Demonstragdo. Se t; € O(B%) entdo t; € M pelo Lema 2.1.6. Como M C K para todo [, temos

que A
q><t17---7tn) :wl(tl)¢n<tn) 'bo 6 KleKn 'bo :Sw/.

Dai, pela Proposicao 2.1.5, ®(t,...,t,) € N - w'by se, e somente se, ©;(t;) ¢ M, para todo

j # i, isto ¢, t; estd no interior da bola B%, [ |

Uma consequéncia importante deste lema é que no quociente o,y = Sy /(Sw \N - w'by), colap-
samos em um ponto todas as faces que nao correspondem & coordenada i. Logo, é suficiente definir
a funcao ¢, ., nestas duas faces relacionadas a 7.

Calculo dos graus
Consideres as seguintes faces da bola B,,:
fg = {(tl, e 7t7,’—17 07ti+1, Ce ,tn)} € ./T';Zr = {(tl, Ce 7ti—1a 7T,ti+1, . ,tn)}

Elas sao as faces de B,, que correspondem a coordenada . I suficiente calcular o grau de ¢y,
apenas restringindo & estas faces, uma vez que nas outras faces, a fungao ¢, se trivializa. Os
valores de ¢,,,s nestas faces sao dadas por

[ty 0, t) = @ (W (t) - 4i(0) - - ¢ (tn) - Do)
= O (Wr(tr) -1 u(tn) - bo)

fltyomta) = @ (Wa(t) - 9hulm) - dult) - o)
= O, (Yr(tr) - ma, - Pn(tn) - bo)
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onde a fun¢ao &, ¢ dada pela escolha previamente fixada w' = s; - - - s;, que nao necessariamente
coincide com w' =7y ---7; -1,

O grau de ¢y, ¢ a soma dos graus de f? e fF, que podem ser consideradas como fungoes de
Sd=1 5 §9-1 pois basta colapsar as fronteiras das faces em pontos.

De fato, a Proposi¢ao 2.30 de [2] nos auxilia neste calculo.

Proposicao 3.2.3. Suponha que f : S™ — S" tenha a propriedade de que, para algum ponto
y € S", a pré-imagem f~'(y) consiste de uma quantidade finita de pontos xi,...,Tn,. Entio o
grau de f € a soma dos graus locais em cada x;, 1 =1,...,m, ou seja,

x5

m
deg f = Z deg f

i=1
Observe que para qualquer ponto y € S?!, temos que qb;lw, (y) sao dois pontos, a qual um
ponto x; pertence a face F e o outro ponto x, esta na face F.. Como f? é um homeomorfismo,

segue que o grau local de x; é o grau da fungao f?, que por sua vez é deg(f’) = 1. Do mesmo

%

modo, o grau local de x5 é deg(f7) = £1. Logo, temos o seguinte teorema:
Teorema 3.2.4. O coeficiente c(w,w') é 0 ou +2, para todo w,w’ € W.

Este teorema permite dizer que os coeficientes da Zs-homologia da variedade flag maximal sao
todos nulos.

3.2.1 Expressoes algébricas para os graus

Sejaw=ry---rpew =71y -7, duas decomposi¢des minimais com r; = r,,, assumindo
que a raiz simples «; tem multiplicidade d; = 1.

A decomposi¢ao minimal w’ = s; - - - 5; previamente fixada (que pode ser diferente da decompo-
sicdo w' = ry---7; -+ -1y,) esta associada a funcao caracteristica ®,,. A partir dela, pode-se calcular
o grau de ¢,,,, utilizando as func¢oes

Tty tn) = O (W1(t) - Mg, - Yn(tn) - o).

Da mesma forma, pode-se associar a decomposicao w’ = ry - - - 7; - - - 7, uma funcao caracteristica
V., dando origem as funcoes

ROty .., 0,. . 1) = U a(
Rty ooy Ty tn) = Wy

Veja que estas funcoes estao relacionadas por

1) Lo n(tn) - bo);

t
tl) C Mg, ¢n(tn) . bo)-

o= (2, 0W,)ohd;

7

ff= (9, oW, )ohl.

(2
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Como a funcgao <I>;,1 o W, ¢ um homeomorfismo entre esferas (quando colapsamos a fronteira
em pontos), tem-se que

deg f{ = deg(®,} o U,s) - deg hY = +deg h!.

Analogamente, temos deg f7 = £ deghl.
Para w € W, defina a funcao

p(w) = > dimgg-

BElly

como a soma das raizes em II,, = ITT N wIl~ contando-se suas multiplicidades.
A formula para o coeficiente c¢(w,w’) é dado pelo teorema a seguir.

Teorema 3.2.5. Considere k o inteiro dado por ¢(w) — ¢(w') =k - B, onde € a tnica raiz tal
que w =1rgw’, e [ = ng dimg; € a soma das multiplicidade das raizes o, para j <1i. Entao

(w,w) = deg(@,} 0 Wy )(~1)! (1 + (~1)F),

A demonstracdo deste teorema encontra-se em |[8§].

3.3 Continuacao do exemplo SI(3, R)

Aplicaremos o calculo da homologia para o exemplo iniciado no capitulo 1. Considere o grupo
de Lie SI(3,R). Fixemos a seguinte decomposi¢do minimal para o seu grupo de Weyl W = Sj:

1, (12), (23), (123) = (12)(23), (132) = (23)(12), (13) = (12)(23)(12).

A partir do Lema 2.1.6, podemos parametrizar os conjuntos K; = Kianyy € Ko = Kiq
pelas matrizes

23)}

0 10 0O 0 O
A= -1 0 0 B=|(0 0 1
0 00 0 -1 0
através das funcoes
wl : [0,71'] — Kl o Qﬂg : [0,71'] — KQ
t = et t = etB

Assim, pode-se escrever as células de Schubert de acordo com a decomposicao pré-fixada de
W, em termo dos subgrupos K;, como

Ordem 0: S; = by;
Ordem 1: 8(12) = Kl . b(),
3(23) = Ky - bp;
Ordem 2: 8(123) = K1K2 : bo,
5(132) = KK - by;
Ordem 3: 8(13) = K1K2K1 . bo.
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As respectivas funcoes caracteristicas sao dadas por

Ordem 0: O4(t) = by;

Ordem 1: ®(15)(t) = e A by, t €[0,7);
@(23)(15) =€ bo,t € [0,71'],
Ordem 2: ®(193)(t, ) = e'e*B - by, (¢, 5) € [0, 7%
D139 (L, 5) = etBest by, (t,5) € [0, 7)?%;
Ordem 3: ®i3)(t, s,7) = edeBe™ - by, (¢, s,1) € [0, 7.

Para determinar a homologia, precisamos calcular o operador fronteira 0, que é obtido a partir
dos coeficientes c(w,w’), com w,w’ € W. Para isto, precisamos verificar cada combinacao cuja
ordem dos elementos diferem em 1, pois em todos os outros casos, os coeficientes sao nulos.

L. ¢((12),1) = 0. A célula S(19) tem como fronteira a tinica célula de dimensao 0, ou seja, o
ponto by. Assim, as fungoes f7, fT : S® — S° sdo triviais, pois o dominio e contradominio
sao iguais ao ponto by. Para determinar o grau destas funcoes, basta observar que temos
uma orientacao no intervalo [0, 7], segundo a figura:

Figura 3.1: Célula S(19).

Dai, se considerarmos a orientacao padrao do ponto como aquela que aponta para “fora” do
ponto, quando pegamos os pontos do extremo do intervalo, temos que a orientacao herdada
do intervalo [0, 7] aponta para “fora” do ponto {0} e para “dentro” do ponto {7}, ou seja,
deg(f?) =1 e deg(fT) = —1. Logo, ¢((12),1) =1+ (—1) = 0.

2. ¢((23),1) = 0. Anélogo ao caso anterior.

3. ¢((123), (12)) = 0.

—_

e Veja que (12) = (12)(23), ou seja, ¢ retirado o 2° fator da decomposi¢do minimal de
(123);

o /2 fr. S — S'sdo dadas por
f2(t,0) = eePP by = e - by
Xt m) = ele™ by = e - by

pois sabemos que e™® € M. Observe que na definicdo acima, é necessario ter em mente
que falta colapsar as fronteira em pontos para que tenhamos S' — S*.
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e O grau de cada fungao f e fI pode ser obtido comparando-se a orientagiao da face
correspondente na fronteira do cubo [0, 7]?, que é orientada no sentido anti-horério,
com a orientagao dada, respectivamente, pelas fungoes f e f7, de acordo com a figura
3.2.

S(123)

—
f2(t,0) = et4 - by

Figura 3.2: Célula 8(123) cm 8(12).

Assim, observamos que a curva f5(t,0) segue na mesma diregao da orientagao da fron-
teira no sentido anti-horario, implicando que deg(f9) = 1. Por sua vez, a curva fJ(t, )
segue na direcdo contraria da orientacao anti-horéaria, ou seja, deg(fy) = —1. Logo,
c((123),(12)) =1+ (—=1) = 0.

4. ¢((123),(23)) = —2.

—

e Veja que (23) = (12)(23), ou seja, é retirado o primeiro fator da decomposi¢ao minimal
de (123);

o [P fr: St — S!sdo dadas por

12(0,5) = e . by = e3P - by

f{r(t, 7_[_) — eﬂAesB . bO — ewAesBe—wA . bO

Mas,
0 =m0 0 0 0 0 —m O
e™Be™™ = exp —m 0 0 0 0 1 Jexp ™ 0 0
0 00 0 —1 0 0 0 1
-1 0 0 0 0 -1 0 0
= 0 -1 0 0 1 0 -1 0
0 0 0 —1 0 0 0 1
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Logo,
fi(m,s) = e P by = e BeB . by = e(m=s)B . bo.

e O grau de cada fungao f? e fT pode ser obtido de modo analogo ao feito anteriormente,
comparando-se a orientagio das faces correspondente na fronteira do cubo [0, 7%

£(0,8) = by S(123) T (m,s) = e(mm9)B .y
1 v

Figura 3.3: Célula 8(123) e 8(23).

Logo, observamos que a curva f(0,s) segue na dire¢ao oposta da orientagao da fron-
teira no sentido anti-horério, implicando que deg(fY) = —1. A curva f7(7,s) também
segue na dire¢do contraria da orientacdo anti-horéaria, ou seja, deg(f7) = —1. Logo,
c((123),(12)) = (=1) + (-1) = —2.

5. ¢((132),(12)) = —2 e ¢((132),(23)) = 0 sdo obtidos de modo semelhante ao dois ultimos
caso, a qual pode ser observado na figura a seguir:

F0.5)= e by Suzs) | |, FT(ms) = =94

Figura 3.4: Célula S132).

6. ¢((13),(123)) = 0.

—

e Veja que (123) = (12)(23) = (12)(23)(12), ou seja, é retirado o terceiro fator da decom-
posigao minimal de (13);

o [V fF:S% — S?sdo dadas por
FAt,5,0) = eesBel . py = B - b,

Filty5m) = 4P by = A0 by
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e O grau de cada fungao f e fT pode ser obtido comparando-se a orientagiao da face
correspondente na fronteira do cubo [0, 7]?, que é orientada de forma que o vetor normal
aponte para fora do cubo, com a orientagdo dada, respectivamente, pelas fungoes f3 e
f4. Isto pode ser visto na figura a seguir:

s % s

- L S by T

Figura 3.5: Célula 8(13) em 8(123).

Observe que fixando a orientagao da face (¢, s,0) como o vetor normal que aponta para
cima (queremos respeitar aqui a “regra da mao direita”), a funcao f3(0) deve inverter
a orientacao pois deve levar uma orientacao cujo vetor normal aponta para dentro do
cubo para uma orientagao que aponta para fora, implicando que deg(fy) = —1.

Do mesmo modo, tomando a orientacao da face (¢, s,m) cujo vetor normal que aponta
para cima (a mesma orientacao da face (¢,s,0)), a fun¢ao fJ preserva a orientagao pois
tanto o dominio quanto o contradominio tém orientacoes cujos vetores normais apontam
para fora do cubo. Logo, ¢((13),(123)) =1+ (—1) = 0.

7. ¢((13), (132)) = 0.

—_

e Veja que (132) = (23)(12) = (12)(23)(12), ou seja, é retirado o primeiro fator da
decomposi¢do minimal de (13);

o [V fr:S? — S?sdo dadas por

flo(()’ s, 7,) — 6OAesBerA . bO — esBerA . bO

ff(ﬂ', s, 7") — efrAesBerA . bO — B7rA€sB€r‘A€77'rA . bO
_ TA
_ eﬂ'AesBe wAerA . bO _ eAd(e )sBerA . b()
— efsBerA . bO
pois e e e7™ comutam e Ad(e’rA)B = —B. Para descrever esta funcao com o dominio

[0, 7]2, considere a equagao Ad(e™™P)A = —A (que pode ser calculado de modo andlogo
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a equagao Ad(e™)B = —B). Dali,

fi(m,s,r) = e B by = (e7Be™P) (e PerAemP) -y

6(7T—S)B€7‘Ad(e’7’B)A . bO — e(ﬂ—s)Be—rA X bO

e(w—s)Be—rAeﬁA . bO _ e(W—S)Be(ﬂ'—’I’)A . bO-

e O grau das fungoes fJ e fT podem ser obtidos de acordo com a figura:

4 0 — ,sB_TA | 4
r 12(0,5,m) = e*¥er - bo r

A y

e e

f{r(ﬂ',s,r)r = e(‘"—s)rB;er(rﬂ'—r)A - b
Figura 3.6: Célula S(13)y em S(132).

Fixando a orientacao da face (0,s,7) como o vetor normal que aponta na dire¢ao do
vetor canonico (1,0,0), a funcdo f1(0) deve inverter a orientacao pois deve levar uma
orientacao cujo vetor normal aponta para dentro do cubo para uma orientacao que
aponta para fora, implicando que deg(f?) = —1.

Analogamente, considerando a orientagao da face (m,s,7) cujo vetor normal também
aponta na dire¢do do vetor (1,0,0), observe que a aplicagdo (s,r) — (7 — s,m — 1)
preserva a orientagao e, portanto, a fungao f preserva a orientagao pois tanto o dominio
quanto o contradominio tém orientagoes cujos vetores normais apontam para fora do
cubo. Logo, ¢((13),(132)) =1+ (1) = 0.

Assim, o operador fronteira é dado por:

Ordem 1: 0515 = 0;
88(23) = O,
Ordem 2: 05123y = —2S5(23);
98(132) = —2512);
Ordem 3: 053 = 0.

Portanto, a sequéncia exata da homologia celular é

7 %= 7207 %2 727 22 7
(a,b) +—— (—2b,—2a) '

Logo, temos os seguintes grupos de homologia:
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o Hy(F$,) =0, para todo k > dim(F} ,) = 3;
o H3(F},) = Ker(ds) = Z;

Ker(0
o Hfi) = Im((a:j)) -
° H1<Ff,2> = Kerld) _ 292 = Ty ® Zy;

Im(dy) 27 @27

Hy(F3,) = Z, pois F3 , é conexo.



Capitulo 4

Caracteristica de Euler das variedades flag

Este capitulo apresenta os principais resultados obtidos nesta dissertagao. Em termos de defini-
¢ao, a caracteristica de Euler é um dos mais simples invariantes topolégicos presentes na topologia
algébrica. Em um primeiro momento, obtemos a caracteristica de Fuler para variedades flag maxi-
mais em termo da multiplicidade das raizes simples da algebra de Lie associada. Depois, partiremos
para um caso particular onde atribuiremos o valor da caracteristica de Euler das grassmanianas
simpléticas.

Definigao 4.0.1. A caracteristica de Euler x(X) de um espago X com uma estrutura CW-
complexo finita € dada por

n=>0

onde ¢, € a quantidade de células de dimensdo n. Observe que uma definicio andloga para a
caracteristica de Fuler é tomd-la como a diferenca entre o total de células de dimensdo par e o
total de células de dimensao impar. Este operador é um invariante topoldgico.

4.1 Fibracoes de variedades flag

Considere a variedade flag parcial Fg com a decomposicao celular dada pelas células de Schubert
SO, Temos uma associacio biunivoca entre os elementos minimais W® das classes laterais W/We
e o conjunto das células de Schubert. Assim,

W(Fe)= 3 (-1
wewe

pois como foi visto na secdo 1.2.4 , se w € W® entdo dimS9 = dim S,,,.
Se w = ry---r, € uma decomposicao minimal deste elemento do grupo de Weyl, com r; uma
reflexdao em torno da raiz «;, entao

k
dim S, = Z dim(ga, + 924;)-

i=1

64
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Temos como objetivo uma formula que relacione a caracteristica de Euler para diferentes va-
riedades flag parciais. Seja ©; C Oy C X e tome a fibragao canonica 7r8; : Fg, — Fg,. Denote
sua fibra por fe,e,. Para duas células de Schubert S9! e 891 de Fg,, com w,u € W®!, entdo
7r8; (8S1) = ng (891) se, e somente se, wW®? = uWV©2. Dai, se w também pertence a WWO? entao
as células de Schubert em Fg, que sao projetadas em SO2 sio células SO! tais que u € WO UwWe,.

Lema 4.1.1. Se w € W® e u € We entao l(wu) = l(w) + l(u). Além disso, se escrevermos
W="T1 " Tyw) € U= 51 S em termo de reflexdes simples, tem-se que

ww =T+ Tz(w)81 cee Sl(u)-
€ uma decomposicao simples.

Demonstracao. Indugao sobre [(u).

Se l(u) = 1 entdo u = s, com a € O. Assim, [(wu) = l[(w) = 1. Pela definicio de W® da
equagdo (1.1.8), como o € © e w € W entao l(wu) = [(w) + 1.

Suponha que vale para [(v) < I(u), com v € Wg. Considere v = usy(,), ou seja, v = s1 - - §y(u)—1-
Pela hipotese de inducao, [(wv) = l(w) + (v) = l(w) + I(u) — 1. Veja que voy(,) € um raiz positiva
em (O©) pois pertence a IL, e, portanto, wv(oyw)) = w(voyw)) > 0. Logo, l(wu) = l(wvsyy)) =
l(w) + l(u). |

Corolario 4.1.2. Seja w € W®? e u = wv € W NwWe,, com v € We,. Entao

dimS? = dimS9? + dim S,
= dimSS" + dim S,.

Demonstragao. Pelo lema anterior, se w = ry -+ -1j) € v = 51+ Sj() Sa0 decomposic¢oes simples,
entao
u pumm Tl ... ’r‘l(w)sl . .. Sl(’[})

é uma decomposicao simples, ou seja, dimS, = dimS,, + dimS,. Como u € W' e w € W92,
entao dim 8&' = dim 8§92 + dim S,

Para a segunda equacdo, temos que dim S,, > dim SO > dim 892 = dim S,,,, ou seja, dim SOt =
dim S,,. |

Lema 4.1.3. Seja w € WO e u = wv € WO NwWe,, com v € We,. Entio v € WO,

Demonstracao. Inicialmente, vamos provar que v é minimal na classe lateral vWWg, quando restrito
ao conjunto We, /We,. Seja vpmin € We, 0 elemento minimal da classe lateral vWeg,. Pelo Lema
4.1.1

Hwomin) = LHw) + H(vmin) < L(w) 4+ 1(v) = L(wv).

Como u = wv € W®' & o tinico elemento minimal em wWe, € que Wuy,;, € wWe, entao
Wpin = WU, 1810 &, Uppin = V.

Agora, vejamos que é minimal na classe lateral vYWg, de W/Wg,. Como v € We,, entao
892 = bg, é trivial. Dai, tomando a fibragio 7e, : F — Fe,, temos que a célula S, estd contida
na fibra fe,, pois me,(S,) = 82 = be,. Do mesmo modo, S&' C fo, e, relacionada a fibragao
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7r®2 Fo, = Fg,. Como a fibra fe, é a variedade flag maximal do grupo G(03) gerado por g,
com a € (03), e fo,0, ¢ a variedade flag parcial de G(0,) para ©; C Oy, entdao S, e S', onde
v € We,, sao células de Schubert para fo, € fo, 0,, respectivamente.

Pela primeira parte da demonstracao, v é o elemento minimal da classe lateral vWeg,, quando
o grupo de Weyl é We,. Logo, dim S, = dim 81 e, portanto, v € W®1. [ |

Deste modo, tem-se que
dim 82 = dim 822 + dim S (4.1.1)

quando v = wv € WO e w € W2, no caso que v € Wg, N W1,

Proposicao 4.1.4. Sejam ©, C O, C X e a fibracdo candnica 7r9 :Fo, = Fo, com fibra fo, e,
Entao

X(F®1) = X(F®2>X(f@1,®2)‘

Demonstragao. Pela equagao (4.1.1), temos

XFo) = 3 (—pBmst = 37 ST (1) Sy € WO

ueWo1 weW®2 veW®1nNWe,
. e . e
= 2yt 3T ()™ = x(Fo)x(fe,e0)
wew®z2 veEW®1NWe,

4.2 Caracteristica de Euler de variedades flag maximais

Para descrevermos como é a caracteristica de Euler de variedades flag maximais precisamos
conhecer a multiplicidade das raizes restritas. Para tal, primeiramente realizaremos um breve
estudo sobre a complexificacao da algebra de Lie g.

Seja g um algebra de Lie semissimples real. A complexificacao gc de g pode ser descrita como

gc={X +iY|X,Y € g}
cujo colchete de Lie é definido por
[Xl + Z.}/laXQ + 23/2] - [X17X2] - [}/173/2] + Z([Xh}/Q] + [)/17X2])

Proposicao 4.2.1. A dlgebra de Lie g € semissimples se, e somente se, sua complerificacao gc
também € semissimples.

Esta proposicao de da pelo fato da forma de Cartan-Killing de g ser a restricao da forma de
Cartan-Killing de gc, e assim, uma delas é nao-degenerada se, e somente se, a outra também é
nao-degenerada.

Uma subalgebra b de g (assumindo que a dlgebra de Lie atua em um corpo K qualquer) é dita
uma subdlgebra de Cartan se satisfaz:
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1. b é nilpotente;

2. O normalizador de h em g coincide com b. Esta condigao é equivalente a: se [ X, h] C b entdo
X eb.

Dada um subalgebra de Cartan h de g, quando complexificamos h obtemos que hc é uma
subalgebra de Cartan do complexificado gc, uma vez que a extensao de uma algebra nilpotente é
nilpotente e também porque a propriedade do normalizador nao depende de quais escalares que se
tome.

Proposicao 4.2.2. Seja a uma subdlgebra abeliana mazximal em s. Entao, existe uma subdlgebra
abeliana mazximal b de g que contém a. A subdlgebra by € de Cartan e se decompoe em soma direta
como

h=ad(hNEt)=adt

Demonstracao. Esta demonstracdo pode ser encontrada em [12]. |

Definicao 4.2.3. Uma dlgebra de Lie g € dita uma forma real normal de gc se a subdlgebra
abeliana a C s também € subdlgebra de Cartan, ou seja, t = 0, implicando que h = a.

Se h = a®t é uma subdlgebra de Cartan, ¢ util definir o conjunto A = A(gc, hc) das raizes de
gc com respeito a subélgebra de Cartan he. Podemos decompor o espaco ge em relacao as raizes
de A, isto &,

gc = bhe @ Y (9c)y-

vEA

Temos que o espago associado a uma raiz restrita o € Il de g ¢ dado por

ga=00N > (ac)y (4.2.1)

YEA
Ya=a
ou seja, as raizes restritas sao restricoes por a das raizes de gc.

Lembremos que na construgao do sistema simples de raizes (com respeito a subalgebra de
Cartan), queremos que as raizes de uma subalgebra de Cartan hc sejam escritas com coordenadas
inteiras. Neste caso, onde atuamos no corpo dos complexos, podemos relacionar a subalgebra h¢
com o seu realificado (hc)®. Denotaremos (hc)® por hr. Deste modo, é conveniente trabalhar com
as raizes em hg ao invés b, ou seja, pode-se escrever uma raiz o € A como « : hg — C.

A decomposicao da subalgebra de Cartan h = a @ t permite escrever o complexificado hc de b
como

bce=ad®itdiadt.

Assim, os dois primeiros termos da decomposicao de hc formam o subespaco real na qual as
raizes de hc sao reais. De fato, tem-se a seguinte proposicao:

Proposicao 4.2.4. Dada a subdlgebra de Cartan h = a @& t, o subespaco real hr de he € dado
por br = a @ it. Deste modo, as raizes o € A aplicadas em Hhgr resultam em valores reais, isto €,
pode-se tomar « : hg — R.
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Demonstracao. O subconjunto de he em que as raizes de he assumem valores reais é exatamente
br. De fato, as raizes de hc assumem valores reais em hr. Além disso, hc = br @ ihr e para
H € by existe uma raiz « tal que a(H) # 0. Desta forma, se H' = H; + iHs € hc nao pertence a
br, entdao a(H') nao é real para alguma raiz .

Uma raiz de A aplicada em elemento H € h sera sempre autovalor de ad(H), uma vez que b
pode ser visto como subconjunto de he. Pela Proposicao 1.1.2, se H € a C s, entdo ad(H) é uma
matriz simétrica e assim todos seus autovalores sao reais, implicando que a C hr. Caso contrario,
se H € t C ¢, entdo matriz ad(H) é antissimétrica, implicando que seus autovalores sdo todos
puramente imaginérios, logo it C bg. Assim, a @ it C hr. Pelo fato da dimensao real de a @ it
coincidir com a dimensao de h = a @ t, que por sua vez coincide com a dimensao de hg, ou seja,

dim(a @ it) = dim(h) = dim(hg)
segue que hr = a @ it. "

As raizes restritas sao restricoes a a das raizes de he. Para ver tais restricoes, consideraremos
a inclusao do dual de a no dual h tomando a extensao de a* tal que restrita a t vale 0.
Um funcional linear v de h¢ se associa ao funcional linear de conjugacao 7 definido por

Y(H) =~(H)

onde H é a conjugacio em gc (isto é, se H = H; + iHs, entdo H = H, — iH,) e a outra ¢ a
conjugacao usual dos complexos.

Dada uma raiz v € A, pela proposicao anterior, podemos escrever vy como a soma de funcionais
v =g + 71, onde vg é o funcional que se anula em it e y; o funcional que se anula em a (sempre
lembrando que podemos escrever v : hg — R).

Dizemos que v é real quando vy; = 0, imaginario quando vg = 0, e complexo quando nao é
nenhum dos anteriores. Deste modo, a raiz conjugada 7 pode ser denotada por ¥ = g — ;.
Observe que o funcional linear

%(7+7) = Tr (42.2)

é a restricao de v em a.

Uma maneira alternativa de se descrever as restricoes das raizes a a é através da involucao de
Cartan 0 associada & decomposicao de Cartan g = €@ s. Esta involugao é um automorfismo de g e
se estende a um automorfismo de gc, que também sera denotado por §. Como 0y =1 e 0], = —1
temos que sua restricao a hr e dada por

0(H) = —H.
Considerando o fato da raiz v ser real em b, tem-se que nesse espaco,
F(H) =~(H) = —(0(H)) = —y(07'(H)) = (—=0"y)(H) (4.2.3)

onde 6* ¢ o dual da involucao 6, isto &, 0*y = yo 071
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Como 6 é automorfismo, isso mostra que 7 é uma raiz. Utilizando a equagdo (4.2.2), temos que
a restricao de v a a também pode ser descrita como

1
YR = 5(1 —0%)y.

Lema 4.2.5. Seja 0 a involucao de Cartan de uma forma real nao-compacta que deixa invariante
a subdlgebra de Cartan. Se vy € uma raiz tal que 8%y = v, entao o espaco de raizes g, estd contido
em €+ 1. Mais ainda, se 8 € uma raiz arbitraria, entao 5+ 0*3 nao € raiz. Portanto, 5 — 5 nao
€ Taiz.

Demonstragao. Para automorfismos em geral, 0g, = go-,. Pela hipotese 0"y = ~, temos que tal

relagdo se reduz & fg, = g,. Dai, se X € g, entdo 6(X) = cX e como § é involugio, ¢ = 1, ou
seja, ¢ = £1. Veja que podemos descrever gc como
gc=tDsDitDis.
Se ¢ = 1, entao devemos ter que X € € @ i€. Agora, supondo que ¢ = —1 entao X € s P is.

Porém, a condigao de que 6*y = 7 e a equagao (4.2.3) implicam que v+7% = 0. Logo, para H € a,
v(H) =0 e assim, [H, X]| =0, o que viola a maximalidade de a. Portando c=1e¢ X € £t @ it.
Para a segunda afirmacao, seja v = 3+ 0*3. Entao 0"y = v e assim, g, esta contido em £ @ ¢,
Por outro lado,
g, = (95, 905]

e como gg-p = Ogp, se Y € gz\{0}, entdo
X =[v,0Y]
gera g, (pois g, tem dimensao 1). Mas
OX = 0[Y,0Y] = —X
implicando que X € s @ is. Portanto, g, = {0} e v nao é raiz. |

Observemos que se v é uma raiz em A entdo (yg,7;) = 0. De fato, podemos escrever vz =
(Hg,-) com Hp € a. Assim,

<’7R,’71> = ’YI(HR) =0
pois 1o = 0. Logo, |7| = [7]. onde denotamos [1/* = (7.7).

2(7,7%)
ik

Lema 4.2.6. Suponha que v seja uma raiz complexa. Entao o sequinte numero de Killing

admite apenas os valores 0 ¢ —1. Além disso,

oy
e Se <%2ﬁy> =0 entao |y]* = 3|2vg|?;
7]
oy 7
o Se 7 = —1 entdo |y|*> = [2ygr|*.

v]?
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Demonstracao. Sendo v complexo, entao vy # 0. Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
no ntimero de Killing

200:W | _ | 2hiAl |
2 2 | 2
il ]
uma vez que a igualdade na desigualdade de Cauchy-Schwarz ocorreria apenas se v = 7. Como

todo ntimero de Killing admite apenas ntimeros inteiros, segue que as tnicas possibilidades nesse
caso serao 0, —1 e 1.

9~ =

Suponha que <|%|27> = 1. Entao teriamos que v — 7 é raiz, pois faz parte da J-sequéncia

Y
iniciada em ~ (este fato corresponde ao Teorema 6.10 de [12]). Por outro lado, b é invariante pela
involugdo de Cartan 6 pois se X € a entdo 0(X) = —X € a e, analogamente, 6(t) C t. Dai,
utilizando o Lema 4.2.5, v — % nao pode ser raiz, o que é um absurdo.
2~ 7
Agora, sabendo que v+ 7 = 27 e que |v|? = [7]?, se <‘7’|§> = 0 entao (v,7) = 0. Dai,
Y

129e* = (Y + 7,7 +7) = WP+ 2(v.7) + A7 = 2]/

= —1 entdo (v,7) = —3|y[%. Assim,

129k|* = [V + 207, 7) + 71 = VP = P+ )7 =
[ |

Lema 4.2.7. Se m, = dim(g,) € moy, = dim(gas) sGo ambos nao nulos, entao a raiz restrita 2«
pode ser estendida & uma unica raiz de A tal que assume valor 0 quando restrita a t. Além disso,
Mo € PaT € Moy € Tmpar.

Demonstracao. Sejam 7,0 € A raizes tais que yg = a e dg = 2a.
Primeiramente, suponha que v é real, ou seja, vy = 0. Entao,

Ay = (27, 27) = (20, 20) < (5,0) = |9]*.
Ou seja, o comprimento relativo % das duas raizes é maior ou igual a 4. Além disso,
{(v,0) = 2|a* + {a, 6;) = 2|al* > 0.

Como v e § sao raizes de um sistema irredutivel de raizes que nao sao perpendiculares, entao o
comprimento relativo entre esta duas raizes deve ser no méximo 3, resultando em uma contradicao.
Portanto, v ¢ complexo.

2(7,7)

Se 5

— hP ) ,
v+ 7 é a unica extensdo de 2« tal que restrita & t € 0 (observe que nesse caso 2a também pode
possuir extensdes complexas). Esta unicidade se deve ao fato de que toda raiz de A pode ser visto
como um funcional de bhg.

= —1, entdao 7+ 7 = 2« é raiz de A pois é uma J-sequéncia iniciada em . Assim,
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2 m.

Agora, pelo lema anterior, a tnica outra possibilidade é que % = 0, implicando em

Y
71?2 = 1]2a|*. Nesse caso, suponha que § nio ¢ real.
2(6,0 N - : . : -

Veja que se % = —1 entao 0 + 0 = 4« seria uma raiz real, o que é um absurdo pois 4o nao
- . 2(d,5) o
¢ raiz restrita. Logo, devemos ter o2 = 0, que pelo lema anterior, implica em

. . 2 2 2
0] = §|25R| = §|4a| = 2|2al” = 4]v/|%. (4.2.4)

Se (v,9) # 0 entdo o tamanho relativo entre duas raizes nao perpendiculares deve ser menor
que 3, o que contradiz a equacao (4.2.4).
Por outro lado, se (v,d) = 0 entdo (y7,0;) = —2|al®. Assim, sabendo que 7 também é raiz,
tem-se que
<7a 5> = 2‘042 - <71a51> = 4‘042 > 0.

A equagao (4.2.4) implica que |§|> = 4[7]?, que também resulta numa contradigao. Logo, temos
que ¢ é real, isto é, 2a pode ser estendido de modo que vale 0 na restricdo em t.

Dada uma raiz complexa em A, sua multiplicidade real é 2. Como toda extensao v da raiz
restrita o sempre é complexo, entao m,, ¢ par pois é a soma das dimensoes dos espaco da equagao
(4.2.1).

Sabendo que existe apenas uma extensao real da raiz 2«, entao mso, € impar pois qualquer
outra extensao de 2« é complexa (como dito anteriormente, s6 podera existir extensoes complexas

quando 2%’? = —1). |

Este lema diz que, para uma raiz a € Y, admite-se apenas as seguintes possibilidades para a
dimensao dos subespacos de raizes g, € goa:

e dim(g,) ¢ impar e dim(ga,) = 0;
e dim(g,) é par e dim(gs,) = 0;
e dim(g,) é par e dim(gs,) € impar.

Logo, a seguinte proposicao determina como deve ser a caracteristica de Euler para variedades
flag maximais:

Proposicao 4.2.8. A caracteristica de Fuler de todas as variedades flag mazximais sio dadas da
sequinte maneira:

1. x(F) = 0 quando eziste uma raiz simples o € ¥ tal que

e ou dim(g,) € fmpar;
e ou dim(go,) # 0.

2. x(F) = |W| quando para toda raiz simples o € 3, tem-se que dim(g,) € par e dim(ga,) = 0.
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Demonstragao. Dado o € X, considere a fibra f, da projecao canonica myqy : F — Fyqy, isto &, a
variedade flag de G(a) de posto 1. Entao essa fibra é uma esfera de dimensao m = dim(g, + g2a)-

Suponha primeiro que dim(g,) é impar e dim(gs,) = 0, para algum « € ¥. Temos que a fibra
f{ay € uma esfera de dimensao m = dim g, impar. Logo, a caracteristica de Euler desta fibra é
0 pois esferas de dimensao impar tém caracteristica de Euler nulo. Assim, pela Proposicao 4.1.4,
X(F) = x(Fay)x(fra}) = 0.

Se dim(gs,) # 0 para alguma o € X, utilizando o lema anterior, temos que dim(g,) é par e
dim(gs,) é impar, implicando que m é impar. Pelo mesmo argumento que o anterior, x(F) = 0.

Agora, nos resta o caso onde dim(g,) é par e dim(gs,) = 0, para toda raiz a € 3. Seja
weE€Wew=r;---r, uma decomposicao simples. A célula de Bruhat associada a w tem dimensao
dim(N -wby) = 22:1 dim(g, + g24) que € par, pois todas as raizes sao pares. Logo, todas as células
da variedade flag maximal sao pares. Como o conjunto das células de Bruhat estao em bijecao
com o grupo de Weyl, segue que x(F) = |W]. |

Note que quando g, tem dimensao par e dim(gs,) = 0 para toda raiz simples a € ¥, também
temos que todas as células de uma variedade flag parcial Fg sao pares, com © C . Nesse caso, a
flag parcial deve ter caracteristica de Euler x(Fg) = |[W/We|.

Corolario 4.2.9. Se o grupo de Lie é normal, ou seja, sua dlgebra de Lie € uma forma real normal,
tem-se que x(F) = 0.

Demonstracao. Basta observar que todas as raizes tém multiplicidade 1. [ |

4.3 Caracteristica de Euler das grassmanianas simpléticas
Ly(R*)

No Capitulo 2, realizamos a decomposicao celular das grassmanianas simpléticas L,(R*), que
sao variedades flag minimais com © = ¥\{«,} do grupo simplético Sp(l,R). O Teorema 2.2.3
relaciona cada célula de Schubert S© com uma l-upla da forma (i,m,a) e a Proposicao 2.2.4 diz
que a dimensao desta célula é a soma elementos desta mesma mesma [-upla.

Um resultado conhecido de [2]| é que para variedades quaisquer fechadas de dimensao impar, o
valor de sua caracteristica de Euler é zero. Porém, nao podemos aplicar este fato para qualquer
grassmanianas simpléticas L,(R*) pois sua dimensdo, pelo Coroléario 2.2.5, pode ser par. Assim,
procederemos com um célculo combinatério para obté-lo.

Uma n-upla I = (iy,...,4,) cujos coeficientes sdo naturais i, € N, para k = 1,...,n, serd
chamada de um n-multi-indice. Em particular, se i, = 0 para todo k € {1,...,n}, dizemos que
este ¢ o n-multi-indice nulo e é denotado por O(n).

Dados I = (iy,...,7,) um n-multi-indice e J = (ji,...,7) um [-multi-indice, definiremos a
concatenacgdo deles como o (n + [)-multi-indice definido por

IxJ= (2.17"'77;717].1"""7‘1)'
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Agora, considere os conjuntos de multi-indices

A, C {I|]Iéum n-multi-indice}
B, < {J|J éum [-multi-indice}

e defina a concatenacao deste dois conjuntos como
A, xB ={IxJ|1€A,eJ € B}.

Nosso objetivo é descrever o conjunto Afm que esta em bijecao com o conjunto das células da
grassmaniana simplética L,(R?), como unido e concatenagao de conjuntos de multi-indices. Vamos
definir tais conjuntos.

Definicao 4.3.1. Sejam k,l nimeros naturais nao-negativos tais que k < [. Tome o sequinte
conjunto de k-multi-indices C*(k,1), definido indutivamente para k como:

C:(0,1) = 0;

Crk, ) =Gtk =1t = 1) % (1) (4.3.1)

onde (t) é simplesmente um 1-multi-indice. Este serd o conjunto estritamente crescente sem zeros.

Veja, por exemplo, que o conjunto C¥(3,5) pode ser descrito como:

-~

Cx(2,2)%(3) Cx(2,3)*(4) Cx(2,4)%(5)

{(1,2,3) U{(1,2,4),(1,3,4),(2,3,4)} U{(1,2,5),(1,3,5),(1,4,5),(2,3,5),(2,4,5),(3,4,5)} .

A fim de esclarecer sua nomenclatura, C*(k,l) ¢ justamente o conjunto formado por todos
k-multi-indices [ tais que 0 < 7; < 15 < -+ < 4 < [, ou seja, sao estritamente crescentes sem
nenhum zero.

Definicao 4.3.2. Sejam k,l numeros inteiros nao-negativos tais que k < . Entao, o conjunto de
k-multi-indices

Ce(k, 1) = ] O(k —m) « Cs(m,1) (4.3.2)

m=0

serd o conjunto estritamente crescente com zeros. F possivel observar que esta unido € disjunta e

que C(0,1) = 0.
O seguinte lema justifica 0 nome dado ao conjunto C,(k,1):
Lema 4.3.3. Um elemento I = (i1, ..., 1) pertence ao conjunto C.(k,l) se, e somente se, satisfaz:

1. 4, €0,...,0, para todot =1,...,n;
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2. Admite uma sequéncia de repeticao de zeros até o primeiro elemento nao nulo;
3. A partir do primeiro elemento nao nulo, passa a ser uma Sequéncia estritamente crescente.
Demonstracao. Segue diretamente da definicao |

A construcao do conjunto C(k, 1) nos permitira identifica-lo com a parcela i das células de uma
grassmaniana simplética. Contruiremos outro conjunto que possa ser identificado ao a.

Definicao 4.3.4. Sejam k,p,l nimeros inteiros nao-negativos tais que p < l. Entao, define-se
C(k,p,l) como o sequinte conjunto de k-multi-indices definido indutivamente para k:

C(0,p,1) = 0;
l
Clk,p.1) = JCk = 1,p.t) = (1). (4.3.3)

Este serd o conjunto crescente de p até [, onde admite repeticao de nimeros na sequéncia.

Lema 4.3.5. Um elemento qualquer A = (ay,...,ax) do conjunto C(k,p,l) satisfaz
O0<p<a < <ap <L

Demonstracao. Segue por indugao sobre k. |

Tendo em maos estes conjuntos, entao pode-se concluir que em uma variedade grassmaniana
simplética L, (R2l), o conjunto de todas as célula de tipo m coincide com seguinte conjunto:

Vi(m) = Q(p —m) * Ce(m, ll*(m) *g(l —p—1,m,p) (4.3.4)

onde, concatenamos uma sequéncia de p — m zeros na frente do conjunto para que todos os multi-
indices de Vj(m) tenham tamanho [.

Corolario 4.3.6. A uniao disjunta | J} _,

em bijecdao com o conjunto de todas as células da variedade grassmaniana simplética L, (]RZI).

Vi(m) € igual ao conjunto de multi-indices Al , que estd

4.3.1 Paridade

Agora, vamos introduzir o conceito de paridade. Dado um n-multi-indice I = (iy,...,4,),
definiremos o operador paridade x de I como sendo

X(]) — (_1)i1+i2+~--+in

ou seja, é 1 se a soma das coordenadas de I sao pares e —1 caso contrario. Assim, diremos que [ é
par se x(I) =1 e impar se x(I) = —1. Observe que se I, J sdo dois multi-indices quaisquer, entao
X(IxJ) = x(I)x(J).
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Definicao 4.3.7. Dado um conjunto de n-multi-indices A,,, definiremos o operador paridade em

A, como sendo:
X(An) = x(I).
I€A,

Veja que este operador realiza a diferenca do total de elementos pares pelo total de elementos
impares. Em particular, define-se também que x(0) = 1.

A proposicao seguinte mostra algumas propriedades deste operador.

Proposicao 4.3.8. Sejam A, e B, conjuntos de n-multi-indices disjuntos e C; um conjunto de
[-multi-indices. Entao tem-se que:

1. x(An U By) = x(An) + x(Bn);
2. X(An x Cp) = x(An)x(C1).

Demonstracao. Para o primeiro item, basta ver que quando os conjuntos sao disjuntos, o total

de multi-indices pares da uniao é a soma do numero de elementos pares em A, com o nimero de

elementos pares de B,. O mesmo ocorre para os multi-indices impares, demonstrando o resultado.
No segundo caso temos que:

XA+ C) = >3 x(x()) = (Z X(I)) (Z X(J)) = X(A)x(C)-

I€A, JeC, IcA, JeC

Observe que quando definimos x () = 1, ela respeita a paridade da concatenagdo, isto é,

X(0x An) = x(@)x(An) = x(An).

A partir destas propriedades, queremos entao calcular a paridade do conjunto Afn que descreve
as células das grassmanianas simpléticas. Os seguintes lemas apresentam tal calculo.

Abaixo apresentamos algumas féormulas basicas de combinatoria que serao uteis para o desen-
volvimento dos célculos:

Lema 4.3.9.

1. ()-O para j < 0,1 <0 ouj <i;

A

: j :
(7—1 o L . wlJ

25 1)? <j. N L sei=j entio Y (~1 —0;
() (— )( ; ),pamz j. Nesse caso, se i = j entdo Yy ( )(k>

=0 k=0

j .
k 1
3 (.):(f.+ ),pam@
— \1 1+ 1

=7
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QD)) (2 meneres

Lema 4.3.10. Sejam k, [ inteiros nao negativos com k < 1. Fscreva k = 2t se k € par ou k = 2i+1
se k € impar e, analogamente paral, | =27 oul =25+ 1. Entao temos a sequinte formula para a
paridade do conjunto estritamente crescente sem zeros C¥(k,1):

V(G2 1) = ok, 1) - <—1>i(?)

7

onde

1, kparelpar
1, kpar el impar

0 , kimpar el par
—1 , k impar e | impar

Em particular, o pode ser descrita pela funcao o(k,l) = (_1)k_(2_1)kl+1.

o(k,l) =

Demonstragao. Como o conjunto C¥(k,l) é definido indutivamente dobre k, realizaremos a de-
monstragao também por inducgao sobre k.

Para k = 0 (ou seja, i = 0) temos que C?(0,1) =@ e assim x(C;(0,1)) =1=1-(-1)°(}), uma
vez que 5 = 0.

Agora, suponha que k > 1 e que a formula vale para k—1. Pela defini¢do de C(k, () e utilizando
o segundo item da Proposicao 4.3.8, tem-se que

x(C*(k, 1)) }:XC* —1,¢t—1))x(t).

Pela hipotese de inducao, a formula vale para k—1. Porém, para executar o calculo, precisamos
separar os casos onde k é par ou impar e [ é par ou impar, pois ¢ varia em cada caso.

e Para k=2iel =2y

Neste caso, a paridade se escreve como a soma

x(CH(k, 1)) }:Xc* — 1,6 —1))x(¢).

t=21

Ainda nao é conveniente aplicar a hipotese de indugao para x(C7(2i—1,t—1)) pois ndo sabemos
se t — 1 é par ou impar. Porém, basta observar que t — 1 percorre o intervalo

21— 1<t—-1<25—1.
Ou seja, podemos reorganizar a soma de modo a separar as parcelas onde t — 1 é par ou impar:

x(C (K, 1)) }:Xo* 12@)@r+n+jéxmym—1gp-nn@o.

t=1

/

parcelas pares det—1 parcelas impares de ¢t — 1
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Como 2i — 1 é impar e 2t é par, pela hipotese de indugao, x(C¥(2i —1,2t)) = 0, implicando que
as primeiras parcelas sdo todas nulas. Além disso, x(2t) = (—1)* = 1. Em contrapartida, para
utilizar a hipotese de indugao em x(C¥(2i — 1,2t — 1)), ¢ necessario reescrever 2i —1 =2(: — 1) +1
e2t—1=2(t—1)+1, logo

MCHRD) = So(CE2li- )+ 126 - 1)+ ) = Y- (1)

()l
cujo a(k, 1) = 1.

Pelo fato desta conta sera realizada de modo repetitivo, nao apenas na demonstracao dos ou-
tros casos deste lema, como também nos lemas seguintes, daqui em diante iremos suprimir alguns
detalhes deste processo.

eParak=2iel=27+1:

2j+1

X(CIk, D) = Y x(Cr2i =1t = 1)x(t) =

t=21
=1

- ZX (C*(2 12t)) (2t+1)+2]:x(02‘(2i—1a2t—1>>@

)

onde o(k,l) =

eParak=21+1el=2y:

X(Ce(k 1) = Z X(C2 (20,1 = 1))x(t) =

=—1 =1

j—1

= ZX (C2(26,20) X (2t + 1)+ > X(C7 (23,2t + 1)) (2t + 2)
= —Z(—l)l(i) +Z(—1)"(Z) =0

onde o(k,l) = 0.
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eParak=21+1el=27+1:

xX(Ce(k, 1) = E:;ACﬁ%J—1»M0=
- ikﬂmmﬂmxw+D+§:M@@MR+WXW+®‘

t=1 t=1

- 2 )z () = o)

t=1 t=1

=1

onde o(k,l) = —1. [

Lema 4.3.11. Sejam k,l inteiros nao-negativos tais que l > 1 e k < 1. Escreva k = 2i se k € par
ou k =21+ 1 se k € impar e, analogamente para [, | = 27 ou |l = 25 + 1. Entao temos a sequinte
formula para a paridade do conjunto estritamente crescente com zeros Ce(k,1):

o (471) et
X(Ce(k, 1)) = (—1) ( Z > , se l impar e k par

0 , se [ impar e k impar

Demonstragao. Pela definicao do conjunto C.(k, 1),

k
ZX (CX(m,1))
m=0

pois x(O(k —m)) = 1. Entao, o problema se divide nos seguintes casos:

e Para k=2iel =2y

=0

MOk D) = SO x(@m) = 3 x(Cr@m,2) + 3 X 2m = 1,2))
= (2 =o'

eParak=2i+1el=2j:

—0

2i+1 i+1
wamz Z(wwmj+zxﬁ%z1m)
m=0 m=1
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eParak=21el=25+1:

7 7

X(Ce(k, 1) = Y x(Cim,) =Y x(CI(2m,2j + 1) + Y x(C;(2m — 1,2 + 1))

— i:pqw(ﬁ)—%ijbﬂx—Dm1(m{4)::ii“JYn((é>+_Cnil)>

- Sen()-en()

m=0

eParak=2i+1lel=27+1:

2i+1 % %

X(Ce(k, 1) = Y x(Clm,D) =Y x(Ci(2m,2j + 1)) + Y x(C:(2m + 1,2 +1))

- () +:i<1><1>m(;) .

Lema 4.3.12. Sejam k,p,l inteiros nao-negativos com p < I, e escreva k = 2i ou k = 2i + 1,
p=2qoup=2q+1el=2joul=2j+1. Entao, a paridade do conjunto crescente C(k,p,l) é

MO%mJ»:amey<j—q+i%dhn0>

]

onde € e ¢ sao dados por

_J =1 ,sek épar, p € impar el é par
e(k,p,l) = { 0 , caso contrdrio

0 , sek édimpar, p é par el é impar

- 0 , sek édmpar, p é impar el € par

o(k.p1) = —1 , se k € impar, p € impar e [ € impar
1, caso contrdrio

Demonstracao. Inducao sobre k.
Para k = 0 (ou seja, i = 0) temos que C(0,p,1) = 0 e assim x(C(0,p,1)) = 1. Dai, lembrando
que p < I,

e Se p é par el é par entdo x(C(0,p,l)) =

—_
—_

. <.
o |
)
. N—

I

\.P—‘

e Se p é par e [ & impar entao x(C(0,p,1)) =

e Se p é fmpar e [ é par entdo x(C(0,p,0)) =1- (P"17") =1;
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e Se p é impar e [ ¢ impar entdo x(C(0,p,0)) =1- (/%) = 1;

Agora, suponhamos que k£ > 1 e vale para k — 1. Pela definicao do conjunto C(k,p,l), a
paridade x(C(k,p,l) é

l
X(Ck,p, D) = X(Ck—1,p,0)x(1).
t=p
Portanto, o problema se divide nos seguintes casos:

e Se k é par, p é par e [ é par:

X(C(k,p,0)) = D> x(C(2i = 1,2¢,1)x(t) = > X(C(2i — 1,2¢,2t))x(2t)

kg A ~ J t—qg+i—1 j—q+1
+Zx(0(2z’—1,2q,2t+1))x(2t+1):Z( i ):< ! )

7
t=q t=q

e Se k & par, p é par e [ é impar:

2j+1 J
X(Clh,p 1) = > x(C(2i — 1,2, 8))x(t) = Y x(C(2i — 1,2, 2t))x(2t)

=0

J =0 - -
+3 X(C(2i — 1,22t + 1)) x(2t + 1) = (] a+ z)‘
t=q

]

e Se k é par, p é impar e [ é par:

X(Clk,p, 1)) = > X(C(2i—1,2g+ 1L,H)x(t) = > X(C(2i - 1T2q+ 1,2¢)) x(2t)

t=2q+1 t=g+1

+§:X(C(2i —1,2¢+ 1,2t +1))x(2t + 1) = ]2_:(—1) : (t Tt 1) (=1)

- i—1
(i qt+i—1
= i ,

e Se k é par, p é impar e [ é impar:
=0

X(Clk,p, 1) = > x(C2i-12¢+1,8)x(t) = > (C@i—L2q+ 1,20) x(20)

t=2¢+1 t=q+1

J
+3 x(C(2i — 1,2 + 1,2t + 1))y (2t + 1)
l=q

ST

t=q
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e Se k é impar, p é par e [ é par:

WClhpD) = 3 4(CEL200)x(0)

t2q

7j—1
= ZX (24,2q,26))x(2t) + Y x(C(2i,2q, 2t + 1))x(2t + 1)
t=q

(TR o

t=q t=q
() —q+1
= / .
e Se k é impar, p é par e [ é impar:
25+1
X(Clk,p, 1) = > x(C(2i,2q,1)x(t)
t= 2q

J
- ZX (2i,2q,26))x(2t) + Y x(C(2i,2q, 2t + 1))x(2t + 1)

t=q
’ —q+1 t—q+1
() e
t=q t=q
e Se k é impar, p é impar e [ é par:
2j
X(Ck,p, 1) = > x(C(2i,2q+1,8)x(t)
t=2g+1
J J
= ) X(C(2i,20+1,2)x(2t) + > x(C(2,2q + 1,2t — 1)) x (2t — 1)
t=q+1 t=q+1
J . J .
t—q+i—1 t—1—
_ Z( it )+Z( .q“)-(—l):O-
t=q+1 t t=q+1 t

81
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e Se k é impar, p é impar e [ é impar:

2j+1
X(C(k,p, 1) = > x(C(2i,2q+1,8))x(t)
t=2q+1
J j+1
= ) X(C(2i,2¢+1,2)x(2t) + > x(C(2i,2q + 1,2t — 1)) x (2t — 1)
t=q+1 t=q+1
j . j+1 . . .
t—q+i—1 t—1—q+ J—q+1
= Z( . )+Z( . )-(—1)=—( ! )
) 1 1
t=q+1 t=q+1
Portanto, segue a formula. [ |

Agora, tendo os valores das paridades destes conjuntos, segue o teorema principal.
Teorema 4.3.13. Sejam p, [ inteiros positivos com p < . Entio x(AL) = 0.

Demonstracao. Sabendo que

implica que
p
XA =" x(Ce(m, 1) - x(m) - x(C(I = p— 1,m,p))
m=0
e podemos separar o problema nos seguintes casos:

eSep=2qel=2j:

XA = > x(Ca(m, 29)) - x(m) - x(C(2f — 2¢ — 1,m, 2q))

m=0

= ) X(Ce(2m,25)) - x(2m) - x(C(2) — 2q — 1,2m, 2q))

q—1 io

+ 3 X(Ce(2m +1,25)) - x(2m + 1) - X(C(2) — 2¢ — 1,2m + 1, 2q))

m=0

)

()G = 0) o) -

3

m=0
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eSep=2qel=2j+1:
XA = > x(Ce(m,2j + 1)) - x(m) - x(C (2] — 2q,m,2q))
= Z X(Ce(2m, 25 + 1)) - x(2m) - X(C(2] — 2,2m, 2q))

—0
+ZX (2m 41,25 + 1)) -x(2m + 1) - y(C(2j — 2¢,2m + 1,2q))

S ()

m=0

eSep=2q+1lel=2j+1:
2g+1
XA = > x(Ce(m, 25 + 1)) - x(m) - x(C(2f — 2q — 1,m, 2q + 1))
m=0

=0

A\

= ZX (2m,2j + 1)) - (2m)-%(C(2j—2q—l,2m,2q+1)§

—0
q
+ > X(C (2m+ 1,254+ 1)) x(2m+1) - x(C(2j —2¢ — 1,2m + 1,2 + 1))
m=0

— 0.

eSep=2q+1lel=2j:

2q+1

X(A) = D x(Ce(m, 2j)) - x(m) - X(C(2) — 2¢ — 2,m, 2 + 1))

m=0

= Z X(Ce(2m, 2)) - x(2m) - x(C(2] — 2q — 2,2m,2¢ + 1))

+ZX (2m +1,25)) - x(2m+1) - x(C(2j — 2¢ — 2,2m + 1,2¢ + 1))

CEer ()

m=0

Lo ()
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Corolario 4.3.14. A caracteristica de Euler da variedade grassmaniana simplética L,(R*) € igual
a zero, para todo 0 < p < L.

Demonstracao. Basta observar que a caracteristica de Euler coincide com a paridade do conjunto,
ou seja, x(Ly(R)) = x(AL). m

Corolario 4.3.15. Para qualquer subconjunto © & X, a variedade flag parcial Fg do grupo sim-
plético Sp(l,R) tem caracteristica de Euler x(Fg) = 0.

Demonstragao. Escolha a € ¥\O e defina A = ¥\{a}. Assim, temos que © C A define uma
fibracao Fg — Fa e sua caracteristica de Euler serd x(Fo) = x(Fa)x(fo,a) = 0. [
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