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INTRODUGAD

Na presente dissertagfo, estudamos gquestdes relacionadas
ao comportamento assintdtico das solugbes de determinados tipos de
equacBes diferenciais, a saber, equagbes diferencials ordinirias,
alguns tipos de eguagdes & derivadas parciais e também equacdes
diferenciais funcionais. 0 trabalho se desenvolveu em torne do segﬁinte
objetivo: explorar, em casos particulares, alguns resultados gerais
sobre comportamento assintético das 6rbitas de um determinado sistema
dinamico. Mais precisamente, alguns resultades que dice informacbes a
respeito do conjunto w-limite de solugdes, ¢ qual ¢ importante neste
estudo, pois o0 conhecimento deste conjunte determina o comportamento
assintético das solugdes.

Passamos agora a detalhar o que fol feito em cada
capitulo. Iniciamos o capitulo zero com uma apresentagio dos resultados
‘basicos e fundamentais da analise funcional, e nos restringimos apenas
aos resultados gue foram utilizados na dissertagéo. No pardgrafo 2 do
mesmo capifulo, introduzimes algumas topelogias no espago F{(X,M) das
funcdes definidas em X e tomando wvalores no espago métrico M. O
objetivo neste ponto fol inireoduzir a topologia compacto-aberta, a qual
veremos ser a topologia natural de se considerar guando tratarmos de um
fluxe asseciado & equagio diferencial ordinadria ndo-autdnoma k=f[t,x)

Un outro topico, imprescindivel ao se estudar equagdes a
derivadas parcials, sfc os espagos de Sobolev, o qual incluimes no
paradgrafo 3. Neste ponto, decidimos nioc apenas apresentar os resultados
principais, como também mosirar o gufio natural € a consideracgio destes
espagos.

Ji& nos pardgrafos 4 e B do capituleo zero, colocamos
alguns resultades sobre a teoria de semigrupes, os gquais seréo
utilizados para Justificar, no capituleo 1, existéncia e unicidade de

solugtes para uma classe de equagdes diferenciais.



No capitulo 2, comegamos introduzindo o conceito de
sistemas din&micos e ceolocamos resumidamente os assim chamados
"principlos de invariancia", mails precisamente, as proposigdes 1.5, 1.7
e 1.10. No parédgrafo 2 do mesmo capitulo, estudamos sistemas dinamicos
gerados por equacdes auténomas. Aqui, basicamente ilustrames algumas
dificuldades com respeito a hipdétese de compacidade do fluxo na
proposicio 1.5. Fazemos Iisto para a equaglo do calor, tanto o caso
linear quanto o nao-linear. Também fazemos este estude para a equagdo
da onda com atrite, sendo que agqul aprefundamos um pouco mais e obtemes
decaimento a zere das solugdes usande técnicas do paragrafo 2.1, No
final da dissertagho, damos um exemplo gue ilustra muito bem a
relevancia do carater auténomo da equaGio. Finalizamos o paragrafo 2
analisando o casc das equagdes diferencials funcienais.

No paragrafo 3 {Lratamos das eqguagbes diferenclais
ordinarias nao-auténomas utlilizande ainda os principios de invariancia

do paragrafo .l. O principal resultado nessa parte & o teorema 25, o

gual da informagbes a respeito das solugdes de x' = f(t,x) via
-

informagies a respeito das eguacOes limites x’' = f (t,x) associadas a

f.

Terminamos essa introdugle cr~m alguns comentarios a
respeito .da: extensfio mals ou menos natural das idéias contidas na
dissertagio. Por exemple, no final do pardgrafo 2 tinhamos inicialmente
colocado apenas um resultado que garantia compacidade do fluxo n(t,¢) =
= xt[-.w) associado a equacdc diferencial retardada x’(t) = f[xt} com
Rl 3 C{[—r,D].Rn). Mas decidimos co}ocar um resultade um pouco mais
geral, = saber que, sob certas condigfes, o semigrupe T(t) gerado por
tal equacdo se decompde em T(t) = S(t) + U(t), onde S{t) & uma
contrago e U{t) & compacta. Isto dad exemple de uma a-contracao,

conforme terminologia usada em [13], e essas aplicacbes s@o casos

particulares de uma classe mais geral, as aplicagbes assintoticamente
suaves, para as dquais se tem uma série de resultados. Por exemplo, em
[13] mostra-se que para certos semigrupos T(t) assint6ticamente suaves

existe um atrator glebal, isto é, um conjunte compacio, invariante e

ii



maximal com respeite a essas duas propriedades. 0 atrator global ¢&
relevante porque contém muitas das informacgdes importantes sobre o
fluxo. Além disso, o atrator gleobal tem a vantagem de mudar pouco sab
perturbagdes de T(t). Com essas observagdes, percebe-se gue pode ser
muite frutifero, no estude de sistemas din&micos em espagos néc

localmente compactos, entender primeiro o fluxe restrito ao atrator

global.
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CAPITULO ZERO

PRELIMINARES
1. ALGUNS RESULTADOS BASICOS DA ANALISE FUNCIONAL
TEOREMA 1.1 (Hahn-Banach)
Se jam X um espago vetorial real e p : X — R

satisfazendo:
(1) p(ax) = Ap({x) Vv xe X, ¥Ya>0.

(2) plx+y) =px) +ply} Vx, yeX.

Seja ainda G ¢ X um subespago vetorial e g : G — R

umz aplicacdo linear tal gue gi{x) = p(x} ¥V xe G .

Entéo existe uma forma linear f : ¥ —-— R que prolonga

g, isto &, tal que f'[G = g, e mails ainda, f(x) = p(x) ¥ x € X.

Demonstragaoc: Veja Brezis [1].

Se jam [X, U-Hx] e [Y, H-Hy] espagos vetorials normades.
Denotaremos por £(X,Y) o conjunto de todas as aplicac®es lineares
continuas de X em Y, munido da norma  usual, iste & .
“THE(XJW = ) sup lITxIIY , para T € 2(X,Y).
xH =1
X
Escreveremos simplesmente Il-ll para qualquer uma das
normas -0 e -3 .
X Y

*
- Usaremos ¥£(X) para denotar £(X,X%) , e X para 2(X,R), o
#*
dual topolégico de X . Também, dadas f € X e x € X, escreveremos

<f,x> para designar f(x).



Corolarioc 1.2: Seja X um espage vetorial normado (e.v.n), G ¢ X um

subespaco e g : G —— R linear e continua.

Enté&o existe f : X — R linear e continua tal gque

f|c= g e iflh , = lgh .

Demonstragac: E s6 aplicar Hahn-Banach com p(x) = gl » . xi . -

' *
Corolario 1.3: Para todo X, no e.v.n. X existe fo e X tal que

= I
== s

2
<f , x> = "x " e ”f
¢’ o 0 olly

Demonstragaoe: E s6é aplicar o corolério 1.2 com G = Rx, e gltx ) =

2
= t.iix |l
0

TEOREMA 1.4 (Banach-Steinhauss, ou da limitacao uniforme)

Sejam X e Y dols espagos de Banach e {T} c B(X,Y)
i€1

Se sup "Tlx” <wV x € X entéo sup “Tin < w .
i€1 €1 2ex, 1)

Demonstracac: Ver [1], pag. 16.

TEOREMA 1.5 {da aplicagao aberta)

Sejam X e Y dois ecpacos de Banach e T e 2{X,Y)

sobrejetor. Entdo T é aberta, isto ¢, leva abertos de X em aberfos de

Y.



Demonstragao: Ver [1}, pag. 18.

Corolario 1.6: Sejam X e Y espagos de Banach e T e £(X,Y) bijetor.

Entdo T e £(Y,X).
Demonstragao: E imediato, pois T! (que existe por T ser bijetor) &

continua se e sé6 se T & aberta, e esse € © caso Ja gque T € 2(X,Y) &

sobre jetor,

TEOREMA 1.7: {do grafico fechado)

Sejam X e ¥ como antes e T : X -— Y linear.
Se o .grafico G(T) de T €& fechado em XxY entdo T ¢

continua,.
Demonstragao: Ver [1], pagina 20.
Vejamos mais algumas definigdes.

pPefinigac 1.8 (Operador Linear Nao-Limitado}:

Sejam X e Y espagos de Banach. Chamamos operador linear

nao-limitado a toda aplicacBo linear A : D{(A) ¢ X — Y definide sobre

um subespaco vetorial D(A) de X com valores em Y. D{A) & o dominlo de

A.

Se existe constante ¢ = 0 tal que llAul = cllul ¥ u € DA)

dizemos que A é limitado.

As vezes diz-se simplesmente operador linear, sem o

adjetivo n3o-limitado.

Definicao 1.9 (operador fechado): Dizemos que o operader linear A :

D(A) ¢ X — Y é fechado se G(A) (o grafico de A) é fechado em X x Y.



Definicao 1.10 (Nogdo de Adjunto)
Seja A: D(A) ¢ ¥ — Y um operador linear e densamente
* »
definido, isto &, D{A) = X. Vamos definir um operador linear A : D{A )

L 2 %
cY — X como segue. Colocamos

* 3
MA ) ={y € Y : 3¢ O tal que |<y’,Ax>| = c.lxll , V¥ x € D(A)}
1.6gico que B[A ) é um subespacgo vetorial de Y .
Definamos agora A y’ para y' € ﬂ(A ). Para isso

consideremos a aplicagioc ¢ = ¢ = :D{A) ¢ X — R pondo ¢(x) = <y';Ax>.

Como y' € D(A ) obtemos que Iw[x)! = c.lxl ¥ x € D(A), ou seje

¢ : D(A) ¢ X— R & continua. Assim podemos considerar z (Unica)
- . »
extensfo continua ¢ de ¢ ao fecho B{A} = X . Colocamos A y'= ¢ . E
* o * L L]
claro que A resulta linear. O operador A : DA) ¢ ¥ — X &

chamado adjunto de A .
*

Temos a relag8o fundamental abaixe que liga A e A

*

*
SAY',. x>, =Xy, AX > _ Vxe DA, Vy € Y

X7 ,X YT,

TEOREMA 1.11 (Lax-Milgram)

Seja H um espago de Hilbert e a : Hx H — R uma forma

bilinear, continua e coerciva (i.é, existe constante a > 0O tal que

alv,v) & auvnz. ¥ v e H).

Entdo, dado ¢ € H‘. existe um uUnico u = u(¢) € H tal que
alu,v) = glv) ¥V v ¢ H.

Mais ainda, se a é simétrica (i.é, a(u,v) = a{v,u) ¥ u,v

€ H) entéio u ¢ caracterizado por

1 _ o s 1 _
5 a{u,u) - ¢(u} = T;E 5 alv,v) - glv)



Demonstragao: Brezis [1], pagina 84.

Notacao: Dade 1 5 p = o , denctemos p’ o numero real estendido

tal que 1//b + 1/§. = 1 , Chamamos p’ o conjugade de p.

TEOREMA 1.12: ({da Representagado de Riesz)

»

Seja @ c R aberto e 1 < p < » . Entfo, dado T e LP(Q) ,

existe uma Unica f = fT € Lp,(Q] tal que Tv = J fv, ¥ v € LF(Q) . Mais
Q

L = y
ainda HTHLP[Q) "f"Lp Q) -

Demonstragzo: Ver [1], pagina 61.

Definicao 1.13 (Operador Compacto)

Sejam X, Y espacos de Banach ¢ T € ¥(X,¥Y). Dizemos que T
é compacto se T(B) €& relativamente compacto em Y,onde B={x & X:lx{i= 1}.

Quando Eﬁ, H-Hl] e F%, H-Hz] 580 espagos de Banach e
X1 c X2 , dizemos que a inclusao X, < X, ¢ compacta se a aplicagdo

i: X1 — X2 dada por i{x) = x & compacta.

Definigao 1.14: Seja A : D(A) ¢ X —— X linear. O conjunto resolvente
de A & denotado e definido por p{A) = {A € € : existe (Al -DhY X

e este resulta limitado}. Denotaremes R{XA:A) = (AI -A)"" para A € p{A).
Definimos também o espectro de A por o{A) = € \ p{A) .



2: TOPOLOGIAS EM %(X,M)

2.1: Topelogim da Convergencia Simples

Sejam X um conjunto e (M,d) um espago métrico. Denotemos

por F(X,M) o conjunto das fungdes de X em M. Vamos introduzir em F(X, M)
a topologia da convergéncia simples, a gqual sera denotada por ¥ (X,M)
B .

F(X,M) pode ser visto como ¢ produte = MX, onde M =M para todo x € ¥.
x
XEX

Definigao 2.1.1: 9S(X.M] € 0 con junto I Mx munido da topologia
X
produto. A topologia de ?S(X,M) ¢ chamada topologia da convergéncia

simples pele seguinte motivo.

Proposicas 2.1.2: Seja [fn] < ?S(X.M].Entﬁo f — f em ¥ (X, M)
nxl
se e somente se i‘n(x) — flx), ¥V x € ).

Demonstracao: Imediata . -

2.2: Topelogia da Convergencia Uniforme

Vamos agora introduzir a topolegia & (X;M). Para isso,
u

dadas f, g € F(X;M) ceoloquemos p(f,g) = supl{d(f(x),g{x)); x € X}.
Definamos, para f e g em ¥{X,M), a relagiio f ~ g ¢ p(f,g) < o . E
claro que ~ é uma relagio de equivaléncia em F(X;M}. Vamos denotar por

3F(X;M] a classe de equivaléncia do elemento f € F(X;M). E légico que

sec: X —-— Mé& uma aplicacio constante qualguer entéo ch(X;M)=E§(X;M),



onde B(X:M) = {f : X — M; £ & limitada}.
Seja A um sistema de representantes para as classes de
equivaléncia. Entfo temos F(X;M) = l;J BQ(X;M), onde [;J indica unido
EA

disjunta. E légico que (ﬂa(X;M).P] é métrico ¥ o € A, e portante faz

sentido definirmos a seguinte topologia em F{X,M), a gual sera chamada

topologia da convergéncia uniforme:

"U e F(X,M) & aberto & U [] 3a[X.M) ¢ aberto, V.x € A" .

Em suma, os abertos dessa topologia consistem dos

abertos de cada ﬁa(X;M} e suas unides. Em particular, cada $a(X;M) & um
aberto de ?U(X;M]. Também, comolﬂa{X;M) ot ?U(X;M} = ¢ quando « # ¢
entiio cada iBa(X;M] ¢ também fechado em ?u(X;M}‘ E l6gico também que a
topologia que QU[X;M) induz em 3a(X;M) coincide com a topologia gerada
pela métrica p em ﬂa[X;M). Em geral, temos que ¢ ¢ B(X; M} < ?U(X;M), a

menos gue X seja finito, ou ent@o que a méirica de M seja limitada.

logo, em geral temos que ?u{X;M} € um espago topolégico desconexo, pois
B(}; M) & um subconjunto préprio e ndo-vazio de ?U(X;M), o qual € aberto

e fechado simulianeamente.

Em geral diz-se que um espago topolégico Y é a soma

topolégica de uma familia de subespagos [Ya] quando Y = |} Y, o
ach aeh

Ya[}YB= ¢ se o * B, cada Ya ¢ aberto (e consequentemente fechado).
Logo, 9u(X;M) é a soma topolodgica dos 3a{X;M)’ o € A, onde A & sistema

de representantes, como dito acima. Numa soma topolégica tudo se passa

como Se, em vez de subespagos do mesmo espago Y, oS subespagos Y&

fossem totalmente independentes um do outre. Por exemplo, nenhum ponto

de y € Yu pode ser limite de pontog pertencentes aos demais Yoc .



2.3: Topologia da Convergencia Uniforme Numa Familia De

Partes

Sejam X espago topolégico e Y espago métrice.
JA conhecemcs duas tepologias em F(X:M), a saber

?S{X:M) e ?U{X;M). Se ja agora dada uma colegdc ¥ de subconjuntos de X.
Introduziremos uma topclogia em F(X;M), denotada por 9§(X;M), onde 2
convergéncia fn —s f em tal topelogia val significar fn — T
uniformemente em cada § € ¥. Veremos ainda que ?S(X;M} e FU(X;M), e

ouiras, sfo casos particulares desta. Para isso intreduzamos o concelto
abaixo.
Dados X um conjunto, Y um espago topolégico e p:¥X — Y,

a topologia induzida por ¢ em X é a mais fraca (ou menos fina)

topologia em X que contém a classe {w-l[ﬁ); A ¢ Y aberto} de
subconjuntos de X. Ou seja, essa topologia & a mais fraca topelogia em
X que torna ¢ : X — Y continua.

Consideremos agora a famillia de espagos topologicos

(?u(S;M))seg . Seja Y = Je ?U(S;M}, munido da topologia produto. Seja

¢ + FIX M) — Y dada por ¢(f) = Fﬂs] , e considere em F(X;M) a
se¥

topologia induzida por ¢. Esta é, por definicgéo, a topologia ?g(X;M).

E imediato verificar qgue a convergéncia f — f em
n

?g{X;M} significe que f —— f uniformemente em cada S € %.
47

Vé-se em [7] que vale a:
Proposigaoc 2.3.1: %(x;m ¢ Hausdorff < ¥ cobre X.
Demonstragaoc: [7], pagina 260.

Alguns casos particulares:



(a) a topologia da convergencia uniforme: F (X;M) = 9g(X;M) quando
u

5 = {X}.
(b) z topologia da convergencia simples: ¥ (X;M) = ?g(X;M) quando
B

% é a colegfio das partes de X que se reduzem a um ponto,

(c) a topologia da convergéncia uniforme pas partes compactas de
X: quando ¥ €& a colegdo das partes compactas de X. Escreve-se, nesse

caso, ?C(X;M).

(d) a topologia da convergéncia upiforme nas partes limita-das:

quando X for um espago métrico e ¥ a colegfio das partes limitadas de X.

Nesse caso escrevemos 9b[X;M}. Observe que quando X = R® temos F (X;M)=
C

= ?b(X;M].

Indicaremos com Cg[X:M) o subespago de ?g(X;M}

constituido das aplicagdes continuas do espago topolégice X no espago
métricoe M. O simbolo C(X;M) indicard apenas o conjunto das aplicagbes
continuas de X em M, sem considerar topolegia.

Temos agoera a:

Proposigao 2.3.2: Quando & & uma cobertura enumerave’® de X, o espago
?§(X;M) ¢ metrizavel, Mais precisamente, se ?O = {51’ Sz’ ..... } é uma
cobertura enumeravel tal que ?g{X;M) = ?g.[X;M] entdo a itopologia de
o
?g,(X;M) pode ser definida pela métrica
[+1]
p(f,g) = }: 1, sup _d{f(x),g(x)) . onde d € a
n x€S_ 1 + d(f(x),g{x))

n=1 2

pétrica de M.

Demonstragao: Ver [7], pagina 262.



2.4 Topologia compacto—aberta

Yeremos agora que a topologia da convergéncia uniforme
nas partes compacias de X pode ser caracterizada sem gue a métrica de M
seja mencionada diretamente. Para isso colocaremecs a seguinte notagio:
dados P c X e Q ¢ Y, seja A(P,Q} = {f € C(X,Y) : f(P} ¢ Q}. Temos entao

a:

Proposicdo 2.4.1: ° Sejam X espago topolégico e M métrico A topologia
do espage Cc(X;M} é gerada pelos A(K;V}, onde K ¢ X €& compacto e V ¢ M

*

é aberto.

Demonstragac: [7), pagina 274.

Comc a métrica de M ndc fol mencionada diretamente na

proposicdo acima, isso sugere a seguinte generalizagio:

Definicac 2.4.2:Sejam X,Y espagos topologicos. A topologia em CU¥;Y)
gerada pela familia {A(X;V); K ¢ X compacto e V < Y aberto} & chamada

topologia compacto-aberta, e o espage correspondente ¢ denctado por

C (X:Y).
ca

Segue entfo da proposicic 2Z2.4.1 que se M é métrico temos

C {X;M) = C__(X;M).
C

ca
Mais adiante, quando estivermos tratando das equagtes

diferenciais ordinarias do tipo X = f(t,x), onde f : Rx W —R ? com

W ¢ R" aberto, seréd util considerar a topologia compacto-aberta em
C(R x W; R"). Assim, como R° & métrico e comoc R x W admite uma

cobertura enumeravel por compactos de R x W segue que tal topolegia em

C(R x W; R") & metrizavel.

Para finalizar vejamos as duas proposigotes abaixo.

10



Proposigao 2.4.3: A topologla compacto~aberta & mals fina que =
topologia da convergénecia simples. Em outras palavras, sejan quaisl
forem os espagos tlopolégicos X e Y, =2 apllescBo ldentidade
i Cca{X;Y) — CB(X;Y) ¢ continua.

Demonstragao: Basta ver que a topologia de CS(X,Y] cY & gerada peleos

conjuntes A({x},V), onde x € X e V percorre os abertos de Y, pois os
A({x},V) sdo as "fatias" p:(v), imagem inversa de V pela projecio

px{f) = f{x). Como cada conjunto {x} é compacto a proposicéo segue. p

Proposicdo 2.4.4: Se Y ¢& Hausdorff entéo Cca(X,Y) ¢ Hausdorff,

guaiquer que seja o espago topolégico X.

Demonstragao: Ora, como C (X,Y) ¢ Yx, e como Y & Hausdorff entdo
g

C (X,Y) é Hausdorff {(produtc de Hausdorff ¢ Hausdorff). Agora, como a

s

topologia de Cca(X,Y) ¢ mais fina que a topologia de CS{X,Y) segue o

resultado. 0
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3 INTRODUGAO-MOTIVAGAO ADS ESPAGOS DE SOBOLEV
RESULTADOS PRINCIPAIS

3.1 Motivacao:

Ao se estudar o problema das peguenas vibractes
transversais de -uma corda flexivel obtém-se a seguinte equacgho

integral:

b b b
d—J plxiu (t,x}dx = j T(tiu (t,x)dx + J h (t,x,u)ax (3.1)
dt a t a XX a 1

“onde:

wR® 5 R & uma fungéo das variéveis reais t e X representando a
posicao do ponto x da corda no instante t;
p(x) & a densidade da corda no ponto x;
. T({t) é a componente horizontal da tenséo;
h1(t.x,u] & a densidade linear das f r¢as externas, come por
exemple, a gravidade, a resisténcia ac movimento imposta pele meio onde
estd a corda, ou ainda forgas tendentes =a restaurar a poesiglc de

equilibrioc da corda.

0 problema fisico estd bem representado pela equacgho
(3.1), e poder-se-ia até mesmo tentar obter a fungio incégnita u a
partir dela. No entanto, & um costume tradicional supor que a fungfio u
tenha mais regularidade do que agquela essencial para satisfazer (3.1) e
passar-se a uma equagio diferencial.

Por exemplo, no nosso caSe, S€ SUupoTmMOS Que U é

tt
continua podemos escrever

12



b

b b
J p(x)utt(t.x)dx = J t(t}uxx{t,x)dx + f hl{t,x,u}dx.
a a a

e como a equacle acima vale para quaisquer a,b e R tém-se
plx)u (t,x) = T(t)u (t,x) + h {t,x,u) (3.2)
tt XX 1

No caso em que h1 = 0, isto &, nido ha forgas externas,

2 .,
e que T(t) @ uma constante positiva, digames ¢ (isto ocorre

/p(x)
quande a corda for homogénea, i.é, densidade constante, e guande as

tensdes T(t) sé@o constantes), ficamos com a equagéo
u = cu (3.3)

Obs.: Normalmente estuda-se o caso em que ¢ = 1. Esta
suposicic nfdo particulariza nada, pois caso ¢ # 1 trocamos X por x/c e

ficamos com a eguagdo utL =u na nova variavel x.
XX

Mas note gque solugdes com essa regularidade séo
conseguidas as custas de hipéteses adicionais - e porque nio dizer
artificiais? - sobre os dados do problema,

De fato, o problema de Cauchy (cléssico) abaixo:

u (t,x) —u (t,x} =0, xeR t>0
tt XX
(3.4)
u(0,x) = f(x) , ut[O,x) = g(x) , X eR
tem soluclio classica ult,x) (iste é, existe fungho u ¢ cA(R""x R} n

n C(R x R)}que satisfaz (3.4)) desde que f € c?(R) e g € Ci(m), e mais

ainda, essa solugfo é dada pela férmula de D' Alembert

13



X+t
+ % J gls)ds (3.8)

x-t

o fx#t) + £ix-t)

ul(t,x) 5

No entantc, as vezes é necessério tratar do preoblema
{3.4) sem pedir os graus de derivabilidade acima para f e g. Inclusive,
é de interesse tratar casos em que f e g so até mesmo descontinuas.

O que se faz para resolver esse problema é o seguinte:

vamos lntroduzir o conceito de solucde fraca da equacio da onda. Uma

determinada fungfio serd uma solugho fraca se satisfizer uma determinada
equacéo integral. Mails ainda, toda solugdc forte (classica) sera uma
solugBio fraca. Uma primeira vantagem ¢ gue aumentiamos ¢ universo das
fungdes solugdes (podende ganhar, entre outras coisas, complitude do
espago), e uma outra é gue estamos, num certo sentido, resclvends o©

problema na forma original, poils voltamos a equagio integral.

3.2 Derivadas Generalizadas

Nosso obJetivo nesse paréntesis € generalizar ¢ conceito

de derivada. Iremos, apés esse paragrafo, falar em derivada de uma
1

fungio qualquer de L10 . Iszo sera, sem duavida nenhuma, uma &tima
[

1
generalizagio, pois L1 engloba "todas" as fungdes que estamos
Qc

imaginandeo, muitas das quais n@o tendo derivadas no sentido classico.

Comecemos com § ¢ R aberto, e defina D(Q) = C7(Q)
[

e o
como sendo o conjunto das fungbes u:Q - R de classe C e com suporte

compacto contido em Q.

Definamos uma nogdo de convergéncia come segue (como

P{Q2) & espago vetorial basta definir o que significa uma sequéncia

(¢ ) en  © () convergir a zero (fungfo identicamente nula em QJ).
n 1]
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Definicaoc 3.2.1: Seja (@h ]new c D(R2). Dizemos gue ¢n

converge & fungio nula em D(Q) se:
(1) Existe compacto K ¢ 2 tal que supp ¢n c K, ¥n .

(11) Para cada o € N°, Da¢m — 0 uniformemente em
%, isto é, dado £ > 0 e o € N', existe N{e, ) € N tal que se

m = N{e,a) entdo |Da¢ (x)} <g, ¥xeq
m

Definigao 3.2.2: (Distribuigoes)

Uma distribuicao & um funcional linear e continuo em
2(), isto &, & uma aplicagéo T:D{Q) —— R (ou €} linear e tal que se

¢m 20 em D(Q) entao T[@m] ——= 0 emR (ouct).

Ve jamos alguns exemplos;
Exemplo 3.2.3: Se f € lioc(ﬂ), defina TI:D(Q) — R por
<T. P> = jﬁ F(x) $(x)dx .

Em primeirc lugar ¢é légice que T_. estda bem definida,

f

pois |j FOX)p(x)ax| = j [£G0 ] [dx) fax = My j |£(x)| dx < =, onde
Q K ’ k

K =supp & e My = max [2(x)| (o gual existe porque & & C , em
i XER

particular continua, e X ¢ compacto).

E légico também que T, é linear.
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Verifiquemos que Tr ¢ continua. Para isso consideremos

¢n —3 0 em D(Q). Devemos provar que I(Tr’ ®n>| —3 0. Ora,

<T, o> = || £Ix)2 (X)ax| = | |[F(x)|.|® (x)]|dx =} |f(x)].]® (x)]dx
I<T_, @] |Jn . JQ . L‘ .18, (0]

onde K & um compactc de {1 tal que supp ¢n cKv¥n=1,2,....

< > = . = .
Portanto, |<T, & >| M¢nK uf(x)]dx My - U3,

' n,

onde H@ = max |® (x}}] . Agora, como (bn — 0  em D(Q) entéo
n,K %€ "
 (x) = D' 9% (x) —— 0 uniformemente em £, e portanto M, —> 0
n n nk
quandlo n —— @ . Portante <T;' @n > —— 0, como queriamos.
Logo, do que wvimos acima sSegue gque T é  uma

r
distribuicéoc. g4

0 conjunto de todas as distribuigbes sera denotado por
7 (Q).
Nao é dificil mostrar gue a aplicagéo

frell ) — T, € D'(Q) & injetora. O que isso esta dizendo & que

loc

podemos pensar numa fungéo de L:OC(Q) como sendo uma distribuicdo, ou,

abusando da linguagem, podemes dizer que L:DC(Q] c D{).

Uma pergunta que surge é a seguinte:
Serd que toda distribuigéo é da forma Ti_, com f €

1
1

L oc(Q)? Ou, abusande novamente da linguagem, sera que L: () = D {Q)?
oC
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A respeosta € ndo, e um contra-exemplo € o0 que se vé a

segulr:
Exemplo 3.2.4 (Distribuicio de Dirac):

Se ja a el fixe e coloque Ba:D(Q) — R pondo
<5a,¢> = &(a). Ndo & dificil ver que aa e D'(Q) e que aa # Tf .

VFe L:OC(Q).

Para atingir o nosso obJjetivoe (definir derivada para
qualquer fungio de L;DC(Q))faremcs o seguinte: definiremos uma operacio
de derivacio em D' () que serad sempre possivel de realizar gualquer gque
seja T € 2'(Q), e dai, como L:OCC D'{Q), tal operacio ficarad ben
definida para os elementos de Lioc(QJ. Para gue essa derivada

generalizada (ou derivada fraca, ou ainda derivada no sentido das

distripujicdes) generalize de fato o conceito de derivada classica (que
nem sempre existe), estas dever@o coincidir no caso da derivada

cléssica existir. "Coincidir" aqui significa T o Da(Tr).
D f

Com isso em mente tomemos primeirce uma funcio "bastante"
P

n

regular f : Qc R —R e ® e DN). Vale entic a igualdade

J (D%) (x) &(x)dx = (~1) %! J F(x) D%(x)dx . (3.2.1)
[y} 0 '

n N - 2
onde a = {al,...,a } e N & um multi~indice e |a| = @ +...+a seu
n n

comprimento.

Mas (3.2.1) diz que < T _ , &> = {-1)|“] <T,, 0% >,

B
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e portante, se quisermos que T « Dan teremos que definir a

b r

derivada da distribuigado como segue:

Definic¢ao 3.2.5 (Derivada de Distribuigao)

(Seja T : D(Q) —— R (ou €) uma distribuicfio, e x € N"
Definimos DT : P(8) — R (ou €) pondo

<p¥*T ., 2> = -t T, D ¢ > .

E de facil verificacio que a expressio acima define, de

fato, uma distribuicao.

‘Foi dito no inicio da segio que L:BCIQ) é "bem grande".

Para nfc ficarmos apenas com essa afirmagéo superficial vejamos a:

Proposigac 3.2.6: LY (Q) « Li (Q) para todo 1 = p =

Em particular temos o conceito de derivada generalizada

para 0s espagos Lh () , 1=p=ow

Demonstragaoc da proposicgac 3.2.6:

Dade f € LP{Q). devemos verificar que f € LK) VK c @

compacto. Seja entoc K ¢ Q compacto.
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Se p = » n&oc ha o que fazer, pois J |f(x)|ax =
X

u{K) , onde u{K) é a medida de Lebesque de

s J; Wl @ o dx = L@ o

K em R, a qual & finlta pois K & compacto.

Consideremos o caso 1 = p < w , Escrevemos I |£(x)|dx =
X

J |£(x) |dx + I |f(x)|dx , onde A= {xeXK: |f(x)|<1} e B=Ku.
A B

Entéoc ficamos com

P

< w
Py .

p
J e ax = [ 1ax + [ 200 dx = p (&) + 01
A B

3.3 Espagoes de Sobolev

Definig¢aoc 3.3.1 ({Espagos de Sobolev)

Sejam Q < R e peR coml=p=w.

0 espago de Sobolev W P(f) & definido por

du

9%
i

as derivadas acima sfio no sentide das distribuigdes.

wiPia) = {P e LP(Q) - e LP(Q) v 1 = 1,...,N} , onde

L

O que queremos dizer acima & que u € WHP(R)  se

= {Tu) = Tg para alguma {Unica) g, € L (Q), 1 =1,...,N

Isto é,
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uewlsP(Q) = < T ,(I))-:(Tg. ¢)‘,V¢ED{Q)s v i

isto &, u e wfn) = - <T , gé* >= <Tg , 2> v o e D), Vi
i i
ou seja, u e wi'P(Q) = - ! u(x) % {x)dx =

Q 1

= J gl(xw(x]dx. Y ¢ e DQ), Vi.
o)

De agora em diante abandonaremos a notagdo Tr para

identificar a distribuigéo assocliada & funcgio f{, mas isso ndo val

du

causar confuso. Dessa maneira escreveremos Simplesmente 5% 2° inveés
i
de & (T ). Denctaremos Bl = W),
3){1 u
Munimos o espago W' *(Q) da norma
N
fiall 2 = lul_p + P88y e ou da
W TPR) L (Q) Z 8x, L@
1=1
norma equivalente
1/F
N
P au P
ol =P <
ol p gy * Z e e se 1=P<m
1=1 '
Temos entéo o:
TEOREMA 3.3.2: 0 espago ‘n'l’P(Q) &€ um espago de Banach para 1 = p £ «,

HLP(Q] é reflexivo para 1 < p < o e separavel para
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Demonstracac: Ver Brezis [1])
/2
2 du
Quando p = 2 2 norma |[lull 2 + Z I 5l é

Portanto o espagoe H(Q) & unm espaco de Hilbert,
reflexivo e separavel.
Podemos definir ainda os espagos W'F(Q)}, m inteiro = 2,

por indugio em m.

Definigio 3.3.3: W P(Q)={u ¢ W 'P(q); g% e WP(Q) i=1,...,N
i

ou equivalentemente

va €W com jal = m, existe g, € LY (2) tal que

P _ P
WP =du e LT(9) f o D%
Q

i

(-1 1 J g, ¢ . Voe cT o)
0

Denotaremos D'u = g
0 espago W '°(Q)} é munido da norma

llullum,p= Z D%l v (1= p=<w) , ou da norma

0% |oc|=m L

equivalente

zl



1/p

P
| e
L

ox|a[=m

Como no caso m = 1, temos também que W™''(R) & de Banach
para todo m = 2. Denotaremos, como antes, HE™(Q) = W"?(Q).

Também observamos que a norma

1r2

2
nDau" . em H'(Q) ¢ =2 norma associada

Dﬁl(x_ =m

ao produto internc abaixo em H'(f)

o o
<yu,v> = <Du, Dv>
H L

Listaremos agora uma sSérie de resultados que serio

utilizados mais adiante. Apenas alguns serio demonstrados.

Notagao: Pado & < RN aberio, diremos gque um aberto w é

fortemente incluso em @, e escreveremos w ¢ ¢ @, se w é compacto e w C

Q.

TEOREMA 3.3.4: (Friedrichs). Seja ue W ''(R) com 1 =p < w .

Entio existe sequéncia {u ) em C:(RN] tal que
0

(1) u — S u  en LP{Q)
Q
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N
em L (w) , para todo w c c f.
)

(2) Vun — Yu

W

Demonstragao: Brezis, pagina 151, -

Proposicao 3.3.5: Sejam Q ¢ &Y aberto limitado, u € LP(Q} com 1<p <o,

p' o conjugado de p, & ¢ =z 0 uma constante.

J u Da¢
Q

com |a} = m, entfio u e W’P(Q). Mais ainda, Hul mp oy = M.c para
W

Se < c ligl P Vg e Cf:“ Qe ¥V a € N

alguma constante M = 0.

~ N
Demonstragac: Fixe «w € N com |a| = m. Queremos mostrar gque existe

f=f € LP{Q) tal que J u D% = t-1)i°‘| jf ¢, Voe c:’(m.
2 194
Para isso definamos T =T - (), ny e —5 R
u, ¢ L (Q)

per T{¢) = (_1)|“| J u Daw . Lopo T resulta linear. Além disso T ¢é
' Q

continua. De fato, seja (p ) C LP{Q) tal que p — 0 em LP(Q)

© -3 0, donde a

n

< |

P

Entso IT(¢H)| = |J u Da¢n
L (Q)

Q

continuidade.
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Assim T € CE(Q) . Pelo tecrema de Hahn-Banach existe

T Pl i T 1 * = »
extensfo T de T ac espago L (f1). Mais ainda, HTHLP[Q] "T"c:(n)

Agora, do teorema da representaglo de Riesz sabemos que

existe uma Unica f = f o € LP (N) com as propriedades T(v) = I fv
f2

p’ _— o~ 3 »
Vvel(Q) e HfHLP[Q) HTHLP[Q} . Em particular temos que
T(¢)=J' fFoVoeelCin , isto e, {-1JI“|J ub®e =J’ £
2 Iy} 9]
Vge Cm(ﬂ}, ou seja, f o & @ derivada distribucional D™u e LP(Q),
c u

V je| = m, donde sai que u € wPQ). Mais ainda, como IT{p)]| =

J u Daw
Q

«
mas Como "D un . =
L (Q)

] w = L
=C HmHLP[Q} Y p e CC(Q) entio "T”cm{Q]

entio

u,0

o™ Mgy = Moy

A
=

HD%"J’{Q) = © !

Logo obtemos que "u” P + ?: "D“u” P = L.C.
L (0 L (Q} '
|a <m

para alguma constante L =z 0, e come a expressBo acima define uma norma

equivalente a usual em WP (@) obtemos que

nu" = M.C para alguma constante M = 0. u
m,p
W)
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Corolario 3.3.6: Se jam:

. 9 ¢ RY aberto limitado;

., u € LP(Q) com 1<p<w , € L'(2) com1=rsuw
e suponhamos ainda que J u Daw = K.”f . ”w“ , .Y oeC” ()
N r P [
L () L7(Q)
£2

eV |} sm. Entdo ue W 'P(Q) e W] 5M“4| , para

WP o) L7 (Q)
alguma constante M = Q.
Demonstragac: E s usar a proposicio acima com C = K. ||f' .

r
L ()

Vejamos agora uma caracterizacio das fungdes de W 'F(Q).

TEOREMA 3.3.7: Seja u € LP(Q) com 1 < p < o . Sio equivalentes:
(i) ue WPR)

(ii) Existe constante C tal que para todo w € € Q e

todo h € R" com Ilhil < dist(w, 0°) tém-se
Jrpu-o], =y
h P
L {w)
Mais ainda, podemos tomar C = "Vu"

LP(Q)
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Gbs.: Com "Vu" queremos denotar "¢" . com
LP(n) LP(0)
p : l — R dada por ¢(x) = II'ULI[X)IIp , onde para { = (qi,...,cN) e Y
1/p
P
colocamos HCHP = [|C1]p + .. +|Cn]] .Equivalentemente,
du | gu If P
§vul_p =[|]--|[ o +|_”]
L () Bx1 P an P
Demonstragac: (1) = (ii): Suponhamos inicialmente que u € C: (RY).

Seja h € R" e cologque v(t) = u{x + th) , t €« R . Entao

v'(t) = h . Vulx + th), e dai vem ulx + h) - u(x) = v(1) - v(0) =
1 1
= {‘v’(t)dt = J h.Vulx + th)dt .
o o
1
Logo |ThU[X) - u[x}‘ = |J h.Vu(x + thldt] =

r"h![."Vu(x + th][] dt = ”h” [ fHVu[x + th)”p]l/p  onde ma Wtima

] o

1A

desigualdade usamos Holder com as fungdes Ihll.NVu(x + th)l ¢ LF(0,1} e

1 e L? (0,1).

P P P
Logo Thu[x) - u(x)| = ”h" J ”Vu(x + th)" dt, Logo,
o
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1
p p p
ax = "h" . "vu(x+th]H at [dx =
[A]

0

thU(x} - ulx)

|

w

W Wrth

1 1
- "h"P J J |vutx + th)"de dt = “h"P { J “Uu(y)"pdy dt.
0 0

Agora, fixando lhii < dist (w, §°), existe aberto w'c ¢

tal que w + thc v V t € [0,1), e portanto
1

j s P || | ostl o < " | o]y -
] w’

w o W

-chU(x) - u(x}

P P
= "h[l "Vu" , donde sal "‘rhu - u" < ”h"”?u“ (2.3.1)
LP(w) P LPiwn)
Agora, gquando u € wl"’(m, 1 < p < w , sabemos que
existe uma sequéncia (un) em C: (RY) tal que u_ —su em LP(Q) e
Q
Vu - Vu em LP(w)" , para todo w c ¢ @ . Dai, como a equagio
n
%) W

(2.3.1} vale para as fung@es u , e tomando limite quando n — o
0

obtemos & desigualdade desejada. A convergénecia no limite acima se

explica pelas seguintes desigualdades:
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"thun - un"Lp(w]- "thu - u"Lp‘w) = "[—:hun - un] - [rhu - u]”Lp{w]s
o Y R P L U Y [

quando n — o , donde sai que lim "T u - u{} = "T u - u” .
h n nll p k P
n-o L (w) L (w)
Também,
"Vu|| N "Vu” N = ”Vu - Vu" A 0 quandon — w,
"Pw) LPlw) " Plw)
donde sal que 1lim "Vu = "Vu" . -
nll P » N P Y
n L (w) L (w')
(ii) = (1) E suficiente provar que VY ¢ € c®Q)
C
tém-se
J wd | s “go” , i=1,2,...,N.
ox P
0 1 L ()

Seja entdo ¢ € c:[n], e w um aberto de RY tal que supp ¢ €. C € 0 .

Consideremes h & RH com Hhil < dist{w,Q"). Por Hélder temos

’ J (thu - p) P

W

e (2.3.2)

= “ e oo " P )

LP(w)

e da hipétese sal que
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" TW - U " = C.Ihl . (2.3.3)
h P(w)

De (2.3.2} e (2.3.3), mais ¢ fato que supp ¢ ¢ & obtemos

ol b, e, - ees

I J (Thu - u) ¢ ,
Q tP{Q)

Agora,

I [-chu-u){X)qo[x)dx = J [u(x+hJ-U(x]]<p(x)dx =J uly). [:p(y—h)—go(y]]dy
n

f Q
e portanto J' u(y) go[y_hl}lha eLly) dy| = C“go" , (2.3.5)
) L ()
Temande h = tei, i=1,...,N, teR, e fazendo t — O,
gy .
obtemos uly) == (y)dy] = C legll p* , i=1,2,...,N, (2.3.8)
a ayi L (Q)
como gqueriamos. n

Proposigao 3.3.8: (Formula de Mudanca de Variaveis em Integrais)

Sejam Q e Q' abertos de R' e H:Q' —— Q uma aplicagao

bijetora, x = H(y), tal que H ¢ Cl(Q'). H! ¢ Cl(ﬂ), JacH € Lw{Q')NXN

dH
e JacH—ie Lm(mNXN obs,.: JacH denota a matriz jacobiana 5§1
i
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Seja u e W' P(Q). Entao

N

1,p + g du aHi

) i=1 )

Demonstraga@o: Brezis [1], pag. 158.
3.4, Operadores de Prolongamento

Em geral é mais comodo estabelecer as propriedades das
fungbes de whp{Q) comegando pelo caso Q = RN. E util portanto saber

prolongar uma fungio de WLP(Q) a uma funclio U ¢ WWPRY).  Isso nem
sempre ¢ possivel. Ne entante, se O é "regular® podemos construir tal

prelengamente. Comecemos por precisar a nogdoc de aberto regular.

. N
Notagdes: Dado x € R escreveremos X = [x',xN) com
N~1 1/2
N-1 2
x eR 7, = {xi, ..... P Xy 1] , & colocamos NIx'li = E: xi

=1

Denotamos também

N H] — — » * .
R, = {# = (x', x} X > 0} ,Q = {x = {x", xﬂ} hx*n < 1 e ]xN| < 1} ,

(=
I
o
>
=
®
<
n

{x =[x, x): X <1 e x = O} .
N N
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Definicac 3.4.1 (regularidade de abertos)

Dizemos gque um aberto Q ¢ R" ¢ de classe Cm, m inteiro

z 1, se para todo x € 90 existe uma vizinhanga U de x em R" e uma

aplicagdo H:Q — U bi jetora tal que: H e c™Q), H' e CMW,

H(Q+)=QnU e H(Qo)=aQnU.

Obs.: Dada £ : R ¢ R® —— R denotaremos f : R® —> R

a funcfio definida por

_ f{x), xef
f (x) = N
0, xeRN\R

Sejam u € WP e o e Cz(Q). Entdc au € wl'p(m“) e

A mesma conclusio se verifica se, ac invés de supor
1 ' 1,.N @, N o, N
« € C (R), tomamos @« € C(R) n L (R), com Va& € L' [R) e supp a ¢
L]

RY \T, onde I = 892 .
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Ve jamos agora o
TEOREMA 3.4.2 (operador de prolongamento)

Suponha gue § € de classe C1 com F=aQ' limitado (ou
entfdo Q = Rf ). Entdo existe um operador de prelongamento

N

P: WP() — wPRM

linear e tal que para todo u € W'PQ) valenm:

(1) Pu Q- U
(ii) [ Pul WS C. luk
LP(R) L)
(i11) Pull = C.llult 1,p
wllp(lRH) W [Q)

onde C é uma constante que sé depende de Q .

Para a demonstragéo comecemos por um lema simples, mas

fundamental, relacionadc ac prolongamento por reflex3o.

Lema 3.4.3: Dada u € WLP(Q+) defina u : Q@ —— R por reflexio,

isto &,
- ulx ,xN) se x> G

u(x’, - x ) se % <0
N N

*
Entsio u e W'P(Q), e mais ainda,

*

1 = 2.Hu" 1
w P w P

+

»
Jo], =24 e
P Lp(o+)
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Demonstragao do lema 3.4.3.: Verifiquemos inicialmente que

(1) Bu__ [ gu_ ] para todo 1 =1 = N-1 , e que

|
du _ | du
N N

onde definimos, para f dada em Q+

’ >
fu(x’, XN} _ f(x', xN) se % 0
~-f(%x', -x.) se x <0
N N
Dissc seguird o resultade, pois como g& € LP[Q+)
*
Vi=1,...,N-1, entio & facil verificar que [ g&- ] € LP(Q} e
1
5 - * »
“ —‘3-—] || = 2 " 6_u H Dai, como ou_ = [6i ] femos
[ Bxi Lp(o) ax1 Lp(0+] axi Bxi
E : *
<V 51, =z|5| - -
que z— el (Q) e 3% > = 2. i o , ¥ i 1, ,N-1
1 i L BT

Para 1 = N usa-se {2) e obtém-se o mesmoe resultado, donde sai que

»* 1p L 3
u € W(Q} e lu u1 P 2.Jtun1

w Pl w p{o)

Agora, para demonstrarmos {1) e (2) consideremos a
sequéncia () « C®(R) dada por n (t) = n(kt), teR e k=1,2,...... ,

onde n & uma fungo fixada em C (R) tal que
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0 se t < 1/2

(L) =
1 se 1t > 1

*
»
Provemos (1}. Devemos provar que Iu gi = —I [ﬂ ],p_
X 8x
Q 1 Q 1
1si=N-1,€e VY pe Cz[Q). Para isso seja ¢ € Cz(Q]. Entdo, para

1 =1 = N-1 temos que

*oe 6y
(3) [ u ﬁ; = }’ u axl , onde
0 o
*
yix', xN) i= p{x’, XN) + op(x’, 'XN]

E claro que ¢ é de classe C', mas ndo & verdade em geral

que supp ¥ < Q+. Logo ¢ ndc pode ser usada come fungéce teste. No
entanto, a fungio nk[xN].w(x’, xN] € Cz(Q+) R e portanto
a au
J“EE}["Q”]"J axinkw'
Q Q
+ +
) _ gy
Mas &i [nk Y ] =M, 3 ¢ consequentemente
by _ _| ou

(4) J. uﬂkﬁf—[ axinkw'

Q ' Q

+ +

Passando ac limite em (4) quando k —> o (usando o

teorema da convergéncia dominada de Lebesgue) obtemos que

Q ! o] .

+ +
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Combinande (3) e {(S) vem

L
u. bp _ - 8u_ Yy = - du_ comc gueriamos
3x1 = ax1 3x1 ] ) o queriamos.
Q Q Q
‘.
Provemos agora a afirmaglo (2). Devemos verificar que
O
*dp _ _ du 1
Iu -'a:-x-—-— J [W] L VQ)GCC(Q].
N N
Q [
Seja entdo ¢ € Ci(Q}. Temos entéo que
¥ dp _ Bk
(& J“ a“[ Y oEk
N N
Q Q
+
onde n[x.xN]=w(x.xN)—<p(X.-xN)
Afirmacao: Existe constante M = 0 tal que |x(x’, xN)|s M.[xNI em Q.
De fato,
(7) n(x’,xN] = K [(X'.0)+(0,XN)] =
— v 8K * gk '
=x(x"',0) + Il (x’,0).0 + 5;; (x',0) X ¥ p[]xN|),00m

(8) lim pl]x_|) = 0
N
x50 |% 1§
n N

De (8) segue que existe 3 € (0,1) tal que |p{] xN|)| =

= |xn| sempre que 0 = [xN| =3

Agora, como k(x',0) = 0, tiramos de (7) que
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dk

(9) K(X'.XN) = E (X',O)XN + P(lXN“
Logo, para & < [xN| =1, como ke gg s8c continuas
- N
em Q tiramos que
1] BK *
(10) |p(|xN|)] = jk(x ,XN)| | 5;; (x*,0)| |xN| < A+ lenl
_ max _ max| ok
onde A= q K e B = 3 aXN
Agora, A +Bix | =K |x |, vd=|x|= 1 , bastando
N N N
para lsso tomar K = A ; BS 0 , donde sai que
|p(|xu|]| = K.|xN| , ¥ & = ]le =1 .
Loge, de {(9) sai que
letxx 0] = | 25 oo ) v Jetix )] =
POy T axN ’ N PLiXy B
Blx | + |x,} = (B+1).|x |, VO = ]xN| =3
Kixf » vé=|x|=1
donde sal que |K(x‘,xu)| < M.[xN| , VD = |xN] = 1 , bastando para

isso tomar M = max {B + 1, K }, o que conclui a afirmagfo.

Agora, como n K € Cz(Q+) temos

: [ e
(11) . I u gx';('nkl{} = J axN T}K K
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d _ , ak
(12) 3% (nkx) = kn [kxN)x g
N N
Mostremos que J ukyn' (k XN)K —— 0 gquando k — w (13)
Q

+

De fato, temos que

IJ uk n(k XN]K < k.MC. [ [u|.dex =< MC. [ |ufdx , onde
Q D(xuc % O(XN< i
C= sup {]n’tt]| , L € [O,l]} donde segue (13} .

Logo tiramos de (11), (12) e (13) que
ak au
(14) J U.é? = [ ”B?K

8u au 1°
Também, como — K = J [ _— ] p, segue de (B)

8x ax
N N
Q Q
+
e (14) que
(]
1..1“i QEL = - ng comc queriamos
8xN axN ¢ q ’
0 Q

Isso termina a demonstragfo do lema. A mesma coisa pode

ger feita se substituimos Q+ por Rf (sem mudar a demonstrac@oc), o que
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estabelece o teorema (2.4.2) para o caso mf,

Antes de demonstrar o teorema (2.4.2) precisamos

introduzir o:

Lema 3.4.4 (Particao da Unidade)

Sejam I' ¢ RH compacto e U1' U2, e Uk abertos de R"
ko w, N
tais que "' ¢ v U1 . Entdo existem fungdes Bo ,91, C ey Bk em C (R}
i=1
tais que:
k
(1) 0 = 91 =1 vi=0,1,2 ...,k e EE:Oi =1 emR" .
i=D
supp B1 € compacto e supp 9i C Ui ¥Vi=1,2,....,k
(i1)

N
supp 6, c R \T

Mais ainda, quando 9 & um aberto limitado e I' = 8Q entio
6,| € c @
n [~

Demonstragao: Ver [EX]
A técnica de usar uma partigfic da unidade para passar de

3 N o
um resultado demonsirado sobre R (ou Q) & mesma conclusio sobre um
-+ +

aberto regular @ é muite utilizada. Abaixo teremos ocasi&o de observar

essa técnica na demonstracdo do teorema (3.4.2).
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Demonstragac do teorema (3.4.2):

Come I' = 90 € um compacte de classe C], existem abertos
k

[Ui] de &' tais que r c \..'Ui e
1515k

existem aplicagdes
1=1

H1 : Q—-——)U1

bijetivas tais que Hi € Cl{a), H;l e Cl(ﬁl).

H1(Q+) =0n Ul ‘e Hl[Qo} =T n U1
Conslderemeos as fungdes Bo, e ,..

.,Bk introduzidas no

lema (2.4.4). Dada u € wi"”[n) escrevemos

k k
u = zeu= Zu, onde u =6u
1 i i 1

1=0 i=0

N
Vamos prolongar cada uma das u a R

, distinguindo o
caso Uo e 0 Ccaso u

,» 1 =1 =Kk,
i

(a)

Prolongamento de u,- Definimos ¢ prolongamento de u, a

uo[x},xen
R™ por u(x) =
0 0, xeBR\Q

Recorde que 8 ¢ Y A L™ERY

e Ve, e /MM,

k
porque '090 = - z vei tem suportie compacto e supp 90 < lRN\ r.
i=1
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Logo, segue da observagd¢c anterior 2o enunclado do

- 80
- 1,p N 8 - _ du Qg —
teorema (3.4.2) que u eV {R') e que ‘E (u) =86, E? tEru

1A

C. hall

Portanto 1 u ll . . X
w PR WP (Q)

Q

1A
-

(») Prolongamento de u, 1 =i

Conslderemos a restrigio de u a Uin Q e transportemos
essa fungdo =a Q+ via apllicagédo Hi .Mais precisamente, colocamos
vity) = u[Hi[y}] para y € Q . Usande a férmula de mudanga de

variavels para integrais do § 3.3 tiramos que vle HLP{Q+).Consideramos

»
entdc o prolongamento por reflexfic de v, (lema 3.4.3), digamos v, -

»

*
Desse lema sabemos gue v, € Lﬁ’p[Q). Retransportamos agora v,

- * [
sobre U1 via H11 , digamos wi[x) = v (Hll{x)). X € Ul

Temos entBo da formula de mudanga de variaveis que W, €

wLp[Ui) , wl = u sobre Ul no e U W H ,p ||Il ’P[Q u )
i

. N
Finalmente, colocamos para X € R

Bi[x)wi[x] , X € Ui

ﬂi[x) = X
0 , % e RN Ui

de maneira que ﬂi e WP(RY) (da observacfo anterior ao teorema 3.4.2),

a, = u, sobre ne"o"1 -cc|| ||1
Py ’p(QnUi)
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k
Colocando agora Pu = u, * E: Qi obtemos todas as

propriedades cltadas neo teorema (2.4.2). u
1,p
3.5 0 Espacgo Wo (N, 1s5p<w.
Definigao: Seja 1 = p<w. ‘-';"’(QJ:= (fécho de c:(m em W'P(Q)),

com a norma induzida de wl'p(n]. Denotaremos H;{Q) = W;'z (§2).

Observagdes:

{1 Como Ci[RN] & denso em WLPERNJ entfo
WPR) =W P (RY).
(2) Verifica-se que C {(Q) é densc em w;'P(n}. de forma
[

que podemos usar indiferentemente C:{Q) ao invés de C:[Q) na definicdo

1,p
de HD (Q)

TEOREMA 3.5.1 {Desigualdade de Poincaré)

Suponha gue f) ¢ R" & aberto limitado. Entfo existe uma

constante € (dependendo de Q e p) tal que ”u" = C.“VuH

P () LP(R)

Yue w;'p(n) (1 =p<w .
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Em particular, a expresséo "Vu" define wuma norma
p
L (Q)

em H;'p(Q) que & equivalente & norma uu" » € sobre H;(Q) a

WP

expressio J Vu . Vv define um produto internc cuja norma associada €

equivalente & norma "u" -
H

o}

Demonstragac: Brezis [1], pagina 174.

No teorema abaixo, dado x € R ceolocaremos I[x] =
méx{n € Z : n = x}, ié&, Ix] & a parte inteira de x.

Temos agora os seguintes resultados:

TEOREMA 3.5.2: Seja Q ¢ RN aberto de classe C1 com ' = 80 limitadeo, ou
Q= Rf. Entéc, se m ~ E> 0 temos, colocando k = [ - g] , que W)

< Ck(ﬂ) (médule a escolha de um representante continuo, € claro).

Demonstragao: VeJja Brezis, péag. 189.

TEOREMA 3.5.3: Seja Q < R' aberto limitade de classe C . Entdo a

tnclusiio H'(Q) ¢ H(Q) & compacta YV m > n, mnbe N .

Demonstracac: Veja [14], pagina 144,
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4: SEMIGRUFPOS DE OPERADORES LINEARES LIMITADOS

Utilizaremos aqui as notegbes e resultados sobre
semigrupos {T(t) : t = O} fortemente continuo de operadores lineares
limitados de Pazy, referéncia [8]. Colocaremos neste parégrafo somente
alguns resultados mals impertantes tals come o teorema de

Hille-Yosida-Philllips e alguns casos particulares.

Definig¢ao 4.1: Seja (X,l-l) um espago de Banach. Uma familia a um
parametro {T(t)} : t = O} de operadores lineares limitados de X em X ¢

chamada um gemigrupo de operadores lineares limitados se:

(1) T(0) = 1 (operador identidade de X em X).

(11) T(t+s) = T(t)T(s) VYV t,s = 0 (propriedade de semigrupo)

Definicdo 4.2: O gerador infinitesimal de um semigrupo {T(t} : t = O} ¢&

0 operador linear A:D(A) ¢ X —s X dado por

onde D(A) = {x € X: existe o limite acima (na norma de X)}. E imediata

a verificagfo de que D(A) & subespago vetorial de X e que A & linear.

Definigao 4.3: O semigrupo {T(t) : t = 0} ¢ £(X} & dito ser:

(a) uniformemente continuo na origem se lim “T(t) - I“ =0
tdo 2(X)
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{b) fortemente continup se 1im T(t}x = x , ¥ x € X . Neste
tio

caso diz-se também que T(t) é um c®- semigrupo de operadores lineares

limitados.

{c) uniformemente limitade se "T(t)" =M, Vitz=0.
2(X)

TEOREMA 4.4: Seja {T(t) : t = 0O} um c’- semigrupe em X. Entfo existem

constantes w 2 0 e M2z 1 tais que ”T[t}H <M vt ozo.

£(X)

Demonstragao: Ver Pazy, pagina 4.

Coralario 4.5: Se {T(t) : t = 0} ¢ £(X) & c°® - semigrupo entdo, para

todo % € X fixado, a aplicacio t —3 T(t)x de [0, w) em X €& continua.

Demonstragdo: Ver Pazy, pagina 4.

TEOREMA 4.6: Seja {T(t) : t = O} c £(X) um C° - semigrupo e A seu

gerador infinitesimal. Entaoe:

t+h

[ T(s)xds Vv tz0

t

(a) Para todo x € X temos T(t)x = lim
h-0

=g I

(quando t= O consideramos h —> 0').

h
{b} Para tcdo x € X temos J T{s)xds € D(A), Y h=z=0;

3]

(¢) Se x € D(A) entBo TltIx € D(A) Vv t = 0 (iste &, o
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dominio do gerador ¢ Ilnvariante peleo semigrupec). Mais ainda,

oo

L T(tIx] = A.T(t)x = T(t). Ax

Observacoes:

(i) Tomande €=0 no item (a) do teorema 4.6 obtemos
X = lim+ % T(s)xds; agora do item (b) de 4.6 sabemos que
h0 |
0
% T{s)xds € D(A)}, donde sai que x € D{A). Resumindo: todo gerador de

0

Co- semigrupos em £{X) & densamente definido em X.

(ii) 0 1item (c) do teorema 4.6 afirma que o
problema de encontrar uma funglc u:{0,x} —» X continua em [0, a],

diferencidvel em (0,x), com u{t) € DP{(A) para todo t > 0 e tal que

ult)
uf)

Au(t) , t >0

(1) u € DA
0

tem solugio se A for o gerador infinitesimal de um C°- semigrupe T{(t)

em X, Neste caso a solugfo é dada por u{t) = T[t)uo. Convém reforcar

que o fato de A gerar c®- semigrupo ¢ apenas condigéo suficiente para

existéncia de solugio de (1).
Da observacBo (ii) acima vemes que ¢ importante um

resultade que decida se um determinade operador linear A gera ou nio

0 . .
C"- semigrupo em X, e para isso temeos o:

45



TEOREMA 4.7: (Hille-Yosida-Phillips)

Un operador linear A:D(A) ¢ X — X €& o gerador
{nfinitesimal de um C°- semigrupo {T{t) : t = 0} < £(X) satisfazendo

NT(LN = Me“t se e somente se as condigdes (i) e (ii} abaixo se

verificam:

(1) A & fechado e densamente definidc em X

(11) o conjunto resolvente de A, p(A), contém o
semi - eixo (w,w), e, para A > w temos HR{A: A) I < M. (a-w)7",

para todo n = 1,2,....
Mals alnda, todo A e C tal gue Reid > w

pertence a p{A) e IR{A:A)"I = M.(Rer -w} " para todo n = 1,2,..

Demonstracac: Ver Pazy, pagina 20.

Definicao 4.8: Uma familia a um parametro T{t)}, -o < t < o, de

operador ¢s lineares limitados num espago de Banach X & um o grupo de

operadores lineares limitados se:

(i) T(O} = §; (ii) T(t+s) = T{t}T{s) V¥ t,5 € R e

(1i1) lim T(t)x = x Y x € X
t-0

De maneira anadloga =ao caso de semigrupes define-se
gerador infinitesimal para grupos, com a observaqab de que agora nic &
necessAria a restricidc t — 0" .

E facil ver que se T(t) é um . grupo de operadores
limitados ¢ A & seu gerador infinitesimal entédo {T(t) : t = 0O} & c°-
semigrupo com o mesme gerador. Também ¢ clarec que, para t 2 0, S(t) =

= T(-t) define um Cq-semigrupo de operadores limitados com gerador -A.
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Recliprocamente, se A e -A sho geradores infinitesimais
de C°- semigrupos T+(t) e T (t) respectivamente, entfio A & gerador
infinitesimal de um c’- grupo T{t) dado por

T*(t) se t =90

T =9 1 () se t = 0
Veremos agora uma motivagio que leva a outras condigdes
suficientes par‘a: gque determinado operador linear A em X seja gerador de
um Co- semigrupo. Para issc consideremcs o caso em que X ¢ Hilbert com
produte <-,->, M = 1 e w = 0 no teorema 4.7 (isto ¢, T(t) & de
contragdes num espago de Hilbert). Entéo, se R < pl{A), =a condigho

IR(A: AL = 1/;\ Y A > 0 é equivalente a Re<Au,u> = 0 V¥V u € D(A). De
fato, IR(A:A)I = 1/7\ YVA>0 &= Alul = I{A-A¥ull , ¥ u € D(A) e

VaA>O0 e A2 <uuw = <(d -Au, (A -A)uw> Vue DA e VA>D0 e
Re<Au,u> = 1/}\ <Au,Au> ¥ u e D(A) e ¥ A > 0 = Re<Au,uw> < C.

Definicao 4.9: Um operador linear A : D(A) ¢ H —» H no espago de
Hilbert H é dissipativo se Re<Au,u> = 0 ¥V u € D(A).

Uma motivagio para esse nome segue do faio abaixo:

Suponha que ult) resclve a equagho u(t) = ault). Temos

que gt[llx(t)llz] = gt <x(t), =(t)> = 2(}::{t].x[t)> = 2<ax(t),x(t)>.
Assim, dAt [llx(t)llz] = 0 = <Ax(t),x(t)> = 0, e a propriedade

dAt [le(t)liz] = 0 bem justifica o nome operador dissipativo para A.

TECREMA 4.10 {Lumer-Phillips): Seja A : D(A) c H —= H linear e

densamente definido nc espago de Hilbert H, Se existe 7\0 >wa0 tal
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que H = Im[ho -A) e se Re<Ax,x> = wlxl® ¥ x € D(A) entdo A & gerador

infinitesimal de um C°- semigrupo T(t) em H tal que IT(t)I s e“, Em

particular, o mesmo ocerre quando A é dissipativo.
Demonstragac: Veja Pazy, pagina 14.
Corclario 4.11: Seja A linear e densamente definido no espago de

Hilbert H Se Re<ax,x> = 0 V x € DP(A) e se existe ho > 0 tal que

Im(hot A) = H entdo A gera c’- grupo de contracgdes em H.

Demonstragao: Imediata.

48



G: SEMIGRUPOS ANALITICOS E POTENCIAS FRACIONARIAS DE OPERADORES

Definicgdo 5.1; Seja A = {z A < arg z < $,» com cp1< 0 < cpz} e, para

cada z € A, seja T(z) € 2(X) , X um espago de Banach. A familia

{T(z) : 2 € b} ¢ um semigrupo analitico em A se:

(1) z —> T(z) de A em £{X) & analitica;

(ii) T(Q) =1 ;o {1i1) limT(z)x =xvxe X, e
Z-0
zeh

(iv) 'i'[z1 + 22) = T(zl}T[zz) Vz.z €b

Um semigrupo {T(t) : t = O} sera chamado analitico se

existir uma extensfc =analitica a um setor A contende o eixo real
ndo-negativo. 0 proxime tecorema da condi¢des suficientes para que um

operador linear gere semigrupo analitico.

TEOREMA 5.2: Seja A : D(A) ¢ X — X linear, D(A) = X. Se:

(i) o conjuntoc resclvente de A contém o setor
S¢={?\#0:|arg?x|<go+n/’2}com0<w<n/2. e

(i1} HR(X : A)lIl = M/|?t| Y A e qu , entdo A gera
semigrupo analitico {T(t} : t = 0} , com extensfio analitica ao setor

%={zec': Iar'gz|<qo}.
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Demonstragao: Ver Friedman, [91.

No restante desse  paragrafo  objetivamos apenas
apresentar ¢ material necessarioc sobre peoténcias fracionarias de
operadores, material este gue serd utilizado num exemplo posterior
sobre compacidade do fluxo de um determinado sistema dinamico. Come
egse & o Unico objetivo seremos breves na exposigée, e a maloria dos
resultados nfc serfic demonstrados. 0 leitor interessade nos detalhes

pode consultar [Lecture Notes in Math., BAO, Dan Henry].

Definigao 5.3: Seja X Banach e A:D(A) ¢ X —— X linear. Dizemos que A
é setorial se A ¢é fechado, densamente definide e tal gque existem
constantes ¢ € {0.“//21, M 2z 1 e a 8 R de sorte que o setor

Sa 0 ={A: ¢= Iarg(h—a)] =@, A ¢ a} estd contido em p(A) e, para A €

S, |1 - m7 = %/ rea

Note da definigio que se A & setorial entfo -A gera

semigrupo analitico. De fatoc, temos Sa o c p(A), donde -5 " c - plA) =
» (-39

= p{-A), e portanto a - Sa o c a + p{-A) = p(al - A), ou seja, chamando

¥

B - ¢)}. Também, para

T
2

Il

al - A temos p(B) > a—Sa,@ > SB com 8 € (0,

-
(11}

S9 temos "(AI*B}_IH = " [{a-2)] - A]_ln < M//|(a—l}—a] , pois

-1
i , S  hssin,
a-Ae€ qu) Logo "( 1 B) M//lhl Y A e SB Assim, do teorema
5.2 segue que B gera semigrupo analitico S(t). Agora, colocando
T(t) = e"atS(t} temos que T(t) ¢ analitico e -A ¢é seu gerador
infinitesimal. Na verdade podemos cencluir mais que isso, como diz o

teorema abaixo.

TEQREMA 5. 4: Se A ¢ setorial ent@e -A gera semigrupe aznalitice em X.

Mals ainda,se Re o(A) > a, isto &, se Re A > a para todo A € o{A),entéo
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"e't‘" =Cce™ e "Ae—t*" < % e para todo t > O e alguma constante C.
Demonstracao: Para as estimativas acima veja [10), pagina 21.

Definigao 5.6 (Potencias Fracionarias)

Seja A setorial no espago de Banach X e suponha que

Re ¢(A) > 0. Entéc, para o > 0 coloque

% _ 1 N
AT = ) t e dt, onde T & a fungio gama.

o
Observagfio: Em [10] prova-se que quando A & como acima

entéo, para cada « > O, A% & um operador linear limitado em X, o qual

B o p(eeB)

& injetor e satisfaz A" A para todos a« > 0 e 8 > O,

Assim, faz sentide =a definigio de poténcias fracionarias positivas,

como abaixo.

Definigae 5.7: (continuagdo da definigio 5.8)

Fara A como antes & o > 0 definamos Aa = {inversa -de

A™%), com D(A%) = Im(A™). Colocamos também A’ = (identidade em X).

Consideraremcs agora uma topologia nos espagos Xa =

= D(A%) e apresentaremos um resultado sobre inclusfo compacta.

Definigao 5.8: Seja A setorial no espaco de Banach (X, II:1), e defina,

para cada « = O, ¥ = 9[A?) com a norma do grafice, isto &,
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||x|!a = IIAT)(", onde A1 = A + al, com a escolhido de modo gue Re o'{Al} >0
E evidente que existe tal @, pois A é setorial e o(A + al) = a + o(A).

Observagfio: Escolhas distintas de a € R nos déc normas

equivalentes enm Xa. de mode que vamos omitir a dependéncia com a

escolha de a. Temos agora ¢:

TEOREMA 5.9: Seja A setorial no espago de Banach X. Entéo [Xa, lI-II‘x]
¢ Banach para o = 0. Mals ainda, para « =z 8 > O, x* & um subespago
denso de XB com inclusde continua. Além disso, se A tem resolvente

3

compacte, a Inclusée Xa c X €& compacta se oo > B = Q.

Demonstragao: Veja [10], pagina 28.

Para finalizar esta secgéo colocaremes o resultado

abaixo que sera utilizado posteriormente,

TEOREMA 5.10: Seja A:D(A) ¢ ¥ — X setorial e suponha que Re o(A) >
> & > 0, Entdo:

{i1) Para « =z 0 existe constante Ca < w tal que

1A

“A"‘e"“" C, t* ety
2(X)

L

(i)e™ . ¥ 5285 VtEt>0 e YVazo0;

X -At

(111) e Ma% = A% ™% v x € (4%

Demonstragdo: Ver [10] pag. 26 e/ou Pazy, pag. 74.
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CAPITULO UM

APLICAGAD AS EQUAGOES DIFERENCIAIS

1.0: PROBLEMAS DE EVOLUGAQ ABSTRATOS
1.0.1: 0 Problema de Cauchy Homogeneo

Seja X Banach e A : D{A) ¢ X —— X linear. Dado x € X o
problema de Cauchy abstrate com condigio inicial x consiste em

encontrar wma solucio u{t) para o problema

du(t)

T = >
It Ault) , t >0

(1)
u(0) = %

onde por solugdo entendemos uma funcio w:[C,T) — X, 0 < T =w , comu
continua em [0,T), diferenciavel em (0,T), u{t) € P(A) para todo t e
(0,T) e tal que (1) fica =atisfeita. Do que vimos no paragrafb 4, mais
precisamente no teorema 4.6, sabemos que se A gera c®- semigrupo T(t)
entdao (1) tem solugéo para tode x &€ D(A}. Mais ainda, u(t) = T(t)x
resclve (1). Nio & dificil provar que para x € D(A) , u(t) = T{t)x é a

unica solucéo de (1).

Observagho: Vé-se em Pazy, pagina 104, que se A & o
gerador infinitesimal de um semigrupc diferenciavel {isteo &,f — T(t)x
¢ diferenciavel para todo X € X) entfic (1) tem solugBo Gnica V x € X.
Em particular o mesmo ocorre se A gera semigrupe analitico, pois se
t — T{t)x & analitica ¥V x € X entdo t — T(t)x ¢é diferenciével V x

€ X. Quando A gera co- semigrupo T{t) que nfio & diferenciavel entdo em
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geral, se x ¢ D{A), o problema (1) ndc tem solugio. Nesse caso a fungio
t — T(tlx & tida como uma soluggo fraca de (1), a qual chamamos

solucae mild.

1.0.2 0 Caso Semi-Linear

Consideraremos nessa secho a equagio semi-linear

du(t)
dt

= Ault) + F(tu(t)) . t >t
(2) ©

u(to) = X

onde A & o gerador infinitesimal de um cb- semigrupo T(t) e
£f: (0,T) x X ~—> X. Por solugio de (2) entendemos uma aplicagéo

u [to,t0 + T) —— X a gqual & continua em [to,t0+ T), diferenciavel
e ult) € P(A) em {to,to + T} e tal que (2) se verifica.

Supenhamos que (2]} tem splucdo diferenciavel u e
considere, para t € (to,to + T) fixo a aplicacgho g:[to,t] — X dada

por g(s) = T(t-s)u(s). Entéo g’ {s) = T(t-s)}f(s,uls)), e integrando de
t
to a t cobtemos u(t) = T(t—to)x + J T(t-s)f(s,uls))ds. Note que -esta

t
0

expressio estd bem definida bastando para issc gque T € Ll{to,t0 + T: X).

Neste casc pode acontecer que ela nio seja solugfco de (2) conforme a
definicéc acima, mas apesar digso ¢ natural considera-la como uma

solugfio fraca de (2). Definimos entéo:

Definicac 1.0.2.1: Seja A o gerador infinitesimal de um cl. semigrupo

T(t) em X, seja x € X e [ € Ll[t.o,t0 + T : X). A fungdo u €

54



t
C({to,to+T):X) dada por uf{t) = T(t-to)x + J T(t-s)f(s,u{s))ds & chamada

t
4]

solucBo mild de (2).

Tal expressfo é conhecida como formula da variaciio das

constantes. Observe gue quando f = 0 a definiglc de solugio mild

colncide com a definigdo Jj4 dada para o caso homogéneo.

TEOREMA 1.0.2.2:+ Se f : (0,T) x X — X ¢é continua e localmente
lipschitziana na segunda variavel [isto &, dado (ta’xo) € (0,T) x X

existem ¢ > 0 e K > D tais que If(t,x) - f(t,y)l = K Ix-yl para todo

lt_tol = ¢, Hx—xoﬁ = g e Hy-xai = ¢] entdo, dado {to,xol e (0,T) x X
existem t1 > t0 e uma solugfo mild u : [to’t1] — X do problema (2).
Mais ainda, se U : {to,fll —> X & uma outra sclugdo mild de (2)

entsio u(t) = U{t) vt e [to, min {tl,fi}}.

Demonstracac: VeJja [10],

Observagéo: De modo andlogo as EDO’s obtemos que para

cada (to,xo) existe um intervale maximal [to’t1) de definig¢so da

solug8o uf{t), e mais ainda, se £ : (0,w) x X —-— X leva conjuntos
limitados em conjuntos limitades  entéc t1 < w implica que
limsup Ku(t)l = « , isto &, u{t) deixa qualquer compacto. Essa
tat”

1
propriedade € Uutil para verificarmos se a solugfio, quando existe, esti

deflnida para todo t z’to. Uma condigfio suficiente &, por exemplo,

verificar gque u(t) é limitada. Em geral, a técnica utilizada para
demenstrar limitagfio de solugbes ¢ langar mie dos funcionais de
Lyapunov. Nos capitulos 1 e 2 que seguiréo faremos isso em detalhes num
exemplo conéreto. a saber, numa equagdo da onda com termo dissipativo.
0 teorema abaixo d& agora condigdes suficientes para

existéncia de solugiio forte,
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TEQREMA 1.0.2.3 Seja A : D{A) ¢ X — ¥ setorial, 0 = o < 1, e

f: U——o X comUCRX x* averto. Suponhamos que f(t,x) &€ localmente
Hélder continua em t e localmente Lipschitziana em x, 1isto &, dado

(to,xo) € U existe vizinhanga V ¢ U de (to,xo) tal que para todo {t,x)

€ Ve [5,y) € V vale
“ f{t,x) - f[s.y]u = L. [lt—sle + "x-yu J )
44

para algumas constantes L > 0, 8 > 0. Entéo, para qualquer (to,xo) € U

exXiste T = T[to,xo) > 0 tal gque o problema

dult) |, auct) = £(tu(t)), € > ¢
dt c
(3)
ult ) =u
o] a
tem uma Unica solugho, isto &, existe uma unica u : [to,t0 + T) — X

tal que u(to) = uo,[t,u(t)) e Ue uft)) € D(A) para t0 <t < to + T,

du/dt existe, t — f(t,ul{t)) ¢ localmente Hslder continua,

L _+p
0
J If(t,u(t))iidt < @ para algum g > 0, e (3) se verifica em

t
o]

(to,to + T).
Demonstragao: Veja Lecture Notes in Math., 840, pagina 54.

Vale a mesma observagdo anterior sobre o intervalo

maximal das solugdes.
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1.0.3 Equagoes Diferenciais Funcionais com Retardamento (EDFR)

Sejam r 2 0 e C = C([-r,0); R") o espago das fungdes

continuas de [-r,0] em Rn, munido da topeclogia da convergéncia

uniforme, 1&, munide com a norma do supremo

"x“ = sup {'“x(e)" 1 -r =9 = O} = max{ “x[e)" P er 8 s 0} ,
c

onde li+ll denota gualguer norma em R". Dados A > 0 e x : [-r,A] — Rﬂ

definiremos x, € C para t € [0,A] pondo xt[B):=x[t+9] para -r = 8 = 0.

Seja ainda £ : C —> R

Definig3o 1.0.3.1: Uma egquacao diferencial funcional retardada (EDFR) &

una relagio da forma
(1) x(t) = £x,) . t e [0,A)
onde a derivada no extremo & a derivada a direita.

Definigao 1.0.3.2: Uma soliicac de {1) com condicao inicial ¢ € C & uma

fungdo x{(-) = x{-,¢) : [-r,A) — R" , A >0, a qual é derivavel em
[-r,A), x(t) = £lx) ¥Vt e[0A) e tal que x = ¢, isto e, x(8) = ¢(6)

Y -r=g=>0.

TEOREMA 1.0.3.3 (Existéncia e Unicidade de Solug3o):

Seja @ ¢ C aberto e £ : Q — R" continua. Se ¢ € R
entfio existe uma solugdo x{-) = x(-,¢) de (1) com condigio inicial p.
Mais ainda, se f for lipschitziana em cada compacto K <

O ento para cada ¢ € 0 existe uma unica tal solucéio.
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Demonstragao: Veja [3], paginas 41 e 42.

TEOREMA 1.0.3.4: (Dependencia continua com relagao as condigdes

iniciais)

Seja ¢ C aberto, wo €N e f: 0 — R continua.
Suponha que x & solucdo de x=f(x ) com condigho inicial
¢ , 8 qual suporemos ser tnica e definida em [-r,A]. Seja W ¢ Q o

compacto definido por W= {x: tt e [O,A]} , € v’ uma vizinhanga de W

na qual £ é limitada. Se [@ ] satisfaz ¢k — @o em  quando kK — wm,
kZ1

entfio existe ko € N tal que, se k = ko, a equagao %= f[xl] com x = wk

tem solugio x* = xk{-,ﬁk) definida em [-r,Al] e xk — x° uniformemente

em [-r,Al.

Demonstracao: Veja [3], pAgina 41.

TEOREMA 1.0.3.5: Seja Q ¢ C aberto e f : O — R" continua. Se
[-r,A), O < A< ®w, & o intervalo maximal de definigéo da solugdo de

X = f{xt) {isto &, n&c existe soclucio definida em [-r,B) com B > A)

entéic, para todo compacto K ¢ Q existe tK tal que X, ¢ K para todo

t. =t <A
14
Demonstragao: Veja {3), pagina 42.

0 teorema acima da uma condicfo suficiente para que a

solugBo x(+) = x(-,p) esteja definida para todo t = 0, a saber, basta

verificar a compacidade de Tkt D D=t < A}
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1.1: Regularidade das solugoes de Au — Au = f

0 oblJetive deste parégrafo é mostrar que o conjunto
resolvente de A : H° n H; — 5 1% contém {AeR: A= 0}, onde

A= E: 3i/bx2 ¢ o operador Laplaciano, e mais ainda, que R(A:A)

resulta compactb para todo A = 0.

1.1.1: Existencia de Solugdo Fraca para o Problema
(1) Au-Au=f em {
u==0 em I = 3f

onde £ € L2(R) é dada, e © ¢ R® & um aberto de classe C° com I' = 80

limitado (ou © = mf).

Vamcs iniciar tornande precise o© cohceito de solugio
fraca de (1} comentada no inicio do parédgrafo 3 do capitule 0.

Digamos que u : § —— R é uma sclugdo cléssica de (1).

Entéo
J Auo - J Au o= J e ., Vaedn=C (Q.
Q Q 2
Usando integracioc por partes e o fato que u = 0 em T

obtemos

J

Aud+ J Vu. V¢ = J f¢ , Vv&e Q)
2 Q

Q

Também, usando o fato que D(Q) ¢ denso em H;(Q) obiemos
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(2) J Auv + J u. Vv = J fv Vve Hé(n)
Q 0 ¥

Isso sugere a:
Definicdo 1  (Solugso Fraca para (1))

Dizemos que u € H;(Q) ¢ solugdo fraca de (1) se (2) ¢
satisfeita para toda fungio v € H;(Q].

De que fol feito acima & claro entdo que ftoda solugio
classica é solugio fraca,
Quem garante que a definiclo acima & boa & o:

TEOREMA 1 (Existéncia e Unicidade de Solugao Fraca para (1))

Dada f € L%(R) existe uma unica u e H;(Q) solugéo fraca

de (1).

Demonstracao: £ s6 usar o teorema de Lax - Milgram {(veja teorema 1.11)

com al(u,v)} = J Vu. Vv + J Auv, o gual & claramente bilinear e com o
& Q

funcional linear ¢ = ¢, ° H;{Q] —> R dado por <¢, v> = J fv, o qual
9]

estd bem definido e € continuo pela desigualdade de Hélder. Basta

verificar que a & continua e ccerciva. A coercividade ¢ imediata, pois

a(v,v) =[||W||2+a[vezj )" = M5, . v v e B@
Q Q Q "o
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continuidade também sal facil usando a caracterizag&o por sequéncias. g

Podemos entfo pensar na aplicaglio T : Lz(n] — H;{n)

que para cada f € L%(n) associa a Unica funglo u = Tf € H;(Q} solugéo
fraca de (1),

E facil ver, usando o teorema do grafico fechado, que T
resulta continua.

De fato, seja (fn, un} —> (f, u) em L?(n) X H;(ﬂ).

Devemos verificar que f € L%, o gque é claro, e que u = Tf. Ora,

para cada n temos que

J Ju .Wv + h.[ uv = J f v , ¥ve H () .
n n n 4]
194 2 0

lego, no limite obtemos,

J Vu.Vv + A . [ uv = J f.v , Vve Hﬁ(ﬂ}
0 Q 0

ou seja, u = Tf . Temos entéo o

Corolario 1: Dada f € L?{Q) entic a Unica solugio fraca de (1)

satisfaz "u" = C."f" para alguma constante C = 0 independente
1 2
H (R) L (Q)

de .
Alternativamente, podemos concluir a continuidade de T

do seguinte modo:

afu, u)

' 2
“H“" 1 = wr(U) = “¢r" t* - "u" 1
H H H
0 0 i}
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isto &,

"u"H:;[m = C."@f"H;[n), ;. agora, como @f(v) = |J; f v s "f"Lz."v"L2
entdo “*";“ = "fuLa - Portanto, "u"H;{.m = M. “f||L2m) n

Mais geralmente (e nfic com mais esforgo} temos o:
TEOREMA 2 (Equagao Eliptica de 2a. Ordem)

Seja Q ¢ R" aberto limitado. Dadas as fungdes aU(x) €

clty , 1 = i,J = N verificando a condiczo de elipticidade

N
(3) E: alj{x) Clcj -4 IICII2 VvVxxell, VY{e RN, com« > 0,
1, =1
e dada funcio ao{x] e C(Q), ao[x) =0V xe £, entdo o problema de

encentrar uma funcgéo u : Q — R satisfazende

i)

.4
au
Z 3_}( [a”&] +Aaou—f em
(4) g 3 i

u=0emn dk

admite uma Gnica solugio fraca, isto &, existe uma Unica u ¢ H%(Q) tal

que
K
du v - 1
(5) J Z aij 5;1 5% +7LJ'aouv-J’fv VVEHO(Q]
0 1,3=t ) Q Q
Observagdo: o problema (1) é um caso particular, no
qual a =0 Vvi=zyj , a =1 Vi e a =1.
ij it ]
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Demonstragao do Teorema 2: Basta usar Lax - Milgram com o funcional

linear continuo =9

p H;(Q} —— R dado por <¢, v> = [ f v e
Q

N

com a forma bilinear al(u,v) = a fu oy + A | auv, a qual
1) Bxl ax 0

L, 1=1 "R . Q

é continua e coerciva, sendo que a coercividade ¢ consequéncia da

condicio de elipticidade junto com a desigualdade de Poincaré. -

De maneira analoga a anterior, mosira-se gque

o, = el

1.1.2: Regularidade das Solugoes Fracas

TEQREMA 3: Seja 0 & RY aberto limitado de classe C2 (ou 2 = Rf ou

Q="R"), e seja f e L°(Q). Entdio a dnica fungho

u e H;{Q) verificando

(6) J Vu.Ve + AJ up = J fo , VYee H;[Q)
Q 9] Q
¢ tal que u € Hz{n) e “uu o < C ”f" o onde C & uma constante que
H L

s6 depende de 2 .

Ou seja, o teorema (3) estd dizendo que a aplicagio

AL -A: HW@ n H;(Q) 5 1%(q)
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é Invertivel e tem inversa continua.

Demonstragao: Consideremos  inicialmente A > 0. Dividiremos a

demonstracio em trés casos, a saber:

(a) R = RY (b) Q = [Ri‘ e (c) Caso Geral.

Caso {a): Usaremos o método das translacoes

Dado h e RN {0} e u: £ - R definimos
Du: 2 — R por Du-={tu-u/|h| , isto &,
h h h
Dhu{x) = (u{x+h) - u(x))/|h| . E de facil verificagdo as identidades :

-1
D-h[th) = m [th + D—h”]

Também é claro que H;[R") é invariante por translacgdes,

isto &, u € H;(RN] implica Dhu € H;(RN}. Logo, levando ¢ = D_h(Dhu) en
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(6) ficamos com

R R 1 R 1

N N
_ 8u Bu _ a8 8 =
IR AN T T

N k K Nk K
k=1 "R k=1 "R
2
=J <v(D u) , VD W> =J ]IV{Dhu]H ; (7)
RN R R

Por outro lado,

2
2
A J uep =2 J u.D_hDhu =X [ Dhu.Dhu =2 J (Dhu) = A."Dhuu , (8)
N N N N L
R
Portanto, de (7) e (8) vemos que (B) se transforma em

X
IRN b N

R

2

Dhu = J f D_h(Dhu], {3}
RY

e usando a desigualdade de Holder no segundo membro vem

2 2
[l x| ol <l - o] - oo
N IR" L - L

R

Por outro lade, usando o teorema (3.3.7) do parédgrafo 3

comp=2¢ Dhu no lugar de u obtemos
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Pl slool, , vecs

Como w CC RN é arbitrario vem

ool s lmol,

) )

Dai (10) fica

|

R

D u % ||f||L2. ||U[Dhu)||L2. (11)

2
[vio,0] ﬁ,[mn

Agora, tomando C = max{1l, 1/} ficamos com

Du
h

2 =
ol <f | el |

" = ol Jro0] = o] ol .

oy ol << ., -
H L
du a8
Agora, "Dh[ 8x ] n z " ax (Dhu)" 2 =
1 L i L
ol scf], . vi-te. . (1)
Bkt 2

Logoe, usando novamente o teorema {3.3.7) do pardgrafo 3

comp=2e E}u/aX em lugar de u obtemos que 6u/ax e  HY(®
1 1
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vi= 1,...,N, isto é, ue HZ(Q]. Temos também que "U" 25 M "f" 5 para
H L

alguma constante M = 0. De fato, tomando h = |h ek em (13) com
321.1
k € {1,2,....N}, e fazendo |h| —— 0 vem ” —————-H =C . "f‘" s
tﬂxkﬁxl L‘.2 Lz

vi1s<ik=N.

Agora, do corolario (1) sabemos que "u" , = C. "fl{ s
H L
N
32u
= + — = .
N R FR N PN Y
H H F i1 i 0§ L L

Caso b: Q = IRf . Usaremos novamente o método das translacdes,

mas somente nas direcdes tangenciais ao borde de 0, isto ¢,
para h € [RH-1 x {0}, h # 0. Para tais h escreveremos h/T, e diremos
que h & paralelo ao bordo. E l6gico que se u € H;(Q} entdo T u € H;(Q]
¥ h/T, isto é, H;(n) ¢ invariante por translagdes tangenciais. Agora,
tomande h /T com h 2 0 e ¢ = D_h(Dhu), onde u € H;(n) é a unica

fungdo que satisfaz (B), e levando tal ¢ em (8) obtemos, como no item

(a),

J "V(Dhu)uz + a.J D u|? - [ £.D_ (Dw) . (14)
o o 0

Precisaremos agora do:

lema 1: HD v“ < “Uv“ VveH( , V¥ ho
h L2 L2 [4]

Demonstr-ac;ﬁo‘: Comegamos com Vv € C(Q) e copiamos =z demonstragio do
C

tecrema (3.3.7) do paragrafo 3. Daj,tendo estabelecido o lema para v €
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C?(Q). © case em que V € H;(Q} sal da seguinte maneira. Pelo teorema

de Friedricks existe sequéncia v_em C:(RN) tal que v — vV em
Q
L3(n) e Wv -_— v em L%(w) para todo w cc 2 . Dai, como
I w
“thv - “ “h“ J “V v n=12,... {veja teorema {3.3.7) do
n

paragrafo 3), € tomando limite quando n - = obtemos:
2 2 2 2 2 |
SRR Y N L U L PRSP
h 2 2
L (w) 0 L(Q)

arbitrario obtemos o lema 1. n

Logo, obtemos de (14) que

[l e ol = | eo,00 < o] L fo, 001,
Q 0 e y -

M ool s Wb, - o

2

A

Dai, tomando C = max {1, 1/A} conseguimos, como no caso

o ool sclbd,
H L
Sejam agora 1 = j = 1 =k = N-1, h = [h ey e
¢ € C(Q) . E facil ver que —E ubD 8¢ e portanto
c ! ax -h 6xj !

2
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H&lder

[ wnafors) =] 8 el In(3) e 1d. -

"Dhu ."¢n 2 = C.“f . ¢H - ,onde usamos (16) na Ultima desigualdade.

Assim, tomando limite quando |h|] —— 0 e usando

convergéncia dominada, obtemos que

| v 5o | = ebela ol

Q

YV1i=k=N-1

o
A
=

Mostremos agora dque também teMos

"f" . "¢“ ” para alguma constante M =

3x2
R

9]

De (B} obtemos que —J uldoe+a. J uge = J f e
R 2 Q2

Y ¢ € Cf (), donde

e portanto,

azw N ¢
[ wZe | w-| o) Ju— e o 1o
Q 8xN Q Q i=1 9]
. - 8%
Logo conseguimos que I L P Yeun 3x "f" "P"L2
Q

¥V 1=k,j=N, para alguma constanie K = 0.
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Também temos que

=l & o=l I|
J Y ax I |J ax " ¥ | I ax 2’ "@ 2 =
P q ! )L L

w
= "u" 1 "@" 2 ® M'"f" 2 "wu g v+ VPEL M) eVI=1... N
H L L L

Logo temos provade que

= M."f" . "¢H VeeCl() e YVaeN com ja|= 2
L2 L2 c

J u Daw
Q2

mais especificamente o seu corcléario, concluimos que u € Ha{ﬂ) e dJque

Assim, usando a proposicéo (3.3.5) do paragrafo 3, ou

ol e wlel
(c) Caso Geral:

Usaremos uma partiz8o da unidade e  escreveremos

1~

u = qu comoe no teorema (3.4.2) do paragrafo 3, Nosso objetivoe ¢
1=0

provar entdo due eiu € H(Q) para tode i=0,1,...,k.

(c.1) Estimativas no interior (i = D):

Como 6 [ € C:(Q) entéo a fungéo o u prolongada como
Q

sendo zero fora de Q pertence a Hl{R"} (veja observacfio anterior ao
teorema 2 do paragrafo 3.4). Verifica-se facilmente gue Gou é solugdo

fraca (sobre RN) da equagio
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2, N
-A(Gou) + A(Bou) = Bof - 2<U90,Vu> - (Aeo)u EgeL°(R),

isto €, { <V[90u), Vé> + A, J Bou ¢ = J B¢ , ¥V ¢ € C:(RN) (17)
R R" RY
Observagédo: Como eou = 0 fora de  podemos realizar as

integrais acima apenas em 2. Mesmo assim omitiremes o simbolo Q ou &Y

sob o sinal da integral. A afirmagioc (168) segue entdo como.abaixo

[g¢ = Jéof¢ - 2J<VGO,Vu>¢ - J(Aeo)u¢ = (integragio por partes na
terceira parcela).

= f{90¢) -2 <V90,Vu>¢ + J<VBO,V(u $)> = {expandinde a 3a.parcela)
= f(90¢] - 2|<V8 , Vu>¢ + J<veo,vu>¢ + J<veo,v¢>u =
= f(90¢) - J<v90,vu>¢ + [(VGO,V¢>u = [usando que 90¢ € H%(RN) e que u

é solucfo fraca de Ay - Au = f obtemos]

J<Vu,v(80¢]> + A.Jéo¢u— J<v80,vu>¢ + J;VBO,V¢>u . e, expandindo a

primeira parcela e reduzindo os termos obtemos,

J:*.V(eou), Vo> + A.J(Bou)¢ , ©omo queriamos.

Logo, do caso (a) tiramos que eu € EERY e “eoun . =
H

C.”g" 2 = M'"f" 2
L L

1A
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(c.2) Estimativas Numa Vizinhanca do Bordo:

Trata-se de provar que Biu € H2(Q) , 1=12,...,k .

Recordemos que Bi € C: (Ul] e que temos uma bijecio
H:Q — U talque HeCHQ , H eCi(U) , HQ) =2nU e

H(Q) = (8 ) AU,

Escreveremos x = H(y) e y = H

(x) = J(x)
E facil ver que v = Bu € H;[QnUi} e que v é

solugdo fraca (sobre ﬂnUi) da equacBo - Av = Bif - alu - 2<V91,Vu> -

- (Aei)u =g ec La[QnUl} . Essa verificagBo é anadloga & feiia no caso

(c.1). Também & facil ver que "gn 2 = C."f" 2 .  Vamos agora
L (Qnui) L {nnUl}

transportar equagéo acima em QnUi para uma equacic em Q}. Chamaremos

wly) = v(H(y)), y € Q, . isto ¢, w{Jx) = v(x) para X ¢ U .
0 lema abaixo mostra que a equagio
J <Uv, U¢> dx = J' godyx , VYVée H;(nqui) (18)
QnU anu
1 1
se transporta sobre Q+ 2 uma equagdo eliptica de ordem 2.

Lema 2: Com as notagbes introduzidas acima temos ©wE H;(Q+) e

N

dw Y _ . X
Z Jake'ﬁ;'mdy ngdy.vw e H(Q), (19)
k,f=1 "¢ 0

+ +

onde g = (g o H).|Jac H| € L2(Q+) e onde a , sS@o fungbes em Ci(a;}
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que verificam a condlgéo de elipticidade.

Demonstragao: Seja ¢ € H;{Q+); denotemos ¢{x) = y(Jx) para x e QnUi.

_ N N 8]
" 1 aw ay 4
Entéo ¢ € Ho(nnul) e z 6y Z Ea_ C
k=1 =1 3
N
: aJ aJ
k & Bw By
> = — _—, — . =
Logo J <Vv, Vp> dx J §: 3% Bx 3y 3 , dx
IR AT
Qr\Ui QnUi
N
aJ
= J Z 5;:-]’5 . g.}—(i : g% . g% . |Jac H|dy pela férmula de mudanca
Q 1.k, £=1 ] . g ¢
+
— 8 aJ,
de variaveis em integrais. Chamando a, = Z B K}Jae H|
ORI
obtemos
N
_ du  dy
nnul k,f=1 Q,
£ légico que 2, € C1(5+] , bastando para isso olhar

para a formula que os define e lembrar que H e J s8o de classe c?.

Ve jamos que a condigdc de elipticidade estd satisfeita. Ora,dade £ € RY

6.]k b
]
3

x

ey € 6 temos

Zaxz (v) §8, =

k,

2
Jac H(y) |||B{xlsg||IRH
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onde B(x) é a matriz (Jac J(x)}* . Ascim, se considerarmoss a funcdo

_ L _ 2
f Q+ X (QnUi) x "' —, R dada por fly, x, §) = |Jac H{y)|"B(x)E" "
R

temos que f & continua,

Também, come 6+ X (Wi) x S & compacto (pois &
produte de compactos), existe (yb’xo'go) tal que f(yb,xo,go) =
= min £{y,X,§). ‘Verifiquemos agora que f(y,x,§) > 0 V (y,x,€) € 6* X
(ﬁﬁUi)x s"! . por hipotese temos que |Jac H(y}} > 0 Vv y « Q,.
Afirmamos gque |JacH[y)|>0 Yye 5+. De fato, se ndo fosse assin,
existiria y € Q' tal que |Jac H(y)| = 0, e sequéncia y €Q tal gque
y, —V. Como a fungiio |Jac H(+}| é em particular continua, temos
|Jac H(yn)| — |Jac H(y)| = 0 . Agora, chamando X = H(yn) , temos
|Jac J{xn)[ . |Jac H(y;)| = 1, donde sai que |Jac J(xn)| —— o quando
n —> =, o que contradiz o fato de |Jac J(+)| estar em Ci(al). Da

mesma maneira prova-se que B(x) & invertivel para todo x € (I n ul)
2 — -1
Verifiquemos agora que "E:X)EH >0 ¥ (X,£) e (QnUi)x gh .
Ora, se "B(x)&" K 0 entéo B{x).£ = 0, e dai, sendo B(x) invertivel,
R

obtemos € = 0, contradizendo o fato £ € g™
Do fato que |Jac H(y)] >0 Vye 5; e UB(x)EN >0

1

R
v(x,£) € ( &0) x s sal que  f(y,x,€) >0 V (y,x,€) e 5; X

x ( ﬂnUl) xs*t = D, como gqueriamos. Logo, existe constante « > 0

tal que fly,x,§)>a, V(y,%x,&) € D. Seja agora y € 5+,x = H(y) e £ ¢ RN .

Temos ent&o que fly,x,E/1E0)} > «, isto &,

2
JacH[y)l.”B(y].E/HEH" Y E
R
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2 2
ou ainda |Jac H(y]l."B(y].E" . =z a."&"mu , donde sal a condlcic de
R

elipticlidade.

Por outro lado,

J g{x)p(x)dx = jg{H(y)).w(H(y}). Jac H{y)|dy = Jﬁ(yJ.w(y)dy (21)
Onl 0+ Q+
1 "
Assim, de (18), {20) e (21) obtemos o iema 2. -

Vamos mostrar agora que a fungdo w(y) = v(H(y)), y € Q,

estéd em HZ(Q‘), e que "w" . = c."é" , - Iste implicaré4, ao retornarmos
aQnU , que v=908uc HA(QnU ) e “9 u“ < ¢, Ilf"
1 i 1 il 2 2

Utilizaremos, come no caso b, o métode das translacgdes

tangenciais.
Em (19), tomando ¥ = D_h(th) com h/VQO e Ithii pequeno

o suficiente para termos Yy € H;{Q*], obtemos

N
dw 3 N
Z JDh [akE B_yk ](y) ﬁt[th](y)dy = [g(y)D_h(th)(y}dy (22)

k&1 o, e,

Agora,
| 20,00 < Jol Jo,mo] . < [l vl . e
Q

+

onde usamos HSlder na primeira desigualdade € o lema 1 do caso b na

segunda. Por outro lade temos a identidade

ow _ 8
D, [o " Jor =ap v e m g ey ¢ [P2et] 5 Gy ) (@0
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e consequentemente, levando-a em (22) obtemos

[12 membro de (22)] = A + B (25}

_ 3 8
onde A= Z J ake(y+h]. Wk[th{y)]. EE[th(y)]dy e
k,& Q,
= dw 8
B = Z J [h ke(y}] 2w [th](y)dy
k ¢
k,2 o+
2
Agora, A=z a."V(D w]“ ;onde se usou a condigfio de

Q)
+
elipticidade com £ = V[th)(y).

Também, como a, € Cl(a;] para todos os k,& vem

|B s M. E: I I g% (¥). g— [ ](y)dy = (usandc des. de Hilder)
k,& Q, * K
o T L b Loy oMy, Bl
k,E Q,
Portanto, obtemos de (23} que
“ﬁ" 2.“V{th)" . Z [ §.D_h(bhw) = [12 membro de (22)] = A + B =
L L
Q
.
2
B a."V(th)" 2 - C'lll""H1(Q , 'HV(th)“ 2(°+) (28)
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De (26) tiramos que "V(th)“ . 5 E.[nm" ,t “E“ 2] , €
L B L

como “w“ 15 L.“ﬁ“ (veja observagéo apbds tecrema 2 do paragrafo 1.1}
H 2

obtemos Hv[D hw}llem }s M. “'éanw . (27)

Ag;ra, seja h =“hneJ com j € {1,2,..., N-1}, e ¢ € C:(Q4}

E facil ver que

IL g_;;k DoY)~ ”O Dh( Z—;’k ]-ﬁf’ [ = (por Hlder)
S N T R L e T L e

i, ML . s
[ & ovfenll, M, vees@ . o
Q

Tomzndo limite guando Ihl -—— 0 em (28) wvem

” 5 | 8], - el , veecto) vieta. .. m 29
k 3 L L

Q
+

e ¥ Je {1,2 ..... N-1}. Assim, se mostrarmos que (29} também vale para

{k,J) = (N,N) teremos conseguido que
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”w__gfw_|” dw_ By
8yi Byj ayk ByJ

Q Q

+ +

= H'"E" 2-”¢“ 2’ Ve C:(Q+) (30)
L L

e ¥ (k,J). Mais ainda, temos que

wD* y sM.||§|| “w" ,vpeC’Q) e VaeN (31)
2 2 c +
L L
Q
+
com |x| 52 (os casos |a| =0 e |a| =1 s&o imediatos).

Logo, usando a proposicéio (3.3.5) do paragrafo 3 obtemos

que @ € HB(Q+) e "w” 5 = M ."g" , » como gueriamos,
H L

Ve jamos entf@o que (29) vale para (k,Jj} = (N,N).

Para isso substituimos ¢ por ¥ /aNN na equagédo (19),

o que é possivel, pois da condiclo de elipticidade com &= e= (0,....1)
temos que aNN(y) za>0 Vye Q* . Obtemocs entdo que

Qﬁ@=_16aﬂ?&¢,+§l+z Ja_w.‘frsfw_+

ayn ayu S en ayu 8yu Sux 8yk ayl %xn

(k,E32(H,N)
a
- v 8 | k& AR (32)
ayk 8y8 %
(k, Ly#m, M)

Usando (30) com a,V¥ /a  no lugar de y e combinando

com ({32} tiramos que

”?_vza_ﬂ_'
ayn ayN

Q

*

= C. [Ilwllﬂi + Ilg[ILE ] IbeIILz '

e como "w" 15 E."g" - (pois w & solugio fraca de -Aw + Aw = g)
H L

78



obtemos o desejade. Isso conclul o tecrema de regularidade para A > 0.

0 caso A = 0 segue agora facil. De fato, dada f €

La(n) existe uma unica u € Hi(n) solucfo fraca de -Au = f, isto &,

tal que J Vu. Vv = [ fv, V¥ve H;(Q), bastando para isso usar Lax
Y] Q

- Milgram com a forma bllinear alu,v) = [ Vu.¥v e o funcional linear
2

cont inuo P, H;(Q) —>s R dado por ¢f(v) = I f v.

n

Ora, mas =iy = f & -Au + L u=r1f + L u, onde c &
2c 2¢

qualquer constante positiva. Logo, u € solugéo fraca de -Au + Aau = g,

onde A = 1/2c > 0 e g=1f + %E u e L3(Q), donde sai que u € H2()

e "u" = K.”g" = K.ﬂf + l— u“ = K.”f" + —5 ."u" . Tomando
2 2 2c 2 2 2c 2
H L i L L
c = K obtemos "u" s K."f" v 2 .Hu" , isto 6, "un < 2K.”f" ,
2 2 2 2 2 2
H L K L L
come queriamos. -

2

2 5 1% & compacto ¥ A = 0.

Corolario: R(A:A) : L

Demonstracio: Seja B ¢ L limitado, digamos Ifll 2< M para toda f € B.
Temos entfio que IR(A:A)ll 2 = 1(A-A)'fll 2= C.Ifl 2 = CH V £ € B, ou

seja, R(A:A}(B} é limitado em H?. e como a inclusdo H° c L% & compacts

segue que R{A:A)(B) ¢ relativamente compacto em L2, -
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1.2: Equacao do Calor

Seja 0 ¢ RN aberte limitado de classe Ck, k = 1.
Conslideremos o problema de determinar uma fungéo real

u{t,x), t 20, x € Q, satisfazendo

%% (t.x} =Au(t,x) , t >0, xe
ul{0,x) uD{x), X € f, u e L3(R)

ult,x) =0 , t >0, x €80

(1)

[

Trataremos o problema (1) de uma outra forma, a saber,
vamos vé-lo como uma equagBo diferencial em 1(n). Para isso
definiremes, a cada t =z 0 fixado, u(t) : Q — R por

ult) (=) = ult,x) : = (solucéo de (1}, se existir).

Assim, o ©problema (1) se transforma na equagao

ult)
(2)
ul{0)

onde, dada u € Lz{Q), perguntamos se existe fungBo u{t) € D(A) =

diferencial

Au(t) vt>0

"

i

u
0

= H?(Q} n }%(n) para todo t > O e tal que (2) fica satisfeita. E
suficliente provar que o operador A :  n H; — L? gera semigrupo
analitico T(t) em 1%,

. ~ 2 1 2 .
Afirmagao: A = -A : H n Ho — L™ € setorial.

Logo, usando o teorema 5.4 do capitulo zero obtemos que

A gera semigrupo analitico T(t)} em LF{R), e da observagao feita no
pardgrafo 1.0.1 deste capitulo segue que u{t) = T(t]uo ¢ a Unica
solugBo (forte} de (2).
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Prova da afirmagao: ¢ 16gico que -3 ¢ fechado e
densamente definido. Sabemos também que o espectro ¢(A) do operador A

conslste de uma seqiiéncia 0 > -Af > -Az & —Aj z ...., e portanto o
espectro o(A} de A consiste da segliéncia 0 < Af < ?L: < Az = ,..., pels
o(A} = o(-A) = -o{A). logo podemos tomar a = C e ¢ € (0, ®/2)

arbitrario na definigio de operador setorial que teremos S, o C p(A).

Ve jamos agora que para todo A € 50(0 vale (A - &)Y = M/|7¢|pa.r'a

L}

alguma constante M 2 1. Isso ¢ equivalente a mostrar que [A| =

= M. II{?vl-h)vlle v v e L? com IIv!iLz = 1, Ora, mas para A € So o temos

-

|x|sen ¢ = dist(a, R**) = dist [A,<-AV,V>L2] = ?1<V,V>L2 + <ﬁv,v>L2

= H{?HA)V" , » € portanto |IA| = (sen w)-i."(?HA)vH o+ donde tomamos
L L

M = (sen qo)-i. o que prova a afirmacéo. Do teorema 5.10 do capitule 0
sabemos particularmente que ¢ semigrupe T(t} = e sal de 12 e chega
em D(A") YmeNeVt >0 Logoa solugdo ult) = emuo pertence a

H(RQ) Y¥m €eNeVt>0, e usando o teorema 3.5.2 do paragrafo 3 do

capitulo 0 tiramos que ul(t) e Ck{n) ¥ k € N, ou seja, ult} e c®.

Essa ¢ uma propriedade muito interessante, pois mesme gque o dado

inieial ul(0) = u € L? ndc tenha nenhuma regularidade, u(t) resulta c”

para gqualquer t > 0.
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1.3: Equagac da Onda

Seja Q ¢ IR'*I aberto limitado de classe Ck, kK = 2,
Consideremos o problema de determinar uma fungéio real u(t,x), t =z 0, x

€ Q, satisfazendo:

utt(t,x) = Aul(t,x}), t >0, xe
(1) u(t,x) =0, t >0, x € 80
u(0,x) = u (x), ut(O,x) = vo(x) » X € Q
du
Chamando v(t,x) = 3t (t,x) obtemos o sistema
ut(t,X) = V[t,X]
(2) , t >0, xen
vt(t.x) = Au(t,x)
Assim, para cada t = O fixado, se definirmos
u{t) : T — R e v(t) : Q2 —> R como pa segdo anterior, entdo o

problema (1) acima consiste em encontrar uma fungfo w(t} = (u(t), v(t)}
e D(A) = HZ(Q) n H;CQ) X H;(Q] tal que a equacio (3} abaixo fica

satisfeita:

w(t) = Awl(t) , t >0

(3)
w(0)

w={u,V)EH=H1xL2
0 ¢''o 0

onde A : P(A) — H; X Lz, Alp,¢) = (¢, Ap)
Perguntames agora se o operador A anterior gera CO—

. 1 2 . .
semigrupo em H~= H0 x L”, onde neste considerames o produte internc

<(u1,v1], (uz.vz)>= <u1,u2 >1+<v1,v2 >2 = J Vu1Vu2dx +J V.Y, dx.
H H L Q 0
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Estudemos inicialmente o resolvente p(A) de A. Para lIsso sejam dadas
(fi.fz) € H= H:J x L2 Queremos (u,v) € D(A) unica tal que (A-A)}(u,v) =
= (f1’f2)' i.é, tal que Au - v = f'1 e Av — Au = fz' Equivalentemente,
2% - Au = f2 + Afl e v = Au - fi. Ora, basta entfo que A% nao seja

negativo e teremos a existéncia e unicidade de u (e portanto de v)
garantida, pois: 2% n3o negativo implica 2%e p(A). Mais ainda, u
dependeré continuamente de f1 e f2 {e portanto v também). Logo, basta
que A satisfaca Rex # 0 que teremos A € p(A), pois ReA # 0 implica A2
¢(-w, 0). Em particular existe Ao > w =0 tal que Im(h0 * A} = H.

Também temos que

<:A(u,v),(u,v3> = <i{v,Au],{u,vE> = f UvPu dx + J Auvdx
H H

2 0

e usando Iintegragio por partes mais o fatoc que v € H;(Q) obtemos que

J Auvdx = *J VuVvdx, donde resulta <:A(u,v1,{u.v3> =0V (u,v) € D(A).
Q

9 H

Loge do coroléario 4.11 do teorema de Lumer-Phillips segue que A gera
c®- grupc T(t) de contragdes em H, ou seja, o problema (3) tem solucio

(mild) definida para todo t € R, e esta ¢ dada per w(t) = T{t)wo.
1.4: Equacao da Onda com Termo Dissipativo

Consideremos agora o problema de determinar uma funcio

real u: (0,e) x @ — R satisfazendo:

-

(4) utt(t,x) = Au(t,x) - a(x]q{ut(t.x)). (t,x) e R 7"x 0

(a) <

(5) u{t,x} =0 , (t,x) e R"" x a0

(6) u(0,x)

uo(x} , ut(O,X) = vo{x) , X €8
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onde - R c R" & aberto limitado regular e conexo;
- ae€ Ci(ﬂ] ,alx) =0vxefle a[xo) > 0 para algum X € Q;
q € Ci(R,R) , 0 €& estritamente crescente, q(0)=0 e ' €
L™(R,R),
Podemos olhar o problema {a} come uma equagéo
diferencial semi-linear no espago de Hilbert H = }%(Q) X L?(Q). este

munido do mesmo produto interno considerade no caso anterior, bastando
para issoc usar os mesmos artificios do caso da equacio da onda sem

atrito. Isto &, chamamos v(t,x) = ut[t,x], definimos u(t) : 8 — R e
vit) : 8 — R como antes, e transformamos (a) no problema (b):

dw(t)
dt

_ - R z
w(0)} = W, = [uo.vo) € H H0 x L

=Aw(t) + F{w(t)) , t >0
{b)

onde w{t) = (u{t),v(t))} , F : H; x L?

— H; x L2 éa aplicagio dada

por Fle,¢) = (0, -al(-)qoy) , e Alp,¥) = (¥, 8¢) para todo par {(p,¢) €
_ 2 1 1 1 2 _

d(a) = (H" n Ho) X Ho < H0 x L H .

E claro que A esti bem definida. Vejamos que © mesmo

ocorre com F. Basta verificar que al(-)g{y(-}) € L%(Q). Mas note que as
hipoteses sobre g nos garante que |qly)]| = M|y| para todo y € R De
fato, dado y € R temos |qly) - q(0)| = |q’(€y)|. |ly-0| para algum Ey

entre O e y, e como q{0) = 0 e g € L”(R,R) vem laty)| = M. |y|, ¥y € R

Assim J a?(x)qz(wix)dx < Ca . [ qz(w(x])dx. pois a € Ci(Q] . Por sua
0 LY

. 2
vezJ> qa(l,b(x}]dstz.J’ wz{x)d:.(:Mz"anlz( w , donde sal a boa
L
0 Q
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definlgéo de F.

Agora, vimos em 1.3 (eq. da onda sem atrito) que A gera
c’- grupo de contragdes T{t) em H = H; x L%

Verificaremos agora que F é localmente Lipschitziana.
De fato, temos:

\2 @ §
Lo L] -
L v, v,
H

= fa(-) qowl(-) - qowz{']]

0
“ [—a(-][qo'.ffl('} - qowz(-)]

2

2
= J a®(x). [thl(xn - q(wz(x))] dx =
2

L Q

If
o
=
1
<
A

2
< ca.uz. J [wl(x) - wztx)] dx

Q
2 2
. [“"b1 B "[’2"1_2 * "'P: - "‘02““1] = X%, ["""’1 - "b2||L2 ¥ ”@1 B %HHJ

K2. “ [ ii] - [ E:] ”2 , como gueriamos.

H

1 2l 2
L

2

1A

Assim, usandoc o teorema 1.0.2.2 do capitule 1 concluimos

que (b) tem uma Gnica soluc@o mild w(t) = (u(t),v(t)), e esta & dada
t

pela formula da variagéc das constantes w(t)=T(t)w° + JT(t—s)F(w[s})ds.

0

85



CAPITULO 2

SISTEMAS DINAMICOS E COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

1: Alguns Conceitos e Resultados

Nesta segio, X denotard um espago métrico e ¢: (a,b) —X

uma aplicagio.

Definigao 1.1: (Ponto limite) Dizemos que g € X ¢ um ponto limite

positivoe de ¢ se existe seqiiéncia de numeros reals tn — b de modo

que ¢(tn} —> g. De maneira aniloga, g € X é ponto limite negativo de ¢

se existe segiiéncia tn —a' tal que ¢(tn) — q.

Observagéo: guandoe b = w 0s pontos limites pogitivos séo

também chamados de pontos w-limites de ¢ , e quando a = -® os pontos

limites negativos de ¢ sio chamados de pontos w—limites de ¢ .

Definigao 1.2: {Sistemas Dinadmicos)
Un sistema din&mico em X ¢ uma aplicagéo n : R'x X —» X

com as propriedades:

(i) n(0,x) = x para todo x € X ;°
(11) n(t + s,x) = n(t,n{s,x)) VxeX,¥t,seR';
A111) 7 é continua.

‘Para cada x € X fixo podemos imaginar a aplicacgioe
t € R® —> ¢(t) = n{t,x) como sendo o estado de um determinado sistema
(fisico, quimico, biolégico, etc.) no instante t, dado que no instante

inicial {(t = 0) o estado era X. Chamamos tal fungio como sendo ¢ fluxo

por x.
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Observagdo: em problemas concretos pode acontecer do
fluxoe n{-,x) nfo estar definido para todo t = 0, e sim apenas num
subconjunto I(x) = [0,b{X)), 0 < b{x) = w , Define-se entfo o conceito
de sistemas dinamicos locals. Nic o faremos aqui, pols objetivamos
estudar o comportamento assintético de sistemas dinamicos, Isto é, o
que acontece com m(t,Xx) quando t —— ® , e para isso & necessario
termos I(x) = R'. 0 leitor interessado pode consultar Dynamical
Systems - An International Symposium - Volume I - ediied by Lamberto

Cesari, Jack K. Hale, Joseph P. La Salle 24 pagina 212.

Proposigao 1.3: Seja (X,d) um espago métrico (pn] seqiiéncia em X tal
gue p —3 p , & 7 um sistema dinamicoe em X. Entdo a seqiiéncia de
n

fungdes [n(',pn}] converge para n{-,p), sendo a convergéncia uniforme
n

em subconjunteos compactos J ¢ R” .

Usaremos as seguintes notagbes. Dado p € X e o fluxo
associado mn(-,p) : R° ——3 X escreveremos:

- 2(p) := {pontos w-limites de w{-,p)} ;

- ¥ (p)} := {m(t,p);t=0} , érbita (positiva) por x ;

+ H(p) := ¥’ (p)} , chamado "hull de p segundo 1" ;

Definigao 1.4: Seja X métrico e n sistema din&mico em X.

{(a) M c X & dito ser w-invariante se n(R',p) ¢ M para

todo p € M.
(b) Dizemos que o fluxo =(-,p) & compacto se n(R’,p)

for pré-compacto (i.e., K{R+,p] esta contido num compacto de X).

Proposigao 1.5.: Sejam X e n como acima. Entado:
(a) Q(p) & n-invariante;
(b) Se w{+,p) & compactc entdc Q(p) & nio-vazio,

pré-compacte, m-invariante e conexo.

87



Demonstragao: (a) Se R(p) = ¢ n@o ha o que fazer. Se Q(p) * ¢ seja q €
0 (p) e t =2 0. Devemos provar gque wi{t,q) € Q(p). Ora, como g € Q(p)

existe seqgiiéncia 5~ w tal que n(sn,p) -—> q. Logo, da continuldade
do fluxe temos que n(t,n{sn.p)) — nlt,q). Mas n(t,n{sn,p)) =
= n(t+sn,p). e portanto, tomando ’t,n =t + s_ temos que tn -— w €
n(tn,p) — n(t, q), donde resulta w{t,q) € Q(p).

(b) Sendo m(-,p) compacto,existe K ¢ X compacto tal que

11:(!R*.p} ¢ K. Seja entfo (t )} seqlitncia de reais com tn —3 w» . Temos
n
entdo que m(t ,p) & seqiiéncia em K, e sendo K compacto podemos supor
n
que n{tn.p} —> q € K. Logo q € Q(p) , e portanto Q(p) = ¢ .

Provemos agora que Q(p) & pré-compacto. De fato, seja z

€ Q(p). Entfo existe seqliéncia tn — w tal gque n{t ,p) — =z . Agora,
n

como ﬂ{tn.p} € K para todo n, onde K ¢ X & um compacto, segue que z €

K= K, donde sai que Q(p) < K.

Vejamos agora a conexidade de Q(p). Suponhamos por
absurdo que Q{p) = A v B com A, B abertos, disjuntos, Q(p) n A = ¢ e
Qp) n B # ¢. Sejam x € Q(p} n A e y € Qp) n B. Logo existem
seqiiéncias tn — @ e 5 — w de modo que =n(t ,p) — x e

n n
n{s ,p}) — y . Para cada n, seja ‘rn entre tn e 5 de modo que wlT ,p)
I n n

e (A uBS.E 1l6gico entfc que T e Também, como =(-,p) é
compacto, podemos supor gque n[tn,p] —3> z ., Logo z € Q(p). Também,

como (A v B)® & fechado e n(fn.p) € (A v B)° para todo n, entdio z €

(A v B)C. loge z € Q(p)l n (A vy B)® , contradicao. -

Definigao 1.6: (Fun¢ao de Lyapunov)
Sejam n sistema dinamico no espago métrico X, G ¢ X e
V. G — R uma fungio. Dizemos que V ¢é uma funcao de Lyapunov

para m em G se:
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(1) V & continua, e

(11) Se #((0,bl.,p) c G entBo Vin(t.p)) & nSo-crescente
com relacio a t € [0,b].

Dado ¢ € R denctaremos Vc = V'c) e M =

= {q €G: n(R',q) c vc} :

Proposicao 1.7: Sejam n, X, G e V como antes. Se n{-,p) € compacto e

#(R*,p) < G entdo Q(p) ¢ Mc para alguma constante ¢ = c(p).

Demonstracac: Seja q € R(p). Entéo existe segiiéncia t —— « de modo
que u(tn,p) —> q . Em particular temos q € G, pois 'rt(tn.p] e G VY
n=1,2,... . Falta provar que se £t = 0 entéo n(t,q) € Vc para
alguma constante c € R. Seja entéo L = 0. Como n(tn,p) — q entdo
it + tn, p) — =n(t,q), bastando para isso usar a contlnuldade de n e
sua propriedade de semigrupc. Também, da continuidade de V sal que
Vin(t + tn,p)) — V(m(t,q)). Agora, como w(R',p) c G nkK para algum

compacto X ¢ X, sai que a fungdo t — Vi(n(t,p)) de R em R ¢ limitada
(em particular limitada inferiormente)}. Comc =além disso ela €
ndo-crescente {pois V & de Lyapunov) obtemos que V(m(s,p}) — c = c(p)
quando 8 — » . Em particular, temos V(m(t + tn,p)) — ¢ quando
n — ® . Logo V(nlt,q)) =c, 1.& nlt,q) € V '(c). .

Lema 1.8: Seja n sistema dinAmico em X. Ent&o a fungéo V E —3 R
¢ uma fungfo de Lyapunov para ® em G se e somente se V é continua e

‘;f[p] <0 ¥ peG, onde {I(p) = lim in{ V(in(h,p)} - V(p)
h— 0 h
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Demonstracac: A parte "somente ce" é imediata. Para a outra parte

devemos verificar que a funciio V(m(-:,p}) : R' —3 R & nio-crescente. E

suficiente provar que se ¢ : R" —s R é continua e satisfaz q;a(to) =0V

toe R' entdc ¢ é nio-crescente, onde é(to) := 1im ini; ¢(to+ h)-w{to]
h-—3 0 h

Dai, para concluir o lema é sé6 usar a afirmagdo acima com ¢(:) =

= V(n(-,p)). A prova dessa afirmagéc sera felita em duas etapas:

(1) Suponhamos {o(to) <0 Vit e R".

Disso sai que ¢ & nao-crescente. De fate, se ndo

o fosse existiriam t}, t2 € R com t1 < tz e w(tl) < w[tz]. Como ¢ é
continua existe & > 0 tal que qo(t1) <p(t) VvVt e {tz— S, t2] . Afirmo
que existe £ € [t1’ t2 - 8 } de modo que @(£) < fp[tll. pois se néo
fosse assim teriamos <p{t1) = p(t) VWVt e [tl.t2 ~ 8 ], donde resultaria
q'o[tl) =0, o que ¢é contradigéo. Temos entf@ie que ¢ & continua em

[g,ta] e pl€) < a = q)(ti) < fp{tz]. logo existe « € [£, tz] tal que

¢(a) = a. Podemos entdo considerar o real t0= sup{a € [5,t21:¢[a) = a},

E claro entdo que q.o(to) = 0, pois e¢lt) > tp(to] Vite “’o’tzl’ o que

¢ alnda uma contradicfo, Logo ¢ ¢ ndo-crescente, como gueriamos. -

(1i) Suponhamos agora que q‘o(to) =0 Vi eR.
Provaremos gque ‘OIK ¢ ndo-crescente, qualquer gque

seja o compacte k ¢ R'. Da arbitrariedade de K seguird o resultade.
Para isso seja entdo K ¢ R compacto e definamos ¢ : K — R pondo

wit) = p(t) - l%l- t, onde |K| é o diémetro de K e &€ ¢ um real positivo.
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X . ¢
Temos entéo que w(to) = w(to) IS <0V t0 € K. De (i) segue entéo

que ¥ & ndo-crescente em K, Iisto &, w[tl) = w(te) v tl, t2 € K com
t1 = t2 ; equivalentemente, p(tz) = ¢(t1) + T%T {t2 - tl} = w(ti) + £
Y ti, t2 € K com t1 s tz’ e como £ > 0 é arbitrario concluimos gue

¢(t2] s¢{t1) Y ti, t2 € K tal que t.1 < t2 , donde segue que ¢ ¢é

nao-crescente em K, comoe queriamosg, -

Lema 1.9: Sejam n e V como no lema acima. Entdo Mc C M, onde M é o
maior subconjunto invariante em E = {q € G : Q{q) = 0}, 1.é, M =

=pghn(iR+,p), onde A = {p : n(R',p) ¢ E }.

Demonsiracao: Em primeiro lugar & 1légico que o malor subcon junto

nm-invarianie em E é& pEA n(R+.p]. Provemos entdo a inclusdo M < M, Para
C

isso seja q € Mc. Entéo q ¢ Ce n(R*,q) ¢ Vc para algum ¢ € R . Assim
temos ﬁ(n{ﬁ+.q]) = 0, ou seja, u{m+,q] ¢ E. Loge g € M, pois q = w(0,q)

+ +
e n(R ,q) ¢ pgA (R ,p) = M. -

Proposicap 1.10:Seja n sistema dinfmico em X e V : G —> R uma fungio

de Lyapunov para w em G. Se n(+,p) é compacto e n(R',p) ¢ G entdo Q{p)
c M.

Demonstragao: E imediato da proposicéo 1.7 e dos lemas 1.8 e 1.9, -
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2: Sistemas Dinamicos Gerados por Equa¢ées Autonomas

Nesta secgdo aplicaremos a teorla do parédgrafo anterlor
no estudoe de sistemas dinamicos que vem de equagdes autébnomas. Dentre
outras colsas ilustraremos algumas dificuldades com relagéo a hipodtese
de compacidade do fluxo no item (b) da proposig@o 1.5. Quando n define
um sistema dinAmico em R, per exemplo, nfic ha dificuldade alguma, pois
basta verificar que o fluxc é limitado. A dificuldade aparece quando =
define sistema din&mico num espage de Banach de dimens@io Infinita. No
entanto, venclda essa eventual dificuldade de verificar compacidade do
fluxo, tém~se em mios todas as informagbes contidas nas proposicdes
1.5, 1.7 e 1.10. Estas serdc utilizadas para obter decaimento a zero da

solugéc da equagido da onda com atrito, como veremos no exemplo 2.4.

Exemplo 2.1: (Equagoes Diferenciais Ordinarias)

Seja f R" —» R e consideremos o problema de

determinar uma fungdo x : I ¢ R — R" diferenciavel e tal que

x'(t) = f({x(t)) , tel
(1)

n

x{0) =xoeIR

onde 1 & um intervalo da reta contende zerc. Suponhames que f tem
condigBes que garantem existéncia e unicidade de soluglo para (1), bem

como continuidade dessas com relagio as condigdes Iniciais. Entao,
denot@do por ¢(-,0,x0) : I(xo) —> R" a unica solugfio de (1), onde
I[xo) ¢ o intervalo maximal de definigBc, temos entfo um primeiro
exemplo de sistema din&mico local em Rn, a saber n(t,xo) r= ¢(t,0,xo).

E bem conhecido dos cursos tradicionais de EDO's que se f & localmente
lipschitziana entdc temos garantidas a existéncia, wunicidade e

dependéncia continua das solugdes com relagfio 4&s condiges iniciails.
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Uma. condicio suficiente para que w defina um sistema dinfmico em R" &
verificar a limitacfo da solugdo, gracgas aoc resultado, também classicoe,

de que se I[xo) ¢ da forma I(xo) = [0,b) com b < o entéio lim kx(t)l = w
tb

Exemplo 2.2: (Absirato) Seja (X,ll-#) um espago de Banach e {T(t):t = 0}

um Co- semigrupo de operadores lineares limitados em X. Entép =a

aplicacio w : R° x X — X dada por n{t,x) = T(t)x define um sistema
dinamico em X. Basta verificar a continuidade de m, peis as ovutras

propriedades s&o imediatas., Para verificarmos a continuldade sgeja

{tn,xn) seqléncia em R x X tal que {tn,xn) — (t,x). Entdoco temos:

"n{tn,xn} - u(t,x)“ = HT(tn)xn - T(t)x“ = "T{tn}xn - T(tn)x" "

Py -l + e - w0 -

N "T{tn)x . T(t)x“ < uT{tn]

X - x" + “T(tn)x - T{t}x" para algumas constantes wz Qe

=Me

wt

M=z=1. Agora, Me n"xn - x" — M.e"™

.0 = 0 guande n —» ©

Também, como a aplicaciio t — T{t}x é continua de R* em X para todo x
e X fixo temos também que "T{tn)x - T(t)x“ —— 0 gquando n —> «, donde
segue a continuidade de n. Tal sistema dinémico estd associado a

equagio diferencial U = Au, u(0) = X, onde A é o gerador infinitesimal

de T(t). O proximo exemplo é um caso particular.

Exemplo 2.3: (Equagado do Calor)
Na seccfo 1.2 do capitulo 1 tratames da equagic do calor
em LQ(Q), e este da exemplo de um sistema dinamico

noe Ry LA L2®), (tou) — ult,u) = uct) = eu .
Verificaremos agora a compacidade do fluxo n(-,uo),

qualquer que seja u € L%(Q). Vimos em 1.2 gque o operador A = -4 ¢
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setorial e Re ¢(A) > O . Logo podemos definir A% para todo o > 0, com
dominio H* = D(A%) e norma Hall = IIA“uIILa , © temoé que a inclusio H*
< H‘B ¢ compacta se ¢ > 8 2 0 , poig A = -A tem resolvente compacto.
Afirmamos que et : H* — H* , t >0, 0 s a < 1 é
compacto. De fato, seja B ¢ H' limitado, digamos lul_ = IA%ul 2= K

para todo u € B. Temos entdo que

B I R B e I R R 1o
1 L 2(L%) L

2
L
= C1-r.x . t . e . K = Moct . K , onde usamos o teorema 5,10 do
capitulo zero. Logo obtemos que eﬁt(B) & limitado em H'= D(A) = H2 n H;

e COmo I-I1 — Hnt & compacta segue o resultado.
Dissc podemos concluir, em particular, a compacidade do

2
fluxo n{t.uoi = vsemu0 em L. De fato, precisamos verificar que

{eﬂt’uo ;b= 0} & relativamente compacto em ]_2, Ora, {eﬁtuo R A 0} =

= {eﬁtuo ; 0=t = 1} U {eﬂtuo ; o> 1} .Agora, comc [0,1] & compactoc e
At . At
t — e 1.10 é continua obtemos que {e 1.10 : 0=t =51 & compacto em

L2, Também, como B = {uo} ¢ limitado temos [usando a desigualdade (3}

: Mol = e [ "
com K = [Iu()" ] que "e lu0 1.- C1-o: . u0 YVt>1. Logo ge uo, t > 1

é limitado em Hi, e Ccomo Hlf—-é H% é compacta para 0 = @ < 1 entdo
{em’uo ; o> 1} ¢ relativamente compacte em n* , e em particular

2
relativamente compacto em L.
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Exemplo 2.3': (um caso nao-linear)
Veremos agora que =2 propriedade de compacidade do

exemplo 2.3 ainda vale no seguinie casoc no-linear:

u-Au-=flu) : t >0
(a)
u(0) =u_eH= L% (n)

com a seguinte hipétese na fungdo f :

£f: 1 —H para algum 0 s a < 1 ,

(5)
Wf(ua) - f(V)HH = K.llu - vHa

A condigio acima diz que f & Lipschitziana, e o fato de
o < 1 obriga f estar definida num espago "maior" que D{A).

0 teorema 0.2.3 do capitulo um diz em particular que
(4) admite uma tnica solucho local u(t) definida em [0,T} com u{t) e

D(A) para t > 0. Supondo que T = « temos, colocando u{t} = T(t)uo, que

T(t) : B — H* ¢ um semi-grupo fortemente continuc de operadores.

TEOREMA 2.6: Se T(t) leva conjuntos limitados em conjuntos limitados

para t em compactos de [0,®), entZio T(t) : B — g e compacto para

t > 0.

fl

Demonsiragao: Sabemos que (férmula da variagio das constantes) u(t)

t
= T(t) u, = eﬁt u, + I ebtbﬂ, f(T(S)uo)ds, para t = 0 e u, € H* . A
0

denotara o operador -4, como antes,

Tome M limitado em H®. Devemos provar que T{t)(M) &
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relativamente compacto em i para t > 0 fixado. Ora, T(t)(M) =

, onde

t
= {emu + J‘eMt'B’ f{T(s)ul)ds : u € M} c M + M
0 o 0 0 1 1

t .
M= {%btu U € M} e M _ = { J 2 p(T(s)u Y ds : u_ € M} .
1 o 0 11 o ] 0

E claro que MI € vpré-compacto, pols Ja& sabemos que

eat . H* —* é ‘compacto. Vejamos agora que MII também & pré-compacto

t
en Ha.Em primeiro lugar & légico gque }%1= {J eASf(T{t—S)uo)ds: u0 € M}
0

Seja agora £ € R com 0 < £ < t. Logo MII < Ms + M

111

onde

A YA
M ={ Jﬁe SP(T(t-s)u )ds:u_ € M} e M ={ I e " “F(T{t-s)u )ds: u € M} =
> 0 o o 111 c 0 o

t
= { eAe I eA(B'S) f[T(t—s)uolds Pug € M} . Afirmamos que MIII é pré-
£

compacto em X, De fato, por hipéttese temos que

{T{t-s)uo: ub e Me 0 <xg < t} ¢ limitado em Ha . Lopo, como f

& Lipschitziana obtemos que {%(T(t—s)un) oy, € M , D=g=x t} é

limitado em L. Digamos uf‘(’r{t—s)uo)" _SX Yu eMe VOsss=t.
L

Obtemos entdo que

1A

1t

"J-temS_S)f{-T{t—-s)uo)dsH ||A°‘[J'te“S'e’f('r(t-s)uo}ds]" .
£ [+ 4 £ L

= It "A“eb‘sﬂe)“ . “f(T(t—s)uG}“ . ds = JtC“ . (s-e) ®*.K ds devido
£ L £

2
bR
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ao teorema 5.10 do capitule 0, onde C“ < w . Agora,

Y > (t-e)' " -
L Ca K{s-¢) ds = Ca | G ~Ta < Ca K gl Portanto obtemos
Y Ats-g) ' O
que {J. elte £(T(t-s)u))ds : u_ e M} ¢ limitado em HX , e como
£

e‘hE : B — % e compacto (J& provamos o caso linear) segue que MHI é

relativamente compacto, como afirmamos.

Resumindo, temos visto que T(t)(M) ¢ MI + MII c MI+ Me +

. o
MIH e provamos Jque MI e MIH so pré-compactos em H . Vamos agora

estimar o disdmetro de Me .

Ora, HJ': ehsf{T(t—s)uo]ds"a = [a* J‘: eASf[T(t-s]uo)“Lz <

B Kds=Cc K

< I: uﬁf":e‘ﬂS sz. "f‘('r(’c.—s)ue)"Lz ds = _[j Ca -

£

¥ u €M Logo diam M_ = C e ™% .

Disso segue que T(t)(M} é relativamente compacto em H~.
Basta mostrar que para tode 6 > Q existe uma &-rede para T(t){(M). Ora,
temos visto que T(t)(M) c MI + Me + MIH , com M1 e MI”pr‘é—compactoi-
veesX} Mo+ M < U

Logo existem {xi.x tais que M+ M

2

B[x1’6/4] onde B[xl,6/4] = {y e H* : “y - X’"a < 6/4 } . Também

1-&
< .
escolhendo £ > 0 tal que ce 6/4 temos gue Me c B[xo. 6/4] '

III III

qualquer que seja x € M_ . Logo {xo’ xl,...,xk} é tal que T(t)(M) ¢

S 2 IR T R B R TRV R o |
e temos que diam[B[xo; 6/4] + B[Xl’ 5/4]] = diam B[xo; 3/4] +
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é 3
+ diam B[xl. 6/'4] = 5 + 5 d , ou seja, {xl,....xk} é uma S-rede

para T({t)}(M), como gueriamos. -

. 0 '
Corolario: Se o C'- semigrupo T(t) anterior satisfaz a condicio do

teorema acima entfio o fluxo ‘n(t,uo) = T(t)u0 em H* ¢ compacto, ¥V O=sa<l.

Demonstragao: Andloga 4 feita no caso linear. u

Exemplo 2.4: Equagac da Onda com Atrito

Na secgio 1.4 do capitulo 1 tratamos da equagio da onda
com atrito como uma equagdoc diferencial em H = H; x L? . L4 vimos que

esse problema tem uma tnica solugdo mild w(t) = (ul(t,-), vit,:)) =
t
= T(’c)m0 + IT{t-s}F(u(s)]dS = S[t)wo. Verificaremos agora que o fluxo
0
_ 12
Tr(-,wo) por w, = (UO.VO] & compacto em Hox L™ qualquer dque seja v €
H; x L2 Para isso devemos provar que {u[t, Jite o} & relativamente
compacto em H;{Q) e dque ut(t. ) = v(t,"} : t = 0} ¢ relativamente
2 P s ©n 1t 1
compacto em L°(R2). Suponhamos inicialmente gue [uo. vo) € (Hn Ho)x Ho’

o dominio do gerador do semigrupo T{t) em H; x L2 Ent&o, como esse

dominio ¢ invariante pelo semigrupo segue que {u(t,-+), v(t,-)) €
[H%H‘] xH vtzo0,
¢} 0

0 mecanismo dissipativo se manifesta pela integral de

energia da equagio

(8) U, - Au - a(x)q(ut) , a saber
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(7) gf [E(u{t.-). V(t.-)]] = -J’Q a(x)qlu, (t,x))u _{t,x)dx 50 , onde
(&) Etp) = 1. [ [wzix) . IIVw(x)Ila]dx VY (py) € B x L2
n [H

1

0 funcional! E : Ho X L2 —> R acima é chamade de

energia, pois para cada t = 0 fixade, E(u(t,-), ut(t,-)) da a energia

mecAnica do sistema no instante t. Para detalhes consulte por exemplo

{4) & pagina 139,
Agora, com V = u a equacdo (6) fica
(9) v, * Au - al(x)qlv)
e derivando com relagéo a t obtemos
(10) Vi T Av - a(x)q'(v)vt .
Assim, a integral de energia de (10) fica

d _ _ , 2 <
{11) St [E(V(t,'), Vt(t.-]l] = IQ a{x)gq (v(t,x]}vt{t,x)dx =0 .

A equagio (11) nos diz que {vi{t,-) : t = 0} & limitado
em H;(Q). De fato,

2 2 2
||vtt.-1]|H; - L Jovit. 0] ax = fn [vt(t,X)z + |ovie, )| ]dx -

= 2E(v(t,-),vt(t,-)) = ZE[V(U,-), Vt(U,')] = M, pois (11) diz que E

¢ nio-crescente ao longo do fluxo (v(t,-}, vt{t,-)L

Logo, como a imerséo H;(Q] C Lz(n} ¢ compacta, segue que
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{12) {v(t.‘)  t o= 0} ¢ relativamente compacto em L%(n).

Também, como

2

“vt(t,-)n 2 = I vt(t,x)zdx = E[v(t.-),vi{t,-)] = M, segue que
L Q

(12) { Vt(t.')_: t=z0 } & limitado em L2(R) .
Logo, de (B) segue que

(14) {Au(t, Y :tzo0 } & limitado em L2(Q).

De fato, da hipbtese sobre ¢ tiramos que qz{y) < K2y2 Y
y € R. Ascim, como al-) € Ci[n] ,  vem I az{x)qz(v(t,x))dx <
Q

A
1A

Ca . In qziv{t,x)]dx < CaK2 . In vztt,x]dx = B? . "v(t.')“j2

1A

2

B . "V(t,')“ 1 < B°M = L, pois J& sabemos gque {v(t,-) : t = 0} ¢
o

limitado em H;(ﬂ). Temos provado entfo que

(15) “a(-) q(v(t,'))" 2() = L <mw , ¥ tz0
L

De (9), (13) e (15) obtemos

O RSN M Y O [ RSy

<v M + L, donde segue (14)

Agora, {éu(t,-) st = 0} limitado em LQ(Q] implica que
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{u(t,') bt o= 0} ¢ limitado em Hz(ﬂ). e como & inclusdo HAR) ¢ H;{Q)
& compacta obtemos dque {#{t,-] : t o= 0} é relativamente compacto em

H;(QJ- Essa afirmagéio, junto com (12) nos da que o fluxo n(t.uo.vo) é
compacto em H;(Q) X L2[Q), comoc Yueriamos.

0O casc em que (uO.VD) ¢ D(A) segue facilmente usando-se

o fato de que D(A) = H:) x L2, n

Tendo verificado a compacidade do fluxo n(-,uo,vo) =
= (u{t,*), v(t, }) em H = H; X L2, usaremos agora essa propriedade para

mostrar que n’{t,uo,vo) —> 0 . gquando t — «@ em H‘lJ b4 L2 ., ou seja, que

as solugdes da equagdo da onda com atrito decaem a zero quando t — o,

qualguer que seja a condigio inicial (uo,vol. Bem, como m(-,u ,vo) &
o
compacto entéo o conjunto w-limite Q{uo,vo) ¢ nao-vazio. Verificamos

acima gque o funcional energia E : H-— R dado por Elg,¢)} =
1 2 2
=5 I EW(x) +"V@(x)" ]dx é uma fungdoc de Lyapunov para w em H. Logo,
0

como funcdes de Lyapunov sdo constantes nos conjuntos w-limite obtemos

(1) o= & E[ﬁ(t.'). a(t,.)]} = —jn alx)q(¥(t,x))9(t, x)dx,
onde [ﬁ(t,-), G(t,-)] = S(t)(ﬁo,ﬁo) , com (OO,GOJ € Q(uo,vo].

Agora, como o integrando em (1) é ndo-negativo em quase
toda parte de 0 (isto &, a mencs de um conjunto com medida de Lebesgue

nula) temos que

(2) alx).q(¥(t,x)).¥(t,x) =0 Vt=z0 e VxeA=x\N, onde

pu(N) =0 (u = medida de Lebesgue em R").
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Dessa forma temos que ¥(t,x) = O YEt=20 e V xXe¢
spt(a(-}) n A = B, onde spt(al(:)) = {x : a(x) # 0}. Em particular a4 &
solucio da equagfio da onda sem atrito. De fato, ﬁtt[t,x) = A ult,x) -
- a(x)q(v(t,x)). Agora, dado x € 0 temos x € B ou xe Q@ \B Se
X € B entfo ¥(t,x) = 0, donde sai que a(x).q(¥(t,x)) = 0 pois g(0) = O,
Aa(t,x}. Também & facll ver que se x € 2 \ B

e portanto ﬁtt(t,x)

entéo a(x).q({v(t,x} = 0, e portanto ﬂtt[t,x} = AQ(t,x). Ou seja, em

qualquer sltuac@o temos que a equagfio da onda sem atrito ¢ satisfeita
por 0(t,x). Ent#o, usando o método de separagfio de variaveis obtemos a

seguinte expressfo para t(t,x}:

- WA | ¢
(3) fi(t,x) = Re E: e .

n=1

onde {P > Ai > Aa = AS = ...} ¢ o espectro do Laplaciano e w s&oc as
n

auto-funcbes associadas, isto é,

(4)
w =0 em I' = 80

Assim obtemos

m e |
(5) 0= v(t,x}) = ﬁk{t,x) = Re E: iVlhn t.e! PtnI t.wn(x] \
n=1

Vt=0 VYV xe B

Agora, para cada x € B fixado, (5) esta dizendo que

ia wn{x) gdo os coeficientes de Fourier da fungio identicamente nula, e
n

portanto wn(x} = 0 Y n = 1,2,... . Como x ¢é arbitrarie tiramos
que w=0 em B ¥ n=1,2,... . Agora, como as solugdes de (4) sfo
n
analiticas em @ e Q & conexc, segue que w (x) =0 Vxe ) . Portanto
n
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(alt,-), v(t,")) = (0,0) Vvt =0 e V¥ xef O que temos provado
entfo é que Q(uo.vo) = {0}. Portanto toda solugfio da equagic da onda

tende a zero quante t — « , qualquer que seja a condicfo inicial
1 2

(uo,vo) € H0 ® L7 .

Exemple 2.5 (EDFR)

Neste ponto assumiremos que as solugdes de x’(t) = f(xt}

¢ € C(l-t,0];R") existem, dependen

com condigéo inicial X,
continuamente de ¢ e est@o definidas para tode t = 0. Ja vimos no
capitule 1 tecoremas que dao condigbes suficientes em f para termos tais
propriedades. Agora, colocando T{t)eg = xt('.w), temos que T(t):C — C
& um semigrupe ndo-linear que possul a seguinte propriedade de

compaclidade:

TEOREMA 2.5.1:

Se f:C — R" é limitada e T(t):C — C (t = 0) &
limitada pare t em compactos de [0,®) entdo:
{1) T{(t) & compacta para £t = r
(2) T(t) néo ¢ compacta para Q0 = t < r, mas existe uma norma
equivalente em C tal que
T(t) = S{t) + U(t)

onde S(t) & uma contragao e U(t) & compacta.
Antes da demonstracgéo coloquemos o:

Lema 2.5.2: Sejam (X,1-I} um espago de Banach € A : X — X linear e
1/n

limitado. Denotemos r* o raio especiral de A, isto &, r* = lim "Aﬂ
i/n’
= inf “Aﬂl . Ent&o, dado £ > 0 existe uma norma |'| em X equivalente
=1

A norma ll-It e tal gque |A|] = * + g,
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{Obs.: Sem perigo de confusfo continuaremos a usar |-|

para denotar a norma do operador A).

Demonstragao do lema: Definamos [-| ¢ X -~ R por

-]

1A i
x| =

n=o (r* + g)"

A série acima converge, pois:

: L1+]
n n : n
0 = A xIl < A . I1xI Vn , e veremos que z 1A
(r* + ¢)" (r* + )" n=0 (r* + )"
n i/n
converge pelo critério da raiz. De fato, como r* = inf A temos
nZx1
1/n n n
o * > » >
que "A "< r* + e//é Vv nz Ne)}. Logo, Al < {r* + e//é) ¥ nz N,
LA™K r*+e s, )
e dai —————— & —————— Ynz N o que da
n rt+e
(r* + ¢)
1/n *
A rrE/,
— < T e <1
(r* + )"
o
n
Logo o nimero real |x| = _ A Xl ¢ bem
n=0 (r* + C)n
definido para todo x € X, e & imediato verificar que |-| define uma

norma em X.
Agora, ¢é claro que Uxl = x| para todo x € X, e pelo que
vimos acima temos

-] o

n n
x| =] MAX_ . _BAT b wxn o= kuxl ¥ x € X .

n=0 (r‘* + C)n n=0 {r"* + S)n
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ou seja, |-| & equivalente a Nl-Il

Falta agora ver que |Al = r* + ¢ . Ora, para todo x € X

temos
® 1 ® +1
n+ n
IAxl =Z u = (r* + g} . ._“_é.._...._}.(_.n_.;?. = {r* + g) . le ,
n=0 (r* + C]n n=0 {(r* + EJn
ou seja, |Al =r* + £ , o que completa a prova do lema. -

Demonstragao do teorema: Provemos (1). Para isso sejam t z r e B ¢ C

limitado. Devemos provar que T(t)B & relativamente cdmpacto em C, 1.6,
que {%t(-,¢) | ¢ € B} ¢ relativamente compacto em C. Pelo teorema de

Ascoll ~ Arzela é suficiente mostrar que:

{1){Xt(9' p)  p € B} & relativamente compacto em R,

para todo 8 € [-r, 0], e
(ii) xt(-, ) p € B} ¢ equicontinuo,

A propriedade (i)é imediata, pois come T{t)B & limitado

existe constante M > 0 tal que "xt{-.w)" = M para toda ¢ € B. Assim
{xt[e, @) ; ¢ E B} ¢ limitado em R°, donde relativamente compacto em

R"v 6 e [-r, 0].
A propriedade (1i) segue como abaixo:
Seja & > 0. Queremos & > 0 tal que se |91 - 92|< )

5 - <
entdo xt[QI, o) xt(BE, ¢) £ Y ¢ € B. Ora,
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‘xt(ei. ®) - xt(ez. w)‘ = lx(t + 8, ¢ - x(t+ 6, w)' =

t+0 . d . +B '
= I — [x(s, w]]dsl = Jx fix (-, w))dsl =
g 95 £+ &
2 2
t+91 t+91
= I f(T(s)plds| = I ’f{T[s]@) ds = L.,B1 - 62] , pois sendo
t+62 +8

o

= {%(s)w s peBet + 92 =5 %t + 91} limitado em C entdo f(D) &

limitado em R”, donde |f(T(slp)l =L Vo e B e t + 8, =5 st +0
para alguma constante L > 0. Logo basta tomar & = 8//L gue teremos o

dese jado.

Observe que fol importante termos t = r pelo seguinte
fato: sendo t = r entfo os numeros t + 91 e t + 92 sdo = 0 para todo

91, 92 e [-r,0]. Logo & licito tomarmes a derivada d/é; (x{s,¢)} para

s = 0, pols sé temos certeza da diferenciabilidade de x(-, ¢) em [0,0).
Em [-r,0) n8o podemos afirmar nada, pois ai temos x(-,¢} = @(-), a qual

pode ser apenas continua, e n8o diferenciavel.

Provemos agora a afirmacgio 2:

Pela férmula da variagio das constantes temos

1A
o

p(t +8) se -r=t +8

T(t)p(e) = x(t + 0,9} = t+6
p(0) + J‘ f(T(s)p)ds se t +0 20
o

e portanto colocando, para cada t = 0 fixo,

1A
Q

p(t + B) - o(0) se ~-r =t + 8
S(t)els) =
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temos que S(t) : C — C é claramente linear e limitado, e mals ainda,
S(ti + t2) = S(t1) 0 S(t2] para todo ti, t2 z 0. Em particular temos

s(nt) = s(t)" para todo Inteiro n = 1 (observe que nio é verdade que
S(o) = I).
Calculemos ¢ raio espectral r* = r*(t) do operador S(t),

1/n

Temos r* = 1lim "S(t)n
—30

n

Agora, se to > r entéo S(to] E 0, pois t0 > r implica
to + 8 =0 para todo 6 € [-r,0] . Ora, mas para n suficientemente

grande temos nt > r, donde S(nt} = 0, donde r*(t) = 0 para tedo t > O,
Pelo lema anterior, dado £ = 1/2 existe norma |-| em C equivalente a
norma do supremc -1l tal que |S(t)]| = 1/2 < 1, ou seja, S(t) : (C,|-|)
é uma contragio. Agora, dado que S(t) fol definido como acima entio

U(t) = T(t) - S(t) & dado por

p(o) ge -r=<t+0=<0

Ult)epl8) = t+8
o(0) +J' P(T(s)plds se t +6 =0

e & facil concluir a compacidade de U(t), o = t = r, via Ascoli -
Arzeld de maneira analoga ao item (1) para T(t}. Agora, para t > r
fazemos o seguinte: Seja B ¢ C limitado. Temes U(t)B = U(t-r)U(r)B ;
agora, como U(r)B ¢ relativamente compacta e U(t-r} continua entso

U{t-r)U{r)B é relativamente compacto, como queriamos. -
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2.3 Equagoes Diferenciais Ordinarias Nao-Autonomas -

Comportamento Assintotico

Nesta segho estaremos estudando equagdes do tipo

%' = flt,x)

(1) - '
x{(0} = X,

onde f : Rx W ——o R" é continua, com W ¢ R” aberto e x, € W.

Definicdo 1: Uma solugdo de (1) é uma fungiio x : I ¢ R —> R
definida num intervale aberto I contendo zero, a qual & diferenciavel

em I e satisfaz x’(t) = f(t,x(t)) para todo t € 1 e x(0) = X,

Definigdo 2: Diremos que £ : R x W — R" é admissivel se o problema
(1) tem solugBo Unica, e se esta depende ceontinuamente de xo. Neste

caso escreveremos (-, Xy f) para denotar a solucho.

Definigao 3: Dada f : RX W ——> R e T = 0 definimos a transladada

£o: RxW -— R" de f por £ (4,x) = £t + 1, x).

Se T T temos que fT (t,x) = f(t + T, X} —
I

flt + 1T, %) = ft(t, x)}, com convergéncia uniforme em subconjuntos
compactos de R x W, portanto tomaremos em C{(R x W, R”) a topologia
compacto-aberta, e denotaremos tal topologia por CcaﬂR x W, R"), ou
simplesmente C‘:al quando ndo houver confusfo. No conjunto ¥ ={%T:r = 0}

cC a(R X W; R") consideraremes a topologia induzida de cC.  ¢©
c -

denotaremos esta topologia por gc
a
Em X = W x ?ca consideramos a topologia produto (obs,:

a topologia de W ¢ a induzida de R”). Desse modo X é metrizavel, e uma

métrica que gera tal topelogia é dada por
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(2) afx, & 0] = fx-8 v e 0

onde k-0 é & norma euclidiana em R, e p & uma métrica basica em C ,
ca

itsto &, p €& uma métrica em C(R x W; R') que gera =a topologia

compacto-aberta. Por exemplo, p pode ser a dada abaixo:

Se ja [Kn] uma seqliéncia de compactos de ™ tal gue
. n=1

=]
Rx W= nl;J1 Kn. Entio a aplicagio p : C(R x W; R") x C(R x W; R") —

w
C(R x W, R") dada por p(f,g)} = Z 1 _ sup Iflx} - glx)n
e on o xeK T+ UF(x) = gl

¢ claramente bem definida e, pela proposicac 2.3.2 do capitulo zereo,

gera a topologia compacto-aberta em C(R x W; R").
Observamos que existem outras normas equivalentes a
acima e gque ainda geram a topologia compacto-aberta. A escolha de uma

delas depende da convenléncia.

Observagic: daqui em diante estaremos considerando

somente fungdes admissiveis £ : R x W - R que satisfazem a

propriedade da existéncia global, isto &, com a propriedade de que a

solugéo qo(t,xo,f] esteja definida para todo t = 0.

Com isso fica bem definida a aplicagdo m : R"x X — X

dada por nft, xo,f) = {p(t, Xy £), f‘t) . (3}

Provaremos agora que a aplicaggo w acima defipe um

sistema dinAmico em X = W x & K Antes necessitamos do:
L+
Lema 4: {Kamke)

4.1; Seja (gn} c Cca e g = lim g onde a convergéncia é na

topologia compacto-aberta. Seja, para cada n, e uma solugfio de
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%' = gn(t,x) com qon(O) — X, € W. Entéo existe uma subsegiiéncia de
(cpn] gque converge para uma solugde ¢ de x* = g(t,x) que satisfaz
p(0) = xo , & a convergéncla & uniforme em subconjuntos compactos J ¢

D(¢), o dominio de ¢.

4.2: Se as solugdes de x'= g(t,x) sfo tnicas entdo ¢ = lim ¢
n

sendo a convergéncia uniforme em subconjuntos compactos J < D(¢).

Demonstragac: Veja [16]

TECREMA 5: A aplicagho m(t,x,f) = (p(t,x,f),f) de R* x W x g

a
em Wx % & um sistema dinamico.

ca

Demonstragao: As propriedades n(0, X, f) = (xo, f} e m(t + S,xo,f} =

= ‘I’I[t., n (s, xo. f]] s8c imediatas, sendo gque esta Gltima &
conseqgiiéncia da propriedade de unicidade das solugbes. Vejamos a

questdo da continuidade de m. Para isso seja [tn, xn, f-r] seqiiéncia em
n

+
R x W x ?fca tal que [tn, X f'r] — [t, X f‘r]' Devemos pr‘ova;* que

n

n[t, X, f] —_— n[t, X . f] em W x ¥ , isto &, que
n n Tn 0 T ca

n
qo[tn, X, f""n] —->qo[t, xo, f‘_r] em R™ e que f"n" < —3 ft-r'l.' em 5"-“.

A convergéncia ‘P[tn’xn'f'c] —> go[t, X0 ft] se verifica pelo lema de

n

T +
n n n

Kamke com g = f eg-= ft . S falta entdo verificar que f‘t r

ft+1: em C [IR X W; IR“]. Para isso fixemos entéo J x K¢ R x W, onde J
ca
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e K sfo compactos. Devemos verificar que ft+r — ftvr uniformemente
n n

em J x K. Seja entho £ > 0. Procuramos por N = N(e} € N de modo que se

n =z N entédo uftﬁvr(s’x) - fk+r(s,xln < ¢ para todo (s,%x) € J x K.
n

Ora, como tn —3 t, existe compacto J > J tal que {t + s} U {t + 5, n=
n

1,2,...} ¢J, ¥Yseld logo, comf —f em¥F , existe n=n ()
. T T ca 1 1

n

€ N de modo que se n = n1 entdo "ftn(h,x) - fT(A,x)u < e//é v (A, x)

J x K.© Em particular temos

M

£
(3) "frn(tn + 5,%) - fr(tn+ s,x}" < 5 ¥Ynez n e ¥V (s,x) € J x K.

Também, como fT € C(R X W R") entfio f‘_r ¢ uniformemente
continua em J x K. Logo existe &8 > 0 tal que se |s - t| + lix -yl < &
entdo “ftis,x) - fT[t.y)" < g . Agora, comp {tn+s.x) — (t+s, x),

existe n, = na(c] € N de modo que se n = n, entio

(4) “fr(tn + s5,x) - fT[t + s,x]” < %— ¥ (s,x) € J xK.

Logo, tomando N = max {?1, na} obtemos que para n = N

f (s,x) - f (s,x) = [[f_ (t + ,%x} - £_(t + 5,%) +
vale t +T t+T T n T n
4 n n
£ £ _ )
+ "ft(tn +8,x) - f_c(t+s,x)“ <E +f=c Viex € J x K ou
seja, ft . T —_ ft . T uniformemente e J x K, como queriamos. -
n n

Nosse objetivo é& obter informagies de solugles da
equacio x' = f({,x) estudando propriedades da din&mica topolégica de m.

No entanto, muitos resultados em din&émica topolégica se apoiam no fato
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do espago-base X ser completo. Isso ndo acontece com o espage ¥ |, e em
ca

particular, nfio acontece com X. Mas esse problema Se resolve, pols com

L3
a méirica baslca p o espago Cc resulta completo. logo, tomando ¥ =
a ca

¥
=% , o fecho de ?ca na topologia compacto-aberta, ?c resulta um
a

=1-3
espago métrico completo. A questBo agora ¢ ver se o0 sistema dinlmico =

=
em Wx & tem extensfio a Wx ¥
[F. % ca

’ » " »
Lema B: A aplicagdo® : R xC — C__ dada por = (t,f) = f

ca T

define um sistema dinfmico em Cca.

Demonstragac: L imediata, com exceglio da continuidade, cuja
*

demonstracio estd incluida na demonstracio do tecrema 5, pols m é uma

projecdo de wn. -

*
Agora, como ¥ . ¢ um subconjunto de Cca gue & m -
L+

* *
invariante, entdo o fecho ?cﬂ de F também é 7w - Iinvariante, e

ca
* *

»
portanto a restricéo de m# =a ¥ R ainda tem imagem em ¥ . Assim a
< ca

aplicagdo (t, X £f) — {elt, x, f), ft) definira um sistema
* ¥*

*
dindmico em W x ?c desde que toda f € ?ca seja admissivel.
a

*
Continuaremos a denotar a extensfo de i a W x ?ca por m,

»
e alnda escreveremos X para denctar W x ?ca

O préximo teorema d& uma condigio suficiente em f €
» . .
C(R x W; R") para que toda f € ?Ca seja admissivel. Neste caso

diremos que f & pegular.

TEOREMA T: Seja f € C(R x W; R") com a condicfio: "Dado K ¢ W

compacto existe constante positiva C = C(K) tal que

ne(t,x) - F{t,y)ll = Clix-ybh VvV x,y e K, Y teR."
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E ] L ]
Entéo toda f € 9“ é admissivel.

*»

—~ * »
Demonstracao: Seja f € 5‘«:&I Provemos que f ¢ admissivel, Faremos

*
Isso verificande que f satisfaz a mesma desigualdade que f, a qual
sabemos ser uma condig¢fio sufleciente para existéncia e unicidade de

solugdes.
»

*
Para isso seja K ¢ R" compacto. Como £ € ¥ , existe
ca

. *
seqiiéncia f-r em %ca tal que f1: —> f . Logo, sel ¢ R ¢é compacto,
n n

*
:E‘_r — T uniformemente em I x K. Logo, dado £ > 0 existe

n

£ (s,z)-f (s, z)

n0= no(s,I,K] € N tal que se n = n, entdo

(8/2

V (s,z) € I x K. Assim, escolhendo n = D temos que

L * »
"f (ty) = £ 0 s ey - wnl« ey - £ wf -
n n n

. £ €

+ f'r (t,x) - £ (t,x) <§ +C.lx -y +2- =e+Cx-—y||Vx,yeKe

n

Vitel.

Agora, come g€ > 0 ¢ arbitrarie, obtemos que

* *
“f‘ (t,x}-f (t,y)" = C.“x - y" , ¥ x,yek Viel
Também, come I € R ¢ um compacto arbitrario obtemos que
#* *
“f (t,x) - f_(t,y)" = C."x - y" s Vv x,yvy € K, V t e R, como

queriames. -
A hipbtese de que f satisfaga uma condigfo de Lipschitz

com constante Lipschitziana independente de t dada no teorema 7 nio

pode ser abandonada, como mostra o exemplo abaixo:
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Exemplo 8: Consideremos a equago x'= f(t,x) onde

f:RxR— R é dada por

Vi xt o, |xI ma

flt,x) = =€  teR
et . Ixl = e , teR
As solugbes de x* = f(t,x) sfoc unicas, pois f &

claramente continua e localmente Lipschitziana na segunda varigvel. No

* ‘/— *
entanto, a fungéo f (t,x) = Ix| esti em ?C e nao é admisgivel. De

a

fate, pois tanto ¢{t) = 0 quanto

*
ti/; , t=0 x' =f (t,x)
s80 seolugdes de , e é
0 y t <0 x(0) =0

y(t) =

. * »
claro que ¢ # @ . Para verificar que f (t,x) = V |x|pertence a ?ca
basta tomar tn = n , n = 1,2,..., que teremos facilmente a

*
convergénecia ft — £ unifermemente em compactos de R x W. -

n
Antes de analisarmos o compertamentoe dinfmico-topolégico

das solugdes de x’ = f{t,x) via o semi-fluxo n vamos analisar o
* * o *
comportamento da projegio m : R x ?ca — ?ca , w (t,f) = ft'
O primeiro resultado abaixo é 6bvio:
Proposicao 9:
#*
(a) feC (RxW R") & um ponto fixo de 1 ¢ f & auténoma;
ca

*
(b) O fluxo m (+,f) & periédico « f(t,x) & periddica em t.

Demonstracao: Imediata. -
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»
Queremos saber agora quando é gque um fluxoe wn (-,f) &
compacto, ou positivamente compacto. Isto &, quando é que ¥(f) ou 7 {f)

sio relativamente compactos em C_(R x W; R™).

Quem responde a essa pergunta ¢é o teorema de
Ascoli~Arzela abalxo:

TEQREMA 10: Sejam X e Y espagos méiricos, com X separével e Y
completo, Um subconjunto U ¢ C(X,¥Y) & relativamente
compacto na topologia compacto-aberta se e somente se
(1) {f{x); £ € U} & relativamente compacto em Y, ¥ x € X

€ (11} U € eqliicontinuo.

Demonstragao: [H.L.Royden, Real Analysis, Macmillan, New York, 1963,
pag. 155].

Com isso temos entio o:

TEOREMA 11:

(a) O fluxo n‘(-,f) ¢ compacto (na topologia compacto -
aberta de C(R x W; RnJ) se ¢ somente se £ & limitada e uniformemente
continua en todo conjunto da forma R x M, onde M ¢ W & compacto.

(b) O fluxo n*{-,f} ¢ positivamente compacte (na
topologia compacto-aberta de C(R x W; R') se e somente se £ ¢ limitada
e uniformemente continua em todo conjunto da forma R* x M, onde M c W ¢

compacto e R' = {t ¢ R: t = 0}.

Demonstragao: =« (-,f) & compacto em Cca(R x W; R & {fT : T € R} &
relativamente compacto em C;a(R X W; R"). Mas pelo teorema de Ascoli -

Arzela isso ¢ equivalente a dizer que

(i} {%T{t,x); T = 0} é relativamente compacto em R", V (t,x) e Rx We
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(11) {%r r T E 0} ¢ localmente egilicontinuo.

Mas (i)} é equivalente a dizer que {f(t + T,x); T = 0} ¢
limitado em R", qualquer que seja {t,x) € R x W; ou seja, (i) &
equivalente a dizer que f{t,x) é limlitada em t € R qualquer que seja x
e W (1)

Agora (1i) diz que dado (to, xOJ €e Rx We £ > 0, existe

d = &g, to' xo] > 0 de modo que se ”x - XJI <de [t - to’ < 8§ entao

- <

Je e, o £(t, x) <e . veer

isto &, "f(t +1,ox) - flE + T xo)" <eg , VYTekR (2)
Isto demonstra que & pode ser escolhide independente de

Logo (2) & equivalente a dizer que f ¢é uniformemente
continua em R x M, onde M ¢ W & compacto. (3)

»
Portanto vimos que m (-,f) €& compacto em Cca = (1) e

(3}.
Mas como (1) e (3) é& equivalente a dizer que f &

limitada e uniformemente continua em R x M, ¥V M ¢ W compacto, segue o

resultado.

A demonstracgiio de (b) é andloga. -

A proxima proposicéc relaciona a solugiio ¢(-, x, f) com

o fluxo =n(-, %, £J).

*
Proposigao 12: Considere f € C (R x W; R") admissivel tal que toda f
<a

*
c ¥ se ja admissivel. Entdo:
ca
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posltivamente compacto
(a) Se o fluxo =n(-, %, f) & compacto ent&o

periodico

positivamente compacto
= *
o fluxo ® (-, f} em ?cn é compacto , € a solugio

periédico

positivamente compacta

correspondente ¢(+, x, f} & compacta

periddica

* *
(b) Se o fluxo w (-,f) em ?ca é
positivamente compacto
entdo a soluglo (-, x, f) é

compacto

positivamente compacta] se e somente se [positivamente compacto
o fluxo n(-,x,f)
compacta é compacto

Demonstragao: Imediata. -

Antes de ver o préxime resultado relacionando ¢(-,x,f) e
n(-,x,f) vejamos o lema =abaixo. Para isso precisamos de algumas

notagbes e conceitos.

Seja f € C (R x W; R") regular e ® o sistema dinamico
ca -

»
local em W X ?ca jA mencionade. Denotemos

L]
P: Wx¥# — W e Q: W — 7%

ca ca ca

*
as projegtes em W e ?ca respectivamente.
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0 fluxo =n(-,x,f) estd definido para todo t 2 0 se e
somente se a solugfio ¢(-,x,f) estd definida para todo t 2 0. Nesse caso

o conjunto w-limite Iﬂx o do fluxo m(-,x,f) estd definido, embora

possa ser vazio.
Definimos o conjunte fimite pasitiso da solucdo ¢(-,x,f)

Como

-
L(x.f) - P[Q(x,r)]

L]
A proposigio abaixo mostra que quando o fluxo w (-,f) &
positivamente compacto entfo essa definigéo coincide com a definicdo jJa

conhecida do paragrafo 1 deste capitulo.

~ »
Proposicao 13: Seja f € Cca(IR X W; R") regular e suponha que m (-,f) é

positivamente compacto. Entdo um ponto X est4d no conjunto limite

positive L:x da solucgiic ¢(-,%,f) se ¢ somente se existe seqiiéncia T

)

de numeros reais tal que T — o e go('rn, x, f) — x.
n

Demonstragao: Digamos inicialmente que X € L:x - P(Q{ r))' Entao
L x!

*
existe f € ¥ tal que (X,f) e n )
ca (x,f)

. implica que existe segiidncia T — « de modo que
¥ n

Mas (%, f) € Q.

u(tn.x,f) — (%,T), isto e, {¢[Tn,x,f], £, ) — (X,f)}. Em particular
n

temos ¢(T ,%,f} —3 X, como queriamos.
n

Recliprocamente, seja 'rn seqliéncia de reais com t —> o
n
e w(rn,x,f) — X . Como w (-,f) & positivamente compacto, existe

* L ]
subseqliéncia de f_ que converge em F_, digamos que f_— P e? R
<
n n

Entéo m(z ,x,f) —(%, 1), donde sai que (X,f) € Q donde segue que

(x,£)°
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%)

L(x,n : B

Temos agora o:

TEOREMA 14: Seja f e Cca(IR X W; RY) regular e suponhamos que o fluxo

"
n (-,f) seja positivamente compacte (na topologia compacte - aberta).
Seja ¢(-,%,f) uma solugéo positivamente compacta de x' = f(t,x). Entdo

*
o conjunto w-limite Q do fluxo nl(-,x,f) em Wx F . ¢ ndo - vazio,
[ =4

(x,£)

* * * ]
compacto e invarliante. Se (x ,f ) € Q(x - entdo a solucdo ¢(-,x ,f )

L 4

L]
de x'= f (t,x) ¢ compacta. Além disso, o conjunto limite positivo
L 3
L’ é ndo-vazio e compacto em W. Também, se X € L entao
(x}f) (x.f)

»* » E *
elt,x ,f ) e L:x para todo t, onde f ¢é alguma funcio em ?é"-

,f) a

* *
Demonstragao: Sendo w (-,f) positivamente compacto em '.'?“ e o(-,x,f)

positivamente compacta em R" entfo w(-,x,f)} & positivamente compacto

*
em R" x % . Logo segue gque Q‘x £ € nao-vazio, compacte e invariante.
L= 13

— : 3 * = P do -
€ nao vazlo, pois L(x, [Q(x,{'}] € Q(x.f) ¢ mao

+
Logo L(x' )

£}

vazio. Também, como a projecio P é continua sai que L:x £ ¢ compacto.

Ent3c, como

* *
Seja agora (x ,f ) e Q{x’”. (x.6)

* *
invariante pelo fluxo temos gque w(t,x ,f ) € Q[x o Yt z 0, € em

* *
particular, p(t,x .f ) € Lt ¥ t = 0. Agora, como L:x é& compacto

{x,f) o)

* *
segue que ¢(+,x ,f ) & compacta.

L3 * *
Tembém, se x € L' entéo existe £ € F tal que
{x,f) ca

» * * *
. v = .
{x.f) € Q(x,f} Logo w(t,x ,f ) € Q(x,” t 0, e portanto

* ] ) L“ o
plt,x ,f ) € P[th’” =L Yvtzo. »
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EQUACOES LIMITES

Introduziremos agora © conceito de equaglio limite para
x' = f{t,x), o qual se revelard muito util no estudo do comportamento

assint6ético das selugdes. Para isso consideremos f € c;a(m x W; R%).

Nem regularidade ou admissibilidade séio importantes aqui.

*
Denotaremos Qr o conjunto @ - limite de f pelo fluxo

»*
n(t,f) = f;.
*
Se Qf #* ¢ diremos que o ¢onjunto das egquacces limites
para x' = f{t,x) é o conjunto de todas as equagSes da forma x' =

- * *
=f (t,x), onde I € nf.
*
Uma condigéio suficiente para que Qr seja ndo - vazio é
» . *
que o fluxo = (t,f) = f seja positivamente compacto em ?ca.

Seja agora f € Cca(R x W, R") tal que f, seja

positivamente compacto.
Definigao 15: (Assintoticamente Autonoma)

*
Dizemos que f ¢ assintoticamente autbébnoma se nr é

unitario.

0 nome "assintoticamente autdnoma" se Justifica, pois

* * L2 * *
sabemos que se Qr = {f }, entdo f ¢é ponte fixo de m , e portanto f &
autodnoma.

Definicdo 16: (Assintoticamente Periodica)
*
Dizemos dque f ¢é assintoticamente periédica se Qf

consiste de uma Unica érbita periédica.

Da mesma forma gue antes o nome se justifica, polis se
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L ] » * »
nf = {u {t,.f }; t e {O.T]} entfio f & periddica em t.

Assim, se f € assintoticamente auténoma o conjunto das

equagdes limites para x’ = f(t,x) consiste da Unlica equagfio diferencial
* L ] | ]
x' = f {x), onde 9, = {f }

Também. se T ¢ assintoticamente peritdica o conjunto das
equagdes limites para x’° = f(t,x) consiste das sgeguintes equagbes
diferenclalis

»
x' =f{t +7, x) , TelD T) |,
* * *
onde £ € Qr e T é periddica em t com periodo {minimo) T.

0 proximo lema é Gtil em algumas aplicacgdes:

Lema 17: Seja f € Cca(tR X W; R") e assuma que f = g+ hcomg, h
e C (R xW; R).
ca

Suponhamos ainda que hit,:) — 0 guando t — o em

C a(‘N; R"}, isto &, h{t,x) — O uniformemente nas partes compactas de
c

W quandoe t — o |

As seguintes afirmagdes sfo verdadeiras:
{A) As equagBes limites de x' = f(t,x) e x' = g(t,x) s8o as mesmas.
* *
(B) Se n (-,g) & compacto entfio m (+,f) & positivamente compacto;
{C) Se g & autdnomz. entfic I & assintdticamente autdbnoma;

(D) Se g & peritdica em t entéo f é assintoticamente periéddica;
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Demonstragao:

* *
(A) Devemos provar que 2. = Q

* *
Para isso seja f € Qf . Entéo exlste seqliiéncia 1t — o
n

g .

* #* L
tal que f.r —> f em 9“, isto &, f_c (t,x} —— f (t,x) uniformemente
n n

em todo I x K ¢ R x W compacto.

Masz (t,x) =f(t + 1, x) =g(t + 1 ,%) + hi(t + T ,x)=
n n n n

=g, (t,x) + hit + T, x) , e como h{t + T, -} — 0 uniformemente em
n

*
K ¢ Wtemos que £ = 1lim f'r = lim g, (limite na topologia compacto
n n

* * * »
aberta), e portanto £ € Qg , donde sai que o cQ .
9

A ouira inclusfeo prova-se de maneira analoga.

»
(B) Sendo @ (-,g) compacto segue do teorema 11 que g ¢
limitada e uniformemente continua em todo conjunto da forma R x M, onde

M ¢ W é& compacto. Agora, f(t,x) = g(t,x) + h{(t,x), e como h{t,x) &
continua e hi(t,«) — 0 em Cca(W; R") quando t — o© entdic h &

limitada e uniformemente continua em todo conjunto da forma R x M,

onde M <« W ¢ compacte, donde segue que f também & limitada e

- + = .
uniformemente continua em R x M, e de novo do teorema 11 concluimos

*
que w (+,f) € positivamente compacto (na topologia compactc — aberta).

<y Digamos que g(t,x) = £(x). Ent8o g ¢ limitada e

uniformemente continua em todo R x M, com M ¢ W compacte. Do teorema 11
*

entfio segue que w (-,g) & compacto, e do item (B) desse teorema segue

L 3 *
que mw (+,f) & positivamente compacto, donde sai que Qr # ¢ . Vejamos
* * * *
agora que Qf'é unitario, Para isso seja f € Qt . Veremos que f ja

* * »*
est4d bem determinada, mais ainda, que f = &€ . De fato, como £ « Qf e
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* » i ]
COmo n{ = Qq » exlste seqléncia T —9 o tal que g —s T na
n T
n

»
topologia compacto aberta, isto ¢ g, (t,x) — £ (t,x) uniformemente em
n
I xKcR X W compacto.
. -
Mas g, (t,x) = gl{t + T, x) = £(x) , e portanto f = £ ,

n

como gueriamos.

L » L]
(D) Devemos provar gue nf = {n (t,f };t e [O,T]} para alguma

* -
f € nr e algum T € R. .

Em primeiro lugar vejamos gue Qf # ¢. De fato, como g €
periddica em t existe T > O tal que g(t+T,x} = g(t,x), V (t,x) € R x W.
Agora, como g ¢ continua em [0,T} x K (K ¢ W compacte) entdo g €
uniformemente continua e limitada em [0,T] x K. Logo, da periodicidade
de g em t segue que g & limitada e uniformemente ceontinua em R x K,
para todo K ¢ W compacto. Logo, do teorema 11 segue que n*(-,g] é
compacto, e do item (B) desse teorema sai que n'{-,f) & positivamente

*
compacto, donde segue Q{ ® @,

3 »
Seja agora f € Qf . Entao existe seqiiéncia T — w de
n
»* *
modo que ftn —> f em ?ca

* » = *
Veremos que se Vv ¢ nf entdo v = (f ]T para algum T €

fo,TIl.

* » *
Ora, como v € Qr existe segiiéncia ¢ — w com f":r — v
n

n

*
emn ?ca. Podemos supor, sem perda de generalidade, que Uﬁ = Tn , ¥n.

Temos entfo (todas as convergéncias abaixe s8o na

topologia compacto - aberta) que

v = lgm' fo’ = I%m fr oo -1 ); agora, para todo n = 1,2,...
n n n i
podemos escrever ¢ -t =K . T+r , comK €eN ¢ r € [0,T).
n n n n n n
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»
Logo v = 1%m f , e como f €& T-periddica vem

T +X. T+r
n n n

* : [ 3
v =1lim =lim(f_ } =limn(r, £ )
n T +r n T r n n T
n n 1] n n

Agora, com r ¢ seqléncia no compacte [0,T], podemos

Supor que r — T € [0,T].

» »
logo temos r —> 1t € [0,T] € £ —f em ¥ , e
n Tn ca
» » * » *
como M ¢ continua obtemos m (rn , fT ) — mw(tr, £ ) =(f )T , ou
* » i
seja, v = (f }T com T € {0,T], como queriamos. -

0 préximo teorema ¢é importante. Ele ilustra bem a
relevancia do concelto de equagdes limites para x' = f(t,x), pois o
estudo das equaglfes limites pode levar-nos a tirar conclusbes da
equagdo diferencial original. Isso de modo geral & bom, pois se o
estudo direto de x' = £(t,x) é muito complicado tém-se a alternativa de

estudar as equagbes limites, as quais podem vir a ser mals simples.

*
TEOREMA 18: Seja f € CcaUR X W; R7) regular e suponha que = (-,f)
*
seja positivamente compacto em ?ca. Seja ¢@(t,x,f) uma solugédo

» L]
positivamente compacta de x’ = f(t,x). Entdo, para todo ponto {x ,f )
. #* *
€ Q(x,f) a solugdo ¢(t,x ,f } & compacta. Mais ainda, existe seqiiéncia

* *
T — o tal que ¢t + T.o% f) — @(t, %, £ } uniformemente em
Il

compactos da reta.
Demonstragao: Com excegio da ultima afirmacdo, tudo J& foil demonstrado

no teorema 14. Quanto & Gltima afirmacfo, esta segue da proposigido 1.3

do capitule 2.
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Ve jamos detalhadamente:

C?mm'{x‘,f') € I(x,f), existe seqgiiéncla T e tal que
ﬂ(Tn,X,f) — (x ,f ).

Logo, da  proposicéo citada acima segue que

* *
u(t,n{tn,x,f)) —> n(t,x ,f ) com convergéneia uniforme em  compactos

* »
J ¢ R, Ou seja, n(t + 1;,x,f) — n(t,x ,f ), e tomando a projecéo

n » n » *
P: R x Fca —3 R obtemos p(t + T;,x,f} — plt,x ,f ), com

convergéncia uniforme em compactos J c R. =

O corolario abaixo é apenas a contra-positiva do teorema

acima:

Corolario 19: Seja f € E;a{R x W; R™) regular e suponha que o fluxo

* *
nm (-,f) seja positivamente compacto em ¥ . Se existe uma equagéo
c

%
limite x* = £ (t,x) que nfo tem solugfo compacta entéo a equagio dada
%' = f{t,x) nio tem solugio positivamente compacta.
Pode ocorrer que a equagédo X’ = f(t,x) nfio tenha nenhuma

solugBo positivamente compacta engquante que as equagbes limites tem

somente solugBes compactas, como vemes no exemplo abaixo.

Exemplo 20: Seja a equagdo x’ = £(t,x), onde £ : R' x W — R & dada

por

flt,x) = : : i , onde W= (-1,1) € R .

As solugdes de ¥ = f(t,») com x(o) = X, € W s3o dadas
por x{t) = (1 + xo]t * X, , as quais sfio todas nfo-compactas.

No entanto, como veremos abaixo, existe uma unica
equacéo limite, a saber xX° = f*[t,x}, com f‘ = 0, Logo, toda solucio da

equagdo limite é positlvamente compacta, como queriamos exemplificar.

*
Ve jamos agora que Qr = {0}.
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1
Ora, f{t,x) = o * ¢t E%T , ouseja, [ & da forma
= _ 1 _ 1
f{t,x) = g{t,x) + hit,x) , com g(t,x) = e X © h(t,x) = o7

Agora & claro que g e h satisfazem as condigBes do lema
» L] *
17 e portanto 9{ = Qg , e & facil verificar que Qq = {0}

0 que vimos no exemplo anterlior ocorre quande a equacgéo
diferencial deixa de ter certas propriedades de estabilidade. Vamos
agora investigar o comportamento assintético de solucdes sob certas
condig¢des de establlidade. Antes porém introduzamos os seguintes
conceltos:

SeJa f € C_(R x W; R") regular, onde W ¢ R° & aberto

contendo a origem, e suponha ainda que f(t,0) =0 ¥ t = 0. Portanto
* E »
p(t,0,f) = 0, Também & claro que f (t,0) =0 Vv f € nf evteR.

Definicdo 21: SejJa f e C (R x W R™) admissivel com f(t,0) =0 VvVt =

0.
Dizemos que a solugdo nula ¢(t,0,f) = 0 & :

(a) ESTAVEL se llg(t,x,f)Il = a{lixh) VY Ixl sa eV t =0,

onde a:[0,a] — R & uma fungfo continua, nio-negativa,

crescente, com a{0) = 0

(b) UNIFORMEMENTE ESTAVEL (u.e) se H@(t,x,ftlﬂ = a(lxl)
v "xu =a, Yt20 eV¥T2z0 , onde w ¢ come em (a);
(c) ASSINTOTICAMENTE ESTAVEL (s.e.) se € estavel e se
qo[t,x,ft) —— 0 quando t — ® , qualquer que seja

Ixh =a eTez=0
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(d) UNIFORMEMENTE ASSINTGTICAMENTE ESTAVEL (u.m.e) se existe
fungiio « como em (a) e fungéio ¢:[{0,w) — R continua,
positiva, decrescente, com o(t} — 0 quando t — o, e

tal que
"w(t.x,ftlﬂ s a(llx).o(t) VIl sa, Yt =0 eV T20.

E 16gico das definicdes que (b) = (a), (d) = (b), (d) =
{c), (c} = (a), e nada mais além disso pode ser afirmado.

Ve jamos agora o:

Lema 22: Seja a:[0,a) x [0,0) — R uma fungio

(r,t) — a(r,t)

nfo-negativa. Seja f € Cca(R X W; R") regular. Se as solugdes de

x' = fr(t,x] satisfazem H¢{t.x,fT)H£ allixll, t) ¥V kxl s ae VvV t,t =0,
* »
entfc as solugbes de X' = f (t,x) satisfazem le(t,x,f ) = «(lixl,t)

* *
Vixh =a eV tz=0, qualquer que gseja f € nr .

* *
Demonstracae: Seja f € 2 e & > 0 dado. Entio existe seqiiéncia

* *
T >t tal que ft — f en 9ca (podemos supor T 2z 0 V n =
n
n

=1,2,...).

* *
Entfo temos (x, fT ) — (%, £ ) em WX ?cu, e portanto
n

.
u{t,x,f_r ] —» r{t,x,f ) Vtz=o. Mais ainda, a convergéncia é

n

uniforme para t em compactos Jc R, Em particular,

»
m(t,x,ft ) — p(t,x,f ) uniformemente em compactos J ¢ R*.
n

* #*
Assim temos le(t,x,f Ik = lle(t,x,f ) - ¢(t,x,ft o+

n
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‘ 1
+ Hw(t.X.fT ), e como le(t,x,f ) - qt)(t.,:-:.f_r i < £ para todo n nb[c)
n n

i
e Y1 e Jobtemos le(t,x,f ) < g +a{llxll, t) VIxi sa e Vield
Como £ >0 & arbitririo obtemos que Hw[t,x,f']u =
= gl(lixll,t), Yzl =a e ¥telJ.

Também, como o compacte J ¢ R* & arbltrario vem

. .
le(t,x, £ M = e(lixl,t), ViIxil sa e ¥ tz0,. =

Observagao: Note que no lema anterior ndo precisamos
L ]
assumir que o fluxo = (-,f) seja positivamente compacto. Se ele ndo for

*
positivamente compacto ent8o o conjunto w - limite nf pode ser vazio,

mas nesse caso o lema € vacuamente satisfeito. Observe que o teorema

o
abaixo também nfio requer compacidade positiva do fluxo m (-,f).

TEOREMA 23: Seja f € C_(R x W; R") regular, com f(t,0) =0 V¥ t = 0.
(A) Se =a solugéo nula de X = f(t,x) & uniformemente

*
estdvel, ent8io a solucdo nula de toda equagdo limite x* = £ (t,x) é

uniformemente estavel.

(B) Se a solugSo nula de x' = f(t,x) & uniformemente
assintoticamenie estavel, entéo a solugfc nula de toda equagfo Iimite &

uniformemente assintoticamente estavel.

Demonstracao: E uma conseqiiéncia imediata do lema anterior. -

O conceito de estabilidade para uma solugio arbitraria
pode ser reduzide ao conceito acima por uma técnica padrio. A saber, se

¢ ¢ uma scluglio de x’ = f(t,x), dizemos que ¢ & "..... estavel” se
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& soluglo nula de x' = g(t,x) & ",....estével", onde g{t.x) = f{t,x +
+ p(t)) - £(t, ¢(t)).

0 teorema anterior admite. agora a seguinte

generalizagio:
TEOREMA 24: Seja £ € C_(R x W, R") regular. Se existe uma soluglio
positivamente compacta ¢(t,x,f) de x' = f£(t,x}) que é uniformemente

estavel (ou uniformemente assintoticamente estavel) entfio toda equacéo
*
limite x* = f (t,x) tem uma solucfio compacta que & uniformemente

estavel (respectivamente, uniformemente assintoticamente estavel).

Demonsiracao: Se ¢(t) = @(t,x,f} é positlvamente compacta entfio ¢
-
f (t,x) admite solugBo compacta,

* * *
bastando para isso tomar uma condig8o inicial x tal que (x, £ ) €

Li}

claro cque toda equagédo limite x’

Q(x,f) (veja teorema 18 atrés). [Observamos que Q(x,f) # ¢, pois sendo

o(t,x,f) compacta entéioc esta se define para todo t = Q; também, como

n: # ¢ (do contrario o teorema é vacuamente satisfeto), segue que
Q(x,f) # ¢ 1.

Agora, como ¢{t,x,f) & u.e. (u.a.e) entéo a soluglo nula
de x'= glt,x) & ue.(u.a.e), onde g{t,x)=f{t,x + @(t)) - F£(t, p(t)).
Logo, do teorema 23 segue que a soluglo nula de toda equaglo limlte
x'= g‘(t,x) ¢ uwe (u.a.e).

Mas g* é da forma giI = lim g, para alguma seqliéncia
T @ Agora, & (t,x) = f'c (t,x + ¢t -l: 'cn,x,f)) - fT (t, ¢(t +

n n n

+ t,x, f)), e do teorema 18 podemos escolher T (isto &, podemos
n n

* #* *
escolher g ) de tal forma que ¢(t + T, x, f) — elt,x, £ )

* *

uniformemente em compactos de R, donde sal que g (t,x) = £ (t,x +
¥ % * . % . ®

+ olt,x ,f)) - £, ot,x,f)), ou seja, a soluglo ¢(t,x ,f ) &

u.e.{u.a.e). o
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Vimos nos dols teoremas anteriores que se a equacgio dada
tem uma soluglo estavel entfo as equagdes limltes também o tem. No
entanto, o problema de tirar conclusdes sobre estabilidade para
solugbes da equagéo orlginal a partir de hipbéteses da equagho limite é
uma questfio delicada. O exemplo 20 llustra essa dificuldade, pois nele
vimos que x’ = f(t,x) nioc tinha nenhuma solucfio estavel, e no entanto
as eguacdes limltes s6 tinham solugBes estavels. No entanto temos o

seguinte resultado para establilidade assintética.

TEOREMA 25; Seja f € Cca(ER X W; R™) regular, com f(t,0) =0 V t =

*
0. Suponhamos também que o fluxo w (-,f) seja positivamente compacto
(na topologia compacto - aberta). Se:
{1 A solucfio nula de X’ = f{t,x) é u.e., e

{2) A solugdo nula de toda equacfo limite & a.e. (num sentido
*
uniforme), isto &, "(p(t,x.f ]“ —> 0 quando t — « sempre que "x“ = a

» L
e f € Qf , entfo a soluclo nula de x’ = f{t,x) & a.e.

Antes de demonstrarmos o teorema acima precisamos de

mals alguns conceitos e resultados auxiliares.

Dado espagoe métrico (X,d) e M ¢ X escreveremos:

{(a) d(x,M}:= 31’2% {d(x,y)}, distancia de x € X ao conjunto M;
(b) S(M;r):= {%fe X I d{x; M) < r}
{c) B(M;r):= {x e X l d(x,M) = r}

Seja w um sistema dinamico local em X e M ¢ X um

subconjunto nfio-vazio, compacto e invariante por n, isto ¢, w{I(p),p) ¢
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M para todo p € M. (em particular I{p) > R").
Definicao 28: Dizemos que M é:

(a) (positivamente) estavel se, para cada £ > 0, existe & > 0 tal que

7*[y) ¢ S(M; £) sempre que ¥ € S(M; &).

(b) um atrator (positive) se existe 8 > 0 de modo que se y € S(M;8)

entdo Q(y) # ¢ e Qly) ¢ M (lembre que f2(y) & o conjunto w-limite
do fluxo n(+,y)).

(c) (positivamente) assintoticamente estavel se M for um atrator

estavel, isto &, se (a) e (b)Y ocorrem.

Analogamente define-se estabilidade negativa e atrator
negativo, no entanto ndo os consideraremos adiante, e por isso
omitiremos ¢ adjetivoe ‘"positivo" quando estivermos falande em

estabilidade e atrator.
Definigdo 27: (Regidc de Atragso)

Seja M ¢ X ndoc-vazio, compacto e w-invariante,

A regifio de atracgio A(M) de M & o conjunto

A(M) := (unifo de todas as trajetérias com a propriedade
de que seus conjuntos limites positivos s&o nfo-vazios e contidos em
M].

E facil ver que M & um atrator se e somente se A(M) é
uma vizinhancga de M.

Ve jamos agora o:

Lema 28: . Se M & um atrator entfio A(M) é aberto e invariante.
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Demonstracgio: A invariénclia é clara da definigfio. Vejamos que A{M) &
aberto. Para isso seja y € A(M). Queremos vizinhanga V = V& de y tal

que V ¢ A(M). Ora, como M é atrator existe & > 0 tal que se z € S(M;3)
entfio z) # ¢ e Q(z) ¢ M. E clarc que temos M ¢ S(M;8) ¢ A(M). Agora,
como y € A(M) = S(M;8) v [A(M) \ S(M;3)]) entéio y € S(M;3) ou y € A(M) \
S(M;8). Se y € S(M;5) podemos tomar V = S(M;3). Senfio fazemos assim:
como y € A(M) \ S(M;8), existe T > 0 de modo que =n(t,y) € S(M;8) \ M, o
quel é& aberto. Logo existe vizinhanga aberta U tal que =n{t,y) € U ¢
S(M,8) \ M. Tomemos entéo Vy = n(-t,U). E l6gico que y € Vy e que Vy é

aberto, pois Vy = ¢-1(U}, onde ¢ =T _ , isto &, ¢ € a inversa do
homeomorfisme n_o X — X dado por nr(x) = nlt,x). Vejamos agora que
Vy c A(M). Ora, como Vy c S(M;8) < A(M) temos Q(n{—r,v;)) = SMV;) <

Q(S(M;8)) ¢ M, o que nos diz que H['T,V&) ¢ A(M}, como queriamos. u

Lema 28: Seja M ¢ X nfo-vazio, compacto e mw-invariante.
Suponhamos que M seja um atrator. Sio equivalentes:

(a) M & estavel;

(b) A(M) nsoc contém pontos a-limite de érbitas em

A(M) \ M

Demonstragao: Ver [6] a pagina B3. =

Demenstracac do teorema 25:

Objetivo; Mostrar que 2 solugdo nula de X’ = flt,x) &

assintoticamente estéavel, isto &, que € estavel e que H¢(t,x,ft)ﬂ — 0
quando t — w ¥ T =2 0 e V ilxl = & para algum & > 0. A estabilidade ja

se tem da hipdétese. Vejamos a segunda afirmacéo.

Ora, do enunciado sabemos que existe a > 0 e «a €

C(10,a]);R} nio-negativa, nfo-decrescente, com «(0) = 0 e nw{t,x,ft}n <
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< a(lxll}, Vt,720e Vixi s a.Logo,do lema 22 segue que lglt,x, f =
s a(lxi) Yete=0 , VIxXI sa e V¥V f € Q

Consideremos agora a restrigfo do fluxo local mw em W x

* L
?ca ao subconjunto W x . Alnda denotaremos a restrigéo por n.

»* *
Seja M = {0} x Qf c Wx 9ca . Verifica-ge facilmente que
*

M & um atrator estavel segundo o fluxo mw em W x Qf

Sabemos também que a regldo de atragho A(M) de M & um

*
subconjunto aberto e positivamente invariante em W x Qr , € & claro gue
* * L ] .

contém um subconjunto da forma {(x,f ) I Ixt =4 e f ¢ nr} para

algum & > O .

Mostremos agora que Hw(t,x,fT)u —> 0 quande t —> o
para lfxll =a e todo T =0,
Para isso seja T 2z 0 fixado e considere a solugio

w{t,x,ft), com Uxll suficientemente pequeno de modo que Ixll = a e alllxi)
= & ., Como lIxX§ = a, a solugéo ¢(t,x,fT] & positivamente compacta (de
fato, pois Hm(t,x,fT)H = aflixll) =4, Vit=z=0) Logo o fluxo n[-,x,ft}

*
¢ positivamente compacto {pois m (.,f) & compacto por hipbtese), e dai

o conjunte w-limite N = H[x,ft] do fluxo n{-,x,fT) ¢ um subconjunto
E
nio-vazio e compacto de W x Qf . Também, como ¢[t,x,ft] satisfaz

*
Hwtt,x,ft)n < & , o conjunto w-limite ﬂ[x,ft) fica contido em {(x,f ) :

* *

lxl =< &, f € Qf} , 0 qual estd contido em A(M). Como Q & compacto,

tode fluxo em Q & compacio. Portanto se [x f } e Qlx, f ), teremos que

o cojunto a-limite do fluxo w(- x f ) é néo-vazio e fica contide em

0 c A(M). Agora, como M é um atrator estéavel, segue do lema 29 que

M
Qc M= {0} x Q . Portanto Lf[x,fT] = {0} , e dai segue que

¢(t.x,f1) -—> 0 quando t — » , como queriamos. »
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Para finalizar esta dissertaglioc vamos enfatizar que os
resultados obtidos no Capitule 1 dependem fortemente do carater

autdénomo das equagbes. Por exemplo, mostramos no paragrafo 1.4 que as

solugdes de
u =u - a{xlu
tt XX t

u(t,0) =ult,n) =0

tendem a zero, quando t — +w, se a(x) z 0 e a(xol > 0 para algum %,

No casc nfo autdbnomo podemos tomar
alt,x) =alt) =2+e" >2>0 Vvt Vx

e verificar que u(t,x) = (1 + e °) senx & solucéo de
ut.t * Uex ~ a{t’x)ut
u{t,0) =ult,n) =0

que ndoc tende a zero, quando t —s +w .

Quando a{t,x} = B(t) al{x) com B(t) > O periédica, a(x)
satisfazendo as hipdteses acima, temos resultades andloges ao case
auténomo. Veja [111, [12].

A generalizagio para equagdes nfio autdnomas mals gerais
tem recebido uma consic:ravel atenglic na literatura, sendo que =a
generalizacdo mais direta ¢ o conceito de "processo" cuja definigdo &

motivada, a partir do problema de valor inicial
u = flt,u)
u{e) = x
Se ¢{t,o,x) & solugdo definida para t = o tal que

¢lo,o,%x) = X, colocamos u{t,o,x) = ¢(t + 0,0,%X) como sendo um processo,

isto é&:
Defirigao: Se X & um espago méirico completo, um processo em X é

uma aplicagio

u: ROxRxX-—X satisfazendo:
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1) u é continua
i) u(0,s,%) = x

i11) ult + 7, 5, x) = ult, T + s, u(t,s,x}).

Denotando por W o conjunto de todos os processos e por
o(t) a translagio (c(T)ul(t,s,x) = ult, T + 5, x) temos que

o{0) =1

clt + 1) = olt) o)

e podemos definir

i{t) : XxW-—oDXxW

n(t) (x,u) = (ult,0,x), olt)u)
e nio & dificil verificar que

n{0) = 1

alt + 1) = nlt) n(7).

Resta portante analisarmes a continuidade. Equipando W
com uma métrica, nos nio podemos esperar que n(t)(x,u) seja continua em
t,x,u, para u variando em todo W, mas podemos esperar tue

(*) #w(t) : XxV—DXxV
seja continua num sub-espago métrico completo V de W. Quando (*) ¢
satisfelto dizemos que n{t), t =z 0 é um skew - produto de processos.

A existéncia de skew - produtos tem sido mostrada puca
problemas particulares (veja [13, pag. 601} em especial para a classe

de processos compactos u, caracterizados pela propriedade que

{%(T)u ;T E [O,w)}

satisfaz: ¥ (Tt ) , existe subseqiiéncia (t ) e v : R" xR x X — X
n n
k
tal que

{r(tn )u] (t, s, x} —> v(t, s, %)
"

quando k — w e t € r* , 8 e€eR, xe X
Exemplos de processos compactos sfo:
.IamoaMﬁmmm ult, s, %) é independente de s;
processos periddicos, ult, s + w, x} = u(t, s, x) para

algum w > 0.
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.processos guase - periddicos e assintoticamente quase -
perlédicos, veja [11] e [13] para maiores detalhes
Realmente (ainda) temos que estudar bastante se féssemos

atacar estes problemas,
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