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RESUMO

O principal objetivo desta dissertacao é apresentar a construcao e a classificacao das
aplicacoes harmonicas de S? em U(n), baseado nas idéias de K.Uhlenbeck. Apresentamos
um exemplo de aplicagdo harmonica em U(4) e provamos que tal exemplo é, de fato, uma
aplicagao harmonca nao-holomorfa na variedade de Grassman G5(C*), de 2-planos em C*.
Demonstramos o teorema de Valli sobre o espectro da energia e, por fim, parametrizamos o
conjunto Harm(S?, U(n)), de todas aplicagoes harmonicas de S? em U(n), fornecendo uma

classificacao para tais aplicacoes, seguindo o trabalho de J.C.Wood.



ABSTRACT

This dissertation is concerned with the construction and classification of harmonic maps
from S? on U(n), according to K. Uhlenbeck.

We construct an example of harmonic map on U(4) and prove that this example is, in
fact, a non-holomorphic harmonic map in the Grassmann manifold G5(C*) of 2-plans on C*.

We also prove the theorem of Valli on the spectrum of energy and, finally, describe
the parametrization of the space Harm(S?,U(n)), of all harmonics maps from S? in U(n),

provide the classification for such maps, following the work of J.C.Wood.
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Introducao

Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas. Uma aplicacao diferenciavel

f:(M,g) — (N, h) diz-se harmonica se f é um ponto critico do funcional energia

B(H = [ 1P,

Aplicagoes harmonicas aparecem naturalmente em varios contextos como Geometria,
Anélise e Fisica Matematica. Seus exemplos mais simples sao as fun¢oes harmonicas e as
geodésicas. A base da teoria moderna de Aplicagdes Harmonicas foi dada por J.Eells [13],
E.Calabi [4] e S.S.Chern [8] nos anos 60 e até hoje constitui uma drea muito rica e ativa da
Matematica.

Dois problemas centrais da teoria de Aplicagoes Harmonicas sao:

a) A existéncia de tais aplicagbes, ou se uma aplicacdo f dada pode ser “deformada”
em uma aplicacao harmonica, isto é, se existe uma aplicagao harmonica na classe de

homotopia de f.
b) A classificacao das aplica¢oes harmonicas.

Esta dissertacao trata sobre o problema de classificagao de aplicagoes harmonicas. En-
tretanto, quando M e N sao variedades arbitrarias, o problema é extremamente complicado.
Mesmo quando o dominio é a esfera S? vérios casos sao problemas em aberto, como por
exemplo se N é um espago homogéneo nao-simétrico (em [23] é tratado o caso de variedades
bandeira). O objetivo deste trabalho é estudar as aplicagoes harmonicas de S? em espagos

simétricos G/ K, mais especificamente quando G/K é uma variedade de Grassmann.
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Os exemplos nao-triviais mais simples de aplicagoes harmonicas S? — G/K, com G/K
um espago simétrico compacto, ocorrem quando G/K = S™ ou CP". Em 1967, E. Cala-
bi classificou todas aplicagoes harmonicas S? — S™ [4] e em 1983 J.Eells e J.C. Wood
classificaram as aplicagoes harmonicas S? — CP" [12].

Tecnicamente, a caracterizacao das aplicacoes harmonicas S? — S™ e S? — CP”
utilizam as mesmas ferramentas, que hoje conhecemos como Teoria Twistor. Para saber
mais sobre a Teoria Twistor recomendamos [11],[3].

Durante os anos 80, houve varias tentativas de estender os resultados da Teoria Twistor
para espacos simétricos compactos mais gerais. Entretanto, com excecao dos casos orig-
inais G/K = S™ ou CP" a construcao twistor ndo produz todas aplicagdes harmonicas
S? — G/K. Mesmo no caso em que G/K = G5(C%), existem aplicagoes harmonicas
que nao podem ser obtidas via Teoria Twistor. A classificacao completa das aplica¢oes
harmonicas S? — Go(C*) foi feita por J. Ramanathan em sua tese de Doutorado [27]. Esta
foi a primeira classificagao de aplicacoes harmonicas em espagos que eram diferentes de esferas
e planos projetivos. Outros autores classificaram as aplicacoes harmonicas S? — G(C™),
onde k = 2,3,4,5, porém a classificacao geral permanecia em aberto.

Em 1985, K.Uhlenbeck classificou as aplicagoes harmonicas S? — G} (C"), com k,n ar-
bitrérios, via a classificagao das aplicagoes harmonicas S? — U(n). Tal classificagao chamou
a atencao ao fato de que podemos estudar aplicagoes harmonicas num espaco simétrico com-
pacto G/K via aplicagbes harmonicas no grupo de Lie G, pois é conhecido que um espaco
simétrico compacto G /K pode ser mergulhado de forma totalmente geodésica no seu grupo
de isometrias G.

O trabalho de K.Uhlenbeck foi um marco na Teoria de Aplicagoes Harmonicas. Além de
utilizar as técnicas de Analise Complexa, introduziu o uso da teoria de Sistemas Integraveis
as aplicacoes harmonicas. Mais especificamente, introduziu um tipo de transformacao de
Backlud, que na teoria de Sistemas Integraveis fornecem novas solucoes para um sistema
de equagoes diferenciais parciais a partir de uma solugdo dada [37], que foi chamado de
uniton. Um dos resultados fundamentais é que toda aplica¢io harménica S* — U(n) pode
ser obtida a partir de uma aplicacdo constante “adicionando” um nimero finito de unitons.

Neste trabalho, apresentaremos as construgoes de Uhlenbeck que se encontram nos artigos
[34], [35] e [36]. Estas construgbes sao no caso em que G/K = G(C") e G = U(n).
Fornecemos também, uma classificagdo das aplicagoes harmonicas S? — U(n), exibindo
uma parametrizacio do conjunto Harm(S? U(n)) de todas aplicagoes harmonicas S? —
U(n). Ressaltamos que em 1997, Burtsall e Guest [2] estenderam o trabalho de Uhlenbeck

para os casos de espagos simétricos G/K com G um grupo de Lie simples e compacto, porém
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as idéias e as técnicas bésicas sdo as mesmas que foram utilizadas no caso G = U(n).

Este trabalho se organiza da seguinte forma: No capitulo 1, relembramos os principais
conceitos e enunciamos varios resultados que sao utilizados no decorrer do trabalho. Por se
tratar de resultados classicos, a maioria das demonstracoes deste capitulo sao omitidas, mas
sempre citamos referéncias onde podem ser encontradas.

No capitulo 2, o principal objetivo é a demonstracao do Principio da Monodromia, que
fornece condicoes necessérias e suficientes para que uma funcao f : M — G seja a “pri-
mitiva” de uma 1-forma w com valores em g, a algebra de Lie do grupo de Lie G. Este
resultado é fundamental para as construgoes realizadas no capitulo 4. Antes da demons-
tragao do teorema principal, revisamos rapidamente os conceitos de forma com valores em
espagos vetoriais e forma de Maurer-Cartan.

No capitulo 3, inicialmente apresentamos os principais resultados da Teoria de Aplicagoes
Harmonicas. A abordagem principal é o estudo de aplicagoes harmonicas via aplicacoes
holomorfas. Na segunda parte do capitulo, iniciamos o estudo das aplica¢goes harmonicas em
grupos de Lie, com énfase no grupo Unitério U(n).

No capitulo 4, apresentamos a teoria desenvolvida por Uhlenbeck. Demonstramos um
resultado central sobre a Adicao de Uniton, que mostra como construir uma nova aplicacao
harmonica em U(n), a partir de uma aplicacdo harmoénica dada. Construimos um exemplo
de uma aplicagao harmonica S? — U(4). Provamos que o exemplo construido é, de fato,
uma aplicagao harmonica nao-holomorfa S? — G(C*). Demonstramos também o Teorema
de Valli sobre o espectro da energia.

No capitulo 5, construimos uma parametrizacao do conjunto Harm(S?, U(n)), baseado no
artigo [36] de J.C.Wood. O resultado principal é que toda aplicagao harmoénica S? — U(n)
pode ser “fatorada” em um numero finito de “parcelas”. Para demonstracao deste teorema
utiliza-se a técnica de reducao da energia, que tem como base o teorema de Valli.

No decorrer deste trabalho, todos os objetos (variedades, aplicagoes, fibrados, etc...) sao

diferencidveis (isto é, C*°), exceto quando dito explicitamente o contrario.



CAPITULO 1

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo, enunciamos as principais defini¢coes e resultados utilizados no decorrer do
trabalho.

1.1 Variedades Complexas e Aplicacoes Holomorfas

Nesta secao vamos estabelecer os principais conceitos e resultados referentes as variedades
complexas e aplicagoes holomorfas. Tais resultados serao amplamente utilizados no decorrer

do trabalho. As principais referéncias aqui sao [19], [33].

Dada uma funcao f : C* — C", f(p) = (2(p),...,2"(p)), temos que cada funcao
27 . C" — C possui uma parte real e imaginaria, ou seja, 27/ (p) = 2’(p) +¢’(p). Desta forma,
podemos olhar a fungao f como uma aplicacio f : R?" — R** f(p) = (' (p), v (p), ..., z"(p), y"(p)).

Definicao 1.1.1. Uma func¢ao f : C* — C™ ¢é holomorfa se

k k k k
0" _oy" _, ., 9 v _,
Op; dg; dq;  pj

onde x*(p) = 2*(p1,q1, ..., pus @) € ¥*(p) = ¥E(P1, 1, .., Pns @n). Estas sio as equagoes de

Cauchy-Riemann generalizadas.

Definigao 1.1.2 (Variedade Complexa). Uma estrutura compleza em um espago topoldgico
M € uma familia {U,, po; a0 € A}, onde U, € aberto em M e p, : U, — C" é um homeo-

morfismo sobre um aberto de C™ tal que:
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1. M = U Uy;
acA

s

2. Para cada par de indices o, 3 € A, a funciao oz 0 05" : pa(Us NUg) — (U, NUg) €

holomorfa.

Entao (M,{Us, ¢o;a € A}) € chamada de variedade compleza. Cada par (Us, o) € chamado
de sistema de coordenadas locais complezo (ou carta compleza) e a familia {Uy,, po; a0 € A}

¢ chamado de atlas complexo e o inteiro n é chamado de dimensao complexa de M.

Note que uma variedade complexa de dimensao n é, de maneira natural, uma variedade
real de dimensao 2n. De fato, dado um ponto p € M, considere um sistema de coordenadas
locais complexo (U, ¢), com p € U e ¢(p) = (z1(p), ..., zn(p)). Agora, cada fungao complexa
z; pode ser decomposta em termos da parte real e imagindria, ou seja, z;(p) = z;(p) +iy;(p).

Esta decomposicao induz uma aplicacao

pr (,T1<p>, yl(p>7 s 7'rn(p)7 yn(p))
sobre um aberto U C R?". Estas funcoes definem um sistema de coordenadas locais real para

M.

Definicao 1.1.3 (Variedade Quase-Complexa). Seja M uma variedade diferencidvel real.
Uma estrutura quase-complexa em M é uma aplicacao que a cada ponto x € M associa uma
transformagao linear J, : T,M — T, M, tal que J*> = — Id. Uma variedade quase-compleza

é um par (M, J) onde M € uma variedade diferencidvel e J € uma estrutura quase-compleza.
Proposicao 1.1.4. Toda variedade quase-complexa possui dimensao par e € orientdvel.

Demonstracao: Ver [19] pdgina 121.
A orientacao de uma variedade quase-complexa M determinada pela proposi¢ao anterior

é denominada orientac¢ao natural (ou canonica).
Proposicao 1.1.5. Toda variedade complexa € quase-complexa.

Demonstracao: Seja M uma variedade complexa. Dado um ponto p € M, considere
o sistema de coordenadas locais (U,¢), com p € U e ¢(p) = (z1(p),...,za(p)) € C,
onde z;j(p) = x;(p) + iy;(p). Assim, p(p) = (z1(p), v1(p), ..., xn(p), Yn(p)). O conjunto

{(8%1 p) , (aiyl p) s <% p) , (% )}forma uma base de T, M. Definimos J, : T,M —

T,M por:
0 0

p

0
Oy
p

0
81‘2'

J

p p p
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Claramente JI? = —Id. Vamos mostrar que esta aplicacao estd bem definida, isto é, nao

depende do sistema de coordenadas escolhido. Seja (U , @) outro sistema de coordenadas,
com p € [0) ¢ §(0) = (9o lp)) com 550) = vs0) +ins() e T (] ) = ] e

- = —% . Vamos mostrar que J = J. De fato, escrevendo % e % na base
p Yilp v Yj

0 . 8vk 0 8wk 0
= Z(ax] 5o +a—%a—w)
8 8Uk 8 8wk 8 )
e — _|_ -
0y; Z (83/] ov,  Oy; Owy

Como M é complexa, ¢ o ot é holomorfa e entdo, pelas equacoes de Cauchy-Riemann para

w; e v; temos g;’“ = %% e g—’;; = —%—Z’f. Entao
0 . 8vk 0 8wk 0 . 8vk 0 8vk 0
or; Z (8:17] vy, * 0—93]0—1,%) B Zk: <8:Ej ov, 0y 8wk)
9 v 0 +%i B ov, 0 +8vk 0
oy; Ay; Ov,  Oy; Owy, ) y; v D Owy

Assim,
=0\ v, ~( 0 O, 5( 0 B Ovy, 0 dup 0\ _ 0
1(60) -2 (G ) - -7 Gn)) - S G ) —an

e analogamente, J <

) = 8 . Entao, como J e J coincidem na base de T,M, con-
L

9y
clufmos que J = J. u

Observacao 1.1.6. A estrutura quase-complexa construida na proposi¢cao anterior é deno-

minada estrutura quase-complexa canonica da variedade compleza.

Seja (M, J) uma variedade quase-complexa. Observe que J, : T,M — T, M vista como
transformacao linear real nao possui autovalores. Consideramos entao o espaco tangente
complexificado C ® T'M, que é a complexificacao de cada fibra T, M, © € M. Para cada
r € M, consideramos ainda o endomorfismo J¢ : TCM — TEM, (J$)? = — 1d, que é a
extensao de J, ao corpo C. A partir de agora, vamos trabalhar somente o espaco tangente
complexificado. Por abuso de notacao, continuaremos a escrever .J, no lugar de JC. Desta

forma, .J, possui autovalores +1i e —1.
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Definicao 1.1.7. Sejam Aut;, (i) e Auty,(—i) os autoespagos de J, associados aos autova-

lores +1i e - i respectivamente. Definimos o espaco tangente holomorfo TXM como
TM = Auty, (i),

e o espago tangente anti-holomorfo T>*M como
TOYM = Auty (—i).

Um vetor v no espago tangente complexificado é do tipo (1,0) se v € THM e do tipo (0,1)
sev € TUTM.

Desta forma, obtemos uma decomposicao do espago tangente TS M = THOM & TO1M e
do fibrado tangente TM @ C = T*OM & T%'M, onde T%'M é o fibrado tangente holomorfo
e T%'M é o fibrado tangente anti-holomorfo. Observe que T ¢ uma distribuicao regular
de TM ® C, isto é, T1° é um subespaco vetorial de T°M, com mesma dimensdo para todo
x € M. A decomposicao no fibrado tangente complexificado induz uma decomposicao no

fibrado cotangente complexificado T*M ® C de maneira natural:
T*M ® C _ (TI,OM)* D (TO’IM)*,
assim como no fibrado das poténcias exteriores:

ANMC= Z AP((THODM))* @ AI(TOH)* .
pta=r
Proposicao 1.1.8. Um vetor Z no espago tangente complexificado é do tipo (1,0) (respec-
tivamente (0,1)) se, e somente se, Z é da forma Z = X — iJX (respectivamente (Z =
X +iJX)), para algum vetor X no espago tangente real.

Demonstracao: Ver [19].
O préximo resultado nos da informacgoes sobre quando uma estrutura quase-complexa é

uma estrutura complexa. Este resultado é central na teoria de Variedades Complexas.

Teorema 1.1.9 (Newlander-Nirenberg, [24]). Uma estrutura quase-complexa é uma estru-
tura complexa se, e somente se, TYOM é uma distribuicdo integrdvel, isto é, [T“°M, T1] C
TYONM

Neste caso, dizemos que a estrutura J é integravel. A condi¢ao de integrabilidade pode

ser também expressa em funcao da torcao de J, como se segue:
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Definicao 1.1.10. A torc¢ao de J € o tensor

N(X,Y)=[X,Y]+ JJX,Y] + J[X,JY] - [JX,JY], X,Y €TM.

FEste tensor é conhecido com tensor de Nijenhius. Dizemos que J nao tem tor¢do se N(X,Y) =
0.

Proposicao 1.1.11. J ¢ integravel se, e somente se, J nao tem torcao.

Demonstragao: Suponha que J é integravel, isto é, [TYOM, T C TYOM. Os elementos
de TV°M sao da forma X —iJX. Seja Z = [X —iJX,Y —iJY]. Entao

Z=[X,Y] - [X,iJY] - [iJX,Y] + [iJX,iJY] = [X,Y] = [JX, JY] —i([X, JY] + [JX,Y])

Como Z € T"YM, temos —J([X,JY] + [JX,Y]) = [X,Y] — [JX,JY]. Entao, [X,Y]+
JJX, Y]+ J[X, JY] — [JX, JY] = 0, ou seja, N(X,Y) = 0.

Reciprocamente, suponha que N(X,Y) = 0. Dado Z = [X —iJX,Y — iJY], escrevemos
Z=[X,Y|-[JX,JY]—i([X,JY]|+ [JX,Y]). Mas como N(X,Y) =0 temos:

[X,Y] = [JX,JY] = —J[JX,Y] - JX,JY] = —J([X, JY] + [JX,Y])

e como —J? =id, temos Z = [X,Y] — [JX,JY] —i(J o —J([X,JY] + [JX,Y])) = [X,Y] —
[JX,JY]| —iJ([X,Y] — [JX,JY]) e assim temos Z € T*OM. u

Como aplicacao da proposi¢ao anterior, vamos mostrar que toda variedade quase-complexa
M de dimensao 2 é uma variedade complexa (de dimensao complexa 1). De fato, seja J uma
estrutura quase-complexa em M. Entao, existe X € T, M tal que {X, J,(X)}(conforme [19],
pagina 114) é uma base de T, M. Logo todo campo Y é localmente combinagao linear de X
e JX. Mas,

N(X,JX) = [X,JX]+ JJX,JX]+ J[X,JJX]
— [X,JX]+[JX,X] =0

Assim, J é integravel e M é variedade complexa, chamada Superficie de Riemann.

Definicao 1.1.12.  a) Seja (M, J) uma variedade quase-complexa. Uma métrica Rieman-
niana g € dita Hermitiana se g(JX,JY) = g(X,Y) para todo par de campo de vetores.
Dizemos que uma variedade quase-complexa (M, J) com métrica Hermitiana g € uma

variedade quase-Hermitiana (M, J,g).
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b) Definimos a 2-forma Kdhler Q € C°(M, A*TM*) como Q(u,v) = g(u, Jv).
¢) Uma variedade quase-Hermitiana € dita quase-Kdhler se d$) = 0.
d) Uma variedade (M,J,q) é dita Kihler se é quase-Kdhler e além disso, J € integrdvel.

Seja M uma variedade complexa e zq, ..., z, um sistema de coordenadas complexas com

zj = xj + 1y;. Definimos os operadores

5 o 1[0 .0 . 5 o 1[0 w 0
= — = — _— = 1 — = — = — e 71— .
0z 2 \0x dy 0z 2\ 0z dy
Pela construcao da estrutura quase-complexa canonica, temos que {8%1, .. i} é base de

*9 Ozn
TYOM e {8%1,...,8%} é base de T%' M.

Definicao 1.1.13. Uma aplicagio diferencidvel ¢ : (M,J) — (N, J') entre variedades
quase-complexas € holomorfa em x € M, se a diferencial comuta com as estruturas quase-
complexas. Isto €,

Dizemos que ¢ € holomorfa, se a definicdo acima vale para todo x € M.

Exemplo 1.1.14. Considere f = (u,v) : R* — R? de classe C*, onde J(z,y) = (—y,x) é
a estrutura quase-complexa canodnica do R%. Neste caso, temos

ou  Ou ou du
0 —1 Ox Oy oz Oy 0 —1
Jodf =dfoJ & ( = <
1.0 v v v Qv 1.0
ox Oy ox Oy
_9v  _ v Ou _ Ou du _ Ov
ox Oy Oy oz o ~ Oy
<~ = <~
ou ou o _ov ou _ v
Ox Oy Oy Ox oy = Oz

Este ultimo par de equagoes sao as Equacoes de Cauchy-Riemann, ou seja, a defini¢ao acima

estende a noc¢ao de funcao complexa holomorfa usual.

Proposicao 1.1.15. Uma aplicagao diferencidvel ¢ : (M,J) — (N, J’) entre variedades
quase-complexas é holomorfa se, e somente se, O =0

Demonstragao: Ver [19].
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Exemplo 1.1.16. Vamos novamente considerar uma funcio f = (u,v) : R*> — R? de
classe C* e J(x,y) = (—y, ) a estrutura quase-complexa canonica do R?. Pela proposicdo

acima, f € holomorfa se, e somente se, Of = 0. Agora, lembrando da definicdo do operador

or _or ;or <8“+'8U)+¢(8“+¢@) ~ 0.

0 temos:

9z or oy \or oz ay oy

lgualando a zero as partes real e imagindria temos

ou _ o
ox ~ Oy
Ou _ _0Ov
oy ~ Oz

Novamente, obtemos as Equagoes de Cauchy-Riemann, ou seja, verificamos o conhecido
resultado de variaveis complexas: “Uma funcao f : C — C é holomorfa se, e somente se,
satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann”.

1.2 Fibrados Vetoriais

Nesta secao vamos descrever as principais propriedades do fibrados vetoriais C'*° e holo-
morfos. Este iltimo, tera papel central nas construcgoes realizadas no Capitulo 4. Primeira-
mente, iniciamos com os fibrados C'*°. Ao final da sec¢ao, enunciamos o teorema de Koszul-
Malgrange, que relaciona os conceitos de conexao e estrutura complexa em fibrados com-

plexos.

Definicao 1.2.1 (Fibrado Vetorial C*). Um fibrado vetorial C* de posto (ou dimensao)
n € uma tripla £ = (E,m, M) onde E (espaco total) e M (base do fibrado) sao variedades
diferencidveis e m : E — M ¢é uma aplicagao C*°, com uma estrutura de espaco vetorial
em 7' (x) (fibra sobre x), para todo x € M tal que a sequinte condi¢do de trivialidade
¢ satisfeita: existe uma cobertura de M por abertos U, e uma familia de difeomorfismos
ha : T 1 (Us) — Ua X R™ tal que ho|r—1(z) : 71 (x) — & x R™ € um isomorfismo de espagos
vetoriais para cada x € M. A familia {(Uy, ha)} € chamada de trivializagao local do fibrado.

Observacao 1.2.2. Quando nao houver perigo de confusao, vamos chamar um fibrado ve-

torial C'*° simplesmente de fibrado vetorial real.

Definicao 1.2.3. Seja & = (E,m, M) um fibrado vetorial real e U C M um aberto. Uma
aplicagao diferencidvel s : U — E € uma secdo local de & se mos = Idy. SeU = M
dizemos que s € uma secao global ou simplesmente uma secao de £&. O conjunto de todas
segoes de & serd denotado por C™(M, E).
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Definigao 1.2.4. Seja & = (E,m, M) um fibrado vetorial real. Dizemos que a se¢io s €
C=(M,E) se anula em xg € M, se s(xg) = 0 € 7 (x). Dizemos que a se¢do s nunca se
anula se s(z) # 0 para todo x € M.

Definigao 1.2.5. Seja & = (E,m, M) um fibrado vetorial real de posto n. Uma cole¢ao

S1,...,Sy, de secoes locais chama-se um referencial local sobre U se, para todo p € U o
congunto {s1(p),...,s,(p)} forma uma base de 7=*(p). Se U = M dizemos que o referencial
€ global.

Definicao 1.2.6 (Morfismo de Fibrados). Sejam & = (Ey, w1, My) € & = (Eay, me, M) dois
fibrados vetoriais. Um morfismo de fibrados é uma aplicacao diferenciavel V : E; — Fy
que transforma fibras de & linearmente em fibras de &, isto €, W cobre uma aplicagao
diferencidvel v : My — My :
B, ——F,
ml lm
My~ M,
e para cada p € My, a aplicagdo entre fibras WP := W], 1, : 71 (p) — 7' (¥(p)) € linear.

Dizemos que dois fibrados &; e & sao isomorfos se M; = M, e existem morfismos Wy :
& — & eV & — & que cobrem a identidade e sdo inversos um do outro. Neste caso,
cada aplicacao entre fibras WP é um isomorfismo linear.

Exemplo 1.2.7. 1. Seja M uma variedade diferencidvel. O fibrado tangente TM e o
fibrado cotangente T*M sao fibrados vetoriais. As se¢oes destes fibrados sao os campos
de vetores e as 1-formas diferenciais respectivamente. Mais geralmente, temos o fibrado
das poténcias exteriores A*(T*M) cuja as secdes sio as k-formas diferenciais. Se
¢ : M — N é uma aplicacdo diferencidvel, entao a diferencial d¢ : TM — TN €
um morfismo de fibrados vetoriais.

2. Seja M uma variedade diferencidvel. O fibrado trivial n-dimensional € o fibrado '}, =
(M xR™ 7w, M), onde m: M x R" — M ¢ a projecdo no primeiro fator. Note que as
segoes de €t € o congunto C°(M,R™). Em geral, um fibrado vetorial de posto n sobre

M diz-se trivial se € isomorfo a €Y.

3. O Plano Projetivo real RP™ € o conjunto as retas que passam pela origem em R"F1.
Também podemos ver RP"™ como espaco quociente de S™, no qual os pontos antipodas
sao identificados. Consideramos o fibrado v} = (E, 7, RP"), onde

E ={([z],v) e RP" x R""\;v = Az; A € R}
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ernm: E — RP" é dado por w([x],v) = [z]. Este fibrado chama-se fibrado de linha

canénico (ou fibrado tautoldgico).

4. Este exemplo é uma generalizagao do exemplo anterior. Seja Gi(R™) a variedade de

Grassmann real de k—planos em R™. Seja v* = (E, 7, G(R")), onde
E ={(S,x);S é um subespaco de dimensao k em R" e x € S},

erm: B — Gp(R") € dado por w(S,v) = S. Este é o fibrado candnico (ou tautoldgico)
sobre G(R").

Proposicao 1.2.8. Um fibrado & = (E,m, M) é trivial se, e somente se, possui um referen-

cial global.
Demonstracao: Ver [22], pagina 18.

Exemplo 1.2.9. T'S? nao € trivial. Para ver isto, lembre que as secoes de T'S? sao os
campos de vetores. Mas pelo teorema de Hopf-Poincaré, se n € par, entao todo campo de
vetores tangentes sobre S™ admite uma singularidade, isto €, para todo campo de vetores
tangente X : S? — TS?, exite p € S? tal que X(p) = 0. Assim, nao pode existir um

referencial global para T'S? e pela proposicio acima, T'S? nao € trivial.

Exemplo 1.2.10. O fibrado de linha candnico v} nao € trivial. Vamos mostrar que toda
secao de s : RP" — E se anula em algum ponto, isto €, s(xg) = 0 para algum xo € RP" e
consequentemente, nao existe um referencial global. De fato, dada uma secdo s : RP" —
E, consideramos a composicio S" — RP" — E, que para cada x € S™ associa o par
([x], t(z)x), onde t: S™ — R é uma func¢io continua e t(—x) = —t(x). Como S™ € conezo,
seque do teorema do valor intermedidrio que eziste xo € S™ tal que t(xo) = 0. Logo s([zo]) =

([%0],0) e a secao se anula em xy.

Definigao 1.2.11 (Fibrado pull-back). Seja v : M — N wuma aplica¢ao diferencidvel e
¢ = (E,m,N) um fibrado vetorial sobre N. O fibrado pull-back de & por ¢ é o fibrado
V€= (W*E, 7, M), onde o espago total é dado por v*E = {(p,v) € M x E;¢¥(p) =7n(v)} e
a proje¢ao 7 : Y*E — M dada por 7(p,v) = p.

Observe que a fibra de ¥*¢ sobre p é isomorfa a fibra de £ sobre ¢(p). Em outras palavras,
o pull-back de & por 1 é um fibrado vetorial em que a fibra sobre cada ponto da pré-imagem

¥~!(q) é uma cépia da fibra sobre q.
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Definicao 1.2.12 (Subfibrado). Um fibrado vetorialn = (F, 7, N) é um subfibrado do fibrado
vetorial § = (E,m, M) se F' é uma subvariedade de E e a inclusao i : F — E é um morfismo

de fibrados.

Exemplo 1.2.13. Seja & = (E,m,M) e N C M uma subvariedade. Definimos n =
(En, T, N) arestricio do fibrado & a N, com espago total Ex = {n~1(p); p € N} e a projecao
7:FEny — N € a restricao de m a N. Temos assim que n é um subfibrado de &.

Sejam V e W dois espacos vetoriais de dimensao finita. A partir destes, podemos criar
novos espacos vetoriais, por exemplo VAW, VoW, V* Hom(V, W) = V*@W, etc... A idéia
agora é fazer a mesma coisa com fibrados vetoriais, ou seja, construir novos fibrados a partir
de fibrados conhecidos. Para isso, admitiremos o seguinte principio geral: “toda constru¢do
funtorial com espagos vetoriais pode ser transportada para fibrados vetoriais”[14).

Sejam & = (E,m, M) e n = (F,7, M) dois fibrados vetoriais sober a mesma base M.
Definimos os seguintes fibrados (a demonstracao de que os fibrados abaixo sao realmente

fibrados vetoriais pode ser encontrada em [14] ou [17]):

e Soma direta (ou Soma de Whitney) £ @ 7, cujo espago total é dado por £ @ F =
{(v,w) € Ex F:7w(v)=71(w)} e a projegao é dada por £ @ F — M, (v,w) +—

m(v) = 7(w). Note que as fibras sao somas diretas 7~ (p) & 77!(p).
e O produto tensorial £ ®7, onde o espaco total é o conjunto {7~ (p) @ 77 (p); p € M}.

e O fibrado dual £*, onde as fibras sao os espagos duais (77!(p))* e o espago total é o
conjunto {(7~(p))*; p € M}.

e O fibrado Hom(¢, n), onde as fibras sdo os espacos de homorfismos Hom(7~*(p), 77 (p)).
Verifica-se que Hom(&,n) = £ ®@ 1.

Definicao 1.2.14 (Fibrado Vetorial Complexo). Seja M wma variedade (nao necessaria-
mente complera). Um fibrado vetorial complexo de posto (ou dimensao) n é uma tripla
¢ = (E,m,M) onde E (espago total) e M (base do fibrado) sio variedades diferencidveis
enm : E — M ¢ uma aplicacgo C*°, com uma estrutura de espaco vetorial complexo
em 7' (x) (fibra sobre x), para todo x € M tal que a sequinte condi¢do de trivialidade
¢ satisfeita: existe uma cobertura de M por abertos U, e uma familia de difeomorfismos
ha : w1 (Us) — Ua X C™ tal que ho|r-1(z) : 7 (x) — & x C" € um isomorfismo de espagos
vetoriais complexos para cada x € M. A familia {(Uy, ho)} € chamada de trivializagdo local

do fibrado complexo.
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Definicao 1.2.15 (Fibrado Holomorfo). Seja (M, Jyr) uma variedade complexa. Um fibrado
vetorial holomorfo é um fibrado complexo & = (E,m, M) junto com uma estrutura de varie-
dade compleza em E, (ou seja, (E, Jg) € uma variedade complexa) tal que para todo x, exite
um aberto U C (M, Jy) e uma aplicacio oy : 7= (U) — U x C* que é biholomorfa entre

variedades complexas. As fungoes py sao chamadas trivializa¢oes holomorfas.

Seja & = (E,m, M) um fibrado holomorfo. Uma secdo s : M — FE é uma segao holo-
morfa se s é uma aplicacao holomorfa entre variedades complexas. Seja U € M um aberto
trivializante. Um referencial local {si,...,s;} sobre U é holomorfo se todas fungoes s;
sao holomorfas. Em termos do referencial local, qualquer secao s pode ser escrita como
s(z) = Xfi(x).s;(x), onde f; € C°(M). Assim s é holomorfa se, e somente se, as fungdes f;

sao holomorfas. Se U = M, dizemos que o referencial holomorfo é global.

Definicao 1.2.16 (Métrica Hermitiana). Seja & = (E,m, M) um fibrado complexo. Uma
métrica hermitiana em & € um produto interno hermitiano em cada fibra 7=1(x) de E,
variando diferenciavelmente Vx € M, isto é, se e = {e1, -+ ,ex} € um referencial local

para E, entao as fungoes h;;(z) = (e;(x), e;(x)) sao C™.

Definicao 1.2.17 (Fibrado Hermitiano). Sejam M uma variedade complexa. Dizemos que
um fibrado & = (E,m, M) € hermitiano se € holomorfo e estd munido com uma métrica

hermitiana.

Definigao 1.2.18. Seja £ = (E,m, M) um fibrado vetorial sobre M. Definimos uma 1-
forma p com wvalores em E como uma se¢ao no fibrado T"M ® E, isto é, uma aplica¢do

p:TM — FE tal que restrita a cada fibra de TM, temos uma aplicagcao linear p, :
.M — E,.

De forma analoga, definimos uma k—forma com valores em F como uma se¢ao no fibrado
APT*M ® E. O conjunto de todas k—formas com valores em E serd denotado por A*(E),
ou seja, A¥(E) = C®(M,\*T*(M) @ E).

Se M é uma variedade complexa, temos (r, s)-formas com valores em F definindo A™*(E) =
Co(M, (A"(T™°M)* @ AS(T™'M)*) ® E). Usaremos a notagao A»Y(M) para o espago
AT(TYOM)* @ A(T'M)*.

Observagao 1.2.19. a) Quando escrevemos k—formas com valores em E, estamos come-
tendo um abuso de linguagem. O que queremos dizer é k—formas com valores no fi-
brado &. Porém, iremos manter esta notacao pois, na maioria das vezes, a indicagao

do espaco total E ajuda a compreender o real significado do objeto em questao.
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b) AY(E) = C~(M, E)

¢c) A(E) = C®(M,T*M ® E)

Definicao 1.2.20 (Conexao). Uma conexdo num fibrado vetorial (E, 7, M) é um operador

linear

V:C®M,E) — C*°(M, T"M ® F)
tal que vale a regra de Leibnitz: Vf € C®°(M) e Vs € C®(M, E) temos
V(fs)=df ® s+ f Vs
Observacao 1.2.21. Com as notacoes introduzidas acima, podemos escrever
V:AYE) — AYE)

Note que se s € C®°(M, E) entdo Vs € C°(M,T*M ® E) e dai, se X € C>®(M,TM)
entdo Vs(X) := Vxs € C®(M, E), ou seja, se X € C°(M,TM), temos o operador

Vx : C®(M, E) — C®(M, E)

chamada de derivada covariante de s € C*°(M, E) ao longo do campo X.

Seja U um aberto trivializante e e = {ey, - - - , ey} um referencial de 71 (U) C E sobre U.
Entao, Ve; € C®(U, mH(U)R@T*U) e Ve; = 3, wi;j®e;, onde w;; € C=(U, T*U) = 1-formas
com valores em C. A matriz (w;;) é chamada matriz de conexao associada a V na base
local. Seja s € C®(U, 7 1(U)). Entao s = >_ s;e; e

Vs=V (Z s,-ei> = Z ds; ® e; + Z s;Ve; = Z (de + Z siwij) ® e;
i i i j i

e portanto a matriz de conexao determina a conexao (junto com a base). Pode se provar que
wij = »_, I dx;, onde I, sdo os simbolos de Cristoffell da conexao. De forma mais compacta

escrevemos simplesmente

V=d+w,

onde w é a matriz de conexao.
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Definigao 1.2.22 (Conexao pull-back). Sejam M, N variedades diferencidveis, ¢ : M — N
uma aplicacio diferencidvel. A conexao pull-back de V por ¢ (denotada por ¢~V ) € a inica

aplicagao bilinear
¢V :TM x C*(M,p~'TN) — TN
(£, X) — ¢7'VeX
tal que, para £ € T,M, X € C®(M,TM),Y € C>®°(M,¢p"'TN e f € C°(M), temos:
1. ¢7'VeY € Ty N;

2. ¢7IV(fY) = (E)Y (6(p) + f(p)o™ VY,
3. 41V yY € C°(M, - 'TN);
4. Se Z € C*(N,TN) entio Z o ¢ € C°(M,¢p"'TN) e p~'Ve(Z 0 ¢) = Vg, 6)Z.

Definicao 1.2.23 (Curvatura da Conexao). Seja V uma conexdo no fibrado vetorial & =

(E,m, M). Definimos a curvatura de V como a aplica¢ao
R:C®(M, TM) x C*(M, TM) x C*(M,E) — C*(M, E)

tal que R(X,Y,s) = VxVys — VyVxs — Vixy]s. Dizemos que uma conexdo € plana se
R(X,Y,s) =0.

Podemos definir a matriz de 2-formas da curvatura 2 = (€2;;) de forma andloga ao que foi
feito acima para matriz de 1-formas da conexao [26]. Verifica-se que a 1-forma de conexao e

a 2-forma de curvatura estao relacionadas pela equagao de estrutura

Qij = dw,-j + Zwik A\ wkj,
k

ou de forma mais compacta, 2 = dw+wAw, onde w = (w;;) é a matriz de 1-forma de conexao.

Definicao 1.2.24. Seja & = (E, 7w, M) um fibrado vetorial sobre uma variedade M e V a
conexao de Levi-Ciita em TM. O operador diferencial exterior

d: AP(E) — APTH(E)

relativo a conexao V € definido por

p+1

dp(Xb s aXp-i-l) = Z (szp)(Xb s >Xia s >Xp+1)>

i=1

onde p € AP(E) e X, significa que o termo foi omitido.
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Observacao 1.2.25. A relagcio d*> = 0 ¢ valida somente para fibrados planos. Note que

d*> =0 € a base para construcio da cohomologia de de Rham. [9]

Definigao 1.2.26. Seja & = (E,m, M) um fibrado vetorial sobre uma variedade M. Relativo

as estruturas Riemannianas em & e T'M definimos o operador co-diferencial
d* . AP(E) — AP~Y(E)

que € caracterizado como o adjunto do operador diferencial d via a formula

[ @i = [ .o,

onde w € APY(E), p € AP(E) e v, € o elemento de volume associado a métrica g em TM.

Lema 1.2.27. Seja {E;} uma base de T, M, X; vetores em T, M e g** € a inversa da matriz
g(Es, Ey). Entdo para p € AP(E) temos

(d*p) (X1, -, Xpo1) = = Y ¢ (Vip)(Be, Xa, -, Xp1).
s,t

Em particular, se p € AYE), d*p = —traco Vp.

Demonstracao: Ver [9], pagina 8.

Para fibrados C* a diferencial exterior nao esta definida nos espagos de se¢oes. Uma
importante diferenca entre fibrados C™ e fibrados holomorfos é a existéncia do operador 0

que sempre esta bem definido.

Defini¢ao 1.2.28 (Operador ). Seja ¢ = (E,n, M) um fibrado holomorfo. Definimos o
operador

0 : APIU(E) —s APTTL(E)

da sequinte forma: Tome um referencial locale = {ey,--- ,ex} de E sobre U. Seo € AP(E),

entao 0 =Y w; ® e;, com w; € AP1(U) e definimos
Jo = Z gw,- X e;.

Lema 1.2.29. A definicao acima nao depende da escolha do referencial.
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Demonstracao: Seja e = {e], -, €} } um outro referencial local de E sobre U, seja (g;)
a “matriz de passagem” do referencial e para o referencial €', isto é, cada entrada da matriz

sdo fungoes g;; : M — C tal que e(z) = ), gi;() €j(x), Vo € U. Entdo,
ST S ST Sy ST
i i j i

Assim,

50’ = Zé <Z giju)i> ® 6;-

j i

= 2D 9y 0w
D

e Y
( J

= Z Ow; ® e;

e assim, 0 nao depende da escolha do referencial.

A idéia agora é relacionar os conceitos de conexao e estrutura complexa de um fibrado
vetorial complexo. O primeiro passo neste sentido é definir o conceito de compatibilidade da
conexao. Seja M uma variedade complexa. Podemos decompor o fibrado cotangente T M
em (TYOM)* & (T M)*. Seja ¢ = (E,m, M) um fibrado holomorfo. Dado uma conexao V,

podemos decompo-la em partes (1,0) e (0,1), ou seja, V = V1 + V%! com:
Vi AYE) — AY(E)
Vo AYE) — AYY(E)

Definicao 1.2.30. Dizemos que V é compativel com a estrutura compleza se V%1 = 9.

Definigao 1.2.31. Seja & = (E,m, M) um fibrado hermitiano. Uma conexao NV € compativel
com a métrica se d (€,m) = (VE,n) + (€, V), V&, n € C>(M, E).

Lema 1.2.32. Se £ = (E, 7, M) é hermitiano, entao existe uma unica conexdo V em &

compativel com a métrica e com a estrutura complexa.

Demonstragao: Seja ¢ = {ej, - ,e,} um referencial holomorfo para 7= 1(U), com U

aberto trivializante e h;; = (e;, e;). Suponha que exista uma conexao V satisfazendo as
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hipéteses. Vamos mostrar que ele é tinica. Como V é compativel com a estrutura complexa,
temos que a matriz de conexdao w é formada somente por 1-formas do tipo (1,0), pois
caso contrario, poderfamos ter V%le; # 0, para algum i, o que é um absurdo. Como V
é compativel com a métrica, temos:
dhij = d<€i,€j>
= <V6i, €j> + <6i, V€j>

= <Z WikCk, €j> + <ei7 ij,k€k>
k k
— Zwik (ex,€j) + Zw—gk (€s, ex)
k

k
k k

Como dhy; = Ohy; + Oh;; separamos a expressao (1.1) na parte (1,0) e (0,1). Assim,

Ohy; = >, wikhyj, ou seja, Oh = wh;
Ohy; = >, Wikhik, ou seja, Oh = hw'

A tinica solucao desse sistema é w = Oh.h~!. Assim, a conexao ¢ unica. Entao definimos a

conexao pela matriz de 1-formas. [ |

O proximo teorema é o resultado principal desta secao.

Teorema 1.2.33 (Koszul-Malgrange, [21]). Seja { = (E,m, M) um fibrado vetorial complezxo
com conexdo V sobre uma superficie de Riemann M. FEntdo existe uma unica estrutura
complezxa sobre E para o qual & = (E, 7, M) é um fibrado holomorfo e V €é compativel com

a estrutura complexa.

Seja & = (E, 7, M) um fibrado vetorial complexo com conexao V sobre uma superficie
de Riemann M, munido com a estrutura complexa de Koszul-Malgrange. Dizemos que uma
secao o é holomorfa com respeito a V se, e somente se, V%o = 0, ou equivalentemente, se
e somente se, V,o =0, Yo € T"' M.

1.3 Classes Caracteristicas

Nesta secao apresentaremos os resultados basicos sobre classes caracteristicas utilizados

no trabalho, de forma bastante resumida. As principais referéncias sao [22], [20], [17].
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Classes caracteristicas sao classes de cohomologia associadas a fibrados vetoriais. Elas

sao as seguintes:
1. Classes de Stiefel-Whitney w;(E) € H'(M, Z,), para fibrados vetoriais reais (E, m, M).
2. Classes de Chern ¢;(F) € H*(M,Z), para fibrados vetoriais complexos (E,m, M).
3. Classes de Pontryagin p;(F) € HY(M,Z), para fibrados vetoriais reais (F,w, M).
4. Classe de Euler ¢(E) € H"(M,7Z), para fibrados vetoriais reais orientaveis (E, m, M).

Nao trataremos aqui sobre classes de Pontryagin. As classes de Stiefel-Whitney e Chern
sao semelhantes, embora a primeira trate sobre fibrados vetoriais reais e a segunda sobre

fibrados vetoriais complexos. Primeiramente, apresentaremos as classes de Stiefel-Whitney.

Teorema 1.3.1. Sejam & = (Ey,m, M) en = (Ey,m, M) fibrados vetoriais reais sobre
a mesma base M. FExiste uma unica sequéncia de fungoes wy,ws, ..., que associa a cada

fibrado & a classe w;(§) € H' (M, Zs), tal que:
1. wi(f*(€)) = f*(wi(§)), para um fibrado pull-back f*().
2. wo (@ M) =Dy -, wil§) Uw;(n), onde U € o produto cup da cohomologia e wy = 1.
3. w;(§) =0 se i > posto(Ey).

4. O fibrado de linha canénico v} sobre RP' possui a classe de Stiefel-Whitney wi(y})

nao nula.

Demonstracao: Ver [22].

Abaixo, seguem algumas consequéncias da definicao das classes de Stiefel-Whitney.

Proposicao 1.3.2. Sejam £ = (Ey,m, M) e n = (Ey, m, M) fibrados vetoriais sobre mesma

base M, e €%, o fibrado trivial sobre a base M. Entao, valem as sequintes afirmagoes:
a) Se & € isomorfo a n, entdo w;(§) = w;(n), para todo i;
b) wi(e) =0, para todo i;
c) wi(e ®n) =w;(n), para todo i;

d) Se & tem uma se¢do que nunca se anula, entio w,(§) = 0.
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Demonstracao: Ver [22].

Observacao 1.3.3. Um problema importante em topologia é verificar se um fibrado vetorial
dado € trivial ou ndo. O item b) da proposi¢ao acima oferece uma condi¢ao necessdria para
isto. Mas ela nao € suficiente. Por exemplo, o fibrado tangente T'S™ da esfera S™ possui
classe de Stiefel-Whitney (total) w(TS™) = w(S™) = 1 [22]. Mas pelo exemplo (1.2.9),
vimos que T'S? nao € trivial. Em outras palavras, a classe de Stiefel-Whitney ndo detecta a
nao-trivialidade de T'S?.

Passamos agora as classes de Chern.

Teorema 1.3.4. Sejam § = (Ey,m, M) e n = (Ey,m, M) fibrados vetoriais complexos
sobre a mesma base M. Fxiste uma unica sequéncia de func¢oes cq,ca, . .., que associa a cada
fibrado & a classe c;(§) € H*(M,Z), tal que:

1. ¢;(f*€) = f*(ci(&)), para um fibrado pull-back f*€.

2. cn(§® M) =2 i1 j=nCil§) Uc;(n), onde U € o produto cup da cohomologia e co = 1.
3. ¢;(&§) =0, sei > posto(Ey).

4. O fibrado de linha candénico v} sobre CP* possui classe de Chern c(v}) ndo nula.

Demonstracao: Ver [22].

Observe que se ¢ é um fibrado vetorial complexo de posto n, podemos considerar £ como
um fibrado real de posto 2n, com orientacao induzida. Denotaremos por &g o fibrado real
subjacente orientado ao fibrado complexo £. As classes de Stiefel-Whitney e Chern estao

relacionadas da seguinte forma pela préxima proposicao.

Proposicao 1.3.5. Seja & = (E,m, B) um fibrado vetorial complezo de poston e &g o fibrado
real subjacente. Entao, weii1(Er) = 0 e wo;(Er) € a imagem de ¢;(§) pelo homomorfismo de
coeficientes H*(M,7Z) — H? (M, 7).

Demonstragao: Ver [17], pagina 83.
Proposicao 1.3.6. Seja & é um fibrado vetorial de posto n, entdo c¢1(A"E) = c1(&)

Demonstracao: Ver [18], pagina 246.
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Proposicao 1.3.7. Seja £ é um fibrado de linha holomorfo sobre uma variedade compacta
com ¢1(€) <0 ,(isto € ¢1(§) avaliado num gerador de Ho(M,7Z)) entdao & ndo tem se¢io nao

nula.

Demonstragao: Ver [20], pagina 54.

Proposigao 1.3.8. Seja & um fibrado vetorial e £* o fibrado dual. Entao c;(£*) = (—1)" ¢;(€).
Demonstragao: Ver [22], pigina 168.

Proposicao 1.3.9. Sejam & e n fibrados de linha sobre a mesma base. Entao c1(§ @ n) =
c1(§) + e (n).

Demonstragao: Ver [17], pagina 86.

Vamos agora, descrever a classe de Euler. Maiores detalhes sdo encontrados em [22] e
[17]. Seja & = (E, 7, M) um fibrado vetorial real. O isomorfismo de Thom

®: H' (M) — H™(D(E),S(E)),

definido por ®(b) = 7*(b) U ¢, para uma classe de Thom ¢ € H"(D(E), S(E)), ou seja, a
classe ¢ restrita a cada fibra é um gerador de H"(D(E), S(F))([17]). A aplicacao ® ¢é um
isomorfismo sempre que classes de Thom existirem [17]. Classes de Thom com coeficientes
em Z existem para todo fibrado vetorial real orientado e com coeficientes em Z, existe para
todo fibrado vetorial [17].

Definigao 1.3.10. Seja £ = (E,m, M) um fibrado vetorial real orientado. A classe de
Euler e(§) € H"(M,Z) € a restricao da classe de Thom a se¢do zero de &, isto €, se ¢ €

H"(D(E),S(F);Z)) € uma classe de Thom, entdo e(§) € a imagem de ¢ pela composi¢do
H"(D(E),S(E);Z) — H"(D(F),Z) — H"(M,Z),

onde a primeira aplicacao € a usual passagem da cohomologia relativa para a cohomologia

absoluta e a sequnda aplicagcdo é a induzida pela inclusao M — D(E) como se¢ao nula.

Pela definicao acima, a classe de Euler depende da escolha de ¢. Porém pode-se mostrar

[17] que a classe de Euler e(§) depende somente da escolha de uma orientacao em &.

Proposicao 1.3.11. Seja & = (Ey,m, M) e n = (Ey, w9, M) fibrados reais e orientdveis.

Entao, valem as sequintes afirmacoes:
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a) O fibrado pull-back f*& também é orientdvel e e(f*¢) = f*(e(§)).
b) A soma & @ n também € orientdvel e e(€ B n) = e(&) Ue(n).

¢) Suponha que o fibrado & tenha posto n (real). Entdao o homomorfismo de coeficientes
H"(M,Z) — H"™(M,Zsy) leva a classe de Euler e(§) na classe top de Stiefel-Whitney
wp(&). Se ¢ = (E, 7, M) é um fibrado complexo de posto n, temos e((r) = c,(¢) €
H?"(M,Z), onde (g é o fibrado real subjacente a (, de posto 2n e orientdvel.

d) e(§) = —e(&), se as fibras de £ tem dimensdo impar.
e) e(§) =0 se & possui uma secao que nunca se anula.

Demonstragao: Ver [17], pagina 91.

A seguinte proposigao justifica o nome “Classe de Euler”:

Proposicao 1.3.12. Seja M ¢é uma variedade diferencidvel compacta e orientdvel e T'M o
fibrado tangente a M. Entao a classe de Euler e(T M) avaliada num gerador de H,(M,Z) é
igual a x(M), a caracteristica de Euler de M.

Demonstragao: Ver [22], pagina 130.

Exemplo 1.3.13. Uma outra maneira de ver que S* ndio é paralelizdvel (isto €, possui
fibrado tangente trivial) é utilizando a classe de Euler. De fato, e(T'S?) = x(S?) = 2 e pelo
item e) da proposicdo 1.5.11, T'S? nao tem secio que nunca se anula, ou seja, nao vai existir

um referencial global linearmente independente. Portanto, T'S? ndo é trivial.

1.4 Grupos e Algebras de Lie

Nesta se¢ao, primeiramente apresentaremos a construcao da algebra de Lie de um grupo
de Lie. Concentramos mais nossa atengao no grupo unitério U(n), provando propriedades
sobre este grupo.

Definigao 1.4.1. Um grupo de Lie real (respectivamente complexo) G é uma variedade C*
(respectivamente complexa) com estrutura de grupo tal que a aplica¢ao p : G X G — G,

1

dada por p(x,y) = xz.y=' € C (respectivamente holomorfa).

Como consequéencia desta definicao, pode-se mostrar que as aplicagoes i : G x G — G,

wlz,y)=zyei:G— G, i(r) =2""' sdo C* (respectivamente holomorfa).
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Exemplo 1.4.2. Seja G = GL(n,R) o grupo das transformacoes lineares invertiveis de R",
ou equivalentemente, o grupo das matrizes invertiveis. FEsse grupo é um conjunto aberto
do espago vetorial M, (R) das matrizes n X n e portanto é uma variedade diferencidvel. O

produto neste grupo € proveniente do produto usual de matrizes. De forma andloga define-se
GL(n,C).

Dado g € G, definimos a translacao a esquerda £, : G — G e a translacao a direita
D, : G — G definidas respectivamente por E,(h) = gh e D,(h) = hg. Estas aplicagoes sao
difeomorfismos sendo E,-1 e D1 as inversas das aplicacoes E, e D,.

Definicao 1.4.3. Um subgrupo H de G que também é uma subvariedade de G € um subgrupo
de Lie de G.

Teorema 1.4.4 (Cartan). Todo subgrupo fechado H de um grupo de Lie G é um subgrupo
de Lie.

Demonstragao: Ver [31] pdgina 98.

Definicao 1.4.5. Uma dlgebra de Lie é um espago vetorial g munido com um produto
(colchete) [.,.] que satisfaz as sequintes propriedades:

a) O colchete € bilinear, isto €, linear em cada entrada.
b) Anti-simetria, isto €, [A, B] = —[B, A], para todo A, B € g.
c) Identidade de Jacobi: para todo A, B,C € g temos

[A’ [B’ CH = HA> B]>C] + [B> [A> CH

Um subespaco h C g é uma sub-algebra de Lie se h for fechado por colchetes, isto é, se
x,y € b entdo [x,y] € b.

Exemplo 1.4.6. a) gl(n,R) € a dlgebra formada pelas matrizes n X n com o colchete
dado pelo comutador de matrizes: [A, Bl = AB — BA

b) Um exemplo importante de dlgebra de Lie é dado pelo espago vetorial dos campos de
vetores sobre uma variedade diferencidvel, munido com o colchete de Lie de campos de

vetores.

Definicao 1.4.7. Seja G um grupo de Lie. Um campo de vetores X em G ¢é dito
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a) invariante & esquerda, se para todo g,h € G, d(E,)n(X(h)) = X(gh) ou de forma mais
resumida (E,),. X = X.

b) invariante a direita, se para todo g € G, (D,), X = X.

Os campos invariantes sao completamente determinados por seus valores no elemento
neutro e € G, pois para todo ¢ € GG a condicao de invariancia a esquerda, por exemplo,
implica que X(g) = d(E,).(X(e)). Portanto, cada elemento de T.G determina um unico
campo invariante a direita e um tnico campo invariante a esquerda.

Dado A € T,G, denotaremos por AX o campo invariante & esquerda tal que AF(e) = A e
AP o campo invariante & direita tal que A”(e) = A. Denote por Inv® o conjunto de todos os
campos invariantes a esquerda. Este conjunto é um subespaco vetorial do espaco de todos os
campos de vetores. Analogamente, Inv” é também um subespaco vetorial (em geral, diferente
do subespaco dos campos invariantes & esquerda). As aplicacoes A € TG — AP € Inv” e

A e T.G— AP e Inv” sao isomorfismos entre os espacos vetoriais correspondentes.

Lema 1.4.8. Seja X e Y campos invariantes a esquerda num grupo de Lie G. FEntdo
o colchete de Lie [X,Y] € invariante a esquerda. A mesma afirmacao vale para campos

ovariantes a direita.

Demonstragao: Ver [31] pagina 59.

Em outras palavras, os espacos Inv” e Inv” sdo sub-dlgebras de Lie da &lgebra de Lie
de todos os campos de vetores em (. Em particular, ambos espagos admitem estrutura de
algebra de Lie.

O espaco tangente T.G é isomorfo tanto a Inv” quanto a Inv®. Através dos isomorfismos,
o colchete de Lie restrito ao subespago de campos invariantes induz colchetes [.,.|p e [, .|
em T,G. Estes colchetes sao dados por [A, B]lg = [A¥, BF](e) e [A, B]p = [AP, BP](e), com
A BeT.G.

Proposigao 1.4.9. Sejam A, B € T.G. Entao, (A, Blp = —[A, Blg.
Demonstracao: Ver [31] pagina 60.

A proposicio acima mostra que as estruturas de dlgebra de Lie induzidas por Inv® e Inv”
sao isomorfas.

Definicao 1.4.10. Seja G um grupo de Lie. A dlgebra de Lie de G, denotado por g, é

qualquer uma das sub-dlgebras isomorfas Inv®, Inv?, (T.G, [, |g) ou (T.G,]., ]p).
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Neste trabalho, estamos interessados principalmente no grupo Unitario.
Definicao 1.4.11. O grupo Unitdrio, denotado por U(n), € definido como
Un)={Ae€ M,(C); AA*= A" A=1},
onde A* = AT
Proposicao 1.4.12. U(n) € um grupo de Lie.

Demonstragao: Seja A € M, (C). Primeiramente, observe que AA* é uma matriz Hermi-
tiana, isto é, (AA*)* = AA*. Seja Her(n) o espago vetorial formado por todas matrizes Her-
mitinas. Como Her(n) é subespaco vetorial de M,,(C), temos que Her(n) é uma sub-variedade
M, (C), e a aplicagao f : M,(C) — Her(n), dada por f(X) = X X* é diferen-cidvel. Assim
U(n) = f~1(I). Para mostrar que U(n) é uma variedade diferencidvel, vamos mostrar que [
¢ valor regular de f, ou seja, vamos mostrar que df 4 : Ta(M,(C)) — Tpa)y(Her(n)) é sobre-
jetiva para todo A € f~*(I). Identificamos T4(M,(C)) = M,(C) e TtaHer(n) = Her(n).
Um célculo direto mostra que df4B = BA* + AB*. Entao, dado C' € Her(n), vamos exibir
B € M,(C) tal que df4B = C, ou equivalentemente, BA* + AB* = C. Como C € Her(n),
podemos escrever C' = %C+ %C* e entao, resolvemos a equacao BA* = %C’. Como AA* =1,
multiplicamos ambos os membros a direita por A e obtemos B = %C’A. Entao,

1 1 1 1 1 1
AfaB = (CA)A" + A(GCA) = SOAA" 4 JAN'C" = S0+ 5C" = C.

Assim, I é um valor regular e consequentemente f~!(I) = U(n) é uma variedade diferen-

ciavel. Portanto, U(n) é um grupo de Lie. |
Proposicao 1.4.13. U(n) € compacto e conexo.

Demonstragao: Compacidade: Segue a demonstracdo da proposi¢ao anterior que U(n)
é fechado. Observe que cada elemento de U(n) pode ser visto como uma base ortonormal
de C" e assim segue que U(n) é limitado. Pelo teorema de Heine-Borel, temos que U(n) é
compacto.

Conexidade: Vamos mostrar que toda matriz em U(n) pode ser ligada a identidade através
de um caminho contido em U(n). Observe que dado A € U(n), existe uma base ortonormal

formada por autovetores de A tal que
A =T 'diag(e®, ..., ")T,

onde T' € U(n). Note que todos autovalores de A tem médulo 1.
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Tendo em mente as consideragoes acima, fixe uma matriz A € U(n) e considere a curva
v :[0,1] — U(n), dada por

v(t) = T 'diag(e™™, ..., e"™)T,

onde T' € U(n) é a matriz de mudancga de base. Observe que y(t) € U(n), para todo t € [0, 1],
eque y(0) =T e~(1l) =A. Assim U(n) é conexo por caminhos e consequentemente conexo.
|

Proposicao 1.4.14. A dlgebra de Lie de U(n) é o conjunto
u(n) =4{D € M,(C); D+ D* =0},
ou seja, o conjunto das matrizes anti-hermitianas.

Demonstracao: Vamos calcular o espago tangente T;U(n). Considere uma curva « :
(—e,e) — U(n) tal que a(0) = I e v = &/'(0) € TU(n). Como «a(t) € U(n), para
todo t, temos que

a(t).(a(t) = I. (1.2)

Derivando a equagao (1.2) no tempo t = 0, temos
a’(0).(c(0))" + (0).('())",
ou equivalentemente, v + v* = 0. Portanto, T;U(n) C u(n)).

Mostraremos agora a inclusao contraria: u(n) C T;U(n). Seja X € u(n) e considere a
curva a(t) = . Note que a(t) € U(n), Vt. De fato,

at).(a(t)" = X e = XX — 0 — 1

Temos também que X € T;U(n), pois, a(0) = I e o/(t) = X.e'*. Fazendo t = 0, obtemos
a’(0) = X, o que demonstra a inclusdo. Assim, u(n) = T;U(n) é a algebra de Lie de U(n),

com o colchete dado pelo comutador de matrizes. [ |

Observagao 1.4.15. U(n) ndo é um grupo de Lie complexo. Isso porque u(n) nao é
um subespago vetorial complexo de M, (C). De fato, dado X € u(n), observe que iX em
geral nao pertence a u(n). Tome, por exemplo, X = diag (i,0,...,0). Temos X + X* = 0.
Mas iX = diag (—1,0,...,0) e (iX)* = diag (—1,0,...,0) e 1 X + (iX)* # 0.



CAPITULO 2

A Forma de Maurer-Cartan

O principal objetivo desse capitulo é a demonstracao do Principio da Monodromia, que
fornece uma condigao necessaria e suficiente para que uma aplicagao diferenciavel f: M — G
num grupo de Lie G seja a “primitiva” de uma 1-forma com valores na algebra de Lie g.
Este resultado é fundamental para o desenvolvimento da Teoria de Aplicagoes Harmonicas
em grupos de Lie, quando o dominio da aplicagao é simplesmente conexo. Na tltima secao
apresentamos alguns resultados que relacionam os conceitos de holonomia e monodromia. A

principal referéncia para este é capitulo é [32].

2.1 A Forma de Maurer-Cartan

Nesta secao vamos definir a forma de Maurer-Cartan e apresentar suas principais pro-
priedades.

Definicao 2.1.1. Seja M uma variedade diferencidvel e V' espago vetorial de dimensdo
finita. Uma 1-forma em M com wvalores em V é uma aplicacio w : TM — V tal que

wp : T,M — V€ linear para todo p € M.
Uma definicao mais geral é a de p—formas com valores num espaco vetorial V:

Definicao 2.1.2. Seja M uma variedade diferencidvel e V' espago vetorial de dimensdo
finita. Uma p-forma em M com valores em V' € uma aplicacdo w : TM & ... TM — V
tal que a restrigao a cada fibra w, : T,M & ... ®T,M — V ¢é multilinear e anti-simétrica

para todo p € M.

28
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Observagao 2.1.3. Quando V =R (ou dimV = 1), temos as usuais formas (ou p-formas)

diferenciais em M.

O conjunto de todas p-formas em M com valores em V possui uma estrutura de espago
vetorial e serd denotado por AP(M, V). Observe que A°(M, V) é o conjunto das fungdes em

M com valores em V.

Sejam M, N variedades diferencidveis e f : M — N uma aplicacao diferenciavel. Defi-
nimos a aplicagao induzida f*: A(N,V) — A(M,V) por

(ffw)a(X1, .., Xp) = wr) (fuX1, ..o, o Xp),

onde Xi,..., X, € T,M e f.X; = df;X;, Vi = 1,...,p. Observe que se w ¢ uma p-forma
em N, entao f*w é uma p-forma em M. Dizemos que f*w é o pull-back de w por f. Em
alguns casos, utilizamos a notagao f*w = wf, para escrever de forma resumida a definicao

da aplicacao induzida.

Seja w; uma p-forma com valores em V; e w, uma ¢-forma com valores em V5. O produto
exterior de wy com wy, que serd denotado por w; A wsy, é uma (p + ¢)-forma com valores em
Vi ® Vs, definida por

1 Awa(v1, - Uprg) = Y (1701 (Us(1); -+ Volr) © WUty - -+ Volpia):

onde o é uma permutagao tal que se r < s entdo o(r) < o(s) sempre que o(r) e o(s) per-

tencem ao conjunto {1,2,...p} ouc(r) e o(s) pertencem ao conjunto {p + 1,p+2,...p + q}.

Teorema 2.1.4 (Diferencial Exterior). Eziste um tinico operadord : AP(M,V) — APTL(M,v),

definido para todo p € M, que satisfaz as sequintes propriedades:
a) d(wy 4+ we) = dw;y + dws.
b) d(w; Aws) = dwy Awy + (—1)Fw; A dws onde k =grau(w,).
¢) d(dw) = 0, ou de forma abreviada d* = 0.
d) Se f € A°(M,E), isto é, f é uma fungao, entdao df = Eg—:idxi.

O operador d é chamado de diferencial exterior.
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Demonstragao: Ver [32], pagina 58.

Proposicao 2.1.5 (Naturalidade de d). Se f : M — N € uma aplica¢ao diferencidvel,

entao o sequinte diagrama comuta para todo p:

AP(N, V) —4s APTH(N, V)

f*l lf*

AP(M, V) —= AP (M, V)
Em outras palavras, se w € AP(N, V') entao vale f*(dw) = d(f*w).
Demonstragao: Ver [32], pagina 59.

Lema 2.1.6. Seja V' espaco vetorial de dimensao finita, M uma variedade diferencidvel, w

uma 1-forma em M com valores emV e X | Y campos de vetores em M. Entdo dw(X,Y) =
X(w(Y)) = Y(w(X)) - w([X,Y]).

Demonstracao: E suficiente verificar esta férmula para 1—formas do tipo w = f dg, pois

toda 1—forma é, localmente, a soma de fatores deste tipo. Entao, dw = df A dg e

dw(X,Y) = df (X)dg(Y) — df (Y)dg(X) = X (f)Y (9) = Y (/) X(9)- (2.1)

Por outro lado,

X(w()) =Y (w(X)) —w(X,Y]) = X(fdg(Y)) =Y (fdg(X))— fdg([X,Y])

= X(f)dg(Y)+ fX(dg(Y)) = Y(f)dg(X)
—fY(dg(X)) — fdg([X,Y])

= X(N)Y(9) + [XY(9) =Y (f)X(9)
—fYX(g) = fIX,Y](9)

= X(NY(g) + f[1X,Y](9) = fFIX,Y](9) = Y()X(9)

= X(NHY(9) —Y(f)X(9). (2.2)

Portanto, da igualdade entre as equagoes (2.1) e (2.2), concluimos a demonstragao. |

Definigao 2.1.7. Seja g uma dlgebra de Lie e wy,wq 1-formas com valores em g. Definimos
a 2-forma com valores em g, [w1,ws] por [wi,ws](X,Y) = [w1(X),wz(Y)] + [we(X), w1 (Y)].
Em particular, temos [w(X),w(Y)] = 3w, w](X,Y).
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Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g = T,G, onde e é o elemento neutro de G.

Definicao 2.1.8. A forma de Maurer-Cartan de G, denotada por wg, € uma I-forma

com valores em g definida por (wa)y(v) = (dE;-1)4(v), v € TG

Note que a forma de Maurer-Cartan é uma trivializacao do fibrado tangente de G, pois

dE,-1 é um isomorfismo Vg € G.

Proposicao 2.1.9 (Equagao Estrutural). Seja wg a forma de Maurer-Cartan de G e X, Y
campos de vetores em G. Entao, vale a equagao estrutural de Maurer-Cartan dwg(X,Y) +

lwa(X),wa(Y)] =0, ou equivalentemente, dwe + 3[we, we] = 0.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos supor que X e Y sao invariantes a

esquerda. Pelo lema 2.1.6, temos a seguinte férmula geral:
dwe(X,Y) = X(wa(Y)) = Y (wa(X)) — we([X, Y]). (2.3)
Como X é invariante a esquerda, temos (dEy)q(X (a)) = X(ga), Va,g € G. Entao
wo(X(9)) = (dE,1),(X(9)) = X(g9™") = X(€) (constante),

e portanto X (wg(Y)) = Y(we(X)) = 0. Se X e Y sao invariantes a esquerda, entao [X, Y]
é invariante a esquerda e wg([X,Y]) = [X,Y](e). Mas [X,Y](e) = [X(e),Y (e)], onde o

colchete do lado direito da igualdade é o da algebra de Lie g e entao temos:
wa([X,Y]) = [X,Y](e) = [X(e), Y(e)] = [wa(X), wa(Y)].
Assim a equagao (2.3) pode ser escrita como
dwe(X,Y) + [we(X), we(Y)] =0,

ou equivalentemente,

1
du)g + 5[&)@*,&)@*] = 0.

Exemplo 2.1.10. Se G = R, a forma de Maurer-Cartan é exatamente a forma dx. Se

G = (R*,.) temose=1 ew(x,v) = (Ey1).(v) = L dx(v), onde o operador dz é o operador

Tz

usual restrito a RT.
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Exemplo 2.1.11. G = S' = {z € C;|z| = 1}. O espago total do fibrado tangente é dado
por TS = {(¢",ire?);r, § € R} . Em particular, g = T.5* = {(1,ir);r € R}. A agio a
esquerda de S*' em T'S* € dada por

St x TSt — TSt
(eicp : (e"e,z’re"e)) N (ei(9+¢),riei(9+“@)).

E entao, a forma de Maurer-Cartan de G é
wa(e? ire®) = (dE,-i)0(ire®) = (1,4r).
Exemplo 2.1.12. G = GL(n). A forma de Maurer-Cartan em um ponto v € T,G é
w(v) = (dE;1),(v) =g 'v € T.G.

A notagao cldssica da forma de Maurer-Cartan em GL(n) é g~dg. Vamos agora escrever
explicitamente a forma de Maurer-Cartan em GL(2) :

Seja g = (z5) onde x;; sao fungoes coordenadas em GL(2). Entao dg = (dx;;) e
1 -1
g~ dg = (i)~ (dws;).

Escrendo as matrizes, temos:

—1
w T11 T2 dryy  dryy
GL(2) =
Ta1 T22 dxor dron
x99 —x12
— T11T22—T12T21  T11T22—T12T21
—x21 11
T11T22—T12T21  T11T22—T12T21
z22dz11 —T12dT21 z22dz12—212dT20
— Z11T22—T12%21 T11T22—T12T21
—xor1driitxiidryy —x21drio—x11dTo

L1122 —T12T21 11722 —X12T21

Esta € a representagao explicita de w como uma matriz 2 x 2 de 1-formas definida em GL(2)
que € construida a partir das fungoes coordenadas em My restrito a GL(2). Através de uma

construgdo andloga, obtemos a forma de Maurer-Cartan de GL(n).

2.2 A derivada de Darboux

Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g, wg a forma de Maurer-Cartan de G, M
uma variedade diferenciavel e f : M — G uma aplicacao diferenciavel.
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Definigao 2.2.1. A derivada de Darboux (a esquerda) de f € a 1-forma em M com valores

em g definida por o = f*wg . A aplicacdo f € chamada de integral ou primitiva de wq.

Lema 2.2.2. Seja f : M — G uma aplicagao diferencidvel e a« = f*wg a deriwvada de
Darbouz de f. Entao do+ 3o, ] = 0.

Demonstracao: Dadope M e X, Y € T'M temos:

S0 )X, Y) = [y (X), 0, (V)]
= [(Fwa) (X), (Fwa)y (V)]
= [were)(f« X), wa ) (f« X))
= %[WGf(m wa i) (f X, [ Y)

= —dwapp (i X, fY)
Por outro lado,
doy, (X,Y) = d(f*'wa)p (X,Y) = f*(dwa), (X,Y) = dwg ey (fe X, [+ Y)

e o resultado segue. [ |

O proximo resultado nos da informagoes sobre a unicidade da primitiva. Antes, porém,

enunciamos um lema técnico.

Lema 2.2.3. Sejam fi, fo: M — G e defina h(z) = fi(z).f2(x)~t. Entdo

hWwe = Ad(f2(2))(fiwe — fiwe),
onde Ad : G — GL(g) € a representagao adjunta do grupo G.
Demonstracao: Ver [32] pagina 114.

Teorema 2.2.4 (Unicidade da primitiva). Seja M uma variedade conexa e fi, fo : M — G
aplicagoes diferencidveis tal que ffwg = fawg. Entao, exite um elemento C' € G (a constante
de integracao) tal que fo(x) = C'. fi(x) para todo x € M.

Demonstragao: Considere a aplicagio h : M — G dada por h(z) = fo(x).fi(x)™
Pelo lema 2.2.3, h*(wg) = Ad(f1)(fowe — fiwg). Por hipétese, fifwg = fiwg e assim
h*wg = 0. Pela definicao do pull-back de uma forma, temos h*wg = wghs = 0 e vemos
que h, : TM — TG induz a aplicagao nula em cada espago tangente. Como M é conexa,
temos que h é constante, ou seja, h(x) = C para todo z € M, onde C' € G. Em particular,
fo(z) = C'. fi(x) para todo x € M. [ |
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2.3 Principio da Monodromia

Nesta secao, vamos caracterizar 1-formas w com valores em g que sao derivadas de Dar-
boux. Primeiramente, vamos mostrar uma versao local do Principio da Monodromia.

A demonstragao que apresentaremos é devida a E.Cartan (citado em [32]). O principal
ingrediente utilizado na demonstracao é o Teorema de Frobenius. Vamos enunciar dois
lemas que tratam sobre a teoria de distribuicoes utilizando formas diferencias com valores

em espagos vetoriais, cuja demonstragao pode ser encontrada em [32].

Lema 2.3.1. Seja M uma variedade diferencidvel e w uma 1-forma diferencial com valores
num espaco vetorial V. Suponha que dim ker w, é constante para todo x € M. Entao, ker w,

¢ uma distribuicao.
Demonstragao: Ver [32], pagina 80.

Lema 2.3.2. Seja M uma variedade diferencidvel e w uma 1-forma diferencial com valores
num espaco vetorial V. Suponha que n = dimkerw, € constante para todo x € M e seja

D ={kerw,;x € M} a distribui¢cao determinada por w. Entao
D € integrdvel < dw(X,Y) =0 sempre que w(X) =w(Y) =0.
Demonstragao: Ver [32], pagina 81.

Teorema 2.3.3 (Versao Local). Seja M uma variedade diferencidvel, G um grupo de Lie
com dlgebra de Lie g e wg a forma de Maurer-Cartan de G. Seja w uma 1-forma em M com
valores em g que satisfaz a equacdo estrutural dw + %[w,w] = 0. Entao, para cada p € M,

existe uma vizinhanga U de p e uma aplicagao diferencidvel f : U — G tal que w|y = ffwg.

Demonstracao: Sejam g : M X G — G e my : M x G — M as projegoes canonicas.
Definimos a forma §2 = 7}, (w) — 75 (wg) e D = ker Q. Primeiramente, vamos mostrar que
D é realmente uma distribuicdo. Fixemos um ponto (p,g) € M x G e definimos Dy, 4y =
{(v,u) e T,M x T,G;w(v) = wg(u)}. Vamos mostrar que

(d701) (p.9) | D@og) * Dipgy — LM

¢ um isomorfismo. Tome (v,u) € Dy, 4 tal que (dmar)(pg)(v,u) = 0. Entdao v = 0 e como
w(v) = we(u), se (v,u) € D, temos que wg(u) =0 = u = 0 e assim (v,u) = 0 e entdo
(d7a1) (pg) | Dpg) € injetiva. Agora, se v € T,M, entdo (v,w;'(w(v)),) € Dy (lembre que

wa, quando restrita a cada fibra ¢é isomorfismo) e portanto (dmar)p,g)|D@p,g) € SObrejetiva. Em
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particular, verificamos que kerw tem posto constante igual a dim M e portanto, pelo lema
2.3.1, D é uma distribuicao.
Agora, vamos mostrar que D é integravel. Calculando a derivada exterior de {2 e uti-

lizando a hipdtese que w satisfaz a equacao estrutural dw + %[w, w] = 0, obtemos:

dQ = dmy(w) —dnj(we)

= 7y (dw) — 7 (dwe)
1

= mi(—5le]) - 75 e wal)

1, . 1, .
= 5l (@), 7 ()] + 5[ (wa), 7 (wa))

Fazendo 7}, (w) = 75 (wg) + §2 e observando que se w, ¢ uma p—forma e w, ¢ uma s—forma,

ambas com valores em g, entao [wy, ws] = (—1)""Hws, w,] (condigao de simetria), temos:

4 = =3 [rlee) + 0 m(we) + 9 + gl Thwd
= S [rlee), malwe)] — i, Q) = 59 Tawa)] - 512 9] + 3 [r(ve), T (we)
= 5 Imi(), 9] - 190, mwe)] - 519,9].

Entao dQ(X,Y) = 0 sempre que Q(X) = Q(Y) = 0 e pelo lema 2.3.2, a distribuicdo
D = ker w ¢ integréavel.

Vamos agora construir, para cada p € M, uma vizinhanca U e uma aplicacao diferenciavel
f U — G tal que wl|y = f*wg. Seja L a variedade integral maximal com respeito a
distribuicdo D em torno do ponto (p,g) € M x G, isto é, T(, L = Dy g). Ja vimos que
(d721) (p,g) | D0rg) © Pipgy — TpM é um isomorfismo. Portanto, 7|, é um difeomorfismo
local entre uma vizinhanca de (p, g) e uma vizinhanga U de p € M. Seja F : U — L a
aplicacao inversa. Desde que 7y o F = Idy, F deve ter a forma F(p) = (p, f(p)), onde
f U — G é diferenciavel. Note que F*Q2 = QF, = 0, pois a imagem de F' é tangente a

distribuicao na qual €2 é identicamente nula. Assim temos:

0 = F(Q) = F'(r(w)) — F*(r&(we))
= (muF)"(w) = (maF)" (we)

= wW—- f*(wG)>

e assim concluimos a demonstragao. [ |
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O resultado principal deste capitulo é a caracterizacao de 1-formas w com valores em g que
sao derivadas de Darboux definidas globalmente. Neste caso, somente a equacao estrutural
nao ¢ suficiente para garantir a existéncia da derivada. E necessario também informacoes
adicionais sobre a topologia de M, que aparecem através da representacao da monodromia.
Mais especificamente, vamos mostrar que uma 1-forma w com valores em g que satisfaz a
equagao estrutural determina um homomorfismo de grupos @, : m(M,b) — G chamado
de representacao da monodromia. Uma 1-forma com valores em g ¢é a derivada de Darboux
(global) de alguma aplicacao f : M — G se, e somente se, a representagao da monodromia
é trivial.

Antes, iremos provar alguns resultados preliminares que auxiliarao na demonstracao do
teorema principal. Uma aplicagao f : I = [0,1] — M tal que f(0) = pe f(1) = ¢
sera denotada por f : (1,0,1) — (M, p,q). Usaremos os seguintes resultados da topologia

diferencial:

1. Seja M uma variedade diferencidvel e I = [0,1]. Entao, toda aplicagdo continua A :

(1,0,1) — (M, p, q) é homotépica a uma aplicagao diferencidvel.

2. Se A;, Ay i (1,0,1) — (M, p, q) sdo aplicagdes continuamente homotépicas, entao elas

sao diferenciavelmente homotodpicas.

Primeiramente, consideremos o caso particular em que dim M = 1. Neste caso, a equagao
estrutural é satisfeita automaticamente, pois qualquer 2-forma numa variedade 1-dimensional
é identicamente nula. Vamos assumir que M = I = [a, b]. Assim, temos o seguinte resultado

de existéncia global:

Teorema 2.3.4. Seja o uma 1-forma com valores em g, definida em I = [a,b]. Entdo, existe

uma unica aplicagao [ : (I,a) — (G, g) com derivada de Darboux o, isto €, a = f*(wg).

Demonstracao: Pelo teorema 2.2.4 se a aplicacao f existir, ela serd unica. Pelo teo-
rema de existéncia local, para cada ponto p € I, existe um intervalo aberto U talque «
¢ a derivada de Darboux de alguma apligao em G. Estes abertos formam uma cobertura
aberta de I. Como I é compacto, existem finitos intervalos abertos U;, 1 < i < n que
cobrem I e em cada intervalo U;, a é a derivada de Darboux de um aplicacao fl U — G
Sem perda de generalidade podemos assumir que U; N U; = ) a menos que |i — j| < 1. Es-
colha t; € U; N Uy, 1 < i < n e definimos f; : Uy — G por fi(z) = g(fl(a))_lfl(x),
e fiy1 : Ugr — G por fig(r) = fi(ti)(ﬂ+1(ti))_lﬂ+1($)- Claramente, fi(a) = g e
fix1(t;) = fi(t;). Note que f; também é uma primitiva de «. Logo, pela unicidade da primi-

tiva, fi1 = f; em U; N U;yq. Definimos entao f(t) = f;(t), t € U; e obtemos uma aplicac¢ao
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f:I— Gtalque f(a)=ge f(wg) = . |

Definigao 2.3.5. A dnica aplica¢io diferencidvel f : I — G satisfazendo f(a) = g e
[*(wg) = a € chamada de desenvolvimento de o em G ao longo de I iniciado em g.

Definigao 2.3.6. Seja I = [a,b], M uma variedade de dimensdo arbitrdria e o uma 1-
forma diferencidvel em M com wvalores em g. Dado um caminho diferencidvel por partes
o:(I,a,b) — (M,p,q), seja d: (I,a) — (G, g) o desenvolvimento da 1-forma o*(c) tal

que 6*(wg) = o*(a). Dizemos que & € o desenvolvimento de o ao longo de o iniciado em g.

Em geral, o ponto final (1) do desenvolvimento nao depende somente do ponto ¢, mas do
caminho ligando p a ¢. Vamos mostrar que quando a 1-forma « satisfaz a equacao estrutural

da + 3[o, a] = 0, entao (1) depende somente da classe de homotopia de o.

Teorema 2.3.7. Seja M uma variedade diferencidvel e oy, 09 : (I,a,b) — (M, p,q) cami-
nhos diferencidveis e homotdpicos. Se o € uma 1-forma diferenciavel em M com valores em
g que satisfaz a equacdao estrutural, entdo seus desenvolvimentos iniciando em g, ao longo

de o9 e o1 tem o mesmo ponto final.

Demonstragao: Seja h : (I x I,a x I[,b x I) — (M, p,q) a homotopia entre oy e o7.
Como « é uma 1-forma que satisfaz a equacao estrutural, h*a também satisfaz a equagao
estrutural. Pelo teorema de existéncia local, cada ponto de I x I pertence a um aberto W
(que serd um “quadrado” U x V na topologia produto) no qual h*« é a derivada de Dar-
boux de alguma funcao f; : W — G. Dado um ponto t € I, o conjunto compacto t x I é
coberto por um ntmero finto desses abertos e utilizando um argumento analogo ao utilizado
para intervalos no teorema 2.3.4, obtemos um conjunto aberto I x U, com U um intervalo
aberto, no qual h*« é a derivada de Darboux de alguma fungao fo : I x U — G. Com uma
analise similar ao teorema 2.3.4, podemos construir uma aplicacao H : I x I — G tal que
H(a,a) = g e H (wg) = h*(«). Desde que h(b,u) = q é constante para u € I, segue que
h*(a) = H*(wg) é identicamente nula em b x I e logo H é constante em b x I. Em particular,
H(b,a) = H(b,b) e o desenvolvimento de « ao longo de 0( e o7 terminam no mesmo ponto
de G. [ |

Seja I = [0,1], b € M um ponto base fixoe A : (1,0,1) — (M, b,b) um caminho diferen-
ciavel fechado (lago). Pelo ultimo teorema, podemos desenvolver « ao longo de A iniciando
em e e o ponto final ®(\) = 5\(1) € G do desenvolvimento nao depende do lago A, mas da

sua classe de homotopia. Assim, temos uma aplicacao bem definida ®,, : (M, b) — G.
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Definigao 2.3.8. A aplicagao @, : m(M,b) — G descrita acima é chamada de repre-
sentag¢do da monodromia de . O conjunto I' = @, (w1 (M)) é chamado de grupo de mono-
dromia de M.

Proposicao 2.3.9. A representagcao da monodromia € um homomorfismo de grupos.

Demonstracao: Ver [32], pagina 122.
Lembre-se que M é conexa entao M é conexa por caminhos. Dado dois pontos by e by,

seja o : (1,0,1) — (M, by, by) um caminho ligando by a b;. Entdo a aplicac¢ao

Cy - 7T1(M, bl) E— WQ(M, bo)

1 1

dada por A — o x Ax o', (onde 0! é o caminho ligando b; a by) é um isomorfismo de
grupos. Em outras palavras, o grupo fundamental de com ponto base by é isomorfo ao grupo
fundamental com ponto base b;. Seja ¢ : (1,0) — (G, e) o desenvolvimento de uma 1-forma
a em M com valores em g ao longo de ¢ iniciado em e. Entao, temos a aplicacao ¢z : G — G

dada por g — (1)ga (1)~

Lema 2.3.10. Sejam ®; : m(M,b;) — G, j = 0,1 as representagoes da monodromia com
respeito a dois pontos base by e by e o : (1,0,1) — (M, by, b1) um caminho ligando by a by.

Entao o sequinte diagrama é comutativo:

®9

7.‘-1(]\47 b(]) —>G

Co T Cs

(M, b)) — G
Demonstragao: Ver [32], pagina 123.

Proposicao 2.3.11. Seja M uma variedade diferencidvel conexa, b € M , f : (M,b) —
(G, g) uma aplicagcao diferencidvel e « = f*wg. Entao para qualquer curva o : (1,0,1) —

(M, b, ), o desenvolvimento iniciando em g, termina em f(z).

Demonstragao: Note que (f o 0)*wg = 0* f*wg = 0*«, e pela unicidade do desenvolvi-
mento, o desenvolvimento de « ao longo de o : (1,0,1) — (M, b, x) é exatamente f oo e

assim f(o(1)) = f(z). [ |

Corolario 2.3.12. A representac¢ao da monodromia de uma derivada de Darbouz é trivial.
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Demonstragao: Defina a = f*wg, onde f: (M,b) — (G, g). Se necessério, substituimos

f por E,1 o f. Note que isto nao altera a derivada de Darboux. De fato,
(Eg-10 f)'we = [0 Ejawe = [ (we(Ey-1):) = [(we) = o,

pois a forma de Maurer-Cartan é invariante a esquerda. Assumimos entao que f : (M,b) —
(G,e). Para todo lago A : (1,0,1) — (M, b,b) a proposicao anterior diz que o desenvolvi-

mento iniciado em e ao longo de A termina em f o A(1) = f(b) = e. Assim @, ([N\]) =e. ®W

Vamos agora demonstrar o principal resultado desta se¢ao, conhecido como Principio da

Monodromia.

Teorema 2.3.13 (Principio da Monodromia). Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g,
M uma variedade diferencidvel conexa e o uma 1-forma em M com valores em g. Entdo o é
a derivada de Darboux de alguma aplicacdo f : M — G se, e somente se, da + %[a, al =0

e a representacao da monodromia @, : w (M,b) — G € trivial.

Demonstracao: A implicagdo (=) é conseqiiéncia imediata do lema 2.2.2 e do corolério
2.3.12. Para demonstrar a implicagao (<), definimos f : (M,b) — (G, e) pondo f(z) =
ponto final do desenvolvimento de « ao longo de qualquer caminho ligando b até x. Pela
invariancia homotépica do desenvolvimento e pela boa defini¢cao da representagao da mono-
dromia, a fungao f estd bem definida. Vamos mostrar que a = f*wg.

Note que o valor de f(x) pode ser obtido da seguinte forma: se xy € M, escolhemos um
caminho que liga b até xy e outro caminho que liga xy até z. Entao, se o desenvolvimento
do primeiro caminho inicia em e e termina em ¢y e o desenvolvimento do segundo caminho
inicia em e e termina em g, o desenvolvimento do caminho composto inicia em e e termina
em ¢og.

Como « satisfaz a equacao estrutural, o teorema local de existéncia garante que para cada
ponto xy € M, existe um aberto U que contém 1z, e também uma aplicacao fy : U — G
satisfazendo fjjwg = a. Se necessario, efetuamos a fiy uma translacao a esquerda por algum
elemento de G (lembre-se que a forma de Maurer-Cartan ¢ invariante a esquerda) e assim
podemos supor sem perda de generalidade que fy(zg) = f(xo). Agora, o desenvolvimento
de « iniciado em f(xg) ao longo da curva o : (1,0,1) — (U, zg, ) termina em fy(z). Pela
observagao feita no pardgrafo anterior, o desenvolvimento também termina em f(z), e assim,
fu(x) = f(z) para todo = € U. Entao, ffwg = fiweg = o em U, e como U é um aberto

arbitrario, concluimos a demonstracao. [ |
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2.4 Holonomia

Nesta secao vamos introduzir o conceito de Holomonia de uma conexao e enunciar um
resultado que garante que os conceitos de holomonia e monodromia estao relacionados para
fibrados com conexao plana.

Seja & = (E,m, M) um fibrado vetorial com uma conexao V e ¢ : [0,1] — M uma curva
diferenciavel. O fibrado ¢*§ possui uma conexao induzida, que ainda designamos por V.
Uma segao s do fibrado ¢*¢ nao ¢ nada mais do que uma secao de £ ao longo de c, isto é,
uma aplicagao diferencidvel s : [0, 1] — E tal que 7(s(t)) = c(t). A derivada covariante de

uma secao ao longo da curva c é a secao ao longo de ¢ dada por

Ds

- = Vi S.

Dt at
Definicao 2.4.1. Dizemos que uma secao € paralela se sua derivada coveriante € nula, isto
é, B =0.

’ Dt

Lema 2.4.2. Dada uma curva ¢ : [0,1] — M e um vetor na fibra vy € 7~ *(cy), existe uma

unica se¢ao s ao longo de ¢ que € paralela e tem condicao inicial vy.

Nas condigoes do lema acima, dizemos que os vetores s(t) € = *(c(t)) sdao obtidos por
transporte paralelo ao longo de c. Designamos por 7y : 7 1(c(0)) — 7 1(c(t)) a operagao

de transporte paralelo, definido por 7(vg) = s(t).

Proposicao 2.4.3. Seja § = (E, 7, M) um fibrado vetorial com conexioV e c:[0,1] — M

uma curva diferencidvel. Entao, o transporte paralelo ao longo de ¢ é um isomorfismo linear.

Demonstracao: Como a equacao diferencial que define o tranporte paralelo € linear, segue
que 7; € linear. Por outro lado, 7; é invertivel, pois sua inversa é o transporte paralelo ao

longo da curva ¢ : [0,t] — M, percorrida em sentido contrario. |

Passamos agora aos grupos de Holonomia. Iniciamos com um fibrado & = (E,m, M)
com conexao V. Para cada ponto z € M, denotamos C(x) o conjunto de todos os lagos
diferencidveis com ponto base x, isto é C(z) = {c: [0,1] — M; c € C*°; ¢(0) = ¢(1) = z}.
Observe que se a e 3 pertencem a C'(x), entao a. (concatenagao) também pertence a C(z).
Seja o € C(z). Entao o transporte paralelo ao longo de «(t) fornece o isomorfismo linear
H.(a) =7 : 7 Yz) — 7 (z) (observe que H,(a.8) = H,(a) o H,(3)). O conjunto de
todos os isomorfismos desta forma formam um grupo, chamado de grupo de holonomia de

V com ponto base x. e serd denotado por .
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Lema 2.4.4. Se «, § € C(x) sao lagcos homotdpicos, entio H,(a) = H, ().

Demonstracao: Ver [14]. |

Seja C°(z) C C(x) o conjunto de todos os lagos com ponto base = que sao homotépicos a
zero. O subgrupo de holonomia restrito ®°(z) C ®(x) é o subgrupo do grupo de holonomia

consistindo de transporte paralelo de todas curvas a € C%(x).

Teorema 2.4.5. Seja M uma variedade conezxa e paracompacta e & = (E, 7, M) um fibrado
vetorial com conexdo V. Sejam ®(x) e ®°(x) o0s grupos de holonomia e o grupo de holonomia

restrito da conexdo V, respectivamente. Entiao ®°(x) é um subgrupo normal de ®(x)

Demonstracao: Ver [19]. |

Observe que uma 1-forma em M com valores num espago vetorial V', pode ser visto como
uma se¢ao no fibrado trivial M x V. Observe ainda que se a é uma 1-forma em M com valores
em V', entao a conexao V = d+ « é plana se, e somente se, « satisfaz a equacao de estrutura
da + [a,a] = 0 e esta equac@o é a base para constru¢do do principio da monodromia. O

préoximo resultado estabelece a conexao entre os conceitos de holonomia e monodromia:
Teorema 2.4.6. Seja & = (E, ¢, M) um fibrado vetorial com conexio V e x € M.

a) se a conexdo V de & é plana, entdo ®(x) é (isomorfo a) o grupo de monodromia de M

e ®Y(x) € trivial.

b) Eziste um epimorfismo candnico m(M,x) — ®(x)/®°(z) (no caso de fibrados com

conexao plana, esta serd a representa¢ao da monodromia).

Demonstragao: Ver [32] ou [19]. |



CAPITULO 3

Aplicacoes Harmonicas em Grupos de
Lie

Iniciamos este capitulo com uma revisao sobre os principais resultados da teoria de
aplicagoes harmonicas, estabelecendo a linguagem e os principais resultados que serao uti-
lizados no decorrer do trabalho. Na segunda parte, estudamos o caso particular de aplicacoes

harmonicas onde o contra-dominio é um grupo de Lie.

3.1 Revisao sobre Aplicagcoes Harmonicas

Nesta secao iremos revisar os principais resultados referentes a aplicagdoes harmonicas
utilizadas no decorrer deste trabalho. Terminanos a secao estabelecendo as primeiras relacoes
entre aplicagoes harmonicas e holomorfas. As principais referéncias aqui sao [9], [10], [11].

Nesta segao, (M™,g) e (N™, h) serao variedades riemannianas compactas, conexas e ori-

entaveis. Seja ¢ : M — N uma aplicagao diferenciavel.

Definicao 3.1.1. A densidade da energia de ¢ € a fungdo e(¢) = 1|dp|*. O funcional energia
E :C>®(M,N) — R € definido por

B6) = [ elow,

O namero E(¢) é chamado de energia de ¢.

42
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Observagao 3.1.2. 1. d¢ pode ser visto com uma se¢io no fibrado A (¢7'TN) = T*M ®
¢~VI'N (isto é, d¢ é uma I-forma com valores em ¢~'TN ).

2. |d¢| € a norma de Hilbert-Shimidt (produto tensorial) da aplicagao linear do(x).

3. Note que para qualquer aplicagao ¢ : M — N, temos E(¢) > 0 e E(¢) = 0 se, e

somente se, ¢ € constante.

Definigao 3.1.3 (Aplicacao Harménica). Uma aplicagao diferencidvel € dita harménica se

¢ um ponto critico do funcional energia.

Vamos descrever o significado de “ponto critico do funcional energia”: dadov € C°°(M, ¢~ 'TN),

¢t

5 l,_o = v (por exemplo,
¢i(x) = expy(mtv). Entao, ¢ é harmonica se, e somente se, D, E(¢) = % o= 0.

consideramos a familia de aplicacoes ¢; tal que ¢y = ¢ e

Definicao 3.1.4. Dada uma aplicagcao diferencidavel ¢ : M — N, a sequnda forma funda-
mental B, € uma se¢io no fibrado T*M @ T*M & ¢~*T'N (forma bilinear com valores em
¢~YT'N ) definida por

Bo(X,Y) = Vdo(X,Y) = V5 TVdg-Y —do- (VYY)
onde X, Y € C®°(M,TM) eV ¢é a divergéncia generalizada.
Definicao 3.1.5. Uma aplicacao ¢ : M — N € totalmente geodésica se By = 0.

Proposicao 3.1.6. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : M — N € harmonica se, e somente
se, ¢ satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange T(¢) = 0, onde 7(¢) = tracoVdep = tragof, €

uma secdo no fibrado ¢ *T'N chamada campo de tensao de .

Demonstracao: Ver [9], pagina 14.

Dado p € M™, seja {e;} um referencial ortonormal em 7T, M. Entdo, a equagao de Euler-
Lagrange pode ser escrita como

m

7(¢) =Y (Ve ™Ndg(e;) — dp(VYey)). (3.1)

i=1

Além do mais, se o referencial provém de um sistema normal de coordenadas centrado em p
temos que dp(V>Ye;) = 0.

Aplicagoes harmoénicas surgem naturalmente em geometria diferencial e em aplicagoes,

especialmente na fisica-matematica. A seguir, apresentamos alguns exemplos de aplicacgoes

harmonicas:
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e Aplicagao constante ¢ : (M, g) — (N, h) e a aplicagao identidade ¢ : (M, g) —

(M, g) sao trivialmente aplicagdes harmonicas;

e Geodésicas. Uma curva suave em (N, h), isto é, uma aplicagdo ¢ : A — (N, h),
onde A é uma aberto de R ou é o circulo S' é harmonica se, e somente se, ¢ é uma
geodésica parametrizada linearmente(isto é, parametrizado por um multiplo constante
do comprimento de arco). Neste caso, a equacao de Euler-Lagrange 7(¢) = 0 se reduz
a V(i)é = 0. Mais geralmente, uma aplicacao totalmente geodésica é harmonica. De
fato, temos

7(¢) = tragoVdep = tracofs = 0.

Assim, por exemplo, a inclusdo i : S"! — S" pelo equador ¢ harmonica. Vale

ressaltar que aplicagoes totalmente geodésica sao muito raras;

e Aplicacoes Harmonicas entre espagos euclidianos. Uma funcao ¢ : A — R,
onde A é um aberto de R", é harmonica se, e somente se, é solucao da equagao de
Laplace A¢ = 0, onde

2 82
A= — +ot—
(0x')? (Oxm)?

Mais geralmente, uma aplicacao ¢ : A C R®* — R™ ¢ harmonica se, e somente se,

(ajl’... 73:‘”) e Rn

cada componente é uma func¢ao harmonica;

e Aplicagcoes Holomorfas entre variedades Kahler sao harmonicas. Veja por exemplo
[9);

e Aplicagoes Conforme entre superficies. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : (M, g) —
(N, h) é dita conforme se para todo p € M, temos que d¢, : T,M — Ty, N é uma

transformagao linear conforme, isto é, existe um ntimero A(p) # 0 tal que
h(dg,(X),do,(Y)) = Ap)?9(X,Y), X,Y € T,M.

Pode-se provar que localmente aplicagoes conformes entre superficies se comportam

como aplicacoes holomorfas e assim aplicagoes conformes entre superficies sao harmonicas;

e Morfismos Harmoénicos. Uma aplicagao diferenciavel ¢ : (M,g) — (N,h) é um
morfismo harmonico se, para toda funcao harmonica f : V' — R definida num aberto
V C N, com V # (), a composicaio f o ¢ ¢ harmonica em ¢~ 1(V). Morfismos
harmonicos constituem uma importante classe de aplicagoes harmonicas e é um ob-

jeto de pesquisa por si s6 interessante, mas nao trataremos sobre eles neste trabalho.
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Enunciaremos somente uma caracterizacao dos morfismos harmonicos e daremos al-
guns exemplos. Uma reférencia sobre o assunto é [1]. Uma aplicagao diferencidvel
¢ (M,g) — (N,h) é chamada de horizontalmente fracamente conforme (ou semi-
conforme) se, para cada p € M ocorre uma das duas possibilidades: a) d¢, = 0, ou seja,
p é um ponto critico; ou b) d¢, leva o espago horizontal H, = {ker(algbp)}l conforme-
mente e sobrejetivamente em Ty, n. Nos temos a seguinte caracterizagao de morfismos
harmonicos: “Uma aplica¢ao ¢ : M — N entre variedades Riemannianas é um mor-
fismo harmonico se, e somente se, ¢ ¢ uma aplicacao harmonica e horizontalmente

fracamente conforme.” Sao exemplos de morfismos harmonicos:

1. Quando dim N = 1, os morfismos harmonicos sao exatamente as aplicagoes

harmonicas

2. Quando dim M = dim N = 2, os morfismos harmonicos sao as aplicagoes (fraca-

mente) conformes.

3. Uma submersao Riemanniana é um morfismo harmonico se as fibras sao minimais.

Um exemplo é o fibrado de Hopf S — S3 — S2;

e Fisica. O modelo-o 2-dimensional nao linear consiste no estudo de aplicagoes harmonicas
de S? em CP" e o modelo chiral consiste no estudo de aplicacoes harmonicas de S? em
U(n).

A proposicao a seguir relaciona os conceitos de aplicacao harmonica e aplicagao totalmente
geodésica.
Proposigao 3.1.7 (Lei da Composi¢ao). Sejam ¢ : (M, g) — (N,h) et : (N,h) — (P, k)

aplicagoes diferencidveis. Entao

Vd(i o ¢) = dip o Vde + Vdi(de, do); (3.2)

T(1) 0 @) = dip o T(¢) + tracoVdiy(de, do). (3.3)
Em particular, se ¢ e sdao totalmente geodésica entao 1o ¢ também €, e se ¢ é harmonica
e Y € totalmente geodésica entao 1 o ¢ é harmonica.
Demonstracao: Sejam X e Y campos de vetores em M. Entao,
Vd($o¢)(X,Y) = V¢ TP (dy.deY) - d(y o ¢). VY

= (VY LT dp)do.Y +dp.Vi N (de.Y) — dy.dpViEY

= (Vi d)dg.Y +dp(Vy TN (do.Y) — dpVY)

= Vdiy(dp.X,d¢.Y) + dp(Vdp(X,Y)).
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Tomando o traco, segue que

tr(Vd(y o ¢)) = tr(Vdi(de, dg)) + tr(dp(Vdg)).

Portanto,
T(Y o @) =trVdy(de, do) + ¥ (7 (),

e concluimos a demonstracao.

Observacao 3.1.8. E importante observar que a composta de duas aplicagcoes harmonicas,
em geral, ndo é harménica. De fato, considere as aplicagoes f : R — R?, f(x) = (z, ax+D)
eg: R — R, glz,y) = 2> — y®. [ € harménica pois é uma geodésica em R* e g é
harménica pois g é uma fun¢do harmonica, isto €, Ag = 0. FEntretanto, go f : R — R,
go f(z) = (1 —a?®)x?® — 2abx — V?, e se a # *1, go f nao é harménica, pois d*(go f) # 0.

Uma das principais técnicas para estudar aplicacbes harmonicas é a utilizacao da Anélise
e Geometria Complexa. A principal motivacdo para esta abordagem é o caso de fungoes
holomorfas f : C — C. E conhecido da An4lise Complexa que se f = u + iv é holomorfa,
entao as partes real e imaginaria de f sao harmonicas, isto é, Au = 0 e Av = 0. Por outro
lado, dada uma funcdo harménica u : R? — R, existe uma funcdo harmonica v : R? — R
(chamada harmonica conjugada) tal que ¢ = u + iv é holomorfa. Assim, neste caso, o
conceito de harmonicidade é equivalente ao conceito de holomorficidade. A idéia é tentar
reduzir o estudo de aplicagoes harmonicas ao estudo de aplicagdes holomorfas, num contexto

mais geral do que apresentado acima. Algumas justificativas para isto sao:

e Aplicacoes holomorfas (equagdes de Cauchy-Riemann) sao sistemas de equagoes dife-
renciais parciais de la. ordem, j4 aplicagoes harmonicas (equagoes de Euler-Lagrange)
sao sistemas de equacoes diferenciais parciais de 2a. ordem. Em Analise, isto é conhe-

cido como reducao de ordem do problema.

e Aplicacoes holomorfas sao mais “tratdveis” que aplica¢oes harmoénicas (pelo menos a
principio) e os métodos de Geometria Complexa e Geometria Algébrica podem ser
utilizados.

Historicamente, o uso de métodos de analise complexa no estudo de aplicacoes harmonicas
iniciou-se com Weistrass, no caso de superficies minimas em R3.
Neste sentido, a proxima proposi¢ao tem consequéncias importantes quando M ¢é uma

superficie de Riemann. Antes, relembramos um fato elementar de Algebra Linear.
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Lema 3.1.9. Sejam V e W espacgos vetoriais de mesma dimensao e T :' V. — W uma

transformacado linear. As sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. Eziste X # 0 tal que {T(vy),T(v2)) = N\ (vy,ve), para todo vy, vy € V;
2. Existe A > 0 tal que |T(v)| = X |v| para todo v € V;

3. Existe {vy,...,v,} base ortonormal de V' tal que {T(v1),...,T(v,)} € base ortogonal

de W e T(v;) tem o mesmo comprimento, para todo i.

Quando uma transformacao linear satisfaz qualquer uma das hipoteses acima, dizemos que

T ¢ uma transformacao linear conforme.

Proposicao 3.1.10. Seja ¢ : M?* — N harmonica ¢ ¢ : P2 — M? uma aplicagdo

conforme. Entao 1 o ¢ é harmonica.

Demonstragao: Dado zy € P?, temos que d¢,, é uma transformacio linear conforme.
Pelo lema acima, existe uma base ortonormal {e;} de T}, P e uma base ortonormal {f;} de
Tyzo)yM tal que do,,(e;) = \f;, para todo ¢ = 1,...,n, com A > 0. Observando que ¢ é
harmonica, pois é conforme entre superficies, e usando a Lei da Composi¢ao vamos calcular

o campo de tensao (equagoes de Euler-Lagrange) em x:
2
T(og) = dpor(g)+ Yy Vdi(dp.e,do.e;)
i=1
2
= Y Vdb(Afi, M)
i=1

2
= MY Vd(fi, fi)
i=1
= X
Como 1 é harmonica, 7(1)) = 0 e assim 7(1) 0 ¢) = 0 e ¥ 0 ¢ é harmonica. |

Observacao 3.1.11. Pode-se provar um resultado mais geral: “Seja ¢ : M™ — N"
harmonica e ¢ : PP — M™ um morfismo harmonico. Entdo 1 o ¢ € harmonica.” A

demonstragdo pode ser encontrada em [9].

A proposicao acima diz que a equagao de Euler-Lagrange é invariante por transformacoes
conformes no dominio. Dessa forma, se M é uma superficie de Riemann podemos tomar um

sistema de coordenadas conformes complexas (£2,z), onde 2 C C ~ R? é um aberto de C,
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e entao uma aplicagdo ¢ : M —— N é harmonica se, e somente se, ¢ o z : § — N ¢é
harmonica. Desta forma, fica natural o uso dos métodos de Andlise Complexa quando M é
uma superficie de Riemann. Vamos agora deduzir as equagoes de Euler-Lagrange utizando

um sistema de coordenadas locais complexo para uma superficie de Riemann M.

Teorema 3.1.12 (Equagoes de Euler-Lagrange para Superficies). Seja ¢ : (M? g) —

(N, h) uma aplicagao diferencidvel. Entdo T(¢) = V¢ TN‘% + V¢ 1TN2—Z’.

Demonstragao: Dadop € M considere o sistema de coordenadas locais (U, ¢), com p € U,

normal e centrado em p. Seja {ey,ea} o referencial ortonormal em T,M, onde e; = — e

ox

€y = 8_y Assim a equagao de Euler-Lagrange (3.1) pode ser escrita como:

2

T(¢) = Y VI ™Ndp(e;)

=1

= V() + v e n

-1 0¢ -17TN (9¢
= v, N4V, TN
o Ox 5 Oy
como desejavamos. [ |
~ . . ~ . . 8¢
Observagao 3.1.13. Para simplificar a notagao, escrevemos simplesmente T(¢) = V% 3 T
Vo2
dy ay

Corolario 3.1.14. Seja M uma superficie de Riemann e (U,z) um sistema complexo de

coordenadas locais para M. Entao ¢ : M — N é harmonica se, e somente se, V il a—¢ =

Demonstracao: De fato, esta equacao é equivalente a V ol ad) + V ay [ |
No fibrado (¢~'T'N, 7, M), considere a estrutura complexa de Koszul-Malgrange deter-

minada por V¢ TN O coroldrio acima diz ¢ ¢é harmonica se, e somente se, % dz é uma

secdo holomorfa de (T°)*M ® ¢~'T'N (com relacao a estrutura de Koszul-Malgrange).

3.2 Aplicacoes harmonicas em grupos de Lie

Nesta secao vamos descrever as Equacoes de Euler-Lagrange para aplicagoes ¢ : M — G,

onde G é um grupo de Lie. Na sequéncia, iniciamos o estudo de aplicagoes harmonicas
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S? — U(n), descrevendo o funcional energia e estabelecendo a linguagem utilizada nos
capitulos seguintes.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e orientdvel, (G, (,)) um grupo de Lie
compacto com métrica bi-invariante, g sua algebra de Lie e wg a forma de Maurer-Cartan de
G. Lembre que o fibrado tangente T'G de um grupo de Lie G é trivial, e uma trivializacao
¢é dada pela forma de Maurer-Cartan. Em T'G consideramos a conexao de Levi-Civita

VE =d+ %wg, (3.4)
isto é, V§(s) = ds + [w, s] = X(s) + [w,s] onde s : G — g e X sao segoes de T'G. Dada
uma aplicagao ¢ : M — G, definimos o = ¢*(wg) o pull-back da forma de Maurer-Cartan
de G. Se G é um grupo de matrizes, usaremos a notacao (classica) a = ¢~1d¢. Temos que a
é uma 1-forma em M com valores em g. Considere ainda o fibrado (¢~'T'G, 7, M), pull-back
do fibrado tangente T'G por ¢, e

o 1
D=vV? TG:d+§a (3.5)

o pull-back da conexao de Levi-Civita de T'G. Note que « representa a diferencial d¢ €
C®(M, T*M @ ¢~ 'TG) na trivializacao ¢ 'TG ~ M x g.

Teorema 3.2.1 (Equacgoes de Euler-Lagrange). Seja ¢ : M — G wuma aplicagao dife-
rencidvel. FEntao

7(¢) = —d*«, (3.6)

onde d* é o operador codiferencial e a = ¢~*d¢ é o pull-back da forma de Maurer-Cartan de

G.

Demonstragao: Vamos calcular 7(¢) em um ponto p € M. Seja (U, ¢) sistema de coor-

denadas locais normal e centrado em p e {e;} um referencial ortonormal de 7M. Entao,

m(0) = Vi Tdo(er)

= > eddo(e)) + Slo(e.), doe.)

ei(ae;)) + %[a(ez)a a(e;)]
= Z Ve T ale)
= tlr_a(;o div «

= —d*a,

i



SE(}AO 3.2 e Aplicagoes harmonicas em grupos de Lie 50

onde a ultima igualdade segue do lema 1.2.27.
Corolario 3.2.2. ¢ € harmonica se, e somente se, d* o = 0.

Vamos agora considerar o caso onde M? é uma superficie. Na secao anterior provamos
que a Equagao de Euler-Lagrange é invariante por aplicagoes conformes. Da geometria dife-
rencial das superficies, sabemos que toda superficie admite um sistema local de coordenadas
conforme ([5], pagina 271). Entao, dada uma aplicagao diferencidvel ¢ : M? — G, por
abuso de notagdo vamos ainda escrever ¢ : Q — G, com ) aberto em R? (ao invés de
escrever ¢ o : ) — G, onde 2 € R? é um aberto e (£2, ) é um sistema de coordenadas

conforme). Neste caso, a equacao e Euler-Lagrange é escrita como

Ta = d'(¢7'dp) = {V% e <¢‘1d¢> (3))}+ {VZ{TG <¢ 0 < y) )}
- —gb ¢< )+ —¢! ¢< )
:ax(¢l¢) y(¢l¢)

e ¢ é harmonica se, e somente se,

7 (5) ra () =

Definimos as aplicagoes parciais

L L0
0= 8xe v =¢” 8y

e assim temos a = o, dr + oy, dy, com oy, ay € g.

O funcional energia é dado por

:%//Q|d¢\2dxdy:%//Q}qb_ldqb}zdxdy:%//Q\oz\dedy:%//ﬂ(a,a)dxdy,

onde (o, @) é o produto interno em g ® (R?)*. Assim,

p0) = 5 [ (@arady

1
= 5//(%®dx+ay®dy,ax®dx+ay®dy)dxdy
Q

— 1//(ozm,ozm)Jr(ozy,ozy)dxaly

Ll

dx dy.
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Vamos agora considerar G = U(n), o grupo unitario. Seguindo a notagao cldssica intro-

duzida em [34], definimos a 1-forma em M?
1 1
A=-a=-¢1d
5A=750 do,

e as aplicacgoes parciais

11,09 11 09
Ax_iax_igb o e Ay_ﬁay_ﬁqS 0_y’

com A,, A, € u(n). Usando as aplicaces parciais A, e A, podemos escrever:

.. 0 9 .
dA__ﬁwa—i__@yAw (3.7)
dA—l—[AA]——aA ——8A +2[A., A (3.8)
oY oy oo ’

Lema 3.2.3. Seja ¢ : M? — U(n) uma aplicagdao diferencidvel e A = %a = %gb‘l do.
Entio dA +[A, Al = 0.

Demonstragao: Primeiramente observe que dA+[A, A] = 0 se, e somente se, doz—l—%[oz, al =
0, pois dA + [A, A] = % (da + %[a, a]). Agora, como « é o pull-back da forma de Maurer-

Cartan de U(n), pelo teorema 2.2.2 temos do + 3[ar, a] = 0 e o resultado segue. |

Observagao 3.2.4. Considere a conexdo D = d+ A (equagio (5.5)) no fibrado ¢~ TU(n).
A expressao dA + [A, A] representa a curvatura desta conexdo. O lema acima diz que a

conexao D € plana, ou seja, tem curvatura nula.

Teorema 3.2.5. Seja M? uma superficie simplesmente conexa e A uma 1-forma em M?

com valores em u(n). Entdo,

Eziste ¢ : M? — U(n) harménica com A = 1¢7'dp <= { «'A=0
o A+ [A, Al =0.
Demonstracao: Suponha que ¢ é uma aplicagdo harmonica. Entao d*A nao é nada mais,
nada menos que a equacao de Euler-Lagrange (a menos de mulplicagao por %) e portanto igual
a zero. A outra equacao segue diretamente do lema 3.2.3. Para provar a reciproca, observe
inicialmente que como M? é simplesmente conexo temos 7 (M?) = 0 e consequentemente a
representagao da monodromia @, : m (M?) — U(n) é trivial. Como dA + [A, A] = 0, pelo
pricipio da Monodromia, existe uma tnica (a menos de translagao) aplicagao diferencidvel

¢ M? — U(n) tal que A = ¢~1d¢. Como d*A = 0, tal aplicacdo é harmonica, pois é
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solucao da equacao de Euler-Lagrange. [ |

Se M? é uma superficie de Riemann, seja (U, z) um sistema local de coordenadas complexo

para M. Escrevemos
A=A, dz+ A dz,

onde A, = $(A, —iA,) e A; = 1(A, +iA,), com A, A; € (u(n))® =~ gl(n, C). Nos préximos
dois lemas, demonstramos equagdes andlogas as equagoes (3.7) e (3.8), utilizando sistema de

coordenadas complexas.
Lema 3.2.6. ¢*A =0« 0A, + 0A; = 0.

Demonstracao: Usando as definicoes de A, e Az e dos operadores 0 e O temos:

0 0 , 1/0 0
<0x+za_y> (Ay _ZAy)JrZ(%_Z@_y) (Ap +1Ay)

0 0 0 0 1/0 0 0 0
—A, —i—A, +i—A, +—A | =As+im—A, —i—A, +—A
(8:): x 28:)3 y+zay x+8y y)+ (:): x—i—lx y — 1 «+ o

0 0
(et 5.

Agora, pela equagao (3.7) temos

N = = ==

5A2+8A2:0<:>£Ax+gAy:O<:>d*A:
ox oy

Lema 3.2.7. dA+ [A,A] =0 & 0A, — 0A; +2[A;,A,] =0

Demonstracao: Usando as definicoes de A, e A; e dos operadores 0 e 0 temos:

DA, — 0A; +2[As, A = i(%+ a%) (Ax+z'Ay)—1<£—zg) (Ag +iA,)

+2 A, +sz,A A
1 1 )
= 5( arA —|—Z )+§(—22[Ax,Ay])
1.
3!

0 8
<%Ay — —yAx + 2[A,, Ay]) .

Agora, pela equagao (3.8) temos

DA, — 0A: + 2 A A] =0 DA, — §A +2[Ay, A,] = 04 dA + [A, A] = 0.
Y

ox
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Teorema 3.2.8. Seja M? uma superficie de Riemann simplesmente conexa. Uma aplicagdo

diferencidvel ¢ : M? — U(n) é harmonica se, e somente se,

0A, + Az, A] =0, (3.9)
onde A = A,dz + Azdz € a metade do pull-back de forma de Maurer-Cartan de U(n).
Demonstracao: Seja A = %¢_1d¢. Se ¢ é harmonica, entao

d*A=0A,+0A; =0 (3.10)

dA+ [A, Al = DA, — 0A; +2[A;, A] = 0. (3.11)

De (3.10) temos que A, = —0A;. Substituindo esta tltima igualdade em (3.11) temos
2(0A, +[Az, A.]) = 0 e consequentemente DA, +[A;, A.] = 0. Reciprocamente, suponha que
0A, +[Az, A.] = 0. Usando as definicoes de A, e A; e do operador 0 temos:

- 170 .0\1 , 1 /0 .0 .0 0
8142 = 5 (% + Za—y> §(Ax — ZAy) = Z <%Ax — Z%Ay —+ Za—yAm -+ a—yAy) 3
1 . 1 ) 1 .
(A, A] = [§(Ax+sz),§(Ax —sz)} = — i 2[As, Ay).

Entao,

_ 1/0 ) ) )
OA. + (A5, Al = 5 (an + 8—yAy) — (aAy — gyt Q[Ax,Ay]) —0. (312

Igualando a zero as partes real e imaginéria da equagao (3.12) temos:

0 0
—A, +—4A, = d"A=0;
o + ay 0 & 0
2A—QA +2[A;, Ayl =0 & dA+[A Al =0
ox~ Y oy " = £Y= e
Entao, pelo teorema 3.2.5 temos que ¢ é harmonica. [ |

Uma interpretacao geométrica para o resultado acima é a seguinte: Seja C" = (M X
C™, 7, M) o fibrado trivial sobre M, com a métrica Hermitiana usual em cada fibra C". Em
C", defina a conexao D = d + A. Vamos decompor D nas partes (1,0) e (0,1). Assim
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onde D, = % + A, e D;= % + As. Note que U — A, e U — A; sao secoes do fibrado
End(C"). No fibrado C" considere a estrutura complexa de Koszul-Malgrange determinada
pela conexdao D. Desta forma C" passa a ser um fibrado vetorial holomorfo e uma secao
local o sobre um aberto U é holomorfa com respeito a D se, e somente se, D;o = 0.

Entao, (3.9) é a condigao para segao local A, : U — End(C") ser holomorfa com respeito
a D, ou seja, transforma segoes holomorfas (local) de C" em segdes holomorfas (local) de
c".

O objetivo central deste trabalho ¢ o estudo de aplicagoes harmonicas de S? em U(n),
que também sao conhecidas como esferas harmonicas em U(n). Note que neste caso M = S?,
e toda teoria desenvolvida acima pode ser utilizada. Uma das questoes centrais da teoria
de aplicagoes harmonicas é garantir a existéncia de tais aplicagoes (que nao seja a aplicagao
constante, que é uma solugao trivial). No nosso caso, teremos que responder a seguinte
questio: “Ewiste aplica¢io harmonica de S* em U(n) nao-constante ?” Para responder a

esta pergunta, vamos utilizar um resultado cldssico de Analise Global.

Teorema 3.2.9 (Sacks-Uhlenbeck [29]). Seja N uma variedade Riemanniana compacta que
nao é do tipo Km(1), isto €, m(N) # 0 e m(N) = 0, Vi > 1. Entdo existe uma aplica¢ao

harmonica nao-constante ¢ : S*> — N.
Pelo teorema acima, o teremos que verificar os grupos de homotopia de U(n).
Lema 3.2.10. 7, (U(n)) = Z, para todo n =1,2,3,... e m3(U(n)) =~ Z, para todo n > 1.
Demonstracao: Considere a fibragao
Un) — U(n+1) — S
e a sequéncia exata longa de homotopia
> T (87 — (U (n)) — m(U(n + 1)) — mu(S*F) — -

Note que se k +1 < 2n + 1 (o que é equivalente a k < 2n), entao w1 (S*") = 0 e
m(S* ) = 0, e assim 7, (U(n)) =~ m,(U(n + 1)), se k < 2n. Agora, se k = 1, entao para
todon =1,2,3,... temos k < 2n, e consequentemente,

m(U1) = m(U(2)) = m(U(3)) =~ ---

Mas U(1) é homeomorfo a S! e m,(S1) &~ Z. Vamos agora calcular m3(U(n)). Observe que

para n > 2, temos k = 3 < 2n e assim

m3(U(2)) =~ m3(U(3)) = m3(U(4)) =~ - - -
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Agora, para calcular 73(U(2)), considere a fibragao S' — U(2) — SU(2) e a sequéncia

exata longa de homotopia
— m3(SY) — my(U(2)) — m3(SU(2)) — m2(ST) — -+

Como SU(2) é homeomorfo a S temos que m3(SU(2)) & Z. Observando que 7;(S*) = 0, se

1 > 1, obtemos a sequéncia exata
— 00— mU2) —2Z—0— -,

e consequentemente, m3(U(2)) =~ Z. |

Uma consequéncia do lema acima é que U(n), se n > 1, ndo é uma variedade do tipo
Km(1) e pelo teorema de Sacks-Uhlenbeck, existe uma aplicacdo harmonica nao-constante
de S* em U(n), se n > 1.

Observacgao 3.2.11. Uma consequéncia do teorema de classificacao das aplicagoes harmonicas

em U(n) de Uhlenbeck é que toda aplica¢io harménica S* — U(1) é constante.



CAPITULO 4

Unitons

Neste capitulo, apresentaremos uma construcao fundamental devida a K. Uhlenbeck [34],
que basicamente ensina como construir uma nova aplicacao harmonica é : 52 — U(n), a
partir de uma aplicacio harmonica ¢ : S? — U(n), através da “adi¢io” de uma parcela
holomorfa chamada uniton. Exibimos um exemplo de uma aplicagao harmonica S? — U(4)
e provamos o Teorema de Valli [35], sobre o espectro da energia. Nas se¢oes 4.1, 4.2 e 4.3,

a variedade diferencidvel M serd M = Q C C (um dominio simplesmente conexo do plano),
ou M = S?. Na secao 4.5, M = S%.

4.1 Solucoes Estendidas

Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g e forma de Maurer-Cartan wg, e considere
¢ : M — G uma aplicagao diferenciavel. Como no capitulo anterior, definimos uma 1-forma
em M com valores em g por

1, i
A= §¢ (WG) = Ade+A5dZ,

onde A, e A; sdo as partes (1,0) e (0,1) de A. Seja g© a complexificacao da 4lgebra de Lie g.
Vamos considerar, nestas construgoes, a extensao da 1-forma A ao corpo C, mas por abuso
de notacao, ainda vamos denoté-la por A, isto é, A : TM — g®. Definimos a familia de

1-formas em M com valores em g© por
Ay=(1-XANHA. dz + (1 - VA dz,

56
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onde A € C* = C — {0}.

Teorema 4.1.1. Seja ¢ : M — U(n) uma aplicagio diferencidvel. Entio A = 1¢~'do,
com ¢ harmonica se, e somente se, dAy + %[AA, A\l =0,V eC.

Demonstragao: Lembre que dA + [A, A] = A, — 0A; + 2[A;, A.]. Entdo,

dAy + %[AA, A = 01— AHA, —0(1 = NA; +[(1 - AHA,, (1 - N A;]
= 0A, — N10A, — 0A; + NOA; +[A; — NAL A, — V1A
= 0A, — N10A, — 0A; + NOA: + [As, A] — NYAs, A — MAs, AL + [As, A
= MN(0A, —0A; +2[A;, A.]) — N HOA, — [As, A.]) + A0A; + [A., As])

Agora, se ¢ 6 harménica, os coeficientes de A1, A%, A7 sdo iguais a zero e dAy+3[Ax, Ax] = 0,
VA € C*. Reciprocamente, se dA, + %[AA, A, =0, Y\ € C* temos:

0A, — 0A; +2[A;,A)] = 0 (4.1)
0A, —[A5,A] = 0 (4.2)

A equagao (4.1) é equivalente a dA+[A, A] = 0. Somando as equagoes (4.2) e (4.3) obtemos
0A, 4+ 0A; = 0 = d*A e segue do Teorema 3.2.5 que A = %gb‘ldgb com ¢ harmonica. [ |

Para cada A # 0, defimos uma conexao D, = d + A, no fibrado trivial C" sobre M. O
teorema acima diz que A = %(;S‘ldgﬁ com ¢ harmonica se, e somente se, a conexao D) tem
curvatura nula, para todo A € C*.

Seja wg a forma de Maurer-Cartan de U(n). Se ¢ : M — U(n) é uma aplicacao
harmonica entao, pelo Principio da Monodromia, o Teorema 4.1.1 juntamente com fato de
M ser simplesmente conexo, garante que para cada Ay, existe uma tnica ®) : M — U(n)

tal que ®iwg = Ay, ou equivalentemente, @;ldq))\ = A). Assim,
O 10D\dz + 10D dz = (1 — AN A dz + (1 — \) Az dz,

e portanto, para encontrar ®, temos que resolver o sistema de equagoes lineares

(4.4)

0B, = (1—A"1)d A,
90, = (1—-\)d;'A;



SE(}AO 4.1 e Solugoes Estendidas 58

Como a solugao do sistema (4.4) é unicamente determinada pelo valor inicial de ®,(p), com
p € M um ponto base fixo, vamos tomar o valor inicial ®,(p) = I, onde I é a identidade do
grupo U(n). Sem perda de generalidade podemos supor que ¢(p) = I. De fato, definindo
d(x) = (¢(p)) " .¢(x), temos que se ¢ é harménica, entio ¢ também é harménica e ¢(p) = I.
Note que se A =1, dP; =0e &, = ¢(p) = I.

Teorema 4.1.2. Se ¢ : M — U(n) € uma aplicagdo harmonica com ®(p) = I, entao existe
um tinica ® : C* x M — (U(n))® = GL(n,C), ®(\, o) = ®y(e), satisfazendo (4.4) com

1.0, =1
2. &, =¢
3. ®y(p) = I, YA € C*

Além do mais, ® € analitica e holomorfa em X\ € C*. Se ¢ € unitdria, entao @, € unitdria
para || = 1.

Demonstracao: A existéncia e a unicidade seguem do teorema 4.1.1 e dos comentarios
acima. Note que ¢ é analitica, o que garante, junto com a integrabilidade do sistema (4.4)
a regularidade de ®. Observe que ®;'d®, = A, é equivalente a —d(®,")®, (pull-back &

direita da forma de Maurer-Cartan). Entao, podemos escrever o sistema (4.4) como

—00" = (1-A1HA9!
—0®,' = (1-N)A.9;!

O par de equagoes adjuntas é
(4.5)

Agora, se ¢ é unitdria, temos (A4,)" = A; ese |A\| = 1, temos A = A~'. Assim o sistema (4.5)

pode ser escrito como

—0(2) = —(1=A)(2y1)" Az
—0(21) = —(1=AT)(2) A,
e pela unicidade da ®, segue que (@;1)* = ®,, o que conclui a demonstragao. [ |

Reciprocamente, temos o
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Teorema 4.1.3. Suponha ® : C* x M — GL(n,C) analitica e holomorfa na primeira

varidvel, 1 = I e as expressoes

LN 10D,
1-x © 121

sao constantes em \. Entao ¢ = ®_y é harmonica.

-1 -15
Demonstragao: Seja A = %gb_ldgb = A.dz + Azdz = (f)‘ iq_)i‘ dz + (I)f 8()1\))‘612’. Entao a
familia de 1-formas Ay = (1 — A1) A, dz + (1 — \) A dz serd
@ 10D OO0, _ Ea o _
Ay=(1-=2"1 1A_ )\_i‘dz +(1-)) f_ )\Adz — 0;10D,dz + 10D dz = B dD,,

ou seja, cada Ay é o pull-back da forma de Maurer-Cartan. Segue da equacao estrutural da
forma de Maurer-Cartan que dA, + %[AA, A, =0, YA € C*. Pelo teorema 4.1.1, temos que

¢ = ®_1 é harmonica. [ |

A aplicagao @ : C*x M — GL(n,C) é chamada de Solugao Estendida ou Aplicagao

Harmonica Estendida da aplicagdo harmonica ¢ : M — U(n).

4.2 Variedades de Grassmann

Nesta se¢ao enunciaremos, sem demonstragoes, os principais resultados referentes a vari-
edades de Grassmann que utilizaremos a seguir. Uma referéncia completa para o assunto é
[19].

Teorema 4.2.1. Seja
GL(C™) = {W C C"(subespago vetorial) : dime¢ W =k},

o conjunto formado por todos os k-planos em C". Entao Gi(C") possui uma estrutura de

variedade complexa. Tal variedade é denominada Variedade de Grassmann.
Demonstracao: Ver [19] pdgina 133.
Teorema 4.2.2. A variedade de Grassmann G(C") é uma variedade Kdhler.

Demonstracao: Ver [19] pagina 160.
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Em C", consideremos a métrica Hermitiana canonica. Um elemento de G(C") pode ser
considerado ou como um subespaco vetorial k-dimensional W, ou como a projecao ortogonal
Hermitiana sobre W. Com esta tltima interpretagao, podemos identificar G(C™) com o
subconjunto de matrizes complexas n x n, p, tais que p?> = p* = p, onde, p* = p’ e posto

p = k. Definimos a aplicagao
L Gr(C™) — Goi(CY)
que associa a cada subespaco W C C" o seu complemento ortogonal Hermitiano W+.

U(n)
Uk)xU(n—k) "

G(C™) é uma variedade compacta. Observe porém que, vista desta forma, nao é claro que

Como espago homogéneo, temos G(C") = Assim, segue diretamente que

Gr(C™) é uma variedade complexa.

Definicao 4.2.3 (Espacos Simétricos). Dizemos que um espago homogéneo G/H ¢é um

espago simétrico de existe o € Aut(G), com o® =1, tal que H = Fiz(o).

Proposicao 4.2.4. Suponha que G é um grupo de Lie compacto, 0 : G — G, 0 =1
e H = Fix(o). Entio a aplicagio ¢ : G/H — G, definida por c(gH) = go(g™'), é
um mergulho de G/H em G totalmente geodésico. FEsta aplicagio chama-se Inclusdo de
Cartan.

Demonstragao: Ver [7] pagina 77.

No caso da variedade de Grassmann G(C") a inclusdo de Cartan é definida por

c: Gy(C") — U(n)

a »—>a—al.

Desta forma, identificamos G(C™) com o seguinte subconjunto de U(n):

Gr(C") = {A € U(n) : A* = I e dimensdo do auto-espago associado ao autovalor 1 é k} .

Dada uma aplicacao diferencidvel p: M — G1(C"), definimos p~: M — G,_,(C") como
sendo a composta de p com +. Seja p o subfibrado do fibrado C* = M x C", com fibra
Pe = p(x), v € M.

Note que a associacdo p — p define uma correspondéncia 1 — 1 entre aplicagoes diferen-

ciaveis p: M — G(C") e subfibrados vetoriais diferenciaveis de C" de posto k.
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4.3 Unitons

Definicao 4.3.1. Seja ¢ : M — U(n) uma aplicag¢ao diferencidvel. Uma aplicag¢ao
p: M — Gi(C") é chamada de uniton para ¢ se

0
L B = =
e
prA.p=0. (4.7)

As equagoes (4.6) e (4.7) sao equivalentes a

0
D (& + Az) pt=0 (4.8)

JPAEPL =0; (4.9)
onde As = %gﬁ_lg(b e A, = %gﬁ_lagﬁ.

Vamos dar uma interpretagao da definicao acima. Seja C*°(p) o conjunto das se¢oes do

subfibrado p. Lembre que (% + Ag) é a parte (0,1) da conexdo D = d+ A. Entao a equagao
(4.6) é equivalente a

0

D:(s) = <£ + Ag) (s) € C=(p), Vs e C™(p);

ou seja, p ¢ um subfibrado holomorfo de C" com respeito a estrutura holomorfa de Koszul-

Malgrange determinada pela conexao D. Agora, a equagao (4.7) é equivalente a
A.(s) € C™=(p), Vs €p;

ou seja, p € invariante pelo endomorfismo A..

Vamos agora demonstrar o principal teorema da secao.

Teorema 4.3.2 (Uhlenbeck). Seja ¢: M — U(n) uma aplica¢ao harmonica e p: M — G (C")

um uniton para ¢. Entao, a aplicagcao produto

¢=0o(p—p-): M — U(n)

é harmonica.
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Demonstragao: Seja ® : C* x M — GL(n,C) a solucao estendida de ¢. Definimos
d: C*x M — GL(n,C) por &, = ®,(p + Ap*). Vamos mostrar que ® é uma solucio

estendida. Observando que é;l =(p+ A‘lpl)q);l e calculando as derivadas parciais 0@, e

5&)/\, temos:
—p(Op* + A.pt) + Ap(9p*t + Apt)} '
100, = (1—N){\"'pt(@p+ Ap) + (As + 9p) (411)

—pAzpt — pt(Op + Azp) + A\pAzpt}
Agora, como p é um uniton para ¢, as equagoes (4.10) e (4.11) podem ser escritas como
®510Dy = (1 - A7")(A. — dp), (4.12)
100y = (1 — \)(As + 9p), (4.13)
d1lod, 510D,

=SSPy

é uma solucao estendida e

e assim as fungoes nao dependem de A. Entéo, pelo teorema 4.1.3, ®

=0 (p—p)=dlp—p")=0¢

¢ harmonica. [ ]

Corolario 4.3.3. Se A=1¢7'dg e A= %qz;_ldgz;, ent@o

AZ:AZ—ﬁp

1212 = Ag —|—5p

Demonstragao: Basta observar que

I D P 1
A= §¢_13¢ = §‘I>ja®—1 =51 = (=1))(A: — dp) = A, — Ip.
De forma andloga chegamos a expressiao para As. [ |

Este processo de obter novas Aplicagbes Harmonicas a partir de uma aplicacao dada

chama-se Adicao de Uniton. Observe que se ¢ é uma aplicacao constante, adicionar
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um uniton consiste na multiplicacao da aplicacao constante por uma funcao holomorfa
p: M — Gi(C") (e se M for uma variedade Kéhler, p tal aplicagdo holomorfa serd

harmonica).

Uma pergunta natural neste momento é como construir um uniton. Dada uma aplicacao
harménica ¢ : M — U(n), lembre que p : M — G(C™) é um uniton para ¢ se, e somente

se:

1. p é um fibrado holomorfo em relacao a estrutura complexa de Koszul-Malgrange de-
terminada por D? = d + A?;

2. AZ:]_3—>Q.

Neste caso, A, : U — End(C") é uma aplicagdo (segdo) holomorfa (com respeito a tal
estrutura) e assim, para cada x € U C M temos (A,), : C* — C" um endomorfismo e
Im(A,), e ker(A,), denotam a imagem e o nticleo desse endomorfismo. O fato de A, ser
holomorfa, implica que dim Im(A,), é constante, exceto em um conjunto finito de pontos

isolados. Denote por M’ o conjunto aberto tal que dim Im(A,), é constante.

Definigao 4.3.4. Considere A,|y : M x C* — M’ x C" a restrigio de A, ao aberto
M'. Definimos ny o fibrado nicleo de A, |y, isto €, n, = {(p,v) : A.(p)(v) =0,pe M'} C
M x C™.

Lema 4.3.5. Se ¢ : M — U(n) uma aplica¢ao harmonica entao ng € um fibrado holomorfo

em relacdo a estrutura complera de Koszul-Malgrange determinada por D® = d + A?.

Corolario 4.3.6. Seja ®) uma solugcao estendida para ¢ e n C n, qualquer subfibrado de
N homorfo em relagdo a estrutura compleza determinada por D?. Denote por p a aplicagdo
Grassmanianna referente a este subfibrado(lembre que existe uma correspondéncia entre sub-
fibrados de posto k em C" e aplicagées p : M — G(C")). Entio 5 = ®x(p+ Apt) € uma

solugao estendida.

Observacao 4.3.7. O Lema acima diz que o fibrado nicleo € um uniton e qualquer subfibrado
holomorfo contido no fibrado nicleo também serd um uniton [34],[36]. Da mesma forma, o
fibrado imagem € um uniton e qualquer subfibrado que contém o fibrado imagem também é

um uniton.

Definicao 4.3.8. Um uniton p é chamado de uniton bdsico se, e somente se, p C kerA, ou
p D ImA,.



SECAO 4.4 ¢« Um exemplo de aplicagio harménica em U (4) 64

A nocao de uniton bésico serd utilizada no Capitulo 5, onde mostraremos que qualquer

aplicagao harmonica S? — U(n) é composta por um produto de unitons basicos.

Observacao 4.3.9. O conceito de uniton foi estendido para grupos de Lie simples e compacto
em [2].

Observagao 4.3.10. O conceito de uniton foi estendido para aplicagoes ¢ : M™ — U(n),
onde M™ ¢é uma variedade complexa de dimensao m (nao necessariamente uma superficie

de Riemann) em [25].

4.4 Um exemplo de aplicacao harmoénica em U (4)

Nesta se¢ao vamos exibir um exemplo de uma aplicagao harmonica em U(4), composta
por mais de um uniton. No capitulo 3, provamos que aplicagoes harmoénicas sao invari-
antes por transformacgoes conformes no dominio. Vamos utilizar este resultado considerando

5% = CU {oo} e como dominio da construgao C.

Iniciamos com qualquer aplicagdo constante ¢y : S? — U(4). Note que neste caso a
1-forma A% ¢ identicamente nula e a conexdao D% = d + A? = d é a conexao trivial em

C* = S? x C*. Considere a aplicacio
po:S? — {0} = C — G1(C*) ~ CP?

dado por z —— po(z) = proj W, onde W, é o subespago gerado por (z,1,0,0) e proj W, é a

projecao ortogonal Hermitiana no subespago W,. Explicitamente,

 [((mEZF )z viZ+ v
pO(Z)(U)_< 1 g1 0l

onde v = (vy,v9,v3,v4) € C! Fixando a base candnica, temos as matrizes de pg(z) e

Py (2) =1 —po(z)

2z A 0 1 —2z 0
2z+1 zz+1 zZz+1 zz+1
w)=| 2 1 gl )= 2 _*F BE
2z+1 zz+1 zZz+1 zz+1
0 0 00 0 0 10
0 0 00 0 0 0 1



CAP. 4 ¢ Unitons

65

A partir daqui vamos escrever somente py = po(z) para simplificar a notagao. As derivadas

parciais de pg sao

z 1
(zz+1)2 (22+1)2

Opo = —Z —Z
(zz2+1)2 (22+1)2

0 0

0 0

0

0
0

0

0
0

z —Z
(224+1)2 (2z2+1)?
1 —z
(zz+1)2 (22+1)2
0 0
0 0

Entdo pgdpo = 0 e assim py é uma aplicacdo holomorfa. Adicionamos o uniton py a aplicacio
¢ e obtemos a aplicagao harmonica

¢1 = do(po — pp)-

Para encontrar um uniton para ¢, devemos tomar um subfibrado p; do fibrado nicleo do
endomorfismo A%, holomorfo com relagao a estrutura complexa determinada por D?'. Pelo
corolario 4.3.3, temos

A¢1 —
z
AP =

Afo — Opo = —0po;
Ago + dpo = Ipo,

pois como ¢, é constante, A% =0 e A?O = 0 . Considere a aplicagao
p1:S? —{x} = C — G,(C* =~ CP?

dado por z — p;(2) = proj H,, onde H, é o subespago gerado por (0,0, z,1) e proj H, é a
projecao ortogonal Hermitiana no subespaco H,. Explicitamente,

pl(z)@):((]’o’ 24+1 0 2241

(v3Z +v4)z v3Z + U4)

onde v = (vy,v9,v3,v4) € CL Fixando a base canodnica, temos as matrizes de pi(z) e
pf(z) =1 —pl(z)

10 0 0
00 0 0
01 0 0
00 0_ 0 1 s
m(z) = Z z Copi(z)=| 00 — = ;

00 11 Zil—i-l zZ2+1 zz+1

00 — _ _z 2z

zZz+1 zz+1 0 0 — —
zz+1 zz+1
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As derivadas parciais de p; sao

0
0

opr = 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
z B z —22
(224+1)2 (22412 |5 I = (zz+1)2 (2412 |
—z2 -z 1 —z
(zz+1)2 (22+1)2 (zz2+1)2 (22+1)2

Agora, para verificar que p; é um uniton para ¢;, vamos mostrar que este sub-fibrado satisfaz

as equagoes de uniton (4.6) e (4.7). De fato,

1
0

pr AL p 0

= 0.

=
prop1 =
1
0
prAL D = 0
0

=0.

0
1

0

0
0
1

z 1
8 Gzr1? (zre O° 8 0 8 8
—z 9 _ 2z z
s _3 0 0
z z+1 z+1
zZz+1 (224—1)2 (22+1)2 0 2z + 2z +
27 0 0 0 0 0 0 z 1
zZz+1 0 0 0 0 zZz+1 zz+1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 —2 2 —2?
2Z+1 22+1 (z22+1)2 (22412 [ =0
—Z 2z 00 1 —
zZz+1 zz+1 (22412 (2z2+1)2
2
0 = A VA 0 0
o || G G 00 o 0
—2z ) 0 z —22
—z - —

z 1) )2
zZ+1 ZF1? (T ie 0 (22 ) (2% )
2z 0 0 0 0 ] .
zz+1 0 0 0 0 (22+1)2  (22+1)2

Assim, p; é um uniton para ¢; e

¢2 = ¢1(p1 — pi) = do(po — Py) (p1 — P)
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¢ uma aplicagao harmonica. Tomando ¢y = Id, temos aplicacao

—z_z—i—l j2z 0 0
zZ+1 zZz+1
-2z —1+ 2z 0
zZ+1 zZz+1
P2(2) =
0 0 —Z_Z—i-l j2z
zz+1 zz+1
0 0 -2z -1+ 2z

zz+1 zz+1

Note que a aplicagiao ¢, toma valores em G5(C*) C U(4). De fato, primeiramente observe
3

que ¢2 = Id, ou equivalentemente, ¢, : S* — GR(C*), onde GR(C*) = UGk(C4).
k=1

Portanto a imagem (vista como um operador) é uma projegao hermitiana sobre um ;ubespago
de C* Para determinar a dimensao de tal subespaco, devemos calcular a dimensdo do
autoespaco associado ao autovalor 1. Um calculo direto mostra que o polinémio caracteristico
de ¢o(2) é (A\* —1)(\? — 1), para todo z € C. Assim, o auto-espago associado ao autovalor
1é V(1) =ker(¢o(z) — I). Mas,

227 -2z

0 0
zz+1 zz+1
-2z —2
0 0
z2z+1 zz+1
P2(2) — I =
0 0 ?22 jQZ
zz+1 zz+1
-2z -2
0 0
zz+1 zz+1

tem nulidade 2 para todo z, e portando dim V(1) = 2. Assim, concluimos que ¢y : S? — G(C*).

Considerando ainda ¢, como uma aplica¢io na variedade de Grassmann G5(C*), observe
que ¢y ndo é holomorfa (com relagao & estrutura complexa canonica em G3(C?)). De fato,

uma aplicacdo h : S? — G;(C") é holomorfa (com relacao & estrutura complexa canonica
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em Gj(C")) se, e somente se, h-0h = 0. Através de um calculo direto temos:

22Z 2
7zz E z 0 0
zz+1 zz+1
2z 2
0 0
. zz+1 zz+1
¢y (2) =1 — ¢a(z) =
22z 2z
0 0
zz+1 zz+1
0 0 2z 2
zz+1 zz+1
e
222
0 —_— 0 0
(zz2+1)2
-2 2z
0 0
B (224+1)2 (2z2+1)?
8(;52(2) =
222
0 0 0  E——
(22 4+ 1)?
—2 2
0 0 -

(224 1) (2z2+1)?
E assim ¢3d¢, # 0. Concluimos entdo que ¢, é uma aplicacdo harménica nao-holomorfa.

Observacgao 4.4.1. Foi provado por Sacks-Uhlenbeck [29] que qualquer aplica¢do harménica
¢ : R? — N, com FE(¢) < oo possui uma tUnica extensio a uma aplicagio harmonica
é : 82 — N, onde N é uma variedade Riemanniana compacta. Veja também [9] para

maiores detalhes.

Observagao 4.4.2. A classificagdo das aplicagoes harmonicas em G5 (C?) foi feita por J. Ra-
manathan. Esta foi a primeira classificagao de aplicacoes harmonicas em variedades que nao
eram espagos projetivos. Em seguida, Chern-Wolfson e independentemente Burstsal-Wood
classificaram as aplicagbes harmonicas em Gi(C"), onde k = 2,3,4,5,6. Finalmente, Uh-
lenbeck forneceu uma classificagao de todas aplicagoes harmonicas em G (C™), k arbitrério,

via classificacdo das aplica¢oes harmonicas em U(n).
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~

4.5 A relagao entre as energias E(¢) e E(¢).

Nesta secao vamos estabelecer a relacao entre a energia de ¢ e ¢. Comecaremos com
alguns resultados de topologia que serao tteis na demonstragao dos teoremas a seguir. Nesta
secao M = S2.

Definicao 4.5.1. Dada uma fungao f : M — Gi(C"), definimos o grau topolégico gr(f)

de f como o grau algébrico da aplica¢ao induzida na cohomologia:
[ H*(Gp(CY,Z) 27 — H*(M,Z) = 7

Como todo homomorfismo h : Z — Z é da forma h(z) = c.z, o grau da aplicagao é a
constante ¢ e portanto gr(f) = f*(Lyz2(g, () € H*(M). Equivalentemente, se @ é a forma
Kéhler em G(C") normalizada de modo a ser um gerador positivo de H?(G}(C"),Z), temos

wlh) = [ 1@
M
Proposicao 4.5.2. Seja f: M — G(C™). Entdo temos

gr(f) = —ap),

onde ¢1(p) € a primeira classe de Chern do fibrado p C M x C", associado a f.

Demonstragao: Seja £ o fibrado tautoldgico sobre G (C™) cuja primeira classe de Chern

c1(€) avaliada num gerador candnico é -1. Considere o seguinte diagrama

o Ck

fe— ¢

|,

M —— G(C")

Entao,

e o resultado segue. [ |
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Teorema 4.5.3 (Lichenerowicz). Seja f : M — N wuma aplicagao diferencidvel entre

variedades compactas Kdhler. Entao a quantidade

| (wore=1niF) = [ r@

¢ um invariante homotépico de f, onde & ¢ a forma Kihler em N, Of e Of denotam as

partes (1,0) e (0,1) da diferencial de f, respectivamente.

Demonstracao: Ver [9], pagina 48 [ |

Seja agora ¢ : S? — U(n). Definimos A = 1¢7'd¢ = A,dx + Aydy a metade do

pull-back da forma de Maurer-Cartan. Foi visto anteriormente que
B@) =2 [ (4.4
S2

onde o produto interno ¢ o do espaco u(n) ® T*(S?) e em u(n) tomamos o produto interno
usual (A, B) =Tr(A.B*), onde B* = B'. Entio ¢ é harmonica se, e somente se, d*A = 0.

Podemos considerar S? = CU{oo} e usar coordenadas complexas. Dessa forma ¢ : S? —
Un)e A= Ltp7ldp = A.dz+ Azdz, com —A; = A}

2
Lema 4.5.4. E(¢) = 2/ (A A) = —8/Tr(Az,Az)
2 C

S
Demonstragao: Primeiramente, lembre que A; = 1(A4,+i4,) e A, = 1(4,—iA,). Entao,

A, = A+ A,
A, = i(A, — A)
A = —A - A,

Af = (A — A)

Y

E assim,
2/ (AA) = 2 (AA) = 2/ (As, Ay) + (A, Ay) = 2/ Tr(Ag, AL) + Tr(Ay,AZ)
S2 2 S2 S2

Tr((A, + Az).(—As — A,)) + Tr((1A, —iAs).(iAs — iA,))

I
DO

I
ﬁ\ﬁim\

—2Tr(A,.As) — 2Tr(As.A,)
— 2 [ —4Tr(AL,A)

Tr(Az A,),

|
|
> 5
o
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pois Tr(A,.A;) = tr(A;.A,). |

Teorema 4.5.5 (G.Valli). Seja ¢ : S*> — U(n) uma aplicagio harmoénica. Seja ¢ =
d(p—p™*) a aplicagao harménica obtida de ¢ pela adi¢io do uniton p. Se AE, = E(gz;) —E(¢)
e ci(p) € a primeira classe de Chern do fibrado p C S2 x C", entao

AE, = —8mci(p).
Demonstragio: Como A = %q@‘ldgz; = A,dz + A.dz, sabemos que

A dz = A, —0p

0z g (4.14)
AgdZ == Ag + 8]9
Utilizando integracao por partes e observando que E(¢) = —8 / r(Asz, A,), temos
o
%E(@ = /TT(A A+ /Tr(gpﬁp)—i-/Tr(ap.Ag)—/TT@p.AZ)
C C C
%AEP = /|8p\2 /T’/‘ Op.Az) — /Tr(gp.AZ)
C
= [1ov2+ [ 10004 - p042) - [ TrEpA) - (154
C o o
= / |Op|* + / Tr(0(p.Az) — (p.0A;) — d(p.A.) + (p.0A,))
C C
= [ 1w+ [ TrOA + OpAD) - (p042) + (pTA)
C o
= [+ [ Tr(-poay + (p3A).
C o
Lembrando que
0A, +[A;,A] =0
0A: +[A;, Az] = 0;
temos
lAEP = / |8p\2—|—2/T7"(p.[AZ,A5]). (4.15)
8 C C

Agora usando o fato que p?> = p* = p e pt = (1 — p), e lembrando da definicao do nosso
produto interno (A, A) = |A|?> = Tr(A.A*) e Tr(A.B) = Tr(B.A), onde A, B € M,(C),
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temos

lp-0p® + [popl> = Tr((1—p)op.(1 —p)dp)*) + Tr(pdp.(p Op)*)
= Tr((0—pdp).(p — dp.p)) + Tr(p pdp.p)
= Tr(0pdp) — Tr(0pdp.p) — Tr(p dpdp) + Tr(p Opdp.p) + Tr(p dpdp.p)

= Tr(9pdp)
= |op]*.
De forma andloga temos
|0p|* = |p~0p|* + |p~p|*. (4.16)
Agora, como p é um uniton, temos p* (5 + Ag) p = 0, ou equivalentemente, ptdp = —ptAzp.
Assim,
P Op* = Al = —Tr(p- AsppAup™) = =Tr(p~AspA.)
= _T0((1— p) AspA.) = —Tr(AspA.) + Tr(pAspA.) = —Tr(AspA.) + Tr(pAsA.)
= —Tr(A:ppA.) + Tr(pA:A.p)
propl* = |pA:f® — |Azpl*.

Temos ainda:
Tr(pfA., As]) = Tr(pA.As) —Tr(pAsA,) =Tr(pA.Asp) — Tr(pA:A.p)
= —|pA.]* + |Apl® = —[ptIp|*. (4.17)

Substituindo as equagoes (4.16) e (4.17) em (4.15) temos:

1 . .
88, = 1ok +2 [ Trplanad = [ltonP + 90— 2 [ 10pP
C C C C

8 p
= /(IpLﬁpl2 — |p™opl?). (4.18)
o
A idéia agora é usar o teorema de Lichnerowicz. Para isso vamos calcular a diferencial
exterior da aplicacao (p — pt) : S — G1(C"):
d(p—pH)I? = Aldp[* = 16|9p|* = 16(|p" Op|* + |p" Ip|*)
= 8(lp*opdz|® + |p*Ipdz]?))

e assim as partes holomorfa e anti-holomorfa da aplicacdo sdo v8ptdpdz e /8ptdpdz,

respectivamente. Pela proposi¢ao 4.5.2 e pelo teorema 4.5.3 concluimos que:

588, = [ (o = ) = [ -1 (@) =m0 - ) = ~Clhlp
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onde C'(k) é uma constante que depende somente de k = posto de p.
Vamos mostrar que C'(k) = 87 para cada k, calculando explicitamente o segundo membro

da equacao (4.18). Inicialmente, tome n =2 e
p={(z,v)lv=(z1),a € C} U{(o0,v)|v = (a,0),a € C} C 5* x C?

o fibrado de linha tautolégico sobre S? 22 CP' com primeira classe de Chern igual a —1.

Definimos a aplicacao p como:

p:S*—{c} — End(C?

Z e ((v1, v2) (C2 )
U1, vV2), Z71
(v1,v2) +— eS| (z,1),

ou seja, p(z) é a projecao ortogonal Hermitiana sobre o subespaco 1-dimensional gerado por

(z,1). Explicitamente,

(V1Z + v9)z v1Z + Ug)

p(z)(vl,vg):< 2z24+1 7 zz4+1

Fixando a base canonica de C?, temos a seguinte matriz do operador p(z):

2z z
zz+1 zz+1
[p(z)]can = ;
z 1
2z+1 zz+1

e a partir de agora, para simplificar a notac¢ao, vamos escrever somente p = p(z) e estaremos

pensando na matriz do operado, na base fixada. Assim,

1 —z
. zz4+1 zz+1
pr=1-p= ;
-z z2Z
zz4+1 zz+1
e as derivadas parciais de p sao
z 1 2 —22
(2z+1)2 (224 1)? B (22+1)2 (22+41)?
dp = ; Op= ;
— 72 —Z 1 —z
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Lembre que |ptdp|> = Tr(ptdp.(ptdp)*) = Tr(ptdp.0p.p*t). Da definicao das matrizes

acima segue que:

z —22 z 1
B (zz4+1)2 (2z2+1)2 (22+1)2 (22+41)?
Op.p- = , phOp = ;
1 —z —72 —Z
(224+1)2 (2z2+1)? (224 1)? (22 +1)2
2241 —z—Zz2?
B (zZz+1)* (z2+1)%
pt.0pdpp- = :
-2 -z 2242z
(zZz+1)2 (z22+1)*
1
1 2 __
e portanto |p—dp|* = m

Finalmente, note que pdp = 0 e consequentemente |p=dp|?> = 0 e portanto,

1

S
Gzi12 0

AE, =8 /(IpL0p|2 — |pop|?) = 8/
C C

e daf segue que C'(k) = 87. Por um calculo anédlogo determinamos a mesma constante no

ponto co. Para o caso geral, escolha soma diretas de copias de p com produto S2xC™ m

Observacao 4.5.6. O teorema de Valli reponde a questao proposta por Uhlenbeck em [34]:

“ Eriste uma interpretacao topologica para o uniton” ?



CAPITULO 5

Unicidade da Fatoracao

Neste capitulo, demonstraremos que toda aplicagdo harmoénica S? — U(n) pode ser
fatorada num produto finito de wunitons, de forma tunica. Este resultado é devido a K.
Uhlenbeck [34]. Apresentaremos aqui uma interpretagao deste resultado dado por Wood em
[36].

5.1 Um Teorema de Existéncia e Unicidade de

Fatoracao

Seja ¢ : S? — U(n) uma aplicagao harmonica. Dizemos que ¢ é fatordvel (com produto

de k unitons) se podemos escrever

¢ = do(Br — B1) .- (Br — Bi), (5.1)

onde ¢g : M — U(n) é uma aplicagao constante e para cada i = 1,...,k, 5; é um uniton
para ¢;_1 = ¢o(B1 — BL) ... (Bii1 — Bi- ). Observe que se k = 0, temos ¢ = ¢y. A expressao
(5.1) é chamada fatoragdo de ¢.

Uhlenbeck [34] provou que qualquer aplicagao harmonica ¢ : S — U(n) é fatordvel com
produto de k unitons, com £ < n — 1. Vamos dar aqui um método algébrico simples de
fatoragao devido a Wood [36], andlogo ao método de Iteragao de Aplicagao de Gauss utilizado
para caso de aplicacoes harmonicas em Grassmannianas. Este método tem a vantagem que
os unitons envolvidos na fatoragao sao todos wunitons bdsicos. Iniciamos com dois lemas

auxiliares.

75
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Lema 5.1.1. Seja ¢ : M — U(n) uma aplicagao harménica e o um uniton para ¢. Entao

a D ImA? «— ot lerAf,

—_— "z

onde ¢ = dla— at).

Demonstracao: Derivando aa’ = 0 temos,

0 L 9 1\ _
(aa)a —I—a(aa)—o,

0 0
e portanto, (a—a) at = —a < l). Pelo corolario 4.3.3, temos
z

&CM
Ag’ozL = <Af — agoz) at = A%at — (aﬁa> at = A%t +a (agoﬁ> .
2 2 2
Note que
Ai’ozL =« (Af + (%) at —at A% +at AL (5.2)

De fato, usando o 4+ ot = I, temos que

0 0
oY (Af + 8_) at —atAa+atA? = adlat + oza—al —at Ao+ at A2
z z

= aA%t + ozgozl +atA%(—a + 1)

0z
0
= aA%* + oza—ozl +atA%at
2
9 1

= (a+ah)Ala” +a—
(v +a)A%a an-a
= A‘z’ozleozgozL
‘ 0z
= A%* .

Como « é um uniton para ¢, o primeiro e o segundo termo de (5.2) sdo nulos, e portanto,
Afat = atA?. O lema segue observando A?a* = 0 se, e somente, at C kerA? e a=A? = (

se, e somente se, ImA? C a. ]

Lema 5.1.2. Sejam E e F fibrados holomorfos de mesmo posto r sobre uma superficie de
Riemann compacta M de génerop e B = A®dz uma seg¢io holomorfa de (T"°M)*® L(E, F),
isto €, B € uma 1-forma holomorfa com wvalores em L(E,F). Se A é um isomorfismo em
cada fibra entdo c1(F) > ¢1(E)+1r(2—2p), onde ¢1(F) e ¢i(E) representam a primeira classe
de Chern dos fibrados F e E respectivamente, avaliada num gerador de H*(M,Z).
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Demonstracao: Considere a r-forma A”B. Note que ela é uma secao holomorfa no fibrado
de linha L = @"(T'*'M)* @ L(A"E,A"F). Agora, lembre que se £* é o fibrado dual de um
fibrado £, entao ¢;(£*) = (=1)'c;(€) e que a classe de Chern top c¢,(£) é igual a classe de
Euler e(¢). Assim,

(L) = —ra(TM)—c(AE)+c(AF)
= —r.e(TM)—ci(A"E) + c,(A"F).

Agora, e(T M) avaliada num gerador de H*(M) é igual a x(M) = 2 — 2p, onde p é o género
de M e ¢;(A"F) = ¢;(F). Entao,

c1(L) = =r(2—=2p) — c1(E) 4+ 1 (F).

Se ¢1(L) < 0, A"B ¢é identicamente nulo e assim A ndo pode ser um isomorfismo, o que

contradiz a hipdtese. Entao ¢;(L) > 0 e portanto
a(F) > o(B) + (2 - 2p).

|
O proximo lema (devido a G. Valli) é andlogo a um importante resultado (devido a
Wolfson) que diz que a iterada da aplicagao de Gauss de uma aplicagao harmonica de S? em

uma grassmanniana ¢é zero a partir de um certo ponto.

Lema 5.1.3. Seja ¢ : S? — U(n) uma aplica¢io harménica. Seja ¢° = ¢ e para cada

1=1,2,... definimos
o = ¢ (o’ — (@)Y, onde of = ImA?". (5.3)
Entao ¢" € constante para algum r € {0,1,2,...}.

Demonstragao: Primeiramente, note que o é um uniton para ¢‘, para cada i = 1,2, .. ..
Como o; = ImA?', pelo lema 5.1.1 temos que (a')*- C kerA?"" . O endomorfismo A?" :

C" — C" é sobrejetivo sobre sua imagem (em quase toda fibra). Assim
AP Ot — ImA?T = o'

como C" = o @ (a)*, podemos restringir Afm a uma aplicacao holomorfa (morfismo de

fibrados)

¢z+1 . gz QH_l,
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sobrejetiva em quase toda fibra e, consequentemente, posto o' < posto a'. Globalmente,
Y™ ¢ uma segao holomorfa de (T*°M)* @ L(af, o) ~ (TY'M)* @ (o/)* @ o't
Temos entao dois casos a considerar:

1° Caso: posto o't < posto a;

2° Caso: posto o't = posto .

Vamos mostar que o 2° caso nao pode acontecer para todo i. De fato, neste caso teriamos

isomorfismo e pelo lema 5.1.2 segue que

c(@) > ei(al) +2r > ei(al) + 2, Vi, (5.4)

pois o género de S? é igual a zero e r > 1 é o posto de o™ (note que se posto a’ = posto

a1 =0, ¢ é constante e este é o caso trivial). A desigualdade (5.4) nos diz que ¢;(a’) deve

ser positivo para todo ¢ maior do que ou igual a algum 7¢. Mas entao, pela férmula de Valli,
temos E(¢"!) — E(¢') = —8mey(af). Assim,

E(¢") = E(¢") —8mci(a;) e comoc(a;) > 0, Vi > ig
E(¢™) < E(¢") — 8n, Vi > .

Mas como a energia E de qualquer aplicacao harmonica é nao negativa, isto ¢ um absurdo.

Temos entao que posto o™t < posto a. Repetindo o argumento, temos que o deve ser zero

para algum 7. Mas entdao A?" =0 e ¢" é constante. [ |

Dado uma aplicagao harmonica ¢ : S? — U(n), seja r o menor inteiro nao negativo tal
que ¢" é constante. Dizemos que r —1 é a A,—ordem de ¢. O Lema 5.1.3 diz que qualquer
aplicacao harmonica S? — U(n) possui A,—ordem finita.

Seja ¢ : S — U(n) uma aplicagao harmoénica de A,—ordem finita igual a r — 1. Defi-
nimos a sequéncia ¢’ e o’ como na equacao (5.3). Vamos agora definir uma nova sequéncia,

que sera a “reversa” de (5.3):
¢pi=¢"", ay=a " =ImAY, Bi=a;" (i=1,...,7). (5.5)

Com esta nova sequéncia, obtemos uma fatoraciao ¢ = ¢o(81—31) . .. (8,—3+), onde ¢y é uma
aplicacao constante cada 3; ¢ um uniton para ¢; 1 = ¢o(81—81) ... (Bi_1—B;i-;). Chamamos
este processo de fatoragao por A.,—imagens. O proximo resultado é o principal desta

secao. Nele caracterizamos a fatoracao descrita acima.

Teorema 5.1.4 (Unicidade da Fatoragao). Toda aplica¢io harménica ¢ : S?* — U(n)

possui uma unica fatoragao da forma

¢ = do(B = Br) ... (B = B;), (5.6)
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onde ¢ : S* — U(n) é uma aplicagdo constante e r € {0,1,2,...} tal que, se definimos

¢i:¢0(ﬂl —ﬂf'>(6l—ﬂlj'>, (Z: 1,...,7") entao
1. B # C", ou equivalentemente, ¢1 nao é constante;
2. Bi € um uniton bdsico para ¢;_y, (i =1,...,7);

3. ker(A?

@l)zo, (i=1,...,7).

Além do mais, a A,—ordem de ¢ ér —1 e @L =ImA?%, (i=1,...,7), isto & (5.6) € uma
fatoragdo de ¢ por A,—imagens (Se ¢ € constante, r =0 e (5.6) é reduzido a ¢ = ¢y).
Demonstracao: Existéncia. A fatoracao de ¢ por A,—imagens descrita acima possui

todas propriedades requeridas. De fato, tome uma fatoracao por A,—imagens da aplicacao

¢ que tenha A,—ordem igual a r — 1 e entao:

1. ¢ é, por definicao, igual a ¢"~!. Este ultimo, por sua vez, é nao constante, pois caso
contrario a A,—ordem de ¢ seria menor do que r — 1 e isso é uma contradi¢ao. Assim,

¢1 € nao constante.

2. Lembre que §; = o;" e a; = ImA%. Pelo Lema 5.1.1, temos que 3; C ker A2 e

portanto 3; é um uniton basico.

3. Primeiro, observe que A% : C" — ImA% = o = @L é sobrejetor. Sabemos que
AZ = —(A%)* e que @(A?"\@L) = {(p, v) € Bt A% (p)(v) = O}. Entéao, para cada
p e M eVu e C" temos:

—(AZ (p)(v),u) = (v, AL (p)(u)) .
Tome (p,v) € @(A%@L) Entao,

—(AZ(p)(v),u) =0, Vu
(v, AZ(p)(w)) = 0, Yu
(v,w) =0, Ywe C"

v =0,

A% (p)(v) =0

R

pois A% : C" — B é sobrejetor.

Unicidade. Suponha que exista uma fatoragao (5.6) satisfazendo (1), (2) e (3). Pela condicao
(2), temos que f; C kerAZ' ¢ entdo, pelo lema 5.1.1 temos ImA% C B, (i=1,....r). Por
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outro lado, a condicio (3), juntamente com fato que A2 = —(A%)*, diz que A% : C" — Bt
é sobrejetiva e assim 3, = ImA%, ou equivalentemente, 3; = (ImA?)L. Vamos considerar
a sequéncia reversa ¢' = ¢,_;, o' = ﬁrl_l = IﬂAfr’i. Observe que esta é a sequéncia definida
em (5.3) e a condic¢do (1) implica que a A,—ordem de ¢ é precisamente r — 1. Assim esta

fatoracao é por A,—imagens e entao temos a unicidade. [ |

Usando o Teorema 5.1.4 vamos descrever uma parametrizagao de todas aplicagoes harmonicas
¢ : S* — U(n). Para isto, seja X o conjunto das sequéncias finitas (¢g, 31,...,5,), onde
re€{0,1,2,...} tal que:

1. ¢: S? — U(n) é uma aplicagiao constante;
2. Bi,..., B sdo subfibrados de C" tal que, se definimos
bi = ¢o(BL— B) ... (B — B3F), paracadai=1,..., 7

o fibrado 3; ¢ um subfibrado holomorfo de ker AfH com B; # C". Seja ¥y C ¥ o

subconjunto dos elementos (¢, 31, . . ., ;) tais que ker(A? @L) = 0, para todo i. Esta

ultima condi¢ao garante que posto 3; #0, Vi=1,...,r.
O proéximo resultado é uma conseqiiéncia imediata do teorema de existéncia e unicidade.

Teorema 5.1.5. A funcio © : ¥y — Harm(S?,U(n)), dada por (G0, By, - -+, Br) = ¢, onde
¢ € definida por ¢ = ¢o(B1 — B1) ... (B, — BF), é uma bijecdo entre ¥y e o conjunto de todas
aplicagoes harmonicas ¢ : S — U(n).

Observacao 5.1.6. Se M ¢ uma superficie de Riemann arbitrdaria, nem todas aplicacoes
harmoénicas ¢ : M — U(n) possuem A,-ordem finita (isto €, a sequéncia (5.3) é constante
para algum r). Por exemplo, para qualquer aplica¢do harmonica nao constante ¢ : T? —
U(1) a sequéncia (5.5) serd ¢'™' = +¢', para todo i [36]. Portanto, as técnicas descri-
tas neste capitulo nao podem ser utilizadas, por exemplo, para classificacdo de aplicagoes

harmonicas T? — U(n).

Observacao 5.1.7. A classificacdo das aplicacoes harmonicas de S* em um grupo de Lie

simples e compacto G (e consequentemente nos espagos simétricos compactos G/K ), € cons-
truida em [2].
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