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Resumo

Kemer classificou, a menos de Pl-equivaléncia, todas as algebras T-primas no caso de car-
acterisitica zero e, em seu importante Teorema sobre o Produto Tensorial (TPT), demonstrou
que o produto tensorial entre duas élgebras T-primas (ainda sobre corpos de caracteristica
zero) resulta igualmente numa algebra T-prima.

Neste trabalho é fornecida uma generalizacao para o tultimo caso do TPT utilizando
identidades graduadas.

Além disso, é estudada a existéncia de mergulhos nas algebras que aparecem no TPT.
Mais especificamente, sao encontradas condi¢oes necessarias e suficientes para a existéncia
de um mergulho graduado de uma &algebra que satisfaz todas as identidades graduadas da
algebra de matrizes cujas entradas pertencem a algebra de Grassmann em uma algebra de
matrizes cujas entradas se encontram numa algebra supercomutativa com unidade, quando
todas essas algebras sao consideradas sobre corpos infinitos de caracteristica diferente de
dois.

Por fim, sao fornecidas bases de identidades graduadas para os T-ideais graduados da n-
ésima poténcia tensorial da algebra de Grassmann, das algebras de matrizes cuja ordem é uma
poténcia de dois, e do produto tensorial de quaisquer duas dentre as algebras previamente
citadas. A partir destas deduz-se o TPT no caso em que a ordem das algebras de matrizes

é uma potencia de dois.
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Abstract

Kemer classified, up to Pl-equivalence, the T-prime algebras in the case of characteristic
zero, and in his celebrated Tensor Product Theorem (TPT) he showed that the tensor
product of two T-prime algebras considered over a field of characteristic zero, is another
T-prime algebra.

In this work, a generalization for the last case of the TPT is given using graded identities.

The existence of embeddings into the algebras cited on the TPT is also studied. More
specifically, necessary and sufficient conditions for the existence of a graded embedding of an
algebra satisfying all graded polynomial identities for the matrix algebra with entries in the
Grassmann algebra, into a matrix algebra with entries in a supercommutative algebra with
unity are found when these algebras are taken over fields of characteristic different from two.

Graded identities that generate the graded T-ideals of the n-th tensor power of the
Grassmann algebra, of the matrix algebras cited in Kemer’s TPT (whose order is a power
of two) and of the tensor product between any two of those algebras are provided. As a
consequence, Kemer’s TPT is derived from those results in the special case when the order

of the matrices in the matrix algebras under consideration, is a powers of two.
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Introducao

As dlgebras de matrizes sobre anéis, as algebras comutativas e as algebras de dimensao finita
sao objetos cujo estudo é muito significativo, tendo em vista o vasto campo da aplicacoes
destes objetos. Tais algebras pertencem a uma classe mais ampla de algebras, constituem o
que denominamos de Pl-dlgebras ou dlgebras com identidades polinomiais, isto é, sao algebras
para as quais, existe (pelo menos) um polinémio cujo produto entre as varidveis é associativo
e nao comutativo, que é anulado via qualquer substituicao das variaveis por elementos da
algebra em questao. Estudar Pl-algebras é estudar como as identidades polinomiais satis-
feitas por uma algebra interferem em sua estrutura.

Embora as pesquisas na Pl-teoria, como a drea de estudo de tais dlgebras é comumente
conhecida, tenha tido inicio em 1922 com o artigo [9], seu estudo foi intensificado em torno
dos anos 1950, época da publicacao do famoso teorema de Amitsur-Levitzki, que nos diz que
a algebra das matrizes de ordem n satisfaz a identidade standard de grau 2n. Na mesma
época foram publicados trabalhos importantes de Jacobson e Kaplansky, que influenciaram
muito o futuro desenvolvimento da PI teoria. Ressaltamos que Kaplansky em [17] elaborou
uma extensa lista de problemas relevantes na teoria de anéis; naquela lista entraram varios
problemas em aberto sobre PI algebras. Ainda em 1950, Specht levantou o seguinte proble-
ma: “Toda algebra associativa possui uma base finita de identidades polinomiais?”. Esse
problema, que passou a ser conhecido como Problema de Specht, motivou grande parte do
desenvolvimento desta teoria, que considerava inicialmente apenas algebras sobre corpos de
caracteristica zero.

O Problema de Specht s6 foi resolvido, afirmativamente, em 1987 por Kemer, ver a mono-
grafia [18], onde ele apresenta sua teoria sobre a estrutura dos T-ideais. Uma abordagem
mais atualizada da teoria de Kemer pode ser encontrada em [16]. Naquele trabalho Kemer
também classificou as dlgebras T-primas sobre corpos de caracteristica zero. No entanto o

trabalho de Kemer nao dé outra informacao sobre a base dos T-ideais, senao sua finitude.



Além disso, no caso de caracteristica positiva, nao sé nem sempre podemos obter uma base
de identidades finita bem como nao se possui uma classificagao das algebras T-primas. A
busca pelas bases de identidades de PI-algebras concretas, tanto no caso de caracteristica
positiva como no caso de caracteristica nula, é portanto um assunto de grande relevancia na
teoria de anéis, sendo igualmente dificil.

Ressaltamos que nao sao muitas as algebras para as quais se conhece uma base de iden-
tidades polinomiais. Por exemplo, para a dlgebra M, (K), sendo o corpo K infinito, e n > 3
nao se conhece uma base de identidades. Ainda no caso de n = 2 e charK = 2 a existéncia
(ou ndo) de uma base finita das identidades de Ms(K') permanece um mistério.

Como as identidades ordinarias de uma algebra podem constituir objetos de dificil estudo,
é conveniente, por vezes, considerar generalizagoes destas, como identidades fracas, identi-
dades com involucao, identidades com trago, polinomios centrais e identidades graduadas.
Neste trabalho dedicamos grande atencao a estas tltimas, que tanto nos dao informacoes
sobre as identidades ordinarias de uma algebra, mas também que constituem um objeto
de estudo por si so6s, uma vez que desempenham um papel muito importante na teoria de
Kemer.

Uma das conseqiiencias dos estudos de Kemer é o Teorema sobre o Produto Tensorial
(TPT), que estabelece que o produto tensorial de duas algebras T-primas em caracteristica
zero é Pl-equivalente a outra algebra T-prima. Outras demonstragoes, mais “elementares”,
para as afirmacoes do TPT foram obtidas de forma independente por varios autores. As iden-
tidades graduadas desempenharam papel fundamental na maioria dessas demonstracoes, bem
como na “generalizacao” do TPT do caso de caracteristica zero para o caso de caracteristica
positiva.

Tendo tanta importancia quanto o estudo dos problemas acima citados, outra pergunta
relevante é: “Uma algebra A pode ser mergulhada, e portanto é isomorfa a uma subalgebra,
numa algebra T-prima?”.

O problema de estudo de mergulhos de uma algebra qualquer em uma algebra de matrizes
cujas entradas se encontram num corpo por exemplo, foram amplamente estudadas por
varios algebristas. O leitor interessado pode encontrar mais informacao sobre esse problema
na recente monografia [16].

Quando lidamos com Pl-algebras, é de imediata verificagao que se uma algebra A pode
ser mergulhada numa algebra B, entao o T-ideal de identidades da primeira deve conter o T-

ideal de identidades da segunda, nao sendo no entanto condi¢ao suficiente para a existéncia



de tal mergulho. Tal como no caso das identidades, este é um problema dificil, e para
obter mais informacoes sobre ele é conveniente restringir a classe de mergulhos com que
trabalhamos, considerando mergulhos graduados. Como veremos, esse estudo nao depende
tanto da caracteristica do corpo sobre o qual consideramos a dlgebra como acontece quando
estudamos apenas as identidades polinomiais.

Aqui apresentamos tanto resultados ligados ao estudo de T-ideais graduados de algebras
T-primas, bem como estudamos as condigoes necessarias e suficientes para a existéncia de um
mergulho numa &dlgebra T-prima. O texto esta organizado em quatro capitulos estruturados
da seguinte forma:

O primeiro é um capitulo onde as defini¢oes, resultados e notacoes utilizados ao longo de
todo o texto sao introduzidos com exemplos a serem retomados posteriormente.

No segundo capitulo, é demonstrada no teorema 2.19, usando-se T-ideais Z, X Zo-
graduados a continéncia do T-ideal de identidades de M ;(E£) no T-ideal de identidades
de M, ,(F) @ M,(E), onde pr +¢qs = k e ps+ qr = l. Aqui E denota a &lgebra de
Grassmann (ver defini¢do 1.3) e M;;(E) é a algebra de matrizes tal como na defini¢ao 1.6.

No terceiro capitulo encontramos condigoes necessarias (teorema 3.7) e suficientes (teore-
mas 3.16 e 3.19) para a existéncia de um mergulho graduado de uma algebra Z,, x Zy-graduada
Aem M,(S) e M, ,(S) para alguma &lgebra supercomutativa S com unidade. Em particu-
lar, mostramos que a algebra M, ,(E) ® E pode ser mergulhada gradualmente numa algebra
M, ,(5), onde S é uma dlgebra supercomutativa adequada. Além disso, mostramos que em
caracteristica zero, quando ocorre a igualdade entre os T-ideais de M,,(E) e M, ,(E)® E,
nao ha mergulho de M, (E) em M, ,(S) ® T, para quaisquer dlgebras supercomutativas S
e T'(teorema 3.22). Ressaltamos que todos os resultados deste capitulo sdo inéditos.

No quarto e tltimo capitulo, exibimos bases de identidades Z4-graduadas para as dlgebras
Mop—1 9p-1(E), Mas(E) e para poténcias tensoriais de E. A partir dos resultados obtidos nesta
secao, temos como conseqiiéncia uma demonstragao alternativa, com identidades graduadas
para o TPT em caracteristica zero, e sua “generalizacao”graduada para o caso de carac-

teristica positiva.



Capitulo 1
Conceitos introdutorios

Ao longo de todo esse capitulo forneceremos resultados classicos, sem demonstracao, da PI
teoria que serao utilizados ao longo deste trabalho, bem como defini¢oes e notacoes que serao

empregadas ao longo de toda a tese.

1.1 Conceitos basicos

Em todo o texto, exceto quando feita mencao explicita do contrario, K denotara um corpo
arbitrario e todas as dlgebras, espacos vetoriais ou produtos tensoriais serao considerados
sobre K.

Iniciamos com a definicao de dlgebra, tal como sera utilizada ao longo de todo o trabalho.

Definigao 1.1. Seja K um corpo e seja A um K-espago vetorial. Se existe uma opera¢ao
bindria - : A x A — A tal que para quaisquer a, b, ¢ € A e para todo o € K as sequintes

condicoes sao validas:
1. (a+b)-c=a-c+b-c
2.a-(b+c)=a-b+a-c;
3. afa-b) = (aa)-b=a-(ab);

entao A com tal estrutura é chamado uma K-dlgebra.

Daqui por diante, tal como no produto por escalar, omitiremos o simbolo -, a menos que

seja necessario distinguir o produto da algebra do produto por escalar do espaco vetorial.
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Definicao 1.2. Seja A uma dlgebra.

o A ¢ dita associativa se para quaisquer a, b, ¢ € A tivermos que (ab)c = a(bc).
o A ¢ dita comutativa se para quaisquer a, b € A tivermos que ab = ba.

e A ¢ dita unitdria se existir em A um elemento neutro para a multiplicacao entre os
elementos da dlgebra, i.e., se existe 14 tal que 140 = al 4 = a para todo a € A. Quando

nao houwver riscos de mal-entendidos 14 sera denotado simplesmente por 1.

Ao longo de todo o texto, exceto quando feito mencao do contrario, toda algebra consi-

derada sera associativa e unitaria.

Exemplo 1.3. Seja V' um espago vetorial com uma base 3 = {e;| i € I} enumerdvel.
Considere a dlgebra gerada pelo conjunto 3 satisfazendo e;e; = —eje; e €2 = 0 para quaisquer
i, 7 € I. Tal dlgebra é chamada de élgebra de Grassmann E(V'), ou simplesmente E quando
o espaco vetorial em questdo € conhecido.

Note que o conjunto {e;, ...e;.| i1 < ... < i} forma uma base para E como espago
vetorial. Note ainda, que a dlgebra E pode ser escrita como E = FEy @ Fy, onde Ey é
o subespaco gerado pelos elementos de comprimento par e E; € o subespago gerado pelos

elementos de comprimento impar.

Exemplo 1.4. Seja X = {z1,...,2,,...} um conjunto enumerdvel de variqveis. Deno-
taremos por K(X) a dlgebra cuja base como espaco vetorial € formada pelos elementos da
forma:

Tiy o Ty, Ty, € X, mEN,

onde para n =0 temos o monomio vazio 1; e com multiplicacao dada por:
(l’il .. .inm)(l’jl .. .lL‘jn> =Ti - Tip Ly - - - Tjp,y Ty e X.

Definicao 1.5. Um subconjunto B de uma dlgebra A é chamado de subalgebra de A se
B ¢ subespaco vetorial de A fechado quanto a multiplicacao da dlgebra A e 14 € B. Um
subconjunto I de A € chamado de ideal a esquerda se I € subespaco de A e além disso ab € I,
para todo a € A e para todo b € I. De maneira andloga podemos definir ideal a direita. Um
ideal bilateral ¢ um subconjunto que é, simultaneamente, ideal a direita e ideal a esquerda.

Os ideais bilaterais serao chamados simplesmente ideais daqui em diante.



A partir dessa defini¢ao é de imediata verificagdo que todo ideal (a esquerda, a direita,
bilateral) de uma algebra A é uma subdlgebra (com unidade somente no caso em que o ideal

é a prépria dlgebra).

Exemplo 1.6. Seja M, (E) a dlgebra formada pelas matrizes quadradas de ordem n cujas
entradas se encontram na dlgebra de Grassmann, com o produto usual. O conjunto M, ,(E)

que consiste de todas as matrizes da forma

E, -+ Ey|E - E
Cooaxa Cooaxb
E, - FEy)|E --- E
E, - E|E - FE
o obxa :obxb
E, - E|E - E

forma uma subdlgebra de M, (E).

Exemplo 1.7. O conjunto de todos os polinomios de K{(X) cuja primeira varidvel em cada

monomio € xy € um ideal a direita de K(X).

Definigao 1.8. Sejam A e B duas dlgebras e seja ¢ : A — B uma transformagao linear.
Tal transformagdo € chamada homomorfismo de dlgebras (ou simplesmente homomorfismo

daqui em diante) se a mesma preserva o produto da dlgebra, isto €,
olaraz) = @(ay)p(az), para todo ay,ay € A; e se p(1) = 1.

De maneira andloga ao que ocorre com todas as estruturas algébricas, chamamos ¢ de
isomorfismo se o mesmo € bijetor, de mergulho se o mesmo € injetor, de endomorfismo se

A = B, e de automorfismo se for um endomorfismo bijetor.

Exemplo 1.9. A transformacado linear ¢ : K(X) — K(X) que leva 1 — 1 e x; — x;41 para

todo i € N € ao mesmo tempo um endomorfismo e um mergulho.
A seguir enunciamos o teorema de isomorfismo:
Teorema 1.10. Seja ¢ : A — B um homomorfismo. Entao o nicleo de @,
kerp = {a € A| ¢(a) =0}
¢ um ideal de A e a dlgebra quociente A/keryp € isomorfa d sua imagem

p(A) = {p(a)] a e A}.



Definicao 1.11. Seja C uma classe de dlgebras, e seja F' € C uma dlgebra gerada (como
dalgebra) por um conjunto X. A dlgebra F' é chamada de élgebra livre na classe C, livremente
gerada pelo conjunto X, se para qualquer dlgebra A € C, qualquer aplicacdo de X em A
pode ser estendida a uwm unico homomorfismo de F em A e a cardinalidade do conjunto X

¢ chamado de posto de F'.

Exemplo 1.12. A dlgebra K(X), tal como na defini¢io 1.4 € livre na classe de todas as

algebras associativas, € livremente gerada pelo conjunto X e é de posto infinito.

1.2 Algebras com identidades polinomiais

Nessa secao definiremos as algebras com identidades polinomiais, que formam uma classe
muito importante de algebras, uma vez que representam generalizagoes de algebras nilpo-
tentes, comutativas ou de dimensao finita e que mantém algumas boas propriedades apre-

sentadas por estas ultimas. Além disso fornecemos variados exemplos dessas algebras.

Definicao 1.13. Seja f um elemento nao nulo de K(X) e seja A uma dlgebra. Dizemos

que f € uma identidade polinomial de A, se:
flay,...,a,) =0, para quaisquer ay,...,a, € A.

Se A € uma dlgebra que satisfaz alguma identidade polinomial nao nula, a mesma é chamada

de algebra com identidade polinomial, ou simplesmente Pl-algebra.

Exemplo 1.14. Uma dlgebra A € chamada de algebra nil de indice limitado se existe n € N
tal que a™ = 0, para todo a € A, e A € chamada de &lgebra nilpotente de indice m se
aj ...a, = 0, para quaisquer elementos ay,...,a, € A (portanto toda dlgebra nilpotente é
nil de indice limitado). Fssas dlgebras nao sao, evidentemente, unitdrias.

Ambas sao Pl-dlgebras, pois ambas satisfazem f(x) = x™. No caso de A ser nilpotente

de indice m, ela satisfaz uma identidade multilinear (ver defini¢ao 1.29), a saber xy ... xTp,.

Exemplo 1.15. Toda dlgebra comutativa € uma Pl-dlgebra, pois a mesma satisfaz o polinomio
f($17$2) = T1X2 — T2271-

Exemplo 1.16. Toda dlgebra A de dimensdo finita n € uma Pl-dlgebra, pois satisfaz o

polinomio chamado de identidade standard de grau n + 1:

Sn1(T1, ., Tny1) = Z (=1)7To(1) - - - To(ni1)

UES’n+1
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onde (—1)? denota o sinal da permuta¢ao o.

Exemplo 1.17. Claramente do exemplo anterior obtemos que a dlgebra M,(K) € uma PI-
dalgebra, pois satisfaz s,2.1. Mas, em verdade pelo teorema de Amitsur—Levitzki podemos

afirmar que M, (K) satisfaz sa, € que ndo satisfaz nenhuma identidade de grau menor.

Exemplo 1.18. A dlgebra de Grassmann E € uma Pl-dlgebra, pois satisfaz [[x1, z2], x3],
onde [z,y] = xy — yx. Note que se a, b € E, entdo |a,b] € Ey, que € o centro de E, donde

seque a identidade.

Uma pergunta bastante natural é a seguinte: se A e B sao duas Pl-dlgebras, entao A® B
também é necessariamente uma Pl-algebra?
O resultado a seguir, devido a Regev, e cuja demonstracao original pode ser encontrada

em [19], responde afirmativamente a esta questao.

Teorema 1.19. Sejam A, B duas Pl-dlgebras, entao A ® B também é uma Pl-dlgebra.

1.3 T-ideais, variedades e algebras relativamente livres

Nesta secao definiremos variedades, T-ideais de identidades, e dlgebras relativamente livres,

conceitos fundamentais no estudo da Pl-teoria.

Definicao 1.20. Seja A uma dlgebra e seja I um ideal de A. Dizemos que I ¢ um T-ideal de
A se 0 mesmo € invariante por endomorfismos, isto €, se para todo endomorfismo p : A — A,

temos que o(I) C 1.

Definigao 1.21. 1. Seja {f; € K(X)| i € I} um conjunto de polinomios. A classe C de
todas as dlgebras satisfazendo as identidades f; = 0 (e possivelmente outras), para todo

i €I, é chamada variedade definida pelo sistema de identidades {f;| i € I'}.

2. O congunto T(C) formado por todas as identidades polinomiais satisfeitas por todas as
dlgebras na variedade C é chamado de T-ideal de C, e dizemos que o T-ideal T(C) é
gerado como T-ideal pelo conjunto de identidades {f;| i € 1} que definem C. Desse
modo denotamos T(C) = ({fili € I})T e o conjunto {fi|i € I} é chamado de base de
identidades polinomiais de C oude T'(C). Os demais elementos do T-ideal sGo chamados
de consequéncias dos polinomios da base. Ao lidarmos com uma unica Pl-dlgebra A,

denotamos por T(A) o T-ideal das identidades satisfeitas por A.
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3. Dizemos que dois conjuntos de identidades polinomiais sao equivalentes se geram o
mesmo T-ideal. Ainda, duas Pl-dlgebras A e B sdao chamadas de Pl-equivalentes se
T(A) =T(B), denotamos A ~ B.

Proposicao 1.22. Seja C uma variedade definida por um conjunto B de polinomios. Entdo
T(C) é um T-ideal de K(X) tal como na definicao 1.20.

Demonstragio: E imediato que T(C) é um ideal de K(X). Seja ¢ : K(X) — K(X)
um endomorfismo e seja f(z;,,...,x;,) € T(C). Cada z;; é levado em algum polinomio

9i,(x1,...,2,.). Seja A € C e considere ay, ..., a, € A e fixe a;; = g;,(a1,...,a,). Entao

0= flai,...,a;,) = flgi(ar,...,a.), ..., g (a1,...,a,)) = @(f)a,...,a,).

E portanto T'(C) é fechado por endomorfismos. [ |

Observagao 1.23. Note que, tal como definida, a base de identidades de um T-ideal nao
requer minimalidade quanto ao numero de elementos da mesma, isto €, se B e C' sao sub-
conjuntos de K(X) tais que B € base de identidades para o T-ideal de alguma variedade
de dlgebras associativas, e B C C, entao C € base para esse mesmo T-ideal. Em particu-
lar, T(C) é uma base para si mesmo. Além disso € imediato que se A € uma dlgebra numa

variedade C, entdo qualquer subdlgebra sua também se encontra nessa mesma variedade.

O teorema a seguir nos fornece as condigoes necessarias e suficientes para que uma classe

de algebras seja uma variedade.

Teorema 1.24. (Birkhoff) Uma classe de dlgebras C # () é uma variedade se, e somente
se, € fechada com relagao ao produto direto infinito, formacao de subdlgebras e dlgebras

quocientes.
Demonstragao: Veja [14], Theorem 2.3.2, pp.24-25. [ |

Definigao 1.25. O T-ideal de uma dlgebra (ou de uma variedade) é dito finitamente gerado

se o mesmo admite uma base finita de identidades polinomiais.
Specht propos em [22] o seguinte problema que ficou famoso como problema de Specht:

Problema 1.26. Seja A uma Pl-dlgebra qualquer sobre um corpo de caracteristica 0. O

T-ideal de A € finitamente gerado?



Em 1987, apds 37 anos em aberto, esse problema foi respondido afirmativamente por
Kemer em [18], que com esse fim desenvolveu uma densa teoria de T-ideais. Alguns resultados
desta teoria serao enunciados em momento oportuno, omitindo-se as demonstracoes que

podem ser encontradas juntamente com mais detalhes da teoria na referéncia ja citada.

Defini¢ao 1.27. Para um conjunto fixzo Y, a dlgebra Fy(C) € C € chamada uma &lgebra
relativamente livre de C livremente gerada por Y, se Fy (C) € livre na classe C (ver defini¢io
1.11). A cardinalidade de Y é chamada de posto de C.

Proposicao 1.28. Sejam C uma variedade definida por um conjunto {f;| i € I}, Y um
conjunto e J um ideal de K(Y') gerado por:

{filgr -y 9n)] g5 € K(Y), i € T}

Entao a dlgebra quociente F' = K(Y')/J é uma dlgebra relativamente livre, com o conjunto
de geradores Y = {y + J| y € Y}. Além disso, quaisquer duas dlgebras relativamente livres

na mesma variedade e de mesmo posto sao isomorfas.

Demonstracao: Veja [14], Proposition 2.2.5, p. 23. [ |

1.4 Identidades polinomiais homogéneas, multilineares
e proprias

Nesta secao serao fornecidos os resultados classicos amplamente utilizados para se obter
a base de identidades do T-ideal de uma PI-dlgebra, pois restringem significativamente a
quantidade de polindmios com a qual devemos lidar.

Iniciamos lembrando algumas nomenclaturas:

Definicao 1.29. Um polinomio f(xq,...,zy) € K(X) € chamado de homogéneo se todas as
suas parcelas possuem o mesmo grau total. Além disso, ele € chamado de multihomogéneo
se o grau com que cada varidvel aparece em todas as suas parcelas € o mesmo. Por fim, f é

chamado de multilinear se € multihomogéneo de multigrau (1,...,1), i.e.:

flz, .. x,) = Z QoTo(1) - - - To(m), o € K.

O‘ES’m
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Proposicao 1.30. Seja
fan,. . am) = fi € K(X),
=0
onde f; sdo as componentes homogéneas de f com grau it em x7.

1. Se K possui mais que n elementos, entao as identidades polinomiais f; =0, 1 =0, 1,

.., n sao consequéncias de f = 0.

2. Se K tem caracteristica 0, entao f é equivalente a um sistema de identidades polino-

miais multilineares.

Demonstracao: Veja [14], Proposition 4.2.3, pp 39-40. [

Como conseqiiéncia imediata dessa proposicao temos o seguinte corolario:

Corolario 1.31. Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo K infinito de qualquer caracteristica.

Entao existe uma base para T(A) formada somente por polinémios multihomogéneos.

Definig¢ao 1.32. O comutador de comprimento n, [ay,...,a,] € definido indutivamente por:
[alaQQ] = (102 — Aq01, [ah ce 7%] = Hah cee ,Gn—ﬂ,an], n > 3.

Definigao 1.33. Um polinomio f € K(X) € chamado préprio se é combinacao linear de

produtos de comutadores.

Tal como assumimos 1 como sendo o monémio de comprimento 0 em K (X), assumimos
aqui 1 como sendo o produto de um conjunto vazio de comutadores, e denotaremos por B{X)

o conjunto de tais polinomios, que é uma subélgebra de K(X).

Proposigao 1.34. Seja A uma Pl-dlgebra sobre um corpo infinito K. Entao as identidades
polinomiais de A sao conseqiiéncias das identidades proprias. Além disso, se supomos que
charK = 0, entdao existe uma base de identidades para T'(A) formada somente por polinémios

que sao proprios e multilineares.

1.5 Graduacoes e identidades graduadas

No estudo das dlgebras com identidades polinomiais é interessante algumas vezes conside-

rarmos versoes mais fracas de identidades polinomiais, como por exemplo, identidades com

11



involugao, identidades com traco, polinomios centrais e identidades graduadas. Essas ultimas
sao o principal objeto de estudo de nosso trabalho e dedicamos essa secao a introducao de

tais técnicas.

Definicao 1.35. Seja G um grupo. Uma dlgebra A € dita G-graduada (ou simplesmente
graduada), se A = @gecAy, onde A, € subespago de A para todo g € G e AyA, C Ay, para
todo g, h € G. Se dimg Ay < 1, para todo g € G, entao a G-graduagdao é chamada fina.

Um elemento a de uma algebra graduada A é chamado (G )-homogéneo de grau g se o
mesmo pertence ao subespaco A,, e seu grau é denotado por dg(a), ou simplesmente 0(a).
Se G = G X Ga, Og,(a) denotard a i-ésima componente do grau de a, i = 1, 2. Note que
possivelmente podemos ter A, = {0} para alguns g € G. Isso nos leva a definir o suporte da
gradua¢do como sendo suppg(A) = {g € G| 4, # {0} }.

O grupo sobre o qual a graduagao é realizada serd sempre um grupo abeliano (e na maior
parte das vezes finito), entao daqui por diante optaremos por utilizar a notacgao aditiva no

lugar da multiplicativa.

Definigao 1.36. Uma subdlgebra B de uma dlgebra G-graduada A é dita G-graduada se
B — @QEGB m Ag.

Definigao 1.37. Sejam A, B duas dlgebras G-graduadas, e seja ¢ : A — B um homomor-
fismo de dlgebras. Tal homomorfismo € chamado (G-)graduado se p(A,) C ¢(By), para todo
geqG.

Exemplo 1.38. A dlgebra K(X) admite uma Z-graduagio natural onde K(X); = {0} se
J <0 eK(X); €igual ao subespaco dos polinémios homogéneos de grau total igual a j. A

verificacao seque imediatamente do fato que o grau do produto € igual a soma dos graus.

Exemplo 1.39. A dlgebra K(X) € Zy-graduada, sendo K{(X)o a subdlgebra gerada pelos
monomios de grau total par e sendo K(X)1 o subespago gerado pelos mondmios de grau total
impar. De modo geral pode-se obter uma Z,-gradua¢ao para K{(X) de modo andlogo, para

n > 2.

Exemplo 1.40. A dlgebra de Grassmann admite uma Zs-graduagao seqgundo a decomposi¢ao
E=Fy® E, do exemplo 1.5.
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Exemplo 1.41. O quadrado tensorial da dlgebra de Grassmann E também admite uma Zo-
graduagao, a saber: (EQ@ E)y = (Ey® Ey) ® (E1 Q@ E)) e (EQFE), = (Ey® Ey) ® (E1 ® E)y).

A werificagao de que tal decomposi¢ao define uma Zs-graduagao € direta.

Exemplo 1.42. A dlgebra M, ,(E), tal como apontada na defini¢ao 1.6 admite uma Zs-gra-

duacao, que € a decomposicao em:

Ey -+ Ey| 0 - 0
. oaxa oaxb
(MoaE)o = | AT .

0 0 | Ey Ey

bxa : bxb
0 0 | Ey Ey

e

0 0 | B4 E;

axa :oaxb
(Moo (B))y = 0 ... 0B - £
Ey Ey | 0O 0

bxa : bxb
E, -~ E/ |0 - 0

Trataremos detalhadamente a graduagao acima no caso especial a = b = 1 posterior-

mente.

Exemplo 1.43. A dlgebra M, (K) possui uma Z,-graduacdo natural, definida do seguinte

modo:
0 a1 k+1 0 s 0
0 0 A2 k+2 0
(MH(K))k - 0 0 An—kmn | »
Un_kr11 0 0 0 0
0 C A 0 0 .. 0

sendo k € Zy,. A partir desta graduacao, podemos induzir uma Zy, X Ze-graduagdo em M, (E),

e portanto em M, ,(E), com a+ b= n.
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A demonstragao do resultado seguinte é conseqiiéncia de célculos diretos e serda omitida.

Lema 1.44. Sejam a, b inteiros positivos tais que a + b = n, entio a dlgebra M, ,(E) €
subdlgebra graduada de M, (E) com a Z, X Zs-graduacdo induzida da fornecida no exemplo

anterior.

Note que no exemplo 1.43 o suporte da graduacao é todo o grupo Z, X Z,, enquanto que

no exemplo seguinte o suporte é um subconjunto préprio do mesmo, pois (M, ,(E))o1 = {0}.
p g p ] prop » P , ;

Definigao 1.45. Considere G um grupo fizo e sejam C uma classe de dlgebras G-gradudadas,
F € C uma dlgebra G-graduada gerada (como dlgebra) por um conjunto X = UgeG Xy, onde
a uniao € disjunta. A dlgebra F' é chamada de dlgebra graduada livre na classe C, livremente

gerada pelo conjunto X, se para toda dlgebra A € C, qualquer aplicacao ¢ : X — A, tal que
o(Xy) C Ay, para todo g € G,

pode ser estendida a um unico homomorfismo graduado ¢ : FF — A. A cardinalidade do

conjunto X é chamado de posto de F.

Exemplo 1.46. Sejo X =

varidveis: {xgg), xgg), ...}. Entao a dlgebra de polinomios K(X¢) gerada como espago vetorial

gec Xg, onde cada X, € um conjunto enumerdvel infinito de

pelos monomios da forma:

ges) 29 reN

x
é algebra G-graduada livre na classe de todas as dlgebras G-graduadas associativas, e serd

chamada daqui em diante de algebra (associativa) graduada livre.

Definicao 1.47. Seja A uma dlgebra G-graduada. A é chamada de Pl-algebra graduada se
existe f(xz(fl), o ,acgf’“)) € K(Xg) tal que f(aq,...,a,.) =0 sempre que os a; forem elementos

G-homogéneos de A satisfazendo 0(a;) = g;, para todo i entre 1 e r.

Definicao 1.48. Uma substituicdo de varidvies em um polinomio da dlgebra G-graduada
livre por elementos de uma dlgebra graduada, respeitando-se os respectivos G-graus, tal como

acima, € denominada substituicao standard.

Tal como na definicao 1.27, podemos definir algebra graduada relativamente livre de modo
absolutamente analogo, e temos como conseqiiéncia a proposicao seguinte, cuja demonstracao

praticamente repete aquela da proposicao 1.28, com pequenas e 6bvias adaptacgoes:
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Proposicao 1.49. Sejam C uma variedade definida por um conjunto {f; € K(Yg)| i € I},
Yo = U,eq Yy um conjunto e J um ideal de K(Yg) gerado por:

{fi(glv- .- 7gni)| gj € K<YG>: 1€ ]}

Entao a dlgebra quociente F = K(Yg)/J € uma dlgebra relativamente livre, com o conjunto
de geradores Y = {y + J| y € Y}. Além disso, quaisquer duas dlgebras relativamente livres

na mesma variedade e de mesmo posto sao isomorfas.

De maneira anédloga ainda ao que ocorre no caso ordinario podemos falar dos T-ideais
graduados de K(X¢) e de T-ideais graduados de identidades polinomiais graduadas de uma
PI-élgebra graduada. Tal como no caso ordindario, basicamente repetindo as demonstragoes,
pode-se demonstrar que se K é de caracteristica zero, entao o T-ideal graduado de identidades
de uma algebra A (denotado daqui em diante por Ti(A)) é gerado, como T-ideal, pelas
identidades graduadas multilineares de A, e que se K é infinito tal T-ideal é gerado pelas
identidades graduadas multihomogéneas de A.

Encerramos esta secao com dois resultados, de demonstracao imediata, que sao muito
uteis para se comparar os T-ideais ordindrios de duas Pl-algebras utilizando identidades

graduadas.

Lema 1.50. Sejam A, B duas Pl-dlgebras G-graduadas. Se T(A) C T(B), entao T'(A) C
T(B).

Corolario 1.51. Sejam A, B duas Pl-dlgebras G-graduadas. Se Tg(A) = Te(B), entdo
T(A) =T(B).

1.6 Resumo da teoria dos T-ideais

Nesta secao faremos um breve resumo da teoria sobre a estrutura dos T-ideais desenvolvida
por Kemer para dlgebras sobre caracteristica zero. Todas as demonstracoes serao omi-
tidas e podem ser encontradas na monografia [18], mais especificamente nas se¢oes 2 e 3 do

capitulo 1.

Definicao 1.52. Um T-ideal S é chamado T-semiprimo se, para qualquer T-ideal J tal que
J" C S, para algum n € N, tivermos necessariamente que J C S.
Um T-ideal P é chamado T-primo se, para quaisquer T-ideais Jy, Jo tais que J,Jy C P,

tivermos necessariamente que J; C P ou Jy C P.
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Seja A = Ay ® A, uma élgebra Zy-graduada, entio ARE = (Ay ® Ey) @ (A, ® Ey) é

chamado de envolvente de Grassmann de A.

Teorema 1.53. 1. Todo T-ideal nao-trivial coincide com o T-ideal do envelope de Gras-

samann de uma dlgebra Zo-graduada e finitamente gerada;

2. 0 T-ideal de qualquer dlgebra Zs-graduada e finitamente gerada coincide com o T-ideal

de alguma dlgebra também Zy-graduada e de dimensao finita.

Como conseqiiéncia do teorema anterior temos que todo T-ideal nao trivial coincide com
o T-ideal de uma algebra Zs-graduada de dimensao finita, ficando claro que essa teoria
esta fortemente ligada as propriedades das identidades Zs-graduadas, justificando portanto
o estudo independente das mesmas.

O teorema a seguir contém os resultados que permitem classificar, em caracteristica zero,

os T-ideais T-primos.

Teorema 1.54. 1. Seja C # () uma variedade. Entao C = N,,S, onde N,, € a variedade
de todas as dlgebras nilpotentes de indice menor ou igual a m e onde S representa a
maior subvariedade semiprima de C. Aqui o produto de variedades N,,S representa

todas as dlgebras A que possuem um ideal I C N, e tal que A/I C S.
2. O T-ideal I € semi-primo se, e somente se, I € interse¢ao finita de T-ideais primos.

3. Se um T-ideal nao-trivial é T-primo, entdo o mesmo € isomorfo a um dos sequintes
T-ideais: T(M,(K)), T(M,(E)), T(M.u(E)).

Dentre as conseqiiéncias mais importantes desse resultado se encontra a resposta afirma-
tiva ao Problema de Specht, como ja citado anteriormente.

No caso de caracteristica positiva, os resultados de Kemer nao se aplicam diretamente e a
calssificacao dos T-ideais primos nesse caso é ainda um problema em aberto, e extremamente
dificil.

Kemer demonstrou ainda um importante resultado que retomaremos mais tarde. Esse
resultado diz que a classe dos T-ideais T-primos, em caracteristica 0, é fechado com respeito
a produtos tensoriais. E imediato que M,(K) ® My, (K) = My, (K), também M, (K) ® E =
M, (F). Portanto os respectivos T-ideais coincidem. Bem menos evidentes sao as seguintes

igualdades. Elas foram demonstradas por A. Kemer.
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Teorema 1.55. (Teorema sobre o produto tensorial de dlgebras T-primas - TPT)

Sobre um corpo K de caracteristica zero as sequintes igualdades de T-ideais sao vdlidas:
1. T(M1(E) =T(E®E);
2. T(Muys(E)) =T (Myp(E)® E);

3. T<Mac+bd,ad+bc(E>) - T(Ma,b(E) & Mc,d(E>>-
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Capitulo 2

Identidades graduadas de
Mpr+qs,ps+qr(£) € Mpq(E) @ My s(E)

Nesse capitulo demonstramos que, se a caracteristica do corpo K ¢é diferente de 2 , o T-ideal
Lot X Lo-graduado de M, ,(E) esta contido no T-ideal graduado de M, ,(E)® M, (E), onde
a=pr+gqseb=ps+qr (teorema 2.16 e corolario 2.17). Como conseqiiéncia obtemos a
continéncia para os T-ideais de identidades ordinarias (corolario 2.18). A igualdade de tais
T-ideais em caracteristica 0 é demonstrada em [18]. Posteriormente Regev em [21] forneceu
uma demonstracao alternativa sem utilizar a teoria de Kemer. Varios casos do teorema
foram demonstrados utilizando-se identidades graduadas por Di Vincenzo e Nardozza em
[12] e [13].

Damos um exemplo de identidade graduada de M, ,(E) ® M, ;(E) que nao pertence ao
T-ideal graduado de M, ;(E) no caso em que charK > 2 (teorema 2.19). Assim ao longo

de todo o capitulo, K denotara um corpo de caracteristica diferente de 2.

2.1 Preliminares

Iniciamos fixando a notagao que sera usada ao longo de todo o capitulo. Os inteiros positivos

denotados pelas letras m, n, p, q, r, s satisfarao sempre:

p+q=m,r+s=mn,e o0 grupo Ly, X Zs sera denotado por G.

Para um inteiro positivo k, I representara o conjunto dos k primeiros inteiros positivos,
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isto é, {1,...,k} = I.

Definimos o conjunto de varidveis:
Y_{yzg|1§7’7]§m}7 Z_{sz’1§27j§n}7 U_{uullgza.]gmn}

onde os indices superiores k percorrem todos os inteiros positivos.

Sejam p > ¢ e r > s quatro inteiros positivos. Definimos a aplicacao v, 4: Iprq — Zo
como Y, 4(i) =0se 1 <i < per,q(i) =1 caso contrario. Em outras palavras, 7, , ¢ a funcao
caracteristica do conjunto I,., \ I,. Para um elemento fixo (¢,a) do grupo G definimos as

seguintes matrizes na algebra M,,,,(K(Y, Z)):

AP = D Calrpa a0 gm0 Y Fonli—U (1)
n(j—i)+w—v=t
Aqui 9, ,, representa o simbolo de Kronecker e e,,, é a v, w-matriz elementar, isto ¢, a matriz
com todas as entradas nulas exceto a entrada (v, w), que é igual a 1.
Denotaremos por G o conjunto de todas as matrizes A,(f’a), E>1eG= U(t,a)eag(t’a).
Finalmente definimos a dlgebra F, , . s como sendo a algebra gerada pelo conjunto G, impondo

as seguintes relagoes entre os elementos de Y e Z:
k k
[yi1lj1’ Zi22j2] =Y
k k . .
[yilljl’ yi22j2] = 0’ se 7@‘1(@1) + 7@‘1(]1) = O;
[Zfllﬁ’ Zf;jz] =0, se 7&8(“) + ’77",5([7.1) =0;
yz"?jl © yz]'?jz =0, se Ypq(i1) + Vpq(1) = Vpa(i2) +1e(J2) = 1
2y o ZkQ
11]J1

z iaj2 0, se Yrs(i1) +7rs(i1) = Yrs(iz) + 7rs(j2) = 1.

Aqui [v, w] = vw —wv é o comutador usual entre v e w, e v o w = vw + wv representa o
produto simétrico (de Jordan) de v por w.

Em outras palavras, o conjunto Y gera uma algebra supercomutativa livre, assim como
o conjunto Z, e os elementos de Y comutam com os de Z.

A algebra F), ,, s é G-graduada de maneira 6bvia.
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Exemplo 2.1. A dlgebra Fi 111 € gerada pelas matrizes

yr 2 0 0 0 0 0 0 0
0.0 0 Yk ok 0 0 1 0 0 ykzk 0
A,(g’ ) _ 11722 7 A,(g 0) _ 12721
0 0 yhet 0 0O 0 0 O
0 0 0 yhs ynzm 000
0 yflzfQ 0 0 0 0 ?/IfQZfl 0
40D _ 0 0 0 0 A@D _ 0 0 0 ylf2Z§2
E T ) ET
0 0 0 ylfzzfz ylflzfl 0 0 0
0 0 0 0 0 yhzh, 0 0
0 0 0 yF2r, 0 0 0 0
AB0) _ 0 0 0 0 4B _ y'flzé“l 0 0 0
g 0 yhzt, 0 0o |7 °F o 0o 0o ol
0 0 0 0 0 0 yhz 0

onde as componentes de grau (0,1) e (2,0) sao triviais.

Consideremos agora a = pr+gs > b = ps+qr, construiremos a algebra L, , » s como segue.
Para cada (¢, a) € G definimos H** como sendo o conjunto de matrizes B,(:’a) € M (K(U))
onde

By = 3" buciyretyufies.
joi=t
Aqui para cada w € I, escrevemos w = n(w; — 1) + wy, wy € I, we € I, e denotamos
e(w) = vpq(w1) + Yrs(w2). Observe que e(w) estd bem definido uma vez que w; e wy sao
determinados unicamente por w.
Consideramos entao H = Uy gecH®. A dlgebra L, s é gerada pelo conjunto H com

as seguintes relacoes entre os elementos de U:

[uflljl,uf;jz] =0, see(iy)+e(j1) =0

uft ok = 0, see(iy)+e(j1) =elia) +(j2) = 1.

11J1 122

Em outras palavras, U gera uma algebra supercomutativa livre.
Novamente ¢ imediato que a dlgebra L, ,,, ¢ G-graduada de maneira natural.

Abaixo damos construgoes explicitas dessas duas algebras.
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Exemplo 2.2. A dlgebra Ly 11,1 € gerada pelas matrizes

W00 0 0 0 0 0
B(O’O) _ 0 u12<:2 0 0 B(I’O) _ 0 0 u153 0
k k ? k
0 0 wuh 0 0 0 0
0 0 0 uk, 0 0
0 uh, 0 0 0 0 wuh 0
0O 0 0 O 0 0 wu
1,1 2,1 4
Bl(g ): . ’ B](c )_ . 2
0 0 0 wusg us; 0O
0 0 0 0 0 b
0 0 0 uf 0 0 0 0
B(S’O) - O 0 0 O B(3’1) - Ulgl O 0 0
k - L ) k -
0 uk, 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 uby 0

e as componentes (0,1) e (2,0) sdo novamente o espago vetorial trivial.

Lema 2.3. Seja (t,a) pertencente a Ly, X Zs, e considere p, q, r, s firos. Entao a posi¢ao

- . t, ~ . t,
das entradas nao nulas da matriz B/,(C 9 ¢ Ly, qrs 5040 as mesmas da matriz Al( 9 ¢ Fyqrs-

Demonstragao: Temos que mostrar que se (7,8) € Ly, X Ly, entdo existem 4,5 € I,
e v,w € I, tais que (r,s) = (n(i — 1) +v,n(j — 1) + w). Mas isso é conseqiiéncia das

propriedades de divisao euclidiana dos inteiros. [ |

2.2 (G-graduagoes em M, ,(E) @ M, (E) € My 145 ps+qr(E)

Lembramos que G é o grupo G = Z,, X Zo € que m = pr +qs e n = ps + qr.

Definiremos uma G-graduacao sobre a algebra M, ,(E) ® M, (E). Sejam b;; € by, el-
ementos Zs-homogéneos de F com a graduacao natural dada pelo exemplo 1.40. Entao
bijei; € My (E) € bywepw € M, s(E) se e somente se Oz, (bij) = Yp.g(1) + Ypg(d) € Oz, (byy) =

Vr,s (V) + Yrs(w).
Podemos entao considerar o produto tensorial entre esses elementos:

Cij,vw = bijeij & bvwevw € Mp,q(E) ® MT,S(E)

21



O G-grau da matriz Cjj . € M, o(E) ® M, s(E) é definida da maneira seguinte:

I Cijw) = (n(j — 1) +w — v, 0z,(bij) + Oz, (byw))-

Isso define uma G-graduagao sobre o produto tensorial M, ,(E)®M, s(E). Verifica-se pronta-
mente que esta é de fato uma G-graduagao, ver [13, Section 2].

Nossas consideragoes da se¢ao anterior fornecem uma &algebra genérica para o produto
tensorial M, ,(E) ® M, (E).

Lema 2.4. A dlgebra F),,, s € relativamente livre na variedade das dlgebras G-graduadas
determinadas por M, ,(E) ® M, (E).

Demonstracao: Seja K(X,,,...,X,,, ) a algebra G-graduada, onde o conjunto X,

) g2mn

consiste das variaveis {xig") | t > 1} de G-grau g;. Agora considere o homomorfismo de
algebras G-graduadas ¢ : K(X,,,...,Xg..) — Fpgrs definida por :vggi) — AW

©9 X gamn 2mn(l—1)+i"
Entao é immediato que o mesmo é sobrejetor e que seu nucleo é exatamente o ideal das
identidades G-graduadas de M, ,(E) ® M, s(E). |

Sejam a = pr +gs e b = ps + ¢qr. Uma subdlgebra M, , . (E) de M,,,(E), isomorfa
a M,,(E) foi construida em [13]. A algebra M, ,,s(E) é definida da seguinte maneira: o
elemento A =}, . a;;e;; pertence a M, s(E) se e somente se a;; € Ee(j)4c(;). Além disso,
foi mostrado em [13, Segdo 2] que M, ,,s(E) = M, ,(E).

Lema 2.5. A dlgebra L, ,, s € relativamente livre na variedade das dlgebras G-graduadas

gerada por M, ;. s(E).

Demonstracao: Tal como no lema anterior, consideramos o homomorfismo G-graduado

v K(X Xgomn) — Lpgrs definido por xl(gi) — Bl(g"). Tal homomorfismo é sobrejetor

giyr o g2mn

e seu nucleo é o ideal gerado pelas identidades G-graduadas de M, . s(E). u

Agora temos modelos convenientes de dlgebras G-graduadas relativamente livres para
M, ,(E)® M, (E) e para M, . s(E).

2.3 Asidentidades G-graduadas de M, ,,(E)ede L, 5

Sejam m(xq,...,2q4) e n(xy,...,2q) € K(Xg) dois monémios graduados.

22



Bty — qn (B BY4)y £ 0 para al-

gum par de inteiros i, j € Ly,. (Aqui B;; representa a entrada (i,7) da matriz B.) Entdo

5 g ey

Lema 2.6. Suponha que m(BYl’al), .

0s monomios m e n sao do mesmo multigrau como monomios ordindrios. E mais, se
m = m'z;m"” entdo n =n'z;n” paran’ en” adequados tais que d(m’) = A(n'). Os monomios
m’, n’, m"” en” podem representar eventualmente a palavra vazia, isto €, podem ser iguais a
1.

Demonstragao: A afirmacao a respeito dos multigraus é direta uma vez que as entradas
(ti,ai) ~ ., . .
de B, sao varidveis que aparecem somente nessa matriz. Para provarmos a segunda

afirmacdo, escrevemos a entrada (4, j) de m, denotada por m;;, como

ok ke ko kg
mw = Uijlujle ce ch Ce ujd—l]"

Aqui a ordem dos uf] corresponde a ordem em que as varidveis aparecem no monomio m.
Repetindo o mesmo procedimento para o monomio n e usando o fato de que ambas as

entradas sao nao nulas, obtemos o resultado. [ |

Definicao 2.7. Seja B,Ef’a) € L, ,rs, denotaremos por ]supp(B,it’a))] o numero de entradas

nao nulas de B,(:’a) e o chamaremos de suporte de B,(:’a).

Lema 2.8. A sequinte desiqualdade € valida:

supp(B{Y BY>2))| < min{|supp(BL*))|, [supp (B>}

Demonstracao: A verificacao feita diretamente é imediata. |
Definigao 2.9. Sem = m(zy,...,x4) € um monomio graduado, definimos a densidade de m
em Ly 4,5 como o nimero de entradas ndo nulas da matrizm(By, . .., By). Aqui B representa

a matriz com a mesma ordem de B e obtida de B substituindo todas as entradas nao nulas

de B por 1 € K (e preservando as entradas nulas).

Definicao 2.10. O monomio graduado m é chamado de esparso em Ly, 4, s se sua densidade

em Ly g, € igual a 0.

Exemplo 2.11. Se um monémio possui um submonomio de G-grau (0,1) entdo o mesmo é
esparso em Ly ... Além disso, se p = q entao a existéncia de um submonomio de G-grau

(mn/2,0) também implica que o monémio dado € esparso.
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Tal como foi feito para a algebra L, ,,s podemos definir [supp(A)| para um elemento
homogéneo A € F),,, s, € da mesma maneira podemos falar sobre monomios esparsos nessa

algebra. Segue diretamente do lema 2.3 que:
Lema 2.12. Um monémio € esparso em F,,,s se e somente se 0 mesmo € esparso em
Lp7q7rﬁs.

Considere a dlgebra associativa livre G-graduada K(X¢) e denote por J o T-ideal de

identidades G-graduadas gerado pelos polinomios

[1_50,0) : ng,O)] : xgt,al)ngt,ag)xgt,ag) . (_ 1)32 (al7a27@3)xi()’t,ag,)ngt,ag)xgt,al)

onde t € Zyp, S2(x,y,2) = xy + xz + yz; e por todos 0os mondmios que sao esparsos em
Lygrs-
Lema 2.13. Seja m(xy,...,z4) € K(X¢g) um mondmio graduado. Se m(By,...,By) =0
entao m(xq,...,2,) =0 (mod J).

Demonstragao: Assuma que m(Bj,...,By) = 0, entdo ou m é esparso ou alguma

variavel impar uf; aparece pelo menos duas vezes nas entradas do m. Isso implica que

(t,1) (t,1)
m = 1myx;, "Mak; "INg

com 0z, (my) = 0z, (mixpmy) e 0z, (xpmsy) = 0. Mas se d(xpms) = (0,1) entdo m € J.

Se O(zxmy) = (0,0) entdo my # 1 e portanto

(¢,1) (7t71)33](€t’1) (¢,1) (ﬂ?,l)xl(ft,l)

m =1, ', msg =y —m;, "M, ms3 = —In.
Logo temos que 2m € J e como charK # 2 necessariamente m € J. [ |
Lema 2.14. Sejam m e n dois mondémios graduados em K(Xqg) e sejam By, ..., By
geradores da dlgebra L, ,,s. Suponha que para algum par (i,j) temos m(By,...,Ba)i; =

+n(By,...,Bq)i; #0. Entdo m = #£n (mod J).

Demonstragao: De acordo com o lema 2.6 os monomios m e n possuem O Mmesmo
multigrau. Suponha que x; é a primeira variavel a esquerda que aparece em m. Mais uma
vez pelo lema 2.6 podemos escrever n = njz1ng onde d(ny) = (0,0). Seja £ o comprimento

(grau total) de m, fazemos entdo induc@o sobre £. A base da indugdo é ¢ = 1 e é trivial,
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entao suponha ¢ > 1. Se n; é o monomio vazio, obtemos o resultado pois podemos aplicar a
inducdo sobre m’ e ny onde m = x;m’. Portanto podemos supor que n; é nao-vazio. Temos
que considerar entao trés casos:

Caso 1 Seja m = zymyzyms com 9(zym;) = (0,0). Entdo n = nyzinsxing com d(n;) =

(0,0) e d(z1n2) = (0,0). Nessa situagdo temos que
n = nyrNexing = ryngxning  (mod J).

Renomeando n’ = nyzyning temos n = x;n’ (mod J), e podemos aplicar a indugao sobre m’
e sobre 1.

Caso 2 Sejam m = 211 2,2pMy € N = N3 T, 0T N3TpNy tais que
O(mz,) = 0(r1myx,) = O(n1x.n0w1n3), O(nyz,n2) = (0,0).

Entao, se ny é o monémio vazio, d(n;z,) = d(xng) = (0,0). Se, por outro lado, ny é
nao-vazio entao d(nyz,) = d(xinz) = (t,¢) e d(ny) = (—t,¢). Em ambas as possibilidades
concluimos que n = +rN3NoNT,TpNy € encerramos esse caso exatamente como o primeiro
caso.

Caso 3 Nenhum dos casos anteriores acontece. Suponha que n comega com a letra
T; e escreva m = rimmsr;mg com O(rimimy) = (0,0). Assuma n = z;n;x1n,, entao,
devido a G-graduagao temos que J(mox;ms) = d(z;n;) = (0,0) e mais ainda, O(xym;) =
J(xr1ny). Tal como no caso 2, distinguimos duas possibilidades. Quando my é o monémio
vazio, entdo 0(z;m;) = 0(z;ms) = (0,0). Quando, ao contrario, my é nao-vazio, obtemos
JO(xjms) = 0(xrymy) = (t,¢) e O(my) = (—t,¢). Em cada uma das possibilidades concluimos
que m = Fz;mszm; e obtemos o resultado desejado aplicando o passo indutivo, dessa vez

comecando com n . [ ]

Proposicao 2.15. O T-ideal das identidades G-graduadas de Ly, 4, s coincide com o T-ideal

J. Em outras palavras, T(Lygrs) = J.

Demonstracao: Observemos primeiramente que os polindmios que geram J sao identi-
dades G-graduadas de L, 4, s, € portanto J C Tg(Lygrs). Portanto temos que demonstrar
a inclusao reciproca.

Suponha que o polinomio multihomogéneo f é uma identidade G-graduada de L, 4, s
mas que f ¢ J, e escolha o menor inteiro positivo k tal que f pode ser escrito, modulo

J, como combinacao linear de k¥ monomios. Isto é f = Zle a;m; (mod J) onde a; € K
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sdo todos nao nulos, e m; € K(X) sdo monomios graduados. Observe que os m; devem ter
todos o mesmo multigrau como f. Uma vez que f ¢ J necessariamente £ > 1. Entao pelo
lema 2.13 podemos supor que, a menos de reordenacao nos monomios my, ..., my, temos
my (B, ..., By) # 0. Entao temos que aym;(By,...,By) = — Zf:z a;m;(By, ..., By). Logo
para algum h, 2 < h < k, teremos

my(By, ..., By)iy = Fmy(By, ..., Ba)ij # 0.

Mas de acordo com o lema 2.14 obtemos m; = +mj;, (mod J). Portanto podemos representar

f, modulo J, como

k h—1 k
f= Z a;m; = (a1 £ ap)my + Zaimi + Z a;m; (mod J).
i=1 1=2

i=h+1

No entanto isso contradiz a minimalidade do inteiro positivo k e portanto f € J e obtemos

o resultado desejado. [

Teorema 2.16. Seja K um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Entao o T-ideal

graduado das identidades G-graduadas da dlgebra My, 4 qs ps+qr(E) coincide com J.

Demonstracao: A demonstracao segue diretamente da proposicao anterior. [ |

Como conseqiiéncia imediata obtemos o seguinte corolario:

Corolario 2.17. Sob as hipdteses do teorema anterior temos que, Ta(Mprtgsps+qr(E)) C
TG(Mp,q(E> ® MT,S(E))'

Demonstracao: Uma vez que J = T (Mpr4g4s ps+qr(E)) basta verificar que os polinomios
que determinam J s@o identidades G-graduadas de M, ,(E) ® M, ;(E). Mas esta ultima
verificagao é imediata. |

O proximo corolario também é de interesse.
Corolario 2.18. T'((Mpr1gspstqr(E)) C T(M,,(E) @ M, s(E)).

Em (1] foi demonstrado que os T-ideais acima sao diferentes quando a caracteristica do
corpo base é maior que 2. De fato foi construida uma identidade pertencente ao T-ideal
de identidades de M, ,(E) ® M, s(E) mas que nao pertence ao T-ideal de My, 14 pstqr(E),

quando (r,s) = (1,1). Portanto temos o seguinte teorema.
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Teorema 2.19. Seja K corpo infinito e charK > 2, entao T'(Mpiqp+q(E)) CT(M,4(E) ®

M, 1(E)), é uma inclusdo propria.

Assim estamos aptos a dar uma resposta mais precisa para o problema proposto em
[4] a respeito dos T-ideais de identidades ordinarias das &lgebras M, ,(E) ® M, (E) e
Moyt gspsiqr(E).  Aqui demonstramos que se charK > 2, o T-ideal da primeira algebra
contém o da segunda, e a inclusao é prépria quando (r,s) = (1,1). Observamos que em [1] é

demonstrado que ambos os T-ideais sao distintos, mas nao temos nada quanto a continéncia.
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Capitulo 3

Existéncia de mergulhos graduados

em algebras de matrizes

3.1 Motivacao

O problema de existéncia de mergulho de uma algebra numa algebra de matrizes com en-
tradas numa algebra comutativa é de grande importancia na Pl-teoria. Informacoes, mo-
tivagdo e referéncias mais detalhadas podem ser encontradas em [16] e [7]. No entanto
quando lidamos com algebras como M, ,(E) ou M, (E) somos levados a estudar mergulhos
em extensoes de tais algebras como explicado a seguir. Ressaltamos que a dlgebra de Grass-
mann F, sobre corpos de caracteristica 0, nao satisfaz nenhuma identidade standard s, e
portanto nao pode ser mergulhada em algebra de matrizes sobre qualquer anel comutativo

com unidade.

Definicao 3.1. Uma dlgebra S é chamada supercomutativa se S = Sy @ Sy for Zs-graduada

e para todo s € S;, t € S; tivermos necessariamente st = (—1)Yts, i, j € {0,1}.

Portanto pode-se considerar élgebras supercomutativas como extensoes da algebra de
Grassmann.
Quando lidamos com existéncia de mergulhos entre Pl-algebras (graduadas), o resultado

seguinte, de verificagdo imediata, nos dd um critério prévio.

Proposicao 3.2. Sejam A e B duas Pl-dlgebras (G-graduadas), tais que A pode ser mer-
gulhada (preservando as componentes graduadas) em B. Entdo o T-ideal (graduado) de A
contém o T-ideal (graduado) de B.
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Um conjunto gerador finito para o T-ideal de identidades Z,-graduadas para a algebra
M, ;(F) foi descrito por Di Vincenzo em [10] no caso em que char K = 0. Usando o resultado
de Di Vincenzo, Berele em [7] estudou o problema de existéncia de mergulho para as dlgebras

M, 1(F) e E® E. Ele provou o seguinte resultado que motivou nosso estudo.

Teorema 3.3. 1. Eziste uma dlgebra Zs-graduada satisfazendo as mesmas identidades
Zo-graduadas de My 1(E) e que nao pode ser mergulhada, preservando-se a graduagao,

em nenhuma dlgebra do tipo M, 1(S) onde S € uma dlgebra supercomutativa.

2. Se A é uma dlgebra Zo-graduada cujo T-ideal graduado contém o T-ideal graduado de
M, 1(E) e, além disso, nao possui anuladores de sua componente impar (A1), entdo
eziste um merqulho Zy-graduado de A em My 1(S) para alguma dlgebra supercomutativa
S;

3. Nao ezistem dlgebras supercomutativas S e T tais que M;1(E) possa ser mergulhada,

via um homomorfismo graduado, em S ® T

Embora os resultados de Berele tenham sido obtidos assumindo-se que charK = 0 eles
podem ser facilmente estendidos para qualquer caracteristica diferente de 2, supondo que o
corpo K seja infinito. Para os dois primeiros teoremas a extensao pode ser feita uma vez que
as demonstracoes de ambos dependem exclusivamente dos geradores do T-ideal graduado
obtidos por Di Vincenzo [10], e que, tal como demonstrado por Azevedo e Koshlukov, sdo os
mesmos no caso em que charK > 2, ver [2]. J& o terceiro teorema ¢é imediato em caracteristica
positiva, uma vez que o T-ideal graduado de £ ® E (e portanto de S ® T, para quaisquer
duas algebras supercomutativas S e T') estd propriamente contido no T-ideal graduado de
M, 1(E), ver [2]. Um exemplo de identidade no T-ideal graduado de S ® T' que nao se
encontra no T-ideal graduado de M (E) é [(xgo))p, xél)] = 0.

Descrevemos abaixo os principais problemas estudados neste capitulo.

1. Seja A uma Pl-algebra G-graduada que satisfaz todas as identidades G-graduadas
de alguma &lgebra T-prima, sendo esta tltima considerada com sua graduagao natural (ja
fornecida nos capitulos anteriores). Existe um mergulho G-graduado de A na referida algebra
T-prima? O que ocorre se considerarmos essa algebra T-prima nao sobre E, mas sobre
alguma algebra supercomutativa?

2. Seja G = Z,, X Zo, assuma que a algebra G-graduada A satisfaca todas as identidades
G-graduadas de M, (F). Quais condigoes s@o suficientes para garantir a existéncia de um

mergulho graduado de A em M, (S) para alguma algebra supercomutativa S?
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3. Considere o caso char K = 0, entdo existe um mergulho graduado de M, ,(E) em
M, ,(S) ® T para algebras supercomutativas S e 1" adequadas?

Fornecemos condigoes necessarias para a existéncia de um mergulho graduado de uma
algebra em M,,(S), sendo S supercomutativa - teorema 3.7. Além disso provamos que se A
é Z, X Zy-graduada cujo T-ideal graduado contém o de M, (E) entao A pode ser mergulhada,
preservando a graduagao, em M, (S) para alguma &lgebra supercomutativa S se A satisfaz
uma certa condicao necessaria e se alguns anuladores das componentes graduadas de A
forem triviais - teorema 3.16. Obtemos resultados andlogos para o caso da algebra M, ,(.5)
- teorema 3.19. Todos esses resultados sao demonstrados supondo K um corpo infinito e de
caracteristica diferente de 2. (Ressaltamos que se char K = 2 entao a algebra de Grassmann é
comutativa.) No caso de caracteristica 0, provamos que M, ,(E) ndo pode ser mergulhada,
via um mergulho graduado, em M,;(S) ® T onde S e T sao dlgebras supercomutativas
- teorema 3.22. Para obter os nossos resultados, usamos largamente as bases concretas
de identidades graduadas de M, (E) e M,,(F) ® E fornecidas em caracteristica 0 por Di
Vincenzo e Nardozza, ver [12, 13|, e mais tarde estendidas em caracteristica positiva em

3, 4]. Também fazemos uso de idéias derivadas do artigo de Berele [7].

3.2 Preliminares

Aqui introduzimos e relembramos alguns fatos que serao necessarios posteriormente. Con-
sidere G = Zgp X Zo, € sejam S, T, U, V algebras supercomutativas. Entao M,,(S) é
G-graduada de maneira analoga a do exemplo 1.43, onde a Zs-componente diz respeito a
paridade das entradas da matriz. Consideramos ainda M, ;(S), G-graduada tal como no
lema 1.44. Do mesmo modo define-se uma G-graduacao em M, ,(7) @ U. A componente
homogénea de grau (t1,t2) é a soma (Myp(T)) @ 10) @ Uo & (Map(T)) 1 041 @ U

Finalmente para a algebra A = M, ,(S) ® M, (T) fixamos n = (pr + ¢s)(ps + qr),
a=p+q b=r+s,eG=17Z, xZy Considere ({1,t3) € G, entdo tomamos a G-graduacao
analoga aquela fornecida na segao 2.2, ou seja, o Zs-grau faz referéncia ao Zo-grau nas
algebras supercomutativas em questao. A fim de simplificar a notacao, denotaremos para
um elemento Z, X Zs-homogéneo a, respectivamente, por d,(a) o Z,-grau; por |u|, seu
Zsy-grau; e como conseqiiéncia d(u) serd Z, X Zo-grau, portanto d(u) = (9, (u), |u|).

Daqui em diante neste capitulo, G = Z, X Zs, e para uma algebra G-graduada A,

denotaremos sua componente (k,l)-homogénea por Ay, e denotaremos simplesmente por
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Ay, o subespago vetorial Ay o ® A1, 0<k<n—-1,0<1I<1.

3.3 Condicoes necessarias para o mergulho

Daqui em diante, neste capitulo, exceto quando feita mencao explicia do contrario, K sera
um corpo infinito de caracteristica diferente de 2.

Nesta segao estendemos os resultados de Berele [7] para outras classes de dlgebras. Denote
por J; o ideal em K(Xg) gerado por todas as identidades graduadas de M, ,(E

)
monomio x§1 O):céfl 9 denote por Jy o gerado pelas identidades graduadas de M, ;,(E) ®

e por xgl O)xg . Observamos que :c§ O)xg Y9 hao ¢ identidade graduada de M,,,(F) nem

de M,,(F) ® E. Denotemos para i = 1, 2, B; = K(X¢g)/J;.

e pelo

Lema 3.4. 1. A dlgebra By nao pode ser merqulhada, via morfismo graduado, em M, ,(S)
para qualquer dlgebra supercomutativa S.
2. Nao existe mergulho graduado da dlgebra By em M,,(S) ® T para quaisquer dlgebras

supercomutativas S e T.

Demonstracao: De acordo com [13, Corollary 12] o T-ideal G-graduado de M, (F) é

gerado pelos polinomios

xg(),u)mgo,v) N (_ 1>uvx50,v)$50,u) ,

k’,u —]{?,1} k,w uvt+vw+wu k,w —k}ﬂ} k,u
I e A S T (3.1)

Assuma que ¢: By — M,4(S) é um mergulho graduado e denote @(xgl’o)) =r, go(xg_m)) =

s. Entao rs = 0. Mas para qualquer algebra supercomutativa S e r, s arbitrarios em
(May5(5))1,0) € Mags(S))(-1,0), respectivamente, a igualdade rs = 0 implica sr = 0. Uma
vez que go(xgl’o))go(xé_l’o)) = 0 em B; isso implicaria :Eg 01 D ¢ kerp e kerp # 0, 0 que
nos dé uma contradicao. A segunda afirmacgao é demonstrada de maneira analoga. [ |

Seja A uma élgebra que satisfaz todas as identidades G-graduadas de M,,(E). Temos a
seguinte condigao necessaria para a existéncia de um mergulho graduado de A em M, (S)

para alguma algebra supercomutativa S.

Corolério 3.5. Seja A uma dlgebra que pode ser merqulhada (mergulho graduado) em M, (S)
para uma dlgebra supercomutativa S. Se u, v € A sao elementos homogéneos tais que
Op(u) = —=0p(v), e uv =0 entdo vu = 0.

31



Outra condigao necessaria para a existéncia de um mergulho graduado de A em M, (.S)

é apresentada abaixo.

Lema 3.6. Assuma A uma dlgebra G-graduada e p: A — M,(S) um mergulho graduado
para alguma dlgebra supercomutativa S. Considere u, v € A elementos homogéneos de A
tais que uv = 0. Entao para todo elemento homogéneo w € A satisfazendo 0, (w) = 0 tem-se

wwy =0 em A.

Demonstracao: Considere a transformacao linear ¢;;: A;—; — S que leva v € A;_;
na entrada (7,j) da matriz ¢(u). Suponha que 0,(u) = s e J,(v) = t. Entao ¢;;(uv) =0
sempre que j —¢ = s+t (mod n). Mas ¢;;j(uv) = @;irs(w)@its,;(v) uma vez que p(uv) =
w(u)p(v). Assim ¢; ;+s(u)piys j(v) = 0. Tome agora um elemento homogéneo w em A tal
que Op(w) = 0. Entao @;;(uwv) = @;ivs(1)@itsivs(W)pivs;(v) = 0 em S uma vez que os
elementos homogéneos em S comutam ou anticomutam. Obtemos que ¢;;(uwv) = 0 para
todo i e j; como ¢ é um monomorfismo temos wwv = 0. |

O lema a seguir generaliza as condicoes necessarias acima para a existéncia de mergulho
graduado. O critério fornecido é bastante técnico, mas por outro lado vale ressaltar que as

condicoes acima sao casos particulares dele.

Teorema 3.7. Seja A uma dlgebra G-graduada e seja p: A — M, (S) um mergulho grad-
uado, onde S € supercomutativa. Assuma vy, ..., v; € A elementos homogéneos de A,
nao necessariamente distintos dois a dois. Definimos os pares de inteiros positivos (ig, jx),
1 <k < s do seguinte modo. Fizamos iy =1, e para todo k < s, jr — i = Op(vg) (mod n),
e 1mpomos ixy1 = Jx para k < s. Suponha que para alguns vy, ..., vy, 1 <t <'s, tém-se
as sequintes condigoes ji, =iy, ., para todo k, 1 <k <r—1, e que vy, U, ... v, = 0. Entao

VVg ..., = 0.

Demonstracao: Retomamos a transformacao linear ¢;;, a mesma ja utilizada na de-
monstragao do lema 3.6. Ent@o ¢;;(vg, vk, ... v ) = 0 para todo (7,7) tal que j —i =
an(vklvk? s Ukr) em Zy,. Temos (0 = SOZ'J'(Ukl’Uk’Q s Ukr) = Ppo,p1 (’Ukl)gpplka (Uk’z) < Ppr_1,pr (Ukr)'
Aqui pr, — Pm—1 = On(vg,,) (mod n), e py = i.

Escolhemos m — 1 = 9,,(vivs ... 1) e calculamos

P11z v) = 01 (V1) Py gy (V2) - 4, (V)
= tPpyp (Ukl)@plpkz (Ukz) - Ppr_1,pr (Ukr)Q = 0.
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Aqui usamos o fato de que S é supercomutativa; () representa o produto dos ¢;, ;. (Vi)
restantes.

De maneira analoga, obtemos que

©1- (V102 v) = a1 (ViVe . 0) = - = Q1 (V102 vy) = 0.

Mas ¢ ¢ injetiva, portanto vvs ... v; = 0. [ |

3.4 Condicoes suficientes para existéncia de mergulho
em M, (S)

Aqui fixamos G = Z,, X Zs. O ideal das identidades G-graduadas de M, (E) é gerado pelos
polinomios da Eq. 3.1.

Nesta secao A representara sempre uma algebra Z,, X Zo-graduada cujo T-ideal graduado
contenha o T-ideal graduado de M, (E). Lembramos que A; = A, @ A; 1.

Seja. AY™ o produto livre de n copias de Ay sobre o corpo K (ver [5]). AS™ é isomorfo
a algebra livre gerada por todos os elementos da forma 1%...x1xax1...x1, a € Ag, com

as seguintes relagoes:

I (ax1xs...%1)+(bx1...%1)—(a+0b)*1%...%1, para quaisquer a, b € A,.
2. (ax1x...x1)(bx1x...%1)— (ab) x 1 x...% 1, para quaisquer a, b € Ay.

3. A(1x...x1)=Ax1lx...x1 paratodo A € K e Ax1x...x1 = Isxdslx. . %1 = ... = Ik, 1%\

Podemos entao definir uma Z,-graduagao natural nesta algebra e tomar F(A(()*)n) sendo
A(()*)n/J, onde J é o ideal gerado por todas as relacoes do tipo rs— (—1)‘”'5'57“ para quaisquer
r, s Zs-homogéneos em Aé*)", sendo |r|, |s|, o0 Zs-grau de cada elemento.

A algebra F(Aé*)") possui unidade, a saber, o elemento 1 % ... % 1.

A fim de simplificar a notacao, daqui em diante passaremos a denotar o elemento 1. ..

1% r «1 % ...% 1 por (r);.

2
Para todo k € Z, \ {0} tomamos n cdpias de Ay, e as denotamos respectivamente por

M1, Majia, .., Myg. Se m € A;= denotamos por (m);; sua imagem em M, ;.
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A partir do espago vetorial V = (&, ;M;;) & Aé*)", definimos a algebra supercomuta-
tiva S(V') como sendo a dlgebra supercomutativa livre I'(V') gerada pelos elementos Zo-
homogéneos de V' (cujo produto denotamos por A) e quocientada pelo ideal Jy gerado por
todas as relagoes do tipo (a);; A (b)jx = (ab), para todo a € A;_;, b€ Aj_;.

Como conseqiiéncia destas, obtemos mais uma relagao em S(V') com relagao aos elementos

de Aé")*. Sejam u € Ay e v € A_y, Zy-homogéneos com k € Z,, \ {0}. Entao
(w)i; = (=1)MP wu) 55, (3.2)

onde j —i =k (mod n).
Agora passamos a denotar S(V') simplesmente por S.

Definimos ¢: A — M,,(S) como sendo a transformacao linear dada por

@17 = (1)1 pr1€1641 + (M2 k22812 + oo+ (M) nk€nk (3.3)

para todo elemento Zy-homogéneo r € Ay, k # 0, com os e;; denotando as matrizes ele-
mentares de M, (.5).

Lema 3.8. A transformacdo linear ¢ € um homomorfismo graduado de dlgebras.

Demonstracao: A preservacao da G-graduacao segue diretamente da definicao da
aplicacao , bastando verificar que p(ab) = ¢(a)¢(b), para quaisquer elementos a, b € A.
Podemos supor sem perda de generalidade que a, b sao G-homogéneos. Supomos primeiro

que tanto o Z,-grau k; de a quanto o Z,-grau ks de b sao diferentes de 0. Nesse caso:

pa)pd) = (a)ik1€1p41 + -+ (@nki€nk) ((B) Lhst1€1 ka1 -+ (D) krCrihy)

= (@)1 5y ko +1€1 k1 ka1 - - - F (AD) ey ko€ by ke = P(aD).

Lema 3.9. Se ¢ é um mergulho e se existem u € Ay, v € A_y 5 satisfazendo uv = 0 entao

vu = 0 também.

Demonstragao: Note que (uv); = 0 para todo i. Portanto pela equacao (3.2), temos

(vu)j; = 0 para todo j. Mas ¢ é mergulho, logo pela injetividade vu = 0. |
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Definicao 3.10. Sejam vy, vy, ..., vx € A elementos homogéneos. O monémio m =
(V1)irjy A (V2)injo A <o A{Uk)is € T(V) € chamado de monémio cadeia (ou estd em posi¢ao

cadeia) se Joti) = to@i+1), L <t <k —1 para alguma permutagdo o € S,.

Ainda mais, definimos um operador linear 1 sobre V', definindo-o primeiro sobre os
monomios e estendendo-o por linearidade. Esse operador linear pode ser estendido para
uma transformacao linear ¥ : I'(V') — S(V)o, onde S(V')y denota a componente de Z,-grau
0 de S(V), tal como segue.

Seja m um produto de elementos G-homogéneos de I'(V). Se o mesmo for um monoémio

cadeia de Z,-grau 0, nés impomos

\If(m) = \Ij(<vl>i1j1 A <U2>i2j2 VAP <Uk>ikjk> = (—1)0*<U0(1) A\ UO—(Q) VAP Ug(k)>ia(1)jg(k),

e ¥(m) = 0, caso contrario. Aqui ox é a permutacao o restrita aos elementos impares (na
Zs-graduacao) entre os v;’s e (—1)7* é seu sinal. Lembramos que a agdo de ¥ sobre os

monomios cadeia é composto de certas permutagoes com a aplicagao de Kemer f +— f*, ver
[18, Chapterl.2, p. 17].

Proposicao 3.11. O operador linear V estd bem definido sobre T'(V').

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar se m é um mondémio cadeia entdao ¥(m) nao
depende da escolha da permutacao o que coloca os indices em posigao correta. Isto €, se m
de comprimento k ja se encontra em posigao cadeia, e o € S\ {1s, } ¢ tal que ¥(m) também
fica em posicao cadeia e i,(1y = i1 (e portanto jp = jo(x)), entdo ¥(m) pode ser obtido de m
via as identidades graduadas da algebra A.

Suponha que ha mais de uma permutacgao satisfazendo a condigao de cadeia, i.e., sejam
o, T € Sy duas permutacgoes em Sy, tais que Jo() = io(i+1) and Jr) = irpn), 1 <@ <k — 1
Sem perda de generalidade podemos supor 7 = 1, a permutacao idéntica. Suponha vy, vs,
..., Uk € A homogéneos.

Fazemos indugao sobre k. No caso k£ = 1 nao resta nada a demonstrar. Consideremos
k=2,m = (u);j \(v),. Se existem duas permutagoes (em Ss) que fazem de m um monémio

cadeia, entao necessariamente j = p. Mas entao temos

U ()i A ()ji) = (o) = (=DM N ou) ;= (=) ((0) 55 A (u);),

que é justamente a relacao dada pela equagao (3.2).
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Agora suponha que a afirmacao acima é verdadeira para todo monomio cadeia m de
comprimento maximo k — 1. Seja m = (v1)i,j; A (V2)injo A - A (Uk)ipjes J¢ = te41 para todo
t < k — 1. Suponha ainda que para alguma o € Si, 0 # 1 temos jo) = ig41), t < kb — 1.

Mostraremos que

(—].)G* <UU(1)UU(2) e UU(k)>ia(1)ja(k) = <U1U2 Ce Uk>i1jk‘

Se o(1) = 1 aplicamos a hipétese indutiva em (v, () - - - Vo(k) )iy @i € (V2 - - Vk)injy,, €Nta0
podemos supor, sem perda de generalidade, que o(1) # 1. Denotamos através de o(m) =
\If((:va(l))im)ja(l) A <xa(k)>ia(k>jc(k)). Observe que se 7 = 0~ (1) entao v; é a r-ésima letra
em o(m) da esquerda para a direita.

Seja 0(1) = s > 1. Se s = 2 entdo necessariamente i,y = 4, portanto j; = iy = iy, €
A(v1) = (0, |v1]), O(Vs1) - - - Vo(r—1y) = (0,x), av € Zy. Logo aplicamos a primeira identidade
do sistema 3.1 aos primeiros r fatores de o(m), e o0 monémio resultante comecard com x;. E
portanto aplicamos a indugao. Observe que o sinal do monémio resultante mudara apenas
quando |v;| = a = 1. Mas isso significa que dentre os r — 1 fatores de o(m) o nimero
de fatores fmpares é impar. Entao levar v; ao comeg¢o do monomio deve mudar o sinal da
permutacao ¢*, e entao aplicamos uma vez mais a inducao.

Agora suponha s > 2. Considere primeiro o caso r # k. Seja p o maior inteiro positivo,

p < s, e tal que v, estd a direita de v; em o(m). Se p = s — 1 entao temos, como acima, que

O(We(1y - - - Voir—1)) = (0,8),  O(01Vs(r41) - - - Vo)) = (Js—1 — 91,77) = (0,7).

Portanto podemos aplicar a primeira identidade de (3.1) para obter um monémio comegando
com vy, e aplicamos o passo indutivo no submonomio de comprimento k — 1 a direita de v;.
Considere agora p < s— 1, entao o(m) = (—1)7* <v5mlvp+1mgvlmgvpm4)isja(k) para alguns

mondmios m; (alguns possivelmente vazios). Entao is = i; portanto

On(vsmy) = Jp—J1= _an(vpﬂm?) = an(vlmSUp)-

Agora estamos em posicao de aplicar o segundo tipo de identidades graduadas do sistema
(3.1), e obtemos um mon6émio comegando com v;. Observe que o sinal mudard se e somente
se dois dentre vym;, v,41my and v; sao fmpares. Verifica-se, caso a caso, que de qualquer
modo o sinal obtido é o correspondente a da permutagao dos elementos fmpares em o(m).
Se nao existe tal indice p repete-se o mesmo argumento, mas no lugar de p toma-se q

sendo o menor indice tal que g > s e v, estd a esquerda de vy em o(m).
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Caso nao exista tal ¢, entao necessariamente r = s, e todas as varidveis que estao a
esquerda de vg em m devem estar a esquerda de v; em o(m). Mais ainda, toda varidvel que
estd a direita de v; em m aparece a direita de v; em o(m). Portanto o(m) = (vsm1v1m2>isja(k).
Aqui vgymyv; é uma permutacao de vy ...v,. Agora se s < k usamos a inducao. Ser = s =
k entdo o(m) = (vpmovy);,;,. Mas nessa situacdo obviamente 0,(vyms) = 0,(v1) = 0 e
podemos aplicar o primeiro tipo de identidades graduadas do sistema (3.1). Entao v; vem
para o comego de o(m) e aplicamos a indugao. O sinal muda somente quando |v;| = |vgms| =
1 e isso significa que o sinal de ¢* mudara também.

Para encerrar temos que considerar o caso em que existe uma permutacao o € Sj que
embora nao coloque m em posicao cadeia, faz aparecer um submonomio nulo em posicao
cadeia. Nesse caso, pelo produto de S, devemos ter necessariamente um monomio nulo
mesmo considerando a cadeia de comprimento maximo. Mas isso segue como conseqiiéncia

das condig¢oes impostas no lema 3.7. |

Daqui para frente A sempre satisfara as condigoes do lema 3.7.
Podemos considerar ainda uma transformacao linear ® que vai do subespaco gerado pelos

monodmios cadeia de Z,-grau 0 de I'(V') em A de modo que

(I)(<Tl>i1,i2 A <’l“2>7;27i3 VAR <rk>lk7lz) =T1...7Tk,
sobre um monomio cadeia e estendida por linearidade.

Lema 3.12. A transformacao linear V, quando restrita ao subespaco gerado pelos monomios
cadeia de Zn-grau 0 de T'(V), satisfaz W(a) = 0 se, e somente se, ®(a) = 0.

Demonstracao: A afirmagao ®(a) = 0 implica ¥(a) = 0 é imediata. Para a reciproca
fazemos inducao sobre o niimero de parcelas de m; + . ..+ my, onde cada m; é um monomio
cadeia nao-nulo de Z,-grau zero de I'(V'). Para o caso de um tnico monoémio, temos que
U(m) = (r)y, r € Ag \ {0}, portanto (r); # 0 em S(A(()*)) pelo lema anterior, e portanto
®(m) # 0.

Para o caso my +...+my, sendo k£ minimal, e ¥(m; +...+my) = 0, entdo ¥(m;) = (r3) ;.
com j; = jy implicando i = i’ (pela condigdo de minimalidade das parcelas. Mas pelo

argumento anterior, ®(m;) = 0, para todo i entre 1 e k e obtemos o resultado desejado. W

Denotamos por Ag*1x*...x1 o subespaco de F(A(()*)") gerado pelos elementos ax1x%...x1,

a € Ag. O seguinte lema é imediato:
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Lema 3.13. A aplicacdo ® restrita ao subespaco vetorial Agx 1% ...% 1 € injetiva.

Lema 3.14. Considere a aplicagio p11 : Ag — S(V)o que leva r — 7+ 1% ...x 1. Entdo

w11 € um homomorfismo injetivo.

Demonstracao: Note que ¢;; coincide com W o4y, onde iy, : Ag — (V) é a inversa

da aplicacao P restrita a Ag* 1% ... 1. Assim, o lema 3.12 fornece o resultado. [ |

Lema 3.15. Se (ann s Ax) N A_, = 0 para todo k € Z,,, entio ¢ : A — M,(S(V)) tal como
definido pela equacao (3.3) € injetivo.

Demonstragao: Primeiramente temos que ¢|4, é injetiva, pois se a € Ay, temos

ola) =p11(a)ers + ...+ gnn(a)enn,

onde os ¢;; sao definidos de maneira andloga a ;1 e portanto sao claramente injetivos pelos
mesmos argumentos, donde segue a injetividade de ¢|4,. Para demonstrar a injetividade
em todo A, uma vez que ¢ é homomorfismo graduado, basta mostrar que a intersecao de
seu nucleo com cada componente homogénea é o subespaco trivial. Suponha r € A, um
elemento G-homogéneo de A. Por hipdtese, existe ' € A_j tal que rr’ # 0, logo @(rr’) # 0

e como ¢ é homomorfismo de dlgebras, temos que ¢(r) # 0. [

Como conseqiiéncia direta deste lema, temos o teorema:

Teorema 3.16. Seja A uma dlgebra G = 7Z, X Zo-graduada, satisfazendo as identidades
graduadas de M, (E) e as condi¢oes do lema 3.7. Suponha, além disso, que (ann 4 Ag)NA_y =
0 para todo k € Z,. Entao existe um mergulho graduado de A em uma dlgebra M,(S) para

alguma dlgebra supercomutativa S com unidade.

Corolario 3.17. A dlgebra M,,(E) ® E pode ser mergulhada, via um mergulho graduado,

em M,(S) para alguma dlgebra supercomutativa S.

Observacao 3.18. No caso em que lidamos com n = 2, as hipdteses do lema 3.7 podem ser
trocadas simplesmente pela condi¢ao annA; = 0. A idéia da demonstra¢ao € como um caso
€ S(V)o, entao deve

haver uma quantidade igual de fatores com indices (1,2) e (2,1) e nesse caso, devido ao fato

particular da anterior, com a diferenca de que se (r1)i, jy A AN (Tk)ig i

dos indices serem mnecessariamente sempre 1 ou 2 se um submonomio cadeia € 0, ele pode

ser escrito como submonomio de um monomio cadeia.
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3.5 Condicoes suficientes para mergulho em M, ;(.5)

Nesta secao todas as dlgebras sao consideradas sobre um corpo infinito K de caracteristica
diferente de 2. Seja G = Z,, X Zo, n = a + b, e seja A uma algebra G-graduada que satisfaz
todas as identidades G-graduadas de M, ;(E). Nesta secdo provamos que uma condigao
analoga a da segdo anterior nos assegura que existe um mergulho graduado de A em M, ,(.5)

para uma algebra supercomutativa S apropriada.

Teorema 3.19. Seja A uma dlgebra G-graduada satisfazendo todas as identidades graduadas
de Myp(E), a +b=n. Se essa dlgebra satisfaz a condi¢ao do lema 3.7 quanto ao produto
de elementos homogéneos e (ann s Ay) N A_x, = 0 para todo k € 7, entdo existe uma dlgebra
supercomutativa S tal que A pode ser mergulhada, via wm homomorfismo graduado, em

Ma7b(5)‘

Demonstragao: A demonstracao deste teorema é muito parecida com a do teorema
3.16, assim vamos simplesmente enfatizar as diferencas entre as duas. Primeiro observa-
mos que algumas das componentes homogéneas de M, ,(E), e portanto de A, sdo triviais.
Portanto consideramos simplesmente as componentes nao nulas. Seja xq: {1,...,n} — Zs
a funcdo caracteristica de {1,...,a}, isto é, x,(i) = 1 se 1 < i < a, e x,(i) = 0 quando
a+1 <17 <n. Entao para todo 1 < 4,5 < n, tomamos os espacos vetoriais Zij = A(c,d) com
c=j—1 (modn)ed= xa(i)+ xa(j)-

Se 1 < 1,7,k <n fixamos

RO _ ) Acitkxiry  seisa o) _ ] Ak s S,
ko= , ) = '
A(itkxa() se 1> a+ 1 Ak xa(G) se j >a+ 1.

E para simplificar, usamos as notagoes R; = @ZZIR,?) e C; = EBZZIC’,ij). Consideramos
W;; como sendo o subespaco de A gerado por W;; = >/, R,(f)C’,Ej ), e tomamos finalmente
Ny = Ay /Wi

Agora repetimos a construcao da dlgebra supercomutativa S da segdo anterior substi-
tuindo os subespagos vetoriais M;; daquela se¢ao pelos espacos IV;; tal como definidos acima.

Define-se p: A — M,;(S) da seguinte maneira. Se (k,c) € G e 1y, € Ay entao

O(Tke) = (Pre)1h+1€15+1 + (The)2kt2€2 k42 + - -« + (The)n k€n k-

Logosec=0em Zyei<a<j, ouj<a<i entdo (rg); =0.
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Verifica-se, tal como na secao anterior, que ¢ preserva a (G-graduagao e que é injetivo.

Assim, existe um mergulho graduado de A em M, ;(5). [ |

3.6 Resultado negativo em caracteristica 0

Na secao anterior pedimos que o corpo base fosse infinito e de caracteristica diferente de 2.
Nesta secao consideraremos apenas algebras sobre um corpo de caracteristica 0. Berele em
[7, Theorem 3] provou que M;(E) nado pode ser mergulhada, via mergulho graduado em
S ®T para quaisquer duas algebras supercomutativas S e T. Aqui estendemos os resultados
de Berele e provamos que nao existe um mergulho graduado de M, ,(F) em M,,(S) @ T

para quaisquer duas algebras supercomutativas S e T.

Lema 3.20. Seja S uma dlgebra supercomutativa com 1. Entao para todo inteiro positivo k e

quaisquer elementos impares Sy, ..., Sk, et1, ..., t em S\{0} temos que s1t1+. .. +sty # 1.
Demonstragao: Assuma que sit + ...+ sgty, = 1. Tome o conjunto {tq,ts,...,tx} € S
e escolha o maior p tal que existem t;,,...,¢, € S com ¢, ...%;, # 0. Denotemos por ¢ esse

produto. Entao t # 0mast = 1-t = (s1t1 +...+ sgtx)t = 0 uma vez que os ¢; anticomutam,

o que nos fornece uma contradicao. |

Lema 3.21. (Compare com [7, Lemma 3].) Suponha que S e T sao duas dlgebras superco-
mutativas com 1. Seja r € M,p(S) @ T um elemento Za+p X Zy-homogéneo, d(r) = (k,0)
com k # 0. Entdo ndo existe elemento homogéneo s € M,,(S) @ T, 0(s) = (—k,0), e tal
quers =1 1.

Demonstracao: Sejar =Y a, ®t,, a, € Myp(S), t, € T. Segue de k # 0 em Z,, que
para algum par de inteiros positivos menores ou iguais a n, i e j, j —i = k (mod n), as
entradas (7,7) das matrizes a, sdo elementos impares de S. Portanto no produto rs estes
elementos impares de S devem ser multiplicados por elementos impares na representacao
andloga para s. Logo pelo Lema 3.20 a entrada (i,7) das matrizes a esquerda do produto

tensorial nas parcelas de rs jamais pode ser 1. [ |

Teorema 3.22. Sobre um corpo de caracteristica 0, a dlgebra M,,(E) ndo pode ser mer-
gulhada, preservando-se as componentes graduadas, em M,,(S) @ T para quaisquer dlgebras

supercomutativas unitdrias S e T'.
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Demonstragao: E suficiente observar que parar = ejs+e93+...4+e,, r" = 1. Portanto
7 e sua inversa "' sdo elementos homogéneos de M, (F). Mas na dlgebra M, ;(S) ® T nao

existe um elemento homogéneo desse grau que possua inverso pelos lemas anteriores. [ |
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Capitulo 4

Identidades graduadas para as
élgebras M2n<E>, MQn_1 Zn_l(E) e E®n

Denotemos por E®" a élgebra E ® ... ® E, n vezes. Neste capitulo consideramos Z3"-
graduagoes para as dlgebras E®?" e Myn-19n-1(E) e consideramos 73" -graduacoes para as
dlgebras E®>"*1 ¢ My.(E). A partir destas, comparamos os T-ideais graduados das mesmas
tanto no caso em que sao consideradas sobre um corpo de caracteristica zero — teorema
4.12 como sobre corpo infinito de caracteristica maior que 2 — teoremas 4.20 e 4.21.
De fato, esses resultados sao consequéncia direta das bases de identidades para os T-ideais
destas algebras exibidas nos lemas 4.9, 4.10, 4.11, 4.15, 4.16 e 4.19. Fornecemos ainda,
através do teorema 4.25 e do teorema 4.26, cadeias de T-ideais graduados das algebras
M1 96-1(E) ® E®' e Mom(E) @ E®1 com 2k + 1 = 2m + ¢+ 1. Por fim exibimos bases
de identidades graduadas para algebras da forma Mar—1 gr—1(E) @ Myi-1 91-1(E) — teorema
4.31. Como corolarios dos teoremas demonstrados neste capitulo (corolarios 4.13, 4.27 e
4.32), temos os resultados do TPT em caracteristica zero para os casos em que as algebras

de matrizes tém como ordem uma poténcia de 2.

4.1 Preliminares

Nesta secao fixaremos a notacao a ser utilizada ao longo de todo este capitulo. Elas sao
praticamente as mesmas utilizadas por Regev em [20], com algumas leves alteragoes.

Lembramos que a algebra de Grassmann, tal como definida no exemplo 1.3 é a K-
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algebra supercomutativa livre, com 1, livremente gerada pelo conjunto infinito enumeravel
{1,e1,€9,...}, com a imposi¢ao de que cada e; seja Zp-homogéneo de grau 1.

Comegamos definindo o grupo G,, C My« (K), onde mais uma vez lembramos que K é
um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. Definimos Gy como sendo o grupo gerado

por —1 em K, isto é, Gy = {—1,1}. Os demais G,, definimos de modo indutivo, a partir de

Gli
0 1 0 —1
G1 = <A1,1,BL1>, onde Al,l = € Bl,l = .
10 1 0
Sejam agora Aj ..., A, € By, ..., B,, matrizes de Myn(K). Definimos indutiva-
mente Aj 41, Anttntts Bintt, -« Bugint1 € Manti (K) do seguinte modo:

A 0 Ain B 0 Bin 1<i<
il = , Bini1 = ,se 1 <i<n.
1 A 0 e+l B 0

Considerando C,, = Ay ,Asp ... ApnBin - .. By, e sendo Irn a matriz identidade em Mo (K),

definimos
0o C, 0 —Isn
An+1,n+1 = (Cn 0 > , € Bn+1,n+1 = <]2n 0 > .

O resultado seguinte, de verificagao simples através de célculos diretos, fornece todas as

propriedades interessantes dos geradores do grupo G,,.

Lema 4.1. Para um niumero inteiro positivo n arbitrdrio, e para quaisquer i,5 < n as

sequintes relacoes sao validas:
1 A2, = B2, = C? = L
2. AinCp = —CLA;p;
3. BinC, = —C,B;,;
4. Ai,nAj,n+1 = _Aj,nAl,n se i # j;
5. BinBj,=—B;,Bi, set#j;

6. AinBjn =—DBjn,Ain para todo i, .
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Dessa forma, qualquer elemento do grupo G, pode ser escrito, de maneira unica, na
forma +£A7} A% ... Adn B By . B3, com (au, ..., (a,) € Z3". A partir do grupo G,
obtemos uma base de matrizes invertiveis para Man (K).

: [e%} o Qn+1 a9 2n

Denote por H, o subconjunto {AY ... Asn By ... By2| (ay, ..., «9,) € Z5"}. Denote-
mos ainda por Hy, o subconjunto de H,, formado pelos monomios cuja soma dos expoentes
¢ 0 e por H;, seu complementar em H,, i.e., o conjunto dos monomios cuja soma dos ex-
poentes (considerada em Zy) é 1. Lembramos que se A é uma algebra Zs-graduada, AQFE

denota o envelope de Grassmann da dlgebra A, isto é, ADE = (Ay ® Ey) @ (A, @ F)).

Lema 4.2. Utilizando as notacoes acima o conjunto H, forma uma base, como espaco veto-
rial, de matrizes invertiveis para Man(K). Além disso, Hy, e Hy, geram, respectivamente,
subespagos Maon (K)o € Man (K )y em Maon(K), onde

Mon (K)o = (Min(K) ’ ) e Myn(K)y = ( 0 M2"1(K)> 7
0 Myt (K) My i(K) 0

dando origem a uma Zo-gradua¢ao em Mon(K) de tal modo que, com essa Zs-graduagdo
Mzn (K)@E = MQn—172n—1 (E)

Demonstracao: Ver [20, Lemma 1]. |

4.2 Zk-graduacoes

A partir do dltimo resultado da segao anterior, conseguimos definir uma Z3"-graduagio

natural em Msn-19n-1(F). Basta considerar Man-1 9n-1(E)(ay,.. as,) COMO sendo o espago

gerado pelo conjunto Ha, ..ap,) = {TATY .. AN B B2 | 1 € Eoyqogay, t- O fato
H.,Hy C H,, ., para quaisquer «, o’ € Z3" segue diretamente das propriedades enunciadas

no lema 4.1

Sejam « = (aq,...,qx) e o/ = (a},...,a}) dois elementos de Z5. Entao definimos as
seguintes expressoes:
<Oé, O/> = Zf—l alaiv
Sa Zf:l @i
Sai = Sa T Q4

Lema 4.3. Sejam M, N dois elementos Z3"-homogéneos de Man-1 9n-1(E), € sejam ap e

an seus respectivos graus. Entdo MN = (—1){en) N M

44



Demonstracao: Seja ay; = (ag,...,a9,) e seja ay = (o, ..., ab ). Assim temos que
) ) n 1» ) 2n

a/
M =rAT, ... By paraalgumr € Ee N =14, ... n%? e

!
_ al az ay o,
MN = rs M...Bn;Aln...Bngg

= (- l)SalalrsA . BO‘Q”A Bf{%{b
= (=1)fit +S“72"a/2nrsA(f1n . B;‘;%;»A‘f}n ... By
= (—1)taracitetsaanaby toasa g AT B AT B2
= (=1)*NM.

Coroldrio 4.4. Sejam M, N dois elementos Z3"-homogéneos de Mon-1 9n-1(E) com mesmo

grau o. Entio MN = (=1)**NM. Em particular, se s, ¢ impar, entio M? = 0.

Demonstragao: A primeira afirmacao segue direto do fato de que (o, a) = s, e a

segunda é conseqiiéncia de considerarmos charK # 2 . B

2n+1
Z’2

Agora definiremos uma -graduagao para M- (F). Aqui temos que langar mao de

um truque.

Lema 4.5. Seja M € H,, e sejar € E um elemento Zo-homogéneo. Entdao existe uma unica
maneira de escrever rM = 1" A7}, ... By Cott de modo que o Zy-grau de v coincida com a

paridade de s, er = £

Demonstragao: Sabemos que podemos escrever M € Myn(FE) de maneira tnica na
forma rA(f:ll : ..Bﬁ%{‘, para algum elemento o/ € Z3". Se 0z,(r) = s, entao ji temos o
formato desejado com ai, = o) se k < 2n e ag,11 = 0. Suponha que o mesmo possa
ser escrito como A7 ... B2 Cpen+t onde pelo menos um dos expoentes a; # o, Entao
necessariamente g, = 1, mas como C, = A;;...B,,, e as matrizes consideradas no
produto anticomutam, exceto consigo mesmas, todos os demais expoentes a; mudam para
a; = a;+ 1 em Zy. Como de a; até as, temos uma quantidade par de expoentes, temos que

Sa2n41 = Saant+1. Mas Qa,q1 € 1, e portanto sz # 0z,(r). Um argumento analogo fornece o

resultado desejado no caso em que O(r) # Sq. |

Como conseqiiéncia direta do lema anterior e das propriedades do lema 4.1, temos:
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Corolario 4.6. A dlgebra My (E) admite 73" -graduacdo, de modo que Mo (E),

¢ gerado pelos elementos da forma rATY ... By Coenst,

Q1,020 41)

E, analogamente ao caso de Myn-19n-1(E), temos os seguintes resultados cujas demon-

stracoes sao quase repeticoes e, por isso, serao omitidas.

Lema 4.7. Sejam M, N dois elementos Z3" " -homogéneos de Mon(E), e sejam oy e an

seus respectivos graus. Entio MN = (—1)@men) N M.

Coroléario 4.8. Sejam M, N dois elementos Z3" ™ -homogéneos de Man(E) com mesmo grau

a. Entio MN = (—1)**NM. Em particular, se s, € impar, entao M?* = (.

4.3 Identidades graduadas em caracteristica 0

Seja k um inteiro positivo, nesta secio nosso objetivo serd fornecer uma Z&-graduacio para
a algebra E®* e comparar o T-ideal graduado desta dlgebra com o T-ideal graduado de
Mon—1 9n-1(E), no caso em que k for par, e com o T-ideal graduado de M. (E) no caso em
que k for impar.

No caso de caracteristica 0, todas as identidades do T-ideal, graduado ou nao, de uma
algebra seguem daquelas que sao multilineares, como mostrado no capitulo 1. Como con-
seqiiéncia direta do lema 4.3 e de seu corolario, temos que ¢y, (2, y) = xy — (—1)0@0Whyg ¢
K(X)zzn pertence ao T-ideal graduado de Man-1 on-1(E). Daqui em diante denotaremos por
ck(2,y) o polindmio de K(X)zr dado por cx(z,y) = zy — (—1)%0@)0W g

De fato, temos:

Lema 4.9. Sobre qualquer corpo de caracteristica zero, as identidades Z3"-graduadas de

Man-1 9n-1(E) sdo conseqiiéncias de co,(z,y) = xy — (—1)0@0W)yq.

Demonstracao: Como estamos lidando com corpo de caracteristica zero, basta mostrar
que todas as identidades graduadas multilineares seguem desta. Seja f(z1,...,2;) uma
identidade multilinear graduada de Mon-1 9n-1(E), e seja J o T-ideal graduado gerado por
can(2,y). Logo todos os fatores nos mondmios comutam ou anticomutam entre si, e portanto

temos que

flzy, ... xp) = Z AoZo(1) - - - To(e) = N1 ... 25 (mod J), A e K.

oESk
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Se ' =0, entao f é uma identidade que segue de co,(z,y). Caso contrario, é facil encontrar
uma substitui¢ao standard (ver defini¢do 1.48) para as varidveis em Maon-1 90-1(E) tal que o

monomio z; . ..z nao ¢ levado em 0. Caso sy(,,) seja par, basta substitui-lo por Ay}, ... By

n,n
onde (ai,...,az,) = d(x;). Caso contrdrio basta substituir z; por e;Ay}, ... By%. Logo
Ti...xp vaiem e, ...e; D, onde 0 <[ <k, 1, <... <1, e D éuma matriz invertivel, e
portanto f nao é identidade de Maon—1 9n-1(F). [

De maneira andloga ao que ocorre em Myn-1 on-1(E), temos para Man (E) que cop41(2,y)

é uma identidade Z3"™-graduada de My (E). Mais que isso:

Lema 4.10. O T-ideal Z5"*'-graduado de Man(E) € gerado por cani1(,y) quando a dlgebra

¢ constderada sobre um corpo de caracteristica zero.

Demonstragao: A demonstracao é completamente analoga aquela do lema anterior,
apenas acrescentando a matriz C), elevada ao expoente respectivo na hora de realizar as

substituicoes. ]

Agora olhemos para a dlgebra E®™. A mesma admite uma Z4-graduagao bastante natural.

®n
(C“l»w:an)

tais que 0z, (a;) = a;.

Basta tomar F como sendo o subespaco gerado pelos elementos da forma a; ®. . .®a,,

Lema 4.11. O polinémio c,(x,y) é uma identidade Z3-graduada de E®™. Se consideramos

a dlgebra sobre um corpo de caracteristica zero, c,(x,y) gera o T-ideal graduado de E®".

Demonstragao: Como c¢,(x,y) é multilinear, basta verificar que todos os elementos da
base de E®" a satisfazem. Considere entdaoa = a;®...Qa, eb=0b;®...3b, dois elementos

Z3-homogéneos de E®". Entao (a1 ® ... ®a,)(bi ®...®b,) =

= a1b; @ ... Q@ ayb, = (=1)%2@9%00p 0) @ asby ® ... @ apb, =
(—1)0@INY ) @ ... @ bpa, = (—1)P@0(h . . @b,)(a1®...@a,).

Para demonstrar a segunda parte, como ¢, (z,y) é identidade graduada de E®™, se f é
uma identidade multilinear graduada de E®", e f nao pertence ao T-ideal gerado por c,,
entdo f = x1...x, (mod J), onde J é o T-ideal Z}-graduado gerado por ¢,. Novamente
basta mostrarmos que entao conseguimos tomar uma substituicao standard na dlgebra que
nao anule o monémio. Assim basta substituir x; de grau (a4, ..., a,) por t; ® ... ® t,, onde

tj =1se Q; = O, (S tj = €(i—1)n+j s5€ oy = 1. |
Segue entao como conseqiiéncia de tudo o que foi demonstrado nesta segao:
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Teorema 4.12. Sobre um corpo de caracteristica 0, o T-ideal Z4-graduado de E®™ coincide
com o T-ideal graduado de Mayx-1 9x-1(E), se n = 2k; e coincide com o T-ideal graduado de

My (E) no caso em que n = 2k + 1.
Como conseqiiéncia temos uma outra demonstragao para o fato:

Corolario 4.13. Em caracteristica 0, o T-ideal de identidades ordindrias de E @ E é igual
ao T-ideal de My ;(E).

4.4 Identidades graduadas em caracteristica positiva

Como sabemos que em caracteristica 0, as dlgebras M, ;(F) e F ® E sao Pl-equivalentes,
entao também o sao suas “poténcias tensoriais” de mesma ordem. No entanto sabemos que
em caracteristica positiva, diferente de 2, temos a continéncia estrita do T-ideal de M; ;(E)
dentro do T-ideal de E® E. Nesta secao analisamos o que se passa em caracteristica positiva,
diferente de 2, com as identidades graduadas das dlgebras ja mencionadas.

Daqui em diante, todos os corpos considerados sao infinitos de caracteristica maior que
2. Nesse caso, nao podemos nos limitar a analisar as identidades multilineares da algebra,
mas temos de trabalhar com as multihomogéneas.

Ao longo de toda esta secao p > 2 denotard a caracteristica do corpo K.

Lema 4.14. Seja f(xy,...,x) € K(X)zp um polinomio multihomogéneo. Se sp(,) € impar
e x; possui grau maior que 1 em f, entdo f € conseqiiéncia de c,(z,y). Caso contrdrio
f=Azlt . 2l (mod J), ondet; € o grau com que cada varidvel aparece em f e A € K. Em

particular, se sp;) = 1, x; deve aparecer com expoente 1 em f.

Demonstragao: A primeira afirmacao é trivial e segue diretamente do corolario 4.4. Tal
como no caso multilinear, como as variaveis comutam ou anticomutam entre si, elas podem

ser rearranjadas em cada parcela a menos de sinal. [

Lema 4.15. As identidades graduadas de Maon—1 9n-1(E) sao geradas pelo polinémio con(x,y)

sobre um corpo de caracteristica positiva, diferente de 2.

Demonstragao: Seja f(zy,...,x;) identidade multihomogénea gradudada da &lgebra

Man-1 9n-1(E) que néo é conseqiiéncia de ¢y, (z,y). Entdo, médulo o T-ideal gerado por ca,,
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o polinomio f pode ser escrito como:
— 2t 7
flay, .. xp) =27 .. o)t

Denote por o? = (o, ..., a9,) 0 Z2"-grau de x;. Se fazemos em f a mesma substituicio
standard sugerida na demonstracao do lema 4.9, obtemos como resultado e;, ...e; D, com

J1 < ... < ;e D invertivel, portanto diferente de zero. [

Praticamente repetindo os argumentos utilizados provamos também:

Lema 4.16. As identidades graduadas de Mayn(E) sao geradas pelo polindmio capyii(x,y)

sobre um corpo de caracteristica maior que dois.

Lema 4.17. Seja x uma varidvel de K(X)zy, com Z5-grau o = (ay, ..., qy) com s, par e
a; = 1 para algum 1 < i < n. Seja p > 2 a caracteristica do corpo base K de E®". Entao

xP ¢ identidade graduada de E®".

Demonstracao: Seja a = Zizl a1 ® ... ® a;, um elemento Z%"—homogéneo com o
mesmo Z32"-grau da variavel z. Podemos supor, sem perda de generalidade, que a; = 1.

Tratemos primeiro o caso [ < p. Entao no primeiro fator de cada parcela de a? pelo
menos um a;; deve aparecer duas vezes, e portanto devemos obter 0, uma vez que os a;;
anticomutam entre si.

Suponhamos entao que [ = p. Pelo raciocinio anterior e pela identidade ¢,, se ha alguma
parcela nao nula, necessariamente ela deve ser Aa;...ap, onde a; = a;1 @ ... @ a;, € X é
igual ao niimero de parcelas da forma ay(1) ... as@p) em a?, o € S,. No entanto a quantidade
de vezes que esse termo aparecera sera p!, logo seu coeficiente serda 0 em K. No caso em
que [ > p aplica-se o mesmo raciocinio acima para cada subconjunto de p elementos de

{1,2,...,1}, donde segue o resultado. [ |

A demonstracao do lema seguinte repete as idéias da demonstracao do lema 4.14 e por-

tanto sera omitida.

Lema 4.18. Seja P o T-ideal gerado por c,(x,y) e por zP se o Zy-grau de x é tal como no
lema anterior. Seja f(x1,..., 1) € K(X)zy um polinémio multihomogéneo que ndo pertenca
a P, entdo f = \xl' .. x};’“ (mod P), sendo A # 0 e t; o grau com que a varidvel x; aparece

em f. Além disso, t; =1 se sp,) =1 et; <p se sy@,) =0 e d(x;) #(0,...,0).
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Lema 4.19. O T-ideal graduado de E®™ é P.

Demonstragao: Suponha f(z1,...,z;) = 2} .. .x};’“, com os expoentes satisfazendo as
condigoes do lema anterior. Vamos encontrar uma substituicao das variaveis por elementos
homogéneos de E®" que resulte num elemento nao nulo da 4lgebra.

Podemos dividir o conjunto I, = {1,2,...,k} em trés conjuntos Wy U W5 U W3 (alguns

possivelmente vazios), onde
o Wy ={iel d(x;) =(0,...,0)};
o Wy ={ic I\ W] 5502, 6 par};
o W5 =1\ (W, UW,).

As variaveis x,, com r € W; podem ser substituidas por 1ge.. As varidveis x; com
s € Wy podem ser substituidas por a; s +ags+...+ap_15, 0nde a; s = ;51 ... Qa; s, cOmM
isj = 1€ 0(xs); =0, € ajsj = €(s—1)p+i CASO contrario. As varidveis x;, com t € W3 podem
ser substituidas por by ® ... ® by, com by =1 se 9(z;); = 0 e b;y = e, caso contrario.

Com essas substitui¢oes, nao aparecem coeficientes multiplos de p, e os fatores em cada

parcela ou estao no corpo ou podem ser arranjados na forma e;, ...e;,, com iy < ... < i, W

Como conseqiiéncia imediata dos lemas até agora demonstrados temos:

Teorema 4.20. O T-ideal graduado de E®?" contém propriamente o T-ideal graduado de
Mzn—172n—1 (E)

Demonstracao: A continéncia é trivial. Ja a continéncia estrita segue do fato que x”
para a varidvel z de Z3"-grau (1,1,0...,0) ¢é identidade de E®?", mas nao de Myn-1 9n-1(E).
|

De maneira analoga, temos:

Teorema 4.21. O T-ideal graduado de E®*"*1 contém estritamente o T-ideal graduado de
Mo (E).

A partir dos resultados desta secdo, e estendendo as algebras com que trabalhamos con-

seguimos algumas generalizacoes. Denotaremos por L, , a algebra
Lm,n = MQm—l’Qm—l (E) ® E®TL.
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Essa dlgebra é Z5™"-graduada, combinando-se a Z3™-graduacao de Mym-19m-1(E) e a Z3-

graduacao de E®".

Lema 4.22. O T-ideal ngJr”—gmduado de Ly, € gerado por comin(z,y) e por todos os
mondémios da forma zP, 0(z) = a = (ay, ..., Qomin) € Z3™", com a varidvel x satisfazendo

as sequintes condigoes:
1. s, =0;
2. a; =1, para algum j € {2m +1,...,2m + n}.

Demonstragao: A fim de simplificar a notacio, escrevemos a = (a*™, (™), onde
al®) ¢ 7k Para verificar que tal algebra satisfaz copmin(z,y), basta verificar que o mesmo
se anula sobre qualquer elemento da base, uma vez que g, 1, é multilinear. Assim, sendo
a=09(x)ea = 3d(y), substituimos x por RQs;®...RQs,, sendo R elemento Z2"-homogéneo
da base de Mym-1 9m-1(E) cujo Z3m-grau é a®™ | 9z,(r) = syem € 0z,(8;) = Qgmyi. Da

mesma forma, substituimos y por R’ ® s] ®...® s/, satisfazendo as mesmas condigdes. Logo:
RR 818/1 Q... 5n3;1 —\= (_1)<a(2m)’al(2M)>+<a(n)’al(n)>R,R Q 8’181 Q... S;Sn,

donde segue o resultado.

Para verificar que o T-ideal contém os monomios graduados da forma x”, com as condi¢oes
explicitadas acima, procede-se também de modo andlogo ao que ja foi feito ao longo desta
secao, notando-se que se algum dos fatores em E do produto tensorial é impar, entao a p-
ésima poténcia do mesmo é zero. Para checar que o T-ideal é gerado por esses polinomios, no-
tamos que todo polindmio multihomogéneo que nao esta no ideal gerado por esses polinomios
¢é congruente, médulo o T-ideal gerado por esses polinomios, a um monomio de mesmo multi-

grau com algumas restricoes quanto aos expoentes, a saber:
e o grau de z; em f deve ser 1 se sy(,,) ¢ impar;

e o grau de x; em f deve ser menor que p se o grau da variavel x; satisfaz as condigoes

1 e 2 enunciadas no lema.

E entao basta tomar uma substituicao standard para tal mondomio que nao o zere. As
escolhas sao as mesmas ja feitas anteriormente, apenas fazendo uma mescla no produto

tensorial agora. [
Segue como conseqiiéncia imediata:
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Teorema 4.23. Chamemos 23" de G. Entio To(Lno) € Ta(Ln-12) € -+ C Ta(Lo2n)-

=

Da mesma forma, denotando-se por L, a dlgebra Mym(FE) ® E®", temos uma Z35™ "+
graduacao induzida em L,,,. Praticamente repetindo-se o argumento empregado no lema

4.22 temos:

Lema 4.24. O T-ideal Z3™" ™ -graduado de Loy € gerado por Copmint1(x,y) e por todos
0s monémios da forma xP, (x) = a = (ay,...,Qomini1) € Z3"T" T com a varidvel x

satisfazendo as sequintes condigoes:
1. s =0y
2. a; =1, para algum j € {2m +2,...,2m+n + 1}.

Teorema 4.25. Se consideramos um corpo K infinito de caracteristica qualquer diferente
de 2, temos Tg(Lnp) € Ta(Ln—11) C Ta(Ln—12) C Ta(Ly—23) C ... € Ta(Lign—2) C
Te(Loon). Além disso, ocorre igualdade entre quaisquer dois T-ideais vizinhos se, e somente

se, charK = 0, caso contrdario todas as continéncias sao estritas.
E denotando o grupo Z2™*! por G, temos também:

Teorema 4.26. Se consideramos um corpo K infinito de caracteristica diferente de 2, temos
Tg(Lnp) € Tg(Lny) € Tg(Ln12) € Tg(Ln-13) € ... € Tg(Lign-1) C Tg(Logn). Além
disso, ocorre iqualdade entre quaisquer dois T-ideais vizinhos se, e somente se, charK = 0,

caso contrdrio todas as continéncias sao estritas.

Corolario 4.27. Sobre um corpo infinito K de caracteristica diferente de 2, temos sempre
Tg(Maon—19n-1(E) @ E) 2 Tg(Man(E)); € a igualdade ocorre se, e somente se, charK = 0.

4.5 Relacoes entre os produtos tensoriais de matrizes

O nosso objetivo, ao longo desta secao serd comparar, sobre um corpo infinito K de car-
acteristica diferente de 2, os T-ideais graduados de Man-19n-1(E) e de Mas-196-1(E) ®
Mayi—1 -1 (E) com k + 1 = n. Para tanto, consideramos a mesma Z3"-graduagao na algebra
Mon—1 9n—1(E). Sejam k, [ tais que k + { = n, entao consideramos o subespago vetorial

Hiar,....a0n) de Mar—1 g1—-1(E) @ Mayi—1 -1 (E) gerado pelos elementos da forma:
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[e%} [eD)A ! AQ2k+1 a2 /
rAl’k - Bk,k Qr ALI .. .Bl’l”, 7€ Eay.vas, €7 € Fag 4. tas,-

E de verificacdo direta que Map-1 95-1(E) @ Myi-19-1(E) € igual a @aezznHa, € que

HoHeor C Harar, @, € Z3", e portanto temos uma Z3"-graduacio nesta dlgebra.
Lema 4.28. O polinomio can(x,y) € identidade graduada de Mar—1 gn-1(E) @ M1 g1-1(E).

Demonstracao: E conseqiiéncia imediata de co ser identidade da primeira algebra no

produto tensorial e de ¢y ser identidade da segunda. [ |

Lema 4.29. Seja x varidvel de Z3"-grav igual a o = (aq,...,q9,), com So par e ambos
a1+ ..+ aog € Qo+ ...+, tmpares. Entao xP € identidade graduada de MQk—lka—l(E)@
M2l7172l—1(E).

Demonstragao: Seja a = a; + ... + a; um elemento homogéneo da dlgebra, cujo Z2"-
grau é o mesmo que o da variavel z, escrito como soma de elementos da base de Hy,. Entao
a; = riAilk, . B,ﬁ’“ ® rgA?flk“ . Bﬁf”, com cada r;,r, impares em F para 1 < i < t. Se
t < p, em toda parcela de a? pelo menos um dos a; aparecera pelo menos duas vezes, e no
primeiro fator do produto tensorial r; aparecera pelo menos duas vezes, resultando em 0.

Caso t > p, aplica-se um raciocinio analogo ao utilizado na demonstragao do lema 4.17. W

Chamaremos « € Z3" satisfazendo as condigoes do lema acima de Z2"-grau p-nil. Assim,
como nos demais casos, encontramos os geradores para o T-ideal graduado de Mays-1 9x-1(E)®
Moi—1 5i-1(E). A demonstracao do lema a seguir é bastante andloga & demonstracao do lema

4.14 e seréd omitida.

Lema 4.30. Seja f(x1,...,2;s) um polindmio multihomogéneo em K(X)zzn que nao pertence
ao T-ideal gerado por ¢, (2, y) € por todos os 2P, onde o Z3"-grau de z € p-nil, e denotemos por
J o T-ideal gerado por tais polindmios. Entao f = Ax{*...x% (mod J), onde (uq, ..., us)

¢ o multigrau de f, que satisfaz as sequintes condigoes:

1. se Sy, € impar, entao u; = 1;

2. se O(x;) € p-nil, entdo u; < p.
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Considere agora um monomio xj* ... z%, tal como nas condigoes do lema acima. Através
de um calculo direto podemos ver que, fazendo-se substituicoes adequadas, podemos obter
um elemento nao nulo de Myk-1 or—1(E)@Mqi-11-1(E). Basta substituir z; por r;, AT} ... B{3¥®

b K 9 b

(03 ~
r A B, onde av = O(x;), caso s, = 1, onde 7; e r} sd0 e;, ou 1, dependendo das
paridades das somas parciais. Caso w; possua Z3"-grau p-nil, entao substituimos z; por

, : aq Q2n, — . .
a; + ...+ ap, onde a; é o quadrado tensorial de (r; AT} ... Bi"), sendo r; = e(;_1)p4;. Caso
o grau de z; nao satisfaca nenhum dos casos anteriores, entao ele pode ser simplesmente
substituido pelo quadrado tensorial de AT} ... B;".

Isso nos fornece o seguinte resultado.
Teorema 4.31. O T-ideal graduado de Mar-1 95-1(E) @ M1 0-1(E) € igual a J.
Temos entao dois corolarios:

Corolario 4.32. Seja K um corpo inifinito de caracteristica diferente de 2, sejam k, |
inteiros positivos com k+l = n, entdo o T-ideal Z3"-graduado de Mayr—1 ge—1 (E)@Ma—1 g1 (E)
contém o T-ideal Z3"-graduado de Mon-1 9n-1(E). Além disso, ambos os T-ideais coincidem

apenas se charK = 0.

Corolario 4.33. Considere ki, ks, 1,15 inteiros positivos tais que
1. ky 41 = ky + 1oy
2. k1>l eky>1y;
3. ki # ko

Se K € infinito, charK # 2, entdo temos que Tyzn(Maw -1 g5 -1 (E) @ My -1 g -1 (E)) coincide
com Tygn(Mars—1 gks-1(E) @ Myiy-1 91-1(E)) se, e somente se charK = 0. Se charK =p > 2

nenhum dos T-ideais acima estd sequer contido no outro.
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