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Resumo

Este trabalho divide-se em duas partes.

Na primeira parte, obtemos condicoes necessarias e suficientes para que uma fami-
lia de classes laterais de um subgrupo de Lie gere um subsemigrupo com interior nao
vazio. Aplicamos essas condicoes aos pares simétricos, onde o grupo é semi-simples.
Como conseqiiéncia, mostramos que o subgrupo dos pontos fixos de varios automorfismos
involutivos é maximal como semigrupo.

Na segunda parte, definimos a funcao caracteristica de um subsemigrupo de um grupo
de Lie semi-simples e, encontramos um subconjunto do dominio de defini¢cao dessa funcao.
Fizemos isto usando a teoria geral de semigrupos em grupos semi-simples. Usamos a
funcao caracteristica de um semigrupo, com algumas hipéteses adicionais, para introduzir
uma métrica Riemanniana nas orbitas do subgrupo das unidades do semigrupo. Com
essa métrica, obtemos uma condicao necessaria para que um subgrupo possa ser imerso

em um semigrupo préprio com interior nao vazio.
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Abstract

This work is made of two parts.

In the first one, we gave necessary and sufficient conditions for a family of cosets
of a Lie subgroup to generate a subsemigroup with nonempty interior. We apply these
conditions to symmetric pairs where the group is semi-simple. As a consequence we
prove that for several involutive automorphisms the fixed points subgroup is a maximal
semigroup.

In the second part, we define a characteristic function of a subsemigroup of a semi-
simple Lie group and we find a subset where the function is defined. This is made
through general theory of semigroups in semi-simple groups. The characteristic function
is used, together with some additional hypothesis, for to create a Riemannian metric in
the orbits of the unity subgroup of the semigroup. With this metric we gave a necessary

condition for a subgroup be embedded in a proper semigroup with nonempty interior.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar algumas propriedades de semigrupos que estao
contidos em grupos de Lie. Tal estudo sera feito em duas partes.

Na primeira parte, obtemos condigoes necessarias e suficientes para que o semigrupo
gerado por uma familia de classes laterais de um subgrupo de Lie paracompacto L de um
grupo de Lie paracompacto G, tenha interior nao vazio em G. Aplicamos essas condigoes
aos pares simétricos (G, L), onde G é conexo, semi-simples e nao compacto. Neste caso,
L C G é um subgrupo de G tal que G§ C L C G7, onde 7 é um automorfismo involutivo
de GG, G™ denota o subgrupo dos pontos fixos de 7 e G a sua componente da identidade.
Como uma conseqiiéncia mostramos que para varios automorfismos 7, o subgrupo dos
pontos fixos G” é maximal como semigrupo. Esses resultados encontram-se no artigo
dos Santos e San Martin [37]. Semigrupos que contém o subgrupo L sdo intensamente
estudados na literatura em conexao com espagos simétricos causal (veja, por exemplo,
Hilgert e Neeb [11] e [12], Hilgert e Olafsson [13] e San Martin [29]).

Na segunda parte, definimos fungoes caracteristicas de semigrupos em grupos de Lie
semi-simples. Essa definicao é na verdade uma extensao das fungoes caracteristicas de
cones em espacos vetoriais. A funcao caracteristica de um cone foi introduzida por E.
B. Vinberg em [40]. Essa func@o tem diversas propriedades boas e ela tem sido usada
no estudo da geometria de cones em espagos vetoriais (uma referéncia para essas fungoes
¢ o livro de Hilgert e Neeb [11], Segao 1.3). Um dos objetivos é caracterizar o dominio
de definicao ®(S) da fungao caracteristica Ig de um semigrupo S. Essa caracterizagdo
nao esta completa ainda, no entanto mostramos aqui que o conjunto de transitividade
do conjunto controlavel invariante de S esta contido em D(S). Fizemos isto usando a

teoria geral de semigrupos em grupos semi-simples.



2 Introducao

Se O C ©(S) é uma 6rbita do subgrupo das unidades L(S) de S entao definimos uma
aplicacio @ — L?(S) usando a funcao caracteristica. Mostramos que essa aplicacao é
uma imersao de O em L*(S), no caso em que ela é diferencidvel. Usamos essa imersao
para obter uma condigao necessaria para que um subgrupo possa ser imerso em um

semigrupo préprio com interior nao vazio.

A seguir descrevemos cada capitulo com um pouco mais de detalhe.

O Capitulo 1 tem como objetivo apresentar alguns conceitos e resultados conhecidos
da teoria de semigrupos em grupos semi-simples que usamos neste trabalho.

No Capitulo 2, obtemos condi¢oes necessarias e suficientes para que uma familia de
classes laterais de L gere um semigrupo com interior nao vazio em G, onde L C G é um
subgrupo de GG. Neste capitulo supomos que L e G sao paracompactos.

Dado B C G, denotemos por S (L, B) o semigrupo de G gerado pelas classes laterais
Lb, b € B. Consideremos a aplicacao produto

Lby x ---x Lb, — G n>1

onde by,...,b, € B. O semigrupo S (L, B) é a uniao das imagens destas aplicagoes.
Obtemos as condigoes (necessarias e suficientes) para termos int S(L, B) # () em fungao
das diferenciais destas aplicagbes produtos (veja o Teorema 2.1.3). Como um resultado
mostramos que S (L, B) tem interior ndo vazio no caso em que B nao estd contido no
normalizador N (I), em G, da dlgebra de Lie [ de L e a representagao quociente de L em
g/l é irredutivel (veja o Teorema 2.1.8).

No Capitulo 3, aplicamos os resultados dos Capitulos 1 e 2 aos pares simétricos
(G, L), onde G é conexo, semi-simples e ndo compacto. Neste caso, a édlgebra de Lie g

de G decompoe-se como
g=1I[dq, (1)
onde [ e g sao os autoespagos associados aos autovalores 1 e —1 de 7, respectivamente.

Estes subespagos satisfazem as seguintes relagoes:

Lycth [LagCqe g9/ CL (2)

Além disso, [ é a algebra de Lie de G”.



Introducao 3

Se a representacao de L em ¢, induzida pela representacao adjunta de G, é irredutivel
e x ¢ N(I) entao o semigrupo gerado pela classe lateral Lz tem interior nao vazio em G,
pelo nosso resultado geral. Um exemplo em que isto ocorre é o caso de uma involucao de
Cartan em um grupo de Lie simples GG. Neste caso, o grupo dos pontos fixos K é maximal
como um subsemigrupo de G, pois qualquer semigrupo S contendo K propriamente tem
interior nao vazio e atua transitivamente nas variedades flags de GG. Para involugoes em
geral, combinamos os resultados obtidos aqui com aqueles de [29], para concluirmos que
se o par (g, 7) nao é regular (veja Subsegao 3.2.1), entao qualquer semigrupo préprio que
contém L deve estar contido em N(I).

No caso redutivel, existe um subconjunto © do conjunto de raizes simples tal que
se # ¢ Ng N(I) U Ng N(I) (veja a notagao na Subsegao 3.2.2) entao o semigrupo gerado
por Lz tem interior nao vazio. Conseqlientemente, os semigrupos préprios que contém

L devem estar contidos em Ng N(I) U Ng N(I), se (g, 7) nao é regular.

No Capitulo 4, definimos a funcao caracteristica /g de um subsemigrupo S de um
grupo de Lie semi-simples G. Tomamos a variedade flag F(S) do tipo parabdlico de S
como espago de parametros e, como integrandos tomamos cociclos invariantes por um
subgrupo K C G compacto maximal. Um resultado 1util que usamos para exibir um
subconjunto onde a funcao Ig estd bem definida é a descri¢ao dos cociclos K-invariantes
sobre os flags de G como exponenciais (veja a Subsecao 4.4.1) e como normas (Subsegao
4.6.1). A descri¢ao dos cociclos como exponencial diz que os cociclos K-invariantes sao
parametrizados por funcionais lineares definidos em a (subespaco abeliano na decom-
posigao de Iwasawa de g). Logo o dominio de definicdo de Ig é um subconjunto do
produto cartesiano a x F(.S). Um dos principais resultados desse capitulo assegura que o
conjunto de transitividade do conjunto controlavel invariante de S, em F(SS), esta contido

no dominio da fungao Ig, restrito ao flag (veja o Teorema 4.6.8).

Por fim, no Capitulo 5, usamos a funcao caracteristica Ig de um semigrupo S para
definir uma aplicagao ® : O — L*(S), onde O C D(S) é uma drbita do subgrupo das
unidades L(S) de S contida no dominio de definigao ©(S) de Is. Dado z € O, &(x)
¢ definido como a raiz quadrada do quociente entre o cociclo e a funcao caracteristica.

Mostramos, nesse capitulo, que ® é uma imersao de O em L*(S) se ® ¢ diferencidvel.



4 Introducao

Essa imersao induz uma métrica Riemanniana em O. Em relagao a essa métrica os
elementos de L(S) sao isometrias. Combinando estes resultados com alguns resultados
conhecidos de geometria Riemanniana, obtemos uma condi¢ao necessaria para que um
subgrupo L C G seja imerso em um semigrupo préprio com interior nao vazio. KEssa
condicao diz que os grupos de isotropia de alguma érbita principal de L, no flag do tipo

parabdlico de S, devem ser compactos.



Capitulo 1
Preliminares

O objetivo deste capitulo é fixar a notagao e apresentar alguns conceitos e resultados
da Teoria de Semigrupos de San Martin, que usaremos neste trabalho.

Ao longo deste capitulo denotamos por G' um grupo de Lie conexo, semi-simples, nao
compacto e com centro finito e por g a sua algebra de Lie.

As principais referéncias para este capitulo sao: Duistermaat, Kolk e Varadarajan
[4], Helgason [8], Humphreys [14], Knapp [16], Patrao [23], San Martin [27], [28] e [30],
San Martin e Tonelli [36] e Warner [42].

1.1 Algebras de Lie

Seja g uma algebra de Lie real, semi-simples e nao compacta. Denotemos a forma

de Cartan-Killing de g por (-,-). Assim
(X,Y) = tr (ad(X) ad(Y))

para todo X,Y € g, onde ad ¢é a representagao adjunta de g.

Seja 0 # 1 um automorfismo involutivo de g, isto é, #> = o = 1, onde 1 é
o automorfismo identidade de g. Denotemos por ¥ e s os autoespagos associados aos

autovalores 1 e —1, respectivamente, de 6. Estes autoespacos satisfazem as seguintes

5



6 Capitulo 1 - Preliminares

relagoes:

[t Ct [ts]Cs e [s,8] CEL

Em particular, £ ¢ uma subdlgebra de g. Definimos a forma bilinear associada a 6 por
(X,Y)g = —(X,0(Y)).

Os subespagos ¢ e s s@o ortogonais em relagdo a (-,-)g. Além disso, como a forma
de Cartan-Killing de g é nao degenerada segue que (-,-)p é uma forma bilinear nao
degenerada. No caso em que (-, -)p é um produto interno dizemos que # é uma involugao
de Cartan e neste caso chamamos g = £ & s de decomposicao de Cartan de g.
Sejam g = €@s uma decomposicao de Cartan e a C s um subespaco abeliano maximal.
Denotemos por II o sistema de raizes restritas associado ao par (g,a). Assim « € II

se, e somente se, & € a* (dual de a) é ndo nulo e o autoespago associado a «
9o ={X €g:ad(H)X = a(H)X para todo H € a}

¢ nao nulo.

O subconjunto de a,
o« ={H €a:a(H)#0 para todo a € II}

é aberto e denso em a. As componentes conexas de a’ sdo as camaras de Weyl em a.
Os elementos de a’ sao denominados elementos regulares em a. Escolha uma camara

dessas, digamos a™. Denotemos por II™ o conjunto de raizes positivas associado a a™,
It ={aell:a(H) >0 paratodo H € a*}

e Y o correspondente sistema simples de raizes.

As subdlgebras

n+:Zgaen7: Zga,

acll+ a€ll~

(onde IT~ = —II") sao nilpotentes e a decomposigao de Iwasawa de g escreve-se

=tPapn’.
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Seja m o centralizador de a em €. A subalgebra parabdlica minimal de g associada
aat é

p=mdadn’.

De um modo mais geral, seja © C ¥. Denotemos por (6) o conjunto de todas as
combinagoes lineares de © e por (0)* = (©) NII*.

Consideremos também as subalgebras

nfO) = D gia ety = > gia
ac(O)t

a€Il+\(0)+

A subalgebra parabdlica associada a O é
po =n"(0) p.

Seja a(©) o subespago de a gerado por H,, onde o € © e H, é definido por «(-) =
(-, H,). Denotando por ag o complemento ortogonal de a(©) em a, em relagao ao produto

interno (-, ), temos a seguinte decomposicao
po=lo P ﬂg,

onde mg =m®a(0) DnT(O)dn (O) e lo = mg D ap.
Dizemos que um elemento H € ag ¢é ©-regular se o(H) # 0, para todo a € ¥\ O.

Definimos também o subconjunto ag de ag por
ah, = {H € ag : a(H) > 0 para todo « € ¥\ ©}.
Notemos que mg ¢ invariante por 6, assim existe a seguinte decomposicao:
me = (ENme) & (s Nmyg).

A expressao acima é a decomposicao de Cartan de mg. Ainda pelo fato de mg ser redu-
tivel podemos escrever mg = 3(mg) @ [me, mg), onde 3(mg) C €N mg denota o centro

de mg. Isto implica que s Nmg C [mg, Mg).
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1.2 Variedades Flags

Seja K C G um subgrupo conexo com algebra de Lie €. Denotemos por Ag, A(O),
N5, N*(©) e (Mg), os subgrupos de G conexos associados a ag, a(0), ng, n*(0) e me,
respectivamente. Sejam Mg (K) o centralizador de ag em K e Mg = Me(K) (Mg),. A
componente da identidade de Mg é (Mg),. As decomposi¢oes de Cartan de (Meg), e de
Mg sao dadas na préxima proposicao (veja Lema 1.2.4.5, pagina 74 de [42]).

Proposicao 1.2.1 As  decomposicoes de Cartan de (Me), e Mo sdo
(Mg), = Mo (K)pexp (mg Ns) e Mo = Mo(K)exp (mg N's), respectivamente.

Denotemos por M e M* o centralizador e o normalizador de a em K, respectiva-

mente, isto é,

M ={ue K : Ad(u)H = H para todo H € a}

M*={ue K :Ad(u)a = a},

sendo Ad a representacao adjunta do grupo GG. Notemos que M é um subgrupo normal
de M*. O grupo de Weyl associado ao par (g,a) é o grupo quociente W = M*/M,
que coincide com o grupo gerado pelas reflexdes r,’s em torno das raizes a € II.

O subgrupo parabdlico Py associado a © C X é o normalizador de pg em G. A
variedade flag associada a © é o espaco homogéneo Fg = G/ Pe.

Se ©; C Oy entao Pg, C Po,. Em particular, o subgrupo P = Fj é um subgrupo
parabdlico minimal e F = /P é uma variedade flag maximal. Se ©; C O, entao
existe uma projecao canonica 7185 : Fg, — Fe,, dada por gPo, — gPo,. Se ©; = (),

0

denotemos 7g, simplesmente por 7e,. As projegoes Wg !

, 840 equivariantes, em relagao a

acao de G, isto é, Wg; (g-z)=g- 7T821 (x) para todo g € G e todo z € Feg,.

Dado © C X, temos que o subgrupo Pg € o seu proprio normalizador e é o normaliza-
dor de pg em G. Dai, segue que o flag Fg pode ser realizado como o conjunto de todos
os subgrupos conjugados a Pg e como o conjunto de todas as subalgebras pardbolicas

1

conjugadas a pe. Estas identificacoes sao dadas, respectivamente, por gPo — gPog™" e

9P — Ad(g)pe.
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Seja xo a origem do flag Fg, em relacdo a Pg. Entao, podemos decompor Fg (de-

composic¢ao de Bruhat) como unido disjunta das érbitas de Ng, Fg = U Ng - wzo,
wew
onde w é um representante de w € W em M*. A érbita Ng -z é aberta e densa em Fg

e os seus conjugados g (Né . mo), g € G, sao chamados células abertas de Bruhat.

A subélgebra de g,
Pe 1= 0(pe) =6(n"(0) B p) =n"(0) ®O(p) = lo B ng

¢ uma subalgebra parabdlica e o seu nilradical é ng. De fato, sejam wy € W a involugao
principal, isto é, wy é o elemento de W tal que wy(a™) = —a™. Assim, —wp(a™) = a*
e portanto —wg(X) = X. Seja O = —wp(0) C X. Temos que pg = Ad(wy)pe~, onde
wy € M* é um representante de wy (veja [29]). Logo pg € Fo+, onde Fo- é 0 flag dual
alFg.

Um subconjunto C C g é uma camara de Weyl em g se existe uma camara de Weyl
aem a tal que C = Ad(g)a, para algum g € G. Dizemos que X € g é regular se X estd
em alguma camara de Weyl de g. Um elemento g € G é regular se existe X € g regular
tal que g = exp X. Denotemos por R(G) o conjunto dos elementos regulares de G. Este
conjunto é aberto e denso em G.

Considerando h € expa®™ como um difeomorfismo do flag maximal F temos que o
conjunto dos pontos fixos de h esta em bijecao com o grupo de Weyl WW. Na verdade, os
pontos fixos de h em F sao da forma wxg, com w € W e z( a origem de F. O ponto fixo
wzo é chamado ponto fixo tipo w. Agora, dado g € R(G), temos que existe g € G tal
que h = ggg ! estd em expat. Conjugando tudo por ¢ ~! obtemos uma descricao para

g analoga a feita acima (veja [23] ou [36]).

1.3 Semigrupos

Seja S C G um semigrupo com interior nao vazio. Dizemos que um subconjunto
D C Fg é um conjunto controlavel para a acao de S em Fg se tem as seguintes

propriedades (int e fe denotam, respectivamente, o interior e o fecho):

1. intD # ();
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2. D C fe(S - x) para todo x € D;
3. existem x € D e g € int S tal que g - x = x;
4. D é maximal com as propriedades acima.

Se D é um conjunto controlavel entao denominamos o conjunto de transitividade de

D, denotado por D°, o seguinte subconjunto
D’ ={r € D: existe g€intS com g-z =z}

Um subconjunto D C Fg é um conjunto controladvel invariante (c.c.i.) se é um

conjunto controlavel e S-invariante, isto é, S -x C D para todo x € D.

Denotemos por R(S) o conjunto dos elementos regulares de G que estao em S. Os
conjuntos controlaveis para a agao de S em F sao caracterizados por pontos fixos tipo w
de elementos em R(S).

Para a demonstragao das duas proposigoes a seguir veja [23], [30] ou [36].

Proposicao 1.3.1 Para cada w € W existe um congunto controldvel D(w) C F tal que
seu conjunto de transitividade D°(w) € o conjunto dos pontos fizos tipo w dos elementos

de R(S). Além disso, todos os conjuntos controldveis em F sio dados dessa maneira.

Se © C ¥, entao os conjuntos controlaveis em Fg sao dados pela projecao mg : F —

Fo dos D(w), w € W:

Proposicao 1.3.2 Se w € W entao existe um tunico conjunto controldvel Dg(w) C Fg
tal que mo(D%(w)) C DY(w) e mo(D(w)) C De(w). Além disso, todos os conjuntos

controlaveis em Fo sao dados dessa maneira.

Em particular Dg(1) é o tnico c.c.i. em Fg (veja [30] e [36]). Para grupos simples

com centro finito temos o seguinte resultado, demonstrado em [36] (veja também [30]).

Teorema 1.3.3 Sejam G um grupo simples, com centro finito e S C G um subsemigrupo

com int S # (). Se S € transitivo em Fg entao S = G.
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1.3.1 Semigrupos O-Maximais

Para semigrupos proprios S com interior nao vazio existe um “flag especial” tal que
o c.c.i. de S, neste flag, estd contido em alguma célula aberta de Bruhat e a imagem
inversa de seu c.c.i. pela projecao canonica é o seu c.c.i. no flag maximal. Este é o

conteudo do préximo teorema demonstrado em [36].

Teorema 1.3.4 Seja G um grupo de Lie conexo e com centro finito. Se S C G é um
semigrupo prdprio e int S # () entdo existe um unico subconjunto préprio O(S) C X tal

que:

1. Dgs)(1) esta contido em alguma célula aberta de Bruhat;

2. 71'(5(15) (Des)(1)) € o c.c.i. de S no flag mazimal F.

O subconjunto O(S) cuja existéncia e unicidade é garantida no teorema anterior é
chamado tipo parabdlico de S (veja [28]). Algumas vezes dizemos também que Fes)

é o tipo parabdlico de S.

Dado © C X, denotemos por Bg o conjunto de todas as células abertas de Bruhat
em Fg. Para cada q € Fe-, denotemos por B, o conjunto de todas as subalgebras
parabdlicas p de Fg tal que nil(q) Nnil(p) = {0}, onde nil(-) denota o nilradical. Temos
que P, é uma célula aberta em Fg, isto é, P, € Be.

Existe uma bijecao entre o flag Fo« (dual de Fg) e o conjunto de todas as células

abertas de Bruhat Bg, dada por
q € Fo- — P, € Bo.
Dado C' C Fg, definimos C* por
C*={qeFo-: C C Py}

Se C' C Fg entao o fecho convexo de C' é por definicao C** e é denotado por cog(C).

Se cop(C') = C, dizemos que C' é um conjunto B-convexo.
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Seja S C G um semigrupo com int S # (). Dizemos que S é ©-maximal se o tipo
parabdlico de S é © e nao existe semigrupo T # S com tipo parabdlico © e S C T.

Se D C Fg entao o semigrupo de compressao de D em Fg é por definicao o
semigrupo

Sp={9€G:9-DcC D}.

O préximo teorema, um dos principais resultados de [28], caracteriza os semigrupos

O-maximais em termos de conjuntos B-convexos.

Teorema 1.3.5 Um semigrupo S C G é O-mazimal se, e somente se, existe um con-
qunto B-convexo C' C Fg, com intC' # O tal que S € o semigrupo de compressio de

D = fe(int C'). Neste caso, D € o c.c.i. de S em Fg e cog(D) C C.



Capitulo 2

Subsemigrupos de Grupos de Lie

Gerados por Classes Laterais

Sejam G um grupo de Lie com algebra de Lie g e L C G um subgrupo de Lie de G
com &lgebra de Lie [. Neste capitulo, supomos que GG e L sao paracompactos. Um dos
objetivos aqui é obtermos condigoes necessarias e suficientes para que uma familia de

classes laterais de L gere um subsemigrupo com interior nao vazio em G.

2.1 Subsemigrupos Gerados por Classes Laterais

Dado B C G, denotemos por S(L, B) o semigrupo gerado pelas classes laterais Lz,
x € B. Para cada z € B, a classe lateral Lx estd contida em S(L, B). Em particular,
B C S(L,B). Os elementos de S(L,B) sao produtos finitos s = s;--- s, com s; €

U Lz. Se B = {x} tem um tunico elemento escrevemos simplesmente S (L, z).

zeB
Seja p,, n > 2, a aplicacao produto p, : G" — G:

Pr: (81,0, 80) > 81+ Sy

Dado uma n-upla x = (z1,...,x,) € B", o subconjunto Lx := Lx; X --- X Lx, é
uma subvariedade de G". Denotemos por gx : Lx — G a restricao de p, a Lx e por

im(gx) a imagem de ¢x. Temos que S (L, B) = [Jim (gx) com x percorrendo as n-uplas

13
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de elementos de B, n > 1. Aplicamos o Teorema da Categoria de Baire para obter
condigoes necessérias e suficientes para termos intS (L, B) # ().
Primeiramente, lembremos que se M e N sao variedades de dimensao finita com M

paracompacta entao se f : M — N é uma aplicagao C* existem duas possibilidades:

1. Para algum x € M o posto da diferencial df, é dim N. Neste caso, o Teorema da

Aplicacao Inversa assegura que a imagem f (M) de f tem interior ndo vazio em N.

2. O posto de df, é menor que dim N para todo = € M. Assim, a imagem f (M) é
um conjunto de primeira categoria (conjunto magro) em N, isto é, é uma uniao
enumeravel de conjuntos fechados com interior vazio. De fato, M é uma uniao
enumeravel de subconjuntos compactos e se K C M é compacto entdo f (K)
¢ compacto e pelo Teorema de Sard tem interior vazio. Neste caso, f (M) tem

interior vazio.

Com isto obtemos uma redugao do problema de encontrar um critério para que o

semigrupo S(L, B) tenha interior ndo vazio.

Proposicao 2.1.1 Suponha que B C G € enumerdvel. Entdo intS (L, B) # 0 se, e
somente se, existem um inteiro n > 1 e uma n-upla x € B" tal que im (gx) tem interior

nao vazio.

Demonstracao: Como im (¢x) C S (L, B), para toda n-upla x de elementos de B, segue
que intS (L, B) # () se im (gx) tem interior ndo vazio para alguma n-upla x.

A reciproca é uma conseqiiéncia do Teorema da Categoria de Baire e dos comentérios
acima. De fato, cada gx é uma aplicagdo C™ e se todas as imagens im (gx) sao conjuntos
de primeira categoria entdo S (L, B) também é de primeira categoria, contradizendo a

hipétese. Ll

Agora calculamos as imagens das diferenciais das aplicacoes ¢y.

Lema 2.1.2 Dado uma n-upla x € B", a imagem da diferencial d(qx)s em s =

(81,...,8n) € Lx € 0 subespago

(D)1 (1+ Ad(s1)l+ -+ + Ad(s1 - - $01)1),



Secao 2.1 - Subsemigrupos Gerados por Classes Laterais 15

onde s = 81+ 8,, D, € a translagao a direita e Ad € a representacao adjunta de G.
Demonstracgao: Se F, denota a acao a esquerda em G temos

Ax(51,- -, 8n) =81 8n = Eg s, © Dy 1os, (80).

O espago tangente a Lz no ponto r é d(D,);(l). Logo, a imagem da i-ésima derivada

parcial de ¢x em s = (s1,...,s,) é dada por

aqu(d(DSz)l([)) = d(E "‘51'71oD5i+l‘“3n)5i(d(DSi)]-([))

(Es,
= d(Es.s;, © Dyyyyons, © D)1 (1)
= d(Eq..s5;_, © Ds,..5,)1(1) = d(Ds,...5,, © Egy s, )1(1)
= d(Dy;5, 0 Dy, 0 Oy 1(1)
= d(Dso Cyys, )1(1) = d(Ds)1 0 d(Cyys,, )1 (1)
= d(Ds)10Ad(sy---s;-1)(D),
onde Cy = E; 0 Dy-1. Somando em 4, concluimos o lema. Ll
Sejam s1,...,8, € U Lzx. Na seqiiéncia escrevemos
z€B
V(s1, ..y 80) =1+ Ad(s)l+ -+ Ad(sy - s,)l (2.1)

para os subespagos de g tais que as translagoes a direita sao as imagens das diferenciais

das aplicagoes gx. Segue desta definicao que
V(Sl, ce 7Sr,t17 ce ,tm) = V(Sl, ce 7Sr_1) + Ad(S)V(tl, cee ,tm) (22)

onde s = s; -+ s,. Denotemos por d o maximo das dimensoes destes subespacos e sejam

dois deles, digamos V(sy,...,8._1) e V(t1,...,t,), com dimensao d. Seja s, € U Lx
rzeB
arbitrario. Aplicando (2.2), concluimos que

V(Sl, ceey Sr—l) = Ad(31 ce ST>V(t1, ce ,tm),

isto &, V(t1,...,tm) = Ad(sy---s.) 'V (s1,...,8-_1). Isto significa que todos os subes-
pagos com dimensao maxima sao iguais a Ad(sy -+ s,) "'V (sy,...,s,_1). Denotamos este

subespago por V (L, B).
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Pelo Teorema da Aplicagao Inversa im(g,) tem interior nao vazio em G se, e somente
se, o posto da imagem da diferencial de ¢, é dim g. Isto significa que V (L, B) = g se,
e somente se, existe uma n-upla x € B™ (para algum n > 1) tal que o posto de gx em
algum ponto é dim G. Portanto, da Proposicao 2.1.1 obtemos o seguinte critério para

que S (L, B) tenha interior nao vazio.

Teorema 2.1.3 Suponha que B C G € enumerdvel. EntiointS (L, B) # () se, e somente
se, V(L,B) =g.

O subespago V (L, B) tem fundamental importancia nas aplicagoes do Teorema 2.1.3

aos pares simétricos. O lema a seguir destaca algumas de suas propriedades.
Lema 2.1.4 O subespago V :=V (L, B) tem as sequintes propriedades:

1. 1CcV;
2. Ad(z)V =V para todo x € B;
3. Ad(l)V =V para todo | € L;

Além disso, se U C g é um subespago vetorial de g com as trés propriedades acima

entio V (L,B) C U.

Demonstragao: Por defini¢ao dos subespagos V(sy,..., s,) segue diretamente que [ C
V(L,B).

Sejam tq,...,t, tal que V (L,B) = V(t1,...,t,). Para cada © € B fixado, temos
por (2.2), V(x,ty, ..., tnm) =1+ Ad(x)V(t1,...,tn). Logo,

V(L,B)=V(z,t1,...,tm) = Ad(x)V(t1,...,tm),

mostrando a segunda afirmacao.

Para a terceira, seja | € L. Por (2.1) temos V(lt1, ..., tm) = AA(D)V (t1, ..., tm).
Logo, V (L, B) é Ad (l)-invariante, para todo [ € L.

Finalmente, se V (L, B) = V (t1,...,t,) entdo qualquer subespago de g satisfazendo

os trés itens do lema deve conter V (¢, ...,1,,), pela definigao destes subespagos. Ll

Com isso obtemos a seguinte forma equivalente do Teorema 2.1.3.
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Teorema 2.1.5 Suponha que B C G € enumerdvel. EntiointS (L, B) # () se, e somente

se, todo subespaco vetorial V de g com as trés propriedades do Lema 2.1.4 € igual a g.

Dados g € L e z € B, temos que g = g(xz™!) = (gz)z~! € S(L, BUB™), j4 que Lx
e BU B! estao contidos em S (L, BU B™'). Logo, L C S(L,BU B™'). A partir daf, é
possivel mostrar que S(L, BU B™!) é um subgrupo de G.

Denotemos por G(L, B) o subgrupo de G gerado pelas classes laterais Lz, x € B.
Temos que B C G(L, B) e, portanto, B™' e L = Lzxz™! (x € B) estao contidos em
G(L, B). Além disso, G (L, B) = S (L, BUBY).

Corolario 2.1.6 Seja B C G um subconjunto enumerdvel. Entao intS (L, B) # () se, e
somente se, intG (L, B) # 0.

Demonstracao: Como S(L, B) C G(L, B), temos que intG (L, B) # 0 se intS (L, B) #
0.

Por outro lado, G (L,B) = S (L,BUB™). Logo, se intG (L, B) # 0 entao, pelo
Teorema 2.1.3, V (L, BUB™!) = g. Como o subespaco V (L, B) é de dimensao finita
e Ad(z)-invariante para todo z € B (pelo Lema 2.1.4), segue que V(L, B) é Ad(z™')-
invariante para todo z € B, isto é, Ad(z)V(L,B) = V(L, B) para todo z € BU B~
Pelo Lema 2.1.4, g = V(L,BU B™') C V(L, B). Usando novamente o Teorema 2.1.3,
concluimos que intS(L, B) # 0. O

Como G(L, B) = G(L, B™') segue imediatamente deste corolario o seguinte:

Corolério 2.1.7 Seja B C G um subconjunto enumerdvel. Entdo int S(L, B) # () se, e
somente se, int S(L, B™1) # ().

Os préoximos resultados preparam o Teorema 2.1.5 para as aplicagoes aos pares simé-
tricos.

A representagao adjunta Ad de GG induz uma representacao de L em g, por restrigao.
Como a subalgebra [ é Ad(l)-invariante, para todo [ € L, esta representacdo passa-se

ao quociente g/, chamada representagao quociente de L em g/, e denotada por
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Adg/. Em outras palavras, temos que Adg: L — gl(g/l) é dada por Adg,([)(X +1) =
Ad()X +1l,comle Le X € g.

Denotemos por N([) o normalizador de [ em G, isto é,
N()={z e G:Ad(z)l=1}.
Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.8 Suponha que a representacdo quociente de L em g/l € irredutivel. Se

z € G\ N(I) entao intS (L, z) # 0.

Demonstragao: Seja V C g um subespago satisfazendo as condig¢oes do Lema 2.1.4.
Como x ¢ N(I) segue que V # [. Assim, sua projecdo V em g/I é diferente de {0}. A
L-invariancia de V e a irredutibilidade da representacdo garantem que V = g/l, isto é,

V = g, concluindo a demonstracao. L]

Corolario 2.1.9 Consideremos as mesmas hipoteses que no teorema. Se S € um semi-

grupo de G tal que L C S ¢ S ¢ N(I) entdo intS # ().

Demonstragao: Basta aplicar o teorema a classe lateral Lx com z € S\ N(I). Como

L C S, temos que S(L,z) C S, mostrando que intS # (). O

Suponha que existe um subespago vetorial q de g tal que g = [®q e Ad(l)q = g, para
todo [ € L. Denotemos por Ad, a representacao de L em ¢ induzida por Ad: L — Gl(g),
isto é,se l € L e X € q entao Ady())X = Ad(])X.

As representacoes Adg/ e Adg de L em g/l e g, respectivamente sao equivalentes.
De fato, a aplicacdo ¢ : q — g/l dada por ¢(X) = X + [ estd bem definida e é um

isomorfismo linear. Além disso, o diagrama

q—">g/I
Ad, (l)J/ lAdg/[(Z)
q— =g/l
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comuta, para todo [ € L.
Portanto, se Ad, é uma representacao irredutivel podemos aplicar o Teorema 2.1.8 e

o Corolario 2.1.9. Isto sera usado no Capitulo 3.

Observacao: Seja B C G um subconjunto de G. Denotemos por S(B, L) o semigrupo
de G gerado pelas classes laterais L, € B. Se s € S(B, L) entao s = x1ly - - - x,l,,, com
rp€Bel, €L, k=1,...,r. Dai, s = ‘27! .. I; 'z e portanto, s™! € S(L, B™).
Logo, aplicando a inversao ¢ : x +— 2~ de G segue que ¢ (S(B, L)) = S(L,B~'). Como
¢ é um homeomorfismo, temos do Corolario 2.1.7 que intS(B, L) # () se, e somente se,
intS(L, B) # 0.

Portanto, os resultados obtidos acima para classes laterais a direita valem para classes

laterais zL, = € G. ]

O exemplo que segue ilustra o caso que [ nao tem um complemento L-invariante, a
representacao quociente de L nao é irredutivel e ainda assim, existe um z € G tal que

int S(L,x) # 0.

Exemplo: Sejam G = SI(2,R) e L o subgrupo de todas as matrizes unipotentes:

L= ctelR

Seja {X, H,Y} a base de g = s[(2,R) tal que [H, X] =2X, [H,Y]=-2Y e [X,Y]| = H.
Neste caso, a subalgebra [ é gerada por X.

Notemos que nao existe subespaco q de g, L-invariante, tal que g = [ & q. De
fato, suponha que existe um subespaco q invariante por [ tal que g N[ = {0}. Se
Z =aX +bH 4 cY € qentao [X,Z] = —20X + cH e [X,[X, Z]] = —2¢X estao em q.
Logo, ¢ = 0 e portanto, [X, Z] = —2bX. Assim, b = 0 e portanto, Z = 0.

O subespaco de g/l gerado por { H+[} é préprio e L-invariante, isto é, a representagao
quociente de L nao é irredutivel.

Seja Z = aX +bH+cY € g, com ¢ # 0 (isto significa que Z nao estd no normalizador
de I).
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Suponhamos que existe um subespaco préprio V' C g satisfazendo as condigoes do
Lema 2.1.4, com B = {exp Z}. Assim, existe Z; = a1 X + 0b/H + 1Y € g, Z1 ¢ [ tal
que V = ger{X, Z,}. Como [X, 7] = =20, X + c1H € V, temos que ¢; = 0 e portanto,
by # 0. Além disso, [Z, Z1] = 2(ba; — ab)) X — ca H + 2¢hY € V' e portanto, c¢b; = 0,
contradizendo a hipdtese. Logo, V = g e portanto, int S(L, exp Z) # . Ll



Capitulo 3

Semigrupos em Pares Simétricos

Semi-Simples

Neste capitulo, utilizamos os resultados dos Capitulos 1 e 2 para obter alguns re-
sultados de semigrupos em pares simétricos semi-simples nao compactos (G, L) (veja as
defini¢oes na Secao 3.1). Como uma conseqiiéncia mostramos que o subgrupo dos pontos

fixos de vérios automorfismos involutivos é maximal como semigrupo.

3.1 Pares Simétricos

Sejam G um grupo de Lie e 7 # 1 um automorfismo de G. Dizemos que 7 é involu-

tivo se 72 := 7 o 7 = 1. Denotemos por G™ o subgrupo dos pontos fixos de 7

G"={g9e€G:7(9) =g},

e por G, a sua componente conexa que contém a identidade. Se L ¢ um subgrupo de G
tal que Gi C L C G7 entdo dizemos que o par (G, L) é um par simétrico.

A versao infinitesimal de pares simétricos é analoga. Se g é uma algebra de Lie
denominamos o par (g,[) de par simétrico se [ é a subélgebra dos pontos fixos de
algum automorfismo involutivo de g.

Sejam (G, L) um par simétrico e 7 o automorfismo involutivo correspondente. Se g

é a algebra de Lie de G entao dr, a diferencial de 7 na identidade, é um automorfismo

21
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involutivo de g. Sejam [ e q os autoespagos associados aos autovalores 1 e —1 de dr,

respectivamente. Neste caso, existe uma decomposigao canodnica de g, a saber,
g=[Dq.
Os subespacos [ e q satisfazem as seguintes relagoes:

Lgct [Lg cqe [gqq] CL (3.1)

O subespago [ é a dlgebra de Lie de L. Logo, a cada par simétrico (G, L) corresponde

um par simétrico (g, [), onde g é algebra de Lie de G e [ é dlgebra de Lie de L.

No decorrer deste capitulo, G denota um grupo de Lie conexo, semi-simples e nao
compacto e g a sua algebra de Lie. Sejam g = € & s uma decomposicao de Cartan de
g e 0 a involucao de Cartan correspondente. Neste caso, dizemos que o par simétrico
(g, %) é um par ortogonal. Seja K C G o subgrupo conexo de G com algebra de Lie &.
Existe um automorfismo involutivo 8 de G tal que K é o subgrupo dos pontos fixos de

0 ¢ df = 0 (veja [16], Teorema 6.31, pagina 362).

No caso em que G é simples a representacao adjunta Ad, de K em s, dada por
Ady(k)X = Ad(k)X se k € K e X € s, é irredutivel (veja Kobayashi e Nomizu [20],
Proposigao 7.4, pagina 250). Além disso, K é o normalizador de £ em G. De fato, seja
g € G tal que Ad(g)t = €. Podemos escrever g = (exp X )k, com k € K e X € s. Dal,
Ad(exp X)Y = Y € ¢, para todo Y € & Logo, [X,Y] =0, para todo Y € £ (veja [42],
Lema 1.1.3.7, pagina 28). Assim, o subespago gerado por X € s é invariante por ¢. Logo,

X =0 e portanto, g € K.
Entretanto, existem exemplos de espagos simétricos (G, L), onde a representacao
adjunta Adq de L em q ¢é redutivel, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo: Seja a algebra de Lie

A X
5[(p+q,R) = )
Y B
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onde A e B sdo matrizes de ordem p X p e ¢ X g, respectivamente, com tr(A) +tr(B) = 0.

Seja 7 o automorfismo dado por

A X A =X
7— pu—
Y B -Y B
Neste caso, [ e q sao
0 =
[ =
* 0
Os subespacos
0 0
g1 =
x 0
de g sdo invariantes por [, isto é, [[,q1] C q1 e [[,q2] C go. Assim, o Teorema 2.1.8 e o
Corolério 2.1.9 nao se aplicam a este caso. Ll

Tratamos separadamente os casos em que a representacao adjunta de L em q € ir-
redutivel ou nao. Antes disso, apresentamos um Teorema de San Martin para pares

regulares que usaremos nas proximas subsecoes.

3.1.1 Pares Simétricos Regulares

Sejam (g, ) um par simétrico e 7 o automorfismo associado. Sejam 6§ uma involugao
de Cartan que comuta com 7 e g = £ & s a correspondente decomposicao de Cartan de

g. Assim, a algebra g decompoe-se na seguinte forma:
=ENnhHaeEngesnhae(sng).

Dizemos que (g,[) é um par regular se o centro da subdlgebra (EN[) & (sNq)
intercepta o subespago s N q nao trivialmente.

Sejam (G, L) um par simétrico e (g, [) o par associado. Se (g,[) nao é regular entao
a proxima proposicao diz que L nao esta contido em semigrupo com interior nao vazio.

Este é um dos principais resultados de [29].
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Proposicao 3.1.1 Seja G um grupo de Lie simples com centro finito. Suponha que (g, )
nao € reqular. Se S é um semigrupo de G com L C S e intS # () entdo S = G.

3.2 Semigrupos em Pares Simétricos

3.2.1 O Caso Irredutivel

Se a representacao adjunta Ady de L em q ¢é irredutivel entao, pelo Coroldrio 2.1.9
(e observacao que o segue), um semigrupo que contém L e nao estd contido em N(I)
tem interior nao vazio em GG. Em alguns casos S, nao pode ser préprio, como veremos a
seguir.

Consideremos, inicialmente, o caso de pares simétricos Riemannianos, isto é,
(G, K) é associado a um par ortogonal (g,8) (veja a definicdo na pégina 22). Sejam

g = £ ® s uma decomposicao de Cartan de g e € a involugao de Cartan correspondente.

Teorema 3.2.1 Se G € simples e x ¢ K entao a classe lateral Kz gera G como semi-

grupo.

Demonstragao: Sejam x € G, x ¢ K e S o semigrupo gerado por Kz. Como K é o
normalizador de £ em G e a representagao Ad, de K em s é irredutivel segue, do Teorema
2.1.8 (e observagao apés o Corolario 2.1.9), que int S # ().

Existem X € s e k € K tais que x = kexp X. Logo, Kx = KexpX. Sejaa C s
um subespaco abeliano maximal tal que X € a. Escolha uma decomposicao de Iwasawa
associada a este a e seja P o subgrupo parabdlico minimal correspondente. Temos que
KzP = K(expX)P = KP = G. Logo, o semigrupo S ¢ transitivo na variedade flag
maximal F = G/P. Pelo Teorema 1.3.3, S = G se G tem centro finito.

Para obter o teorema para grupos simples G, em geral, consideramos o grupo sem
centro G/Z(G), onde Z(G) denota o centro de G.

Se P = M AN é uma decomposigao de Langlands de P entao Z(G) C M (veja [8]).
Logo, podemos escrever F = G/P = % O subgrupo K/Z(G) é compacto maximal

P/Z(G)
em G/Z(G) e sua algebra de Lie é £. Como G é conexo, temos que ker Ad = Z(G) e
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assim K/Z(G) é o normalizador de ¢ em G/Z(G) e a representagao adjunta de K/Z(G)
em s ¢é irredutivel, ja que K é o normalizador de € em G e Ad, é irredutivel.

Seja ' = xZ(G). Temos que 2’ ¢ K/Z(G) (pois x ¢ K) e o semigrupo S/Z(G) C
G/Z(G) contém a classe lateral (K/Z(G))x'. Pela primeira parte da demonstragao segue
que S/Z(G) = G/Z(G).

Notemos que ©Z(G) = Z(G)x C Kz C S, jd que Z(G) C K. Além disso, 2~ ' Z(G)N
S £ 0, pois S/Z(G) = G/Z(G). Seja uy € Z(G) tal que z7 ug € S e tome u € Z(G).
Dai,

u = (2 ug) (ug 'ux) € S.

Logo, Z(G) C S.

Finalmente, se y € G entdo yZ(G) € S/Z(G). Assim, existe s € S tal que
yZ(G) = sZ(Q), isto é, s7ly = s € Z(G) C S. Logo, y = ss' € S, mostrando que
S=aG. O

Seja S um semigrupo de G tal que K C S. Se S # K entao existe um elemento
x € Stal que x ¢ K. Logo, S contém a classe lateral Kx e, portanto contém o semigrupo

gerado por Kx. Assim temos a seguinte conseqiiéncia do Teorema 3.2.1:

Corolario 3.2.2 Se G ¢é simples e S C G é um semigrupo tal que K C S entdo ou
S=KouS=0G.

Exemplo: Considere o grupo Sl(d,R) e o subgrupo compacto maximal SO(d). O Teo-
rema 2.1.8 garante que se x € Sl(d,R) \ SO(d) entao o semigrupo gerado pela classe
lateral SO(d)z é todo Sl(d,R), isto é, dado g € SI(d,R), existem uy, ..., ur € SO(d) tais
que g = wix---upx. Além disso, pelo Corolario 2.1.9 nao existe semigrupo préprio S

com SO(d) C S C Sl(d,R). O

Um exemplo mais concreto é o seguinte.



26 Capitulo 3 - Semigrupos em Pares Simétricos Semi-Simples

Exemplo: O grupo SI(2,R) é gerado por

cost sent 2 0

—sent cost 0 1/2

teR

Isto significa que podemos escrever qualquer matriz 2x 2 de determinante 1 como produto

finito de matrizes do tipo
2cost 1/2sent
—2sent 1/2cost

comt € R. L]

Para estender o Corolario 3.2.2 para grupos semi-simples conexos G, consideremos
uma decomposicao de g em ideais simples g = g1 B - - - P g,. Os ideais de g sao somas dos
ideais simples g;. Como |[g;, g;] = {0} se ¢ # j segue que [iy,is] = {0} se i; e iy s@o ideais
de g com i; Niy = {0}. Seja #; uma involugao de Cartan de g; tal que ¢t =& @& --- D &,
onde ¢ C g; ¢ a subalgebra dos pontos fixos de 6.

Sejam K; e GG; os subgrupos conexos com algebras de Lie §; e g;, respectivamente.
Entao G = G;---Gs e K = K;---K,; com G, e K; subgrupos normais de G e K,
respectivamente, para cada j = 1,...,s. Se ¢ # j entao G; centraliza G;. Além disso,
qualquer subgrupo normal conexo de G é um produto de subgrupos G;. Assim, se L;
e Ly sao subgrupos normais de G, com L N Ly = {1}, temos que se [ € Ly e [y € Ly

entao lllg = 1211.

Corolario 3.2.3 Se S C G ¢ um semigrupo tal que K C S entdo S = A;--- A, com

Demonstragao: Para cadai=1,...,s, seja A; o subconjunto
Ai={a€G;: existemg€ Gy---Gi—1 e heGyq---Gs, gah € S},

Temos que S = A;---A,. Pelos comentérios acima, cada A; é um semigrupo de Gj.
Como K; é um subgrupo de K, segue que K; C A; C G;. Pelo Corolario 3.2.2, A; = K;
ou AZ = Gl L]
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No caso de pares regulares onde a representacao de L em g ¢ irredutivel temos o

seguinte:

Corolario 3.2.4 Seja G um grupo de Lie simples com centro finito. Suponha que a

representacdo Adq de L em q € irredutivel e que (g, 1) ndo € reqular. Se S € um semigrupo

de G tal que L C S entao S C N(I) ou S =G.

Demonstracao: Se S ¢ N(I), entao pelo Coroldrio 2.1.9, intS # (). Pela Proposigao
3.1.1, S =G. ]

3.2.2 O Caso Redutivel

Os pares simétricos tais que a L-representacao em ¢ é redutivel foram classificados em
Kaneyuki [15]. As propriedades destes pares que usamos aqui estao contidas no seguinte

lema, que é um caso particular do Lema 1.3.4 de [13].

Lema 3.2.5 Seja (g,[) um par simétrico, onde g € uma dlgebra simples. Se a represen-

tacao de | em q € redutivel entao valem as sequintes afirmagoes:

1. q decompoe-se em soma de dois subespacos irredutiveis q* e q~;

2. Os subespacos invariantes q* e q~ sdo isotrdpicos em relagdo d forma de Cartan-

Killing e sao subalgebras abelianas;

3. As subdlgebras pt = [+ qt e p~ = [+ q~ sdo parabdlicas maximais e q= € o

nilradical de p*;

4. As representagoes de | em q* e q~ nao sao isomorfas. Em particular q e q~ sao

0s unicos subespagos nao triviais invariantes de q;

O principal objetivo aqui é determinarmos condigoes sobre x € G tal que o subespago

V(L,x), definido na Segao 2.1, seja igual a g. Antes, porém, observemos que, pelas
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notagoes do Capitulo 1, [ = lg, q* = nf e g~ = ng se a subdlgebra p* é considerada
como a subalgebra pg.
Consideremos os subgrupos Ng = exp(ng) e Ng = exp(ng) correspondentes as

componentes irredutiveis de q.

Lema 3.2.6 Seja x € G tal que Ad(z)l C pT (respectivamente Ad(z)l C p~). Entdo
x € NGN(I) (respectivamente © € Ng N(1)).

Demonstragao: Temos que (Ad(z)ag) Nng = {0}, j& que os elementos de ag sdo semi-
simples (ag C a C §), e os elementos de ng sdo nilpotentes. Além disso, (Ad(z)me) N

nd = {0}. De fato, se X € (Ad(z)mg) Nng, entdo
(X,Y) =0

para todo Y € p™, pois p™ = (nd)* (isto é, p™ é a subdlgebra ortogonal a ng), em relagao
a Cartan-Killing). Como a forma de Cartan-Killing de g restrita a Ad(z)mg nao é de-
generada, temos X = 0. Logo, se z € G é tal que Ad(x)l C p™, entdao p™ = Ad(z)[+ng.
Conseqlientemente, existe n € Ng tal que Ad(z)l = Ad(n)l (veja Varadarajan [39],
pagina 282). Assim, Ad(n~'z)l = [. Logo, n™'z € N(I) e z € NJN(l). De forma
analoga, obtemos que se Ad(z)l C p~ entdo z € NgN(I). U

Teorema 3.2.7 Se G € simples e x € G\ (Ng N([)UNg N(I)) entdo o semigrupo S(L, x)

gerado pela classe lateral Lx tem interior nao vazio em G.

Demonstracao: Considerando as notacoes da demonstracao do Teorema 2.1.8, é sufici-
ente mostrarmos que se z ¢ N3N (I) U Ng N(I) entao V(L,z) Nq = q. Segue, pelo Lema
3.2.6, que Ad(z)l nao estd contido em p™ nem em p~. Logo, V(L,z)Ngq nao esta contido
em ng. Além disso, V(L,z) N q # {0}, pois z ¢ N(I). Como V(L,z)Nq é l-invariante
temos, pelo Lema 3.2.5 (4), que V(L,z) Nq = q. ]

Corolério 3.2.8 Suponha que G € simples, tem centro finito e (g,[) nao é reqular. Se

S é um semigrupo de G tal que L C S entao S C NIN(I) U Ng N(I) ou S =G.
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Demonstragao: Seja S um semigrupo tal que S ¢ NIN(I) U NgN([). Seja z €
S\ (NSN(I)UNgN()). Logo intS # 0, j& que S(L,z) C S e intS(L,z) # 0, pelo
Teorema 3.2.7. Portanto, pela Proposigao 3.1.1, S = G. Ll
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Capitulo 4

Funcoes Caracteristicas de

Semigrupos

A funcgao caracteristica Iy de um cone W C R” é o nome que foi dado a transfor-
mada de Laplace da fungao 1y, onde 1y (z) =1sex € We ly (z) =0sex ¢ W (que

também é chamada de fungao caracteristica) (veja [11], pagina 11). De forma explicita,
Iy (w) —/ e~ @) dg,
w

com w € R™ e (-, ) um produto interno. E possivel mostrar que se W é um cone pontual
entao Iy (w) estd bem definida (isto é, a integral converge), para todo w no interior do
cone dual

W*={weR": (w,x) >0 para todo x € W}.

Dessa forma Iy : intW* — R. Essa fungao tem diversas propriedades boas. Por exemplo,
tal funcao é positiva, analitica e log Iy é uma funcao estritamente convexa o que garante
que a sua Hessiana, isto é, a forma bilinear definida por (X,Y) = XY log iy é uma
métrica Riemanniana (onde X, Y sao campos) (veja [11], Teorema 1.8).

Essa funcao caracteristica aparece também em estatistica, associado aos chamados

modelos exponenciais. Para cadaw € W*, e~ @) dx define uma probabilidade

Iy (w)
em W, obtendo-se uma familia de probabilidades parametrizada por w € W*. Nesse caso,

a métrica (-,-) é conhecida por matriz de Fisher da familia paramétrica.

31
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Exemplo: Seja W C R? o primeiro quadrante: W = (]R*)z. Entao, W* = W e, para

(a,b) € W, vale
+oo +oo
Iy (a,b) = / / e~ @) dady.
0 0
1
Portanto, Iy (a,b) =

a .

Neste capitulo, G denota um grupo de Lie conexo, semi-simples, nao compacto e com
centro finito.
Definimos a fungao caracteristica Ig de um semigrupo S C G com int S # 0,

pela integral (veja a defini¢ao formal na Secao 4.5):

Is(z) = /Sx(gﬁv) dyg,

onde x : G x Fg(gy — RT é um cociclo K-invariante (K C G é um subgrupo compacto
maximal) sobre o flag Fg(s) do tipo parabédlico de S e dg é uma medida de Haar em G.

O objetivo das proximas secoes deste capitulo é desenvolvermos as ferramentas ne-
cessarias para obtermos uma estimativa para a integral acima. Mostramos que a integral
acima converge, para todo x no conjunto de transitividade D%(S)(l) do conjunto con-
trolavel invariante Dg(g)(1) de S (veja o Teorema 4.6.8). Na verdade, mostramos que a

integral Ig(x) converge em um conjunto maior que D%(S)(l) (veja o Teorema 4.6.9).

4.1 Representacgoes

Sejam g uma algebra de Lie real semi-simples e nao compacta, g = € @ s uma
decomposi¢ao de Cartan de g. Dado a C s, um subespaco abeliano maximal, deno-
temos por m C € o centralizador de a em €. Seja h = t ® a uma subalgebra de Cartan de
g, sendo t um subespaco abeliano maximal de m. As dlgebras complexificadas de g e b
sao denotadas por gc e h¢, respectivamente. Assim, hc é uma subalgebra de Cartan de
dc-

Denotemos por 11 o sistema de raizes associado ao par (gc, be), tcilel it

os respectivos conjuntos de raizes positivas e de raizes simples.
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O conjunto II = II|¢ \ {0}, onde II|, = Ve € I} (7]« denota a restri¢ao de v a
a), é um sistema de raizes restritas do par (g,a) e II* = 11|, \ {0} é um sistema de
raizes positivas em II. Além disso, & = 5|, \ {0} ¢ o conjunto de raizes simples em II*

(veja [27], Capitulos 13 e 14).

4.1.1 Realizacao de Flags em Espacos Projetivos

Seja o uma representacao de gc em um espaco vetorial complexo V. Dizemos
que v € b é um peso de p se existe um vetor ndo nulo v € V tal que o(H)v =

v(H)v, para todo H € he. Isto é, se o subespago de pesos de 7,
V,={veV:pH)v=~y(H)v, paratodo H € hc}

¢ nao nulo. Dizemos que 7 é um peso maximo de g se v é um peso e o(X)v = 0, para

todo X € nf := Z (gc)s e todo v € V,, onde (gc)s denota o subespaco de pesos de §

seli+
(em relacao a representacao adjunta). Um vetor v € V, nao nulo, é chamado elemento

primitivo se v € V, para algum peso maximo v de p. Se p ¢ irredutivel com peso
maximo 7y entdo dimV, =1 (ja que g é semi-simples) e V' = > V5, com ¥ percorrendo
os pesos de ¢ (veja [27], Capitulo 11).

Sejam p uma representacgao irredutivel de dimensao finita de g em um espaco vetorial

complexo V. Para cada p € a*, seja
V,={veV:p(H)v=pu(H)v, para todo H € a}.

Dizemos que p é peso de p se V,, # {0}. Seja oc a extensao de p a gc. Temos que g¢ é

irredutivel e, portanto, oc tem peso maximo (veja [27], Capitulo 11).

Lema 4.1.1 u € peso de ¢ se, e somente se, = 7o para algum peso v de oc. Além

Vo= V..

Ya=H

disso,

Demonstracao: Se 7 é peso de g¢ entao o(H)v = oc(H)v = v(H)v, para todo v € V,

e todo H € a, mostrando que 7|4 € peso de o. Isto ainda mostra que V,, C V, .



34 Capitulo 4 - Fungoes Caracteristicas de Semigrupos

Reciprocamente, seja @ um peso de g e tomemos v € V,,. Existem pesos vi,...,7,

de oc tal que v =v; 4+ --- + v, com v, € V,,, para cada 1 < k <n. Assim,
p(H)vr + -+ p(H)o, = p(H)v = o(H)v = oc(H)v = 1(H)vr + - + 7 (H) vy

para todo H € a. Logo, u(H) = w(H) = -+ = v,(H), para todo H € a, isto é,
[L="1ja =" = Ynlo- Ainda temos que V., +---+V, ~CV,. ]
Um peso p de o é dito peso maximo se é a restricao do peso maximo de gc. Em
geral, se ;1 é peso maximo de p temos que dimV,, > 1.
Denotemos por (i, € ¥, 0s pesos maximo de g e gc, respectivamente. Se v é um peso
de oc entao existem inteiros nao negativos ngs, o € S tais que

V=Yoo — 3 n40.

ses

Seja p um peso de p. Pelo Lema 4.1.1, existe v peso de oc tal que p = 7. Mas

Y= Yoo — Z ngd e portanto,
ses

PJ:'YQcIa_ZT% (5Ia:ﬂg_z an a:UQ_Zmaaa (4.1)

el a€¥ \J=a agX

com my = Z ng inteiros nao negativos.
dja=a
Seja 2 = {wa, a0 € X} a base de a*, dual a {H.,a € ¥} (H, = 2H,/(H,, H,) ¢
H, ¢ definido por a(H) = (H, H,), onde (-,-) é a forma de Cartan-Killing de g). Dado
© C X, consideremos o seguinte subconjunto de ag:
ay(Zy) = {p € ag: p(H,) é inteiro positivo, para todo o € 3\ O}
= {peagy:p= Z NaWa, Ng INteiro positivo}.

aeX\O

Uma representacao irredutivel p de G em V' induz uma representagao irredutivel dp
de g em V', dada por dp(X)v = dp;(X)v. Além disso, p induz uma acao de G no espago
projetivo P(V') (veja o exemplo na pagina 52).
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Proposigao 4.1.2 Se p € ag(Z,) entdo existe uma representagdo irredutivel de di-
mensao finita p de G em um espaco vetorial complexo V' tal que pu é peso mdximo de
dp e dimV,, = 1, para algum inteiro positivo p. Além disso, considerando a a¢do de G
em P(V), induzida por p, temos que o flag Fg € uma orbita no espago projetivo P(V') e

Pg € o subgrupo de isotropia de V.

Demonstragao: Veja Guivarc’h, Ji e Taylor [7], Capitulo IV. ]

A demonstracao da préxima proposicao segue a idéia da demonstragao da Proposigao
11.7, p. 287, de [27]. Tal demonstragao seréd feita aqui para enfatizar que se o peso
maximo de p estd em a§(Z,) entdo existe a € ¥\ © na expressao (4.1) tal que o coefi-

ciente m,, € nao nulo. Isto sera usado posteriormente.

Seja IIT\ (©)" = {f,...,0:}. Sejam {Yi1, ..., Ve } e {Z1,..., Zs} bases ordenadas
de g_g, e de m, respectivamente. Sejam U(g) a algebra universal envelopante de g e p a
extensao de o a U(g) (veja [27], Capitulo 10). Dado v € V,,,, o subespaco o(U(g))v de

V' é invariante por . Como p é irredutivel, segue que V' = p(U(g))v.

Proposicao 4.1.3 Se u, € a§(Zy) entao valem as sequintes afirmagoes:
1. Os elementos da forma
g(yﬁm .. .Yf?l”l Y .yt::"t zm... ng) v,
onde mji e nj sao inteiros nao negativos, geram V.

2. Os pesos da representacao de g em V' sao da forma

fo — E NaQ, Mg NLEITos Nao neqativos.
aEX

Além disso, existe pelo menos um « € ¥\ ©, na soma acima, tal que n, # 0.

Demonstragao:
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1. Seja {Xj,...,X,} uma base ordenada de a ®n~(0) & n". Temos que
M, Y U UYL Y JU{Z, L 2 U X, X

¢ uma base ordenada de g. Pelo Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (veja [27],

pagina 270) V é gerado por monomios do tipo

B (Y Yy Y Y g 2 X X )

1ry try

Temos que ¢ (X" -+ Xp?) v é multiplo de v, j& que o(n™)v = p(n=(0))v = {0}
(veja [7], Capitulo IV) e o(H)v = p,(H)v, para todo H € a. Logo, os elementos
da forma

E(yﬁm LYy Y g Z;ls) v

1ry try

geram V.

2. Como m centraliza a, segue que o(Z)v € V,,, para todo Z e mese Y € g_g, entdo
o(Y)v € V,,_g, (veja [7], Capitulo IV). Dai 9(Y?)v € V,,,_o3, € assim sucessiva-

mente, mostrando que

E(}/ﬁln . Ym1r1 . _Y:lntl . Ymtrt ZIM . ans) v E V“Q,(alﬁlJr---Jratﬁt)?

1ry try

sendo ay, ..., a; inteiros nao negativos. Isto juntamente com o item anterior mostra

que os subespagos de pesos V), com p = p1, — (101 + - - - + a;5¢) geram V.

Para cada k, 3, é uma raiz positiva e assim escreve-se como (3, = E bfi a, onde os
acy
b® sdo inteiros ndo negativos. Além disso, o fato de By estar em [T\ (©)T garante

que alguma raiz simples a € ¥\ O tem coeficiente nao nulo. O

Corolario 4.1.4 Se p € um peso da representacdo o com p1 # p, entdo p(H) < p,(H),
para todo H € af.

Demonstracao: Pela Proposicao 4.1.3, item 2., p = p, — Znaa, sendo que para
a€cy
alguma raiz simples g € X\ O, n,, # 0. Se H € aj entao Znaa(H) > ng,00(H) > 0,

acy
ja que os n,’s sao nao negativos. Logo,

p(H) = po(H) — Znaa([_n < po(H),

aEX
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+
para todo H € ag. L]

4.1.2 Decomposicoes de Jordan

Sejam V' um espago vetorial sobre os complexos e g € GI(V). Dado um autovalor z

de g, denotemos por V, o autoespaco generalizado associado a z, isto é,
V.={veV : (g—21)*v =0, para algum k inteiro positivo}.

Dado v € V,, seja kg o inteiro positivo tal que (g—21)*v #£ 0 e (g—21)kTly = 0. Assim,

ko kO
gv=_(g—z21+z21)" = Zz"*kC',?(g —z1)kp = 2" (Z 2RO (g — zl)kv> :
k=0 k=0
n!
(n— k)kl
|z1] > |22|. Sejav =0y +vg com v, €V, , k=1,2ev; #0. Assim,

onde C} = Suponha que existem dois autovalores z; e 2z, de g tais que

k1 Cn ko Cn
Jgv = 2CY (Z zl’kC—Z(g — 211)’%1) + 25 C (Z z’kc—ﬁ(g — 221)kv2>
kl k2

k=0

k=0
Z n C k‘g—l n
2 k _
+ ’fC,’jl (z_l) C’Z}Q 25 k2(g — 291)™vy + Z z k@(g — 291) 9
1 k=0 2
. Z9 1? . . C;?
Agora, lim (— ) —2 =0, pois|z1| > |z2] e, lim —= =0, para qualquer k <r.
gora, lm (Zl) cr pois [z1] > |2f e, lim Cr para qualq

Logo, [¢"v] — [(g — z11)"v1] C Vi, (quando n — +o0) ([u] denota o subespaco gera-
do por u). Notemos que (g — z;1)¥v; é um autovetor de g associado ao autovalor z;.

Argumentando por inducao, sobre o nimero de autovalores distintos de g, obtemos:

Lema 4.1.5 Sejam V' um espago vetorial complexo, g € GI(V) € z1,. .., 2z, 0s autovalo-

res distintos de g. Se existe m, 1 < m < r, tal que |z,| > |zx| para todo k # m, entdo
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a seqiiéncia ([g"v]) converge para um subespacgo [u] C V,,  para qualquer v € V' tal que a

sua componente em V, € nao nula. Além disso, u é autovetor de g associado a z,.

Dizemos que um elemento g € GI(V) é:

1. eliptico se é semi-simples e seus autovalores tem valor absoluto 1;
2. hiperbdlico se é semi-simples e seus autovalores sao reais positivos;
3. unipotente se g — 1 é nilpotente.

Existe uma base de V' tal que a matriz de g, nesta base, representa-se

onde cada J,, ¢é formado por blocos de Jordan associados ao autovalor z; = ek ek,
Podemos decompor a matriz J,, na seguinte forma: J, = (€% - 1;)(e** - 1;)u, sendo 1;
a matriz identidade de mesma ordem que J,, e u é uma matriz triangular superior com

1’s na diagonal principal também de mesma ordem que J,,. Logo,
g = ehu, (4.2)

sendo e = diag(e™,...,e"") e h = diag(e®,...,e* ). A multiplicidade dos autovalores
e e e** de e e h, respectivamente, é dada pela ordem de J,, .

Os fatores na decomposigao (4.2) de g comutam entre si e sdo eliptico, hiperbélico
e unipotente, respectivamente. Como podemos decompor cada g € GI(V) unicamente

desta maneira (veja [8], Lema 7.1, pagina 430), concluimos que:

Lema 4.1.6 O valor absoluto dos autovalores de g € GI(V') sao dados pelos autovalores

da parte hiperbdlica de g.

Dizemos que a expressao (4.2) é a decomposicao de g € GI(V) nas partes eliptica,

hiperbdlica e unipotente.
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Consideremos agora o caso de um grupo de Lie real semi-simples nao compacto G
com algebra de Lie g. Dizemos que g € GG é semi-simples, eliptico ou hiperbélico se
Ad(g) ¢é semi-simples, eliptico ou hiperbdlico, respectivamente, como elemento de Gl(g).
Dizemos que g € G é unipotente se existe X € g nilpotente tal que g = exp X. Assim,
como no caso de grupos lineares podemos decompor cada g € G unicamente como um

produto
9 = 9e9nGu, (4.3)
sendo g, eliptico, g, hiperbdlico e g, unipotente. Além disso, g., gn € g, comutam entre

si (veja [39], Capitulo 2 da parte II). Dizemos que a expressao (4.3) é a decomposigao de

g € G nas partes eliptica, hiperbdlica e unipotente.

Lema 4.1.7 Seja 0 : g — gl(V) uma representacio de dimensao finita de g em um

espago vetorial complexo V.
1. Se X € g € nilpotente entdo o(X) € nilpotente.

2. Se X € s entdo todos os autovalores de o(X) sdo reais.

Demonstragao:

1. Pelo Teorema de Jacobson-Morozov (veja [42], Proposi¢ao 1.3.5.3, pédgina 105)
existem H,Y € g tais que a subdlgebra g(X) gerada por {X, H,Y} é isomorfa
a sl(2,R). Consideremos a representacao de g(X) em V induzida por p. Pelo

Teorema de decomposicao de Weyl, o espaco V' se decompoe em uma soma direta
V=Vi® --aV,

com cada Vj invariante e irredutivel por p. Pela forma das representacoes irre-
dutiveis de sl(2,R), a restricao de o(X) a cada Vj, é nilpotente e portanto, o(X) é

nilpotente como elemento de gl(V).

2. Sejam oc : gc — gl(V') a extensao de p a gc e G um grupo conexo e simplesmente
conexo com algebra de Lie g¢. Seja p um homomorfismo de G em G1(V) tal que

dp = oc. Como X € s, temos que iX € €c, a complexificada de ¢, isto é, i.X esta
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na algebra de Lie de um subgrupo compacto de CNJ, digamos U. Mas oc(tc) é a
algebra de Lie do grupo compacto p(U). Logo, oc(iX) tem autovalores puramente

imagindrios e portanto, os autovalores de o(X) s@o reais. |

Proposicao 4.1.8 Seja p uma representacao de G em um espaco complero V. Se
g = 9eGngu € a decomposicao de g € G nas partes eliptica, hiperbdlica e unipotente
entao p(g) = p(ge)p(gn)p(gu) € a decomposicio de p(g) nas partes eliptica, hiperbdlica e

unipotente, no sentido usual.

Demonstragao: Temos que g. pertence a um subgrupo compacto, por ser eliptico.
Logo, pela continuidade da p, p(ge) pertence a um compacto e portanto é eliptico.
Como g, € hiperbdlico, existe X € g semi-simples com todos os autovalores de
ad(X) reais tal que g, = exp X (veja [39], pdgina 217). Logo, existe u € G tal que
Ad(u)X € s. Pelo Lema 4.1.7, todos os autovalores de dp(Ad(u)X) sao reais. Mas
dp(Ad(u)X) = Ad(p(u))dp(X), garantindo que todos os autovalores de dp(X) sao reais.

4(X) s80 reais positivos. Portanto

Logo, todos os autovalores de p(gn) = p(exp X) = e
p(gr) é hiperbdlico.

Por definicao de elemento unipotente, podemos escrever g, como exponencial de
Y € g nilpotente. Dai, p(g,) = plexpY) = e%). Pelo Lema 4.1.7, dp(Y’) é nilpotente
e portanto, p(g,) é unipotente.

Como g, gn € g, comutam entre si e p é um homomorfismo, segue que p(g.), p(gn) €

p(g,) comutam entre si. O

4.2 Estimativas do Volume de Bolas em Grupos Li-

neares

Seja G C GI(V), dimV = d, um grupo de Lie linear semi-simples, conexo, cuja
medida de Haar denotamos por p. Tomemos uma decomposi¢cao de Cartan G = PK e

um produto interno (-, -) em V invariante pelo compacto maximal K C G. Dado r > 1,
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definimos o conjunto

G.={g9e€G:|g| <r},

onde ||g|| = sup{|lgz|| : ||z|| = 1} é a norma de operador em relac¢ao a (-,-). Definimos
também P, = {g € P : ||g|| < r}. Como |hu| = ||h]] se v € K, vale a igualdade
G, = P.K (ser <1 entao G, =0).

Se g € G, e A é um autovalor de g entao |A| < r, pois se v € V' é um autovetor com
|lv]] =1 entdo |A| = ||[\v|| = [|gv|| < |lg]] < r. Em particular, se g € P, entao todos seus
autovalores sao reais e menores que r.

Isso fornece um limitante superior para os autovalores. Obtemos um limitante inferior
usando que det g = 1, para g € GG, pois G ¢é semi-simples conexo. De fato, tome g € P,

e seja Apin seu menor autovalor. Se A1, ..., A\;_1 s@o os demais autovalores entao

Td_l)\min > )\1 o )\d—1>\min =1

Daf, Amin > 1/7%"! e portanto, todos os autovalores sdo maiores que r~4+,

Se g € P, com g = expX, X € s, entdo os autovalores de X (em V') estdo entre
—(d—1)logrelogr. Sejaady (X) aadjunta de X em gl (V). Os autovalores de adg (X)
sao da forma a; — a; com a; e a; autovalores de X. Essas diferencas estao entre —dlogr
e dlogr.

Em particular, seja ad (X) a adjunta de g. Entao, ad (X) é a restricao a g de adg (X).
Dai, os autovalores de ad (X) em g também estao entre —dlogr e dlogr.

Em outras palavras,

Proposicao 4.2.1 P, C exp A, onde A, é o conjunto dos elementos X € s tais que os

autovalores de ad (X) ficam entre —dlogr e dlogr.

Observagao: Se ¢ : g — g é um automorfismo de g tal que ¢(s) = s entao ¢ deixa A,

! para todo X € g. Assim, os

invariante. De fato, temos que ad(¢(X)) = poad(X) o™
autovalores de ad(¢(X)) estdo entre —dlogr e dlogr se os autovalores de ad(X) estao

entre —dlogr e dlogr. Como ¢ deixa s invariante, segue que p(X) € A, se X € A,.. [
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O conjunto A, é poliedral da seguinte forma:

Seja at C a uma camara de Weyl e denotemos por X as rafzes simples e por IT"
as raizes positivas, correspondentes. Seja g = g1 @ --- D g,, a decomposicao de g em
componentes simples. Entao, existem as decomposicoes s = 1B - -Ps,,, a = a1 - -Ba,,

ea” =af + .-+ a’ em termos dos objetos correspondentes nas componentes simples.
+

P

Denotemos por \; a raiz maxima em a; associada a camara a

Proposigao 4.2.2 Se A = max{\; : i = 1,...,m} (isto é, para H € a, \(H) =
max{\; (H):i=1,...,m}) entao A, Nat ={H €a” : A\(H) <dlogr}.

Demonstracgao: Segue da definigdo de A,, lembrando que se a é uma raiz positiva e

Heatentao 0 < a(H) < A(H)eseaec —II" entdo -\ (H) < a(H) < 0. O

Aplicando o grupo de Weyl W (para obter as outras camaras), obtemos:
Proposicao 4.2.3 A, Na =W (A, Nfe(a™)).

Demonstragao: Se H € A, Na entao existe um w € W tal que w(H) € fe(a™). Como
w deixa A, invariante, w(H) € A, Nfe(a™). Logo, H = w™! (w(H)) € W(A, N fe(a™)).

A outra inclusao é imediata. L]

Por fim,
Proposigao 4.2.4 A, = Ad(K) (A, Nfe(a™)).

Demonstracao: Se X € A, C s entao existe H € ae k € K tal que X = Ad(k)H. Pela
invariancia de A, por Ad(k™1), segue que H € A, Na. Mas H = Ad(m)H,, para algum
m € M* e algum Hy € A, Nfe(a™), pela proposigao anterior. Logo, X = Ad(km)H,,
com km € K e Hy € A.Nfe(a™) e portanto, A, C Ad(K) (A, Nfe(a™)). A outra inclusao
segue da invariancia de A, por Ad(k), k € K. O

Observagao: O conjunto A, N fe(a™) é um poliedro simplicial, enquanto que

W (A, Nfe(a™)) é um poliedro. O
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Denotemos por dk a medida de Haar em K normalizada de tal forma que K tenha
volume 1. Seja g = pu € G, com p € Peu € K. Dado k € K temos que gk € G, se,
e somente se, p € P, isto é, 1¢,(gk) = 1p.(p). Dali, / lg, (gk)dk = 1p (p). Denotemos
por pp a Unica, a menos de uma constante, medida G—glvariante em P = G/K (conjunto
de classes laterais). Assim, podemos escrever a medida de Haar em G em termos de pp

e de dk (veja o Teorema 1.9 de Helgason [9], pdgina 90). Explicitamente,

nG) = [ 1= [ B ( / 1GT(9k)dk) dup

= / 1p.(p)dpp = pp (P,).
G/K

Além disso, up (P,) < up (expA,.) pois P, C exp A,.
Por fim, up (exp A,) pode ser estimado usando a férmula da seguinte proposicao (veja

Teorema 5.8, pagina 186 de [9]):

Proposicao 4.2.5 FExiste uma constante ¢ tal que

. (z) dup (z) = C/K/M (/expa+ f(ka - 20) 6 (a) da) dkar,

onde xq € a origem de K /M, dky; € a medida K-invariante em K/M de forma que K/M

tenha volume 1 e

5 (exp H) = ] (senha (#)))™

acllt

sendo my, a multiplicidade da raiz o.

Um elemento = € exp A, identifica-se a uma classe lateral em G/K, isto é, existe

X € A, tal que x = (exp X)K. Dado k € K, temos que
k-x= (k(expX)k™') K = (exp(Ad(k)X)) K.

Pela invariancia de A, por Ad(k), segue que Ad(k)X € A,, mostrando que k-z € exp A,.

Logo, lexpa, (k- 2) = lexpa, (), para todo k € K. Portanto, usando a férmula da
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Proposicao 4.2.5,

Lexpa, (2)dpp(z)
/K

= / (/ eprT.(ka . $0)5(a)da) dkM
/M exp at
= C/ (/ eprr(a : $o)5(a)da) dkr
K/M exp at
= ot o)
exp at
= C/ d(a)da
exp ArNexp at
= C/ d(a)da.
exp(ArNat)

A dltima igualdade na equacao acima segue do fato que exp : s — P ¢ injetora. Para

pplexpA,) =

S~

=

cada a € [Tt e H € A, Na™, temos que 0 < o (H) < A (H) < dlogr (veja a Proposigao
4.2.2). Logo, para todo H € A, Na™, temos
d(expH) = H (senh(a(H)))"™ < (senh(dlogr))" ,
a€llt

onde N = dimn*. Com isso chegamos & seguinte estimativa do volume de G,:

Teorema 4.2.6 Eziste uma constante ¢ tal que pu(G,) < ¢(senh(dlogr))™, onde N =
dimn*. Ou ainda, u(G,) < 2% (rt — r*d)N.

4.2.1 Estimativa do Volume de Mg (7, a,n)

Sejam G um grupo com centro finito ¢ S C G um semigrupo préprio com int .S # ()
e tipo parabdlico ©. Seja G = KANT uma decomposicao de Iwasawa de G tal que
AT Nint S # (0. Neste caso, o c.ci. Dg(1) C Fg estéd contido na 6rbita Ng -z, onde zg

¢ a origem de Fg. Vamos obter aqui uma estimativa para o volume de
Ms(m,a,n) = {m € Mg : namn € S},

onde m € Ng, a € Ae e n € NJ, utilizando o que foi feito no inicio desta secdo
e considerando a representacao Adné : Mg — Gl(ng) de Mg em ng, induzida pela

representacao adjunta de G.
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A férmula integral da Proposicao 4.2.5 nao se aplica diretamente ao grupo Mg, ja que
tal grupo nao é conexo e nem semi-simples. Mas sua decomposicao de Cartan escreve-se
Mg = Mg(K)exp (mg Ns) (Proposigao 1.2.1), onde Mg(K) é um subgrupo compacto
(ndo conexo) de K. Se P = MAN* é um subgrupo parabdlico minimal de G, entao
Mg N P é um subgrupo parabélico minimal de Mg. Além disso, se Mg N P = MAN ¢
uma decomposicao de Langlands de Mg N P entao M=M (veja [39], Proposicao 20,
Capitulo 6, parte II). Denotando por a’(©) o conjunto dos elementos regulares de a(0),
A'(©) =exp (d'(0)), M§ = Mo (K)A'(O)Mg(K) e por 2y, a origem do espago simétrico
Mg /Mg(K), temos que a aplicagao

O (Mo(K)/M) x AY(O) — M - 2

dada por ®(kM,a) = ka - zo é um difeomorfismo. A partir dai, é possivel mostrar que
a formula integral da Proposicao 4.2.5 vale para o grupo Mg. Conseqiientemente, tal
formula vale para o grupo linear Adn(5 (Mg).

A partir de agora, tudo sera feito em ng usando a identificagao entre a érbita Ng -z,
o subgrupo Ng e a subdlgebra ng. Em particular, se n € Ng é tal que n-Dg(1) C Ng -z
entdo os conjuntos Dg (1) e n- Dg (1) estao contidos em ng e a origem x, identifica-se
a 0. Notemos que nessa identificagdo um elemento n € Ng nao define uma aplicagao
Ng - xy — Ng - 79, mas apenas uma aplicacao definida em um conjunto aberto e denso
de Ng -z, restricio da aplicacao definida no flag (veja a proposicao abaixo). Mesmo
assim, tal aplicacao serd usada abaixo e deve ser entendida como uma aplicacao definida
em um subconjunto aberto e denso de ng (homeomorfismo local).

Se g estd em Mg ou em Ng ou em Ag e X € ng entao denotemos Ad(g)X simples-
mente por g - X. Da mesma forma, usemos a notagao ||g|| para HAdng (g)H se g 6 um

elemento de Mg ou Ae.

Proposicao 4.2.7 Se n € N entio existe um subconjunto U aberto e denso em

Ng -z tal que n-U C Ng - xo.

Demonstragao: Cadan € Ng ¢ um homeomorfismo do flag Fg. Como Ng -z é aberto

1

e denso em Fg, segue que U = n~" - (Ng - x9) N Ng - xo é aberto e denso em Ng - xy.
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Além disso, n- U C Ng - xo. ]

Um produto interno invariante em ng ¢ a restricao do produto interno em g, que é

K-invariante.

Lema 4.2.8 Dadon € N tal que n-Dg (1) C Ng -z, existem & > 0 e uma vizinhanga
U den em N& tal que, para todov € U, a bola fechada B [0,] estd contida em v-Dg (1).

7

Demonstragao: Como n é um homeomorfismo do flag, segue que W = n - D(1) é
aberto. Mas, n - xg = zo € D3(1) e portanto, W é uma vizinhanga de z,. Portanto,
existe um § > 0 tal que a bola fechada B [0, 4] estd contida em W = n - D (1). Isto
significa que n=! - B[0,d] C DY (1), isto é, n~! estd no subconjunto aberto (na topologia
compacto-aberto) F = {f : f (B[0,4]) C Dg (1)} das aplicagoes continuas de Fg.

Por outro lado, a aplicagao, digamos ¢, definida de Ng no conjunto dos homeomor-
fismos locais de ng ¢ continua em relacao a topologia compacto-aberta. Logo existe uma
vizinhanga V de n™! em Ng tal que ¢(V) C F. Portanto, U = V! é a vizinhanga
desejada. L]

Lema 4.2.9 Seja C C N& um compacto tal que para todo n € C, n- Dg (1) C Ng - xo.
Entao, existe 6 > 0 tal que para todo n € C, B[0,0] C n- Dg(1).

Demonstracao: Para cada n € C existem, pelo lema anterior, um d(n) > 0 e uma
vizinhanca U(n) de n tal que B[0,0(n)] C v - Dg(1), para todo v € U(n). A unido

U U(n) cobre C' e como C' é compacto, existe um numero finito, digamos ny, ..., ng,

neC
k

tal que U U(n;) cobre C. Seja 6 = min{d(n;),j =1,...,k}. Assim se n € C' temos que
j=1
n € U(n;) para algum j e portanto, B[0,6] C B[0,d(n;)] C n- De(1). OJ

Agora, se m € Mg (m,a,n) entdo m - nDeg (1) C a™'n"'Dg (1), j& que namn € S.
Pelo Lema 4.2.9, existe 6 > 0, independente de n, tal que B[0,6] C n - Dg(1). Dali,
m-B[0,6] Cm-nDg(1) Ca'n'Dg (1).
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Porém, todo T que aparece nessas expressoes estao em Dg (1) (veja a demonstragao
do Lema 4.6.1). Portanto, 7 'Dg (1) C Dg (1)" Dg (1) (onde Dg (1)~ De (1) significa
o produto em Ng). Mas, Dg (1)”' De (1) é compacto. Dai, existe uma bola aberta
B(0,7) tal que Do (1) De (1) € B(0,r), isto é, m~'De (1) C B (0,r) para todos os

possiveis n. Juntando isso com o que foi feito anteriormente obtemos:

Lema 4.2.10 Ezxistem 6, r > 0 (independentes de T, a e n) tais que, para todo m €
Mg (m,a,n), vale

m-B10,8] Ca*B(0,7).

Agora, a™! age por transformagdo linear em ng, através da adjunta Ad,_. Se [la”"|

¢ a norma de operador entao, por definigao dessa norma, a 'B (0,1) C B (0, |la™ '),
acarretando que a *B(0,7) C B(0,|la™!||r). Portanto, m - B[0,0] C a *B(0,r) C
B (0, |la"'||7), fornecendo a seguinte limitagdo das normas de operadores para os ele-

mentos m € Mg (71, a,n):

Proposicao 4.2.11 Eziste uma constante ¢ > 0 (independente de T, a e n) tal que,

para todo m € Mg (1, a,n), vale
[m|| <c|a”||-
Demonstragao: Para cada m € Mg(n,a,n), temos

1 1
m-B[O,l]:gm-B[O,é]CSB(O,

a_lH 7“) =B (O,

o).

r

5+ Logo, [lm] < cfla™ . u

onde ¢ =
O grupo linear Adn(5 (Mg) se identifica ao grupo Mg/ ker <Adn6)' O subgrupo
ker (Adn;)> C Mg(K) é compacto, pois é fechado em Mg(K). Assim, usando nova-

mente o Teorema 1.9 de [9] (pagina 90) (aplicando ao subgrupo ker <Adné) ), concluimos
que o volume de Mg (7, a,n) é menor ou igual que o volume de Ad, (Mg (m,a,n)). De

fato, se ' C Mg temos que 17(g) < laa _ (1) (Adng) (g9)). Assim, denotando a medida
"o
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de Haar em Adné(M@) por 7, K = ker (Adn5> e Ad = Adné (para simplificarmos a

notagao) obtemos

n(Ms(7,0,m)) — / Lateiman (9)d) — / ( / 1Ms(n,a,n><gk>dk) i
Mo Me/K \JEK

< [ Mnatrmann (M) = A (7, 0,7).
Mo /K

Juntando isso com o Teorema 4.2.6 obtemos uma estimativa do volume de

Mg (m,a,n) C Me:

Teorema 4.2.12 Seja n a medida de Haar de Mg. Entao, existem constantes ¢,k > 0

(independentes de T, a e n) tais que
1 (Ms (7,a,n)) < k (senh (dlog e a'[|))"™

onde d = dimng e N =1/2(dim Mg — postoMe) (=dimn(0)). Ou ainda,
k AN
n(Ms (7,0,m) < 5 ((ea™ )" = (™))

Uma conseqiiéncia imediata deste teorema é o seguinte:

Corolério 4.2.13 Sen, a e n sao fizados entdo o conjunto Ms(m,a,n) € relativamente

compacto.

Pela Proposicao 4.2.11, temos que c|la™|| > 1 (pois se c||a™ || < 1 entao Mg (7, a,n) =
0, pelo comentdrio no final do primeiro pardgrafo desta secao). Logo, dlogc |la™!|| > 0 e

portanto, (senh (dlogc|lat|))" < gV logel[a™!]|

1

Finalmente, observemos que ¢~ é uma transformacao linear simétrica de ng, em

relagdo ao produto interno invariante. Portanto, ||a™'|| é o maior autovalor de a~'. Isto

é, [|a=t| = e*(°8®) para alguma raiz o € IT* \ (©)F. Dai, temos o seguinte:

Corolério 4.2.14 Ezistem uma constante ¢ > 0 (independente de @, a e n) e uma raiz

a € IIT\ (©)" (que sd depende de a) tais que
n (MS (ﬁ, a, n)) < CedNoz(loga)’

onde d = dimng e N =1/2(dim Mg — postoMe) (= dimn (0)).
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4.3 Semigrupo ©-Maximal Contendo S

Sejam S C G um semigrupo com tipo parabdlico © e G = K AN uma decomposicao
de Iwasawa de G tal que AT N (intS) # (. Denotemos por Dg (w), w € W, os conjuntos
controldveis de S em Fg e D@ (w) o conjunto de transitividade de Dg (w). Seja xq a
origem de Fg. Entao z¢ € Dg(1).

Para cada w € W, seja Ag (w) o dominio de atragao de Dg (w). Por defini¢ao, cada
Ag (w) coincide com o conjunto dos = € Fg tais que existe g € S com g -z € Dg (w).
Assim

Ao(w) = {z € Fg : existe g € intS, g-x € DY (w)}.

Os conjuntos Ag(w) sao abertos e fe (Ngw - zy) C Ag(w), para todo w € W (veja San
Martin [31]).

Consideremos o conjunto
Do () = fe (int (U Ao (w)>c>
com a unido percorrendo os w € W tais que Dg (w) # Dg (1).
Lema 4.3.1 O conjunto Dg (S) € S-invariante.

Demonstragao: Cada Ag(w) é S~ '-invariante, assim, o complementar Ag(w)¢ é S-
invariante e portanto, (|JAe (w))" = [ Ae(w)" é S-invariante. Sejam x € Dg(S) e
g € S. Entao x = lim xy,, com zy, € int (|J Ag(w)). Como g é um homeomorfismo segue
que g -z € int (J Ae(w))¢, para todo k. Por outro lado, g+ = g-limz, =limg - x4 e
portanto, g - x € Dg(S). O

Denotemos por Mg (S) o semigrupo de compressao de Dg (5), isto é,
Me (S) = comp (Dg (5)) ={g9 € G: g-De (S) C Do (5)}

Teorema 4.3.2 O conjunto Deg (S) € o conjunto controldvel invariante do semigrupo

Me (5). Além disso, Mg (S) contém S, € ©-mazimal e

Do (S) = fe (int (cog (Do (5)))) -
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Demonstragao: Como Dg (.5) é S-invariante segue que S C Mg (.S). Juntando a com-
pacidade e a S-invariancia de Dg(S) com a unicidade do conjunto controlavel invariante
temos que Dg(1) C Dg(S5).

A igualdade Dg (S) = fe (int (cog (De (5)))) segue mostrando que Dg(S) é o c.c.i.
de Mg(S), Mg(S) é O-maximal e usando a Proposi¢ao 5.2 de [28].

Seja C' o conjunto controlavel invariante de Mg (S) em Fg. Usando o argumento do
pardgrafo anterior temos que C' C Dg(5).

Como Ng - wxy C Ag(w), para todo w € W, temos que [ Ao(w)® C Ng - xo.
Portanto, Dg(S) C Ng - xo.

Seja x € int (JAe (w))® C Ng - xp. Entdo, © = n-x9 com n € Ng. Sejam
h € A* N (int S) e hy = nhn~'. O ponto fixo atrator de hy é z = n - xy e a variedade
estavel correspondente é n (Né ~x0) = Ng - x9. Seja U uma vizinhanca de z tal que
U C int (Ao (w))° C Do (S). Dado y € De(S), existe k(y) > 0 tal que h*¥ .y € U
Por continuidade, existe uma vizinhanca U(y) C Ng - ¢ de y tal que WU cu. A

uniao |J U(y), com y variando em Dg(S), é uma cobertura por abertos de Dg(S). Como

De(S) é compacto, existe uma subcobertura finita U U(y;). Tomemos k o seguinte
i=1
inteiro positivo: k = max{k(y;) : 1 < i < m}. Dai, hY¥ - U(y;) C U, para todo i =

1,...,m. Portanto, h¥ - Dg(S) C U.

O subconjunto F = {f : f(De(S)) C U} das aplicagbes continuas em Fg, é aberto na
topologia compacto-aberto e, hy = h¥ € F C Meg(S), implicando que hy € intMg(S).
Como z é o ponto fixo atrator de hy, concluimos que x € Cy. Logo, int (| J Ae (w))" C Cy
(pois x é arbitrério) e portanto, Dg (S) C C mostrando que, de fato, Dg (S) é o conjunto
controlavel invariante de Mg (5).

Falta mostrarmos que Mg (S) é ©-maximal. Primeiramente, mostraremos que
Mo (S) é do tipo parabdlico ©. Sejam C o c.c.i. de Mg (S) no flag maximal e 7 a
projecao canonica de F em Fg. Tomemos y € Dg (1) C Dg (S). Como o tipo parabdlico
de S é ©, temos que 5" ({y}) C 75" (De(1)) = D(1) C C. Dai, C = 7o' (De(S)) (veja
a Proposigao 2.7 ¢) de [36]). Juntando isto com o fato que Dg(S) C Ng - xo, segue que
o tipo parabdlico de Mg(S) é ©.

Para vermos que Mg(S) é ©-maximal, seja 7" um semigrupo que contém Mg (5)
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propriamente e denote por C’ o seu c.c.i. em Fg. Temos que Dg (S) C C’. Além disso,
existem y € Dg (S) e g € T tais que g -y € Do (5)°, pois Mg (S) é o semigrupo de
compressao de Dg (5). Como Dg(S)¢ é aberto, existe uma vizinhanga V de g -y tal
que V C Dg(S)¢. Considerando U = int ((¢7' - V)N De(S)) C De(S) (U # O pois
Do(S) = fe (int Dg(.5))), temos que g - U C Dg(S)°.

Notemos que g - U é aberto (pois g é um homeomorfismo). Assim, se g - U C

(U Ae(w))" entéao
g-Unint (UA@(w))C £0,

contradizendo o fato que g-UNDg(S) = 0. Logo, existem w € W, com Dg(w) # Dg(1)
ex € U tais que g -z € Ag(w), isto é, existe h € S tal que hg - x € Dg(w). Mas
r €U C Dg(S) C C"e hg € T pois S C Mg(S) C T. Logo, hg -y € C'. Dai,
concluimos que Dg(w) N C”" # B e portanto Dg(w) C C’. Como AT N (int S) # () temos

que wzy € Dg(w). Logo Ng - ¢ nao contém C’ e portanto 7" nao pode ser do tipo ©. []

Corolario 4.3.3 Se S é O-maximal entao

De (1) = Dg(S) = fe (int (U Ae (w))c)

com a unido sobre w € W, tais que Dg (w) # Do (1).

Demonstragao: O fato que S é ©-maximal implica que S = Mg (S), pois, em geral,

S C Me (S). Portanto, seu c.c.i. coincide com Dg (5). U

4.4 Cociclos K-Invariantes

No caso de semigrupos em um grupo semi-simples G nao compacto tomamos como in-
tegrandos, na definigao da fungao caracteristica, a classe dos cociclos (ou multiplicadores)

reais K-invariantes (onde K é um subgrupo compacto maximal) sobre os flags de G.
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Definicao 4.4.1 Sejam G um grupo e G x X — X uma ag¢ao de G em X. Um cociclo

sobre X a valores em um grupo N é uma aplicagao x : G x X — N que satisfaz

Dado um subgrupo P C G, dizemos que o cociclo x € invariante por P (ou P-

invariante) se x (p,x) =1, para todo p € P e para todo x € X.

Exemplo: Consideremos o grupo G = Sl(d, R) e sua agao canonica no espago R%\ {0}.

A funcao ¥ : G x (R?\ {0}) — R dada por

- g
X(g,v) = TR
define um cociclo sobre R?\ {0}, onde ||-|| denota a norma canénica. Para cada ¢ € R,
com ¢ # 0, temos
(g, cv) = ||£’/‘(CCUUH)H _ HﬁJUvHH — %(g.0).

Assim, considerando a acdo de G no espago projetivo P¢~! dada por g - [v] = [gv] ([v]
é o subespaco de R? gerado por v), temos que a fungao y : G x P4~ — R* definida por
x(g, [v]) = X(g,v) é um cociclo em P41, O subgrupo SO(d) das matrizes ortogonais de

determinante 1 deixa a norma invariante e, portanto, os cociclos Y e y sao invariantes

por SO(d). O

Exemplo: De um modo mais geral, sejam G um grupo de Lie e p uma representacao de
G em um espaco vetorial de dimensao finita V. A representacao p induz uma acao de GG
no espago projetivo P(V') dada por g - [v] = [p(g)v], onde [v] C V denota o subespago
de V gerado por v. Se K é um subgrupo compacto de G e || - || é uma norma, em V,
invariante por K entao a fungao y : G x P(V) — R* dada por

(o, o) — let@el

[0

b

¢ um cociclo K-invariante sobre P(V). U
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Proposicao 4.4.2 Seja x : G x X — N um cociclo. Dado xy € X, seja G, seu grupo

de isotropia. Entdo, p € G, +— X (p,x0) € N € um homomorfismo.

Demonstracao: Imediato, a partir da definicao de cociclo. Ll

Denotemos por g a algebra de Lie de G. Fixemos um subgrupo compacto maximal
K C G. Sejam G = KQ e g =t ® s decomposicoes de Cartan de G e de g, respectiva-
mente, sendo que £ e s correspondem a K e a (), respectivamente. Denotemos por 6 a
involucao de Cartan associada. Seja a C s um subespago abeliano maximal. Escolhendo
uma camara de Weyl positiva at C a, denotemos por g=¢@da®n™ e G = KAN™' as
decomposicoes de Iwasawa de g e G, respectivamente, associadas a a*.

Dado g € GG, denotemos por H(g) o valor em g da composigao do logaritmo log : A —

a com a projecao KANT — A, isto é, se g = kan € KAN™T entao H(g) = loga € a.
Lema 4.4.3 Se g,h € G e h=kan € KAN™ entdao H(gh) = H(gk) + H(h).

Demonstragao: Se gk = k'a'n’ € KAN™ entao gh = g(kan) = (gk)an = (K'a'n")an =
K'(a'a) (a 'n'an) € KANY. Logo, H(gh) = log(a'a) =logd’ +loga = H(gk)+ H(h). O]

Denotemos por M o centralizador de A em K.
Lema 4.4.4 Se uy, uy € K e uj'uy € M entdo H(guy) = H(guy), para todo g € G.
Demonstragao: Seja g € G. Escrevendo gu; = kan € KAN™, temos
gus = guy (uy up) = kan(ui 'uz) = (kui'uz)a (uy 'uynuy'us) € KANT.

Logo, H(gus) = loga = H(guy). O

Proposicao 4.4.5 Dado X € a*, a funcdio x» : G x F — RT definida por
X (gv I) - eA(H(gU))a (44)

¢ um cociclo K-invariante sobre IF, onde xqy denota a origem do flag mazimal F, corres-

pondente a P = MANT eu € K € tal que x = u - xg.
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Demonstragao: Notemos que x) esta definida em todo F, ja que K ¢ transitivo em
F. Se uy, us € K sao tais que uy - g = ug - g entao U1_1U2 € M e, do Lema 4.4.4,
Xa(g,u1 - o) = xa(g,us - o), para todo g € G, mostrando que x, estd bem definida.
Além disso, se ¢ € K entao gu € K. Logo, sua A-componente é 1, isto é, x, é K-
invariante.

Para mostrar que y, é um cociclo, sejam ¢g,h € G com h = kan € KAN™. Assim,

h-xqg=k-xy. Pelo Lema 4.4.3,

MH(Gh) — MH(GR)+HR) _ MH(gk) AH ()

X/\(ghaxﬂ) -
= X9, h - zo) xa(h, x0).

Agora, para x € F e u € K tal que x = u - xg temos por K-invariancia,
xalgh, ) = xalgh,u-x) = xa(ghu, o) xa(u, )™

= xalg, hu - m0) xa(hu,20) = xa(g, h - ) Xa(h, u - z0) X2(u, o)
= X)\(g> h - ZE) XA(ha ZL’),

mostrando que y, é, de fato, um cociclo K-invariante. L]

4.4.1 Descricao dos Cociclos como Exponenciais

Nesta secao, mostramos que todos os cociclos y : G X Fg — R K-invariantes sobre

o flag Fg sao dados pela férmula (4.4).

Lema 4.4.6 Dados ©1 € Oy com ©1 C Oy C X, sejam x : G x Fg, — Rt um cociclo
K -invariante e xo a origem de Fo, correspondente a Pg,. Se Pg, = M@1A@1Ngl € uma
decomposi¢cio de Langlands de Pg, entdo x (m,xq) = x (n,xo) = 1, para todo m € Mg,

e todon € Ngl.

Demonstragao: Da Proposicao 4.4.2; a aplicagao g € Po, — X(g, o) é um homomorfis-

mo, ja que Pg, C Pg, € Pg, é 0 grupo de isotropia de zy. Como Ngl estd contido no grupo
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derivado (gerado pelos comutadores aba™'b!, a,b € Pg,), a restrigao do homomorfismo
a Nérl ¢ trivial, pois RT é um grupo abeliano.

Pela Proposigao 1.2.1, o subgrupo Mg, se decompoe Mg, = Mg, (K)exp(s N mg,).
A restricao do homomorfismo a Mg, (K) ¢é trivial, pois Mg, (K) C K e x ¢ K-invariante.
Além disso, s Nmg, C [me,, Mme,]. Dai, podemos escrever os elementos h € exp(s Nmg, )
na forma h = aba™'b7', com a,b € (Me,), Logo, a restrigio do homomorfismo a

exp(s Nmeg,) é trivial. O

Teorema 4.4.7 Seja x : G xFg — RT um cociclo K -invariante sobre o flag Fg. Entdo
existe A € a* tal que

X(g,) = Xt

?

onde u € K € tal que x =u-xy e xg € a origem de Fg correspondente a Po.

Demonstragao: A aplicagdo an € ANT +— x (an, zy) é um homomorfismo, pois AN
estd contido no subgrupo de isotropia. A restricao deste homomorfismo a Nt é trivial,
pelo Lema 4.4.6. Mas qualquer homomorfismo ¢ : A — R* é da forma e*1°8®) ¢ c A e

A € a*. De fato, dado a € A existe H € a tal que a = exp H, assim

p(a) = plexpH) = eder(H) — ex(loga),

onde A = dyp;. Dai, x(an, zo) = x(a, o) = e*o89),

Seja g € G e escreva g = kan € KAN™T. Por K-invariancia,

x(9,z0) = x(kan, zo) = x(k,an - z9)x(an, v¢) = eMloea) = MH @),

Por outro lado, K é transitivo em Fg. Portanto, dado x € Fg existe u € K tal que
x = u-xg. Como x é um cociclo K-invariante, x (gu, o) = x (g, - xo) X (u, xo) = x (g, x).
Isto é,

Y (9, 2) = x (gu, zo) = W)

Y

concluindo a demonstragao. Ll
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H(

Denotemos o cociclo e*#@%) sobre o flag Fg por x§. Se © = ) entdao denotemos X?\

simplesmente por y, ou 5.

Em um flag geral Fg nem todos os A € a* aparecem em cociclos.

Proposigao 4.4.8 Se x§ : G x Fo — R* € o cociclo *H9%) entio \ é identicamente

nulo em a(0©) (portanto, pode ser visto como elemento de ag,).

Demonstragao: Pelo Lema 4.4.6, o homomorfismo g € Pg — X% (g, 7o) é trivial em

Meg. Em particular, A ¢ identicamente nulo em a (©). O

Reciprocamente:

Proposicao 4.4.9 Dados ©; C Oy C X e o cociclo X?l : G xFg, — RT sobre o flag
Fo,, suponha que X é identicamente nulo em a(O3). Entao, para todo g € G e x € Fg,

vale
X3 (g,7) =x%2 (9, 78! (),

onde ng : Fo, — Fo, € a projecao canonica. Em particular, se x e y estao na mesma

fibra entao X' (g,2) = x$* (9, ), para todo g € G.

Demonstracao: E conseqiiéncia imediata da equivariancia de WSQ em relacao as acoes

de K em Fg, e Fg,. De fato, X(fl (g,2) = AHW) onde 2 = u - 20 e 1y é a origem de

, . ~ e
Fo,. Mas, se yo € a origem de Fe, entdo yo = g} (7o) e

W(o?; (a:) = 7?8; (U ’ xo) =Uu- Wg; (xo) =u-Yp-

Portanto, vale a igualdade, X?Q (g, wg; (.r)) — MH(gw)) 0

A descrig¢ao acima dos cociclos depende de uma decomposicao de Iwasawa pré-fixada.
Se G = KAN* ¢ uma outra decomposicao de Iwasawa de G entao existe [ € G tal que
K =IKI"', A=1AlI"! ¢ N* = IN*I"L. A nova decomposicio de Iwasawa de g ¢ dada
por g = Ad(l)¢ ® Ad(l)a ® Ad(I)n™.
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Proposigao 4.4.10 Se G = (IKI"Y)(AI"Y)(INTIY), com | € G, € uma outra de-
composicao de Twasawa de G entio x(g,7) = X?(lglfl,lx) para todo g € G e todo
x € Fg, onde A= Ao Ad(I7Y). Em particular, X? é Kl *-invariante e se |l € K entao

XS (g, 2) = x5 (g, ).
Demonstragao: Se g = kan € KAN™ entao
lgl™! = (IkI" Y (lal™ Y (Inl™Y) € IKIT YDA (AN

é a decomposigao de Iwasawa de lgl~! em relagao a (IKI71)(IAI7Y)(INTI7!). Denote-
mos por log o logaritmo log : {AI"? — Ad(l)a e por H(lgl™") o elemento log(lal~!)
de Ad(l)a. Assim, H(lgl™!) = lo/\é;(lalfl) = Ad(l)loga = Ad(l)H(g), isto é, H(g) =

Ad(I7Y) H(lgl™"). Sejam wg e yo as origens de Fg em relagio a Pg e [Pgl™!, respectiva-

mente. Escrevendo [ = k'a'n’ € KANT™, temos que yg =1 - 9 = k' - zy. Dali,

) = AMH@G) — AAdCTHH(gI)

X3 (9, o = XS (lgl™", o).

Se x € Fg entao existe u € K tal que x = u - yo = uk’ - zy. Logo,

X5(g,z) = xS(g,uk' - x0) = X5 (guk’,z0) = X5 (Lguk'l™", yo)
= XSl (k1) 90) = xS (gl 1) x5 (kT yo)
= gl 1),

concluindo a demonstragao. L]

Exemplo: Seja y : G x P4~1 — R* o cociclo sobre o espaco projetivo P!, dado
por x(g,[v]) = llgv|l/|lv]], onde G = Sl(d,R) (veja o exemplo na pagina 52). Para
escrever x como x, consideremos a decomposicao de Iwasawa de g: g = so(d) Padn™,
sendo so0(d), a e n™ as subdlgebras de sl(d,R) das matrizes anti-simétricas, diagonais
e triangulares superiores com zeros na diagonal, respectivamente. Denotemos por G =
KANT a correspondente decomposicao de Iwasawa de G.

Sejam {ey,...,eq} a base canonica de R? e B* = {\(,..., \q_1} a base de a* sendo

os A;’s, i =1,...,d — 1, definidos por \;(diag(ay,...,aq)) = a;. Definindo a;; = A\; — A4



58 Capitulo 4 - Fungoes Caracteristicas de Semigrupos

temos que o conjunto ¥ = {a;; : 1 <7 < j < d— 1} é um sistema simples associado ao
par (sl(d,R),a). Se © C ¥ é tal que ¥\ © = {a1,} entdo Fg se identifica a P! ¢ sua
origem é [e;].

Seja g = kan € G, com k € SO(d), a € Aen € N*t. Se a = edi28(a,-a4) " temos

X (9 [e1]) = x, (kan, [er]) = xa, (a, [ed]) = eM(@aelonmad) — e,
pois x», ¢ SO(d)-invariante. Por outro lado,
x(g; [e1]) = [[kane, || = [|kaey | = [lae || = e,

ja que SO(d) preserva a norma e ne; = e;. Como g é arbitrario, segue que x(g, [e1]) =
X (9, [e1]), para todo g € G.
Para cada x € P41, seja v € R, com |jv|| = 1 tal que z = [v]. Existe u € SO(d) tal

que v = uey. Dai, x = [v] = [ue;] = u - [e1]. Logo,

x(g9,2) = x(g,u - [e1]) = x(gu, [e1]) = xx, (gu, [e1]) = xa, (g, u - [e1]) = xa, (9, 7).

Portanto, x = xa,-

Agora, se A € a* é multiplo de A\, ou seja, existe s € R tal que A = s\, temos

(g o]) = AT = ) = (@) (3, 1) = 1L

No caso particular d = 2, temos dim a* = 1 e assim, todo A € a* é da forma A\ = s\y,
com s € R.

Portanto, os cociclos SO(2)-invariantes, no flag maximal F = P!, sao da forma

S

wlan o) = 150

com g € SI(2) e [v] € PL. O
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4.5 Funcoes Caracteristicas

Seja S C G um subsemigrupo de G com intS # () e tipo parabdlico © := ©O(S).
Fixemos uma decomposicao de Iwasawa G = KANT tal que AT N (int S) # (). Assim,
denotando por xy a origem de Fg, em relagao a decomposicao de Iwasawa fixada, temos

que 7o estd no conjunto de transitividade D(1) do c.c.i. Dg(1) de S.

Definicao 4.5.1 A funcao caracteristica Is : ag x Fg — R do semigrupo S € a

funcao definida por
Iso) = [ 38 (0.0 dy

onde dg denota uma medida de Haar em G.

A integral na definicao acima é positiva, mas pode nao ser finita e dai o dominio de
definigao de Ig é o conjunto dos (A, z) € ag x Fg para os quais a integral converge. Esse
dominio serd denotado por Dg ().

Fixando A € ay tal que (A, z) € Dg(S), para algum x € Fg, consideremos a funcao
I dada por I3(z) = Is(\,x). O dominio de I} é denotado por Dg(S). Mostramos que o
conjunto de transitividade D (1) do conjunto controldvel invariante Dg(1) estd contido

no dominio de definicio D (S) (veja os Teoremas 4.6.8 e 4.6.9).

4.5.1 Alguns Lemas

Pelas propriedades de cociclo,
/Sx? (gh,x)dg = /Sx? (9.1~ 2) X5 (h, ) dg = X (h,x)/sxﬁ9 (9. h-x)dy.
Lema 4.5.2 Se h € G entao

/th%,x)dg=x?<h,x>/sx§)<g,h~x>dg,

sendo a integral finita ou +0oo.
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Demonstragao: Usando a igualdade 15 (g) = 1g4 (gh), g € G (onde 17 é a funcao que

vale 1 em T e zero no complementar de T') e a invariancia a direita de dg, obtemos

/ x5 (gh,z)dg = / X5 (gh,z) 15 (9) dg = / X5 (gh, ) 1gx (gh) dg
S G G
- / & (9:2) Lon (g) dg = / \& (9. 7) dg.
G Sh

Assim, o lema segue pela igualdade acima. L]

Lema 4.5.3 Se he€ S e (\z) € Do (5) entao (A, h-z) € Dg (5).
Demonstracao: Se h € S entao Sh C S. Dal,

/ & (g.2)dg < / \© (g, ) dg.
Sh S

Portanto, do Lema 4.5.2, concluimos a demonstragao. L]

Corolario 4.5.4 Sejam x,y € DY(w). Dado X € afy, (\,x) € Dg () se, e somente se,
(Avy) S @9 (S)

Demonstragao: Imediato, a partir do lema, pois se r,y € D(w) entao existem

hi,ho € S taisque x = hy-yey=hy-x. ]

Uma outra forma de enunciar o Lema 4.5.3 é o seguinte:

Corolario 4.5.5 Se A € a§ e eziste v € Fg tal que (\,z) € Dg(S) entdo o conjunto

D9 (S) € S-invariante.

4.5.2 Foérmula Integral

Uma das ferramentas usadas para mostrar a convergéncia da integral na Defini¢ao

4.5.1 é a seguinte féormula integral:
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Proposicao 4.5.6 Se ¢ : G — R € uma fung¢ao mensurdvel e nao negativa entao vale

/gp(g) dg:/ ¢ (mamn) 22189 dm da dm dn,
G Ng xAe xMe xNg

1
onde po (H) = §tr (ad (H)’ng)
Demonstragao: O resultado vale para fung¢oes com suporte compacto (veja [16], Capi-

tulo VIII). Escrevendo G = U C) com C}, compacto, Cy C int Cyy1, e definindo ¢y, por

k=1
v = ¢ l¢, temos que, para cada k, ¢ tem suporte compacto e 0 < ¢ < ppy1. Além

disso, pr(g) — (g), para todo g € G. Pelo Teorema da Convergéncia Monétona (veja,
por exemplo, Rudin [26]),

/ o(g)dg = klim or(g)dg
el -t Ja

= lim or (mamn) 221989 dm da dm, dn
k=400 J NS x Ao x Mo x NG

/ ¢ (mamn) 221989 dm da dm dn,
Ng xAexMgxNg

concluindo a demonstracao. Ll

4.6 Dominio de Definicao de Ig

Pelo Corolario 4.5.4, para mostrarmos que a integral Ig(\,x) converge, para todo
x € D (1), basta mostrarmos que (), zg) converge, onde z é a origem de Fg. Usando

a formula integral da Proposicao 4.5.6, temos que

0 = [ Ga)ds= [ 1507 dy
S G

1g (mamn) eXH@amn)+2pelosa) gm dq dm, dn.

[Ve ><A@><M@><Ne+

Consideremos os subconjuntos

Ng :={n € Ng : existe h € AgMgNg com mh € S}
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N :={n€ NJ : existe h € NgAgMg com hn e S}

de Ng e NJ, respectivamente.

Lema 4.6.1 Os conjuntos Ng e N& sio subconjuntos relativamente compactos de Ng

e N&, respectivamente.

Demonstracao: Dado 7 € Ng, existe h € M@A@Nér tal que mh € S. Dal, n-xg =
nh-xo € Dg(1l) C Ng - zo. Assim, identificando o subgrupo Ng com sua érbita Ng -z,
vemos que Ng estd contido no compacto Dg(1) de Ng.

A demonstragio que NJ é relativamente compacto é andloga, usando a agao de S no

flag dual Fgx. L]

Proposicao 4.6.2 Existe uma constante c tal que

IS<)\7-IO> < C/ e()\+2p@+dNa)(loga)da’
As

onde

As ={a € Ag: existem M € Ng, h € MgNg com mah € S},

d=dimng, N =dimn=(0) e a € II" \ (©)" € uma raiz que depende de a.

Demonstragao: Dado g = namn € Ng AgMe N, temos que

X5 (9, m0) = XX (7, o) XL (a, x9) = M) Aloga),

Logo, da Proposicao 4.5.6,

Is(\, zg) = / lg(mman) MHM) (A +2p0)(080) gm dq dm dn.
NéxA@xM@xNg

Pelo Lema 4.6.1, as componentes de S em Ng e em Ng sdo relativamentes compactas.

Pelo Corolario 4.2.14 o volume de Mg (7, a,n) é limitado, a menos de uma constante, por

edNalloga) Tsto demonstra a proposicao. Ll
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4.6.1 Convergéncia

Seja p uma representacao irredutivel de dimensao finita de G em um espacgo vetorial
complexo V', de forma que Fg é uma 6rbita no espago projetivo P(V') (veja a Subsegao
4.1.1). Tomemos um produto interno (-,-) em V, que seja K-invariante. Denotemos a

norma correspondente por ||-||. A expressao

1p(g) vl
o]l

define um cociclo K-invariante sobre Fg (veja o exemplo na péagina 52).

x (9, [v]) =

Se 1, € 0 peso maximo de dp entao x = X@ De fato, se v € V,, e a = exp H € A,

temos
p(a)v = P(eXp H)U = edp(H)U = e“p(H)v — €'up(10ga)1)_
Dai,
(loga)
o 11 tosa _ I Jla(a)u]
X <a7 [U]) = el = — )
" o] ol

Como os dois lados da igualdade acima sao cociclos K-invariantes, segue que

llo(g)oll

X,up(ga [U]) - ||U||

Y

para todo g € G e todo [v] € Fg. Logo, o cociclo definido pela norma é da forma XS,
com g peso maximo de uma representacao irredutivel.

Reciprocamente, seja u € ag tal que p(H,,) é um nimero racional positivo, para todo
a € ¥\ 0. O cociclo X,(? ¢ dado pela norma. De fato, existe um inteiro positivo m tal que
mp € ag(Zy). Pela Proposigao 4.1.2, existe uma representagao irredutivel de dimensao
finita p de G em um espago vetorial V' tal que pu é peso maximo de dp, para algum
inteiro positivo p. Assim, pela parte anterior, dados g € G ev € V, se x = [v] = u - [vg],
com vy € Vp, e u € K, temos que

lp(g)oll

= X, a) = @) = Y —xD(g,

ou seja,

Xﬂ%@_(w<ﬂo

o]
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Logo, denotando por t o subconjunto denso de ag dado por
v={p € ag : u(H,) é racional positivo, para todo o € ¥\ O},
temos:

Proposicao 4.6.3 Se u € t entdo existem um espaco vetorial V', uma representacao

irredutivel p de G em V' e um inteiro positivo p tais que Fg € uma orbita em P(V') e

et = (1),

para todo g € G e todo [v] € Fe.

Seja Dg(1) C Fg C P(V) o conjunto de transitividadade do c.c.i de S.
Lema 4.6.4 Se x € D(1) e g € intS € tal que g - v = x, entdo Xsp(g,a:) > 1.

Demonstragao: Existe uma célula aberta de Bruhat o C Fg tal que x € 0 e g"-y — =,
para todo y € o (veja do Rocio e San Martin [24], Se¢do 5). Se x = [v] entao, por
hipé6tese, v é um autovetor de p(g). Seja ¢ = gegngu a decomposigdo de g nas partes
eliptica, hiperbdlica e unipotente. A parte hiperbdlica g, é conjugado a um elemento de
A& (veja [24], Segao 5). Assim, o Coroldrio 4.1.4 assegura que p(gj,) tem um autovalor que
¢ maior que todos os outros. Pelo Lema 4.1.6, este autovalor corresponde ao autovalor ¢
de p(g) com maior valor absoluto. Logo, pelo Lema 4.1.5, o autovetor v estd associado
ao autovalor ¢. Como G é semi-simples e conexo, temos que det p(g) = 1 e portanto,

lc| > 1. Mas,

o lleCg)vll
X (ga ) - |C|7
" el

concluindo a demonstracao. L]

Seja
(ag) " ={\cay: NH)>0,acX\0}
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Notemos que A(H.,) > 0 se, e somente se, A\(H,) > 0. Como A(H,) = (Hy, H,) = a(H,),
segue que

(a5)" ={ e€ay: Hycad}.
O subconjunto (a)"™ é um cone aberto em af.

Lema 4.6.5 Seja A € (a)". Sex € DY(1) e g € intS sdo tais que g - & = x, entdo
XS (g, @) > 1.

Demonstragao: Sejamu € K e q, € R, o € ¥, tais que z = u-xg e H(gu) = anH;.
acx
Pelo Lema 4.6.4, temos que 1 < X;(?p (g, ) = et»H9%)  Em particular, existe um o € X\ O

tal que g # 0, pois p,(H(gu)) # 0 e pplae) = 0. Seja p € ag tal que pu(H,) é racional
positivo, para cada « € ¥\ O, e

A(Hg) se ga =0

p(H,)
A(H]) se qq <O.

Assim, se q, # 0 entao guu(H,) < gaA(HL), a € 3\ O. Logo,

p(H(gu) =Y dap(Hy) <Y daA(Hy) = MH(gu)).

Pela Proposicao 4.1.2, existe um inteiro positivo p tal que pu é peso maximo de uma

representacao irredutivel de dimensao finita de G em um espaco V. Pelo Lema 4.6.4,

Xsu(g,x) > 1. Logo,

XS (g, ) = M) 5 ultlow) — ()T — 30 (g pyUp 5,

concluindo a demonstragao. L]

Proposicao 4.6.6 Se A € (a5)" e x € DY(1) entdo existe ¢ > 0 tal que xS (g,2) > ¢

para todo g € S.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que existe uma seqiiéncia g, € S tal que

xS (gx, *) — 0. Tomando uma subseqiiéncia, podemos supor que em Fg, gi. - © converge
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para y (que necessariamente estd em Dg(1)). Se h € S entdo x§ (hgr,z) — 0, j& que
XS (hagr, ©) = xS (h, g - 2)xS (gr, 2) e 2 — x§ (h, 2) é limitada. Em particular, podemos
tomar h € intS tal que h -y = x. Assim, substituindo g, por hg, podemos supor que
kT — .

Como x € DY(1), existe g € intS tal que g-x = x. Assim, g~! € intSteg ' -z ==z,
Logo, existe uma vizinhanca W=! c S7! de ¢! tal que U = W~! .z é uma vizinhanca
de x em Fg. Portanto, para todo y € U, existe h € W C S tal que h™! -z = v, isto

é, x = h-y. Por continuidade, podemos tomar W limitado de tal forma que x(h, ) é

limitado, para todo h € W e z € Fg. Assim para algum r > 0, temos
sup{x5 (h,x) :he W,z € Fg} <.

1
Agora, tomemos k suficientemente grande tal que g, -x € U e X9 (gx, 7) < o Entao
r

existe h € W tal que hgy -x ==x e
r

Mas isso contraria o lema anterior, pois hg, € intsS. Ll

Dizemos que W C V é um cone gerador se W é um cone e V. =W —W. O
subconjunto W = {(¢,0) : ¢ > 0} é um cone em R? e se v = (0,1) entao v+ W = {(¢,1) :
t > 0}. Logo, (v+ W)NW = (. No entanto, o préximo lema assegura que isso nao

OCOorre com cones geradores.

Lema 4.6.7 Se W C V é um cone gerador e {vy,...,v,} CV € um subconjunto finito

de V entio (v1 + W)N---N (v, + W) € nao vazio.

Demonstracao: A demonstracao é por inducao sobre o niimero de elementos n.

Para n = 2, escrevemos v; — v9 = wy — wq, com wi, wy € W. Isso é possivel, pois W
é gerador. Assim, vy + wy = vy +wy € (v1 + W) N (vg + W).

Suponhamos que o resultado seja verdadeiro para qualquer subconjunto com cardi-
nalidade menor ou igual que n. Seja {vi,...,v,41} um conjunto com n + 1 elemen-

tos. Por hipdtese de indugao, podemos tomar u € (vy +W)N---N (v, + W). Assim,
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u+W C (v +W)N---N(v, + W). Usando novamente a hipétese de indugao segue que
(u+W)N (Vg1 + W) # 0, mostrando o lema. U

Como (a5)" é um cone aberto em af e It \ (B)* é um subconjunto finito de af

temos, do lema acima, que o conjunto

co= () (dNa+2pe+ (a5)")
acllt\(e)+
(d e N sao as constantes da Proposi¢ao 4.6.2) é ndo vazio. Além disso, A € CJ se e,
somente se, A — 2pg — dNa € (a%)", para toda raiz o € IIT \ (©)*.
Agora, podemos mostrar um dos principais resultados deste capitulo que assegura a
convergencia da integral na Definicao 4.5.1 no conjunto de transitividade do conjunto

controlavel invariante.

Teorema 4.6.8 Seja S um semigrupo com int S # () e tipo parabdlico ©. Denote por
De (1) seu congunto controldvel invariante em Fo e por D@ (1) o conjunto de transitivi-

dade de Dg(1). Entdo a integral Is (A, ) converge para qualquer x € DY (1) e A € —C4,.

Demonstracgao: Pelo Corolario 4.5.4, é suficiente mostrar a convergéncia para xy €
DY (1). Pela Proposigao 4.6.2, existe uma constante ¢; tal que Ig (), o) é limitada

superiormente por
Cl/ €(>\+2p(-)+dN0c)(loga) da. (45)
As

Se A € —CJ entdo —(\+2pe +dNa) € (ay)", para toda raiz o € II* \ (8)*. Como Ng
¢ relativamente compacto (veja Lema 4.6.1), existe uma constante positiva ¢y tal que
ePF2etdNa)(H{T) > ) para todo m € Ng e toda o € ITI*\ (©)F. Juntando isso com a

Proposicao 4.6.6, existe uma constante cs tal que para todo namn € S temos
G > Xioperdna(@amn, zo) = oA\ H+200+dN)(H(T)) (A +2p0+dNa)(loga)

A2po+dNa)(loga
S ¢y eOH2nordNa) loga)

isto é, a exponencial em (4.5) é limitada superiormente. Portanto, a integral converge. []
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Aplicando o teorema acima ao semigrupo Mg (S) (veja Teorema 4.3.2) obtemos a

convergencia em um conjunto maior:

Teorema 4.6.9 Seja S um semigrupo com int S # () e tipo parabdlico ©. Entao Is (), x)
converge para qualquer x € intDg (S) e A € —CJ.

Demonstragao: Pelo Teorema 4.6.8, a integral converge sobre o semigrupo Mg (),
pois intDg (S) é o conjunto de transitividade do seu conjunto controldvel invariante.

Mas S C Mg (5), assim a integral converge sobre S. ]

Observagao: Se o tipo parabdlico de S é o flag maximal F, isto é, © = () entdo o
subgrupo Mg = M é compacto e assim, o volume de Mg(7,a,n) é finito e ndo depende
de a. Portanto, neste caso, a integral Ig(\, x) converge para todo x € intD(S) e para

todo A tal que A +2p € — (a*)™. O

4.6.2 Exemplos

Sejam G = SI(2,R) com o flag maximal F = P!. Se K = SO(2) entao os cociclos
K-invariantes sao da forma

Yo (g, 1)) = 1ol

(veja o exemplo na pagina 57). O dominio de defini¢ao © (.S) da fungao caracteristica Ig
de um semigrupo S C SI(2,R) ¢ um subconjunto do cilindro R x P! (j4 que neste caso a

se identifica a R e P! é o tinico flag de G). A seguir, calcularemos D (S) para dois casos:
1. S é o grupo SI(2,R);
2. S é o semigrupo das matrizes com entradas nao negativas.

Antes, porém, notemos que se B = {vi,v»} é uma base de R? e A, N* ¢ N~ sdo
os subgrupos de S1(2,R) das matrizes diagonais (com os elementos diagonais positivos),

triangulares superiores e inferiores (com 1’s na diagonal), respectivamente, em relacao a
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B entao G = KANT = KAN~ sao decomposigdes de Twasawa de SI(2,R), associadas a
base B. Se M = {£1} entdo MAN™ é o subgrupo de isotropia de [v1], enquanto que
MAN~ é o subgrupo de isotropia de [vs].

A decomposic¢ao de Bruhat de S1(2,R) fornece

SI(2,R) = N"MANT UwN MANT,

¢ o elemento do grupo de Weyl # 1. O conjunto N-MANT &

0 -1
onde w =
1

0
denso em S1(2,R).
S =Sl1(2,R)

Se S = G entao D (S) = 0, isto é, para todo s € R e todo z = [v] € P! com |jv|| =1

a integral
I (5,) = | lgvl"dg
e
diverge. Verificamos isso mostrando que para todo s € R e z = [v] € P! com |jv|| =1, 0
conjunto

Ly ={g €SI(2,R) : [lgv]” > 1}

tem medida infinita em SI(2,R).

Seja p uma medida de Haar em SI(2,R). Dado k € K, vale a igualdade £; = kLSk™!,
pois L3, é o conjunto dos g € G tais que |[gkv||* > 1. Mas, |gkv||* = ||(k~tgk) v,
portanto, g € L5  se, e somente se, k~'gk € L. Como SI(2,R) é unimodular, a medida
de Haar u é bi-invariante, garantindo que pu (£5,) = p(L£$), para todo s € R, [v] € P!
e k € K. Portanto, dado s, basta verificarmos que para um tnico z = [v] € P! com
|lv]] =1, L5 tem medida infinita.

Consideremos a decomposicao de Iwasawa Sl(2,R) = KAN™ associada & base cano-
nica C = {e; = (1,0),e2 = (0,1)}.

Para o caso s > 0, tomemos xy = [e1]. Entao,

L: ={g=Fkhn:|he| > 1},
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pois ne; = ey e || - || é K-invariante. Via o difeomorfismo K x A x Nt — G = KANT,

o conjunto L7 fica sendo

£ = {(k,h,n) e K x Ax NT : h=diag{a,a '}, a > 1}
= {(k,h,n) € K x Ax Nt : X\ (logh) > 0},
onde \; (diag(a, —a)) = a.

Agora, o transporte da medida de Haar em S1(2,R) a K x A x NT é dado pela

seguinte formula integral:

/ f(g)dg = / f (kan) €189 dk da dn
G KxAxN+

(veja [9], pagina 181). Portanto,

w(Ly)) = / dg = / (/ er(lOg“)da) dk dn. (4.6)
2 KxN+ \Ja+

Identifiquemos o grupo abeliano A com (R, +) através do isomorfismo
t —

Assim, A\ (t) =t e p= A;. Logo, 2p (loga) = 2t. Além disso, da coincide com dt, pois dt
é a medida de Haar de (R, +), e o limite de integracdo A" coincide, via a identificagao,

com RT. Portanto, a integral em (4.6) fica

w(Ly) = / </ e dt) dk dn = +o0.
KxN+ \JRr+

Para s < 0, basta tomarmos e; no lugar de e; e a decomposicao de Iwasawa G =
KAN~.
Finalmente, se s = 0 a integral diverge, ja que a mesma se reduz a / dg e G nao é

G
compacto.

Matrizes com entradas nao negativas

Neste caso, D(S) é um subconjunto préprio e nao vazio de R x P!, como mostra o

seguinte resultado:
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Teorema 4.6.10 Seja S = SI™ (2,R) C S1(2,R) o semigrupo das matrizes com entradas
nao negativas. Entio, ® (S) = R._oxOT onde OF € o subconjunto de P* correspondente

a int(RY)” e Rep,={seR:s< —2}.

O tipo parabdlico do semigrupo S é o flag maximal P!. S é um semigrupo maximal
e o conjunto de transitividade do seu conjunto controldvel invariante é O. Além disso,
usando as identificacdes acima, temos que (a*)" = RT, A\ = s\, e (A +2p) (loga) =
(2 4 s)t. Isso significa que X\ 4 2p € — (a*)" se, e somente se, s < —2. Combinando o
Coroléario 4.3.3 e o Teorema 4.6.9 (juntamente com a observagao que o segue), obtemos

uma das inclusoes requeridas no Teorema 4.6.10:
Lema 4.6.11 R._, x OT C D (9).
A inclusao inversa considera alguns casos.
Lema 4.6.12 Sez € OF e s > —2 entao Is (s,x) diverge.

Demonstragao: Tomemos a decomposigao de Iwasawa Sl (2, R) = K AgN;™ associada &
base B = {(1,1),(—1,1)}. Entao, A N (intS) # . De fato, a matriz, em relagao & base
15 3
4\ 35
positivas. Em relagdo a base B, que diagonaliza os elementos de Ay, g é dada por
2 0
0 1/2

canonica, g = esta em int (SIJr (2, R)), pois suas entradas sao estritamente

. Logo, g € Af.

et 0
Existe ty > 0 tal que, para todo t > ty, hy = | € intS (veja [30], pagina
0 e”

49). Logo, existem abertos U C N~ e V C N7 tais que Uhy, C intS e hyV C intS.
Portanto, para todo t > o, Uhy,hih,V C intS, isto é, Uhg,4+¢V C intS. Segue que,
para todo t > 3ty, Uh,V C intS. Portanto,
/ AMHAM) oCo+N)08a) g7 dn, > / HMHM) 2ot (loga) 1 710 dn,
S Ux A3z xV

implicando que

Is (s,[(1,1)]) > ( /U AHMD) dﬁ) < /V dn) ( /R . e<2+8>tdt) ,
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onde Rsg, = {t € R : t > 3tp}. A ultima integral diverge se s > —2 e as demais sao
positivas. Portanto, Ig (s,[(1,1))] diverge se s > —2. Isso implica que Ig (s, z) diverge,

para todo x € OF, pelo Corolério 4.5.4. O

Lema 4.6.13 Se z ¢ O entao Is (s, ) diverge para todo s.

Demonstragao: Os Lemas 4.5.3 e 4.6.12 garantem que se s > —2 entao Ig (s, z) diverge,
para todo x € P!. De fato, para todo € P!, existe h € S tal que h-z € O, Pelo Lema
4.6.12, Is (s, h - z) diverge. O Lema 4.5.3 mostra entdo que Ig (s, z) também diverge.
Consideremos as decomposicoes de Iwasawa G = KAN'T = KAN~ associadas & base
canonica C = {(1,0),(0,1)}. Assim, xg = [(1,0)] é a origem de P'. Seja Z o conjunto

das matrizes (em relagao a base C) da forma:

10 A0 1t

) s>0, t>0, 0<A<]1.
s 1 0 ! 0 1

Temos que Z C intS. Portanto, pela féormula integral associada a decomposicao de

Bruhat N-ANT,

Is (N [(1,0)]) > / MHM) et oga) gm g dn,
z

Sejam X o conjunto das matrizes em N~ tais que s > 0, Y das matrizes em N* com

t > 0. Entao, a integral acima fica

() () (. 4)

Esta integral diverge se 24+s < 0, mostrando que I (s, [(1,0)]) ndo converge para s < —2.
Da mesma forma, podemos mostrar que Ig(s,[(0,1)]) ndo converge para nenhum
valor de s.
Finalmente, o Lema 4.5.3 garante que Is (s, ) ndo converge para nenhum valor de s

se x ¢ OT, ja que para x desse tipo, S -z contém [(1,0)] ou [(0,1)]. O
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4.6.3 Expressao para [} (z)

Se h € SNS~! entao S = Sh = hS. De fato, cada s € S se escreve s = (sh™') h € Sh
es=h(h™'s) € hS. Assim, pelo Lema 4.5.2, temos:

Proposicao 4.6.14 Se h € SN S™' e (\,z) € Do(S) entio X (h,z)Is(\h-z) =
[5 ()\, I)

Fixemos A tal que (\,z) € Dg(S) para algum = € Fg. Pela Proposigao 4.6.14, ao
longo das érbitas do grupo das unidades L(S) := SN S~ de S, a fungdo I3 é dada, a

menos de normalizagao por x¥, isto é,
I3(h-o) =I5 (@) xS (h,z) "

Nesses casos, podemos determinar I3, ao longo dessas érbitas, sem ter que efetuar a

integral.

Exemplo: Seja S = SI' (2,R) e o cociclo

lgvll®
Xs (97 [U]) = ||U||S ) 5 < _27
v e R?\ {0}. O grupo
ot
A=< g = teR

G_t

é transitivo no interior do c.c.i. de S e dado (z,y), x,y > 0,

0= (58 =(* oo

%\H
<

1
comt = log\/§ = —logf Portanto,
y 2 Ty
Is ([(z,y)]) = Ls ([(1, 1)]) lge (1, DI,

1 2 2\ 1/2
com t = —logf. Como ¢, (1,1) = (\/E, \/Q), cuja norma ¢é (x +Y ) , obtemos

2 Y y Ve xy

22 + y? —s/2
() = (0D (SE) L a s 0s<-2
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Capitulo 5

Isometrias de Conjuntos

Controlaveis Invariantes

Seja G um grupo de Lie conexo, semi-simples, nao compacto e com centro finito.
Sejam S C G um semigrupo com int S # @ e O C DJ(S) uma érbita do subgrupo das
unidades L(S) de S, contida no dominio de definicio D (S) da fungao caracteristica
I3. Neste capitulo, definimos uma aplicagio ® : O — L%*(S) usando a fungao I3.
Mostramos que se ® ¢é diferenciavel entao ® é, de fato, uma imersao. Esta imersao
induz uma estrutura Riemanniana em O, isto é, O pode ser vista como uma variedade
Riemanniana. Um dos resultados deste capitulo assegura que os elementos de L(S5)
preservam a distancia induzida pela métrica Riemanniana. Combinando os resultados
obtidos neste capitulo com alguns resultados conhecidos de Geometria Riemanniana,
obtemos uma condigao necesséaria para que um subgrupo esteja contido em um semigrupo

proprio com interior nao vazio.

5.1 Mais Propriedades de Cociclos

O objetivo nesta secao é obter alguns resultados sobre os cociclos K-invariantes, que
serao usados na Secao 5.2.

Dados ©x € Fg e A € g, denotemos por A o fluxo induzido por A no flag, isto é,

75
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d ~ : d
Az) = pr (exp(tA) - @), € por X5 <g,A (a:)) a derivada %Xf\a (9,exp(tA) - ) ,— -
d .
Lema 5.1.1 Se A% (g, ) denota EX? (9exp(tA), z),_, entdo

X5 (g, ,1(@) = ANS (g,2) — x5 (g,2) AXS (1, ).

Demonstragao: Pela féormula do cociclo

X5 (gexp(tA), ) = XL (g, exp(tA) - z) x5 (exp(tA), z),

portanto derivando essa expressao em relacao a t, em t = 0, e usando as defini¢oes das

notacgoes, segue o resultado. L]

A fungio o definida por o (g,7) = log x§ (g9, 2) é um cociclo aditivo. Além disso,

U(Q,A($)> = o olgexp(td) - x), = o)
Lema 5.1.2 Fizando v = u-xy € Fg, temos que H(gu), x§(g,7), 0(g, ) eo (g,g(x))

sao analiticas como funcao de g.

Demonstracao: Notemos que se z é fixo entdo u é fixo e H (gu) é a composta da
translacao & direita por u, com a projegio G = KANT — A e com o logaritmo log :
A — a, que sao fungdes analiticas, mostrando que H(gu) é analitica como fungao de g.
Juntando isso com a funcao linear A e depois com a exponencial, segue que o (g, z) =
M H (gu)) e xQ(g, ) sdo analiticas como fungao de g.

O segundo membro na féormula do lema anterior é analitico, pois envolve apenas a

funcio analitica x§ (g,2) e suas derivadas em relacdo a g. Portanto, x§ (g,g(a:)) é

analitica como funcao de g, implicando que o (g, A (x)) é analitica como funcao de ¢g. [

Lema 5.1.3 Suponha que, para todo g € G, vale a igualdade
W& (9 A@) = xf (9.).

com ¢ constante e v € Fg fizado. Entdo, X% (g, g(m)) =0, para todo g € G.
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Demonstragao: Por hipdtese, a fungao analitica o (g, A (:z:)) é constante em G. Por

outro lado, vale a férmula

o (gn A@) = % o(ghesp(td) x),,
- % (0 (g, hexp(tA) - ) + o (h,exp(tA) - 1)), -
Mas,
%(hexp(tA).x)|t:0 — %hexp(t/l)h_l(h-m)t:o 2% exp(tAd(h)A)(h - ) =0
— (Ad()A) (h-x).
Portanto,

o (gh, ﬁ(m)) =0 (g,A/(\fSA (h - x)) +o (h, g(x)) :

Em particular, se h -z = x e h esta no centralizador de A, entao o (gh,g(x)> =
o (g,g(x)> +o (h,g(x)) Logo a funcao o (g,g(x)) restrita ao centralizador de A
dentro da isotropia de z, ¢ um homomorfismo aditivo como funcao de g. Mas a tinica pos-

sibilidade para um homomorfismo ser constante é quando ele é nulo. Entao, o (g, A (:L‘))
é zero no centralizador de A. Logo, o (g, A (:v)) é sempre zero, ja que é constante. Por-

tanto, ¢ = 0 e daf que x§ (g, g(a:)) =0, para todo g € G. ]

Proposicao 5.1.4 Se, para todo g € G, vale X <g, Z(m)) =cx¥ (g,), com ¢ constan-

te e x € Fo fizado, entao

XN (g.exp(tA) -z) = X% (g9,2),

para todo g € G.

Demonstragao: Pelo Lema 5.1.3, 9 (g, g(m)) = 0, para todo g € GG. Juntando esta

igualdade com a férmula do Lema 5.1.1,

X5 (97 Z(f]ff)) = ANS (g,2) = X% (9. 2) AR (1, ) ,
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segue que AS (g9,7) = xQ (g, 2) AxS (1, x), para todo g € G. Seja 1 a funcio ¢ () =
xS (gexp(tA), z). Entdo,
d d
W) = TU(t+s)m0 = xR (g e ((t+5)4) 7)1

d
= XN (gexp(tA) exp(sA), 2)js=0 = AXT (g exp(tA), 7)
= XM(gexp(tA), z) AT (1, z)

onde a = AxY (1, ) é uma constante. Dai, ¢ (t) = v (0) e, isto ¢,

X5 (gexp(tA),z) = ¥ (g, z) ™.

Tomando, em particular, g = 1, segue que X (exp(tA), z) = e®. Pela férmula do cociclo,

XS (gexp(tA), z) = xS (g, exp(tA) - 2) x5 (exp(tA), z).
Combinando as trés ultimas igualdades, temos

X (g, exp(tA) - z) = X3 (9. @),

para todo g € G. ]

Lema 5.1.5 Seja v, = kyayn, uma curva em G, onde ki, a; e ny sao curvas em K, A e

N, respectivamente. Entdao

’7(/) = d(Daono)ko(ké) + d(Eko)aom) (d(Dno)ao (aé))) + d(Ekoao)no (TLE)),

onde D e E sdo as translagoes a direita e a esquerda, respectivamente, e r(, denota
d?"t

3 =0
Demonstragao: Considerando a aplicagao ¥ : K x Ax N — G dada por ¥ (k,a,n) =

kan, temos v, = kyazng = W(ky, ag,ny). Logo,
Yo = NV (ko, ag, ng) + 02®(ko, ag, no) + 93¥ (ko, ag, no),

onde 0; denota a derivada parcial em relacao a coordenada i. Mas, se zo = (kq, ag, no)

entao
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d d
L 01 ¥(z0) = — (kaono)i=o = = (Dagno (k1)) =g = d(Dagno Jro (o);
d d ,
2. 82\I/(Z0) = %(koatno)u:o = E (Ek0<Dn0(at>)>|t:0 = d(Eko)aono (d(Dno)ao (%))5
d d ,
3. (93\1/(20) = %(koaont)ﬁ:o = % (Ekoao (nt))|t:0 = d(Ekoao)no (”0);
concluindo o lema. O
Denotemos por (-, -)g o produto interno e por || - || a norma correspondente, em g,
induzidos pela forma de Cartan-Killing e pela involu¢ao de Cartan 6. Temos que || - ||

¢ K-invariante.
Lema 5.1.6 Seu € K e H(exp(tA)u) =tA, para todos A € a et € R, entao u € M.

Demonstragao: Sejam A € a, t € R. Escrevendo exp(tA)u = kamn, € KANT,
notemos que kg = u e ag = ng = 1. Derivando em relacao a t, em t = 0, e usando o

Lema 5.1.5, obtemos
d(Du)1(A) = ko + d(Euw)(ap) + d(Eu) (1g)-
Dai, d(Ey-1), 0 d(Dy)1(A) = d(Ey-1)u (k) + af, + ng, isto é,
Ad(u™)A = d(Ey1)u (k) + afy + njp. (5.1)
A equagao (5.1) é a decomposicao de Iwasawa de Ad(u™!)A, assim
pro(Ad(u)A) = ) (52)

onde pr, denota a projecao ortogonal de g em a (lembremos que €@ n* é o complemento
ortogonal de a em g, em relagdo a (-,-)g). Como H(exp(tA)u) = loga, temos, por

hipdtese, a; = exp(tA). Logo, aj, = A. Portanto,
IAd(u™")Allg = [|Allg = [lpra(Ad(u™)A)]ls,

jd que u € K e || - ||p é uma norma K-invariante. Mas esta igualdade significa que

Ad(u')A € a e portanto

A =pr(Ad(u)A4) = Ad(u)A.
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Como A € a é arbitrario, segue que u € M. ]

Com isso obtemos a reciproca do Lema 4.4.4:
Lema 5.1.7 Se uj,uy € K e H(guy) = H(gus), para todo g € G, entdo uy'uy € M.

Demonstragao: Basta tomar g, = exp(tA)u;' € G, com A€ aet € R, e usar o lema

anterior. L]

Lema 5.1.8 Se A € a* eu € K sdo tais que \(H (exp(tA)u)) = A(tA), para todos A € a
et € R, entao Ad(u)H) = H), onde Hy € a € tal que \(H) = (H, H))p, para todo
H € a.

Demonstragao: Seja A € a. Escrevendo exp(tA)u = kany € KANT, temos da
hipétese que, (logay, Hy)g = (tA, Hy)e. Dai e por (5.2),

d d
(A Hyo = —(tA Hy)oyog = — (log ar, Ha)og = (a0, Hx)o

= (pry(Ad(u™1)X), Hy)e.
Logo, (pr,(Ad(u~')A) — A, Hy)s = 0, para todo A € a, isto é,
pro(Ad(u~")A) — A € Hy, paratodo A€ a.
Assim, podemos escrever pry(Ad(u™')Hy) = Hy+Y,com Y € Hj. Dai,
G+ 1Y 15 = 1HEA+ Y15 = lprg(Ad(u™ )0l < [[Ad(u™")Hally = [ HAll5.
Logo, Y = 0 e portanto,
IAd(u=")Hyllg = [|Hxllg = [lpro(Ad(u™") Hallo,

isto é, Ad(u™')H, € a e portanto, Ad(u=)H, = pr(Ad(u"t)H)) = H,. O
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Dizemos que um elemento H € ag é O-regular se a(H) # 0, para toda raiz simples
a € X\ ©. De modo andlogo, dizemos que A € ag ¢ O-regular se (A, a) # 0, para toda
a € ¥\ O. Notemos que se A € ag entao Hy, € ag. Além disso, A é O-regular se, e
somente se, H) é O-regular. Segue da definicao que o conjunto dos elementos O-regulares

é aberto e denso.

Proposicao 5.1.9 Sejam © C ¥ e A € ag um funcional O-reqular. Se h € G e
X? (exp(tA), h-xo) = X? (exp(tA),xg), para todos A € a et € R, entao h - xy = xq,

sendo xg a origem de Fg.

Demonstracao: Seja u € K tal que u - xg = h - xy. Por hipétese, A\(H (exp(tA)u)) =
A(tA), para todos A € a et € R. Pelo Lema 5.1.8, Ad(u)Hy, = H,. Como H,
é um elemento O-regular, segue que u centraliza ag e portanto esta em Pg. Logo,

h-xg=1u-x9 = 20. L]

Teorema 5.1.10 Sejam © C ¥ e X € a§ um funcional O-regular. Se x,y € Fg sao tais
que XS (9,2) = X% (9,y), para todo g € G, entdo y = x.

Demonstragao: Sejam uq,us € K tais que x = uy - g € y = us - 9. Como Xf\a é um
cociclo K-invariante segue da hipdtese que
X5 (gur, o) = X5 (9. ur - 20) = X5 (guwiwy ' uz - 20) = x5 (gur, ui'ua - 20) . (5.3)

para todo g € G. Dados A € a et € R, seja g, = exp(tA)u;’. Substituindo g por g,
em (5.3), x¥ (exp(tA),z0) = X¥ (exp(tA), u; 'uswo), para todos X € a et € R. Pela

Proposicao 5.1.9, ul_lug - Xy = T € portanto, y = us - Tg = Uy - Tg = T. Ll

5.2 Imersoes

Sejam S C G um semigrupo proprio com int S # ) e tipo parabdlico ©, e G = KAN™
uma decomposicao de Iwasawa de G tal que AT N (int.S) # 0. Fixemos A € af, O-

regular, tal que (), z) € Dg(S) para algum = € Fg. Denotemos por I3 a funcio dada
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por I3(z) = Is(\,z) e por Dg(S) o dominio de I3. Para cada x € D3(S), a funcio

e
X3 (g, )
ge s — v(ig,r) = ==
(9:2) I3(x)

estd bem definida e, na verdade, estd em L'(S,ds), onde ds denota a restrigao a S da
medida de Haar dg de G. De um modo mais geral, dado p > 1, as funcoes

geSs  v(g,2)"?
estao em LP(S,ds). Assim, as aplicagoes @, : D3(S) — LP(S,ds) dadas por

®,(x)g = v(g,x)"”

estao bem definidas. Como para todo z,

[via.) as=1
S

as aplicagoes ®, assumem valores na esfera de norma 1 de L (.5, ds).

Sejam L(S) o grupo das unidades de S, isto é, L(S) = SN S~! e [ a dlgebra de Lie
de L(S). O subgrupo L(S) atua no flag Fg, por restricao da acdo de G. Em vista do
Corolario 4.5.5, se x € D(S) entdo a 6rbita L(S) - z fica contida no dominio D (S).
Além disso, se uma érbita de L(S) intercepta D (S) entdo esta érbita necessariamente
deve estar contida em D (), pelo mesmo coroldrio citado acima.

Dados z € D3(95) e h € L(S) temos, da Proposigao 4.6.14, que
I3(h- @) = I(x) xS (h,2) 7"

Logo, se A € [ entao

13 (exp(tA) - 2) - I3 (x)
t

aexp(t),0) ! = (o)

- @ t

Assim obtemos o seguinte:

Proposicao 5.2.1 Sex € D3(S) e A € [ entdo a derivada de I3 no ponto x, na direcio

do campo invariante determinado por A existe e, além disso,

d
S (exp(tA) - @), = — 1 (2) AN (L)
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O préximo resultado mostra que a imagem de uma 6rbita L(S) - x por @, é a trans-

lacao a direita de ®,(x), pelo subgrupo L(.S).

Proposicao 5.2.2 Sex € O e h € L(S) entao ®,(h-x) = ®,(x) o Dy, onde Dy, denota

a translacao a direita por h.
Demonstragao: Pela Proposicio 4.6.14, se z € D3(S5) e h € L(S) entdo
I3(h-z) = I3(x) xQ(h,2)~".

Assim, usando as propriedades de cociclos

XS(g.h-2)  xRgh 2 (h,2) ™ xR (gh, )
Is(h-x) Is(z)xS (h,x) ! Is(z)

para todo g € S. Logo

Oy(h-2)(9) = Cp(x)(gh) = ®p(x) 0 Du(9g),

para todo g € S. ]

Daqui por diante, denotemos por O uma érbita de L(.S) tal que O C D3(.S). Denote-
mos, também, por ¢ a restrigao P|p de ¢ := P, a subvariedade @. Como a aplicagao
® ¢ definida como poténcia do quociente do cociclo por I3 segue que fixando g € S a
fungao x — ®(x)g é diferenciavel.

Se ®: O — L*(S,ds) é diferencidvel (no sentido de Fréchet) entdo podemos calcular
as suas derivadas direcionais (derivadas de Gateaux) (veja Ambrosetti e Prodi [1]).
Neste caso, podemos calcular as derivadas direcionais ponto a ponto, a menos de um

conjunto de medida nula, como vemos na proxima proposicao.

Proposicao 5.2.3 Se ® € diferencidvel e v € uma curva em O, com vy =z ey, = v,

entao existe um subconjunto E C S de medida nula tal que

(#8.(0)) g = 5 (20)9) 1

para todo g € S\ E.
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Demonstragao: Temos que

d . DP(y)—P(x)
A0, (v) = 2@ (W)ymg = lim —————.

Seja 1) a aplicagdo continua com valores em L?(S, ds) definida por
) -
—(%) (z) se t#0,
»(t) = t
dd,(v) se t=0.

Seja (t,) uma seqiiéncia (arbitrdria) de ndmeros reais tal que t, # 0, para todo n, e
t, — 0, quando n — +o00. Entao nl_l)I_iI_loo |¥(tn) —¥(0)]|;2 = 0, onde || - ||z2 denota a
norma canonica de L?*(S,ds). Logo, existem uma subseqiiéncia (t,,) ¢ um subconjunto
E C S de medida nula tal que 9 (t,, )g — ¢ (0)g, para todo g € S\ E (veja [26], Teorema
3.12, pagina 67). Isso significa que, fixando g € S'\ F, a func¢ao f : R — R definida por
f(t) =(t)g é continua em 0 (veja Lima [22], Coroldrio 2, pagina 126). Logo,

(d%,(0))g = f(0) =1lim /(1) = lim D () g t— d(x)g
d

= ((I)(%)g>|t:0 )

concluindo a demonstracgao. Ll

Teorema 5.2.4 Se ® ¢é diferencidvel e A € ag é ©O-regular entdo a aplicagao ® é uma

imersao de O em L*(S,ds).

Demonstracao: Sejam x € O e v € O,, onde O, denota o espago tangente a O em
x. O vetor v se escreve como v = g(x), com A € [. Pela Proposigao 5.2.3, existe um

subconjunto F C S de medida nula tal que

(42(A(2))) g = & (@(exp(t4) - 2)g), o

para todo g € S\ E. Pela Proposicao 5.2.2,

P(exp(tA) - v)g = &(x)(g exp(tA)).
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Assim, se d®,(A(z)) = 0 entdo

d
0 = db(A()g = — vigexp(td),2)'”” o

v(g,x)" "2

_ 1
V(g,l’) 12 m AIXE\a(gax)a

para todo g € S\ E. Logo, A'x%(g,7) =0, para todo g € S\ E. Pelo Lema 5.1.1,
X5 (g,f{(x))

xS (g, )

d
p v(gexp(tA), x)j=o

N =N =

o (9.A(x)) = = —ANS(1,2), (5.4)

para todo g € S\ E. Seja
E={geintS:g¢E}

Como a medida de Haar é nao nula em conjuntos abertos (nao vazio) (veja [16], Capitulo
VIII, pagina 532), segue que E ¢ nao vazio e, na verdade, é denso em intS. Agora,
AXQ(1, x) é constante (como fungao de g) e a igualdade (5.4) vale no subconjunto denso
E deint S. Logo, por continuidade, o <g, g(x)) ¢é constante no aberto int .S e portanto, é
constante em todo G, ja que o <g, g(m)) é analitica como fungao de g, pelo Lema 5.1.2; e
G é conexo, por hipdtese. Pela Proposigao 5.1.4, temos que x9(g, exp(tA)-x) = x{ (g, z),
para todo t € R e todo g € G. Logo, exp(tA) - x = z para todo t € R (veja Proposigao
5.1.10). Portanto, A(z) = 0, concluindo o teorema. O

5.3 Isometrias

Se ® ¢é diferencidvel entao a imersao @, definida na se¢ao anterior, induz um produto
interno em cada espaco tangente de (0. Para ser mais preciso, se x € O entao a funcao

<'a >x . Oz X O:c — R dada por
(u,v), = (d®,(u), dP,(v)) 2.

é um produto interno em O,, onde (-,-);2 é o produto interno canénico de L*(S,ds).

Denotemos a norma correspondente por || - ||,.
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Assim a aplicacao ¢ definida por ¢, (u,v) = (u,v),, onde z € O e u,v € O,, define
uma estrutura Riemanniana em O, isto é, (O, ¢) é uma variedade Riemanniana.
Dados z,y € O, denotemos por I'(x,y) o conjunto de todas as curvas 7 : [a,b] — O

com 7y, =z ey =1y e, por ¢(y) o comprimento da curva 7, em relacao a ¢, isto é,

b b
() = / o DY dt = / Il dt.

A distancia de z a y em (O, ¢) é definida por

d(z,y) = inf{c(y) : v € D(z,y)}.

Sejam z,y € O e h € L(S). Sey € I'(x,y) entao h-vy € I'(h - z,h - y). Por outro
lado, se ¥y € T'(h-z,h-y) entdao vy = h™' -5 € ['(z,y). Logo, ¥ = h -~ com v € ['(z,y).
Isto significa que toda curva em I'(h -z, h - y) é da forma h -~y com v € T'(z,y).

Se h € L(S) temos, da Proposicao 5.2.2,

O(h-y) = P(y) o Dy

para todo t € R. Pela Proposicao 5.2.3, existe um subconjunto F; C S de medida nula

tal que

(d®; ()9 = p ((I)(”Yt)g)u:o Tt

_ 1 (X?(g#’f))_l/2 XS (9,70 13 (2) — xS(g. 2) (1) ()
o\ 1

5() I3(x)? ’
d d
para todo g € S\ Ey, onde xQ(g,7) e (Ié‘)/ () denotam E)&(g,%)‘t:o e Efg‘(%)uzo,

respectivamente. Por outro lado, existe Fy C S de medida nula tal que

xS (gh, Vi) ) V2
Ié\(%)

(@ (@ 009 = (@0 20)cy = 5 .
Qgh,x)\* X8 (ghA0) I () — xR(gh, o) (13)' ()

-5 (557 I ’
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para todo g € S\ F2. Combinando as duas igualdades acima, obtemos

(dPh (dhs (75))) 9 = (da (7)) gh, (5.5)

para todo g € S\ F, onde E = E; U Fs.

Teorema 5.3.1 Sejam v € O e h € L(S). Se ® ¢ diferencidvel entao

Hdh:v(v)thc = Hvav

para todo v € O,.

Demonstracao: Sejam h € L(S), z € O e v € O,. Usando a invariancia a direita de

dg, a igualdade (5.5) e o fato que Sh =S (pois h € L(S) = SN S™1) temos

ko () = 101 @) = [ 1@®r @ (0) g s
= [ 1@ (@ (o)) ds = [ (@ (o)) ghP s
S\E S\E

_ / (d, () ghP? ds — / Lan(gh) (d, (v)) gh* dg
- /1S(g)|( v)) g|” dg_/y (A, (v)) g[* ds = [|dP(v)|[72
G

2
= |l

onde £ C S é o subconjunto de medida nula definido acima. L]

Teorema 5.3.2 Se ® € diferencidvel entdo os elementos de L(S) sao isometrias, em

relagao a métrica .
Demonstragao: Sejam h € L(S) e z,y € O. Se v € T'(x,y) entdo, pelo Teorema 5.3.1,

136 Ne = NP, (V) e = [l
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Logo,
b /
diheahey) = il [ )], d sy € o)
b
— wt{ [ |pill, dt : 7€ Taw)
= d(z,y),
mostrando o teorema. L]

Combinando o Teorema 5.3.2 e o fato que o subgrupo (do grupo das isometrias)
de isotropia é compacto (veja Kobayashi [17] Capitulo II ou Kobayashi e Nomizu [19]

Capitulo I) concluimos que:

Coroldrio 5.3.3 Se ® ¢ diferencidvel e O C D(S) € uma drbita de L(S) entio os

grupos de isotropias de O sao compactos.

Seja L C G um subgrupo de G. Dado © C ¥ um subconjunto do sistema simples de
raizes, o subgrupo L age em Fg. A uniao das érbitas principais de L em Fg, isto é, as
érbitas de dimensao maxima, é um subconjunto aberto e denso em Fg (veja Duistermaat
e Kolk [3], Capitulo 2). Logo, dado um aberto U de Fg, existe uma 6rbita principal de L
que cruza U. A partir dai, mostramos, do Teorema 5.3.3, a seguinte condi¢ao necessaria

para que um subgrupo L C G seja imerso em um semigrupo com interior nao vazio.

Corolario 5.3.4 Seja L C G um subgrupo de Lie. Uma condi¢do necessdria para que
exista um semigrupo préprio S C G tal que L C S eint S # () € que 0s grupos de isotropia

de alguma orbita principal de L (no flag do tipo parabdlico de S) sejam compactos.

A condicao no corolédrio acima nao ¢é suficiente. Para ver isso basta tomar um grupo

simples G, um subgrupo compacto maximal L = K C G de G e aplicar o Corolério 3.2.2.
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5.4 Exemplos

Se G x M — M é uma acao de G em M e C' C M é um subconjunto préprio de M,

entao denotemos por S¢ o subgrupo de compressao de C, isto é,
Se={g9eG:g-CCC}

Nos exemplos que seguem temos que int S¢ # ), C' é o conjunto controldvel invariante
de S¢ e portanto, C' é exatamente uma oOrbita de So. Na verdade, nestes exemplos, o

grupo das unidades de S¢ é transitivo em C.

Reta projetiva complexa

O disco unitario D = {z € C : |z| < 1} em C pode ser visto como um subconjunto
do espago projetivo M = P!(C) através da aplicacao z — [(z,1)].
O subgrupo

b

SU(1,1) = ta,beC,lal* - p* =14,

S

a
onde a barra denota conjugacao complexa, atua transitivamente em D e o subgrupo de

isotropia em [(0, 1)] é dado por

S(U(1) x U(1)) = ‘012 aeC,lal =1

Logo, D é o espago simétrico SU(1,1)/S(U(1) x U(1)). Denotando por gy o elemento

1 1 2
go = —F—= - 81(2,6),
2 7 1

temos que SI(2,R) = gy SU(1,1)g; " e
C:=go-D={[(2,1)]: 2 € C* Im(z) > 0} U[(1,0)]

(veja [11], Segao 2.4), onde Im(z) denota a parte imagindria do nimero complexo z.

Portanto, o semigrupo S¢ contém S1(2,R) e C' é um espago simétrico de S1(2,R).
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Espaco projetivo real

Seja G = SI(d,R) e M = P }(R). Denotando por C o subconjunto de P4~1(R) dos
elementos [(x1,...,zq)] tais que z; >0, 7 =1,...,d, entdo S¢ (semigrupo das matrizes

com entradas nao negativas) contém o subgrupo
A = {diag(ay,...,aq) :a; >0,5=1,....d}

que age transitivamente em C.

Grassmanniana no espago complexo

Sejam G = SI(d,C), M = Gr,(d,C) a grassmanniana dos espagos de dimensao p em
1 0
Clel,, = b , onde 1, denota a matriz identidade de ordem p e d = p + q.
0 -1,
Seja v a forma bilinear definida por v(u,v) = u'l, ;0. Seja C' o conjunto dos subespagos

V em Gr,(d, C) tal que a restricao de v a V' é um produto interno. O subgrupo
SU(p, q) = {g € SI(d,C) : v(gu, gv) = v(u,v) para todos u,v € C*}

age transitivamente em C' e SU(p, ¢) C Sc.
Seja Vp o subespaco gerado por {ei,...,e,}, onde {ey,... e, €pt1,...,€e4} denota a
base canonica de C?. O subgrupo de isotropia de V; é S(U(p) x U(q)) cujos elementos
g1 O

sao da forma g = com g; € U(p), g2 € U(q) e det(g1) det(g2) = 1. Portanto,
0 g

C' é o espaco simétrico SU(p, q)/S(U(p) x U(q)).

Grassmanniana no espago real

De modo analégo, se G = Sl(d,R) e C C Gr,(d,R) é o subconjunto dos subespacos
onde a forma bilinear v, definida por v(u,v) = u'l, v, é definida positiva temos que S¢

contém o subgrupo
SO(p, q) = {g € SI(d,R) : v(gu, gv) = v(u,v) para todos u,v € R}

e C' é um espago simétrico de SO(p, q).
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Subespacos Lagrangeanos

Uma forma bilinear em C?¢ é uma forma simplética se é nao-degenerada e anti-

simétrica. Denotemos por w a forma simplética canonica de C??, isto é, a forma dada por

1
w(u,v) = utJv, u,v € C* onde J = . Assim, se {e1,...,eq, f1,..., fa} é
—1; O

a base canonica de C??, entao

w(ej,er) =0, w(fj, fr) =0 e wlej, fr) = djk.

Se V c C?* é um subespaco, definimos o ortogonal simplético de V, em relacao
a w, por

Ve ={uecC* : wu,v) =0 paratodo vV}

Dizemos que V' é um subespago Lagrangeano se V¥ = V. Neste caso, dimV = d.
Denotemos por M = LGr, o conjunto de todos os subespacos Lagrangeanos em C2¢.

Seja G = Sp(d, C) o grupo simplético em relagao a forma w, isto é,

Sp(d,C) = {g€Gl(2d,C) : w(gu,gv) = w(u,v) paratodo u,v € C*}
= {g€Gl(2d,C) : ¢g'Jg=J}.

Consideremos o subespago Lagrangeano V; gerado, sobre R, por {e; +ifi,...,eq+ifs}
onde i> = —1. Notemos que o complexificado de V; é o autoespaco de J associado ao
autovalor 7.

Seja C' a Sp(d,R)-érbita de Vj. Seja g € Sp(d,R) tal que g - Vo = V. Dado v € V4,

temos que g - v € V. Complexificando g obtemos
v = Jv=g"'Jgv = ig'gv,

isto é, g'g = 1y,. Dai, g € U(d) = Sp(d, R)NU(2d). Logo, a isotropia de V; é o subgrupo
U(d). Portanto, S¢ contém Sp(d,R) e C' é o espago simétrico Sp(d, R)/U(d).
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