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Introducao

A idéia inicial deste trabalho partiu da leitura do artigo de Stova-
nov ¢ Vladeva, Estimation of Unknoun Parameters of Continuous Time Stochastic
FProcess by Observations al Handom Moments, publicado pela Academia Bilgara
de Ciéncias em 1982. Nele, os autores trabalham com um processo estocdstico da
forma:

.X—f = gl + O"VV‘;_, te IR»{--}

onde {W,, 1 & IR,} é um processo de Wiener padrao , ¢ € R e o ¢ R, sio
pardmetros desconhecidos,

Stovanov e Vladeva propoem, como forma de estimar a e ¢, to-
marem -se amosiras discretas cujos tempos onde {X,, ¢ ¢ K.} seria amostrado
seguiriam um processo de Polsson de parametro A conhecido. Assim, terfamos a
amostra {X,,, X,,,..., X, }, onde 7, seria o tempo do i-ésimo saito do processo de

Poisson utilizado.

Fry

Com isto, os autores procuraram obier os estimadores em trés casos
diferentes: os 1,'s seriam observévels; o5 7,'s seriam nao-observéveis, entretanto,
saber-se-ia em que ordem nossa amostra teria sido tornada; ou os 7,'s seriam nao-
observaveis e, além disso, nao saberiamos em que ordem nossa amostra teria sido
tomada.

Os autores citam o método de miéxima verossimilhang¢a ou algo
préximo a ele como meio de se estimarem @ e ¢° sem, no entanto, entrar em
muitos detathes sohre o que € esta variante. HA alguns problemas neste artigo que
tentamos resolver nesta monografia. Além do método de estimacao utilizade, nao
ha resultados referentes as distribuigces dos estimadores obtidos,

QOutros artigos na literatura tratando de amostragem disereta em
processsos estocasticos em tempo continuo sao os de Blum e Rosenblatt {1964) que
introduziram a 1déia de que dever-se-ia fazer Inferéncia em processos estocdsticos
ern tempo continno com base em amostras discretas, visto ser esta a inica maneira
de se amosirar um processo estocastico, na pritia, sem que, no entanto, traba-
thassem com nenhum tipo de amostragem e Robinson (1977) que se utilizou de
uma amostra discreta de tamanho n com espacamento irregular para o processo
{X;, t¢ IR,} definido por: '

i
X, =a f X.uds + Wi, fe IR,
{

onde W, é o processo de Wiener padrao.



Para este caso, o autor provou existirem estimadores de mixima,
verossimilhanga consistentes para a ¢ ¢°, sob certas condi¢des. Robinson demons-
trou também que terfamos convergéncia para uma distribuicdo normal de certas
fungoes dos estimadores em estudo.

Nesta drea, no entanto, o dominio do tempo nao € muito utilizado
sendo preterido em favor do dominio da fregiéncia, ou seja, da andlise espectral.
Nesta linha de pesquisa, iremos rentar alguns resultados interessantes.

Nesta linha de pesquisa, iremos comentar alg resultad 1 tes

Beutler (1970) discute o uso de uma amostra discreta em tempos
aleatorios para a obtencio de estimadores da fungao de densidade espectral . Mas
um dos primeiros artigos com resultados interessantes nesta guestio é o de Masry
{1978} em que o autor, tomando os tempos aleatdrios como resultantes da rea-
hizagao de um processo de Polsson, obtém um estimador consistente da funcao de
densidade espectral, desde que os tempos aleatorios sejam também observéveis.

Em Masry {1980}, o autor volta a questao do artigo de 1978 sendo
que, neste, ele encontra, soh certas condicdes, um estimador consistente da fungio
de densidade espectral sem que a amostra contivesse os tempos de observagao,

Blum e Boyles (1981) demonstraram que, sendo {X,, 1 & R,}
urn processo estocdstico qualquer, desde gue estaciondrio, paramétrico e ergddico,
consegue-se, através de uma amostra discreta em tempos aleatdrios, estimar de
forma consistente todas as distribuicoes finito-dimensionais do referido processo.
BEste resultade ¢ fundamental para que, dada uma amostra aleatéria em tempos
alealdrios de um certo processo estocastico e os respectives tempos ohservados,
possarnos caracterizar, de uma forma completa, nosso processo.

Deve-se notar que Stoyanov e Vladeva (1082} parecem ser, de certa
forma, pioneiros no estudo, no dominio do tempo, de amostras aleatérias discretas
em tempos aleatérios para processos estocdsticos em tempo continuo. Sendo assim,
esta monografia terd como principal referéncia este artigo.

A falta de resultados mais expressivos na literatura aliada aos pon-
tos obscuros em Stoyanov e Vliadeva {1982) motivaram o primeiro capitulo deste
trabalho . O segundo capitulo foi motivado por, na pratica, muitas vezes, dispor-se
apenas de um intervalo limitado de tempo em que se pode amostrar o processo.
A motivagdo para o terceiro capitulo partiu do artigo de Ying (1991} e da im-
porténcia do processo de Ornstein-Uhlenbeck na literatura, além de servir como
forma de investigar a extensao dos resultados obtidos no primeiro capitulo para
casos em que o processo de Wiener fosse substituido po outro processo Gaussiano.
Em Ying(1991). tomou-se uma amostra discreta em tempos deterministicos de um
processo de Ornstein-Uhlenbeck, ou seja, um processo {U,, t € F,} que satisfaz
a seguinte equagao:



t - e
Uy = 48 [ U.ds + v/ 280W,,

H1)
onde {W,, t ¢ K.} ¢ um processo de Wiener padrao.

Este iitimo problema parece, a primeira vista, bastante semethante
ao de Robinson (1977). Entretanto, naquele, conseguiamos estimadores para am-
bos os parimetros separadamente. Neste caso, hd trés possibilidades: tomar 8
constante: tomar ¢° constante ou ndo fazer restricdes a 6 ou a o, Nos dois
primeiros casos, encontraremos estimadores de mdxima verossimilhanca para o
parametro nao-fixado enquanto no terceiro sé existird estimador de méxima ve-
rossimilhanga para o produto dos dois parametros. Sob estas condigdes, Ying
provou a consisténcia destes estimadores ¢ a convergénela para a normal de certas
funcoes destes estimadores,

Hé& alguns comentdrios sobre os resultados obtidos nesta monogra-
fia.

No Capitulo 1, conseguimos, de forma satisfatdria, esclarecer os
pontos obscuros em Stoyanov e Viadeva {1982}, além de encontrar alguns resulta-
dos em aspectos nac explorados pelo artigo come distribuigao e eficiéncias absoluta
e relativa dos estimadores.

Como comentado anteriormente, no Capitulo 2, tentamos encon-
trar estimadores para a4 e ¢, no caso em gue o processo ¢ amostrado em um
intervalo de tempo limitade. Os resultados obtidos foram, de certa forma, inferi-
ores aos do Capitalo 1, nao deixando, entretanto, de ser satisfatdrios.

No Capitulo 3, tentamos extender o estudo feito no Capitulo 1
para um processo que nao fosse o de Wiener, no caso o de Orastein-Uhlenbeck.
(s resultados nao foram tao bons quanto os do Capitulo 1, sendo, possivelmente,
tal faio explicade pela estrutura deste processo, bem mais complicada do que a
daquele. Mesmo assim, de uma forma geral, os resultados nos mostraram ser
possivel a extenséo de alguns dos resultados do Capitulo 1 para processos que nao
o de Wiener. '

Ha dois apéndices: o primeiro coniém a notagao utilizada nesta
monografia e o segundo, algumas definicoes e propriedades constantes nesta mo-
nografia.

Na Bibliografia, sdo incluidas todas as referéncias do texto, sendo a
Bibliografia Complementar composta por livros e artigos utilizados na monografia
de forma indireta, sem citagéo.



Capitulo 1

Processo de Wiener com funcao
média linear

1.1 Introducao

Definicdo 1 Seja W = {W,, t € IR, } um processo estocdstico definido no espago
de probabilidade (Q, 7, P} cujas principais propriedades sdo:

Wy =0a.s
W, ~ N (0, foz) setl e IR,

W ¢ entio chamado de processo de Wiener. Caso ¢° = 1, dizemos ser W um
processo de Wiener padrao.

R, } am processo estocastico da forma:
dX; = S{a,t)dt +edW,, &R,

ondea & K eo e IR,



Esta equagao pode ser interpretada como simplesmente a versao
diferencial da seguinte equacao integral:

Suponhamos serem ¢ ¢ o” desconhecidos. Um problema da prética
seria o de se amostirar o nosso processo X, de forma a se obterem estimativas de
a e o°. Para simplificacio de notacio, EMV denotard o estimador de méxima
verossimithanca ¢ EMM, o obtido pelo método dos momentos.

A amostragem continua para este problema foi estudada por Ibra-
gimov ¢ Has‘minskii (1981) péag. 40. Sejam X, W, a e 0% definidos anteriormente
e Lormre-se:

.
f §%(a,8) di < o0, Va, YT € R..
1]

Neste caso, existiria uma equagao de verossimilhanca se e scmente
se tomassemos ¢ constante, pois, caso contrario, as medidas em questio seriam
singulares. Assim, sem perda de generalidade, o = 1 € a equacgio de verossimi-
thanca seria:

g ./TS'( 1) dX 1/1"5'2( £)dt] =0
------ Sia,t — - ST la,t)dt] =G,

da \Jo ’ T2
cuja sclugao explicita s6 é possivel caso se imponham cutras restrigoes a funcao
S {a,1}.

Por exemplo, umn caso de interesse seria o de S{a,t) = af (1), ¢ &
., . Note-se que, pela forma de sua relagho com 5 {a,t}, f(f) mantém a proprie-
dade de ser quadrado-integravel e o EMV de @, @, pode ser escrito como:

Se impusermos uma restricdo mais forte ainda: f (1) constante,
estaremos diante do modelo a ser estudado neste trabalho e encontraremos um es-
timador muito interessante, do ponto de vista computacional. Tomemos f {t) = 1,
semn perda de generalidade. Neste caso:
bp = f—T dy, - Xy - X - A_{ G,

I Tt T T




Entretanto, na realidade, este tipo de amostragem é irrealizdvel.
Isto ocorre porque, tecnologicatnente, nenhum aparefho ou pessca pede tomar um
conjunto nac-enumeravel de pontos. Por exemplo, suponha-se que um conjunto
de m aparelhos seja reunide para anotar o valor da realizacio de um determi-
nado processo estocastico. Cada um deles levard um tempo, mesmo gue exigio,
positivo, I, entre dois registros consecutivos do processo. Suponha-se, ainda, que
o aproveitamento dos aparethos seja perfeito, isto é, que nac haja coincidéncias
entre os registros dos diversos aparethos. Note-se que, em um tempo T > 2, serao
registradas por m aparelhos no méximo m7/t observagbes, ou seja , wma amostra
discreta.

Devemos, portanto, partir para a amostragem discreta. Para isto,
utilizemo-nos de algumas defini¢bes baseadas em Stoyanov e Vladeva {1982). Seja
W o= {t;,13,...,t,,...} um conjunto discreto e suponha~-se que $d possamos obser-
var X nos tempos em W. Esta é eptdo chamada de janela de observagao discreta.
Neste estudo, 56 irabalharemos com amostras discretas; portanto, ela serd cha-
mada simplesmente janela de observagdo. No caso em gue W for constituida por
varidveis aleatdrias, diremos ser W uma janela aleatéria; caso contririo, sera uma
janela deterministica. Defina-se, ainda, W, como o conjunto dos n ¢ IV primei-
ros elementos de W. A andlise do problema de, a partir de uma amostra de X,
estimarem-se @ ¢ o tem varios aspectos quanto a W,:

1. W, pode ser deterministica, ou seja, 0s tempos em que ¢ processo & amostrado
sao conhecidos a priori;

2

W, pode ser aleatéria, de distribuicao conhecida, sendo os seus elementos
observédveis, ou seja, serao conhecidos a posteriori ou sitmultaneamente;

3. W, pode ser aleatdria, de distribuigdao conhecida, sendo os seus elementos
nao-observaveis mas com sua ordem conhecida;

4, W, pode ser aleatdria, de distribuigao conhecida, sendo os seus elementos
nao-obhservéaveis e, além disso, sua ordem é nao-determinavel;

v |

W, pode ser aleatdria, de distribuigdo desconhecida, sendo os seus elementos
observaveis;

6. W, pode ser aleatdria, de distribuicio desconhecida, sendo os seus elementos
nao-observivels mas com sua ordem conhecida; e

-

W, pode ser aleatdria, de distribuicao desconhecida, sendo 0s seus elementos
nao-observavels e, além disso , sua ordem € nao-determindvel.

Além disso, podemeos pensar no erro de medida, ou seja, além da
aleatoriedade existente no processo, em varios casos na janela de observagao,

6



terfamos aleatoriedade nos processos de medigao adotados. Feito isso, aos nos-
sos gete casos anteriores acrescentar-se-iam outros sete. Porém, note-se que, a
partir do momento em que assurmirmos tal incerteza, podemos considera-la como
parte de um desconhecimento que temos sobre a distribuicéo dos elementos de W,
e, assim, 08 sete casos anteriores serao suficientes para as nossas analises,

Neste {rabalhio, serao considerados apenas os casos de 1 a 4. Isto se
deve ao fato de que, nos casos em que os elementos de W, nao sao observiveis, sua
distribuicdo € necessaria para que se possam calcular os estimadores de méxima
verossimilhanga de o e ¢, caso existam. No caso em que os elementos de W,
estao disponivels a priori ou a posteriori, nao existe essa necessidade, sendo porém
impossivel o cdleulo tedrico das variancias dos estimadores obtidos sem que se
tenham as distribuigoes das varidveis amostradas, ou pelo menos, a estrutura de
covariancia enire elas. Nas secoes seguintes, supor-se-a serem os elementos de W,
os tempos dos saltos de um processo de Poisson de pardmetroe A conbecido.

Este capitulo sera dividido de forma gue analisaremos os estima-
dores, nas Secoes 2, 3, 4 ou 5 se estivermos, respectivamente, diante dos casos 1,
2,3 ou 4. Iremos, em cada uma delas, calcular, caso existam, os estimadores por
maxima verossimithanga e pelo método dos momentos, Na Segao 6, analisaremos
as relacoes entre os diversos estimadores encontrados nas se¢oes anteriores.

1.2 Tempos de Observaciao Deterministicos

Temos aqui W, uma janela de observacao deterministica, ou seja,
conhecemos, a priorl, em guais lempos iremos amostrar o nosso processo X.

Por ser W = (W,,{ € IR, )} um processo de Wiener padrao e nossa
janela deterministica. ternos:

to=0eWy=0 as;

W, ~ N (0,1}, se i € Wy
Cov (Wi, W,) = Min (t,5) , se £, 5 € Wa; (1.2.1)
Wy - W, ~N{0,t~35),8el,86 W,et—s¢ il N

et~s,v~—uu—tec iR,

Por hereditariedade da independéncia, unicidade do jacobiano da
transformacio ¢ o fato de as varidvels serem norimails, temos as seguinies proprie-

-1



dades de X = (X, 1¢ R, ):

fo=0e X, =10 a.s;

X, ~ Niat,to?}, se t € Wy

Cov{X,, X,) = Min({,s) 0% set, s W

X~ X~ Nialt-s) (I-s)o*},sel,sc W et —s56 R,;
Cov(X, - X Xy ~ X} =0, set,8,u,v e W,
et—s,v—uu—1c H,.

(1.2.2)

Assim, poderemos, sem muitas dificuldades, encontrar os estima-
dores de méxima verossimilhanga e de momentos de a e ™.

1.2.1 Estimac¢ao por Maxima Verossimilhanca

Chamemos nossa amostra, para simplificacio de notacio, de A, ou
¥ . .
seja, A = {X,.X,..... X}, ). Se, em vez de tomarmos A, tomarmos

LT T L - is r > £
A* = ()&_fI?A t= 7 ‘X'f-.i‘-‘ . 1<Xt, o A‘f-ru--l‘!‘ ..,AX;I! .)lgﬂ_i) .

nenhuma informacao amostral se perde ¢ conseguimos uma transformacao que
ortogonaliza a relagao entre os eixos das observagoes do processo, o que, por serem
normais as variaveis envolvidas, leva-nos a independéncia, por 1.2.2 .

Seja L{a,0? | A,} nossa fungio de verossimilhanga:

L (a ot ) ﬁ L ( | Xy, - -Xt,--v-."i)

N 2

L (% Ko 0~ 102)
== H ..................... L4 L ; 2

3=} 42?'\( .:‘371" [ o 1_} 2 (i? - ti‘-""l) ¢

2

, IR 4 | Xy - Xe o —alt,—1,.

— {2?{,{},4) 2 H {t1 _ te*—-l} é ELP _‘)Mz_ L ( i Lyt ( 3 3 1))
(=24 =0 gl t.? - tj" 1

Para gue encontremnos os estimadores de méixima verossimithanca
de a e ¢, devemos maximizar L (a,0? | A} em telagdo a ambos os parametros.
Temos que:

inlL (.a,crz A*) = — gln. (?maﬁ) +in (

=

'-e(
’;'-':1 s
i
e
,.a
;_
3}
e preiar
!
T



(j B ’
------- Inl{a,o
5 nL(a__o* A*)
Ly (-2t = toa) (Xo, = X, — alt, ~ 1))
_2‘:;2 [ fz """ tzwl
) R G U
= (1:1 (A,x }1,‘._1) a.%;{tt _y, 1])
1
o= ;”2 (—Xtu Grtﬂ]

by (1.2.3)

E interessante notar que, apesar de fomarmos n pontos em nossa amostra, uiili-
zaremos apenas a altima observacdo para o cdlculo de nosse estimador,

Derivando, agora, em relacio a o

P _— Cene X - X —alt — 1))
—=ln L (a.,cr?' A.,,) et g:——)}_ _(w : b ( j})
o’ 202 20t 75 I

_-“Ew ~ (wl)i‘ (*X.h ..... ‘-}fﬂ‘,_g — &.3 (f! ..... - 1(2.“1))“ —0
267 26 t, by

1)

2
— _L "”TZJ t% - 11_-1 W 0

53
{rl::].
Temos, entao:
e (XN )
Vo A L ton



’ Xe N
(}\1, Xy (b ) __iiﬂ-)
.
- 9 2 X.Z ! ){ -
s (Af; ,,,,, }”2 ;) 1 {fi i;wl) U%é& - _l{iﬂ (ii - !zwl) (‘Xz‘ Arf.,..i)
.............. L T

Atendidas as condigdes em Apostol (1677) pags. 380 e 381, contidas
2

no Apéndice, Definicao 9, podemos, entio, alirmar que d; e 67 sao os estimadores
de méaxima verossimilhanca de g e ¢, respectivamente.

Verifica-se que 4, € idéntico ao obiido em Stovanov e Viadeva

(1982} sendo que &7 difere apenas pelo fator n/{n — 1}, introduzido pelos au-
tores de forma a obter um estimador nao-viciado.

Proposicio 1 A distribuicdo de oy € dada por:

e

ot
G, ~ N (a ?—) .
¥i

X 1
B(on) = B (5™) = FE(X.) = ;-atn = a (1.25)
Var (a) = V ( *) Der(x, )= S o O (1.2.6)
aria — ar § e o e ari. T v o e, 1.2,
! te /12 "' 12 t,

Como X, ~ N (al,,0%,) e por ser & uma fungao linear desta,

temos que @, também é normal. [

Proposicio 2 a, ¢ consistente se ¢ somente s¢ a seguinte condigde for satisfetia

lim ¢, = oo. (1.2.7)

n—x

10



Prova: Note-se que E{a;}) = a e 1.2.7 nos leva a:

litmn Var(a;) = 0. (1.2.8)

s GO

Assim, 1.2.7 seria suficiente, por Tchebyshev. Para provar a ne-
cessidade, note-se que a funcao caracteristica de 4, é dada por:

e que ¢z, (s) ~+ explisa), isto é, d, % 4, se e somente se 1.2.7 ocorre. Sabemos
que, se uma seqiléncia de varidveis aleatorias converge em probabilidade para uvma
determinada v.a., mesmo que degenerada, sabemos que essa segiiéncia também
converge para esta v.a. e distribuigao. Aplicando ao nosso caso a contrapo-
sitiva desta afirmativa, se nosso estimador nao convergir para « em distribuicao
implica em que nio houve convergéncia em probabilidade, provando-se, assim, a
necessidade.

Para gue enconiremos a varidncia de 67 de uma forma elegante,
devermnos introduzir a notagao matricial. Definamos:

);fi ‘Xig — Xii

Z - ® Shnraa B
Vi Vi -1
— F '
e = 4 (\/Z]_: Vil \z{fra - tn—-l)
S, = ok,

Temos que & ~ N (ug, £g). &} pode ser escrito na forma matricial
COMO:

o‘i’ L m— Z;C Z, (].2.9]



Proposicdo 3 A esperanca € @ vandneia de 67 sdo dadas por:

L n—1 ,
o (52) . 21 o2 1.2.10
(6%) - ( )
Varlédy = Z00. i, 4 1.2,
(6%) o (1.2.11)
Prova
1 [ 05
LGy = B - -
i Y yel 2:9 'fgw-]_ rn
1 n }:f, - Xi,_ 2
— i ZE ( l) _ E ( iy
n | o ty o1 t
S ) Dy LTI B ICAEA o PR FUR
n i\ tn "
1 -
= ( 0'2 s 13:2 (f: t:—]) 02 aztr;)
R FE=N ] LERY
1
I ((n ~ 1yo® + a%t, azxﬂ)
n
"o ]. @
= o,
n
Temos, por Searle (1982} pag. 355, Var (Z'CZ) = 2ir (CEy)’ +
4y CEzCuy. Como Cly = Co’ll, = ¢*C. Seja M = C? = |m,,]. Temos, entao:
RN e I 2
e S S () o
FE | kit
_n. ] *
= dzdk ot ti - Zd;tn ot C{f = ii - dztn
k71
e
My =) Gtk = D Gkl Gyt €y,
k=l k’;'éfr.?
= ). (“"v"’dxdfc) (- Vdsd,) = Jdud, (- &)~ \Jdud, (1~ d)

i2



Assim:

Note-se, ainda, que:

noow
2 T T .
bl L L HaTH g fly —~ O

=1 g=1

= 0%yl Mg

LEN]

(L pim, + meuug)

177

= ator (iz o (L L d.d. )) = ()
] v I

Temos, portanto:

. R i ..
Var (of) = Var (Z'CZ)
1 '
= _Ei_i (2?‘?’ (QE?) + 4pe Clly (J,l‘.&':‘_ﬂ}
| 2(n — 1}
. Y g Pigtet = 0 M 4
nst? (n - 1)t n?

lim E(5})) = o’ (1.2.12)
lim Var(g]) = 0. {1.2.13)

Assim, por 1.2.12¢ 1.2.13 | utilizando 'Ichebthev &% é consistente,
independente da janela tomada.

13



Notemos que as restrigoes impostas 2 janela de observagio sao ne-
cessdrias apenas para garantirmos a consisténcia de a;. Como desejamos que
ambos os estimadores sejam consistentes, devernos atende-las. Uma boa proprie-
dade, com relagao aos cilculos computacionais, de 4; se perde entretanto em 64
para o seu calculo, utilizaremos toda & nossa amostra.

Proposicao 5

no, 5
— a e X .

1 Xin-1
ol {n-1}

uma forma guadrdtica, em um vetor aleaidrio normal n-dimensional. Com isto,
g%&;f pode ser escrito da seguinte forma:

CZ. (1.2.14)

e , por Searle {1971} pag. 57, :t.l;_c tem que ser idempotente para que é%ﬁrf tenha

distribuicao ¥*. Seja M = C? de forma que:

m“ . .{i j— d’ltﬂ- possy tnt‘,ﬂ“

e
Moy = =/didytn = tuey 17 .
Assim, ﬁl_c é id.e.mpotenf,e e, COﬂﬁeqﬁentemente;
T

n ., ; 1 1 "
b~ (*r <~—-C) g T ;L’EC;LZ) . (1.2.15}
by 2ty

(O parametro de nao-centralidade & dado por:

1 1 G 1 [ e o
1y ( ----- C) g = L fofd€ay = -— }_‘,ur,’;ct 22‘ B Gy
o 4 {n il gl tn LE ¥ G
az b | . - ——
= Yt - d) ~ 23 i,
o=t 1y
a* {5 O L at {, & |
W e f; (d;) - 2 Z{ C:[q d‘? = .'{'!‘E. e L Z dadj oo {:}
Zﬂ ) e [ tn [ T

14



1. Tief =l e wer1915 B E2) e
Por 1.2.10 , E{67) = “5-"0" e, por 1.2.15 , E (020]) oy (iﬂ ,},

podemos dizer entao que r (i_l" C) = n - 1 e, conseqlentemente:
[

Ser-nos-ia interessante montar intervalos de confianga para os nos-
s0s parametros baseados em nossos estimadores. Para isto, necessitamos do se-
guinte resultado:

Proposicio 6 &, ¢ 67 sao independentes.

iy = —E'Z, | (1.2.16)

onde E = (\ff{, Vi

Por Searle {1971) pdg. 59, &; e 67 sao independentes se e somente se wlw--E'Ey(‘ ==
=4 i ntl /]
i
,. iste &
ot
—= BT, C = 0,
nt?
ou seja, ternos que provar que E'C = 0,. Temos:
b T
E'ClL = 3,05 = et + Y €4C0
=1 3F )
I f y .
= \ftt — 1t (tn — (tz - zt—-l)) - Z \ij - f—';:w---l\/(ts - tt—-]) {39 - tJ“-I)
: 7
=\t bty - 3 Vi =t (ty = tye0) =0
7=1

p—

Logo, &; e & sdo independentes. [

A fim de construirmos intervalos de confianca para @, terfamos:



i) se o* for desconhecido:

LA 2
;‘“2“‘71 ~ X{nw].}
[ 4
a0y -
_}_e___n__(_gl ........ V. N(0.1),

ou seja,

¥, - l)tn (‘ii e a‘)

i
\anﬂ']

~ o)

Para um intervalo de confianca de 100(1 ~ «}'%, terfamos:

o H
Wi - 1, {8 — a) o D,
F E\’ e ; Lgu | =P —ge < %‘(W"":T:;L”' {1 ~a) Css | =
; VRO i : z \z no; 2
R [n . T
P i1 § e G188y S Gy 4 § e 18 = § — o
\ {n -1, °? \ {n - W, o ?
onde g2 é tal que P (t{_n_l} < Sxéa) =1~ g Assim, nosso intervalo de confianca
seria
,\ — - —
a et #5 R ETIN 7 4 e S 153
\rr (?1 b }]zn - \III {ﬂ - I)tn
i} Caso 6* seja conhecido:
i ;';f(_- &,1 -— {i ; i - & . .o, o
P !L_‘"‘__(______)._i Lagl = Play ~ —=re <@ <y + =z ] = 1— 0
g ! ? Vin ¢ Vie F

onde zz ¢ tal que P (1’; <z } = 1 - 2 gondo 7 ~ N{0,1). Com isto, nosso

2

wls

16



intervalo de confianca seria dado por:

Um intervalo de confianca para o? é facilmente obtido, pois:

., 8 . R
P (__“_G"»i- f_: q&) a— f) (o_-‘: ::\: o—f) = gy,
(2 ; . Jo

onde ¢, ¢ tal que P{Q < ¢.) = o, tendo @ distribuicio X?n-—l_]‘ Sendo assim, um

intervalo de confianca de 100{1 ~ «]% de o° baseado em &7 seria dado por:
Z
(B, M"Mwa‘:[z)
G

1.2.2 Estimacao pelo Método dos Momentos

Nesta subsecao, iremos trabalthar com o método dos momentos con-
tido na Definicao & do Apéndice A, para, posteriormente, comparar os estimadores
de a e o, por este método, que serdo chamados de &; e &7, com os obtidos pelo
método de maxima verossimithanca.

0s estimadores pelo método dos momentos nesta monografia serao
calculados de forma que sejam a solugao de uma equacao em que se iguala uma es-
tatistica de nossa amostra cuja esperanca seja uma funcio linear de nosso parimetro,
gue ¢ conhecida como momento amostral a sua esperanca, conhecida come mo-
mento teérico.

Neste caso, temos, por exemplo:

Xy, — X,
K ( L —i——j) = 1
tl - ti—'l .




----------------- (0" (b~ tn) + & (6~ 1)) = 07 4 a1, - 1)
1, — 1oy
Segue que:
- ]. rj‘* X}f, ----- ‘er 1
P N oot Lot 1.2.17
“ né} LA Y (1.2.17)
e
s s T e
-H_Eji’ .?‘ &?L (fg — t'l*-f_) it '}56’; “2" &%tn o= Z 3 t f 3 l)
15} =l v el

Com isto, nosso estimador de e é dado por 1.2.17 e o estimador de o°, por:

.y} i (Xt —Xu_v;)z

2
t : t {3 Xo — Xo,
70 mm e —_ B A, Ll
1y ?:; f, —t,_4 n? (2; ;

Notemos que nenhum dos dois estimadores coincide com os respectivos encontra-
dos pelo método de maxima verossimithanca. A proposicao a seguir nos da a

{1.2.18)
distribuicdo de a,:

Proposicio 7 A4 distribuicdo de a; € dada por:
I m
- ~r A
@y ™~ N (a, ;;L (f} - te—-l) I)
1=

a7 € nao-viciado e

- ~ ] E-\ “Xt T Xt
%% = Va e BT
ar (@) ar (n%} t— 1 )
1.z 1
= LNt 7 ——Var{ X; -~ Xi,_,
n2 ; (tg — 4, i) - ( 4 t )

L1 ]
= O":—QL (t; tt 1)
n =1

18



Além disso, sendo 4y uma combinacdo linear de v.a.s normals in-
dependentes, temos que 4, também ¢ normal. )

Uma importante propriedade nos é dada pela seguinte proposicao;

Proposicio 8 a; € consislenle se € somenle se:

LI (A S N
lim i { - 0 = . (1.2.19)

Fher O A

Him Var(a) = 0.

r—+ e
Portanto, 1.2.19 ¢ suficiente para que &; seja consistente. Devemos, agora, provar
que esta condicao é também necessaria. Sabemos que a fungao caracteristica de
g; é dada por:

érﬁ;{‘s) = eLp (36(1 - G;Z(gﬁ . tg__l)“} )

Para que 4, convirja em distribui¢ao para a, devemos ter ¢y, (s} — ezp(ssa}, que
ocorre se e somente se 1.2.19 for satisfeita. Como a convergéncia em distribuigao
para nma v.a. degenerada implica na convergéncia em probabilidade para esta
constante, estd provada a necessidade, [

£ importante observar ¢ que para ) ser consistente, nac podemos,
a0 aumentar a amostra, diminuir excessivamente a diferenga entre os tempos de
observacao; assim, devemos anmentar nosso intervalo observado & medida em que
aumentarmos o tamanho da amostra. Aqui, ndo nos basta, como ne estimador
anterior, conirolar t,,. Devemos controlar todos os elementos de W, de forma a

obtermos consisiéncia.

Proposicdo 9 A esperenga ¢ a varidncia de 67 sdo dadas por:

E (af) = g2 (1 _h Z (t, - t,__.l)"") (1.2.20 )

100, {1,
“T ------ (—:—L(t; -t ) 1. (1.2.21)

n*
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Prova
E(@) =51y K- X)) 1 (i: X - X, )
C3 B A nt AT -ty
vvvvv E r_" ____[____ . . “ tﬂ. , :EL\ X}“ e -'er i ?
” (%? : t lﬁ‘ {At, - .)Li _1) - ;;jﬁ (%}4 “W;}“‘"f";:“i ----- )
- l . __,__l;___._,. ('V ; ( Y, - X ) o (X X 2 ;

|
!

to [ (X - Xy =X, - X VY
SR % e by L pINT e ey
s (vor (SR )+ (p(E Bz

1 !’? 1 9 G g pis
N e t, — 1, cat{t — 1, -
n (1:’:3 ta tzwl (g ( 1) e ( ’ ' 1) )
te [ & 1 . S (X - X\
-y g 67 (tz - tz——]) + E ( : A
?‘2,2 (‘; (23 - t‘i—l) (;%I iug - t!—l
1 ﬂ"\ .l —ﬂ’—\ tf i‘\ 1
-1 ( o 4 @Y (b tey) — 20 (b~ tg)
oA 3 LLa—
tn [ On 1 ’
-2 (L —————————————— a(t, ze-.l)) )
e e f: - tt-»]
4 ot tr . f
= g 4 a° - 0'2 "'r%' {fg i, 1} e "“‘r}“{lz
Te 12 . ’ ti

li
1
w1
(33
e
—
i
|--u
| B
it i
[
.
)
-
[ ™
-
i
bt
ppS—
i
-t
mramssme

Para o cdlculo da varidncia de 67, utilizaremos novamente a notagao
matricial e as definigoes usadas na Proposicao 3. Analogamente ao caso do esti-
mador de maxima verossimilhanga, podemos escrever nosso estimador na notacio
matricial:

2 1 .
gy = ;gZ’FZ. (]..‘322)

onde Z foi definida na sub-secgdo anterior € Fo., = | fi,1 é de forma que:

2
&,ﬁfﬁ :jn =
fij jussd } t(m s # P
i,



Sabemos, por Searle {1982) pdg. 355, que, sendo Z um vetor
aleatério normal n-dimensional, a variancia de nosso estimador pode ser calcu-
lada da seguinte forma;

Sﬁja. Q o= TQTTJ o= Fz:
n L
gy = }_thkfks = Z f;i
k=l kel

S ( _"'1__.) ", ( Tffff:;;;?.i%)z
Vi) 4

N i 2 ntd? —2ntdi, + 1]
IIIII k1 dkdi ) d?
Lot it 250 4
- .
€
S s fn tn nid, — iy L
T Rl v |
| k;ﬂi 2 ‘\/dzd}: V’dkd d‘l \ffd;dj
( i, ) nid, -1,
Jéd, d;
P, e nidi, — 12 nid,t, - tf
= 3 thdw/dd, e n Do
g du/d.d, dy\jdd,
taSor  dpt ~ 20t
= i, =
Ve,
Assime:
G |
%=, taShi g~ 2 Vs

Vfdi d,
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Temos entao que:

tr (FEz) = o*1r (Q)
_ géi\n“‘d - 2m*t, ; t2n  dit
4

=1

7 n 2
o (n‘r’ — i, > & 41 (Z d:i) )
=1 ton}

i

Lt T n
1Py Fug = oy Quy = 0" 5 g, = o (Zu-fqu )_,14 #;fm)
(=51

1=l 3=1 oy

f.‘ 4({ — ‘3 2 " Tt i _)1‘ — ! . d }._—v .
e (Z‘ d, N, 12 3% + L \/d1 ‘g@i?; S 2n )
d‘g FE ‘\’.';dﬁd‘j '

r Tt n 3 n
i {I252 (nd Z d1 — t'n (Z 2’)'3,2 o Z 2?12) -+ Z dk ! ( “t }_{t ) )
FEE g} L

=y =1 Ao 3| =y

N 1 1 5
Var (&f} = ;E-V{Lr (Z'FZ) = e (2tr (F%z)" + 4;1,}11?33}7‘;43)

1 2 L3 Lo 2
- 4l 5 5.0 IS WU I B P | E
= 20" [ n' - 271, Eld: + b Eldi +

; = 4=

' n
4a’o* (nzfi Z dt - ra,4'tn))

L ]

|i
| b
s
NS
o
mowh
4
[N
ey
o
L
i
o
T
!
e
B
Tt
e
[ 2
|
B oih
wi;?"
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—
b
it
b
|
Yt
[N
e

n 1" TS ) ]
date” (12 . _
L (n’; Z”; (t, 4y} " 1) [



Na proposicdo, exibiremos as condicoes suficientes para a con-
sisténcia de nosso estimador:

Proposicdo 10 Para que 67 seja consistente, temaos como condicdes suficrentes:

(1.2.23 )

(1.2.24 )

i {&? —_ z Iy =
Jim B (51) = o (1225 )
Jim Var (57) = 0, (1.2.26 )

temos assegurada a consisténcia de &7. Vermos que 1.2.23 implica diretamente em
1.2.25 e que,para 1.2.26 ocorrer, devemos ter:

(1.2.27 )

1.2.23

i

Temos gue 1.2.27 pode ser colocada como soma de produtos de
e 1.2.24 . Assim, estas condicdes sao suficientes para a consisténcia de 9%,

Estas condicdes podem ser interpretadas da seguinte forma: 1.2.23
implica ern que nao se deve deixar que haja um desequilibrio muito grande em nossa

janela de observacdo, ou seja, nao devernos tomar nossos incrementos convergindo
para O pols esta convergéncia poderia ser rdpida o suficiente para que 1.2.25 nao
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ocorresse; ¢ 1.2.24 implica em que 1, pode crescer indefinidamente desde que
seja de ordem inferior a n, iste €, os acréscimos devem ser feitos de forma a o
dltimo tempo amostrado ter uma ordem n” 0 < p < 1. Por exemplo, basta-pos

a condigao 1.2.23 .

A proposicao a seguir nos dé a distribuicao de &7 sob determinadas
condigoes.

Proposicao 11

oy 2
o2t ™ X1
se e somente se
nt =ty (6t} (1.2.28)

gl

'
n AN T A
— 7 T —— (1.2.20)
ot cnto
Com esta eXpressao, temos que provar gue rj,F é idempotente.

" ; 3 4 L. - o e e
Sende Quup = g,] = F? e substituindo {, Sk, dkl por n°, terermos:

ntd, - 2nM, + 2R 4y

= n Lkl ™
G = 7
I L L
| d, 4,
= ?1-2 f [
£
ﬁn. E:m:% d]_ci - 2??(2
gsj w ?r;l 'fm ,,,,,, —
V dg d}
— ¢ n h,,m%ilj R __t_e}_____
" \ dgdf‘? \(,-(‘dgd-j



ouseja , F/ n? ¢ idempotente se e somente se 1.2.28 for satisfeita. Substituindo-se
1.2.28 em 1.2.20 :

O parégmetro de nao-centralidade é dado por:

Wy Fug = lJﬂaqﬂ,

3l
1 {3~ .
== “‘“‘E' L H, fw + 2 L Hafly ft.’!
n =1 ey
ot [ nld, 1, L R
= — dt -7 2 L ff df d _—g:::
e =1 dt s<j-\( v d"d.?
a* | , R
- ;-nhmnumugxnmﬂ = 0,
8 LR
Logo,
no; 5
X {n—1.0) = x* {n—1),

desde que 1.2.28 seja satisfeita.

Novamente iremos encontrar intervalos de confianca hasecados em
nossos estimadores. Para isto, seria interessante descobrir em que condigdes a; e

&% sao independentes.

P ~ ] B - bl -
Proposicdo 12 &, e 67 sdo independentes se € somente sen” = 4, 3., (f, — §,_4)*



e &7 como

1
iy = ~HZ, (1.2.30)
T

HF = ¢,,. Comuo:

para que nossos estimadores sejam independentes, devemos ter

}";a

n® — tn (1{ — tz_l)wi = {}$ (1.2:}’})
+

para todo z, ou seja, ternos gue atender & seguinte condigao:

T
R =, St 1)
2

Calculemos, a principio, intervalos de confianca de 100{1 — )%
para o baseados em g;. Sabemos que

n{a; —a)

o Ty (= tm)

~ N{0,1}.

Caso o fosse conhecido, por analogia & Secdo 2, terfamos o se-
guinte intervalo de confianga de 100{1 — o}%:

Zo, 8y
n -

e

(é VT (- ter) oI (- ) )
rl i 4+ z
2!
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Se ¢* for desconhecido, suponhamos que os estimadores sejam in-
dependentes, ou seja, a condigae 1.2.31 vale. Novamente por analogia & secho
anterior, nosso intervalo de conflanga de 100(1 — o}% &

Para 0%, somente se 1.2.28 for satisfeita, haverd possibilidades de
construir um intervalo de confianca visto que esta hipdtese é imprescindivel para
que &% tenha uma distribuicio conhecida. Neste caso, um intervalo de confianca
para ¢* sera analogo ao da segao anterior, isto é :

1.2.3 Conclusdes do Caso com Tempos Deterministicos

Iremos, agora, fazer um breve comentiario sobre um interessante

aya = G138 = g?%f—;

Var{éga} = E‘;;

6fA =di, = ;?13 (g (Xm - X{s«w})g)z SN
E{&,) = ”iig

Var (érf &) = ?_(E::“;:E_) o

Q interessante a ser observado ¢ que, dada a condigao de equi-
espacamento, ou seja, & — 4,7 = 1j, para todo i, terfamos os estimadores pelos
método dos momentos e de méxima verossimilhanga idénticos, para ambos os
parametros, sendo que os estimadores de momentos seriam independentes. Quanto
as suas propriedades assintoticas, teriamos os estumnadores de ambos os parametros
consistentes.

As propriedades dos estimadores estudadas até o momento nos

mostram que, até agora, os estimadores de ¢ sdo assintoticamente Tnais satis-
fatdrios do que os de a, no sentido de que aqueles sdo consistentes sob gualquer
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espagamento que se utilize, enquanto esses necessitam que nao se diminua de forma
forte o espagamenio, quando avmentarmos o tamanho da amostra; isto significa
gue nao podemos fixar um intervalo e neste aumentarmos progressivamente o nosso
tamanho de amostra. Por esia razao, como queremos que todos os estimadores
sejam consistentes, temos que, 3 medida em que aumentarmos ¢ tamanho da amos-
tra, aumentarmos proporcionalmente o intervalo em que a estamos observande.

Passernos a uma analise final comparativa entre os estimadores
obtidos pelos dois métodos emn janelas mais gerals.

Um detalhe interessante é o de gue o EMV de a no caso discreto
é idéntico ao respectivo EMV calculado na introduciao deste capitulo no caso
continue caso Méx 1, = T, ou seja, basta~-nos tomar uma amostra discreta em
que tomemos como maior elemento de W, o supremo do intervalo continuo ob-
servado para gue obtenhamos resultados idénticos aos obtidos pela amostragem
continua.

;3 2 - g #
Quanto a ¢°, na literatura de amostragem continua, nao hid ne-
nhum resuliado expressivo, visto que as medidas geradas por a7 # o} seriam
singulares, o que impediria o cdlculo de um estimador de maxima verosimilhanga.

Comecemos nossas analises por 0. Vimos que 6 apresenta duas
caracteristicas muito importantes que &% nao possui, a menos que 1.2.28 ocorra:
tem uma distribuicao conhecida, chi-quadrado e ¢ sempre consistente. Isto pode
nos levar i preferéncia daquele estimador em detrimenio deste. Entretanto, para
pequenas amostras, podemos ter o EMM methor do que o EMV. Para isto, deve-
mos utilizar o erro quadréitico médic { EQM ), por serem ambos viciados., Nesta
analise, B (9) serd o vicio do estimador 8. Temos os seguintes erros quadraticos

médios dos estimnadores em estudo:

2{n—1} , ot
= et -y
_____ (2n - 1)o?
N 7

|5

EQM (57) = Var (61) + (B (1))



n? n? —~ n? -
0'4 . 3i32 {t\ _n_‘ -1 1
- 24 w;;f? L L( o b))
TS )
41, . 4a’at, (1, - 1
_—— 1, ~ . R t,—~ 1, - .
n® %( 1) ) n (n*’ %{ (b~ t) !

Jorn isto, para encontrar sob que condi¢des um estimador se comporta melhor do
que o outro, tomemos a diferenga entre os seus EQM’s,

. s iy ot 3t;‘i LN 1
EQM (52) _____ EQM (gf) = - naL(t* _____ thos) l}_,(fg £,y
o=t Fuml
41, & L1
wwwww zg.wugs_ . - ~k
n? g;( 2 )
4a’o*t,, [, & 3
gl s ) 1 {1.2.32
n? (nz E( J ) ( )

Note-se que nio podemos dizer, de forma geral, qual dos EQAM’s
¢ menor , pois, na realidade, como veremos a seguir, cada um deles é menor em
uma determinada regido.

C(JIB@CQ]‘I‘IOS elo cas) e gue aIT.lbOS tém distribui an y* n—1j.
. . k
Sabemos que 1510 ocorre s€1mpre para &y mas necessitamos '{':Oiﬂ'dl’, de B,(ZOI‘d.O COn
1

- P * ~ -1 v ~
a Proposicao 11, n® =, 3%, (2 — t4-1) , para que também ocorra para as.

Com esta condigao satisfeita, os estimadores se equivalem, Um caso
particular é o de equi-espagamento, pois, sendo A como definido anteriormente,
Lernos:

- - "
B A e
1=1 =1

Vejamos em que situacdo EQM (8%) > EQM (6%). Seja:

N SN _
G= Nt~ ) 2 (1.2.33)
n“1:1
Isto ocorre pois, case contrario, pelo Gltimo termo de 1.2.21 , Var (6%) poderia ser

negativa. Se tomarmos 1.2.32 negative e 1.2.33 | temos:

173G 4G 1 dato’t,
g ( )~+« 8 g -1 <o (1.2.34)

n i\ n noon



Assim:

302G% 4 (52 ann) G — (4_3%,;_ 4 02) < 0,

U sela,

L 2ot —dft,)] | 21.TRet 4 alotl, + a'l,
: P2 ‘

A

G- -

| 302 I

i

Tomemos um caso particular: a = 0, apenas para se ter uma idéia
aproximada das regices que favorecem um ou outro estimador. Teremos a desi-
gualdade satisfeita quando:

11

i
— - <G < N {1.2.35)

Logo, neste caso (g = 0}, como G > 1, FQM (61} < EQM (57) se
e somente se 1 < G < 11/86, ou seja, nenhum dos dois estimadores é mais preciso
do que o outro em todos os casos. Seria interessante descobrir a partir de que
valor de (3, o erro quadréatico médio de &7 se torna menor do que o de &i. Seja G,
este ponto. Sabemos, pela solucdo encontrada anteriormente que:

2{c? — a*,) + 2/ 1.T50% + alot, + a't,

(';2 fomng ‘302 ______ —
L2 {o? - a’t,) + 3.5 {o* + a°t,)
- 3o?
. M
=

indicande-nos que basta termos & > 11/6 para que garantamos ser 67 malis preciso
do que &7. Juntando este fato ao de que aquele estimador tem uma distribuicao
x* (n — 1} qualquer gue seja G enquanto 0 outro se e somente se G = 1, 0 estimador
de méxima verossimilhanga pode ser preferivel ao estimador de momentos, Estes
resultados nos levam a seguinte proposicao:

Proposicio 13 EQM (6]) < EQM () se G > 11/6.

Facamos, agora, uma analise da relagao do comportamento as-
sintético dos erros quadrdticos médios dos dois estimadores de o®. Neste caso,
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é interessante avaliar a eficiéncia relativa assintdtica dos estimadores. Para isto,
utilizamos a razao entre os dois EQM’s:

r'" ~2 ﬁ 4 ’ 3 2 Y '
EQM{65) (2n—-1)d' n nb \ o
A, ij gt n? 4a*e?t, (tli i PR
??'3 gme ] 2 g (2?‘1 - 1} g*i nﬂ \ n_'.? [ !

Tomando-se a expressao acima, temos a seguinte proposicao sobre
a eficiéncia relativa dos dois estimadores:

Proposicao 14

EQM (%)

Notemos que as condicGes impostas para que os dois estimado-
res sejam equivalentes sao urm pouco mals fortes do que as exigidas para que o7
seja consistente., Para que o estimador de maxima verossimilhanga seja assinto-
ticamente mais eficiente do que o de momentos, basta-nos tomar nosso intervalo
aumentando de forma drastica & medida em que o tamanho da amostra aumentar.

Facamos uma breve revisao das caracteristicas dos estimadores
por méaxima verossimilhan¢a e por momentos. O primeiro tem distribuicao qui-
gquadrado qualquer que seja a janela de observagdo que se tome. O EMM 56 possui
esta distribuicao caso ¢ = 1. Além disso, note que basta-nos tomar G > 11/6 para
gque o erro guadratico médio do estimador por méaxima verossimilhanca seja mener
do que o respectivo pelo estimador de momentos. Como é possivel tomar & de
forma que a eficiéncia relativa do EMV seia superior a do EMM, sendo sua forma
mals sitnples ¢ tendo sempre uma distribuicao conhecida, hi motivos razoédveis
para se escolher o estimador por maxima verossimithanca ao invés do estimador
de momentos.

fremos, agora, comparar os estimadores de a pelo método da mixima
verossimithanca e momentos. Para isto, visto serem ambos nao-viciados, utilizar-
nes-ernos das respectivas variancias:



Var (@) = -
¢y
. . gt ]
Var (@) = -5 (6~ ti-a)
©oeml

Com isto, teriamos as seguintes possibilidades:

?’22

St — )

ook k=N

@) set, = —r, cujo caso particular € o ja conhecido equi-espagamento,

o5 estimadores t€m a mesma varidncia;

2

hY se t, > S0 ??Jwt N entdo & tem menor varidncia do gue a de &; ou
s =1

A b

?’L2

PN (tz - tzwl)_

Lar=1

e} se by, < i, entao a; tem menor variancia do que a de 4;.

Note-se que {c} eguivale a G < 1, o gue jd vimos ser impossivel,
devido & varidncia de ¢7. Assim sendo, temos provada a seguinte proposicio:

Proposicao 1b

Var (i) < Var (&)

com igualdode se e somente se

~1
n® w by —_ tg.”, ]
‘z

Seja d, =1, —t,.1,0 = 1,2,... . n. Tentaremos, a seguir, estudar o
comportamento relativo das duas varidncias com base nos incrementos impostos
aos elementos de W,. Utilizaremos (@) sem perda de generalidade dos resultados.
Temos que Var {@;) = Var (a;) se e somente se £, 1.0, d7! = n?. Isto implica em
que:

n? = LLM’ E‘dtd;*'degd;I

FEn § KE 1} [T

32



Com iste e mais a Proposicao 15, terfamos:

)

Var (@) < Ver{@m) @ nln—1) < Y (4~ ) {t, —t,0) 1 {1.2.37 )
Ed

Analisemos urmn caso 1deal em que gueiramos controlar nossa variancia
passo a passo. Suponha-se que, para todo n, tenhamos as duas variancias iguais.
Sabemos que o equi-espagamenio, d, = d; para todo 1, ¢ uma condigao suficiente.
Iremos provar, utilizando-nos de inducao finita, que ele também serd necessdria.

Para n = 1, 1.2.36 vale sempre. Para n = 2, temos, por 1.2.36 |

que:
-1 3
2 — d]d2 il d:;‘)d] .
Seja ¢ = dp/dy. Temos:
d od
P ﬁ_ﬁ{h -+ M%q
Cdi d; ’
equacae que é satisfeita se e somente se ¢ = 1. Provamos que vale também para
n = 2, Suponha-se que valha paran — 1, Temos d, = dy, 2= 2,3,...,n—1e, por
1.2.36
71 -1 -} -1
. oy - —F X -1 . P e . -1
nin-—1} = Ldldj = L dd;" +d, 1‘ d, + d, Zdn
-y - 2==1 121

= {n—1){n-2)+d di (n— 1)+ dud; {n— 1)

levando-nos a:
2= d; dy + dnd;,

cuja dnica solucao é, com raciocinio andlogo ao anterior, dy = d,,, ou seja, acabamos
de provar a seguinte proposigao:

Proposicdo 16 Var(a)) = Var(a:) para todo n se ¢ somente se t, — {4y = 1
para todo 1.



Quanto a eficiéncia assinidtica, teriamos:

Note-se que o termo cujo limite estamos tomando é (¢ gue sabe-
mos ser maior do gue 1 ou igual a ele, sempre, ou seja, o estimador de méxima
verossimilhanga de @ €, em geral, assintoticamente mais eficiente do que o respec-
tivo estimador pelo método de momentos, sendo que ambos seréo assintoticamente
equivalentes se e somernte se lim, ... G = 1.

Analisadas as relacbes de eficiéncia dos estirnadores de a ¢ o7 pelos
dois métodos em estudo, parece-nos gue, neste caso em que o8 tempos de amos-
tragem sao deterministicos, o melhor método de estimagao seria o de maxima ve-
rossimithanca, visto que ¢ estimador obtido por este para a tem sempre variancia
menor do que a do obtido pelo método de momentos. Quanto aos respectivos es-
timadores de o°, 0 de méxima verossimithanga se apresenta sob gualquer esquema
amostral comn distribuicao qui-quadrado, enquanto o de momentos necessita de
G =1.

1.3 Tempos de Observacgao Aleatdérios Observaveis

Como explicado na Introdugao, consideremos aqul W, uma janela
de ohservacao aleatdria cujas observagoes das varidvels aleatdrias que a compoem
fardo parte da amostra, ou seja, conhecemos, a posteriori, em guais fempos amos-
ITAIN0S O NOSS0 Processe X.

Por ser W,, uma janela aleatdria, denoturemos 0s seus elementos
nao mais por ¢, e sim por 7, 1 = 1,2,...,n. Assumiremos seretn 0s 7,’s 0s tempos
dos saltos de um processo de Poisson de parametro A. Temos, entao, as seguintes
propriedades:

= Oe Wo =0 a.s.

W, I W, ~ N{G, t],se te W,

COV (W, W, | W) = Min(z,5), se tﬁs Wu

Wy~ W, i W, ~N ({) 1= s},set,s € Wyef—s¢ R (1.3.38)

COV (W, -~ W, W, ~ P We) = 0, se f,s,u,v & W,
et-—s,v——u,u——i&}Ré. :

5, = Ty bt o~ Exzp(d) 0= 1,2,...,n.

Por hereditariedade da independéncia, unicidade do jacobiano da
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transformacao e o fato de que as varidveis serem Normals dado W,, temos as
seguintes propriedades de X = {X,, t € B, }:

X | W, ~ Niatto®),setc W,
COV (X, X, | W) =Min{t,s)e?, se t, s W,

Xe= Xyl Wy ~Nia(t—3s),(t—s)o%),set,s & W, {1.3.39)
et—s& IR,

COV X~ XXy - Xy i Wo) =0, se f,s,u,0 6 W,

et —s,v—uu—t& .

1.3.1 Estimacgao por Maxima Verossimilhanga

Utihzemo-nos de uma notacao andloga & da Secdo 2. Assim, nossa
amostra seria A = {X,, X,,..., X, ) e definamos B como sendo B = (A; ¥,).
Note que, se tomarmos A, = (Xn,}’{,-g — Xy, Xy, — X,,w_i)’ e
T = {r1,78 — T1yeeryTn ~ Tn-1)» 05 elementos daquele vector dado T serdo inde-
pendentes. Tem-se que os elementos de T também serao independentes. Defina-se
B, = {A,; T}r. Em termos de funcao de verossimilhanca em a,06° , B, mantém as
propriedades de B com a vantagem de que adquire as facilidades resultantes das
propriedades de A, e T,

£ conhecido o fato de que, no caso do processo de Poisson, os
incrementos dos tempos dos respectivos saltos sao independentes e identicamente
distribuidos, seguindo uma distribuicdo exponencial de pardmetro A, ou seja, 7 é
uma v.a. n-dimensional cujas marginais sao 1.¢.d exponenciais de parametro A.

Sabemos também gue o processo de Wiener tem incrementos in-
dependentes, ou seja. como se vé em 1.3.39 , as componentes de A, dado T sao
independentes com distribuicao normal n-dimensional. Temos, pelas propriedades
de velores aleatéorios, que:

L (a_..cf2 B*) = fB. (,i;asﬁﬁ)
= fa, (:.l:;a,orf3 1T = t) fr (Z;a,oz)
= fa. (_x;a,az T = ) fr {8,

visto que a distribuicdo de T independe de a e o*. Assim, para maximizar a nossa
funcio de verossimilhanga, basta maximizar f {A,;a,0° | T'). Note-se que tal ex-
pressao é funcionalmente idéntica a funcao de verossimithanca da Secao 2 a menos
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da troca de t, por 7,. Com isto, nossos estimadores de maxima verossimithanca
sao funcionalmente idénticos aos antericrmente encontrados:

X,
fg et 1.3.40
iy = { )
2
' 1 [ (A~ X X2
6 = L.( ) X (1.3.41 )
T P R PO | Tn

A . E F . . >

E interessante notar que, se A for desconhecido € o quisermos esti-
mar, terfamos, por 1.3.38 que 7, ~ 7,y 1.4.d. ~ ezp(A), ou seja, podemos estimar
A por:

Voltando ao caso em que A é conhecido, temos os seguintes resul-
tados quanto aos nossos estimadores:

Proposicdo 17 A esperanga ¢ a varidncia de G» sdo dadas por :

El(a) =a (1.3.42)

Var {is) = o’ —— . n 2 {1.3.43 )

Elas) = E (“)E_) =K ( % (% ! wn)> -y (;_Mﬂ_) o



i( ar (é‘} ) I

Caso n < 2, a tltima esperanga calculada diverge, sendo portanto necessirio que
a amostra tenha no minimo duas observagoes.

Proposicdo 18 a4y € consisienie, independente da janela de observacdo amos-
trada.

e, por 1.3.43 , que:

lim Var {a,) = 0.

¥ T2

Pela desigualdade de Tchebyshev, d, é consistente.}

Proposicao 19

x,/:Zn: (ag - CL)

ol
g | 7y~ N (a, ------ ) , {1.3.44)
. Tﬂ,
ou seja,
N 7 {z — @)’ .
Jasir {z} = ;ﬁ;;fﬂp T (1.3.45)



Temos, entaoc:

O o5l
fel {I_'] o o fi T (J P) dt = o f‘r,, (1") fﬁ—._riar,,-‘:rr; (T] dt’
© A" ; VU v(z— a)
. T " exp (—Av) - S eTp ( ----------- Y dv
An OR - 1 I (I J— ﬁ)f
= \,2};;}__[}:—) A " fezp ( ------ g ) exp (- Av) dv

onde L {f} representa a transformada de Laplace da funcao f. Se tomarmos s = A,

2
k= n % e m = E?%;—I)«, teremos;
I (k)
Ll eap (-mu)} = —— ;
( ( )) (s + m}*
isto implica em que:
S (2) An r (n--i %)
g (X} = P :
ie ‘el (n gy ni
2a
I(n-t—}—) L RS ANt
2 AN ('T ‘2)
S 2 27 1
' (n) ( ! g) ( RSV )
Tomando ¥ = \{%ﬁ’l@»:—a—)
\52}\0
V2o (\/’E)—\d )
= === N o b €r
fr {y) o Jas o Y
, gy —n-l
) ' V2Ag., . )
V8ol (n+3) (Bgvra-a)
e (2?&10 ) 1 =
ven  T'{n) 2Mo?



1 T (!’? + é) i yg S

Vanr  T{n) " 2n

ou 86ja.,

Esta proposicao nos dd um resubtade muito interessante pois, a
menos de uma operagao linear, no caso uma translagio e uma rotacio, & segue
uma distribuicao 1 de Student e sabemos que, sendo Y uma v.a. com distribuicio
t de Student com n graus de liberdade, temn ela a seguinte propriedade:

y 4 N(0,1), quandon — co,

Termos, assim, com relagao ao nosso estimador:

Iremos agora analisar as propriedades do estimador de ¢,

3 - - - n 3 ~
Proposigao 20 A esperanga e a vartaneta de 65 sae dadas por:

onados aos tempos observados, daguele estimador serao funcionalmente idénticos

aos mormmentos deste;

5 . n—1 2 .
E (6] | W) = ——0 1347
(g~ - n i ( ")
. e 2(?‘3. - 1.)
v 52w, = 4 1.3.48
ar (0«_ LW ) e o (1 )



Como 1.3.47 e 1.3.48 independem de nossa janela, ternos provada
nossa proposao, [

Proposicdo 21 67 ¢ consistente, independente du janela de observaclo amos-
frada.

Prova:Tendo &; as mesmas esperanca e variancia de &% e sendo este consistente,

fica provada a nossa proposi¢io.

Quanto a distribuicao de &7, temos a seguinte proposicao:

Proposicio 22

o3
na; .
";;j;" P Wy~ Xfﬁ_l) {1.3.49)
0 que nos leva a:
o3 {z) = Tszim, (2} Jw, (w] dw

]i'lrt.

tendo em vista a independéncia da distribuicao de 63 em relagio & janela. Assim,
por 1.3.49 ., chega-se, finalimente, a:

~2
na E
et 3 2 5
oy Xinenye M

A proxima proposigao nos 4 um interessante resultado sobre os
nossos estimadores:



Proposicdo 28 &, e 67 sdo independentes.

visto que &5 independende de T. Utilizando-nos do fato de que as trés v.a.s em
distribuigoes absolutamente continuas e trabalhando com o conjunto

guestao tém
{t : f+ {t) > 0}, temos:

dagOa.t AT It faz’T [2‘:’ i} fﬁ:-") (y)
) fr {8 '

Stmplificando-se a expressao acima e integrando-se em ambos os

lados em relagao a ¢, obtemos:

Lfag__,az,r {z,y,8}ds = .L faa,7 (2,8 fas (y) ds.

A primeira integral representa a fungao densidade de probabilidade
conjunta de nossos estimadores. Quanto a segunda, sendo 67 independente de T,

representa o produto das duas fungdes densidade marginais, ou seja:

P

faggag {(£.y) = fa, {z) &3 (v}. 02

Fsta proposicao juntamente com o resultado 1.3.46 e a Proposicao

21 nos leva & seguinte proposicao:

Proposicao 24



e, pela proposicao 21:

Gy g
....‘..._; 1 =0
o

e, ainda, pela proposicao 23, utilizando-nos do Teorema de Slutsky:

Como na secao anterior, iremos agora construir intervalos de con-
fianga para os pardmetros ¢ ¢ ¢° baseados em nossos EMV's. Comecernos pelo

caso em que o é conhecido. Temos que o estimador de @ segue uma distribuicao
absolutamente continua de forma que:

. P
. VAG . vV Ag
P flo — = So S S fg b o w8 =S (4
V" " - VERT
onde s» é tal que P (l’:{gn} < k"::) s ] — g Assim, um intervalo de confianca de

100{1 — «)% seria dado por:

v‘[)\a o We
@y — S, @y 4 e S

NN

Como &; tem a mesma distribui¢io de &7, podemos construir um

intervaloe de confianca construido a partir daquele estimador andlogo ac deste, isto,
é:



Neste esquema amostral, caso ¢* nao seja conhecido, s6 poderemos
montar um intervalo de confianga para a de forma assintética. Utilizando-nos da
Proposicao 24, temos, analogamente aos intervalos normais que, para n grande,
urm intervalo de confianca de 100{1 — o) % para a é aproximadamente:

1.3.2 Estimacio pelo Método dos Momentos

Estudaremos, agora, os estimadores de ¢ e o7, pelo método dos mo-
mentos, que serdo chamados de a; e 6%, Como veremos a seguir, este método nao
produz, para esse esquema de amostragem, estimadores aceitaveis. Para que pos-
samos encontrar estimadores de momentos, devemos encontrar fungoes de nossa
amostra de forma a igualarmos os momentos amostrais aos momentos tedricos.

Xy, = X X, X
o QL S Tewd = E ( O ST = Y i W, = a
T T Ty — Totl
e
2 2
A-'r o ){r,._. Arf‘ - X -
E ( ‘) ~ EE (WWL ..... : ).. | W
T Ty Fig
9 o 2 ﬁ-z
e E (0— + a” (Tw, T‘;w])} el L ‘:i"',
Assim,
1 X~ X
iy = - . 1.3.50
: T % Ty = Ty ( )
£

. _ "X L X 2
5t = - PR - A ;:)_\. L W:W:WJI:.:;A) : {1.3.51)



Neste caso, 03 terd uma propriedade nada desejavel que se refletird
na sua esperanga. Sendo:

J‘Xri — .Xf)h — ‘X:;—! o
L =1 T 15

teremos certas condigbes sob as quais 67 < 0. Isto acontecerd se e somente se:

| n JX:E ; - ){t 9’ |
AOEEE S o))<

2}

isto é,

noX?

() (e () (6, X, )
nl\s__l Ty — Teo1 < ;F_} (7, — 71) {7, — - 1)

Note que &2 que é um estimador de um parametro positivo que,
segundo as condigoes acima explicitadas, pode assumir valores negativos com pro-
babilidade positiva, 0 que nao € uma propriedade desejavel.

Proposicdo 25 dy € ndo-vicigdo com varidncia infinite, ou seja,

Eles) =a (1.3.52)
Var (a3 = occ. (1.3.53 )
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ande £y (") = fx 'f\"fli?p(-— )\s} ds de forma que £y — co quando s — 0.

Proposicdo 26 A distribuicao de ay € absolulamente continua com fungdo den-
sudade de probabilidade, f3,{z), dade por:

A2 )i ) fw S h A}Et G Gt PP d
. " :d I - - rer . - 2l m—— 1 . ——‘—-— _________ - - e z ,
" ( " '[ij G gus ] T f’z:p 2= | 02 E?'—;} f:l i !

Prova: Como @, é funcionalmente idéntico a a; , temos:

0.‘2 " .,
flg I T ~ N ((‘1 ,;;2 Z [T'i o 7}—-1]-_2) '

ou s&ja,

3 —'% P 2
2 2%~ A n*{z -~ a)
faz } T (1‘) = (2?1’?1. 2yt L (T’t — ’;’1.,“1) ) exp (__ " —-1)

Temos, entao:

b o]
Ja{z) = | f Jaor (2) fr (1,12, - ajdindt, g ... d
’ ) n . f_‘ “ ( )2
o ] - - nvixr -~ {4
e e 2an tet S {r, o~ Toa)” ! exp i — -
‘[U /{"’1 ( :{:; {§ % .I.) ? (;2 S:z-l (?—3 - Tf"'l) '
I ezp(=At,)dtnia-s)
3=1
r b -3 [ Ll B 1 _i A zn: n’ (.’L‘- - a)z
m= onA” {2mo”) T / i expl— i, ~ — i -
" ( ) 0 Jo (%{ ‘ P =1 AR
d—lgﬂdtﬂ.v...l - d'f-; O
Proposigido 27
E (&3) w00 (1.3.54 )
Var (&:f) indeterminada. (1.3.55 }



ZJ (&3) - E _'l.: i‘ (_§ii____§}:n;};_) e ._1__. ( }1‘ ér_t‘f____.gsjfi;{.) ’
- 1\ n =1 Ty Ty ne A f;_; 7 T2
’ 2
; - 2
AIESS oo Xo) 1 (XX ) B
T Pt | i ?—3“1 ?22')\ .;:-_v]. T’! o T’t-—l "
1.z R 1 (& ot
= ki~ o° +a* Ty = Ty- — e —_———— +nia’
(?2- ;( ( t l)) ﬂ"z)‘ ('{2:1 Ty = Tyl
1{ . a o, 1
v e | P b g | o ——— hm Ey [8) — ——nlg?
n (ﬂg "3 ) n2r” R (s) niy o
) 1 )
= ¢ {1~ ;Xi%ﬂl{s)) == 00

1.3.55 segue diretamente de 1.3.54 .

Isto vem comprovar o fato acima mencionado de que &) poderia
assumir valores negativos com probabilidade positiva. Mais ainda | leva-nos a
inferir ter sua distribuicao uma cauda inferior pesada.

1.3.3 Conclusces da Janela com Témpes Observaveis

Novamente, os EMV’s tém, a menos de constantes, distribuicoes conhecidas:
b

Vonlay —a)
V2ho o
Al
.05 p
—F ~ (= 1)

o gue os torna muito interessantes para a construgao de testes de hipOteses, infer-

valos de confian¢a, entre outros.

Nao tentamos encontrar a distribuicdo de &7 visto ter esperanca ne-
gativa, o gue é inadmissivel para um pretenso estimador de um pardmetro sempre

positivo.
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1.4 Tempos Aleatorios Nao-Observiveis Ordendveis

Consideremos, agora, seguindo a ordem estabelecida na Introducao,
Wn vma janela de observagdo aleatdria cujas varidveis aleatdrias que a compoem
nao sao observaveis, mas tem-se conhecimento da ordem em que amostramos o
NOS{o 'processo X. Isto quer dizer que os tempos em que os fempos em gue o
processo { X, 1 t 2> 0} serd tomado ndo serdo conhecidos nem a posteriori. Temos,
neste caso . novamente atendidas as propriedades 1.3.38 e 1.3.39 , visto que estas
SA0 m.dependentes do processo arnostral utilizado.

1.4.1 Estimacio de Maxima Verossimilhanca

Como os 7'5 180 $a0 observéveis, o caleulo da funcao de verossimilhanga se torna
mais trabalhoso e o cdlculo dos estimadores de miéaxima verossimilhaga s6 é rea-
lizavel por meios nurnéricos, como ver-se-a em seguida.

Sejam A, e T como no case anterior. Estamos interessados em cal-
cular estirnadores de maxima verossimilhanga baseados em nossa amostra A, on
seja, desejamos maximizar L {g,0” | A,) com respeito a a ¢ ¢*. Temos a seguinte
relagao:

o o0
e f / fA* (:I?,,tl,l"jg,.. . !n o, o ) dindiﬂ 1 df

0 0

o oo . .
= /{; o fa. (;t:;a,a"[i‘)f-r (taa}dt dipy ... dty,

onde t = {t1,ty,....0n) "

Utilizando 1.3.38 e 1.3.39 , femos:

L (a,ﬁg EA,.() ::-/ Ir (2;&,02) fa. (:c;a, a* {) dt

fony j}ﬁ {}2
_____ LT, (5 ([ )0
o Jo 5 0 /27 (t, — thy) Sori 207




com 1o = O a.s,

Note-se que cada elemento do produtdrio acima pode ser descrito
como uma transformada de Laplace da fungéo -

1 k?
F(r) = g=eap (-
2\/7r, 2o,
i , A a {+v v T &
multiplicada pela constante \—ﬁ—z-ﬂc—r—e:tp (-;;2-- (At, — A:,_l)) ,tomando-se s = A+ 57
X, — X, | .
k, = v )13‘0 Xio1 | er, =1, —t,_y, cuja selucdo, L {F(r,]}, é

LR () = eemn (~ha'5).

Assim, temos que a nossa fungao de verossimilhanga, L (a,67 | 4.)
pode ser escrita como:

. : oA gty E
L (ﬂ P AK} wm 1—[} :;;5; ( + ;jc_r_ﬂ) exTp (Wz (:&T, XT,_”) 4
2N\t
- ()\ + -f—';;) Q L X - X i)
2o+ o
2

Esta fungio, porém, nao nos permite encontrar uma scelugao explicita
de &3 e a5 de forma que L (85,65 | A.) seja o méximo para L{a,0* | A}, e ¢ R
¢ 0 € IR,. Seria interessante se conseguissemos descobrir as situaches em que
existe maximo para esta fungao. Note-se que esta fungao pode ser colocada com
o produto das funges ¢ e A, onde:



A fungao g ¢ tal que diverge, comno fungdo de a e o*, somente se
o -» 0. Entretanto, caso ¢ — 0, h pode convergir para 0 ou divergir, se, respecti-
vamente, log(h) > 0 ou log(h) < 0. Como h é wma fungao exponencial enguanto g
é apenas polinomial, se h convergir, mesmo que ¢ divirja, gh convergird. Com isto,
para que exista um méximo, o termo da exponencial ndo deve ser positivo, ou seja:

2

a / a* 5 V2 &
by Ao ’ R » b
L, ( Mo ) S X - X, <0 (1.4.56)
. E 2=
Como X, = 3.0, (Xﬂ - _X}M), C X <YL L XL - X para que a condicdo

1.4.56 seja satisfeita, basta-nos tomar:

(1.4.57)

s
A
-
-
-+

| &

| [ 2]
i
ey

jo
15

sendo que toma-se | ¢ | no lugar de @, pela possibilidade de que o primeiro termo de
1.4.56 seja o produto de dois fatores negativos sendo que ¢ poderia ser malor, em
médulo, do que o respectivo coeficiente do segundo termo. Tome-se o quadrado de
cada um termos de 1.4.57 . Teremos que nos basta ser A positive. Como sabemos
que o parameiro do processo de Poisson é positivo, existe sempre um vetor de
estimadores de médxima verossimilhanga. O estudo das propriedades assintéticas
destes estimadores seguiria provavelmente iécnicas sofisticadas que fogem ao ob-
jetivo desta monografia.

1.4.2 Estimacdo pelo Método dos Momentos

Em contraste com o ocorrido na secio 1.3, 0s estimadores aqui
obtidos terao propriedades satisfatorias, como ver-se-4 em seguida.

Analogamentie aos casos anteriores, para que POssarros encontrar os
estimadores de momentos, devermnos encontrar fungdes de nossa amostra de forma
a igualar os momentos amostrais aos momentos tedricos. Temos, por exemplo:

by
p——
p
o~
e
B
e
:4
S
e S—
i

M (B (X, ~ Xo_, [ W) = AB (alr - 71)
1

= edE(n—-rny)=a, 1=12,....n
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| (('r, - Ty1) 62) +Var{a{n ~ ‘nwl)))
= A2 ({;EE (r, —73) + & Var(r, - ?;—1)_)

@ <
Lo T i i o )
= A (" T p) = AGT (127_ - 1,2_« vy T

ou seja

E ((A (X, - x)))

= Var (/\ (-XT. - Xﬂ---;)) +E ('>s (‘Xf‘ o ‘Xr""_")):3

= Ad® + 2a’.

Segue que:

g = %i)\ (X - X _])

=1

Ll
n()\ai qu) T‘i?\z(X X, 1)2-
r=1

Finalmente:

u AXG

{},3 e

n

e

Proposicdo 28 A esperanca e a varidncia de @y sao dadas por:

E (&3} =

50

e N(E (Var (X, = Xoo, | Wa) + Var (B (X, - X,._, "))
(E

(1.4.58)

(1.4.59)

(1.4.60 )



Var (as) = DL S {1.4.81 }

X A2 .
= Var ( }—m) = —{Var (E{X,, | Wo}) + EVar (X, | W.)))
n n

bY: . Myo,n N
- 2 (Var(an) < E (') = 5 (a2 + 7))

Aot +at
e

n

Proposicdo 29 a; € consistenie, qualgquer que sejoa a jonela de observacao amos-
trada.

Prova: Temos E (4s) = a e, por 1.4.61 :

llm Var (&3) = 0.

Fh-d 00

Analogamente a0s casos anteriores, segue da Desigualdade de Tchebyshev
a consisténcia de as.70

Proposicdo 30 4 distribuicao de a3 € tal que sua densidade € da seguinte forma:

_ A" [ Atafv® - 2Xanzv?
fﬁ-a (z) = -—-——)-ﬁ (2?”"' ‘«t’e:z:p (— -------- s




o que nos levaria a:

. LA
ZA%p?
Assim,

fio (@) = [ oo (9) firuma () o
o A" ; nyv v{nz - Aav)

. AR Ay} e A bt
o Tt P ‘"”( Py )
nA" r o d AMa?v® — 2hanze? -

= o - v erp| - O
I'{n} P 220t '

A solucao explicita da transformada de Laplace em questio nao nos
parece possivel visto que nao ol encontrada em nenhum dos livros consultados nem
formos capazes de computa-la.

Iremos, a seguir, discutir as propriedades do estimador de &%, Para
o calculo da varidncia de 6%, necessitaremos, como nos casos anteriores, da notagao
matricial, sendo as seguintes as definicoes pertinentes a este caso:

" ra r r
U= (X, X, = X, X, — X0 )
S " . - f
g = a (’?1, T2 = Fiseon¥n — 'Tn--l)
2 "
E'U = diﬂg (Tl Rl § I e Tn-—fl)
K=1"1

T = (1. Ts.... Tn) ~ N (0n, X))

Proposicdo 31

Var (Efﬁ) 2 X%z; (}‘204 (5?12 - 2n 1.2_) + 4 a’c? (51’1.2 +n+ 8) +

+4a’ (3n% + 20 5 6)). (1.4.63 )
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y==]
ki) i
_______ p (l;}« (& ((\ - X ;wﬂ.)) ~SE(E(x2 ) wn)))
- }‘ (i E (02 (r,—7) + @ {r. ~ fiw_lj?) EZE (gJ»;n . al?‘j})
n\; ’ n
Al Bl o f 1 1Y 2 , 7 s [ n e
(St e D)- 25 (3 2)
Al Ln 2n 52 w2 {n -+ 1
(o2, o g2 2l
A an—-2 42
emstan
n—2 4, 2 4
s ——n——-o' —5a

Usando a notacko matricial, podemos escrever &5 na forma:

b A 2A
¢; = ~U'U - - U'KU.

1 7t

Alguns momentos condicionados a W, das formas quadriticas en-
volvidas na férmula acima sao:

E(UUIW,) =

ES
o B (T’E-UT + 2pp BT + pyKpy | wn)
* n
B N
=1 1=1
n s ,}
= gy {f, — T} B (Tf i wn) +a* (r = 7e1)”
=] =1
i L
= LF Ty -t g,"L(?" — Ty 1)23
[E]

Var (UU | W,) =

fed Vv{.ﬂ' (0—2 Z (T; — le..]_) 2132 "L 2“'(}— E ( T

(e =1

4
i
g
v
e
a
=
E
e —



o'y (n - Tey) Var (Tj 1 Wn) +

1=1

—*4&02‘ e Var (T, 1 W)

QOAL Tyl —‘-QGOL

(U'KU | W) =
= E(TS{RSyT + 2gKEGT + wypKuu | W

L P .
o E gz y Z \/}Tj—w};_—]&;’f‘? — Tj ----II;.TQ § Wn s
_ p==f gl
2 rf“ S — .
+E (Ecw'rﬂ L \/1‘-1 —t, 1T Wn) + a7}
e}
= gt Z VI T e B (DT | W) + a’r?
p=1 g=%
e 02 ) (7"3 e 7’1__.1) E (1;2 ! wn) -+ az?ﬁ = szn g az:;fa
pun}

T 13
Var (62 Z PRV RSV A W wﬂ) +

) =1 3=1
4V ar ()&(f;n}_l\ 7_} - 1_1T i ’}’i’}ﬁ_)
el
S
o*Cov L)_J\/? T ]\fi’ 'rj lfT,
paml gl
sz’f} = Tee 1/ Tt Ty ! wn)
k=1t
. .
+4aﬂngrf \(fa -1y} Var (T, 1 Wa)
=1
BN "
53=0 |
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_422 (Tx - ]} (?"j . Tj"*"l) V’ ar (ﬂjwj % «M}n) _}_ 4&20??,;’?

20t (Z (7, = 11}’ + Z {r, ~ 7, {n — rj)) + 40°0% 1]
= 200 L Z ~ 7o3) (7, — Tya) + 4a*675]

Cov{(UUUKU | W,) =

n n .
= (ov (02 Z {1, — 721} T + 200 z {r, — 'fi--;_)ij 7.,
=1 1=1

o L}_l\/ﬂ fgwg\[ 3~ Ty 1T’T

=] y=1
n R
—rzamnz\/ﬁ -1, )
PR
= }
n_ .
+4a e, 2‘ {r. — T@m1)2 Var (T, | W)
t=1
4o 2 2 o N 2
= 2o L ( Ty — T,_.}) + 4a¢ Tn Z’ (?—g b 'Tz-w}) 1
=t il

EVar (UU W) =

= E(Raqz(?} —1_1)" + 4a® U)Z{ﬂ—’:’_ )

L A Z a o F_*L_\ ]—‘ 143 .
= 2ot g ——L ———————— i 4ato®y i ________ 3) P
el S0 S
4??54 | 24(:?0"

E{Var (UKU | W,))
= F (2(7 + 4&2027‘3)
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1 - 9 " \ hl s 1= .
----- 20* U,”“) 32 4 dglo?l _i.?,_,i,,f)_ A3
I'(n) I'(n)
. 2ntlnet 4{n+2)(n+1)nae
- A? 13

Var (E{UT | W,)}) =

=1

pres V&?"(U Ty 07 Z’ 7’ L l))

T (1)
net 20na
- Tz 3

AT 2

Cov (E (U0 | W,), B (UKU | W,)) =

L3
e 2. . 2 2 2., %
= (ov (U Ty o+ G E {r, ~ 1021)" 0% + @ ;n)

) i=1
_ 4y~ - 2
= o'War(r,) + d*6*Cov (5,7}



ol ol (H"”g) ...... " I_(”*z)) ,

A% AT {n A AT (n)
ﬂqﬁAQ” (T{]w3) 1?(14nn)‘+
=1

[

ML) A A1)

Al [Ty (T2
(3 (iﬂ*(.) (W(J)) |

L (T3 T )
" oy LA (L) A /\3?[))\)\
omot 2{n+3)na’e®  4n(2n + 3) af
Y + 33 - 34 -
&
E{(Cov (UU,UKU ! W,}} =
= K (204L ~ Ty_1) 4 dat6%5, S {r, ~ ‘rz__._;}z)
[ ;
= 20" nwv + 4&‘20222‘5}( - T ) {7, rj_.;)z)
i1 =l
dnet L L, s 1 )
s+ 4ao” (nb (ﬁ) tn{n—-1}E(n) E (rl))
_ 4no? talo? 6n  2n(n-1)
4net  8{n + 2) na'e?
...... T 3
Utilizando a segliéncia de expressoes acima.temos:
) A 2A
Var (ffi) = Var (w-U"U ------------- ;U KU)
1 7
A 4)* 2X2
= W;Eifﬁ?‘ [-{_I U} I Il 1’ ar (U,K-{}) - _"'"'C‘O'b [[}"{I 18] KII)
7
R (anet 2ndel no' 2onat) | 4¥ (2004 et
..... ‘n? v A? + }su i )\2 H }k‘; T n‘! }\2 ;
A{n+2){(n+Ynate?  ne'  2{n+4 3} {n+ e’ 22 {4no*
N A% ISt At n® 1 A?
8{n -+ 2)na’e® ne*  2Z{n+3jnate? . in (2n + 3) a®
e X Fopy 5 ; I



Observe-se que a esperanga deste estimador pode ser negativa, mas,
para n suficlentemente grande, isto nao vale, visto que:

Proposicio 32 6% ¢ consistente, independente da janela de observacdo amos-

<

trade,

lim B (33) = &* (1.4.64 )
lim Var (63) =o. (1.4.65 )

Por raciocinio andlogo aos anteriores, 6% é consistente, indepen-

dente da janela de observacao. ()

Ao contririo de alguns dos casos anteriores, nae teremos, este es-
timador segnindo a distribui¢do qui-quadrado, como ver-se-4 em seguida. Para
utilizar o j& referido resultado de Searle {1982} pag. 57 sobre distribuigao de for-

mas quadréticas, cologuemos &3 na forma:

& = U'vu,

onde:

ou seia,

Ty =



Por Searle {1082) pag. 57, basta-nos provar que V ndo é idempo-
tente para que 03 nao seja qui-quadrado. Seja P = V¥ = [p_I:

pz? = Zhwb}z ““5' bf;

1#1

[

45% 223 A {r-2)
B

Temos, entao, que:

e e
Py = ng J

0'7% 1?{"4_?7

o que nos leva ao fato de que p,, # b, ou seja, 42 nao segue uma distribuigao
qui-quadrado, 0 que é coerente, visto que sua esperanga pode ser negativa.

Este dltimo fate, juntamente com a forma desconhecida da distri-
buicao de Gz, nao nos permite discutir intervalos de confianga neste caso. Um
estudo mais elaborado das respectivas distribuigoes seria desejével.

1.5 Tempos Aleatérios Nao~-Ordenaveis

Nesta segao, iremos considerar um esquema amostral em que a
janela de observacao sera composta por varidvels aleatorias nao-observaveis. Além
disso, nao saberemos em que ordem, 1o tempo, a referida amostra foi obtida.
Devido a esta falta de informacgao, como na segao anterior, os resultados obtides
neste caso serao menos expressivos do que os das Secoes 1.2 e 1.3,

Mantendo-se notagdo andloga a das secoes anteriores, teremos A =
. 3 - . ~ - 5
(_X,,” . S hX%) conde {11,12,...,1,} é uma permutagio de {1,2,...,n}.
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Comeo nao sabemos em que instante de tempo ou ordem cada com-
ponente de nossa amostra foi observada, precisamos descobrir nma fungio de A
que se mostre utilizavel nestas condigdes. Note-se que A nada mais é do que uma
permutacac da armostra Do caso em que 08 7's eram nao-observdveis mas cuja
ordem de observacao era conhecida.

Notemos ainda que X,, dado {X,,X,....., X, }); 7=1,2,....n
segue uma distribuicao uniformoe discreta, isto é, assume, com probabilidades po-
sitivas, apenas os valores X, , X,,,..., X, ¢

L]

1

o1 e 1= hL2, 0
173 (y’}{x‘rj‘.xrﬁ,,,.:x,“}? J n ey i

P{X, =y !X, X0 Xs, ) =
Isto implica em gue:

- - : i - s - ﬂ_
P (knl = Y1, Xy, = Ya2.. --:/\fr," = Wn }(7, = xl:}lrg = Tg,-. -;kr,‘ == xn) =

Yrq

0 existir ¢ tal que y, #{x1,. 22,. .., 20}

1

;s 1.5.66
oy caso conirario. ( J

Necessitaremos das seguintes proposicoes adaptadas de James {1981)
pags. 166,167 ¢ 175:
Proposicio 33 Principio da Preservacdo das Chances Relativas

Sejam X e Y varidvers aleatdrias absolutamente conlinuas de forma
que tenhamos:

XYY gz, 22},

para todo z1, 1, onde a densidade sejo positiva.

Temos que [xiy<, {x) € densidade condicional de X dado '}’j =y §e
e somenle se; '
inYr: (.’131)

. S S - T g (;{:1_} ;{Ig) "

pare todo ry,ry onde a densidade sepa posiitva.
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Proposicio 34 Principie da Substituicao

Seyam Y uma varidvel aleatdrio e A (Y} uma funcdo de Y. Temos,
entde, gue:

E(h(Y)|Y =y} = h(y).

Note-se que nossa amostra é uma permutacao de (X, X,.,,.. ., X, }.
Utilizando-nos do Principio da Preservacao das Chances Relativas:

1
P, X X, (Y1002, ceenlin) = ;}fx,i,xf,”,,m,xr,, (1925« Un)

Logo, a funcao-densidade de nossa amostra atual é proporcional
& obtida na secdo anterior. Com iso, existe o vetor de estimadores de maxima
verossimilhanga; entretanto, novamente, sua solugao € numérica.

1.5.1 Estimacgio pelo Método dos Momentos

Sendo X, dado {X,,,X,,,..., X, } uma uniforme discreta, temos:

e
SR |

pelo Principio da Substituicao.

Para que possamos encontrar os estimadores pelo método de mo-
mentos, 4g ¢ &7, devemos conhecer o primeiro e segundo momentos da varidvel
acima descrita

0 ni
| AN ¢ g o
= - Flar,} = — A 7
DIICIEI ST



anin+1) n4l
— et p .

| G 15
= El=3 Xf) = -3 EAE{X! { W,
(1Ex) - 1L e (a(x im)
| N 2"
= B (Var (X, 1)+ (B (X, 10)))
n% m’( gW) (E(YJ[W))
_ ETE"‘E 2 22 _E E&E =2 J_fi‘,
= =3 (aquafj)« ' (;3)+c>_4;3
n =1 1 FES 3=1
I N ”_‘ _? 32 ) n J
- AR A <
n ("“ 3:1(/\2 | A?) e ;A
o 1fdffn(n+1) mn+1)(2n+1) o°n(n+ 1)
T on M 2 6 J A2
P fa®3n(n+ 1)+ 2n+n(n+1)  Ln(n+1)
o —_— — e 0‘
nAh \ A 6 2
o dn+1)(n+2) o+ 1
BT 3 2
Temos, portanto, que:
I3 2A
el A X, = iy
niTyneel
€
Ty emdi{n+ D {n+2) yn+1
>xz =y St ilntd, ekl
3=1 =1 -4 -
chegando-se finalmente a:
2 -
g = e SO, 1.5.67
oaln+1) }_‘1 d ( )

Lo (12&2 (n+]_)(n-+--2)&?)



ou seja,

22 o
Var @) = Vor (= 2p U)
qA4* o
LA 2 lva X Xy X, X
n? {n -4 1) ( ( o (szq v )) ’

4)\’3 . " p o o ‘
ST (‘ v ( (Z‘ i )) (‘ v (L e w”)) )
4A* -
Bm mm————————— S ar \ o7 A oo, (2]
n? (n + 1)* {E (Jhl j) v (2‘ ’ 2%1 J))

- ;;?(Miw{‘—?i]ﬂi ( (Z o 2 L (n — j} —-) ----- : (i i 42 h\ {r—2) %) )

1 1<k g1 pk
41 a fn{n+1} nin+1) nin+1)(2n-—1)
[ () () nt )
R (?f_(ff_-}:}} Ly (nn (nt+1) m{n+1)(2n— 1)))
A 2 T 2 \ 6 _
o 437 (c_zf nin-+1) (1 L2 {(3n — 2n ]}) .
n?(n+1)° A2 2 o 3
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a2 3
425 nn+10{2n+1),, |, o
o - - an AO'
nt (n + 1) BA? ( )

Proposicio 36 a4 ¢ consistente, independente da janela de observacdo amos-
trada.

tonsmtoncm d_e .3

Proposicdo 37 A distribuigaoe de ay tem denstdade da forma:

. /‘Q" /‘ An{n -+ 1) ( n{n-+ 1}
Ll.g .r E:I:p — H~—~W..::'.lm”w;)- ......
o Zx\a\/i%?r ~ ) 5 Lt 8Alg?

e l”“'(

(n {n+1)z-2 a2 "'33) ’

3
AE I W 9 (?’1- . Z) t} kl:—{ eLp -

dgim] gl

2A ” 2A — .
A E le&ﬂ i wﬂ) = —— =N B (X, | W)
n (T?: “+ 1) =T . n (n + 1) i=1 l
L2 i .
- L (n’ + ]) 4==1 "
£
. 43? i
Var (g | Wy} = oo <Var [ DX, W,
n?{n -+ 1)° 1



n 7t |
O - VG..?‘ }( Ii_‘r . 2 Z: Cov (‘er( R AX;J 1 ‘M}ﬂ_)
""" [ el ' _
n n
..... i 5 0‘2 Z 7’1 __f.. 2 Z‘ U'z ’rz )
T (?’L + 1) _ =1 o
43%*% L
o (Z(n-—1)+ )7

. 2ha I 432t
@y | Wp ~ N ——— T T 2{n—)+1nl.
| P SLIEREER )

Utilizando-nos das propriedades das distribuigoes absolutamente continuas, en-

tre elas, fxy (z.y) = fy (¥) fxiv=y (2), temos:

Jag (2} = - |
P v o ZM_,_. , 1 *
o w [ X, 270 (z nn+ 1) L"”‘"”’“t’)
s / f \* Zar Z 2 (?L — 3) ﬂ}:’(;bm:"i—)" ETP i - PYEp:
i} i i - T IO .34 0. = N/ -
1 nt (n 1)2 2 2(m 1)t
r A_; ) ,
H ”I;“(“E"jtj e:rp[ /\ij] dfj

/ j’ An{n +1) (
\\\\\ exp | — i
b 2};0\;’2:" R 2{n ) };; 4t BAZat

(’n(nﬁw 1z~ 2ha 0, 20 3f3) Hefrp —Aty) di
;; ke L

E?ﬂ:i E;ml 2 (?’E o 3) £

Os resultados a seguir mostram que o estimador de 6* pelo método

de momentos é viciado aié mesmo assinfoticamente, tendo, inclusive, esperanga
negativa, ¢ que nao ¢ aceitdvel visto ser o um pardmetro positive. Temos que &7

é negativo se e somente se:

o que é equivalente a:



Portanio, &; assume valores negativos com probabilidade positiva.
Resta-nos calcular a esperancga deste estimador. Para isto, calcularemos as seguin-
tes esperancas:

n T n z i
2 . — ] _ L ¢ 2?’%”: ...... 1
= = - 3
B a-n{{n-—}—.l)(n‘i‘z) . 272{?7.*"1)
32 3 e 2A

(J . . z
- E Z-Va:r (X}J ] Wn_) e 226’01) (X;J_,Xn, | wn) + (E (}: Xr}))

41 a<k

a=1 3ok gyl
: " [ "
= *Y B{r)+2) (m~2)E(r) s d [ Y E(r,) +Var ( 7
3=3 Pl g=1 Pl



e fnfn+1) 2/( n(rn+1) n(n+1)(2n+1)
T, T __!_. e l?l — R e
p 2 A 2 6
s {r{n+ 13\ nln+1) 2 n(n+1) nn+1)(2n+1)
- a ______________ T -------- e — — i ; - T'E' .......
2) DE AT e 6
‘n{n+1
= 5;__n_g§5 ----- 152 (3m— on - 1) +
Ll d) fnfnst)
T 2)!2 ( 2 A ] 2 (-J??» 20— 1)
Conm(2n-1) 0 4 oy amt{n4 1)
. 2A2 s (};G +a ) 4 g 4_ ;\E ....... i

Com isto:
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) W S S$(n+20x (& :
it (i XT,J) - ':"”‘“’“‘"“‘““:“_'f')‘iﬁf (l 'Xn))

- o |
2X a*nin+1)(n+2) L (n+1)\}
n(n+1) \A* 3 ' 2 '

_ 8(n+2) A (n (r+1){2n 1} (}\02 az) . ar"_jz_[ﬁl,})i)

S Sy S
Lt (}_ 4(n+2)(2n- 1)) 4+ 2)(2m-1)

n{n+1) 3n{n-+1)A “

lim E (57) = - Lo - s, {1.5.69)

o que nao & aceitdvel para um pretenso estimador de ¢°, isto porque, sendo o2 um
parametro positivo, nao é razoavel que o seu estimador convirja em média para
um valor negativo.



1.6 Conclusoes do Processo de Wiener

Nas secoes anteriores, trabathamaos com dels métodos de estimacao:
o método dos mormentos ¢ o de mdxima verossimilhanga. Seria Interessante notar
comoe se comportaria o métedo de minimos quadrados nestes casos. Note-se gue
nossa amostra pederia ser colocada na forma:

X = at g, {1.6.70)

onde X serla nossa amosira, ou seja, o vetor de observactes do processo, t seria o
vetor dos tempos, no caso da Secao 1.2, deterministico, nas ouiras, aleatdrio e € o
vetor de erros, ou seja, ¢, = oW¥,.

Com esta representacao, utilizando-nos da teoria de modelos line-
ares exposta em Rao {1973} Capitulo 4, terfamos, na se¢do 1.2, a seguinte solugao
para a equagao normal;

g o (t,E.\\.lt} "eeIx, {1.6.71)

sendo o* 5 a matriz de Covaridncia de .

Devido a estrutura de covaridncia do processo de Wiener, teriamos
que Y. poderia ser particionada da forma:

%= (8,
onde
ty 1y ts
G_ |t b £
iy 12 Tno1

Com isto, terfamos, de 1.6.71 :

- X
a1 = {ent) " e X = =,

i3

Quanto ao estimador de o por minimos quadrados:

&1 e e (X — at) {X - at).
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Segue que:

77o1 T
-1 § 2 ;
. o H o i 11 . .
e L (Xé . i, X;" N N X . )
(R B f ;1 fﬂ,
¥i- 1 Y‘g e | X,_ P
'''' - ) 72 _L. :__t 113 . 2 o [3 M.wf.t‘,.. N 3 r
_____ SX! A tz_-z_‘ig 2 ; SR,
5= no gl n .1

Assim, terfamos que os métodos de maxima verossimilhanca e de
minimos quadrados nos dariam os mesmos estimadores para q, sendo diferentes,
entretanto, os Tespectivos estimadores para o, Isto aconteceria nos casos em que
o3 tempos de amostragem fossem deterministicos ou aleatdrios observiveis, visto
serem as relagoes entre X e 1 idénticas, diferindo apenas no fato de que em um
dos casos t € deterministico e no outro aleatdrio, o que nao influencia na obtengao
dos estimadores de minimos quadrados nem de maéaxima verossimithanga.

Nestes casos, quanto aos estimadores de 0%, devemos salientar que
os estimadores de maxima verossimithanga tem EQM’s menores do que os respecti-
vos estirnadores por minimos quadrados, o mesmo ocorrendo com o estimador por
momentos desde que os tempos sejam deterministicos e n® = £, Y20, (t, —£,.)} 7.

Nos casos em que os fermpos sao nao-observiaveis mesmo que or-
denavels, o calculo dos estimadores nao pdde ser feito através da teoria de mode-
los lineares, visto serem os tempos indispensdvels para a formulacao e ajuste do
modelo. Nestes cases, vimos existiremn os estimadores de maxima verossimilhanca
de a e o* sendo, entretanto, numa forma nao-analitica.

Notemos que, nos dois casos em gue os métodos de mdxima ve-
rossimilhanca e minimos quadrados fornecem estimadores sob forma analitica, os
estimadores de ¢ obtidos pelos dois métodos sdo idénticos enquanio os de ¢” pelo
método de maxima verossimilhanga térn varidncias menores do que os respecti-
vos calculados segundo o método de minimos quadrados. Isto pos leva a que a
maxima verossimilhanca nos fornece estimadores com propriedades no minimo tao
boas quanto os encontrados por minimos quadrados.

Feito isto, resiringiremos novamente aos dois métodos mais ufili-
zados neste trabatho: méxima verossimilhanga e por momentos. Um ponto infe-
ressante a ser discutido seria o de qual, ou guals, estimador teria malor precisido
para estimar vm determinado parametro, Quando estivermos tratando dos esti-
madores de a, usaremos como medida de precisao a varidncia, pois todos eles sao
nao-viciados. No caso dos estimadores de ¢°, entretanto, utilizar-nos-emos do erro
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quadréatico médio (FQM), visto serem todos viciados.

Nas quatro segoes anteriores, obiivemos seis estimadores para o
= “* . o - £ L
pardametro a4 e quatro para ¢ cujas variancias e erros quadraiicos médios foram
as seguintes:

2
Var (&) = —
L,
ot 2. »
Var () = %3 (1~ 6o)
T =1
X
Var (&3) wn 02 -}*)—“——1'
n -
Var (i) = oo
X 24 42
Var (as) = 22 %
n
s 2(2n + 1) s 3
Var {{14) = gn (ﬂ ;‘"ij’ (/‘\ i ¥4 )
. —~ 204 3ti TL\ ﬂ"t. - - gfﬂ 1’1‘ —
QM (87) = = g =t e B (P T R DN (A ) b I
n n® T nT =
iato*t, " 3
WW—*;;:; IIIIII trz 9.?.’7.’1 (fi - !1WJ) 1 B ]
_ 2y 1
EQM (83) = 2 —o
n*
EQM (8%) = -)‘-;---- (0" (5nf + 2n + 2] + 42a%0® (50" + 30 + 8) =+
mn:

+12a* (?’3,2 +n+ 2)) ;

visto serem &7 e 4% identicamente distribuidos. Ser-nos-ia interessante, agora que

iremos comparar os diversos estimadores encontrados nas segoes, gque tivéssemos
um limite inferior para as varidncias, ou errog guadraticos médios caso viciados,
para analisarmos a eficiéncia de nossos estimadores. Para isto, utilizaremos o li-
mite inferior de Cramer-Rao, conforme colocado na Definicao 14. Tivemos, sendo
a média de cada uma das v.a.s observadas, pu, = ag, € a4 respectiva variincia

s¥ == g?h,, as seguintes informagdes de Fischer para a e ¢%:
2 2
S gy
}'1 (ﬂ,) ...... Lo
: 2
g 24 h‘*
e



caso os tempos sejam deterministicos, e

I (a) = E (11 (a)

L(e*) = E(12(a)),
nos oubros esquemas armostrals em que 0s tempos sao aleatdrios.

No caso deterministico, temos g,

= h.{t,~t,;). Assim, a in-
formacao de Fischer de ¢ em nossa amostra seria:

E-\ t, -~ tz— . in
}'}_ (a} s Z‘ : 'T""w-i o ——
=]

o que nos leva ao seguinte limite inferior de Cramer-Rao para os estimadores de
a, por serem ambos nac-viciados:

LC R (a) = -

3

Neste esguema, para o, ha diferentes limites inferiores de Cramer-

Rao, visto os dois estimadores terem vicios diferentes. Quanto a &{, por ser seu
vicio igual a —o*/n temos:

T ¥
7 n n?
. - . ;- » - -1 x . - . N
Para &7, cujo vicio é ~o%t, 30 (1, ~ 1,1} /n®, o limite inferior de
Cramer-Hao é dado por:
2
T o 201
. @ TE . -1
LR (0*) = (1 - EY )T =
i nd = ¢
[
' 2
70.4 12 n
o . I - _ =1 =
il R - };(fﬁ ti1) :
(=S
‘Ztn ﬁ*\ -1
et
e 2u}



Passemos, agora, a0 caso em gue 08 tempos de amostragem sio
aleatérios. Em todos os trés, pela maneira que é calculada, a informacao de Fis-
cher nao se altera, sendo:;

I (o%) = 5

visto que a informacio de Fischer de o° independe da janela de observagho.

Por serem os estimadores de a nao-viciados, temos, para todos, o
mesmo hmite inferior de Cramer-Rao, que é o seguinte:
Ao?

LCRQ (CE] E

1

Para oF, haverd um limite inferior de Cramer-Rao para cada esti-
mador, dado terem todos vicios diferentes. Como &% tem a mesma distribuicao de

&%, o limite inferior relativo a 6% é:
LC Ry {0

Sende o vicio de 67 igual a ‘_,,_%U.z:

IJCR&:‘.; (02) = (] — ?)2 20’:{ .

3

Entre os estimadores de a, o EMV no caso deterministico atinge

o respectivo limite; nesfe mesmo caso, o EMM nao o consegue a menos que
. ~ -3 Ay - I

n? =t 5oy (8 — ) 73 nos caso aleatdrio em que os tempos sao observavels,

o EMV nao atinge o limite inferior de Cramer-Rao mas consegue ser assintotica-

mente eficiente, isto é:
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Se estivermos trabalhando com uma amostra baseada em tempos
aleatorios nac-observéveis mas ordepdveis, o KEMM atigird o limite inferior se e
somente se a = 0; mesmo que ¢ seja diferente de 0, ele serd assintoticamente efici-
ente; quanto ao EMM caso os tempos de amosiragem sejam nao-ordendvels, este
nao atingird o limite inferior de Cramer-Rao nem tampouco serd assintoticamente
eficiente.

Quanto aos estimadores de ¢%, no caso deterministico. o EMM
atinge ¢ limite inferior enguanto o EMV nio o faz mas é assintoticamente eficiente;
no caso dos tempos aleatdrios observaveis, o EMV tem comportamento idéniico
ao do EMYV do caso deterministico engquanto no caso em que 0$ tempos sao nao-
observéaveis mas ordendvels, nao atinge o limite inferior de Cramer-Ruao nem é
assintoticamente eficiente.

Ha que se fazer uma ressalva quanto aos resultados expostos ba-
seados nos limites inferiores de Cramer-Rao: para g, eles sao vélidos entre os
estimadores baseados em tempos deterministicos ou entre os baseados em tempos
aleatdrios, pols, caso contrdrio, estaremos trabalhando com limites diferentes e,
para ¢°, as andlises sdo menos expressivas do gue as de g, visto que cada um dos
estimadores tem um limite inferior de Cramer-Rao préoprie baseado em sues vicios,
com exce¢io de &7 e 6 que sao identicamente distribuidos.

Facamos, a seguir, a comparagao entre os diversos estimmadores. Na
Becdo 1.2, comparamos as varidncia entre 4; e ay, ressaltando-se que, pela Pro-
posicho 15, &, terd varifincia menor do que a de &; a menos que n® = £, 5°7%  {{, ~ 1,.4) -
ocorra, guando os dois serdo identicamente distribuidos. Cabe ressaliar que, em
NOSSAS COMPAracoes, tad nos Preocuparemos com 4,1, sendo a sua variancia infinita,

Para os estimadores de ¢ nos casos em que W, € aleatéria: ay, ds e
ay. temos as seguintes relagoes:

Var {as) < Var (&) ¢ -————"% < — (1.6.72)

e
Aot At at
Var (az) < Var{as) < .
ar (G2} ar {&s) p— m—
on seja,
Var(ay) < Var{as) @ n>1+ 5 eax0. {1.6.73)
e :

Estas expressoes implicam em que, sempre que n > 1, teremos que

-
i



. Isto equivale a diger que, se nosso processo for nm martingale, o conhecimento
dos tempos de amostragem nao tem importancia mas, se esse for um super ou sub-
martingale, esse conhecimento melhora o nosso estimador, para n grande. Temos,
entao, entre os estimadores de g baseados em amostras ¢ujos tempos de observagao
sac aletOrios, a menos que a % 0, a seguinte relagao para n suficientemente grande:

Var {8y) < Var{as) < Var(a4). {1.6.74})

Comparando os estimadores baseados em amostras com tempos de
observagdo aleatérios com os de tempos deterministicos, temos:

| " I VL
Var (i) < Var (a2) € 3 (f — ti) ™ < (1.6.75)

=1

Var (&)} < Var {@:) & 1, (1.6.76)
e
2 3
Var{as) < Var (&) < Var (as) < :\m&’f}?-? <ty < fwxm-. (1.6.77)

Caso ¢ seja nulo, a {iltima relacao serd impossivel e, mesmo sendo
a # 0, as condicdes nao se verificam para »n grande .

Até o momento, trabathamos com a intensidade, A, de nosso pro-
cesso de Polsson como uma constanie independente de n. A partir de agora,
para analisarmos comparativamente os estimadores baseados em tempos deter-
minisiicos com os baseados em tempos aleatdrios, iremos supor gne A pode variar
com n, 0 que serd de grande Importincia como ver-se-4 em seguida. Deve-se notar
que a relagdo entre as varidncias dos estimadores de ¢ fica bem definida dentro de
cada tipo de janela, isto é, dentro dos estimadores baseados e amosiras com tem-
pos deterministicos ou dentro dos estimadores baseados em amostras com tempos
aletdrios, sabemos exatamente a relacBo entre as suas variancias. Se juntarmos
estas duas categorias, as relagdes entre as varidncias nao serd imediata. Esatas
relaches serao diretamente ligadas ao comportamento do pardmetre A e da janela
deterministica utilizados.

Sendo o # 0 e tomando-se ,, crescendo em relagdo a n/A e
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Ly

- ] ] . ,
ot -t} decrescendo em relag@o a nA, temos:

Var (4y) < Var{a,) < Var () < Var (as) < Var (a). {1.6.78)

Se, no entanto, continuassemos com as mesmas relagbes entre b, 3270, (1, — £,.4) !
e A, sendo a nulo, terfamos:

Var (g} < Var{a:} < Var{as) < Var{a;) < Var(a4). {1.6.79)

Caso tivéssemos a # 0, ¢, diminuindo em relagdo a n/h e 10 {8, ~ 4.1} cres-
cendo em relagao a ni, terfamos:

Var{fy) <Var(as) < Var{as) <Var(4;) <Var{a). {1.6.80}

Finalmente, se toméssemos as mesmas restrigoes anteriores com a = 0 , ob-
Leriamnos:

Var (E&g) < Var {&g} <« Var [i}q) < Var ((}1) <_: Var {&]) . {1681}

Assim, dependendo da relagdo entref, en/Xeentre 3.7 (£, ~ 2,5}
e nd, teremos os estimadores baseados em amostras de tempos deterministicos com
variincias menores ou maitores do que as variancias dos estimadores baseados em
tempos aleatdrios.

Seria também interessante estudar o comportamente assintético
dessas varidncias através das relacoes de eficiéncia relativa dos diversos estimadores
de ¢. Novamente, ndo se poderd, de forma completa, os estimadores pelos diversos
métodos e esquemas amostrals sem que se leve em conta i, 3.0, (2, — Lo 1)_1 e A

Cormparando a razido entre as variancias de &y e 4, temos:

1’; ar (&1} - %:’; . e nz
o ey T -1 - -1
1 ar ((l]) f@iﬁ }:::;1 (iz """ ts i) : tﬂ 2—«1:—‘-&1 {h - 1S_ 1)



ou seja,

;e 1 se limyng =t - =1
- ar i 0 se limpo,p — I — )
e n }::.-,-;;1 (tz - fa—l) ?

Como era de se esperar, devido a Proposicao 15, 4, é relativamente
mais eficiente do que ;.

Comparando, agora, dy € 8g, 1eos:

2
Var(6,) 77 n -1
Var{éy) 2.4 X,
( ? TR &
ou séja?
At
¢ se =B - ¢
Var{a) A? {663
Var {ds) 0 se r\Tiz e (1.6.83)

oo se “pft o 0.

Isto nos mostra que dependendo do valor de {,A, tanto 4; como 4; podem ser
relativamente mals eficientes. Tais relagoes se dao de forma andloga as anslises
feitas anteriormente para os valores absolutos das varidncias.

Para a, e a2, temos:

T . _
Var(a;) i iy [t =t e )ty
Var{a.) Ca A N dnt ;
(62) TR "
0u seja,
¥l ; ’ i
£ se xzti (f’i A ézwl) . d
Y—f{r——(él) —F E?:.l {tzn' """ £y ].)M ' (] 6 84)
Var (i) 0 se ni : -0 o
¢ se §::a:] (tt — 4, 1) ) S o0
' nA

Com relagae a as e @, teriamos:



y 2
Tar i AG® + a® 2 2 "
Var{as) =" tn(Ae” + ') M. al,
Var{a;) ot R’ no et
i'n.
¢ gue nos levaria a
“y
c+d% sedn celn iy
et Y ol T '
Var (s) ¢ se }’;{,ﬂ — e {é’ s {} o
.‘;‘7- P 62 /\t ?z (].6.8{3}
ar {dq) d% se Mo _Lpetn g
e An. R
1 1
i3 oDt £ SN : ’ ./ .
O se S5t -+ 00 ou P - 0o,

Note-se que, quanto maior for o limite de qualquer das duas expressdes: A,/n
e t./n, tanto malis eficiente assintoticamente serd &; em relagdo a s, valendo a

reciproca.
Para comparar 4z € 4y, temos:
2 2
Var {as) N ..'}‘E_ﬁn_“_‘l__
F I
Var{a) %ﬁ S ) 3
_ An na®
E::l«] (51 - t-:---_‘(}ﬂ_l o* E?] (ti - tr--'l) )
Assim,
0 n . 3 -1 n _ -1
CM}' | d*]ﬂﬁ_ 50 gl (tf}‘ﬂ 53_1) — e e Ei::i (t‘ - ti"l} — d
9 b g + -3 \n - ~1
Vor(as) || @8 se il g mmlbptal g
¥ 7 Ty -1 T SR
& ({},3} {:-—] g6 fm g (t\l;\n fyo 1) 1 L8 Say= [f"‘ " iz-—l) gt O
o~ - e -1
o0 BE }_.t:%::} (f‘! - ﬁ‘t—'l} — {} o }...r:’:—:'[ (tl ?: t‘l-—}.} — B
mn -
(1.6.86)
Para comparar s e 4, terfamos:
2 2
Var{ag) Agmﬁ?@--@m _n-1 (n-1)d°
Var (82 2.2 n = net °
(6) " gr Ao



chegando-se a

] ._:.;._ {LG.S?)
; & °

- o ~ s o A L -
Temos, entao, que 4z e @° sdo assintoficamente equivalentes, se
a = 0. Caso contrario, &; é assintolicamente mais eficiente do gue 3.

Tomando-se as variincias de a4 e &y, teriamos:

2N, (2n+ 1) 2(2n -+ 1)t,4°
3n{n+1)  3n({n+l)o*’

2
dc | é_g}“fd ce % seceln g
Ver(ay) | ?Ed > ;gﬁ Tee ”f? -0 (1.6.88)
Var (4;) (‘;5 se S Qe of - d
| oo S i{,} e oXEeTH %;1 -~ 00,
Quanto a a4 € &;, teriamos:
2024 1) 2y 2
Var (@)  nfni1) 00 1)
Var (@) ™ oy (1 )
B 220 {20 + 1) 2n? (2n 4+ 1) a?

o s Y

ou seja,



- . i . i
dct | de’dT 2 1@.......‘:;:3:.1] _________ g e S (.?f:a..%.,; Loi) g
L3 £ 1 -1 3 1
, . Jatdt DI ¢ A A 3 N
Var(a,) ifé,gg’ ........ Sarien e ) N oo e ezl {fzn bet) o g
vv:; ----- e .-..,-:' ........... ¥ - gy - 1 o ) el
Var (G*}.} fi,%} L?;::;l [3 «.)‘”;z-l L. 1) IIIII v e e }_ﬂ---l (tl ?'?" ti---i) } — O
at:) , -1 -1
. 2oy (b - L) 6 ou -_«L-—z__(_____'__s_-.,}) __________ . 0.
(1.6.89)

Para comparar a4 e a, temos:

2{2n +1 J\a+a

Vm’( ,4) _ dn (n 41

2 {n — 1} (2 __}l L2 (2 +1){n~1) azl
In{n+1)  Bn{n+1}otx

o que nos leva a

Var(é 4 40® 4{do? +4d%) _ 4
Var(dy) 4 Aa 4(do” v a) 4 (1.6.90)
Var{a;} 3 30%x  3i0? 3

Portanto, esta expressao é sempre maior do que 1, ou seja, assintoticamente, a4
tern varidncia maior do que as.

Finalmente, comparemos o dliimo par de estimadores: a; ¢ a4. Te-
mos:

2204 1) e g2
Var(ag  3nin +3% (Ao” + o) C2(2n+ 1)
Var (as) Agt 4 a 3{n+ 1)
m
ou seja,
Var{as) 4 '
Var(as) 3 {1.6.91)

Assim, assintoticamente, 23 tem variancia menor do que a4.

A ordenagao das eficiéncias assintdticas relativas fol a mesma da
ordenacioe das varidncias, como era de se esperar. Da mesma forma que na anilise
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anterior, dentro do grupe de estimadores baseados em janelas de tempos deter-
ministicos ou dentro dos basedos em janelas de tempos aleatérios, temos nossa
ordenacac bem-definida mas, quando juntamos os dois tipos de estimadores, de-
pendemos das quantidades que relacionam t,, 30 {f, ~ i,.”i]'“}’ e A. Com isto,
supondo que possamnos variar a intensidade do p.roaesso de Poisson que estamos
utilizando e que nos é possivel montar qualquer esquema amostral deterministico,
dependendo da relagao dos tempos deterministicos com o valor da intensidade do
processo de Poisson wtilizado nos tempos aleatdrios, podemos ter tanto um quanto

outro fipo de amostragem com estimadores mais eficientes.

Para a analise dos estimadores de ¢*, utilizar-nos-emos nio mais
das respectivas varidncias e sim de seus Erros Quadréticos Médios, visto serem os
estimadores viciados. Quanto a ¢ e &%, ndo sera inclufdos, visto que assintotica-
mente na tém propriedades adequadas.

Como EQM (6%) = EQM (83), os resultados de ambos os estima-
dores nesta analise sdo os mesmos. Asiim, ndo é necessirio que os dols sejam
inciuidos na analise. Com isto, temos trés estimadores para comparar: 63, &5 e

Devido & complexidade algébrica de alguns dos EQM’s, iremos
diretamente para o estudo da eficiéncia assintética relativa. Na Secao 2, j& com-
paramos os erros quadraticos médios de 6% e 67. Vimos que a eficiéncia assintética
de 67 em relagio & de 57 ¢ diretamenie relacionada ao limite da seguinte expressao
gquando n vai para infinito:

O limite de tal expressao nao pode ser inferior a 1, pols, se o fosse,
a variancia de &7 seria negativa, ou seja, 87 €, no minimo, assintoticamente téo
eficiente quanto &2, Comparando 87 e 62, temos:

EQM (5"33) n’ V24 2 . 2 2 2 .
-2 A A sne -k 2n -+ 23+ dAgto’ (5n” + 30+ 8} 4
Foi (&f) ( - 1),\ o ( o (an n ) a’o (:vn 3+ )

+124° (n2 + ot 2))

o

Spf 4 2n4+2 4a* (,
{2n—1yn  {2n -1} Ano?

4 3n+ 8) + (2n ____1??;)‘204- (nz 4 n o+ 2) .

Assim:

10 1 8a* 1 5

+ = lim — + — lim —
; C_'-B For 0 ’\ O’ T A

FoM (@ (1.6.92)

BT
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Com isto, 67 ¢ assintoticamente mais eficiente em relacdo a s.

Quanto & relacio entre os EQM’s de 07 e 62, temos:

EQM {(a}) 20t 312 A . ;
—_—__T,;"' T — _’;‘ mﬂ ir 1 7 g P f - f - ) +
EQM (53) - no TZ____] %1 { 1) {1 2-1)
2 o -1 4a0’t, r -1
e i tz . e $ . ftm -
o &t ) pi (bl )

PRI

Aot (5n? + 2n + 2) + 4Xa®0? (Bn? + 3n + 8) + 12¢ (R 4 n + 2)

Neste caso, pode haver indeterminagao desta expressao ao tomar-
mos seu limite quando 7 — oo. Como no estudo dos dois estimadores anteriores,
A nao interfere no Hmite que iremos enconirar. Temos dois casos a expor. No

primelro, nossas hipdteses serao:

indicando-nos ser &1, neste caso, assintoticamente mais eficiente do que a3.

0O outro conjunto de hipdteses gue nos leva a um limite que nao é

indeterminado é:

f’ﬂ ﬂ"% —
fith — S (t, ~t,.1) 1 =0

re— Jﬂd ot

e uma das duas seguintes condigoes:

T
Jim tan® 37 (6~ 1) = 0o

=1
, A B
A ('ﬂ}; 32; {t,—t,4) ~ 1) = 0.

81



Se uma das duas condigoes acima for atendida, basta que o limite
da outra exisla para que, com este conjunto de hipdieses, tenhamos:

indicando-nos que tanto um como o outro estimador pode ser mais eficiente assin-
toticamente do que o outro, dependendo exclusivamente da relacao entre n, {, e
7 (4, ~ £,.1)7", independentemente de ).

Temos entao que o método de m'axima verossimilhanca nos for-
nece estimadores assintoticamente mais eficientes do que gualguer um dos outros
estiznadores pelo método dos momentos. Entre estes, tanto um quanto o outro
pode ser assintoticamente malis eficiente, dependendo das relagbes entre os tempos
do caso deterministicos, independentiemente de A.

ﬁ interessante notar que, entre os estimadores de 021 sabemos pre-
cisar quals os estimadores mais eficientes, os obtidos pelo método de méxima
verossimilhanca, sem que seja necessdria s andlise dos esquemas amostrais a se-
rem utilizados. No caso dos estimadores de momentos, um com tempos deter-
ministicos ¢ outro com temipos aleatérios, temos definida a relacao entre os seus
erros quadraticos meédios sem utilizar A. Para os estimadores de ¢, na relacao
de suas variancias, temos que levar em conta os tempos deterministicos e A em
qualyguer caso em que estejamos comparando estimadores de grupos diferentes.

Isto vem corroborar observagoes feitas guando da obtencao das
distribuigoes dos estimadores de o% pelo método de maxima verossimnilhanca de que
estes se mostravam independentes dos tempos de amostragem utilizados, no caso
deterministico, ou da intensidade A, no caso aleatério, enguanto os estimadores
de ¢ pelo método dos momentos e os de @ por ambos os métodos tinham relagho
estrita com A ou os tempos de amostragem.
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Capitulo 2

Processo de Wiener com Janela
de Observacao Limitada

2.1 Introducao

No capitulo anferior, para amostrar nossoc processo, fixdvamos o
tamanho desejado de nossa amostra antes de efetud-la. Na priiica, no entanto,
muitas vezes teremos um tempo resirito em que poderemos amosirar o nosso
processo, Se W for deterministica, nosso problema néo se altera, visto que podemos
fixar nossos tempos de amosiragem de acordo corn o tamanho da amosira desejada.
Caso tenhamos W aleatdria, hi diferencas em relacio aos resultados obtidos no
Capitule 1 pois nao sabemos, a priori, qual o tamanho de nossa amostra ¢, em
se tratando de um processo de Poisson, podemos, até mesmo, ter amostras de
tamanho 0,

2.2 Tempos Aleatérios Observaveis

Come explicado anteriormente, para 0s préximos casos, em que W for composta
por varidveis aleatérias, ndo saberemos, a priori, qual o tamanho de nossa amos-
tra. Como esta serd tomada em tempos discretos no intervalo [0, T, note-se gue,
a principio, N = Ny, ou seja, 0 tamanho da amostra assumiria o valor do processo
de Polsson de pardmetro A no instante 7. Entretanto, neste caso, poderiamos
ter urna amostra de tamanho 0 ou 1, 0 que nao seria interessanie, aguela para o
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B . 4 . ;.
caleulo dos estimadores de @ e ambas para os de 0. Torna-se, assim, necesséria a
introdugao de restricoes em N, Com estas resirigoes, N fica caracterizada por:

(A7) P?g -AT) ke N - {0,1,2)
, ap{—AT) + ATexp{—AT)
.I) (J\‘ = ff) = e-}:p( w2 R (2.21}
LOT erp(AT)
0 caso contrario.

Temos, para esta variavel

< k(AT ezp (- AT)

E(N) = 2Zexp{~AT)+ 2 Texp(~AT)+ ¥
k=2 "
2Lk (ATY exp (AT . -
- ; (A7)” i:?p( ) + 2exp(— AT} + ATexp (—AT)
[ )
= AT (L4 exp(—AT)) + 2exp (- 2T).

Teriamos, para 0 processo de Polsson, que:

E(Np(Np-1)) = E(Nj-Nrp)
= Var (;VT) + 5 {N_T]z —E (_-MT)
= AT+ () = AT = (AT,

Para N, o momento equivalente a este é dado por:

E{N(N~1)) =
= Zexp(-~-AT) + 2ATexp (- Z. {)s?;) exp {~AT)

= 2exp(—AT) + 2ATezp (- AT} + E {N7p (Np —- 1))
= 2exp(—AT) + 2ATexp (- AT) + (AT)?
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+2exp (~AT) = (AT) (1 + exp (—2AT) + 2exp (—AT)) + dexp (~2AT) +
+4ATexp{—AT) (1 + exp (- AT))

; s

= AT + eap{~AT) (4 + TAT — 2{(AT)") + exp (~22T) (4 + 4AT - (AT)E) .

U s€ja,

E interessante notar que:

i §i (N]
,\é"lg}m “‘”X;j;”” = 1 (222 )
. Var{N) .
B S B (2.2.3)

E{N} e E(Ng), Var (N} e Var (Ng) sio, respectivamente, assintoti-

camente equivalenfes.

Serd interessante, para alguns dos nossos estimadores, obter mo-

s

mentos de cerias fungoes de N. Por nao podermos calculd-los exatamente, utiliza-
remos o desenvolvimenio em série de Tayior para aproximaia-los. Teriamos, como
aproximacoes:

11 (Neany (N7 (1)
J;V— - }171 (,\T]ﬂ ()\Y!}H 2 AT jvr bl
1 1 (¥~ (A1 - 1))
NEopry o)
gy 2
} (V2 - (AT)%) ( 1_)
(AT}ﬁ i A AE



1 1 (V)

NPT orf
N Y
“‘( | g ) ) + Ry 1 <_]__) ’
(}\T) i A N3
__}_'__ _ 1 (N - AT) -+

N-1 -1 (r-1)
(N —AT)? ( 1 )
= ?

7t fy
(AT — 1) TR

Lo L (N2
N+1  AT+1 (AT+1)
(N - z\T)g_ _ ( 1 )
! (AT +1)° ot N1
¢
_________________ Lo L WINEY AT A1)
N{N+1) AT+ ATy (AT +1)° |
LNV A) -ATOT 1) oy
T AT (AT ) s \N (N + 1))

Para o calculo das esperancas aproximadas, necessitamos dos se-
guintes momentos de N: !

E(N} = AT+ ATexp(—AT) + 2exp{— AT},

E{N?) = (AT) 4 AT + 8)Texp{—AT) + dexp(~ AT},
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Bovir v 2y = S DRI 0N )

mok(k 1) (k- 2) (k- 3) (AT ezp (- AT)

L LS : — (AT)“,

k!

E(N*) = E(N(N~1)(N —2))+3E (N?) - 2E(N)
= (AT)® +3 (I&T + 3ATexp (= AT} + dexp (AT + (AT}E) — 2{AT+
+ATerp (—AT) + 2ezp (—AT))
= (AT + 3 (AT) 4+ AT + TATexp (~ AT} + Bexp (AT},

— 131 {AT -+ 8ATezp (—AT) + dexp (- AT) + (AT)*) +
+6 (AT + ATezp(—AT) + 2exp (- AT))

= (ATY 46 (ATY + TATY -+ AT + 15XTFexp (—AT) + 16exp (AT},
E(N*) = E(N (N ~1)(N—2)(N - 38)(N - 1)) + 10E (N*) +
~35E (N*) + 50E (N*) - 24E (N)

“
&

= (A7) + 10 (AT + 60 (A7) + T0(AT) + 10AT + 150ATexp [~ XY+
+160exp (~AT) — 35 (AT)® — 105 (AT)* — 3507 — 2450 Texp(~AT) +
—280ezp (AT} + 50 (AT)? + 50)T + 150XTezp (— AT} + 200exp (— AT} +

_ ~242T — 24 AT exp (-~ AT} — 48ezp (AT}

= (AT)" + 10 (AT 4 25 (AT)® + 15 (AT)? + AT + 31ATexp (—-AT) +
+82exp (—AT},
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~855 (N*) -+ 2255 (N*) — 274E (N?) + 120E (N)
= (AT)* + 15 ((AT)"’ 10 (AT + 25 (A1) + 15 (A7) + AT+

3

+AT + 15AT exp (- AT} + 16exp {—AT)) + 225 ((,\T) + 3

CT(AT) 4

(AT) + AT+

+TATexp (AT} + 8exp{-AT}) — 274 ({}\T)2 + AT 4+ 3ATexp (—AT) +

+derp (—~AT)}) — 120 (AT + AT exp (= AT) + Zexp (—AT))

= (AT)" + 15 (AT)° + 65 (AT)* + 80 (AT)® + 31 (AT)? + 276AT +

+63AT exp (AT} + 6dezp (-~ AT,

E(N AT} = AT+ ATexp{—AT) + 2exp(—AT) ~ AT

= Mlexp{—-AT} + 2exp{— AT},

= (AT)? + AT + 3\Tezp (- AT) + 4exp (—AT) — 2AT (AT +

+ATexp (~ AT} + Zexp (—ATY) + (AT

= AT —2(A1V exp(—AT) — ATeap (— AT} + dexp - AT),

= AT + 3XTexp(—AT) + dexp (2T},

E ((.N2 - (AT]”)Z) = E (N}~ 2(AT)2 E (N?) + (AT)’
= (ATY 6 (A7) 4 T(AT) 4 AT + 15ATexp (-~ AT) +
+16ezp (~AT) — 2(AT) ((AT)® -+ AT+
£3ATezp (AT} + dexp (AT} + (ATY
= A (ATY + TATY + AT — 6 (AT)’ exp (—AT) +

~8{(ATY exp (—AT) + 15ATexp (~ AT} + 16exp (—AT),
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E(N* = (A7) = (AT)® 4+ 3(AT)’ + AT + TATezp (- AT) +
''''' Sezrp {-AT) — (AT)*
= 3(AT)* + AT 4 TAT exp (— AT) + Bexp (~AT),

f({f\“ (,\T)ﬁ)z) = E{N%) = 2(a7)* B (N*) + (AT)°
= (ATY 415 (AT)° + 65 (AT)* + 90 (AT) + 31 (AT)* + 27577 +
+63ATexp (~AT) + 6dexp (- AT) — 2(AT)® (A1)’ +
+3(AT)" + (AT) + TATexp (- AT} + 8exp (- AT)) + (AT)°
= 9{AT)" + 63 (AT + 90 (AT)" + 31 (A7) + 27547 +
+exp (—AT) (64 + 63)T ~ 16 (AT)* — 14 (A7)},

E(N(N+1)= AT (AT +1)) = E (N?) + E(N) - (AT)* = AT
= (A7) 4 AT 4+ 8X\Texp (~AT) +dexp (—AT) + NT + Mexp{~AT) +
4 2exp (- AT) ~ (A1) - AT
s AT 5 43T exp (AT} + Gexp {— AT)

E{((N(N+1) = AT (AT + 1))} = E (N*) + 28 (N*) +
+ (12T (AT + 1) E (N?) - 0T (AT + 1) E (N) + (A7)} (AT +1)°
(AT)* + 6(aT)" + 7(AT)® + AT + 15ATexp (- AT) + 16exp (~AT) +
+2 (A7) + 3(AT) + (AT) + TXTexp (~AT) + Sexp (-~ AT))
4 (1= 20 (AT + 1)) ((AT) + AT + 3ATezp (- AT) + dezp (- AT)) +

20T (0T + 1) (AT + ATexp (~AT)) + 2ezp (= AT) + (z\T) (AT + 1)°
= 4{AT) + 13(AT)? + 40T — 8T exp {—AT) — 20 (AT exp (—AT) +
+20ATexp {(~ AT} + 36exp {— AT} .
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Tomando-se as esperancas das aproximagoes acima descritas e,
levando-se em conta que, dado 7 suficienternente grande, qualquer termo gue
contiver exp (—AT) ou que, em relagdo ao denominador , tiver diferenga de grau
superior, em 1, a trés serd considerado desprezivel, teremos boas aproximagdes
para momentos que serdce utilizados para se enconirarem expressdes aproxima-
das de esperangas e variancias de alguns dos estimadores. A justificativa para a
utilizacao destas aproximagtes é a seguinte: as expressoes cujas eSPETancas serao
calculadas sao limitadas por 1. Alédm disso, todas elas convergem para 0 quando
T cresce. Com isto , podemos utilizar o tecrema da convergéncia dominada e,
conseqguentemente, tomar o limite da esperanga como sendo igual & esperanga do
limite, para todas as expressoes abaixo. Temos, entdo, para T suficientemente
grande:

s(1) o 1 B0 ()
N/ TOAT Ty (1)
o LA
AT (ar)?
N M1 (22.4)
(AT)

5 (3m) = 1 EWH-(r)f F (v~ o))

E’_‘Z_( N (}\21]2 o (A;ﬁ]{l v {)\21)6

1 AT 4(AT)°

TOoTY prf T ()

AT +3 %

~ [,\T)ﬂ- : (Q.Z.L )
g __1___) 1 BN -1 BN - (1))
J (N?’ (T ATy (A7)’

1 Fa
~ (AT)z (2.2.6 )
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&
P
|

;?

2

2

2

b

&

E((N+1-(\T+1

1' . ]
(AT +1)°

i AT
Tyt . 3
A1 (AT +1)

Q

&

(AT + 17

] E(N ~1)= (3 ~1)

AT -1 (AT — 1)
E{(N=1-(T-1)))

i (AT - 1)°
1 AT
s T 1 -+ (/\T)g
T AT
T opr-a)®
1 E(N(N+1)) - AT(AT +1)
AT (AT +1) (ATY (AT +1)° N

E({N (N +1) = AT (AT + 1))*)

* OTY (AT + 1)

1 AT

A{ATY + L A7) + 40T

AT (A'j‘ +1) (AT (AT + 1) !
(ATY + 5 (A7) 4+ 11 (AT)® ~ 4AT
(AT)® (AT +1)°
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2.2.1 Estimacao por Maxima Verossimilhanca

Iremos, nesta seqao, trabalthar com os estimadores de méxima verossimilhanga de
a e o’ Para isto, definamos:

A= X, X X0

B={A Wy N}

T o ™ = Tieo o, T — TN, 1

A, = {X?'It ){TS ..... Xr: pemas }{m o X}N--l}; €
B.={A, T.N.

Utilizando-nos do fato de que o uso de B,, ao invés de B, nao le-
vara a perda de nenhuma informa¢ao amostral além de levar a independéncia dos
elementos de A, e também 2 independéncia dos elementos de T ¢ que as respecti-
vas distribuicdes de T e N independem de {a, 0%}, nossa fungao de verossimilhanga
fica sendo:

L (a_‘{rg B*) = I, (95‘1: 92)
= Iy {mae,0%) fr (tia,0" | N = n) fa. (s:0,0* [N =n,T = 1)
= v fr (¢ (N =) [, (ma,0* [N =n, T =1).

Teremos, portanio, estimadores de maxima verossimithanga funci-
onalmente 1dénticos aos encontrados na Segho 1.3

Sy ,
Goy = A (2.2.10 |
. TN
‘ 1 (A ( X, - X, ) y
] o T T ) A «
, = — - . 2.211
o—gjh }\‘r =y | (PR P | N ( )

Proposicao 38 A esperanga e o vardness de Gg y sdo dadas por:

E (ag,g\g) = [2.2.12 )
MOAT)? ~ AT + 1)
(A —-1y

2

Varlisn)~ o (2.2.13)
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Com isto,

e, através de 2.2.8

Var (Gzn) = E(Var(azny | N))+ Var(E(aw | N))

by 1
— z_ " 14 — 2 (W .......... )
E(ﬁN_l)+ ar{a) = 0" AE Y
A{(AT) - AT 4 1)
e - : [
(AT -1)

Neste caso, em vez de anmentarmos o tamanho da amosira, iremos
aumentar a sua expectativa, o que é feito se aumentarmos 7', isto é o tempo que
teremos para observar o processo {X; : ¢ > 0}. Faremos isso a fim de obier uma
nogao aniloga & de consisténcia.

. " ¥
Proposicdo 39 d. y — 0, gquando T — oc.

Tchebyshev, & n converge em probabilidade para ¢ quando T - oc.[]

Proposicdo 40 A dsirtbuigdo de @y v € absolutamente continug com densidade

dada por:
] i 2 _% o T I
e ni |y, el Pietd)
fao o (2) = (2?:’)\0) (I g2 ) 2 T (n) (1-+
(- aﬁ) AT exp (—AT) .
© 2Xot ol



fiop (2| N = n) I(;Z(n)?) (2n20%) (1 (fz/\;))

Corm isto,

oo (2) ILF N =) fay (€] N = n)

o
—
/"—‘\
%m e
R
——
[
o
e
&
[*]
R
| r.:x;».. (]
—
Bt
1
T
)
|
B
et
&
Vit
Dot
“1
-
f"e
T
|
-
|
P
B
o}

= r (?’I) 2}«}2 ??-I
- } n
ek (z — 9)2 2o T (n -+ :5) (x - a)
= {2wio* — ELEl 4 e X
( 7o) ( 2A0t 2:’3 I' (n) 2Ao?
{AT) exp ("--AT]) 3_\/5 1 L:E.ﬁ:_'ﬁ_z}_z.) E
n! Ty L 2A0°

{exp{—AT) + ATexp(-AT)) .0

Lead

N . A 2N
Quanto as propriedades de 437, temos:

Proposigdo 41 A Esperanga e a Varidncia de &7, sdo dadas por :

B (s1y) m ot BT2 00

; ; ; 22,14
N [}‘T}E ( )
‘ 2T 4+ AT -2
Var (:":‘rjw) ~ o ( ){A;)‘"‘ = (2.2.15)



B .2
YVar (0’2]1\7)

I3 ( B (5§w | ;\)) = F (}E\gﬂn]{,?) o gt (1 ..... E (;\}))

(oA L
R B o = z
(AT)* (AT)

5 (?_L{jﬁ—_ﬂg‘;) e (Fder)
= o (2}:‘: ( ]-) ~2E (1—) +Var (1 ——————— ))
_ N2 N
_ (? (J\T +1 AT+ 3') L RTh2 A3
B Loy ant ) (AT (AT

)

2OV 4+ OTY - 2T -1
g A
(A7) (AT)?

2

Proposicio 42 6] v -5 o° quande T — oo,

im F (&é N) == gl
T ”

: 7 52 —
lim Var (67 5) = 0

o que nos leva, por Tchebyshev, diretamente a proposigao.



Proposicdo 43 A distribuigto de 63 5 tem fungido densidade de probabilidade
dada por:

; 2 |
2 = (rota) AT T _ar) .
foz (2} = (’}TU 3,) (AT -+ 1) exp ( 3 /\f) ..
i 1 o\ T (AT)" exp (- AT)
" —— 2% p (";.::_3_) " n!

Prova: Sendo &% y funcionalmente idéntico a &%, temos:

, L7 L
g 61 == gy ()

foz (7)) = 2_P(N=n)fz, (z]N=n)
N
. :1 ?%:'_.;ﬁi 2,. 2zh g ,
_ ;Q(EE),W¥) (%ﬂ) exp (M ;X 9..) (exp (~AT) +
251 x 2

ATV exp (= AT
+ATexp (- AT) _:}_( )" exp )) +

- 2
= (?rcr";r (AT + 1) exp (W%E - AT) +
%, 1 o2\ T (AT)" exp (~ AT)
g 25T (55) (2) n!
2 55T (o1 :
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2.2.2 Estimacio pelo Método dos Momentos

Neste caso, o método dos Momentos pode ser parecer inadequado
pois, pela sua definigio, estd explicito na resolugdo do problema o conhecimento a
priori do tamanho de amostra n. O que propomos é um estimador pelo "Método
Condicionado dos Momentos”, isto é, o tradicional MM condicionado a um tama-
nho de amostra conhecido a posteriori.

Desta forma., os EMM’s, como acontecide com os EMV’s, serio
funcionalmente idénticos aos obtidos no caso do tamanho de amostra fixado a pri-

OT1:
N -
o 1 = Te ‘X'f —1
e 2.2.16
a»,f\f J\ir ,2:41 T Te—1 ( )
e
N (F}{T }:1— ) 1 N X Xr 2
o S ‘ L A SR I W A . 2.2.17
e TN ; T — Toet NA (;{ Ty~ Tye) ) ( 7)

Proposicdo 44 &y v € nde-viciado com variéneia dada por:

Var (82,5) = oc.

Prova: Sendo a» n funcionalmente idéntico a g, terfamos:

Blasw | N =n)=E (i) = a

) Var{aw | N =n) = Var (a3} = ¢
Com isto,
E{asn) = E(E (asn | N}) = E(a} = a.
o

Var{asn) = E{(Var{aan | N)}+Var (E{dn | N})
= E{oo}+ Var(a) = cc.
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Proposicio 45 4y tem distribuicdo eujn funcde densidede de probabilidade é

dada por:

fay (2) = 227 (2107 ST £ 1) ezp (- AT) [}m [; (1" + z‘) X

1(z - a)*

ETD (vw-}t {11 +tg) ~ = (t . ;-1)) dipdt -+
e O e e ()
T (n -— ] 4] £ 0 o .

1 Y

n=l
(z~a
exp (—~)\ E_J P S }—3—) dtndl, ... diy

fu.n.cwnalmem.e Jdentzco a0 obt.zdo peio memdo dos momentos na Segao 1.5. (,om

isto:
+
-1 o f T E s
i @I N =n) = nd"(2rmo®) ° / f ] (Li 1) exp( /\Lﬁiﬁt
13 2 0 =1 =1

2
SUDACHS o ) dtndin. ... dl;.

+§£.5;L.g§gi___ﬁz}__w ore?) [T [ (b )

o g n’l t=1
BN nt{z - o)’
exp | ~ X Dt — gy < Ay dfpy ... dl
1y ( 1%; R S n 1 1



. Z (2r0°) %Eii‘?”f’z}?( AT) / f( f: (}—?l) )
2

. n’(z - a
exp (A St wi{:;w-)w) dtndl, ... d1

Proposigio 46 A esperanca ¢ a varidneta de &y sdo dadas por:

E(6}y) =00 (2.2.18 )

Var (&j N) indeterminada. (2.2.19 )

Ef(6yx | N =n)=E(5}) = —oo.

Dai:

E(&x) = E(E (65| N)) = E(~oc) =~

e 2.2.19 segue diretamente de 2.2.18 .

2.3 Tempos Aleatdrios Nao-Observaveis Ordendaveis

Nesta secdo, consideraremos que as componentes de W, sdo nao-
observaveis mas conhecemos em que ordem o processo {oi amostrado.

2.3.1 Estimacdo por Mixima Verossimilhanca

Nossa fungao de verossimilhanga é dada por:
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como visto na Segao 1.4.

Esta funcao de verossimilhanca é proporcional & encontrada na
Secao 1.4, isto é, existe selugao para as equagdes de verossimilhanga nao sende
esta solucho, entretanto, explicita,

2.3.2 Estimacio pelo Método dos Momentos

Iremos, novamente, utilizar o * Método dos Momentos Condiciona-
dos” como forma de encontrar nossos estimadores. Desta feita, estes serdo funci-
onalmente idénticos aos encontrados na Secao 1.4:

. AX;
oy = 2 (2.3.20)
N
¢
o A (ﬂ oh2 o 2X,
Oy v = 35 XKoo~ Kn )~ “*“}ﬁ') \ {2.3.21)
I ;\? =1 ( . ) ‘?\ E

cujas distribuicoes, entretanto, nao sao idénticas as dos respeciivos estimadores
daquela segao, como ver-se-a em seguida .
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Proposicio 47 A Lsperanga e o Varidnela de 83 x sdo dadas por:

E (Elg,N} g,

Var {é;n) = (/\U‘" “+ G

1{11)1@_ Sabendo-se ser d; v funcionalmenmte idéntico a iy, temos:

E (&3,];! i N e R) = E (&5) i

e . Ao + o
V ar (QS‘N !; j\? e n) — ‘/r ar ({L:},) forwed _.._.E)..— ............ wa“ ..... .
HA

Com isto:

e, por 2.24

Var{asn} = Var(E{dn | N))+FVar{asn | N))

a
e,
Tt
3

f o)
Qf\r

|

|

px ov ada a propoq;gao ]

Proposicio 49 A distribwicao de az 5 € de forma que:

9 b S ~Aa*v® — ddaxv®
faun (2) = 22707 + Dexp(—AT) L (1 exp ( - 33ia )) +

© (AT exp (—AT) 12 ~X2a%0? ~ 2Anaze?
r}_, Trin - l)ln!wwf v Mexp | - SyigE

o2

1



Com isto, temos:

ﬁie—.w ['T) = L P = 72 fﬁ N (33 N = ?‘1)

== (g_}fz) (-—- AT) _Ia. }"}‘emp (_'/\T) -—i— (/\F} ej;p (wA:{ ) ) v

o vte — 1 % e® - 4harvt ?
vierp S3ios :

< (AT)" exp (A | ~ X% - 2Anazv?
iy {(AT) exp T)[j (v“"”exp (_ av naTv ))
fizzd

n! A2t
, i 2 ~Xa*v® — draze?
= 2AT(AT + 1) exp (- AT) L (mw (_ A d )) N
) exp (AT} ne12 ~Agte® — Lnarv?\\
;?Z% (n~1)in! B\ e 2)202 Ny

Quanto a 3 ., temos:

Proposicdo 50 A esperanca ¢ a Variéneia de 83 y sdo dadas por:

JATY = 20T~ 2 AT +1

2ls ) il - 20" =5 2.3.22
(i) = (AT)* A7) ( )
5 34 -+ T . 2 + -
Var (&2 ) ot 2 AT 3,21 “10 4t LTS + 40T 41
h (ATY AT
2 R 1
-;-4a‘*3(’\f},, i 5A.;;" -13. | 228
AT(ATY _



- i Lo\ n-2 z
Var (05?» I N = n) = Var (aq) ---------- o - e
o 4ag?
—r;;\;- (“m —2n -+ ]’?) dﬁ—gd (“"m o 8) -----
41
N }:5:13 (é‘n + 2n 4 6)
Segue, por 2.2.4
- 2 1 oar o f}’_w”’“ 2 2 2 2
B(en) = B(E( M) =5 (Y20 2)
1 20° /1
2
- o fo-m(3) - ()
? ( N A UAN
gz(u)e ~2MT -2 L AT
= PO, ,‘_.,w\,.‘..‘,w,.w”‘v;—w wwwwwwwww a -w—v—-v—n-—w—v—w—v—v;-
(ATY AMATY
e.por 224,225 2.26,
-{,/war (6’5‘;;\;) el 1’(._{1?' (E (C};N i ."}V-)) ‘}' E (1’;(}.?' (&;i‘}\r ; N})
, (N2, 2 A PP,
= ¥ar (—-—?\;——'0 e X}\F a ) + F (:hf% (Df\’ — 2N + 1.3) —+
, 40'2{?2 a7 L . 4{2'4 B 3 oy AT
. w’};’;&;g' (OJ&’ “!(" }\f' e 8) -1 15}\}_3 («_}!)?\T n 2}7\" _!' 6))
4 1 40" 1 4a-c* 1
(i L)Ly e (Lo 2)
? vt e vy )T
2 22 /1
2 i1 [ —_ ] i — -_ e
(0 E (3 ,N) 7 (zxr)) !
2 u 4a’o? 5 1 8
4 : a8 B Lo . )
o8 (5wt )t B (W N )

o) m) () -+ ()
LD o))
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SOTY +30T)° + 1007 -4 4ae* T(AT)" + 4 (AT + AT -2

o €T ’ S 3

ATy A OT)
At 3(AT) + 5 (AT)* + 1877 -~ 1
A (AT}
SR 80T 210, JTAT)  +4AT +1
~ 3 T 44 : ) e T T
(ATY A{AT)?
STV 50T 413

AT (ATY

4+ ~ r 3 l
Proposicio 51 52, 5 o° guande T — oo.
3N

N
b F ({?3 N) = o°
F—oo '

=0,

R

. o 3
limm Var (cr.
T o s

o que nos leva diretamente a proposigao, por Tchebyshev, [

2.4 Tempos Aleatérios Nao-Ordenaveis

Neste caso, nio dispomes dos tempos de observagio nem da ordem
relativa das varidveis amosiradas. Notemos que, como na Segao 1.5, temos, agora,
nossa funcdo de verossimilhanga proporcional, em relacic a @ e 67, ou seja, nossos
estimadores de maxima verossimithanca sao os mesmos da Secaoe 2.4, isto ¢, existem
sem gue, no entanto, nos seja possivel enconfri-los sob uma forma explicita.

2.4.1 Estimacio pelo Método dos Momentos

Novamente, encontraremos nossos estimadores pelo "Método dos Momentos Con-
dicionados” funcionalmente idénticos aos da Secao 1.5:
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24 ol
o T X, 2.4.
&y N N {*?\,: e ‘I_) ‘?2:41 ty ( 24)
[
, 22 M 8(N+2)) (& ;
~ ™oy 2 Sy
N Xr R S S X, . 2.4.25
4,N N (f\r n 1) 2; 0 3}\;3 (J}\;’ + 1)2 1%; 3 ( )

Proposicao 52 a4 n € ndo-victado com variéneie dada por;

s 200+ @) 2(AT)V 4 IAT + 7
Var{asn) = et T 1

E(gn | N=n)=E{ts) =«
e
Var{asn | N = n) = Var (84) = é?;(;;:—}) (.)\(f +a )
Dai:

2t 6 (2(;\_’ P ABATH+1 AT +5 )
N 3 21t n®
IIIII 2(ho® + af) 2 (AT) + TAT + 7 _
) 3 BTt T
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Proposicdo 53 asw ' a guando T — oo

a Proposica. i’

Proposicio 54 A distribuigdo de agn € tal que sua fungdo densidade de proba-
bitidade ¢ dada por:

fﬁ-i.N (:?:) s (}\I )f’rp AT f / &;71;:1(%;)( A {i} + f:g] +
(3.’}2 Y] (231 4 2)) ) dtodt, + Z (A?*)nexp(—}tT)

‘ X
4)3p%, e n!
fc- /w )sn (n + I) ( n(n+1)
. e erpl - ¥
0 40 2)&0\; 27{ \_“ ..... 1 2 (n — 1) E? =1t B

(n (n+1)x—2Xa 220, 2. ;tj)”

X:’f..,.} e 2{n -4t

T exp (—Ata) dis.
k=l

o A ' oy i
Fin (@ IN=n) = f f ______ nfntl) m?}( _____ fi(f‘“‘;g)
0 o J)\(f\f’?r¥ L Z(n—z] 2 at, 8A%e

( (R4 1)z~ 2Aa X, 2 Ifj)z n

}:::1::1 E}:] 'z {ﬂ" - ?') t.? k=i

Segue que:

fooolz) = S_P(N=n)fa (2| N=n)= (ezp(-AT) + Alexp (- AT} +

N
(}L? } e.};p( ...... AT / oo 3 : | |
2 0 /[ zf}ﬁ’:ezp( A (ti ha t*z] +
3 (32— Aa (2, + 1a))° & (AT) ezp (—AT)
ot ) dtzdts + L 22 -2T) .
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[00 /‘” Anfn+ 1) ( n(n+1)
Lt T e b e e o e e et exp e ;____;; ________ e
Jo Do one 2 2n )51, L 8ANE
‘\, FE=S|

(n(n+ Do - e, 5y t,)’

e e exp(—Aly) dit
T T P A
s (.}\'I ?IP '''' A / [ __-::-'-FIP( A (t] =+ 3’2) -+
0 47r 1
3(3z — da (2 + tgj] (ATY exp {~AT)
- dizdty + » - ;
e 2l } n! )
dn(n+1 n{n+1
[ [ RS N exp ( nn+1)
0 2xo\/2m T, 2(n -t N 8N
2
7 I 3' w DA Zs by f 7
( -1 :r =1 J) H (M-Aik) dty. [

Quanto a 75 , temos, por 2.2.7 e 2.2.9:

2 (52) = (5001 V)

oo, ANEEN-D\ 4N+ @N-1),
E(g (1 3N (N +1) ) 3N (N +1) A ”‘)

23\ NN 1)
, 4(d® +d¥) 1 2
S S AL E _
¢ 3N PN ONNTD

Ar+1° T+
5 g - g -~ §
_ (__3____4()51‘) + AT 9) 4d? (2 L DT AT q)n

i
S

,  4{re? +a¥) (2 N (AT +3AT+1 AT +5 )

(AT +1)°

Note-se que:

.
. s f a2 L 8
im F (04 N) o~ 0t o,

Tes N 3 3

o que é um resultado inadmissivel para um pretenso estimador de ¢, um pardmeiro
positivo.



2.5 Conclusoes

Apesar de alguns dos resultados do Capitulo 1 serem mals expres-
sivos do gue os obtidos neste capitulo, como por exemplo as distribuigoes, pela
utilizagao do Teorema da Convergéncia Dominada, os estimadores de a e of obti-
dos neste capitulo se equivalemn, em suas propriedades assintéticas, aos respectivos
estimadores do Capliulo 1,
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Capitulo 3

Processo de Ornstein-Uhlenbeck
com funcao média linear

3.1 Introducao

Seja U = {U;, t £ IR.} am processo de Ornstein-Uhlenbeck, ou
seja, um processo gaussiano que, sendo W = {W, : i € [R,} um processo de
Wiener padrao, satisfaz:

dU, = —0U,dt +~ V' 20dW,,

conhecida equacao de Langevin cuja solugae, para s <, €

ot
Uy = exp{—-8{t - s}} U, + v@é’a[ exp{—01{i — u}} dW,.

Desta forma, {U;, : t > 0}, é um processo de Markov e, mais

ainda: se tomarmos W, da forma da Secao 1.2 ¢ # = 0 = 1, teremos gue Uy,
Uy, —exp{~{ts ~ 13} U oo e Uy, —exp(~ {tn — t,-1)} Uy, formam um <;’onj11nt-0
de varidvels aleatOrias independentes. Temos , além disto, as seguintes proprieda-
des:

E(U) =0 Vi

Var (U} =1 ¥t

Cov (U, 1) = exp{— [t —s !} Vi s;
E{Ui—exp(~{t -s)JU} =0 Vs 1
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Assim,
(i',?ij U —exp(—{ta =t )) Ui, UL, ~ezpl— (In— th1)) Ur,,_I) ~ N{(0,,5,),
onde £, = drag (1,1 — exp{-2{ts — t41}),.. .1~ exp(-2{l,, ~ t,—1)) ).

De forma analoga & do caso anterior, definamos X = {X,,t ¢ K, }
como:

Xy = at + oll,.

Teremos que X; ~ N (at,o%},Vt € IR e, por hereditariedade de
independéncia, Xy, Xy, —exp{~{t2 — 1)} X¢, ... e Xy, — exp(~ {tn — 1a3)) X0,
sao independentes.

3.2 Tempos de Observacao Deterministicos

3.2,.1 Estimacgio por Maxima Verossimilhanca

Seja A nossa amostra. Come nos casos anteriores, utilizar-nos-
emos de alguma fungao da amostra que ortogonalize as relagdes entre as variaveis
amostradas, sem que, no entanto, haja perda de informacao amostral sobre os
hossos parametros. Note-se que estas caracteristicas sao atendidas porn:

A, = (v}ih CXp enp{={fa —0)) Xy, X, —exp{—- (1, — ta ) }itm..i) :

Encontremos, a seguir, o nosso estimador de méaxima verossimi-
lhanga de a ¢ 0%, Seja L (a,0” | A,) nossa fung¢ao de verossimilhanga:
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Lo 1A = . (0’
= fXU (Ihé‘l?g‘z) f[ an'-eﬁ-i'f('—{f-r'-'fe_1])X=,

oV 27 20° =2 5\52{1 —exp{-—-2{4,
e (X, — ezp(— (i — tio1)) Xoo st tgerp (- {4 tea)))’)
P 207 (1 — exp(—2(t — t.1)))
....... (zﬁgi) ﬁ(i —exp{~2{t, - fe»})))_’l’ exp _éwi“} ('(sz QII)Z i
o (ng ~exp{~ (1, t, 1)) X, aflt, —t,qexpi{— (I, 1, ;))))z
T emp (205, - 1)

Temos, entio:

(f] (1 —exp(~2{t mzm))}“‘%) ----- :—5;5 ((Xh—ai]_)z*i—
(X ep (= (6 o)) Koy ol tpenp (- (6 - )

1—exp{-2{t, —t,1})
Com isto, podemos calcular os estimadores de méxima verossimithanca de a e o7,

Derivando em relacio a ¢ e a ¢, obtemos :

d —~2
\\\\\\\ Ink (H ot A*) — (_253)_ (81X, -+

34
& (& — t,_yexp{~{t, — t,_1}}) (Xg‘ —exp{—{t, ~ t._1}) X;*_l) |
N %3 T—exp(—2(t — t,-1}) B
) 2 o {t — teesezp{— {4, - Zi,...-i}))z
¢ (’fi T G )
e
d s (1), 2
%ﬁ_.?ni,( A*) o ((Agi aty}



(X~ eap (- (f 6o X~ alt, — tosenp (= (1~ toa)))
- emp(""'z [t« — if_.j)) ..

1
e

-
T3

Tem-se, entao:

N i {t, = tesezp{— {1, ~ t.1))) (Xt! —exp{—(t ~ t,ie1}) th_.l) -
T 1—exp{—2(t, — t,1)) -

iy (ff n i (t, — t,yeazp(~ {1, - tf.,.l)])z)

0 1 —exp(—2{t, — t,1)}

e
-3 1 r a
& = ((}xh aly ¥+

e (t, ~ ty_yexp ([t ~ t,.1))) (;{t‘ _____ exp (- (t, — 1, 1)) Xz,__,)
. i A I . g:r?,}(_z[ti . ti_l))
a}. - P
42 5 (ia ~ tyaexp (-~ (ts - ta-wi)])
et 1 —erp{—2 (t.? - ij--—l})
{3.2.1)
@
_ ) _
e U oK eap (- (to-t)) X )
falr 4 R _‘th __:,_ Al . - G2 . .2,
! 7 g %; 1—exp{-2{t —ti-1}} ] (3.2.2)
onde:
o St~ tgexpl— {1, — )
Gty ( reap (= { 1)) (3.2.3)

1~ exp{—2{t, ~1,.1})

=B
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Proposicao 55 A distribuigde de 4y € 1al que:

@

normal. i

POSICAO:

.....

i - e by = Fpyexp ({8, - 1
E ;) = ~ (hE (X.) _{__L exp{—{ 1)];{

=5 e exp(—-2{t - 1,1))

TG

E (X, —eap(~{t,~t,1)) i, ))
_ & (if . i: _(ﬁg “ . JETP (-— (ti — 3:-—1)))2_) -

12 1- eLp {_2 (t$ - ti-— I))

1 5, s ) e (fi — 1, 1eTp ( ( — 1, ]))
= — {t:Var (_}i Iy )
( ! ) !}3 (1~ f::cp(-w-z {t - 1,,._..})})”

o (= tgeap (- (t - )

1
Y =2 1 —erp{—2{t, — 1)) . _C’__

(w (4, — £, exp (— (t, — zs__j)))?-)‘ e

=l ezp (—2 (8~ g

Além disso, sendo @; urna combinacao linear de v.a.s normais, 4, €

Outra propriedade importante de @; € descrita na seguinte pro-

Proposicao 56 4, ¢ consistente se e somente se a seguinte condigdo Jor satisfesta:

ﬂ}igi ¢y =00 [324)

Prova: Temos que E (&) = @ e lim,o Var{d:}) = 0, o que, por Tchebyshev, é

suficiente para que a consisténcia de d; ocorra. Resta-nos provar a necessidade.
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Para isto, note-se que, sendo ¢y normal, sua func¢ao caracteristica é:
o2e?
¢a,{8) = exp (zas - ) i

Ternos que, caso &; nao convirja em distribuicdo para a , nao con-
vergiréd tampouco em probabilidade para a. Como, entretanto, nosso esiimador
converge em distribuicao para ¢ se e somente se:

¢5,{8) — exp(1as) quando n — oo. (3.2.5)

e 3.2.5 ocorre se e somente se 3.2.4 € satisfeita, estd provada a necessidade. [

. il
Quanto a ¢*, temos:

Proposiciao 57 A Esperanca € a Varidncia de 67 sdo dadas por:

F (&«f) . E%—lgg (3‘26 )
Var (57) = 2 _(rt;;__,__l_).ga (327)

Prova: Para o célculo de F (67) e Var (67), necessitaremos de alguns momentos

de nossas veridveis e de &, onde X, = X, —ezp(—{t, — t,a}j Xi_, 1= 2,...,n.
Temos:

E(XY) = Var(X)+ (E{X)) = 0" (1~ exp(~2(t ~ 1)) +
+at (b gexp (-~ (t,—t, 1)) 1=2,... ,n,

. 1 St —terp (- (- ) o
Cov{X, 4} = Cov (Xha (il}it; Z‘ J} 1-17P | -(J t;--.‘?z)a)}x?))

s - ETP { 2 (ij ______
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ey D—exp{—2{ —{1))

Lh o terplo (b= boad)y ooy

. 1 LAR S pt—1t, —1.,. N
Cov{X,.4y) = Cov (X‘“E' (thn Yyl exp (- {t, — 1, 1)))i3))
i P - ’ 4 g e ]

..... “tlﬁ
£y

FlayX,) = Covld, X,) + Elin) E(X,)

E(aX,,) = Cov{as, X,,) + E (&) B (X,,) = g'"fl + 'ty
1
Var (.Xf) = 2{Var (X)) + aVar (X} {E (X))
= 200 (1 - exp (=2t~ 1.1)))" +
+d4atot (t — togexp{— [t — 1)) (1~ ezp{~2(t — t.1)))
1w 2, n,
Var (X2) = 2(Var (X))’ + 4Var (X)) (B (X,,)* = 20" + 4a’0’t],
; s s 20 44’0
Var (éf} = 2 (Var (8))° + 4Var (&) (E (&,))° = '—;— “ﬁgw:

h 1 5



. ot 4 - - \. 3 - i """ 1,.18xp{— g T [ : :
Con ():j‘&;) = oy (X'- o+ ( I){i + 2‘ ( 2 133,’])( (3‘3 tjl ]))2) }{.j

1

oy St i;fm-zezb (—(t, — 1,
i Xy, J%? 1-exp(-2(t, i 1,.1)
4 (it it qeap (= {1, o)) (B~ tesexp (- (e — G )} o ‘

._ ;; (1~ exp{~2(t, ~ L, 1)) {1~ exp(~2(tp ~ tx1))) A;}u))
?1? (t(lfezl;z(ig_u(t_z f: ).3)})2)~ (20 (1 - exp (=2 (t = )’

+4a%0% (£, ~ t,_rexp{~ {t, — ,_1)})} (1= exp(~2(t ~ 1)) +

1a%c? ) no{t, 1, —{t, — t,a 1)
T emp (- (- ) 2 Yo Ve hmear (T )
3 DI exp(—2(t; — ;1))
20 ,  4dbe? (t, ~ t_qexp (-~ (t, ~ ze:M)))’1
v S (f b exp (- (b~ e -
2 (% rezp (- )4 ¢} T —exp{—-2( — t,_1))
4 4a*o” (t, — 1,. —{t, —t,. )}
L Aale (b toyezp(~ [t~ toy)))? — 2E0 (b = borern (= (6 = 6 0)))
ey ol 1 —exp(—2{t, —t,_3})
20 daio*
- ( ........ 5 ) (tr ~ f1€ZP (_ (tf . fz_.;)))z ) — 23 m
o
. N P Y 2
Cow (_Xl ai) =z (o Xf, }_‘ tXfl > USt? ;exp‘( ; ?J_l)lj }xjﬂ
€1 me (1 exp(=2{t; —t;-1)))
Ot tenp(— (L —1,))
i X ¥ 31 2 2 X
i h?:jfz 1 —exp{-2{,—1,.1)) 7
LS Mt (L)) (= e (- ()
Py efﬂp(-—i’ {t, — 'i;:-m-l)l} (1 —exp ('*"2 (te — k1)) ’
3 pas 1wc:rp(m?(i )
 {20% 4P’y
B (:; ' A} !

Podemos, entao caleular:
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1 . X?
X ¥ — i X3 S . W
(01) (n ( T 2_5 1~ exp [_2 (tg —t )) ¢ 1‘31))
e (-ng" .|., {'ll a:: ,,,,,, gz CI i ) o n_____m_:! o !
i i

1 o X:
A2y 1y LAY IR I S a2
Var ({Il) = Var (n ()"h r E T eap (T2l ) claj))

F =

1 I 4 5 8.4 =
= 4 20 4+ datetty +
o G

_gzp (“.2 {i! - ti_- jJ))i’ ¥
(20* (1 — exp (<2 (t, —t,4)))" + 40%6% (8, — t,yezp (— (1, — t,1)))" x
(1 —exp(-2(t —1,4}))) +

, {207 4a®o? 0 20 4g¢? ( 2
Lt 20 A T SR 5. ~ ¥
: e} €1 ! _ el €y 1
. i (t, ~ tiaezp{— {t, — t,..)))°
o G eep{-2{t 1))
_ 2o l)
n¥ l

Outra propriedade de 67 é dada pela proposicao:

Proposicio 58 47 ¢ consistente.

Jim E (67) = o (3.2.8)
lim Var (8) =0, (3.2.9)

o gue, por Tchebyshev, nos leva diretamente & proposicio, [0

Quanto a distribuigio de &7, temos:
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Proposicdo 59 67 € tal que sua distribuicdo € dada por:

o 2
291 ™ X(n-1)

57 e das seguintes defini¢des:

; - (Xm._wxf_,l — ezp(— (tn — Lo 1))){;,‘_‘,)

1 = 11
t, ~ t,qexp(— (t, — t,y))

V1 exp(~2(t, —1,.))
Q = dmg (qlag?-n' sy Qr‘e) .

g =

, 1
8t = ~72'DZ,
T

onde

1
D=1, --QIlQ
£

Isto nos leva a:

Dyyn = |d,,] € simétrica, de forma que:

..... E.i_ - 1= J
d, = (3.2.10)
q;% L

118



Frwn = {[i,] = D* & composta por:

E‘\ . ” ’?‘“\ A+
= 2 dip = dl v Y = (e - qf) + 3 dle?
k=1

ke k2

. pa 2o A AN 0 2. .2
= oy -2 0t gt Y g = o] - gle = dd,
=4

C;IEfU = Z iy = duty, + diyd,y; + Z dypdy,

k=1 L";_g 3

= - (m qf) ¢.q; = (_61 f;ff,) 4.9 i LI
LS

e th €y W C;_ds_j t 7!_ I
ou seja, D é idempotente. Além disso, notemos que:

Cl!ir,gDﬁé& """ E Yq thothylyy = 2_, 4 ( ''''' ) L 9% q::

=1 =1 S g
-3¢~ ZQQ g, =0.
e |

g

Ternos, entao:

— &7 ~ x* (r{D).0). {3.2.11)
o

Temos que E(8]) = e Assim, r{D} = n - 1, estando provada a pro-
posicao. ]

Uma outra proposi¢do muito importante para a construgao de in-
tervalos de confianca € a seguinte:

Proposicdo 60 &, e 67 sdo independentes.
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(3‘; prvd fDZ
i, = B'Z,
onde:
g =01,
b G
&1
(T
(5] =
d-‘j =
99 & g
e =
Com isto, analogamente ao Capitulo 1, temos que provar que B'D =
-
BD = ijfsz
j::-].
S Pk P
Cy 1 3%t ? 1
= g, — G L gj == 0,
t"'] e

estando, portanto, provada a proposigao. {J

Sendo as distribuigoes dos estimadores conhecidas e estando pro-
vada a independéncia de 4; e &1, podemos construir nossos intervalos de confianga,
de forma analoga 4 utilizada na Secao 1.2 . Temos, caso ambos os parametros se-
jam desconhecidos, dois intervalos de confianga de 100 (1 — «) % de confianga para
a e ¢ sdo dados respectivamente porr
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“aso o° seja conhecido, temos o intervalo de confianca para a:

3.2.2 Estimacio pelo Método de Momentos

Novamente, para encontrar os estimadores por momentos de @ e a?,

devemos encontrar funcdes de nossas amostras de forma a igualar o8 momentos
amostrals acs momentos teéricos. Notemos que:

Xy, — . — fa- .r. -1
E( 1, —exp{—{ t-1)) X, ) ca 1=2....nm
o byeap (- (— tit))

[ 34
B (5‘_1) = a
ty
Alnda:
Var (,}}:—Wg{}_:p (w (1* . t"'_];)_l_‘_)_&_‘*’_*_:_’_.) = @ g o= 2.....n
y1—exp(-2{t, 1))
[

Var (X} = o,

o que nos leva a

P

N (th ~exp(— (&~ £-4)) Xt,_.l)& , 2 | et boexp(~ ([t~ o))
B~ Loezpl{-2{t ~t_5)} | areTT exp{~2{t, — 1,1))

-

E(X})=o"+at]
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o isto:

I N A e R ) P ¢
i = — (aa sy e b)) *f-:-!\-) (3.2.12)

5 1 —exp{—2(t, —t.-1)}

chegando-se a

VL e (X e (e (- ) X

o= tlx ¥
n

I
o 1—exp(:

)?' _ afj {31 — l‘z—jﬁ]ﬁ}’)(— (ti — t%m-l)})z
=2 (4 - i'f;___l)) .

Finalmente, temos:

| ) e
) 1 n (;{-fe - EI})(_ (ix o tl“'l}} "Xf&—i) ~3 (9 2 13}
i Tt PEES ) I - exrp ("2 (te """ f’?-“'l}} s o

Sejal

L 12 (- )
. ram (tt - by exp (M (if - zi—']-)))ﬁ '

(3.2.14)

Temos, quanto a distribuicao de a;:

Proposicido 61

variancia de nosso estimador,



L

Var (@) 1 ( 1 ; a 1
Sar (a - R e o J— . —
1 . f' § g':'.'.:{ (‘f Pl f’i- 1 f: :’E:?"J ( o ('{’? o f’? e l )) 2

Var (X, ~ ezp (- (t, ~ 1.1)) Xo._

Sobre a consisténcia de ap, temos a seguinte proposicao:

Proposicio 62 a; ¢ consistente se e somente se a seguinte condigao for salisfeita:

suficlente para que nosso estimador seja consistente . Para provar a necessidade,

note-se que gy converge em distribuicao para a se e somente se 3.2.15 ocorrer.[]

Ternos as seguintes proposicoes sobre as propriedades de 6}

Propesigdo 63 A Esperanga e o Varidneia de 67 sav dodas por :

A a3y 2 e1d) ] .
E(5l)=c (1 - 5’5) (3.2.16 )
. 204 c2d? Zeqd da%0%c; [ eyd
r R S e A ATy T i {39
Var (57} = - (1 S R F (3.2.17)

Prova: Calculemos os seguintes momentos das varidveis envolvidas:




X?
L;_ 1 =
ar (1 — exp (-2 (t — tsm-l)))

2
- toyemp (- (t - 1
= 20' + 4a'o ( aerp (- | ) SN T

1~ exp{—2{ — ti-1})

Var (Xf!) = 20* + 4(;%%?,

- ST AN ’
Par(ai)munq Ty
) l ’ n ’X"fz
Cov (X] a5} = —Cov Xf. t b
( i) nt ( ; (t, — tiqexp(—{t, — t_?....]_))}g

2 FE X,
et (e \ G i (G G (= (6, 60)) )
1

t g (e T Al SRSy

+4ate? (1, — t_yexp (— (4 — ) (1~ exp(~2{t, — 1,-1))) +

: )
2 !

e e 2 1 - i, — i,.. X
£, —t,qexp (—{t — 1,_1) “ exp (~2( 1))
ff‘
(1, ~ t,_qexp{~— a
3
1 e 2{t, —t .
. }W; (gg’* (1 - exp (21 1) + 4t n {1 —exp(—2(t, — 1, 1))))
e e T zi_.im
a
e i .X.‘“) X, & Xy, —exp(—(t, — 1)) |
Jov (X7 L@ = C X bl '
Cow ( gt fl]_.} on ( iy n;{ ( f? : i] édz i, — 1. 1EZP (__. (2; _ tiwl))
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Com estes momentos calculados, teriamos:

1 Ly XZ
E{el} = “HE(X})+Y E : ] - et
((}1) n ( ( ‘fj_) ! 1_2; (1 . exp(__g (51 ..... zz—-l)] ) €1 (al)
1/, . S Lt = tsezp{— {1, — . ))* lo*
_ (gz +attt ¢ L (a‘ " a.“‘( TP ({ ( 1)) ) — e (az " f_%))
n py 1—exp{—2(t - t..1}) n
1 5 s cydo? . d
.k (n of + atey — eydt — f‘jw?‘f,’w) = o (1 _ EE?)
. n* T
54

]

var (1) = o Ver (68) + S ver ()

e Var (&'g’) - 2y (Cov (Xfl,&f) + }:} - é&tp (w; = th}}j-()ov (Xf; &f)))

o o{t, — tyezp{~{t, — t,.1)})°
ot + agrgrl = o b))
1—~exp(—2(t — ti_4))

1 =
= = (204 + 4ate™t? + L

1l
, [ otd* 4a202d) 200 & 1 1
+e519 - — SRS P s T QO O e (208
“l ( nt | nt ! n2? E 1 exp{—2{t, — ;) n? ( ¢

(1 - exp{~2(t, wt?-zl)): +4a’0*n (1 — exp (-2 (1, ”f""-))))))

(t, ~ tyrezp {~ {8, — ti_1}))
t, — ti__lea:p[--— (tg o tf—l)))g) y a2 (ggid:i +

i 4 do2,2 P""‘“ 4 5 9 (
= | 267 +4at0tl] + 20" + 4a"o - ¢
X ( g 1 % ( a 1—exp(~2(t —1,.4)) + ¢ —
2.3 I ‘ 4 n o _ B
Ldalotd)  2e 232_ +3° (204 exp(-2(t 1)) 4o
?’,3_2 . ?1,2 tl e (ts o te—-l)”
207 cdd® 2e,d\  4atote; [od
= T I + e B N
n n? 7l n? n? .'

Proposicio 64 Temos, pura gue 0 seja consistente, como condigoes suficientes:

1d
lim <A =0 (3.2.18 )

oo g
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lim E (8}) = o (3.2.20)
€
lim Var (57) = 0. (3.2.21)

Note-se que 3.2.20 segue diretamente de 3.2.18 enquanto 3.2.21

T =2 2 X e - - it ioforta.
Proposicdo 65 &7 ~ X{n-1} S€ € somente se a seguinte condicao for satisferta:

¢yd = n’ (3.2.22)
Prova: Tomemos:
1
?‘g i e
Gz
R = d?«@{} (?’], L, S ?'n)

5
-

e Z definida na sub-secao anterior. Note-se que 3 I, r? = d. Podemos representar

&7 por:

o = EBE
onde B = F, — -?%%-R]Z.fﬂ.’R = e, de forma que:
noan 7
2
eij ==
C]Tgﬁ .
B LS Y
. 7]
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Com isto:

T
2 :
dp N2 ()0 VY LN 2,22 Lt et 2 20
n' fo = ,S_Jetk = (n e 61?‘1) ¥ }_M{f,}'.r\a L 2nteyr] 4 eirid
=1

e
1 . n
= 5 " 2 2 r 2 N L2 2
n fo, = Epbry = — AN o, fenr, ~ Ant -~ ary}enr, + L Ty T,
k=1 k1.3

ou seja, tomando-se 3.2.22 , terfamos n’f,, = ¢,,. Assim, n*E & simétrica, ou seja,
por Searle (1971) pdg. 57, i‘%(}? tem distribuicdo qui-quadrado. Falta-nos achar
os graus de liberdade e o parimetro de nao-centralidade. Temos:

n n
2 “ -
nuzBuz = n Z Palty €y
=1 3=1
2 [ n N
@ ~ 1 y R 7o
(a5 L) =0
" = ' . NF
=1 "1 oy 4

Assim, sabernos ser }%6? central. Basta-nos provar ter ela (n — 1) graus de liber-

dade. Tomemos como verdadeira 3.2.22 . Temos, por 3.2.16 que E {6}) = -n—;—l-o"z

e, por Searle (1971} pag. 57, que 57 ~ x*(r{A)), ou seja, 67 tem distribuicdo

qui-quadrado central com {n — 1} graus de liberdade se e somente se 3.2.22 for
satisfelta. [

Qutra proposigao interessante sobre nossos estimadores de momentos € a seguinte:

Proposicio 66 a; ¢ 67 sdo independentes se ¢ somente se e;d = n®.

i=MZ
&t = Z'EZ,
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onde

7,
m, = —
)
n® —egr? .
nozar
- 7
€y =
C]TT_?‘-;
[ Wt Fa
oy 3

Temos, entao, que provar que M'E = 0,

)
H [ i . -
MEL = Z,mje.ir
g1

i n? - eyr? N 1 %
— - rt ..__.___.d_:; ......... Z ?.j ....... 2 -
n n? o n
r‘l
= — (n — £y d)
"

Como r, > 0, para que esta expressao sejn nula para todo i, faz-se necessédrio e

—

suficiente que ¢yd = n?.

Com isto, podemos, agora, montar os intervalos de confianga para g
e 0. Caso ambos os pardmetros sejam desconhecidos, ndo conseguiremos montar
intervalos de confianca para ¢ e o a menos que ¢;d = n°, pois, sob esta hipotese,
né}/o? terd distribuigao qui-quadrado com n graus de liberdade, sendo além disto
independente de @;. Neste caso, os intervalos de confianca de a e ¢f serio idénticos
aos construidos baseados nos estimadores de méxima verossimilhanca:
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Caso ¢* seja conhecido, temos, para a:

( - o \/d - [+ d )
dy -———*x,wa gyt —Zu |
n

n T

3.2.3 Conclusdes do Caso Deterministico

J& descobrimos gue, sob a hipdtese 3.2.22 | os dois estimadores
de o tém a mesma distribuicao. Vejamos o que ocorre com os estimadores de
a. Tomando-se ¢c1d == n?, temos £ (8;) = a ¢ Var () = % Assim, por serem
ambos normals, os dms métodos dar-nos-iam estimadores de mesma distribuigao
para ambos os parametros, respectivamente.

Um ponto interessante seria descobrir se hé relagao entre a condicao
erd = n* ¢ 0 equi-espagamento dos t’s. Recordemos que:

S (4, ~ tyexp (— (£, — ig ]}))
1~ exp(—2(t, — t,_1))

1 —exp(-2(L - b 1]) _

(fi v If’.Tp( (it -ty 1]))2-

=
b bl
b I
-M;ﬁ 3

Tome-se a hipdtese de equi-espa¢amento, denominando-se A =1, —{,.; Vi€ IN ¢
b = exp{—A}. Sob esta hipdtese,

(1A — (1 — 1) 58)

L3
e o= ATy

piend 1 - 52
. AT
= AP 2 (=86 - 1)
162
L&l
2, 1 6%
Li = _J‘E _"I Z i
AT S (GA (- 1) ASY
I 1-6 K 1
S T — - 5 )
ATTUAY S -y

resultando em que, tomando-se e1d = n®, terfamos:
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2 21 80O ] L1 A} ..... ST LI
e o= 1+ A e JZ; (3 % (J l)]* : Ay s % (2 (5(! }))
LS (8- 1)
2&;(? (- 1)
------ 1+ (142)%(;(1 8d)+6)7% + (1 - 6 ‘ ?“(z[i—~5)+é)2+ e
& -8+ 8)
1;%}#1 ({t-8)+ :
— (‘1 N 52) i ((1—-8)+ 6)_3 N :E__EEE ((} B 52) (n (n -+ 1;(2% + 1) B 1) n
IR L1 (R B A S (IS R
’ 2 é]( l)) 1;&%‘;&1(3 ~ &) + 6)°

= ont e nnt )6( ntl) +6(1—~8)n{n+1})~26(1-8)+

SR ({1~ 6) + 6
= $ vé
< )%( 7 1%;;(;-(%6) 6

Assim, para que as duas hipdteses nao sejam conflitantes, temos que atender 2
condicao:

20 (6(1-8)— 1) +3n® ~ n(7T+26(1 - 6)) +6-—26°
. _

N —6) +8)°
S (1 é]fr)‘

1423 ‘? 1 - 5] + é]2

isto, entretanio, para n grande, é um absurdo visto que o primeiro termo da

igualdade é negativo e o segundo positivo. Logo, as duas hipdteses sio incom-
pativeis,

130



3.3 Tempos Aleatérios Observiveis

Nesta secao, os resultados nao serdo tao completos como na an-
terior, devido, principalmente, & estrutura de covaridncia de nosso processo, que
levar-nos-4 a célculos de momentos dos tempos aleatdrios cujas solugbes nao serao
encontradas.

3.3.1 Estimacio por Mixima Verossimilhanca

Tomemos, aqui, notagao andloga a da secao anterior, ou seja A
representa o vetor de observacao do processo e A, representa:

- - - f
()‘.‘713-}1?3 - EZTP[_ (TZ o 71)) -X'rj: e :XT,, - CLp {_ (?ﬂ ._,. ?fa—ﬁl}) X’f‘"....;} -

Se tomarmos A, ao Invés de A, nao perderemos nenhuma in-
formacao amostral para o cdlculo de nossos estimadores de méxima verossimi-
thanca e conseguiremos uma funcao da amostra composta unicamente por varidveis
aleatérias independentes. Definamos alnda B, = (A; wa)',

Encontremos, a seguir., o nosso estimador de méxima verossimi-
thanga de ¢ e 0%, Seja L{a,0” | B,) nossa funcdo de verossimithanga. Note-se que:

Lo 1B = fo (e
= fa. (J:;a,c:}2 P W, = ?ﬁ) Tw, (w)

visto que a distribuigdo dos elementos de nossa janela aleatéria independe dos
pardmetros a serem estimados. Assim, maximizar nossa fungdo de verossimithanca
em relacao a a e o’ equivale a fazé-lo para fa, (x;6,0° | W,). Com isto, os estima-
dores ée @ e o serdo funcionalmente idénticos, respectwameme aos estimadores
de @ e oF encontrados na secdo anterior:

v . (= Terezp (~ (r = 1)) (X5, = exp (= (r = 7d)) Xo )
N .f] Ty T Z..-fz‘”z .-__ 1 J— ezp (.,,2 (Ti ra— 1‘13]) -
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o o N e (- (n-na)) X, )
&5 = - )\ -+ s L . =B . 3.0
R ! ;‘3 L—exp(~2{r, —7_1)) “201 ) (3.3.24)
onde
s o= A~ rgezp (- (7~ ?’z_.]))]z . _
£q = TF _ 3.97
S :‘2_“‘: 1 ezp{—2{r — 7_4)) (3.3.25)
Proposicao 67 4. £ nao-viciado.
Prova: Temos que:
. Y 1 oty o fgezpl— (- 7o)
Elayy = F{F(a | WY =FE[—{nE(X, i W)+
@) = BB W) = B (L (nB 00, | w) ¢ $ Al e

Quantc & sua varidncia, nao nos foi possivel calculéd-la, como vé-se

em:
Var{ay) = E(Var{ay | Wa)) + Var [(E{ay | W)
' ety o {1
= Et{—}+Var{o) =0 E(w-)
£y {a,

Quanto a &%, temos:

~2

. ag - : .0 .ong
Proposicdo 68 & tém as mesmas propriedades de &7 , ou seja: ----533-- ~x%(n~1)

D, .
£ 05 € consistente.



Prova: Sendo &3 funcionalmente idéntico a 67, temos:

22
n .
i3 W~ xP {n — 1),

isto ¢, independentemente da janela de observacio, HE x%{n —1}. Assim, &}

~ B ~ > e . - - - Loa . - -
e &, sao identicamente distribuidos o que nos leva a consisténcia de 65 visto ser
aquele consistente. [

3.4 Tempos Aleatérios Nao-Observaveis Ordenaveis

3.4.1 Estimaclo por Maxima Verossimilhanca

Temaremos a mesma notagao da secao anterior para o vetor de
observagao, A, e para o vetor transformado, A,. Neste caso, como em iodos os
anteriores onde os r's eram nac-amosiraveis, nao nos sera possivel ¢ calculo dos
EMV’s de uma forma explicita, como ver-se-a em seguida. Sabemos que:

L (G, g?‘ I A*) . fA* (.’L‘;a,(fg}
= / A, w. (x,w;a,crz) dats
W,

= T, 2r A d
/;i-'.,_ Ja. (33 a,a” u,) F, [w) w

Temos, entao:

I (_a,_{rﬁ i wﬁ_?A*) = (2770"2)
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Sabendo-se que deverfamos integrar tal expressdo para obter a
funcdo de verossimithanca de o ¢ ¢° baseads em A, ndo nos parece possivel o
calculo explicito dos estimadores de méxima verossimilhanca de ¢ ¢ o*.

3.4.2 Estimacgio pelo Método dos Momentos

Ao contrario do ocorrido na secio anterior, ser-nos-4 possivel en-
contrar os estimadores pelo método dos momentos tendo eles inclusive algumas
propriedades interessantes. Temos, por exemplo:

Var(X.) = E(o%) + Var(an) = ot + a* 5,
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_____ T B L hal S
- @ ;x_z o 53 i a - )‘2 - e U .....
1—1 A .
----- 20 ——~ ~ 2 o
P A+ ]
o A 0
= S o ..rO' _______ TE AL, fZ
: A+l
Com isto, terfamos:
22 2 3. _ﬁ"_E_ . _a_ i 2 ¥ fzf
E(X}) ="+ 5+ (A) = 0® 25
e
!
| A 9 . m)i_ a*
E<(X - Xo) ) = (} CAE1)
0o? A a’
jrang {F — mrm—— —
Ak A?
Em termos de momentos amostrals e tedricos, temos:
S (X, -, ) = 2
7= A
[
' —y - » 2 ,‘_qA'"‘i'” 2?’? e 1 ,_,2?';“, —i'l
1 s _ a2 .
x? L (X, - X._,) =43 o &
Podemos, entao, escrever
. A
iy = - X,
n
2
Fy w0 T : r, Ay v ———
i1 A 1Py e | Ty T prt —1 2 .

Var (X.) + Var (X, _,) - 2Cov (X, , X, _ )

(3.4.26)

(3.4.27)



Temos, com relacac acs momentos de as:

Proposigdo 69 a; ¢ nao-viciado com varianeia dada por:

F AZgt
Var (E{'d) e % -+ -;'g__.'

- A /2 Main A,
Var{as) = -5 ((} ar {ar,} + F (cr }) W= o b s
n nd A n?
at Aot
s e i3
n ns

Temos, quanto ao seu comportamento assintdtico,

Proposicdo TO &y € conswstente.

é consistenie. [

Proposicdo Tl a. tem a seguinte funcdo densidade de probabilidade;

() = PN ey (5
B el ()T 2 ) ast \Vap T
A e :
(] :};; fg'\i exrp (—-uz) du)
2
o ) e JEGRE .
onde 5= A s b STy
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sps Agat
E (Gr:g P Ty e f) = Aot
£
)\‘2 2
Var (&3 | T == }’) ow w..w(;w.
L2

(e

falz) = Joo (x| 7 = 1) [, (1)

Esta integral estéd sempre bem-definida nos reais pois o coeficiente
de £* na exponencial é sempre negativo, sendo ela uma transformada de Laplace :
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Proposiciao 72 A Esperanga de ¢f ¢ dada por:

o (1 (1) (A+1) ) e

n? (A -+ 2n - 1) A (A< 2n 1) .

- . P ; ~3 . . N 3 .
Ser-1os-ia Interessante mostrar que o; ¢ consistente . Para isso, a
maneira mais usual é provar gue:

lim B (&) = o® (3.4.28 )
Jlim Var (57) = 0. (3.4.29)

Temos que 3.4.28 segue diretamente de E (#%). Nio ohtivemos,
entretanto, Var {67}, devido & complexidade dos momentos envolvidos nos seus
calculos. Mesmo assim, provaremos 3.4.29 utilizando um limite superior desta
varidneia.

Sabemos que:

Note que ha trés termos aleatérios dentro desta expressao. Iremos,
a seguir, calcular as varifincias destes trés termos. Temos:

Var (X2 1 W) = 2(Var (X, | Wa))® + 4Var (X, | Wa) (B (X, | Wa))’

&
= 20+ 4(1202;3‘



£

E (X} | Wa) = Var (X,)+ (B (X

Com isto, teriamos:

Var (“X:i) =k (Va’r (Xfr ; w’“)) +Var (E (ij l w”))

Ralo® 204
= 20040 2 20 (3.4.30 )

E {X;i i W,,) = ot b atrl.
Teriamos, assim:
Var (Xfu) = F (V{m‘ (X:3 wﬂ)) + Var (E (Xf“ | Wn))

2 4

g

Falta-nos calcutar Var (}:“ (.X?I ‘‘‘‘ Xf,ﬂ)z). Sejanm:

of, = o (exp(—(r, — 7)) + exp (= (1,3 — ncs)) - exp(~ (1,0 — 1)) +
—exp (-~ {r, ~ 1,.1))) v <2

Temos que Y dado W, tem distribuicdo N {u, X), onde I = |67 ]. Sabemos, por
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Searle (1982} pag. 355, que:

Var (Y'Y | o) = 2ir (£2) + 4u'Sp.

Seja = B4

Além disso, temos:

WEy = }4 L 0l = Lu, 0L+ 2 Y ol

=2 3=3% Ieeely

Com isto, tertamos:

..... <y RS R

Var (Y'Y | W MQZ(( ) an (6.5) )w}‘u, oF + 8 Z THTRC

Necessitamos da esperanga desta variancia condicional. Para isto,
faremos os célculos de cada termo separadamente:

A A Kot )
- )

dmel gl

+exp{—2(r,.1 ~ fi-a)} + exp{—2(7)-1 — 0} +Fexp{~2{(r, ~ o)) +

+2exp{~ {r, ~ n )} exp{— {7,c1 — 7ia)} — 2ezp{~ (7, — n)}exp (-~ {r,o1 — 7)) +
—2exp (- {1, — n}yexp{— {r, — n3}) ~ 2exp{~ (r;-1 — 7,1)) x

exp (= {7p1 — n)) — 2exp{~ {1,y — na)) exp{— {7, — 7.1)) +
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3
H

54

i
A Y* A A yﬂ” A AV A

S Qe— _ [ -2 e B e e -
A+2) 0 A+ A+ 2 A+ At A+l

DU A2 A+2( A\ a+2 2 A
g7 | e g A + _____________________ e —

A2 A A2 A W+ A oA+l A+l

A i1 i1
('X“ZT“Q) (1 - (Iﬁ“ﬁ') )

X
LA

4(;A)”1%3+mﬁ+4k+2 (A y“ ( A)”‘
{r}’ - —————— A ey — § e

A2 a2 Atz A2

46A3 b /A2 + 2 A i\ -t 10
o _ — . .
AA+D?E ta+2z \Aa+2 '



Assim, teriamos:

~ got{n — 1)
2 (Var (Y'Y [ W) =
EVar (XY 1W) = 5797 v )
Y n-1 _ )\ n—1
240 43207 4 8 A (Wf“ﬁ} (1 N (XT?) )
Y WTE -5 LA !
A2
; A+ 1% 48
i 16(120'2 (‘?I - ]) W“}__)__-_'__% .......
X+ 1)
40P+ 4\ +1 . et e
R O e R G A G R U LR )

amd
L n i3 IT- ,
= 2070 (n ~1—> ezp{—{rn— ’.-'"1__1})) +a* > Y {n -y
) 1= 2 r=21=2

Para calcular a variancia deste termo, 0 que ird completar o célculo

de Var (Y'Y}, iremos, a seguir, calcular alguns momentos dos termos da expressao
acima: :



2 2) A2 42+ 2
Cov (e:cp(—- {(r. = 1c1)) o {m — Tgm_l)i) =

G+’ AT ey

Segue que:

Var (E(Y'Y { W) = 46*S Var (exp(~(r, — nos

o N+ a i;Va,r ((r,rg _ Tu--]_)z:) .
~4a*0* i i Cov .(e:{:p (— (7, — 73 )) {70 ~ ,3,%_1)2)

=2 4=7
_AotA(n 1) 20ai(n—1) | Selo’ (234 1)
(A+2) (A + 1) At B W YA AN

Temos que Var {67} pode ser expressa como:

=2

””i%{"“'? (X2.) = oo (X‘EL (x. - X,,_l)?) .

=2

- ”T;;(‘m (x2) - ?—?'—;—;-1- Cov ( (X - X)X ))

; 2 n .
Var (5?) == ( i“;””é;;":—i) (V a@r (.}(f | ) + Var (Z (X‘ﬂ = x\rﬂ ,__1)2) -+

Tre

Definamos o (b} de forma que, se a = o{b), temos que lim,_.

ol
N

0. Note-se que:



Sabemos que , por Cauchy-Schwarz, terfamos:

Assim , obtemos:

lim Var (57) = 0.

ol

Temos, portanto, provada, a seguinte proposicao:

Proposicao 78 &% ¢ consistente.

3.6 Tempos Aleatérios Nao-Ordendveis

Agora, além de nao sabermos, nem a posteriori, os tempos em
que foram tomadas as componentes da nossa amostra, desconhecemos inclusive
a ordem em que elas foram observadas. Nossa amostra serd denotada por 4 =

'1;5

' . . . .

(X« D SR Xra,,.) , onde: {13,12,...,%,} ¢ uma permutagao de {1,2,....n}.
Como nossa amostra atual nada mais ¢ do que um permutacao da

anterior, sabemos que, se existe o vetor de estimmadores de maxima verossimilhanga,

ele s6 tem solugdo sob andlise numérica, por analogia a Segio 1.5, baseado na Segao
5.4.

3.5.1 Estimacio pelo Método dos Momentos

Como sempre, para que encontremos estimadores de momentos de
a e ¢*, devermnos igualar os momentos amostrais e tedricos de fungdes de nossa
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amostra, Temos:

E(X,) = E(E(X, | Xy X, X))
— o fi\ ...... n “jr ]
foced n} o ”’”’2“:’{’”
B(x) = B(5(x: (W)= B (e o)
....... JORE LN
AL
[~
E(XI) = E(B(X | XX X)) =B (i Z
=1
_— 2 £EJ_}_M(?3M_:N%}_ o 02_

yox, =t
}3:.1. w7 ’ 2'\ 4
e
1
~ ar2 _,,2??[::4 1) {n+2) ~32
poet .731 — Ci._i W”WWH_E{AT____ —I— nﬂd .
Finalmente:
) 22
a4 = ;l‘““— """" e L }.&T;J



o 11N o ni{n+ D {n+ 2)a
— Xt 4
71 n (JZ;'! T 322

~ 2
Oy =

1 ( oz ?(MEJ (i );)) , (3.5.33)

Ea)=c
Var {a4) = ;;—(-f:’i 1)5 (02 (n{)\ + 1)+ A ((J\—i_l) — ])) +
onin-+1){n-+2) .
+a 6 ) (3.-:).33 )

_ 3
Para provar 3.5.35 , necessit: de alguns g trais que al-
FAra Provar .00 , NECesSIAreInos de aiguns momenios amosirals que oram ca

culados na segao anterior:

3

A

Var (X, ) = o’ + 1?53,

Cov (X,I,XT_, | w,,) = o exp(~ {1, ~ 1)) 1<y,



o I, at
S Var(X,) = (gu o T__)

g vz}

407 .
Var {a.) = ?i:E;?_* ------- 5 Var (Z‘ X )
- 3=1

4)* e o ] |
T )WZ ElVar (3 X, X, X, X, ]+

aml

**:'Va?‘ (E (Z .}{‘T, : X-?; ] ';X’TQ!? rres “Xv?‘")))
FEN | 4

1] Y
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pd\ra o mfm_lw_._ temos:

fim B (Gs) =

FL—# O

Jim Var (614] = 0.

De forma analoga as anteriores, temos, por Tchebyshey, provada a nossa con-
sisténcia. [

Temos, ainda, que:

Proposicdo 76 A fungdo densidade de probabilidade de &4 ¢ dada por:

fon (2) ];j fﬁ fﬂ nin-+ 1} | .

Ao !8# n + 3, erp (—({t, - 'Es)))

Ewy =

‘ 2 . 2 I3 e z
~ 2\ i
exp | — z (n i I) (37 - wmw-«?m;w 2 f,l) h4
8A2g? (n + T ezp (- {1, ~ 1)) nin+1)




©

o 452 . ,
Var(a, | W,) = };"EM(X:H—_V“T (}1 X, %n)
422 LR
S X, | W,
n? (n -+ 1} “ (?—‘1’ | )
{1 X320" e
= e [0+ 23 ezp(~ (1, - 7,
n¥{n + 1)‘ (n %?IP( 7 )))

Temos, entao caracterizada a distribuicao de &4 condicionada a ja-
nela. Tomando-se a distribuicao da janela, chegamos & proposicao. [
Quanto a o2, temos:

Proposicio 77 Esperanga de &; € dada por:

iy o f, A1) an® AN L
ﬁ(g‘i) - (1 ni{n -+ 1)2 nd {n + 1) ((A“?"l) 1)) %

B = B (1 (Z xi, - Mt Dt 2) ai) )
N i ( " (02 N a‘z‘(n + ]) (‘n + 2))) _n{n+1){n-+ 2} (a?‘—%

A7

L2 {n+1){n+ }))

632
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A% 3A2 3(n+ 1)
ﬁ 02( LSO I o _(( ,,,,, . ) _1) \\\\\
nin+1) 23 (n+1)7 \\A+1
_pilnt2)
3{n + 1)

Note-se que:

lim E ((},f) o gl T

o

isto é, &7 é assintoticamente viciado.

3.6 Conclusoes do Processo de Ornstein-Uhlenbeck

Como no Capfiulo 1, é&-nos interessanie comparar as variancias dos estimadores

obtidos com os respectivos limites inferiores de Cramer-Rao. Neste caso, temos

Gr= ko= e =t~ fyezpl— (L~ ta)) e by = 1 exp(- (£ ~t,)) se
= 2,3,....n. Com isto, a informacao de Fischer de @ no caso deterministico é:

b gt £y
In(a)= =5 3= =
gl U

ou seja, sendo ambos os estimadores de a nao-viciados, tém himite inferior de
Cramer-Rao dado por:

]

-

LOR, (a) = =~

Cy

Assim, novamente, apenas o estimador de maxima verossimilhanga
consegue atingir este limite em gualguer esquema amostral enguanto o de momen-
tos o atinge se e somente ¢,d = n?. Para os casos aleatérios, o limite inferior de
Cramer-Rao é dado para estimadores nao-viciades por:



o gue ndo ajuda muito na comparacao dos estimadores visto nao conhecermos
solugan para esta esperanga.

Quanto aos limites das varifncias dos estimadores de o, serdo os
mesmos do Capitule 1 para os casos deterministicos e aleatdrios com tempos ob-
servavels visto serem os estimadores obtidos de mesma distribuicdo, gqui-quadrado
com n - 1 graus de liberdade, valendo, entao, as observacoes do Capitulo 1, isto
é, as variancias desses estimadores nao atingem o limite inferior de Cramer-Rao
mas $ac assintoticamente equivalentes a este.



Observacoes Finais

Hé algumas observagoes a serem feitas sobre os resultados obti-
dos nesta monografia. Sem diivida, os resultados mals expressivos, se comparados
os trés capitulos, foram os obtidos no Capitulo 1, principalmente no gue se refere
as distribuigbes dos estimadores de a.

No Capitule 2, os estimadores de a tém, a menos das distribulcoes,
propriedades semelhantes as dos estimadores equivalentes no Capitulo 1.

No Capitulo 3, em alguns casos, nao nos foi possivel nem encontrar
os estimadores de momentos de g, fato que nao havia ocorride em nenhum dos dois
capitulos anteriores. Para alguns dos estimadores encontrados, nac conseguimos
calcular os momentos, mostrando-se assim, de certa forma, que a estratura do pro-
cesso de Ornstein-Uhlenbeck reduz as condicdes de estimacdo de ¢ se comparado
com o processo de Wiener.

Quanto aos estimadores de 0?, ¢ interessante notar que, tanio no
Capitulo 1 quanto no Capitulo 3, basta-nos conhecer os fempos em gue amos-
tramos o processo, sendo estes aleatdrios ou deterministicos, para que tenhamos
nosso estimador de ¢ com distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade,
Para o Capitulo 2, por ser o tamnanho da amostra aleatério, isto nao seria possivel.

Assim, os estimadores de ¢! mostraram-se muito menos depen-
dentes das diversas janelas de observacde do que o0s estimadores de g, sendo os
estimadores de ¢ por maxima verossimilhanca dependentes apenas do tamanho
da amostra, tanto no caso deterministico como aleatério.

Mesmo com 05 resultados do Capitulo 1 sendo mais satisfatérios
do que os dos outros capitulos, ndo nos pareceu ser inviavel a extensao de grande
parte dos resultados obtidos para o processo de Wiener para uma classe maior
de processos gaussianos. Parecer-nos-la também interessante urma andlise mails
apurada das propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca nos casos
em que nao houve uma solugio explicita.
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Apendice A - Notacgao

NV =1{0,1,2,..}

R = (-o00,00)

R. = 0,00}

X ~ Fy < av.a X segue a distribuicao Fx
Fx - funcéo-densidade de X

Ax B <+ A proporcional a B

Evento a.s. & P (Evento) = 1

j(i' set < 5

Min (2,5) = 1 s set >
- s seit < s
Max (35‘5) Y oset 8,

., - matriz identidade n x n

L{a.o? | X) = fx (X;a,0%) - fungio de verossimilhanca
Lig{t)) = [5° exp(—st) g {1) dt - Transformada de Laplace de g
Tip) = [ Yexp{~2)dx - Fungéo Gama
amy=afa—1)--da-n+l},ac B, nec Neag=1
E(X) - Esperanca de X

Var {X) - Variincia de X

Cov{X,Y) - Covaridneia e-_ntre XeV

X 1Y < X éindependente de ¥
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s ¢x(1} - Fungho caracteristica de X

7 el | {f)) o ﬁmﬁ_ma\x' _% P 0

W

£



Apendice B - Definicoes e Propriedades
fremos, agora, fazer uma breve revisao de algumas distribuicoes

e técnicas muito utllizadas durante o texto. Assumiremos a notagao de [ e F em
vez de f e F quando nao houver possibilidades de confusao.

Diefinicdo 2 Segja X uma v.a. absolutamente conlinua de forma que:

Dizemos ser X ~ N {p, 03), wsto €, X seque uma disirtbuicde normal de pardmetros

1 e 0%, eujas prineipais propriedades sao:

E{X) = u

Var {X) = o%

E{(X — 1)) =0, p fmpar;
Cov ({X — ,u,)2 S X - ,u) =0 e

; ol
¢x{t) = explut — ——

Caso p =0 e 0> = 1 diz-se ser X uma normal padréo.

Definicdo 3 X ~ I'(p.q), ou seju X segue uma distribuicdo gama de pardmetros
positivos p £ g, se e somente se;

fx) = ¥ exp{-pz}, v € Ry,
T'ig

onde p £ ¢ sdo pardmetros estrilamente posisiivos.

Algumas das principais propriedades desta varidvel sdo;

q
Var{X) = —;
(X) ot
_ g+n—1J.,
E(X") = ..(m.._.,,_,___)i_i?



n 1 . R 4
S€ ¢ = 5 £ p == 5 n & N, entgo X ~ x“{n},
ou seja, X € qui-quadrado com n graus de Lberdade.

Definicio 4 Seja X ume v.a. de forma gue, sendo k um pardmetro positive:

X ~t{k), isto €, X seque uma distribuicdo t de Student com k graus de Uberdade,
X tem umae propriedade mutto interessanie. Sendo £ ¢ Y v.a.s independentes |, 2
wma normaol padrdo ¢ Y uma qui-quadrado com n graus de hiberdade, teriamos:

Y

seguindo uma distribuicdo { de Student. Além disso, quando n — o0, X converge
em distribuicao para usm normal padréo.

wma v.a. normal n-variade se e somenie se quaelguer combinacao linear de suas
componentes for normal umvartada. Em particuler, basta que se prove que cado
uma das componentes € uma normal univariada. Assim, X ~ N (4, X)), onde p
£ v vetor n-dimensional gue retne as respectivas médias, p,’s, das componentes ¢
L = loy,] € a chamada matriz de covaridneia, onde o, = Cov(X,, X,). Trés das
principais propriedades do normal n-variada sao:

¥ € simétrica e definida-positiva; .

X, 1 X, & 0,=0

n ES L8 L

by . nr —, 9 . -
Laiki ~ N azﬂuz,algu - Q20
4= gl =1
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Além destas propriedades, temos o seguinte teorema de Searle (1982)
payg. 59:



Teorema 1 Seja X ~ N {u, B}, X'AX ~ x* (v (A) 1/ Ap/2) se ¢ somente se AL
for idempotente, onde p'Ap/2 € o pardmetro de ndo-ceniralidade.

Definicdo 8 Um processo estocdstico X = {X(, t € R.} € dite ser um processo
de Powsson se ¢ somenie se:

P{X;~Xosk)=P{(X .=k}, Yk IN. t,8,1 ~ s R,;

PN, - X, =h X, - Xy=0=PX - X.=kyP(X,~ X, =1},
Vi, 8,8 - s, u, v, —u,u—tE Ry, VE e N e

imP{X, 22| X2 1) =0

t—i}

Definicdo 7 Sejam 8 = (6h,8.,....,8,) € © um vetor de pardmetros ¢ X =
(X1, X, ..., Xn) uma emostra aleatdria que segue urna distribui¢do com pardmetro
0. Diz-se ser § o estimador de mdzima verossimilhanga de § dada o amostra X se
e somente se;

Definicdo 8 Seyam 0y e 85 purdametros unidimengionats, X como na definigae an-
terior € g, hy 1= 1,2,...,n de forma que E (g, (X)) = ey + dify ¢ E{h (X)) =
e,8s + f,0) para todo 1 sendo que tenhamos algum ¢, € algum e, nao nulos, sem
restrigoes guanto ¢ d, e f,. Assuin, §y e Oy sao estimadores de momentos de 8; ¢
8., respectivamente se e somente se forem solu¢do para as equagoes:

2w (X)) =2 (e + dibz)
gl i=1

£
Z }it (Xt) fed Z (8;62 i fg 61)
[ 22N 1 P |
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Notemos que, caso d, seja nulo para todo 1, temos, como solugdo
para ¢ primeira das eguagoes apresentadas:

Neste caso, lemos o estimador de momentos de 8, nde-viciade.

‘Definicdo 9 Uma téeruca stmples, em Apostol (1977) pdgs. 380 ¢ 381, pare que
se mazimize uma determinada fun¢do f{x,y} em relacto a (z,y), seria a de se
encontrar a solugdo, de ponto interior, coso emsta, {Z,%) do sistema:

| g%‘f(i@y) =0

%f (Iay} =
de forma que:
Dy < Ose
A >0,
onde:
S
D“ = a—r;;sf (I ?)
3% .
102,3 = Ti;‘if [Tsy] )
A o
Du = ('}a"é‘yf (:E _9') V€

A = DyDyp — D2,

Definicdo 10 Sejo Y um vetor de n observagdes de uma varidvel pare a qual se
pretende fazer uma regressdo em X, malriz n X p. Supde-se que entre Y ¢ X emsia

a seguinie relagio:
Y o= X8+ g,

onde ¢ ~ N {0,,0°%) e 0 € um vetor de p pardmetros. Pela teoria de estimadores
Iineares de Gauss-Markov, o estimador de minimos quadrados de § seria dado por:

i= (XT7X) X'BUY.

159



Este estimador iem a propriedade de ser, na classe dos ndo-vicindos,
.- ‘- . P . . ;o
de miimma vartdneza, FPara o°, teriamos como eslimador de minimos quuadrades:

o () (v - xa)
e — .
Com 15to,
n-po o
a? A(n---p”}

s
4

Definicdo 11 Seyam X uma vartdvel aleatdria tal que E{X}) <oc em& R,. F
sua propriedade, sendo conhecida eomo Desigualdade de Tehebyshew:

P{UX - E(X)i>m) < —.

Definicdo 12 Sejam X, @ n > 1 uma seqiencie de vas e X umae varrdve!
agleaiéria gue ndo seja relacionade com n, Temos:

Convergéncia Quase Certar X, X e P (lim Xo = X) = 1;

L e 4]

|> €} =0, Ve > 0

Convergéneia em Probabilidade: X, 5 X & lim P (1 X, — X
Prpa

Clonvergéncia em Distribuigdo: X, A X & BmP (X, <a)y=P(X <z,

Fi-md 0

em todo ponto de eontinuidade x;

s R - £ 1 i Evy I3 -
X, X =X, 5 X =X, %X,

Definicdo 13 Seja 0, um estimador de 0, sendo n o tamanho da amostra. Ternos,
entao:

. - . . o8,
Consistencia Forte: 8, =5 8

e - p
Consisténcia Fraca: 6,

i gy s x {4
Convergéncia em Distribuigao: 8, — 8
Consisténcia Forte => Consisténcie Fraca = Convergéneia em Dhstribuigdo ;

Por Tchebysher, nl_i_l)l;) E (Eﬂ_) =f ¢ lim Var (I‘?n) =0= 8,5 8

T 0

Erro Quadrdtico Médio: EQM (9,) = B*(8,) + Var (8,) .
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independentes com distribuiedo absolulamente continua com Juncées de densidade
paramétricas respectivamente fx. A informacdo de Fischer que A proporciona
sobre um parémetro § € dada por:

Definicdo 14 Seja A = (X1, Xy, ..., X,.) uma amostra cujas componentes sejam

Ia(8) = )j I, (8).

onde

g 2 : oy
I, (6) = E ((%zn ix. (X;)) ) = —~FE (;—éim fx, (X.a)) .

- L

Seja § um estimador de 8. Sendo ¢ (6‘) = ”;%B ({;) ¢ d(@) =
8 -/

555 (@), temos que a varianeio de 8 ngo pode ser menor do gue:

LCR, (6) = ( (ég:(jj(g))

conhecido como lirmile infertor de Cramer-Rao.

Resultado 1 Na situacdo erposia na defingdo 14, tomemos cada um dos X, 's
seguinde o distribuicao normal com média e varidneia respectivamente ag, e o h,.
Feriamos:

d L
Galn fxla) = e a — agy),

o que nos leva a:



Para o* | terfamos:

T fx. (%) Lz ag)
S P SR o
3 (0% & 20t oSh,
Com 1sto,
1 (2 — ag,)’ 1
[X (a‘) e __.Ez‘, (é_a__g W_(;E;‘_}Z ..... ) pe %ME,;
levando-nos, finalmente, a:
2y = M
Ia (G ) T 901



Bibliografia
APOSTOL, T.M. (1973} Calewlus. 2° ed. Barcelona, Editorial Reverté.

BEUTLER, F.J. (1970] Alias Free Randomly Timed Sampling of Stochastic Pro-
cess, [EEE Transactions on Informatron Theory 16:147-152.

BLUM, J.R. & BOYLES, R.A. {1981} Random Sampling from a Continuous Pa-
rameter Process. Lecture Notes in Malhernaties 861:15-24. Springer-Verlag,

BLUM, 1.R. & ROSENBLATT, 1. (1964) On Random Sampling from a S$tochastic
Process. Annals of Mathematical Statisites §5:1713-1717.

IBRAGIMOV, LA & HAS'MINSKIL R.Z. (1981) Statistical Estimation: Asymp-
totre Theory. New York, Springer-Verlag.

JAMES, B.R. (1981) Probabilidade: Um Curso em Nivel Infermedidrie . Rio
de Janeiro. Instituto de Matematica Pura e Aplicada.

MASRY, E. (1978) Poisson Sampling and Spectral Estimation of Continuous-Time
Processes. IEEE Transactions on Information Theory 24:173-183.

MASRY, E. {1980) Discrete-Time Spectral Estimation of Continuous-Time Pro-
cess . The Orthogonal Series Method. Annals of Statisties 8:1100-1100.

RAO, CR. (1983} Linear Statistical Inference and Iis Applications. New York,
John Wiley & Sons.

ROBINSON, P.M. (1977} Estimation of a Time Series Model from Unegually
Spaced Data. Stochaesiie Process Applications 6:9-24.

SEARLE, S.R. (1971) Linear Models. New York, John Wiley & Sons.

SEARLE, S.R. (1982) Matriz Algebra Useful for Statistics. New York, John Wiley
& Seons.

STOYANOV, JM. & VLADEVA, D.I (1982) Estimation of Unknown Parame-
ters of Continuous Time Stochastic Process by Observations at Random Moments.

Comptes rendus de *Acadermie Bulgare des Seiences Torne 35 N° 2.

YING, Z. {1991} Asymptotic Properties of a Maximum Likelihood Estimator with
Data from a Gaussian Process, Journal of Multivariate Analysts 36:280-296.

163



Biblhiografia Complementar

ABRAMOWITEZL, M. & STEGUN, LA, (1972) Handbook of Mathematical Functi-
ons with Formulas, Graphs and Mathematical Tables. 10" ed. New York, John
Wiley & Sons.

BASAWA, LV, & RAO, B.L.8.P {1980) Statistical Inference for Stochastic Pro-
eess. London, Academic Press.

BURINGTON, R.5. {1973} Handbook of Mathematical Tables and Formulas. 5%
ed. New York, McGraw-Hill Book Company.

DOETSCH, G. & HERSCHEL, R. {1971) Guide to the Applications of the La-
place and ¥ Transforms. London, Van Nostrand Reinhold Company.

DOOR, J.L. (1937) Stochastic Process Depending on a Continuous Parameter.
Transactions of the American Mathematical Society 42:107-140.

GREENWOOD, J.A. & HARTLEY, H.O. {1962) Guide to Tables in Mathematical
Statisties. Princeton University Press.

KARLIN, 8. & TAYLOR., H.M. (1875} A First Course in Stochastic Processes
. New York, Academic Press.

LEHMAN, E.L. (1983) Theory of Point Estimation. New York, John Wiley &
Sons.

LIPSTER, R.8. & SHIRYAEYEV, AN, (1977) Statwsiics of Random Process I
General Theory. New York, Springer-Verlag.

LIPSTER, R.8. & SHIRYAEYEV, AN, (1978} Statistics of Random Process II:
Applications. New York, Springer-Verlag.

MARDIA, K.V.; KENT, 1.T. and BIBBY, JM. (1979) Multivariate Analysis.
London, Academic Press.

PRAKASA RAQ, B.L.S. Asymptotic Theory of Statrsiteal Inference. New York,
John Wiley & Sons.

.P'R.UDN}'K()V, AP BR.’YCHKOV, Yu.A. and MARICHEV, O.1. (1990) Integrals
and Series vol 1 Flemeniary Fuclions, New York, Gordon and Breach Science

Pablishers

PRUDNIKOV, AP BRYCHKOV, Yu. A, and MARICHEY, O.L {1990) Integrals

164



and Series vol.2: Special Functions. New York, Gordon and Breach Science Pu-
bhishers

PRUDNIKOV, A.P.; BRYCHKOV, Yu.A. and MARICHEV, O.1. {1990) Inlegrais
and Series vol.8: More Special Funetions. New York, Gordon and Breach Science

Pubhshers

ROUSSAS, G.G. (1973) A First Course in Mathematical Statisties. Massachu-
setts, Addison-Wesley.

165



