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Dedico este trabalho à minha filha Sofia.
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É natural que em dez anos muitas relações de amizade ou coleguismo, profissional e
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Resumo

Nesta tese tratamos o problema de caracterizar a existência de medida invariante

para equações de evolução estocásticas lineares com ruido aditivo em termos do resol-

vente associado ao gerador da equação. Este problema foi proposto recentemente na

literatura como uma versão estocástica da célebre conjectura de Weiss em teoria de con-

trole para sistemas lineares, que consiste em relacionar admissibilidade de operadores de

controle a certas estimativas envolvendo o resolvente do gerador infinitesimal. No con-

texto estocástico, e no caso em que o gerador da equação é anaĺıtico e admite um cálculo

funcional do tipo Dunford-Schwartz num espaço de Banach com a propriedade de Pisier,

nosso resultado principal consiste de condições anaĺıtico-funcionais necessárias e sufici-

entes para existência de medida invariante para o problema de Cauchy estocástico. Em

particular, mostramos que existência de medida invariante é equivalente à convergência

em probabilidade de uma certa série Gaussiana cujos termos são os resolventes avaliados

nos pontos diádicos positivos da reta real, que consideramos como sendo a condição de

Weiss estocástica. Há fortes razões para esperar que, à semelhança do que ocorreu com

a conjectura de Weiss clássica, este problema atraia considerável atenção da comunidade

acadêmica num futuro próximo.
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Abstract

In this thesis we consider the problem of characterizing the existence of invariant

measure for linear stochastic evolution equations with additive noise in terms of the re-

solvent operator associated to the generator of the equation. This problem was recently

proposed in the literature as a stochastic version of the celebrated Weiss conjecture in

linear systems theory, which relates admissibility of control operators to certain estimates

involving the resolvent of the infinitesimal generator. In the stochastic setting and when

the generator is analytic and admits a bounded functional calculus in a Banach space

with Pisier property, our main result consists of necessary and sufficient functional analy-

tic conditions for the existence of an invariant measure for the stochastic Cauchy problem.

In particular, we show that existence of invariant measure is equivalent to convergence in

probability of a certain Gaussian series whose terms are the resolvents evaluated at the

positive dyadic points of the real line, which we consider as being the stochastic Weiss

condition. There are strong reasons to expect that, similarly to what happened to the

classical Weiss conjecture, this work will attract considerable attention of the academic

community in the near future.
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Caṕıtulo 0

Introdução

Nesta Introdução fornecemos primeiramente uma descrição do problema tratado

nesta tese e em seguida um esboço de como a mesma é organizada.

0.1 Descrição do Problema e Resultado Principal

Nesta tese tratamos o problema de caracterizar a existência de medidas invariantes

para o problema de Cauchy estocástico

(PCE)(A,B)




dU(t) = AU(t) dt+B dWH(t), t ∈ [0, T ],

U(0) = 0,

em termos da famı́lia de resolventes

λ 7→ λ
1/2R(λ,A)B. (0.1.1)

Este problema foi proposto em [40] como uma versão estocástica da célebre conjectura de

Weiss da teoria de controle para sistemas lineares, onde a assim denominada admissibili-

dade L2 do operador de controle B no sistema linear

{
x′(t) = Ax(t) + Bu(t), t > 0

x(0) = x
(0.1.2)

é caracterizada por condições sobre a famı́lia (0.1.1). Essa é de fato a forma que o problema

assume para operadores de controle, que é uma noção dual à de operadores de observação.

1



2 0.1 Descrição do Problema e Resultado Principal

Nesse contexto é usual assumir apenas que B ∈ L (U,X−1), onde X−1 é o espaço

de extrapolação de X em relação a A, cf. [19, 50, 87]. Nesse caso (S(t))t>0 se estende a

um semigrupo (S−1(t))t>0 em X−1 com gerador A−1 que estende A e por definição B é

admisśıvel se existe uma constante M > 0 tal que
∥∥∥
ˆ ∞

0

S−1(t)Bu(t)dt
∥∥∥
2

X
6M2

ˆ ∞

0

‖u(t)‖2Udt. (0.1.3)

Isto implica que

sup
λ>0

‖λ1/2R(λ,A−1)B‖L (U,X) 6
M√
2
. (0.1.4)

De fato, pondo aλ(t) = λ
1/2e−λt e usando a representação integral do resolvente (2.1.3)

obtemos que

λ
1/2R(λ,A−1)Bx =

ˆ ∞

0

S−1(t)Baλ(t)x dt

logo (0.1.4) segue de (0.1.3) com u = aλ ⊗ x. Essa observação remonta a Weiss [92, 93]

que conjecturou a rećıproca. Esse problema passou a ser conhecido por Conjectura de

Weiss, tendo atráıdo muita atenção desde então. Contra-exemplos para a afirmação geral

foram encontrados alguns anos depois (cf. [52, 51, 96, 53]) enquanto resultados positivos

em casos espećıficos foram obtidos em [49, 79].

Em [63], Le Merdy estudou o problema no contexto dos semigrupos anaĺıticos

em espaços de Banach usando técnicas do cálculo-H∞. Este cálculo funcional de tipo

Dunford-Schwartz para operadores setoriais foi introduzido em espaços de Hilbert

por McIntosh em [68] sob o nome “H∞-calculus”, que o caracterizou por meio de es-

timativas quadráticas comuns em Análise Harmônica. Esse cálculo funcional foi mais

tarde estendido a espaços de Banach em [18], onde os autores novamente caracterizaram

a limitação do cálculo em espaços Lp através de estimativas quadráticas. Isso provavel-

mente motivou Le Merdy [64] a introduzir o conceito de R-admissibilidade e a estudar

a conjectura de Weiss nesse contexto. Esse conceito está intimamente conectado à noção

de R-limitação, cf. Seção 1.2 adiante.

A noção de R-limitação apareceu inicialmente no trabalho de Bourgain [12] e foi

posteriormente estudada mais detalhadamente em [8, 16]. A experiência tem mostrado

que muitos resultados válidos no contexto dos espaços de Hilbert admitem generalizações

a espaços de Banach, contanto que a noção de limitação uniforme seja substitúıda por

R-limitação e que se assuma propriedades geométricas apropriadas tais como tipo e/ou co-

tipo não triviais, propriedade umd, propriedade (α) etc. Isso ficou muito bem evidenciado
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pelas soluções recentes do problema de regularidade máxima para equações de evolução

parabólicas (cf. [90]) e do problema da raiz quadrada de Kato (cf. [47]). Uma impor-

tante contribuição a este programa, baseada em noções clássicas da teoria dos espaços de

Banach, foi dada por Kalton e Weis [57] que exploraram a ideia de estudar funções

f : R+ → X associando-lhes certos operadores integrais; observe primeiramente que para

f ∈ Lp(Ω;L2(R+)) segue da desigualdade de Kahane-Khintchine (cf. também [33, 38])

que
∥∥∥
( ˆ ∞

0

|f(·)(t)|2dt
)1/2

∥∥∥
Lp(Ω)

h

(
E

∥∥∥
∞∑

n=1

γnTfhn

∥∥∥
2

Lp(Ω)

)1/2
(0.1.5)

onde o operador limitado Tf : L2(R+) → Lp(Ω) é dado por

(Tfh)(ω) =

ˆ ∞

0

f(ω)(t)h(t)dt.

Operadores para os quais a série Gaussiana no lado direito de (0.1.5) converge são

ditos γ-radonificantes e desempenharão um papel crucial nesta tese; dados um espaço de

Hilbert H (separável por hora) com base ortonormal (hn) e um espaço de Banach X,

um operador linear T : H → X é γ-radonificante quando a série Gaussiana
∑∞

n=1 γnThn

converge em L2(Ω;X). Munido com a norma

‖T‖γ(H ,X) :=
(
E

∥∥∥
∞∑

n=1

γnThn

∥∥∥
2)1/2

o espaço γ(H , X) dos operadores γ-radonificantes de H em X é um espaço de Banach,

cf. Seção 1.3 adiante.

Estaremos particularmente interessados no caso em que H = L2(I;H) onde I ⊂ R+

é um intervalo e H é um outro espaço de Hilbert, grosso modo, o “espaço do rúıdo”. Nesse

caso, há uma classe de funções geradoras no sentido de que uma função Φ : I → L (H,X)

representa um operador T ∈ L (L2(I;H), X) se T ∗x∗ = Φ∗(·)x∗ ∈ L2(I;H) para todo

x∗ ∈ X∗ (cf. Seção 1.1), isto é,

〈Tf, x∗〉 =
ˆ

I

〈Φ(t)f(t), x∗〉dt, f ∈ L2(I;H), x∗ ∈ X∗.

Se T ∈ γ(L2(I;H), X) então escrevemos Φ ∈ γ(I;H,X) e definimos a norma

‖Φ‖γ(I;H,X) := ‖T‖γ(L2(I;H),X). (0.1.6)
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O caso H = R requer atenção especial e dá origem as normas γ-radonificantes e es-

timativas quadráticas generalizadas consideradas inicialmente em [57, 33, 38] em conexão

com a caracterização do cálculo-H∞ em espaços de Banach mais gerais, cf. Seção 2.2

adiante 1. Com estes desenvolvimentos, Haak e Kunstmann [39] introduziram a noção

de γ-admissibilidade e estudaram a conjectura de Weiss nesse contexto generalizando os

resultados de Le Merdy [64] mencionados.

As ideias de Kalton e Weis em [57] se mostraram frut́ıferas ainda em análise es-

tocástica. Usando a linguagem dos operadores γ-radonificantes e normas γ-radonificantes

van Neerven e Weis [74, 77] reinterpretaram e estenderam trabalhos anteriores em te-

oria de integração estocástica em espaços de Banach [78, 84, 26]; por exemplo (veja Seção

1.5) uma função Φ : (0, T ) → L (H,X) é estocasticamente integrável em relação a um

movimento Browniano ciĺındrico WH se, e somente se o operador integral representado

por Φ

RΦf =

ˆ T

0

Φ(t)f(t)dt

pertence a γ(L2(0, T ;H), X), e nesse caso temos a isometria de Itô

E

∥∥∥
ˆ T

0

Φ(t)dWH(t)
∥∥∥
2

= ‖RΦ‖2γ(L2(0,T ;H),X) = ‖Φ‖2γ(0,T ;H,X).

Esses autores então usaram esta integral para estudar o problema de Cauchy es-

tocástico

(PCE)(A,B)




dU(t) = AU(t) dt+B dWH(t), t ∈ [0, T ],

U(0) = 0,

e em consequência das definições este admite solução precisamente quando S(·)B repre-

senta um operador em γ(L2(0, T ;H), X), e nesse caso essa solução é dada pela convolução

estocástica

U(t) =

ˆ t

0

S(t− s)B dWH(s).

É bem sabido que o limite fraco µ∞ das distribuições µt de U(t) é uma medida invariante

para (PCE)(A,B) no sentido de que

ˆ

X

P (t)f(x)µ∞(dx) =

ˆ

X

f(x)µ∞(dx), f ∈ Cb(X)

1Cf. também o trabalho recente de Haak e Haase [37]
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onde P (t) é o semigrupo de transição definido por

P (t)f(x) := Ef
(
S(t)x+ U(t)

)
. (0.1.7)

Quando uma tal medida existe, é possivel estender (Pt) a L
p(X,µ∞), o que permite estudar

o comportamento assintótico e ergódico das soluções de (PCE)(A,B), cf. [24, 70, 36, 76, 20].

Como mostrado em [76] uma condição necessária e suficiente para a existência de medida

invariante é que S(·)B ∈ γ(R+;H,X), ou seja, que o operador integral

R∞f =

ˆ ∞

0

S(t)Bf(t)dt (0.1.8)

pertença a γ(L2(R+;H), X).

É bem sabido que em muitas situações, contudo, o resolvente é um objeto mais

acesśıvel do que o próprio semigrupo e é desejável obter uma caracterização semelhante

em termos da famı́lia de operadores R(·, A)B.

Em [40] Haak e van Neerven introduziram a noção de γ-radonificação uniforme.

Por definição, uma famı́lia T ⊂ L (H , X) é uniformemente γ-radonificante se para toda

sequência (Tn) ⊂ T e toda base ortonormal (hn) ⊂ H a série Gaussiana
∑∞

n=1 γnTnhn

converge em L2(Ω;X). Um número de propriedades comuns às famı́lias R-limitadas de

operadores também valem aqui; por exemplo, o fecho de uma famı́lia uniformemente

γ-radonificante em relação a topologia forte de operadores também é uniformemente γ-

radonificante e consequentemente esta propriedade também é preservada ao se tomar

médias integrais, cf. [40, Propositions 2.2, 2.4, 2.5] e a Proposição 1.2.12 adiante. Talvez

um pouco mais surpreendente é o fato de que

‖T ‖2unif−γ := sup
h

sup
T

E

∥∥∥
∞∑

n=1

γnTnhn

∥∥∥
2

X
<∞,

onde o primeiro supremo é tomado sobre todas as bases ortonormais (hn) ⊂ H e o segundo

sobre todas as sequências (Tn) ⊂ T (cf. [40, Theorem 2.10]), sendo este fato o que na

verdade, segundo os autores, justifica a terminologia “uniformemente γ-radonificante”.

Seja C+ := {λ ∈ C : Re λ > 0} e ponha eλ(t) := e−λt para cada λ ∈ C+. Ainda em

[40] os autores definiram a transformada de Laplace de um operador R ∈ γ(L2(R+;H), X)

como a função R̂ : C+ → γ(H,X) definida por

R̂(λ)h := R(eλ ⊗ h) (0.1.9)
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e demonstraram γ-radonificação em semiplanos e setores; para todo b > 0 a famı́lia

Tb := {R̂(λ) : Reλ > b}

é uniformemente γ-radonificante com

‖Tb‖unif−γ 6
C√
b
‖R‖γ(L2(R+;H),X)

(cf. [40, Theorem 4.7]) e para todo 0 6 θ < π/2 a famı́lia

Tθ := {λ1/2R̂(λ) : λ ∈ Σθ}

é uniformemente γ-radonificante com

‖Tθ‖unif−γ 6
C ′

cos θ
‖R‖γ(L2(R+;H),X)

(cf. [40, Theorem 4.8]), onde C e C ′ são constantes universais.

Agora, no caso em que (PCE)(A,B) admite uma medida invariante, seja R∞ o opera-

dor em γ(L2(R+;H), X) representado por S(·)B, cf. (0.1.8). Segue de (0.1.9) e da repre-

sentação integral do resolvente que R̂∞(λ) = R(λ,A)B quando Reλ > ω0(S) e R̂∞ é assim

uma extensão anaĺıtica de λ 7→ R(λ,A)B a C+. Isso significa que S(·)B ∈ γ(R+;H,X)

implica que

TA,B,θ := {λ1/2R(λ,A)B : λ ∈ Σθ}

é uniformemente γ-radonificante com

‖TA,B,θ‖unif−γ 6
CA,B

cos θ

onde CA,B é uma constante que depende apenas de A e B. A questão se a rećıproca

seria válida foi formulada em [40] como uma versão estocástica da conjectura de Weiss,

onde admissibilidade do operador de controle é substitúıda pela existência de medida

invariante.

Conjectura 0.1.1. ([40, Conjecture 5.3]) Seja X um espaço de Banach com cotipo finito e

assuma que o operador −A seja setorial de ângulo < π/2 e admita um cálculo-H∞ limitado.

As seguintes afirmações são equivalentes:

1. o problema de Cauchy estocástico (PCE)(A,B) admite uma medida invariante em X;
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2. o operador (−A)−1/2B é γ-radonificante de H em X;

3. a famı́lia {λ1/2R(λ,A)B : λ ∈ Σθ} é uniformemente γ-radonificante, para algum/todo

0 6 θ < π/2.

Como mostrado em [40] tem-se (2) ⇒ (1) ⇒ (3) em geral e (3) ⇒ (2) no caso

particular em que A e B são simultaneamente diagonalizáveis, i.e., quando existem uma

base ortonormal (hn)n∈N em H e uma sequência (xn)n∈N em X tais que

Axn = −λnxn, Bhn = βnxn,

onde λn > 0 para todo n ∈ N.

No Caṕıtulo 4 provamos o seguinte teorema, que é o resultado principal desta tese.

Teorema 0.1.2. Seja X um espaço de Banach com a propriedade (α). Sejam −A um ope-

rador setorial em X admitindo um cálculo-H∞ limitado de ângulo < π/2 e B ∈ L (H,X−1)

onde X−1 é o espaço de extrapolação de X em relação a A. As seguintes afirmações são

equivalentes:

1. (PCE)(A,B) admite uma medida invariante em X;

2. (−A)−1/2B ∈ γ(H,X);

3. R(λ,A)B ∈ γ(H,X) para todo λ > 0, e a série Gaussiana

∑

n∈Z

γn2
n/2R(2n, A)B

converge em γ(H,X), em probabilidade.

O propósito desta tese é descrever em detalhes a demonstração desse resultado.

Como se pode observar, o resultado acima é impreciso na forma em que está enunciado,

uma vez que B é limitado em X−1 e assim a expressão correta para o resolvente no item

(3) deveria ser R(·, A−1)B. Isso é feito preciso na Proposição 4.1.1 adiante.

Os resultados desta tese serão publicados em [1].
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0.2 Organização da Tese

Esta tese contém 4 caṕıtulos.

O caṕıtulo 1 é inteiramente dedicado aos pré-requisitos. Na Seção 1.1 relembramos

conceitos básicos de integração em espaços de Banach tais como a integral de Bochner,

que é uma generalização da integral de Lebesgue para funções f : Ω → X fortemente

mensuráveis com valores num espaço vetorial X de dimensão infinita, tipicamente um

espaço de Banach, e a provavelmente menos conhecida integral de Pettis. Explicamos

também o conceito de representabilidade, já mencionado na seção anterior, e que será

crucial em todos os nossos desenvolvimentos. Na Seção 1.2 abordamos as noções de

probabilidade em espaços de Banach relevantes para este trabalho; acreditamos que os

dois pontos mais relevantes nesta seção são por um lado a relação, resumida na Equação

(1.2.6), entre uma variável aleatória Gaussiana, seu operador de covariância e seu núcleo

reprodutor, e por outro a noção de R-limitação (Definição 1.2.11) à qual tanto aludimos

na seção anterior. Na Seção 1.3 apresentamos a classe dos operadores γ-radonificantes, e a

razão pela qual temos interesse nesses operadores já deve ser agora evidente pelo exposto

na seção anterior. O leitor pode inferir a relevância desses operadores consultando desde já

a Proposição 1.3.6 e para aqueles mais familiarizados com os “operadores absolutamente

somantes” da teoria dos espaços de Banach pode ser interessante consultar [72, Section

12] para algumas das conexões entre ambos. Na Seção 1.4 apresentamos algumas noções

geométricas básicas da teoria dos Espaços de Banach, e leitores familiarizados com as

noções de tipo e cotipo, mas possivelmente não com a propriedade (α), podem se restringir

a ler as Proposições 1.4.2 e 1.4.3 e a Definição 1.4.4, e retornar posteriormente à esta

seção à medida que for necessário. A Seção 1.5 contém um exposição bem concisa de

integração estocástica seguindo a linha dos trabalhos de van Neerven e Weis [74, 77]

mencionados anteriormente. Os pontos importantes aqui são por um lado a compreensão

geral da noção de integrabilidade estocástica e sua caracterização por meio de operadores

γ-radonificantes contida na Proposição 1.5.3, e por outro o argumento do Exemplo 1.5.4

que será retomado na demonstração do Teorema 3.2.3.

O caṕıtulo 2 ainda é, em sua maior parte, constitúıdo de pré-requisitos em teoria de

semigrupos, cálculo-H∞ e teoria de interpolação. Nesta tese estaremos particularmente

interessados na classe dos assim denominados semigrupos anaĺıticos, e a Seção 2.1 é dedi-
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cada a fixar a notação, terminologia e fatos mais básicos da teoria. A Seção 2.2 trata do

cálculo-H∞. Esse é um tópico bem extenso, como o leitor pode perceber consultando por

exemplo as referências [59, 42, 91] e nos restringimos apenas ao essencial; estamos aqui

realmente interessados apenas, por um lado, nos resultados de Kalton e Weis sobre a

relação entre a limitação do cálculo-H∞ e as normas γ-radonificantes que mencionamos

anteriormente, e por outro, nas conexões com a teoria de interpolação abordadas na Seção

2.3. Acreditamos que uma breve leitura até o parágrafo anterior à Proposição 2.2.4 já

é suficiente para prosseguir para a Seção 2.3, devendo o leitor retornar à medida que

necessário. Começamos a Seção 2.3 motivando a relação entre o cálculo-H∞ e teoria de

interpolação, e indicamos porque, diferentemente do que acontece em espaços de Hilbert,

os métodos de interpolação complexa e real não são apropriados em espaços de Banach. O

método de interpolação de Rademacher (cf. Proposição 2.3.2) contorna essas dificuldades

e o utilizamos para provar o importante Teorema 2.3.6 que é a ferramenta fundamental

para demonstrar as equivalências (1) ⇔ (2) do nosso resultado principal.

No caṕıtulo 3 definimos rigorosamente o que entendemos por solução e medida

invariante em X do problema (PCE)(A,B) no caso em que B ∈ L (H,X−1) e obtemos

caracterizações análogas ao caso clássico em que B ∈ L (H,X). Começamos a Seção

3.1 revisando os resultados principais de [74, 76] referentes a existência e unicidade de

soluções e a medidas invariantes para (PCE)(A,B) no caso clássico em que B ∈ L (H,X)

e ao final indicamos porque é conveniente formular a noção de solução em X no caso em

que B ∈ L (H,X−1). Tal formulação é feita na Seção 3.2, onde consideramos a realização

(PCE)(A−1,B) do problema de Cauchy estocástico em X−1 e definimos naturalmente uma

solução de (PCE)(A,B) em X como sendo um processo U tomando valores em X tal que

ι−1U é solução de (PCE)(A−1,B) no sentido usual. Aqui, ι−1 : X →֒ X−1 é a inclusão

canônica. Como esperado, nosso resultado afirma que (PCE)(A,B) admite solução em X

se, e somente se existe um operador γ-radonificante RT : L2(0, T ;H) → X tal que ι−1◦RT

é representado por S−1(·)B, valendo também o análogo referente à existência de medida

invariante, cf. Teoremas 3.2.3 e 3.3.2.

Finalmente, o caṕıtulo 4 é dedicado à demonstração do resultado principal. A Seção

4.1 começa com a Proposição 4.1.1, cujo objetivo é tornar preciso o enunciado do Teorema

0.1.2, cf. o penúltimo parágrafo da seção anterior. Com isto claro em mente, enuncia-

mos o Teorema 4.1.2 que é uma versão ligeiramente espandida do Teorema 0.1.2 e que
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reformulamos com o propósito de tornar a demonstração mais didática. Na Seção 4.2

provamos alguns resultados técnicos de interesse próprio dentre os quais destacamos o

Lema 4.2.1 acerca da limitação de uma certa transformada de Laplace, bem como o Lema

4.2.3 sobre a limitação do operador f ∈ H2(Sη) → (f(n))n∈Z ∈ ℓ2. Em seguida conside-

ramos as extensões de Kalton-Weis desses operadores, e os Exemplos 1.4.6 e 1.4.7, assim

como o Lema 4.2.2 foram especialmente formulados de modo a explicitar o efeito de tais

extensões sobre os operadores representáveis. Provamos primeiramente as equivalências

(1) ⇔ (2) ⇔ (3) e em seguida as implicações (3) ⇒ (4) e (4) ⇒ (3).

0.3 Notação

Nesta tese, seguimos a notação mais ou menos padrão na literatura.

• N, Z, R e C denotam respectivamente, como é usual, os conjuntos dos números

naturais, inteiros, reais e complexos, e R+ := [0,∞);

• espaços de Hilbert serão usualmente denotados por H ou H ;

• L (X, Y ) denota a álgebra dos operadores limitados de X em Y (espaços de Banach)

e X∗ denota o espaço dual (topológico) de X;

• para um espaço de medida (Ω,F , µ) e um espaço de Banach X, Lp(Ω, µ;X) (ou

Lp(Ω;X) quando a medida µ estiver subentendida) denota o espaço de Lebesgue-

Bochner correspondente;

• “△” indica o fim de um Exemplo.

Outras notações e terminologias serão explicitadas tão logo sejam introduzidas pela

primeira vez e um ı́ndice remissivo ao final da tese contém uma pequena lista de śımbolos

com a indicação da página onde o mesmo é definido.

Escrevemos A . B quando existe uma constante C, independente dos parâmetros

relevantes, tal que A 6 CB. Admitindo que o termo “parâmetros relevantes” é um tanto

vago, mas intuitivamente claro, indicamos sempre que necessário, a dependência expĺıcita

das constantes em relação aos parâmetros envolvidos. Analogamente, escrevemos A h B

quando existe uma constante C tal que 1
C
B 6 A 6 CB.



Caṕıtulo 1

Preliminares

“The beginner . . . should not be discouraged if . . . he finds that he does

not have the prerequisites for reading the prerequesites”.

Paul R. Halmos em [44]

1.1 Integração em espaços de Banach

Nesta seção, apresentamos os conceitos de mensurabilidade apropriados para funções

f : Ω → X, onde (Ω,F , µ) é um espaço de medida σ-finito e X é um espaço de Banach.

Fornecemos também uma breve descrição da integral de Bochner, que é uma extensão

da integral de Lebesgue à dimensão infinita, e da integral de Pettis [81]. Seguimos a

exposição padrão na literatura; cf. por exemplo [71, Lecture 1], [29, Chapter II] ou [4,

Section 1.1].

Uma função f : Ω → X é dita F -simples quando é da forma1

f =
N∑

n=1

1Enxn, (1.1.1)

onde En ∈ F e xn ∈ X. Quando µ(En) < ∞ para todo n = 1, . . . , N então dizemos

que f é µ-simples 2. Na definição abaixo resumimos os conceitos de mensurabilidade mais

utilizados na análise vetorial em dimensão infinita.

1É também comum escrever f =
∑N

n=1 1En
⊗xn. Em geral, se f ∈ Lp(Ω) e x ∈ X, usaremos a notação

f ⊗ x para denotar o elemento de Lp(Ω;X) definido por f ⊗ x(ω) := f(ω)x.
2Ou que f é simples.

11
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Definição 1.1.1. Uma função f : Ω → X é dita

(i) F -mensurável 3 se f−1(S) ∈ F para todo S ∈ B(X);

(ii) fortemente F -mensurável se existe uma sequência (fn) de funções F -simples com

lim fn = f pontualmente;

(iii) fortemente µ-mensurável 4 se existe uma sequência (fn) de funções simples com

lim fn = f quase em todo ponto (µ-q.t.p.).

Uma função f : Ω → X é µ-separável se existe um subespaço fechado e separável

X0 tal que f(ω) ∈ X0 para quase todo ω ∈ Ω. Duas funções f, g : Ω → X são versões

uma da outra se f = g µ-q.t.p. A proposição seguinte resume as conexões entre esses

diferentes conceitos, cf. [71, Propositions 1.8, 1.10].

Proposição 1.1.2. Para uma função f : Ω → X as seguintes afirmações são equivalentes:

1. f é fortemente F -mensurável;

2. f é µ-separável e F -mensurável;

3. f tem uma versão fortemente mensurável.

Como mostra a experiência, o conceito de mensurabilidade forte (Definição 1.1.1(iii))

é o mais apropriado para a análise vetorial em espaços de Banach. O seguinte teorema de

Pettis fornece um critério simples e eficiente. Relembremos que um subespaço Z ⊂ X∗ é

normante para S ⊂ X (ou simplesmente normante se S = X ) se

‖x‖ = sup
x∗∈Z∩BX∗

|〈x, x∗〉|

para todo x ∈ S (BX∗ denota a bola unitária em X∗).

Teorema 1.1.3. Sejam (Ω,F , µ) um espaço de medida σ-finito, X um espaço de Banach,

e Z ⊂ X∗ um subespaço normante. Para uma função f : Ω → X as seguintes afirmações

são equivalentes:

3Ou mensurável.
4Ou fortemente mensurável.
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1. f é fortemente µ-mensurável;

2. f é µ-separável e 〈f, x∗〉 é mensurável para todo x∗ ∈ X∗;

3. f é µ-separável e 〈f, x∗〉 é mensurável para todo x∗ ∈ Z.

Demonstração. A demonstração de (1) ⇒ (2) (e portanto de (1) ⇒ (2) ⇒ (3)) é

realmente trivial; se (fn) é uma sequência de funções µ-simples aproximando f então

basta tomar X0 = lin{fn(ω) : ω ∈ Ω, n ∈ N}. Além disso, 〈fn, x∗〉 → 〈f, x∗〉 quase em

todo ponto. A demonstração de (3) ⇒ (1) é mais envolvente e o leitor deve consultar

uma das referências acima citadas se desejar.

Uma consequência importante do teorema de Pettis acima é que duas funções f, g

fortemente mensuráveis são iguais q.t.p. (i.e., são versões uma da outra) se, e somente se

〈f, x∗〉 = 〈g, x∗〉 q.t.p. para todo x∗ ∈ X∗, cf. [71, Corollary 1.14].

Uma função f : Ω → X fortemente mensurável é Bochner-integrável se existe uma

sequência (fn) de funções simples com

lim
n→∞

ˆ

‖fn − f‖dµ = 0.

É claro então que funções µ-simples são Bochner-integráveis e para f da forma (1.1.1)

definimos
ˆ

fdµ :=
N∑

n=1

µ(En)xn.

Em geral, se f é Bochner integrável então o limite
ˆ

fdµ := lim
n→∞

ˆ

fndµ

existe e independe da aproximação (fn). É elementar verificar que uma função f : Ω → X

fortemente µ-mensurável é Bochner-integrável se e somente se
ˆ

‖f‖dµ <∞,

e nesse caso
∥∥´ fdµ

∥∥ 6
´

‖f‖dµ. Além disso,

〈 ˆ
fdµ, x∗

〉
=

ˆ

〈f, x∗〉dµ (1.1.2)
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para todo x∗ ∈ X∗.

Para 1 6 p 6 ∞, uma função f : Ω → X é fracamente-Lp quando 〈f, x∗〉 é men-

surável e pertence a Lp(Ω) para cada x∗ ∈ X∗. Nesse caso, o operador x∗ 7→ 〈f, x∗〉 é

fechado de X∗ em Lp(Ω) e portanto limitado pelo teorema do gráfico fechado. Assim, se

f : Ω → X é fracamente-L1 então para cada E ∈ F , a aplicação

x∗ 7→
ˆ

E

〈f, x∗〉dµ

define um funcional linear x∗∗E ∈ X∗∗ (cf. [29, Lemma II.3.1]). Dizemos que f é Pettis-

integrável quando xE := x∗∗E ∈ X para todo E ∈ F e que xΩ é a integral de Pettis de f ,

que denotamos por xΩ =:
´

fdµ. Em resumo, uma função f : Ω → X fracamente-L1 é

Pettis-integrável se, e somente se para todo E ∈ F existe xE ∈ X tal que

〈xE, x∗〉 =
ˆ

E

〈f, x∗〉dµ, x∗ ∈ X∗.

O leitor pode encontrar em [74, Subsection 1.3] uma breve lista de condições suficien-

tes para integrabilidade segundo Pettis, importantes do ponto de vista da integração

estocástica em espaços de Banach, que não serão contudo utilizadas diretamente nesta

tese.

Quando X e Y são espaços de Banach, denotaremos por L (X, Y ) o espaço dos

operadores lineares limitados de X em Y . Dizemos que uma função Ψ : Ω → L (X, Y )

é X-fortemente mensurável 5 quando Ψ(·)x : Ω → Y for fortemente µ-mensurável para

todo x ∈ X.

Quando H é um espaço de Hilbert (e X é um espaço de Banach), uma função

fortemente mensurável Φ : Ω → L (H,X) é fracamente-L2
H quando Φ∗(·)x∗ ∈ L2(Ω;H)

para todo x∗ ∈ X∗. Nesse caso, o operador x∗ 7→ Φ∗(·)x∗ é fechado de X∗ em L2(Ω;H)

e portanto limitado pelo teorema do gráfico fechado e seu adjunto TΦ : L2(Ω;H) → X∗∗

satisfaz

〈x∗, TΦf〉 =
ˆ

Ω

[Φ∗(ω)x∗, f(ω)]Hdµ(ω). (1.1.3)

Dizemos que Φ representa um operador T ∈ L (L2(Ω;H), X) quando o operador TΦ dado

pela equação (1.1.3) assume valores em X e T = TΦ, ou seja, T ∗x∗ = Φ∗(·)x∗ em L2(Ω;H)

para todo x∗ ∈ X∗. Nesse caso (1.1.3) pode ser reescrita como

〈Tf, x∗〉 =
ˆ

〈Φf, x∗〉dµ, f ∈ L2(Ω;H), x∗ ∈ X∗,

5Ou que Ψ : Ω → L (X,Y ) é fortemente mensurável.
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de modo que Tf =
´

Φfdµ (integral de Pettis), ou seja, T é um operador integral de

Pettis com núcleo Φ.

No caso em que H = R, e tomando por exemplo o espaço de medida (R+,B(R+), dt)

essas considerações se resumem em dizer que uma função φ : R+ → X representa o

operador Tφ : L2(R+) → X se φ é fracamente-L2, isto é, 〈φ, x∗〉 ∈ L2(R+) para todo

x∗ ∈ X∗ e

〈Tφf, x∗〉 =
ˆ ∞

0

〈φ(t), x∗〉f(t)dt, f ∈ L2(R+), x
∗ ∈ X∗.

1.2 Probabilidade em espaços de Banach

Sejam (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e X um espaço de Banach. Uma

variável aleatória em X é uma função χ : Ω → X fortemente P-mensurável. Pela Pro-

posição 1.1.2 existe uma versão χ̃ : Ω → X que é F -mensurável e então a medida de

probabilidade µχ definida por

µχ(S) := P(χ̃ ∈ S), S ∈ B(X)

está bem-definida (não depende da versão χ̃ escolhida) e é denominada a distribuição da

variável aleatória χ. Um conjunto de variáveis aleatórias é identicamente distribúıdo (ou

as variáveis são identicamente distribúıdas) quando todas tem a mesma distribuição. Uma

variável aleatória χ é simétrica se χ e −χ são identicamente distribúıdas.

Exemplo 1.2.1. Uma variável de Rademacher é uma variável aleatória r : Ω → R tal

que

P(r = 1) = P(r = −1) = 1
2
.

Uma sequência de Rademacher é uma sequência (rn) de variáveis de Rademacher inde-

pendentes. Uma realização concreta é dada pelas funções de Rademacher definidas no

intervalo [0, 1] por rn(t) = sinal sen(2nπt). Exemplos elementares de variáveis aleatórias

simétricas, num espaço de Banach X, são as da forma
∑N

n=1 rnxn, onde (xn) ⊂ X. △

O seguinte célebre resultado de Itô e Nisio assegura a equivalência entre vários

modos de convergência de variáveis aleatórias em espaços de Banach.

Proposição 1.2.2. ([48]) Seja (χn)n∈N uma sequência de variáveis aleatórias simétricas

e independentes assumindo valores num espaço de Banach X. Para as somas parciais
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SN :=
∑N

n=1 χn e para uma variável aleatória S com valores em X, as seguintes afirmações

são equivalentes:

1. para todo x∗ ∈ X∗ temos limN→∞〈SN , x
∗〉 = 〈S, x∗〉 quase sempre;

2. para todo x∗ ∈ X∗ temos limN→∞〈SN , x
∗〉 = 〈S, x∗〉 em probabilidade;

3. limN→∞ SN = S quase sempre;

4. limN→∞ SN = S em probabilidade;

Em qualquer caso, se E‖S‖p <∞ para algum 1 6 p <∞ então

E sup
N∈N

‖SN‖p 6 2 sup
N∈N

E‖SN‖p 6 2E‖S‖p

e limN→∞ E‖S − SN‖p = 0.

Demonstração. Veja [71, Theorem 2.17].

Pelo teorema de mensurabilidade de Pettis (cf. Teorema 1.1.3) toda variável aleatória

assume valores, quase certamente, num subespaço X0 separável, e além disso 〈χ, x∗〉 é

mensurável para todo x∗ ∈ X∗.

Definição 1.2.3. Uma variável aleatória χ : Ω → X é Gaussiana se 〈χ, x∗〉 é uma

variável Gaussiana real para todo x∗ ∈ X∗.

Nesse caso, o teorema de Fernique [32] afirma que existe β > 0 tal que Eeβ‖χ‖
2
<∞

e em particular E‖χ‖2 <∞, cf. também [43, Theorem 3.11].

Aplicaremos o teorema de Itô-Nisio acima às séries Gaussianas da forma
∑∞

n=1 γnxn,

como a que aparece no item (3) do Teorema 0.1.2, cf. também o Exemplo 1.2.7 adiante.

O teorema de Itô-Nisio afirma então que convergência quase certa equivale a convergência

em probabilidade e como nesse caso
∑∞

n=1 γnxn define uma variável Gaussiana teremos

necessariamente E‖∑∞
n=1 γnxn‖2 < ∞ pelo teorema de Fernique e portanto essa série

convergirá também em L2(Ω;X).

Proposição 1.2.4 (Prinćıpio da contração). Seja (rn)
∞
n=1 uma sequência de Rademacher.

Então, para quaisquer sequências finitas (an)
N
n=1 ⊂ R com |an| 6 1 e (xn)

N
n=1 temos

E

∥∥∥
N∑

n=1

anrnxn

∥∥∥
2

6 E

∥∥∥
N∑

n=1

rnxn

∥∥∥
2

. (1.2.1)
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Demonstração. Veja [28, 12.2] ou [59, Proposition 2.5].

O prinćıpio da contração acima admite certas generalizações. Em primeiro lugar a

estimativa (1.2.1) vale com a potência 2 substitúıda por qualquer 1 6 p < ∞. Isso é

consequência das desigualdades de Kahane-Khintchine; dados 1 6 p, q < ∞ existe uma

constante Kp,q tal que

(
E

∥∥∥
N∑

n=1

rnxn

∥∥∥
p)1/p

6 Kp,q

(
E

∥∥∥
N∑

n=1

rnxn

∥∥∥
q)1/q

(1.2.2)

para quaisquer sequências finitas (xn)16n6N ⊂ X. Um argumento com base no teorema

central do limite permite estender (1.2.2) a somas Gaussianas da forma
∑N

n=1 γnxn, cf.

[71, Lecture 3] e como consequência da assim chamada expansão de Karhunen-Loève essa

estimativa vale de fato para variáveis aleatórias Gaussianas quaisquer, cf. [71, Theorem

4.12]; em resumo, as normas ‖χ‖Lp(Ω;X) são equivalentes para variáveis Gaussianas χ. Em

segundo lugar, o prinćıpio da contração vale para qualquer sequência (χn)n∈N de variáveis

simétricas e independentes, não somente para as da forma χn = rnxn, cf. [71, Theorem

3.1] para essa formulação.

Seja X um espaço de Banach real. Um operador Q ∈ L (X∗, X) é positivo se

〈Qx∗, x∗〉 > 0 para todo x∗ ∈ X∗, e simétrico se 〈Qx∗, y∗〉 = 〈Qy∗, x∗〉 para quaisquer

x∗, y∗ ∈ X∗. Nesse caso, a fórmula

[Qx∗, Qy∗]HQ
:= 〈Qx∗, y∗〉 (1.2.3)

define um produto interno na imagem R(Q) de Q.

Definição 1.2.5. O núcleo reprodutor associado a Q é o espaço de Hilbert real HQ obtido

completando-se R(Q) em relação ao produto interno (1.2.3).

Segue de (1.2.3) que ‖Qx∗‖2
HQ

6 ‖Q‖L (X∗,X)‖x‖2, o que mostra que Q é cont́ınuo

como operador deX∗ em HQ de norma6 ‖Q‖1/2
L (X∗,X). Podemos então deduzir (por Hahn-

Banach) que ‖Qx∗‖ 6 ‖Q‖L (X∗,HQ)‖Qx∗‖HQ
, o que mostra que a inclusão ιQ : R(Q) →֒ X

é cont́ınua, admitindo portanto uma extensão cont́ınua HQ →֒ X, que ainda denotamos

por ιQ, de norma 6 ‖Q‖L (X∗,HQ). Além disso, ιQ : HQ →֒ X é injetora e Q = ιQ ◦ ι∗Q, cf.
por exemplo [70].
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Exemplo 1.2.6. Se B ∈ L (H,X) então Q := BB∗ ∈ L (X∗, X) é positivo e simétrico.

Como subconjuntos de X temos HQ = R(B), com produto interno

[Bg,Bh]HQ
= [Pg, Ph]H , g, h ∈ H

onde P : H → N (B)⊥ é projeção ortogonal. Além disso, B : N (B)⊥ → HQ é uma

isometria, cf. [9, Remark 3.3.8] ou [88, Exercise III.1.6]. △

Nesta tese, estaremos particularmente interessados no caso em que Q é o operador

de covariância de uma variável aleatória Gaussiana. Assim, dada uma variável Gaussiana

χ : Ω → X, o operador de covariância Q : X∗ → X definido por

Qx∗ = E〈χ, x∗〉χ

está bem definido e satisfaz

E〈χ, x∗〉〈χ, y∗〉 = 〈Qx∗, y∗〉. (1.2.4)

Em termos do operador de covariância a transformada de Fourier de χ é dada por

Ee−i〈χ,x∗〉 = e−
1/2〈Qx∗,x∗〉. (1.2.5)

Reciprocamente, se a transformada de Fourier de uma variável aleatória χ satisfaz (1.2.5)

para algum operador simétrico e positivo Q então χ é Gaussiana com operador de co-

variância Q, cf. [71, Proposition 4.6], e por (1.2.4) obtemos

E〈χ, x∗〉2 = 〈Qx∗, x∗〉2 = ‖ι∗Qx∗‖2HQ
. (1.2.6)

Uma consequência simples porém muito importante é que a lei Gaussiana é preser-

vada por operadores limitados: se X e Y são espaços de Banach, T : X → Y é limitado

e µ é uma medida Gaussiana em X com covariância Q, então a medida T (µ) := µ ◦ T−1

em Y é Gaussiana com covariância TQT ∗, cf. por exemplo [71, Proposition 4.9].

Exemplo 1.2.7. Uma sequência Gaussiana é uma sequência (γn) de variáveis N(0, 1)

independentes. Exemplos elementares de variáveis aleatórias Gaussinas num espaço de

Banach X são as da forma
∑N

n=1 γnxn, onde (xn) ⊂ X. É elementar verificar que o

operador de covariância nesse caso é dado por

Qx∗ =
N∑

n=1

〈xn, x∗〉xn. (1.2.7)
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Agora, seja H um espaço de Hilbert separável com base ortonormal (hn) e considere um

operador T ∈ L (H , X). Para cada N ∈ N a variável aleatória
∑N

n=1 γnThn é Gaussiana

e seu operador de covariância QT,N satisfaz, por (1.2.7) e pela identidade de Parseval,

lim
N→∞

〈QT,Nx
∗, y∗〉 = lim

N→∞

N∑

n=1

〈Thn, x∗〉〈Thn, y∗〉

=
∞∑

n=1

[hn, T
∗x∗][hn, T

∗y∗]

= 〈TT ∗x∗, y∗〉, x∗, y∗ ∈ X∗.

Assim, se
∑∞

n=1 γnThn converge em L2(Ω;X) então a variável resultante é Gaussiana com

operador de covariância TT ∗, cf. [71, Proposition 4.11]. Operadores com essa propriedade

são ditos γ-radonificantes e serão tratados na próxima seção, cf. Definição 1.3.4. △

O seguinte resultado mostra que, de modo a verificar se uma variável χ com valores

em X é Gaussiana, é suficiente considerar as variáveis 〈χ, x∗〉 para elementos x∗ num

subespaço de X∗ que seja denso na topologia fraca-estrela.

Proposição 1.2.8. ([13, Corollary 1.3]) Seja µ uma medida Boreleana de probabilidade

num espaço de Banach separável X, e seja Z ⊂ X∗ num subespaço denso na topologia

fraca-estrela. Se 〈µ, x∗〉 é Gaussiana para todo x∗ ∈ Z então µ é Gaussiana.

Esse resultado será utilizado nas demonstrações dos Teoremas 3.2.3 e 3.3.2. O

seguinte exemplo ilutra de que forma o faremos.

Exemplo 1.2.9. Seja χ uma variável aleatória num espaço de Banach X que está imerso

num outro espaço de Banach X−1 por meio de uma inclusão cont́ınua ι−1 : X →֒ X−1.

Passando a um subespaço fechado separável contendo a imagem de χ podemos assumir

que X é separável. Como

Z := {ι∗−1x
∗
−1 : x

∗
−1 ∈ X∗

−1} = R(ι∗−1)

é denso em X∗ na topologia fraca-estrela6, segue que se 〈χ, ι∗−1x
∗
−1〉 é Gaussiana para todo

x∗−1 ∈ X∗
−1 então χ é Gaussiana. Esse é o caso, por exemplo, se sabemos a priori que

ι−1 ◦ χ é uma variável Gaussiana em X−1. △
6Se X e Y são espaços de Banach e T é um operador de X em Y , possivelmente não-limitado mas

densamente definido e fechado, então R(T ∗)
σ(X∗,X)

= N (T )⊥, cf. [14, Chapter 2, Remark 17].
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Se (rn) é uma sequência de Rademacher e (γn) é uma sequência Gaussiana inde-

pendente de (rn) então as sequências (γn) e (rn|γn|) são identicamente distribúıdas (cf.

[71, Lemma 3.5]). Resulta disto que somas de Rademacher sempre podem ser estima-

das por somas Gaussianas. Destacamos esse fato na proposição seguinte, e fornecemos a

demonstração com o propósito de ilustrar o assim chamado argumento de randomização.

Proposição 1.2.10. Seja X um espaço de Banach. Para quaisquer x1, . . . , xN ∈ X,

E

∥∥∥
N∑

n=1

rnxn

∥∥∥
2

X
6
π

2
E

∥∥∥
N∑

n=1

γnxn

∥∥∥
2

X
.

Demonstração. Considerando que (rn) e (γn) estejam definidas em espaços de proba-

bilidade (Ω,P) e (Ω′,P′) distintos, podemos assumir que elas são independentes no espaço

de probabilidade (Ω× Ω′,P× P
′). Como E|γn| =

√
2/π temos

E

∥∥∥
N∑

n=1

rnxn

∥∥∥
2

=
π

2
E

∥∥∥E′

N∑

n=1

rn|γn|xn
∥∥∥
2

6
π

2
EE

′
∥∥∥

N∑

n=1

rn|γn|xn
∥∥∥
2

=
π

2
E
′
∥∥∥

N∑

n=1

γnxn

∥∥∥
2

.

Definição 1.2.11. Uma famı́lia de operadores T ⊂ L (X, Y ) é R-limitada se existe uma

constante C > 0 tal que para quaisquer sequências finitas (xn)16n6N em X e (Tn)16n6N

em T temos

E

∥∥∥
N∑

n=1

rnTnxn

∥∥∥
2

Y
6 C2

E

∥∥∥
N∑

n=1

rnxn

∥∥∥
2

X
.

Uma famı́lia de operadores T ⊂ L (X, Y ) é γ-limitada se existe uma constante C > 0

tal que para quaisquer sequências finitas (xn)16n6N em X e (Tn)16n6N em T temos

E

∥∥∥
N∑

n=1

γnTnxn

∥∥∥
2

Y
6 C2

E

∥∥∥
N∑

n=1

γnxn

∥∥∥
2

X
.

Em qualquer caso, a menor constante para a qual vale a respectiva estimativa é denomi-

nada o R-limitante ou o γ-limitante de T , e denotada por R(T ) ou γ(T ) conforme o

caso.
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Por randomização (como na demonstração da Proposição 1.2.10), pode-se verificar

que toda famı́lia R-limitada é γ-limitada, e tomando N = 1 ve-se que toda famı́lia γ-

limitada é uniformemente limitada. É fácil ver que todas essas noções são equivalentes

em espaços de Hilbert (veja também a Proposição 1.4.2) mas se X é um espaço de Banach

não isomórfico a um espaço de Hilbert então existem famı́lias limitadas em L (X) que

não são R-limitadas, cf. [5, Proposition 1.13].

Sejam X e Y espaços de Banach. A topologia forte em L (X, Y ) é a menor topologia

para a qual as aplicações T 7→ Tx de L (X, Y ) em Y são cont́ınuas para todo x ∈ X.

É fácil ver que Tn → T na topologia forte se, e somente se Tnx → Tx em Y para todo

x ∈ X (cf. [83, Section VI.1]). São de grande relevância os fatos de que, em relação a

topologia forte, tanto o fecho quanto o fecho convexo e o fecho absolutamente convexo de

uma famı́lia R-limitada são também R-limitados (cf. [59, Theorem 2.13]). Disto pode-se

deduzir que R-limitação é preservada ao se tomar médias integrais (cf. [59, Corollary

2.14]). Tudo isso continua válido para famı́lias γ-limitadas e é essa a formulação que

utilizaremos nesta tese, cf. [71, Lecture 9].

Proposição 1.2.12. Seja (Ω,F , µ) um espaço de medida σ-finito, sejam X e Y espaços

de Banach e seja T ⊂ L (X, Y ) uma famı́lia γ-limitada. Suponha que a aplicação forte-

mente mensurável Ψ : Ω → L (X, Y ) assuma valores em T quase certamente. Para cada

f ∈ L1(Ω) defina

T f
Ψx :=

ˆ

Ω

f(ω)Ψ(ω)x dµ(ω), x ∈ X.

Então TΨ := {T f
Ψ : ‖f‖L1(Ω) 6 1} é γ-limitada com γ(TΨ) 6 γ(T ).

Para aplicações desse fato veja [90, 59, 25].

1.3 Operadores γ-radonificantes

Nesta seção introduzimos, seguindo a abordagem de [71], o espaço dos operadores

γ-radonificantes. Veja, contudo, os comentários ao final da seção.

Nesta seção, e a bem da verdade, em todo o restante desta tese, (rn) denotará uma

sequência de Rademacher e (γn) denotará um sequência Gaussiana.
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Definição 1.3.1. O espaço γ∞(H , X) dos operadores γ-somantes consiste de todos os

operadores lineares T : H → X tais que

‖T‖2γ∞(H ,X) := supE
∥∥∥

k∑

j=1

γjThj

∥∥∥
2

<∞, (1.3.1)

onde o supremo é tomado sobre todos os conjuntos ortonormais finitos {h1, . . . , hk} em

H .

Considerando conjuntos unitários {h} segue de imediato que operadores γ-somantes

são limitados, com ‖T‖L (H ,X) 6 ‖T‖γ∞(H ,X), e disto não é dif́ıcil verificar que munido

da norma em (1.3.1), γ∞(H , X) é um espaço de Banach (cf. [71, Proposition 5.2]).

Para cada h ∈ H e x ∈ X, seja h⊗ x o operador em L (H , X) definido por

(h⊗ x)h′ := [h, h′]x, h′ ∈ H . (1.3.2)

Um operador é dito de posto finito se for uma combinação linear de operadores (de

posto um) do tipo acima. É fácil verificar que essas definições coincidem com a noção

usual de operador de posto finito como sendo aquele cuja imagem é um subespaço de

dimensão finita.

Denotamos o espaço dos operadores de posto finito de H em X por H ⊗X .

Proposição 1.3.2 ([71, Lemma 5.7]). Se T ∈ H ⊗ X é da forma
∑N

n=1 hn ⊗ xn, onde

h1, . . . , hN são ortonormais, então T ∈ γ∞(H , X) e

‖T‖2γ∞(H ,X) = E

∥∥∥
N∑

n=1

γnxn

∥∥∥
2

. (1.3.3)

Seja H um espaço de Hilbert separável com base ortonormal (hn)n∈N. Dado T ∈
γ∞(H , X) defina para cada N ∈ N os operadores TN :=

∑N
n=1 hn ⊗ Thn. Por (1.3.3)

sup
N>1

‖TN‖2γ∞(H ,X) = sup
N>1

E

∥∥∥
N∑

n=1

γnThn

∥∥∥
2

6 ‖T‖2γ∞(H ,X)

e além disso

lim
N→∞

〈TNh, x∗〉 = lim
N→∞

N∑

n=1

[hn, h]〈Thn, x∗〉

=
∞∑

n=1

[hn, h][hn, T
∗x∗]

= 〈Th, x∗〉
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para quaisquer h ∈ H e x∗ ∈ X∗. O seguinte lema de Fatou fornece um resultado

rećıproco, cf. [75, Theorem 4.1] ou [72, Proposition 3.18].

Proposição 1.3.3 (Lema de Fatou para espaços γ). Sejam (Tn)n>1 uma sequência limi-

tada em γ∞(H , X) e T ∈ L (H , X) um operador tal que

lim
n→∞

〈Tnh, x∗〉 = 〈Th, x∗〉

para quaisquer h ∈ H e x∗ ∈ X∗. Então T ∈ γ∞(H , X) e

‖T‖γ∞(H ,X) 6 lim inf
n→∞

‖Tn‖γ∞(H ,X).

Definição 1.3.4. O espaço γ(H , X) dos operadores γ-radonificantes de H em X é o

fecho de H ⊗X em γ∞(H , X).

O exemplo clássico de Linde e Pietsch [65] de um operador γ-somante que não é

γ-radonificante é o operador T : ℓ2 → c0 definido por

T
(
(αn)n>1

)
:=

(
αn√

log(n+1)

)
n>1

.

A verificação disto depende de certas estimativas para séries Gaussianas e pode ser en-

contrada também em [72, Example 4.4]. Por outro lado, o seguinte teorema devido es-

sencialmente a Hoffmann-Jorgensen [46] e Kwapień [62] caracterizam os espaços de

Banach X para os quais γ∞(H , X) = γ(H , X). Veja também [72, Theorem 4.3].

Teorema 1.3.5. Seja H um espaço de Hilbert de dimensão infinita. Para um espaço de

Banach X, as seguintes afirmações são equivalentes:

1. γ∞(H , X) = γ(H , X);

2. X não contém um subespaço fechado isomórfico a c0.

O espaço γ∞(H , X) tem a seguinte propriedade de ideal, cf. [72, Theorem 6.2]:

se H e H ′ são espaços de Hilbert, X e X ′ são espaços de Banach, S ∈ L (H ′,H ),

T ∈ γ∞(H , X) e U ∈ L (X,X ′), então UTS ∈ γ∞(H ′, X ′) e

‖UTS‖γ∞(H ′,X′) 6 ‖U‖L (X,X′)‖T‖γ∞(H ,X)‖S‖L (H ′,H ).
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Além disso, se T ∈ γ(H , X) então UTS ∈ γ(H ′, X ′) e

‖UTS‖γ(H ′,X′) 6 ‖U‖L (X,X′)‖T‖γ(H ,X)‖S‖L (H ′,H ).

Enunciamos a seguir um resultado já bem conhecido que indica a relevância da

classe dos operadores radonificantes na análise Gaussiana em dimensão infinita.

Proposição 1.3.6. Para um operador T ∈ L (H , X) as seguintes afirmações são equi-

valentes:

1. T ∈ γ(H , X);

2. N (T )⊥ é separável e a série
∑∞

n=1 γnThn converge quase sempre para alguma (toda)

base ortonormal (hn) de N (T )⊥;

3. TT ∗ é um operador de covariância Gaussiana.

Nesta situação, a série em (2) converge em Lp e em probabilidade e TT ∗ é o operador de

covariância da variável Gaussiana
∑∞

n=1 γnThn e além disso

‖T‖2γ(H ,X) = E

∥∥∥
∞∑

n=1

γnThn

∥∥∥
2

.

Demonstração. Veja [71, Theorems 5.15, 5.16], [72, Theorem 7.4]; cf. também [77,

Proposition 3.2].

É comum, na teoria de semigrupos e áreas correlatas, considerar extensões tensoriais

de operadores positivos S : Lp(Ω) → Lp(Ω′), onde Ω e Ω′ são espaços de medida σ-finitos.

Dado um espaço de Banach X, a extensão tensorial dada por

S̃(f ⊗ x) := Sf ⊗ x

se estende a um operador limitado S̃ : Lp(Ω;X) → Lp(Ω′;X) de norma ‖S̃‖ = ‖S‖, cf.
por exemplo [59, Lemma 10.14]. Um exemplo relevante para a análise estocástica é o

operador esperança condicional, cf. [71, Lecture 11].

Agora, se H e H ′ espaços de Hilbert, S : H → H ′ é um operador limitado e X

é um espaço de Banach então é fácil verificar que analogamente

S̃ : h⊗ x 7→ Sh⊗ x, h ∈ H , x ∈ X, (1.3.4)
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se estende unicamente a um operador limitado S̃ : γ(H , X) → γ(H ′, X) com norma

‖S̃‖ = ‖S‖. Esse procedimento de extensão tensorial foi introduzido por Kalton e

Weis (cf. [57, Proposition 4.4] ou [72, Corollary 6.3]) e será útil na demonstração do

Teorema 4.1.2. Observemos que se R = h⊗ x então para todo h′ ∈ H ′

S̃(R)h′ = [Sh, h′]x

= [h, S∗h′]x

= RS∗h′,

ou seja, S̃(R) = R ◦ S∗. Resumimos essa discussão no seguinte teorema para posterior

referência.

Teorema 1.3.7 (Teorema de extensão de Kalton-Weis). Sejam H e H ′ espaços de

Hilbert. Dado um espaço de Banach X, todo operador S ∈ L (H ,H ′) induz um operador

S̃ ∈ L (γ(H , X), γ(H ′, X)) pela fórmula

S̃ : R 7→ R ◦ S∗, R ∈ γ(H , X). (1.3.5)

e além disso ‖S̃‖ = ‖S‖.

Suponha que Φ : Ω → γ(H,X) seja fortemente mensurável e uniformemente limi-

tada. Então

RΦf :=

ˆ

Ω

Φ(ω)f(ω)dµ(ω)

existe como integral de Bochner em X e o operador RΦ : L2(Ω;H) → X assim obtido é

limitado. É imediato ver que se

Φ = 1E ⊗ (h⊗ x) (1.3.6)

então

RΦ = (1E ⊗ h)⊗ x (1.3.7)

e pode-se verificar que o subespaço gerado por esses operadores é denso em γ(L2(Ω;H), X).

Agora, se M : Ω → L (X, Y ) também é fortemente mensurável e uniformemente limitada

entãoMΦ : Ω → γ(H, Y ) também o é, e se Φ é da forma (1.3.6) entãoMΦ = 1E⊗(h⊗Mx)

e portanto RMΦ = (1E ⊗ h)⊗Mx. Mais pode ser dito no caso em que M(Ω) ⊂ L (X, Y )

é γ-limitada, como mostra o seguinte resultado. Em poucas palavras ele afirma que

funções com imagem γ-limitada agem como “multiplicadores de Fourier” em espaços de

operadores γ-radonificantes.
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Teorema 1.3.8 (Teorema dos γ-multiplicadores). Seja (Ω,F , µ) um espaço de medida

σ-finito, e seja M : Ω → L (X, Y ) uma aplicação fortemente mensurável cuja imagem

M = M(Ω) é γ-limitada. Então, para toda função simples de posto finito Φ : Ω →
γ(H,X), o operador RMΦ pertence a γ∞(L2(Ω;H), Y ) e

‖RMΦ‖γ∞(L2(Ω;H),Y ) 6 γ(M )‖RΦ‖γ(L2(Ω;H),X). (1.3.8)

Consequentemente, a aplicação M̃ : RΦ 7→ RMΦ se estende unicamente a um operador

limitado

M̃ : γ(L2(Ω;H), X) → γ∞(L2(Ω;H), Y )

de norma ‖M̃‖ 6 γ(M ).

Demonstração. Veja [57, Proposition 4.11], ou [72, Theorem 5.2] para a formulação

dada aqui. Cf. também [71, Section 9.3].

É um problema em aberto, mesmo no caso em que H = R, determinar se M̃ assume

valores em γ(L2(Ω;H), Y ), o que é certamente trivial quando Y não contém c0, pelo

Teorema 1.3.5. Em outras palavras, para um espaço de Banach X qualquer, se φ :

(0, 1) → X representa um operador em γ(L2(0, 1), X) e M : (0, 1) → L (X) é fortemente

mensurável, então Mφ representa um operador em γ∞(L2(0, 1), X) pelo Teorema 1.3.8.

É posśıvel provar que Mφ na verdade sempre representa um operador em γ(L2(0, 1), X),

ou existem exemplos onde Mφ é γ-somante mas não γ-radonificante?

No caso em que Φ : Ω → L (H,X) representa um operador RΦ ∈ γ(L2(Ω;H), X)

denotaremos a norma ‖Φ‖γ(Ω;H,X) em (0.1.6) por

‖ω 7→ Φ(ω)‖γ(L2(Ω;H),X) := ‖RΦ‖γ(L2(Ω;H),X). (1.3.9)

Nesta tese estaremos particularmente interessados em espaços de medida (I, dt) ou (I, dt
t
)

onde I ⊂ R+ é um intervalo finito ou infinito. Retomando as considerações no último

parágrafo da Seção 1.1 mas agora na situação em que φ : I → X representa um operador

Tφ ∈ γ(L2(I), X) a norma (1.3.9) assume a forma

‖t 7→ φ(t)‖γ(L2(I),X) := ‖Tφ‖γ(L2(I),X) (1.3.10)

e coincide, no caso em que X = Lp(Ω), com (0.1.5). Além disso, para espaços de Banach

Y não contendo uma cópia de c0, e com a notação em (1.3.9), a estimativa (1.3.8) no
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teorema dos γ-multiplicadores assume a forma

‖t 7→M(t)Φ(t)‖γ(L2(I;H),Y ) 6 γ(M )‖t 7→ Φ(t)‖γ(L2(I;H),X). (1.3.11)

Terminamos esta seção comentando sobre uma outra forma de abordar o espaço dos

operadores γ-radonificantes, apresentada em [72]. Nessa abordagem, o espaço γ(H , X)

é introduzido como o completamento do produto tensorial abstrato H ⊗ X em relação

à norma (1.3.3), e a fórmula (1.3.2) estabelece uma imersão de H ⊗ X em L (H,X)

que se estende a uma contração γ(H , X) →֒ L (H , X). Os desenvolvimentos posterio-

res, por exemplo os resultados mencionados nesta seção, são provados de modo análogo.

Entretanto, a identidade (1.3.1) ou mais precisamente a igualdade

‖T‖2γ(H ,X) = supE
∥∥∥

k∑

j=1

γjThj

∥∥∥
2

deve ser provada como teorema e o espaço γ∞(H , X) é então introduzido como o su-

bespaço de L (H , X) para os quais esse supremo é finito e consequentemente temos

γ(H , X) →֒ γ∞(H , X) isometricamente.

1.4 Algumas Propriedades Geométricas dos Espaços

de Banach

Nesta seção apresentamos as noções geométricas de tipo, cotipo e a propriedade (α).

Definição 1.4.1. Um espaço de Banach X tem tipo p ∈ [1, 2] se existe uma constante

C > 0 tal que
(
E

∥∥∥
N∑

n=1

rnxn

∥∥∥
2)1/2

6 C
( N∑

n=1

‖xn‖p
)1/p

para qualquer sequência finita (xn)
N
n=1 em X. Um espaço de Banach X tem cotipo q ∈

[2,∞] se existe uma constante C > 0 tal que

( N∑

n=1

‖xn‖q
)1/q

6 C
(
E

∥∥∥
N∑

n=1

rnxn

∥∥∥
2)1/2

para qualquer sequência finita (xn)
N
n=1 em X. As menores constantes para as quais valem

as estimativas acima são usualmente denotadas por Tp(X) e Cp(X) respectivamente.
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Todo espaço de Banach tem tipo 1 e cotipo ∞. Assim, dizemos que X tem tipo

não-tivial se tem tipo p ∈ (1, 2], e que tem cotipo não-trivial (ou cotipo finito) se tem

cotipo q ∈ [2,∞). Substituindo a sequência de Rademacher (rn) por uma sequência

Gaussiana (γn) na Definição 1.4.1 obtemos a noção (equivalente) de tipo Gaussiano e

cotipo Gaussiano, cf. [28, Theorems 12.26, 12.28].

• É fácil verificar que todo espaço de Hilbert tem tipo 2 e cotipo 2, e um resultado

célebre de Kwapień [61] assegura a rećıproca: se um espaço de Banach X tem tipo

2 e cotipo 2 então X é isomórfico a um espaço de Hilbert, cf. também [2, Problem

7.6];

• se (Ω,F , µ) é um espaço de medida σ-finito, 1 6 p < ∞ e X tem tipo p, então

Lr(Ω;X) tem tipo min{p, r}; seX tem cotipo q então Lr(Ω;X) tem cotipo max{q, r},
cf. [72, Example 11.5]. Em particular, Lp(Ω) tem tipo min{p, 2} e cotipo max{p, 2},
cf. também [2, Theorem 6.2.14]. Por outro lado, nenhum L∞ tem cotipo finito, em

particular c0 não tem cotipo finito, cf. [28, Corollary 11.7];

• se X tem tipo p então seu dual X∗ tem cotipo p′ (onde 1/p + 1/p′ = 1), cf. [2,

Proposition 6.2.12].

Muitas outras informações sobre tipo e cotipo podem ser encontradas em [2, Section

6.2] ou [28, Chapters 11, 12]. As noções de tipo e cotipo desempenham ainda papel

essencial em alguns teoremas de mergulho [75, 73, 56], importantes do ponto de vista das

equações de evolução estocásticas. Não insistiremos mais nessa discussão uma vez que ela

aparecerá apenas superficialmente quando discutirmos existência e unicidade de soluções

para o problema de Cauchy estocástico na Seção 3.1.

Proposição 1.4.2. Seja X um espaço de Banach com cotipo finito. Então

1. X não contém c0, e em particular γ∞(H,X) = γ(H,X);

2. existe uma constante C > 0 tal que para quaisquer x1, . . . , xN ∈ X,

E

∥∥∥
N∑

n=1

γnxn

∥∥∥
2

X
6 C2

E

∥∥∥
N∑

n=1

rnxn

∥∥∥
2

X
;
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3. se Y é algum outro espaço de Banach então T ⊂ L (X, Y ) é R-limitada se, e

somente se é γ-limitada.

Demonstração. A primeira afirmação já foi notada anteriormente (cf. a discussão

sobre tipo e cotipo para os espaços Lp acima) e do Teorema 1.3.5. Para a demonstração

da segunda afirmação veja [28, Theorem 12.27]. A terceira afirmação segue da segunda

juntamente com a Proposição 1.2.10.

O próximo resultado é já considerado folclórico e fornecemos, para a conveniência

do leitor, sua demonstração elementar, cf. [77, Proposition 2.1].

Proposição 1.4.3. Sejam (r′m) e (r′′n) sequências de Rademacher independentes uma da

outra definidas em espaços de probabilidade (Ω′,P′) e (Ω′′,P′′) respectivamente, e seja

(rmn)uma sequência de Rademacher duplamente indexada definida num espaço de proba-

bilidade (Ω,P). Para um espaço de Banach X as seguintes afirmações são equivalentes:

1. existe uma constante C > 0 tal que para quaisquer sequências finitas (amn)
N
m,n=1 em

R com |amn| 6 1 e (xmn)
N
m,n=1 em X

E
′
E
′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

amnr
′
mr

′′
nxmn

∥∥∥
2

6 C2
E

′
E

′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

r′mr
′′
nxmn

∥∥∥
2

. (1.4.1)

2. existe uma constante C > 0 tal que para qualquer sequência (xmn)
N
m,n=1 em X

1

C2
E

∥∥∥
N∑

m,n=1

rmnxmn

∥∥∥
2

6 E
′
E
′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

r′mr
′′
nxmn

∥∥∥
2

6 C2
E

∥∥∥
N∑

m,n=1

rmnxmn

∥∥∥
2

.

Nesse caso, X tem cotipo finito e as afirmações (1) e (2) acima são equivalentes as

mesmas afirmações com sequências Gaussianas em vez de sequências de Rademacher.

Demonstração. Vejamos que (1) ⇒ (2). Pelo prinćıpio da contração temos

E

∥∥∥
N∑

n=1

r′n(ω
′)r′′m(ω

′′)rmnxmn

∥∥∥
2

6 E

∥∥∥
N∑

n=1

rmnxmn

∥∥∥
2

, ω′ ∈ Ω′, ω′′ ∈ Ω′′,

o que dá, após integração, a estimativa

E
′
E

′′
E

∥∥∥
N∑

n=1

r′nr
′′
mrmnxmn

∥∥∥
2

6 E

∥∥∥
N∑

n=1

rmnxmn

∥∥∥
2

. (1.4.2)
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Por outro lado, segue de (1.4.1) que

E
′
E

′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

rmn(ω)r
′
mr

′′
nxmn

∥∥∥
2

. E
′
E
′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

r′mr
′′
nxmn

∥∥∥
2

, ω ∈ Ω,

o que, após integração, fornece

EE
′
E
′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

rmnr
′
mr

′′
nxmn

∥∥∥
2

. E
′
E

′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

r′mr
′′
nxmn

∥∥∥
2

. (1.4.3)

Como na demonstração da Proposição 1.2.10, podemos passar ao espaço produto Ω ×
Ω′×Ω′′ e, por independência, supor que (rmnr

′
mr

′′
n) e (rmn) são identicamente distribúıdas.

Segue, pois, de (1.4.2) e (1.4.3) que

E

∥∥∥
N∑

m,n=1

rmnxmn

∥∥∥
2

= EE
′
E

′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

rmnr
′
mr

′′
nxmn

∥∥∥
2

h E
′
E
′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

r′mr
′′
nxmn

∥∥∥
2

.

Reciprocamente, se (an) é como no enunciado do item (1) então

E
′
E
′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

amnr
′
mr

′′
nxmn

∥∥∥
2

h E

∥∥∥
N∑

m,n=1

amnrmnxmn

∥∥∥
2

(∗)

6 E

∥∥∥
N∑

m,n=1

rmnxmn

∥∥∥
2

h E
′
E
′′
∥∥∥

N∑

m,n=1

r′mr
′′
nxmn

∥∥∥
2

,

onde (∗) segue do prinćıpio da contração.

Em qualquer dos casos, X não contém ℓn∞’s uniformemente (cf. [82, Remark 2.2]) e

portanto tem cotipo finito (cf. [28, Theorem 14.1]). Mas então somas Gaussianas podem

ser estimadas por somas de Rademacher (cf. Proposição 1.4.2).

Definição 1.4.4. Um espaço de Banach X tem a propriedade (α) se satisfaz qualquer

uma das condições equivalentes da Proposição 1.4.3.

Essa propriedade foi introduzida por Pisier [82], que provou que um reticulado de

Banach tem a propriedade (α) se, e somente se tem cotipo finito. Comparando (1.4.1) com

(1.2.1), vemos que a propriedade (α) é precisamente um prinćıpio de contração para somas

duplas de Rademacher. Pode-se mostrar, usando as desigualdades de Kahane-Khintchine,

que a propriedade (α) independe do expoente p = 2 em (1.4.1), cf. [72, p. 57].
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• É fácil verificar que espaços de Hilbert tem a propriedade (α);

• se X tem a propriedade (α), (Ω,F , µ) é um espaço de medida σ-finito e 1 6 p <∞,

então Lp(Ω;X) tem a propriedade (α), cf. [72, Example 13.13]. Em particular, os

espaços Lp(Ω) tem a propriedade (α), cf. também [71, Exercise 3.3.3];

• vale mencionar que um espaço de Banach K-convexo (veja [28, Chapter 13]) tem a

propriedade (α) se, e somente se seu dual tem a propriedade (α), cf. [77, Proposition

2.2]).

Sejam H e H ′ espaços de Hilbert e X um espaço de Banach com a propriedade

(α). Pela Proposição 1.3.2, a aplicação (H ⊗ H ′)⊗X → H ⊗ (H ′ ⊗X) definida por

∑

16m6M
16n6N

(hm ⊗ h′n)⊗ xmn 7→
∑

16m6M

hm ⊗
∑

16n6N

h′n ⊗ xmn,

onde (hm)16m6M ⊂ H e (h′n)16n6N ⊂ H ′ são ortonormais e (xmn)16m6M,16n6N ⊂ X,

satisfaz

∥∥∥
∑

16m6M

hm ⊗
∑

16n6N

h′n ⊗ xmn

∥∥∥
2

γ(H ,γ(H ′,X))
= E

∥∥∥
∑

16m6M

γm
∑

16n6N

h′n ⊗ xmn

∥∥∥
2

γ(H ′,X)

= E

∥∥∥
∑

16n6N

h′n ⊗
∑

16m6M

γmxmn

∥∥∥
2

γ(H ′,X)

= EE
′
∥∥∥

∑

16n6N

γ′n
∑

16m6M

γmxmn

∥∥∥
2

γ(H ′,X)

(∗)
h E

′′
∥∥∥

∑

16m6M
16n6N

γ′′mnxmn

∥∥∥
2

=
∥∥∥

∑

16m6M
16n6N

(hm ⊗ h′n)⊗ xmn

∥∥∥
2

γ(H ⊗̂H ′,X)
,

onde, no passo (∗), usamos a propriedade (α).

Proposição 1.4.5. Sejam H e H ′ espaços de Hilbert e X um espaço de Banach. Se

X tem a propriedade (α), então a aplicação (H ⊗H ′)⊗X → H ⊗ (H ′ ⊗X) definida

no ńıvel dos tensores elementares por (h ⊗ h′) ⊗ x 7→ h ⊗ (h′ ⊗ x), se estende a um

isomorfismno

γ(H ⊗̂H
′, X) ∼= γ(H , γ(H ′, X)). (1.4.4)
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Estaremos interessados no caso em que um dos espaços de Hilbert no isomorfismo

acima é um espaço L2. Os dois exemplos seguintes, que formulamos por razões didáticas,

encerram os passos essenciais de argumentos elaborados mais adiante no Caṕıtulo 4.

No primeiro exemplo, é importante observar que a imagem de T ∈ γ(H ⊗̂H ′, X) em

γ(H , γ(H ′, X)) via (1.4.4) é o operador, que ainda denotamos por T , dado por

(Th)h′ = T (h⊗ h′), h ∈ H , h′ ∈ H
′. (1.4.5)

Exemplo 1.4.6. Seja H um espaço de Hilbert e seja H um espaço de Hilbert de funções

f : R+ → H tal que Θ : f ∈ H 7→ (f(n))n∈N ∈ ℓ2(H) é um operador bem-definido e

limitado7. Pelo procedimento de extensão de Kalton-Weis (Teorema 1.3.7) essa aplicação

se estende a um operador Θ̃ : γ(H , X) → γ(ℓ2(H), X) dado por Θ̃(T ) = T ◦Θ∗. Agora,

suponha que TΦ ∈ γ(H , X) seja representado por Φ : R+ → γ(H,X) no sentido de que

T ∗
Φx

∗ = Φ∗(·)x∗ em H para todo x∗ ∈ X∗. Então, para quaisquer (hn)n∈N ∈ ℓ2(H) e

x∗ ∈ X∗ temos

〈TΦ ◦Θ∗(hn)n∈N, x
∗〉 = [ΘΦ∗(·)x∗, (hn)n∈N]ℓ2(H)

=
∑

n∈N

〈Φ(n)hn, x∗〉,

ou seja Θ̃(TΦ)(hn)n∈N =
∑

n∈N Φ(n)hn. Pelo que já observamos, cf. (1.4.5), se X tem

a propriedade (α) então a imagem de Θ̃(TΦ) em γ(ℓ2(H), X) ∼= γ(ℓ2, γ(H,X)) será o

operador

(
Θ̃(TΦ)(an)n∈N

)
h = Θ̃(TΦ)(anh)n∈N

=
∑

n∈N

anΦ(n)h, (an)n∈N ∈ ℓ2, h ∈ H.

Denotando por (en)n∈N a base canônica de ℓ2, temos Θ̃(TΦ)en = Φ(n) e conclúımos que
∑∞

n=1 γnΦ(n) converge em probabilidade no espaço γ(H,X). △

Exemplo 1.4.7. Seja H um espaço de Hilbert, e X um espaço de Banach com a propri-

edade (α). Então (f ⊗ h)⊗ x 7→ f ⊗ (h⊗ x) se estende a um isomorfismo

γ
(
L2(R+;H), X

) ∼= γ
(
L2(R+), γ(H,X)

)
.

7Cf. Lema 4.2.3.
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Suponha que TΦ ∈ L (L2(R+;H), X) seja representado por Φ : R+ → γ(H,X). Se

(Im)16m6M são subconjuntos disjuntos em R+ e (hn)16n6N são ortonormais em H então

(
E

∥∥∥
∑

16m6M
16n6N

γmnTΦ
(
|Im|−

1/21Im ⊗ hn
)∥∥∥

2

X

)1/2
.

∥∥∥
∑

16m6M

1Im ⊗ Sm

∥∥∥
γ(L2(R+),γ(H,X))

onde Sm é a média integral de Φ sobre Im, i.e.

Smh :=

 

Im

Φ(t)h dt.

De fato, usando a propriedade (α) e (1.3.3) temos

E

∥∥∥
∑

16m6M
16n6N

γmnTΦ
(
|Im|−

1/21Im ⊗ hn
)∥∥∥

2

X
= E

∥∥∥
∑

16m6M
16n6N

γmn
1

|Im|1/2
ˆ

Im

Φ(t)hndt
∥∥∥
2

X

h E
′
E
′′
∥∥∥

∑

16n6N

γ′′n

( ∑

16m6M

γ′m|Im|
1/2Sm

)
hn

∥∥∥
2

X

6 E
′
∥∥∥

∑

16m6M

γ′m|Im|
1/2Sm

∥∥∥
2

γ(H,X)

=
∥∥∥

∑

16m6M

1Im ⊗ Sm

∥∥∥
2

γ(L2(R+),γ(H,X))
.

△

Um estudo mais detalhado do isomorfismo (1.4.4), com aplicações em equações de

evolução estocásticas, foi realizado por van Neerven e Weis em [77], onde o seguinte

resultado, aqui numa formulação ligeiramente mais fraca, pode ser encontrado.

Proposição 1.4.8. Sejam X um espaço de Banach com a propriedade (α), Ψ : Ω →
L (X) fortemente mensurável e Γ uma medida Gaussiana em X com núcleo reprodutor

(ιΓ,HΓ). Então Ψ(·)◦ιΓ : Ω → L (HΓ, X) representa um operador TΓ ∈ γ(L2(Ω;HΓ), X)

se, e somente se Ψ(·)x : Ω → X representa um operador Tx ∈ γ(L2(Ω), X) para quase

todo x ∈ X (i.e., Γ-q.t.p.), e nesse caso
ˆ

X

‖Tx‖2γ(L2(Ω),X)Γ(dx) h ‖TΓ‖2γ(L2(Ω;HΓ),X).

Demonstração. Veja [77, Theorem 5.2, Theorem 5.3].

Em vista do Exemplo 1.2.6 obtemos de imediato o seguinte.
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Corolário 1.4.9. Sejam X um espaço de Banach com a propriedade (α), Ψ : Ω →
L (X) fortemente mensurável, seja B ∈ γ(H,X) e seja Γ a medida Gaussiana em X

com covariância BB∗. Então Ψ(·) ◦ B : Ω → L (H,X) representa um operador T ∈
γ(L2(Ω;H), X) se, e somente se Ψ(·)x : Ω → X representa um operador Tx ∈ γ(L2(Ω), X)

para Γ-q.t.p. x ∈ X, e nesse caso

ˆ

X

‖Tx‖2γ(L2(Ω),X)Γ(dx) h ‖T‖2γ(L2(Ω;H),X). (1.4.6)

1.5 Integração Estocástica

Definição 1.5.1. Seja (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade e seja H um espaço de

Hilbert. Um processo isonormal sobre H é uma aplicação W : H → L2(Ω) tal que W (h)

é Gaussiana para todo h ∈ H e

E[W (h1)W (h2)] = [h1, h2]H , ∀h1, h2 ∈ H . (1.5.1)

Segue de (1.5.1) que

E|W (a1h1 + a2h2)− [a1W (h1) + a2W (h2)]|2 = 0

e dáı conclúımos que W é linear. Consequentemente (Wh)h∈H é um processo Gaussiano

e W (h1), . . . , W (hN) são independentes se h1, . . . , hN são ortogonais. Para a teoria

de integração estocástica, estamos particularmente interessados no caso em que H =

L2(0, T ;H) para algum espaço de Hilbert H.

Definição 1.5.2. Seja H um espaço de Hilbert. Um movimento Browniano ciĺındrico

sobre H é um processo isonormal sobre L2(0, T ;H), que denotamos por WH . Equivalente-

mente, é uma famı́lia (WH(t))t>0 de operadores lineares H → L2(Ω) tais que (WH(t)h)t>0

é um movimento Browniano para todo h ∈ H e

E[WH(t)h1 ·W (s)h2] = t ∧ s[h1, h2]H , ∀t, s ∈ [0, T ], ∀h1, h2 ∈ H.

Essas diferentes definições estão relacionadas pela identidade

WH(t)h = WH(1(0,t) ⊗ h)
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e na verdade a equivalência entre ambas parece não ser um fato realmente óbvio e depende

de hipóteses adicionais, cf. [72, Remark 3.5].

Para uma função escada f ∈ L2(0, T ;H) da forma

f =
N∑

n=1

1(tn−1,tn) ⊗ hn

define-se
ˆ T

0

f(t)dWH(t) :=
N∑

n=1

WH(1(tn−1,tn) ⊗ hn) (1.5.2)

=
N∑

n=1

WH(tn)hn −WH(tn−1)hn.

Usando as propriedades elementares da distribuição normal podemos verificar a seguinte

Isometria de Itô

E

∣∣∣
ˆ T

0

f(t)dWH(t)
∣∣∣
2

= ‖f‖2L2(0,T ;H), (1.5.3)

e assim a definição da integral estocástica (1.5.2) pode ser estendida a todo L2(0, T ;H)

por um argumento usual de densidade.

Essa integral pode ser usada para se definir uma integral estocástica para funções

Φ : (0, T ) → L (H,X) via dualidade. Se Φ : (0, T ) → L (H,X) é de posto finito da forma

Φ =
N∑

n=1

1(tn−1,tn) ⊗ Un

=
N∑

n=1

1(tn−1,tn) ⊗
k∑

j=1

(hj ⊗ xjn) (1.5.4)

então define-se
ˆ T

0

Φ(t)dWH(t) :=
N∑

n=1

k∑

j=1

WH(1(tn−1,tn) ⊗ hj)⊗ xjn (1.5.5)

É fácil ver8 que a função Φ em (1.5.4) representa o operador RΦ : L2(0, T ;H) → X

de posto finito dado por

RΦ :=
N∑

n=1

k∑

j=1

(1(tn−1,tn) ⊗ hj)⊗ xjn (1.5.6)

8Cf. (1.3.6) e (1.3.7)
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e usando (1.3.3) temos a isometria de Itô

E

∥∥∥
ˆ T

0

Φ dWH

∥∥∥
2

= ‖RΦ‖2γ(L2(0,T ;H),X).

Como os operadores em (1.5.6) são densos em γ(L2(0, T ;H), X), é natural estender a

integral estocástica (1.5.5) às funções que representam um elemento desse espaço. A

noção de integrabilidade estocástica introduzida em [74] consiste numa versão estocástica

da integral de Pettis; por definição uma função Φ : (0, T ) → L (H,X) é estocasticamente

integrável se for fracamente-L2
H e para cada subconjunto mensurável I ⊂ (0, T ) existe

uma variável aleatória χΦ,I tal que para todo x∗ ∈ X∗

〈χΦ,I , x
∗〉 =

ˆ T

0

1I(t)Φ
∗(t)x∗ dWH(t)

quase certamente. O resultado principal de [74], que reproduzimos a seguir, consiste em

caracterizar a classe das funções estocasticamente integráveis como sendo precisamente

aquelas funções Φ : (0, T ) → L (H,X) que representam um operador em γ(L2(0, T ;H), X).

Proposição 1.5.3. ([74, Theorem 4.2]) Para uma função Φ : (0, T ) → L (H,X) fracamente-

L2
H as seguintes afirmações são equivalentes:

1. Φ é estocasticamente integrável;

2. existe uma variável aleatória χΦ :=
´ T

0
Φ(t)dWH(t) tal que para todo x∗ ∈ X∗ temos

〈χΦ, x
∗〉 =

ˆ T

0

Φ∗(t)x∗ dWH(t)

quase certamente;

3. Φ ∈ γ(0, T ;H,X), isto é, Φ representa um operador γ-radonificante de L2(0, T ;H)

em X, cf. (1.1.3).

Nesse caso, para todo h ∈ H a função Φ(·)h é Pettis-integrável e estocasticamente in-

tegrável em relação a WH(·)h, e para qualquer base ortonormal (hn)n∈N ⊂ H (se H é

separável) temos
ˆ T

0

Φ(t)dWH(t) =
∞∑

n=1

ˆ T

0

Φ(t)hndWH(t)hn (1.5.7)

com convergência incondicional em L2(Ω;X). Além disso, vale a isometria de Itô

E

∥∥∥
ˆ T

0

Φ(t)dWH(t)
∥∥∥
2

= ‖Φ‖2γ(0,T ;H,X).
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Se T ∈ L (H , X) então sempre temos a decomposição H = N (T ) ⊕ R(T ∗) 9.

Para operadores T ∈ γ(H , X), segue de imediato da Definição 1.3.4 que o subespaço

R(T ∗) é separável (cf. [72, p. 16] ou [71, Proposition 5.10]). Com base nessa observação,

o exemplo seguinte contém um refinamento da demonstração de [74, Theorem 4.2, (5) ⇒
(1)] (implicação (3) ⇒ (1) acima) que será útil na demonstração da implicação (3) ⇒ (2)

do Teorema 3.2.3 no caṕıtulo 3.

Exemplo 1.5.4. Seja R : L2(0, T ;H) → X um operador γ-radonificante representado

por Φ : (0, T ) → L (H,X). Seja (x∗n) ⊂ X∗ tal que

(fn) := (R∗x∗n) = (Φ(·)x∗n)

é uma base ortonormal de R(R∗) (cf. [14, Exercise 5.5.28]). Pela isometria de Itô (1.5.3),

as variáveis Gaussianas

γn =

ˆ T

0

Φ∗(t)x∗n dWH(t)

são independentes, logo a série
∑

n>1 γnRfn converge em L2(Ω;X) e

〈∑

n>1

γnRfn, x
∗
〉
=

∑

n>1

〈Rfn, x∗〉
ˆ T

0

fn(t)dWH(t)

=

ˆ T

0

∑

n>1

[R∗x∗, fn]fn dWH

=

ˆ T

0

Φ∗(t)x∗ dWH(t)

com igualdades em L2(Ω), e deduzimos dáı que

∑

n>1

γnRfn =

ˆ T

0

Φ(t) dWH(t).

△

A cada movimento Browniano ciĺındrico WH sobre H e B ∈ γ(H,X) podemos

associar um movimento Browniano em X. Se (hn)n∈N é uma base ortonormal de N (B)⊥

então

WB
H (t) :=

ˆ

R+

1(0,t) ⊗ BdWH(t)

=
∞∑

n=1

WH(t)hn ⊗ Bhn

9H = N (T )⊕ N (T )⊥, e N (T )⊥ = R(T ∗) pois H é reflexivo, cf. [14, Chapter 2, Remark 17].
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define um movimento Browniano em X com variância

E〈WB
H (t), x∗〉2 = t〈BB∗x∗, x∗〉, t > 0, x∗ ∈ X∗.

Seja (H , ι) o núcleo reprodutor associado a BB∗ (cf. Exemplo 1.2.6). Digamos

que um operador R ∈ γ(L2(0, T ;H ), X) é representável sobre X se existe uma função

Ψ : (0, T ) → L (X) tal que Ψ◦ ι : (0, T ) → L (H , X) representa R. Nesse caso definimos

ˆ T

0

Ψ(t) dWB
H (t) :=

ˆ T

0

Ψ(t) ◦ ι dWH (t)

=

ˆ T

0

Ψ(t) ◦B dWH(t).

O seguinte resultado é consequência direta da Proposição 1.4.9 (cf. também [77,

Theorems 6.3, 6.4]).

Proposição 1.5.5. Seja H um espaço de Hilbert e seja X um espaço de Banach com a

propriedade (α). Dado B ∈ γ(H,X), seja Γ a medida Gaussiana em X com covariância

BB∗. Seja w um movimento Browniano real. Para uma função Ψ : (0, T ) → L (X) as

seguintes afirmações são equivalentes:

1. Ψ é estocasticamente integrável em relação a WB
H ;

2. Ψx é estocasticamente integrável em relação a w para Γ-q.t.p. x ∈ X.

Nessa situação temos

E

∥∥∥
ˆ T

0

Ψ dWB
H

∥∥∥
2

h

ˆ

X

E

∥∥∥
ˆ T

0

Ψx dw
∥∥∥
2

dΓ(x)

com constantes dependendo apenas de X.



Caṕıtulo 2

Cálculo-H∞ e Interpolação

“In books on semigroup theory, the usual theory of analytic semigroups

. . . are proved with methods that we now can recognize as special cases of

the functional calculus approach.”

Peer Kunstmann e Lutz Weis em [59]

2.1 Preliminares em Teoria de Semigrupos

A seguinte definição é padrão na literatura, cf. por exemplo [80, 30, 31].

Definição 2.1.1. Uma famı́lia de operadores lineares limitados (S(t))t>0 num espaço de

Banach X é um semigrupo-C0 se satisfaz as seguintes três propriedades:

(i) S(0) = 1, onde 1 denota o operador identidade IX , e mais geralmente λ denota o

múltiplo escalar λ · IX da identidade;

(ii) S(t)S(s) = S(t+ s) para quaisquer t, s > 0, isto é, vale a propriedade de semigrupo;

(iii) limt↓0 S(t)x = x para todo x ∈ X, isto é, os operadores S(t) são fortemente

cont́ınuos.

Mencionaremos agora um certo número de propriedade básicas dos semigrupos-C0

cujas demonstrações o leitor interessado pode providenciar por conta própria ou consultar

nas referências citadas acima.

39
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As órbitas t 7→ S(t)x são cont́ınuas para todo x ∈ X e t > 0. Isso segue de imediato

dos itens (ii) e (iii) da Definição 2.1.1.

O gerador infinitesimal é o operador (em geral não-limitado) A com domı́nio

D(A) =
{
x ∈ X : lim

t↓0

S(t)x− x

t
existe

}

definido por

Ax = lim
t↓0

S(t)x− x

t
.

O subespaço D(A) consiste precisamente dos pontos onde as órbitas são diferenciáveis à

direita em t = 0 (e consequentemente diferenciável em todo t > 0) e é invariante pelo

semigrupo no sentido de que S(t)x ∈ D(A) para todo x ∈ D(A) e t > 0, e nesse caso

AS(t)x = S(t)Ax. Segue também de imediato das definições que
ˆ t

0

S(s)xds ∈ D(A), x ∈ X, t > 0, (2.1.1)

com A
´ t

0
S(s)xds = S(t)x− x, sendo ambos os lados iguais a

´ t

0
S(s)Axds se x ∈ D(A).

Dáı não é dif́ıcil ver que A é um operador densamente definido (isto é, D(A) é denso em

X) e fechado.

O conjunto resolvente1 ρ(A) consiste por definição de todos os λ ∈ C tais que

λ−A : D(A) → X é uma bijeção; assim o (operador) resolvente de A que denotamos por

R(λ,A) := (λ−A)−1 é fechado e portanto limitado em X. O conjunto ρ(A) ⊂ C é aberto

e ρ(A) ∋ λ 7→ R(λ,A) ∈ L (X) é uma aplicação localmente anaĺıtica. O complemento

σ(A) := C\ρ(a) é denominado o espectro de A.

Dado um semigrupo (S(t))t>0 num espaço de Banach X, é consequência do prinćıpio

da limitação uniforme que sempre existem M > 1 e ω ∈ R tais que

‖S(t)‖L (X) 6Meωt, t > 0. (2.1.2)

O ı́nfimo dos ω ∈ R para os quais vale (2.1.2) para algum M > 1 é denominado a abcissa

de crescimento2 de (S(t))t>0 (ou de A), denotada usualmente por ω0(A). Para todo λ ∈ C

tal que Re λ > ω0(A) temos a representação integral do resolvente

R(λ,A)x =

ˆ ∞

0

e−λtS(t)x dt, x ∈ X. (2.1.3)

1Esta definição faz sentido para qualquer operador fechado, não necessariamente um gerador infinite-

simal.
2Do Ing. “growth bound”.



2 Cálculo-H∞ e Interpolação 41

É elementar verificar a seguinte identidade do resolvente : para quaisquer λ, µ ∈ ρ(A)

temos

R(λ,A)−R(µ,A) = (µ− λ)R(λ,A)R(µ,A). (2.1.4)

Nesta tese estaremos particularmente interessados nos semigrupos anaĺıticos. Se-

guindo a literatura usual (cf. por exemplo [59]) adotamos a seguinte definição.

Definição 2.1.2. Um operador −A fechado é setorial de tipo 0 6 ω < π se

(i) σ(−A) ⊂ Σω, onde

Σω := {z ∈ C : z 6= 0, | arg z| < ω}

é o setor com ângulo de abertura 2ω simétrico em relação ao eixo positivo (0,∞);

(ii) para todo ω′ > ω

sup
z /∈Σω′

‖zR(z,−A)‖ <∞,

isto é, o conjunto {z(z+A)−1 : z /∈ Σω′} é uniformemente limitado. Como é usual,

R(z,−A) := (z + A)−1 denota o resolvente de −A em z.

A conexão entre operadores setoriais e semigrupos anaĺıticos é que um operador

densamente definido −A é setorial de tipo ω < π/2 se, e somente se A gera um semigrupo

anaĺıtico {ezA : | arg(z)| < π/2 − ω}, cf. [30, Section II.4.a] ou [42, Secction 3.4]. Mais

precisamente, observe que quando ω < π/2 a condição (i) da Definição 2.1.2 equivale a

Σπ−ω ⊂ ρ(A) e assim, −A é setorial de tipo ω se, e somente se A é setorial de ângulo

δ = π/2 − ω no sentido de [30, Definition II.4.1]. Nesse caso, a fórmula

S(λ) :=
1

2πi

ˆ

Υ

ezλR(z, A)dz, λ ∈ Σδ ∪ {0} (2.1.5)

define um semigrupo anaĺıtico em X, ou seja, (i) λ 7→ S(λ) é uniformemente limitado

e fortemente cont́ınuo em Σδ′ ∪ {0} para todo δ′ < δ, e (ii) λ 7→ T (λ) é anaĺıtica e

satisfaz a propriedade de semigrupo em Σδ, cf. [30, Proposition II.4.3]. O caminho de

integração Υ acima é a fronteira3 de Σπ−ω′\B(0; r) com ω′ > ω e λ ∈ Σπ/2−ω′ (isto é,

ω < ω′ < π/2−| arg λ|) e r < 1/|λ|, orientado de baixo para cima, cf. por exemplo [30, p. 91,

Figure 1]. A seguinte caracterização de semigrupos anaĺıticos será suficiente para nossos

propósitos nesta tese.

3Ou seja, é a fronteira de Σπ/2+δ′\B(0; r) onde λ ∈ Σδ′ (isto é, | arg λ| < δ′ < δ).
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Proposição 2.1.3. [30, Theorem II.4.6] Para um operador −A setorial de tipo ω num

espaço de Banach X, as seguintes afirmações são equivalentes:

1. −A é densamente definido e setorial de tipo ω < π/2;

2. A gera um semigrupo anaĺıtico S(λ)λ∈Σπ/2−ω∪{0} em X;

3. existe η > 0 com η + ω < π/2 tal que e±iηA gera um semigrupo-C0 em X.

2.2 Cálculo-H∞ limitado

Definição 2.2.1. Denotaremos por S (X,ω) o conjunto dos operadores setoriais −A de

tipo ω num espaço de Banach X (cf. Definição 2.1.2), e tais que

(iii) −A é injetivo;

(iv) D(−A) e R(−A) são densos.

As condições (iii) e (iv) da Definição 2.2.1 não são de fato muito restritivas uma vez

que um operador fechado satisfazendo as condições (i) e (ii) da Definição 2.1.2 sempre

admite restrições satisfazendo todas as condições (i)-(iv) de ambas as definições, cf. [18,

Theorem 3.8] ou [59, Proposition 15.2]. Em espaços de Hilbert (iv) segue de (i)-(iii), cf.

[18, Theorem 2.3]. O ı́nfimo dos ω tais que −A é setorial de tipo ω é denotado por ω(−A).
Dicutiremos agora a construção do cálculo-H∞ para operadores −A ∈ S (X,ω). O

leitor que desejar se aprofundar nesse assunto pode consultar as notas de McIntosh et

al [3], os trabalhos de Haase [41, 42] e as notas de Kunstmann e Weis [59].

Denotamos por H∞(Σθ) a álgebra das funções anaĺıticas limitadas no setor Σθ mu-

nidas com a norma do supremo. Dizemos que uma função φ ∈ H∞(Σθ) tem decaimento

regular em 0 se f(z) = O(|z|ǫ) quando z → 0 para algum ǫ > 0, e que tem decaimento

regular em ∞ se f(z) = O(|z|−ǫ) quando z → ∞ para algum ǫ > 0. A classe de Dunford-

Riesz

H∞
0 (Σθ) = {φ ∈ H∞(Σθ) : φ tem decaimento regular em 0 e em ∞}

fora introduzida por McIntosh [68] equivalentemente como as funções φ ∈ H∞(Σθ) tais

que

“existem s, C > 0 tais que |φ(z)| 6 C
|z|s

1 + |z|2s para todo z ∈ Σθ”. (2.2.1)
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Com efeito, várias outras descrições equivalentes são posśıveis, cf. [42, Lemma 2.2.2].

Se −A ∈ S (X,ω) e ω < θ′ < θ então o operador

φ(−A) := 1

2πi

ˆ

∂Σθ′

φ(z)(z + A)−1dz (2.2.2)

está bem definido como integral de Bochner em L (X) para φ ∈ H∞
0 (Σθ). Isso segue de

(2.2.1) e do fato de que
ˆ

∂Σθ′

|z|s
1 + |z|2s

|dz|
|z| <∞.

Exemplo 2.2.2. Seja 0 < θ < π. Para todo α > 0 a função ϕ(z) = zαe−z pertence a

H∞
0 (Σθ). Se −A ∈ S (X,ω) com ω < π/2, ou seja, se −A é o gerador infinitesimal de um

semigrupo anaĺıtico (S(t))t>0, então a definição em (2.2.2) é compat́ıvel com as definições

das potências fracionárias (−A)α e a notação de semigrupo S(t) = etA no sentido de que

ϕ(−tA) = tα(−A)αS(t).

△

É elementar verificar que H∞
0 (Σθ) é uma subálgebra de H∞(Σθ), e a aplicação

H∞
0 (Σθ) ∋ φ 7→ φ(−A) ∈ L (X) (2.2.3)

é um homorfismo de álgebras, cf. [59, theorem 9.2]. O próximo passo na construção

do cálculo-H∞ consiste em estender (2.2.3) a um operador fechado H∞(Σθ) → L (X);

seguindo a exposição em [59, Section 9] defina para cada φ ∈ H∞
0 (Σθ) a norma

|||φ|||A := ‖φ‖H∞(Σθ) + ‖φ(−A)‖L (X)

e considere a subálgebra

H∞
A (Σθ) =

{
φ ∈ H∞(Σθ) : existe (φn)n∈N ⊂ H∞

0 (Σθ) tal que

sup
n

|||φn|||A <∞ e φn(z) → φ(z) para todo z ∈ Σθ

}
.

Pode-se mostrar que 1Σθ
∈ H∞

A (Σθ) e queH
∞
A (Σθ) inclui as funções racionais z 7→ (λ−z)−1

para λ /∈ Σθ, de modo que a extensão de (2.2.3) em ambos os casos é dada por

1Σθ
7→ IX e (λ− ·)−1 7→ R(λ,−A).
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Pode-se mostrar também que H∞
A (Σθ) inclui certas funções anaĺıticas na origem e com

decaimento regular em ∞ de modo que f(−A) ∈ L (X) é dado por uma integral como

em (2.1.5), cf. [59, Example 9.8(a)]; de fato a própria fórmula (2.1.5) que define o semi-

grupo anaĺıtico gerado por A se encaixa nesse contexto e resultados básicos da teoria de

semigrupos tais como a representação integral do resolvente (2.1.3) podem ser deduzidas

por argumentos abstratos, cf. [59, Illustration 9.9]. Finalmente vale ressaltar que quando

H∞
A (Σθ) contém as funções z 7→ zit para t ∈ R, de modo que (−A)it ∈ L (X) para todo

t ∈ R, dizemos que −A tem potências imaginárias limitadas e escrevemos −A ∈ BIP 4.

Definição 2.2.3. Um operador −A ∈ S (X,ω) admite um cálculo-H∞ limitado de ângulo

θ ∈ (ω, π) quando o homomorfismo (2.2.3) pode ser estendido a H∞(Σθ), ou seja, quando

H∞
A (Σθ) = H∞(Σθ).

É elementar ver que −A ∈ S (X) admite um cálculo-H∞ limitado se e somente se

existe uma estimativa

‖φ(−A)‖L (X) 6 Cθ‖φ‖H∞(Σθ), ∀φ ∈ H∞
0 (Σθ) (2.2.4)

onde Cθ é uma constante independente de φ, cf. [59, Remark 9.11]. O ı́nfimo dos θ tais

que −A admite um cálculo-H∞ limitado de ângulo θ é denotado por ωH∞(−A).
Atualmente, já é bem sabido que muitas classes de operadores diferenciais, bem

como operadores de Schrödinger e muitos operadores de Stokes admitem um cálculo-H∞

limitado. Para uma introdução a essas aplicações, consulte por exemplo [59, 91].

O seguinte resultado formaliza a idéia intuitiva de inserir operadores em expressões

integrais. Para a demonstração, veja [59, Lemma 9.12].

Proposição 2.2.4. Suponha que −A admita um cálculo-H∞ limitado, seja θ > ωH∞(−A)
e assuma que f : (a, b)× Σθ → C satisfaça as seguintes condições:

• f(·, z) : (a, b) → C é cont́ınua para todo z ∈ Σθ;

• f(t, ·) ∈ H∞(Σθ) para todo t ∈ (a, b), e t 7→ ‖f(t, ·)‖H∞(Σθ) é integrável.

Então g(λ) =
´ b

a
f(t, λ)dt pertence a H∞(Σθ) e

g(−A)x =

ˆ b

a

f(t,−A)x dt, x ∈ X.

4Do Ing. “Bounded Imaginary Powers”.
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Enquanto que ωH∞(−A) = ω(−A) em espaços de Hilbert, o mesmo não vale em

espaços de Banach, cf. [59, p. 254, N 12.8]. Resultados positivos nessa direção usualmente

exigem que −A seja R-setorial e que X tenha propriedades geométricas adicionais; cf.

[57, Remark 7.1], [54, Theorem 5.3] e a Proposição 2.2.7 adiante. Ressaltamos que um

operador fechado −A é R-setorial de tipo ω se valem (i), (iii) e (iv) e para todo ω′ > ω o

conjunto {z(z + A) : z /∈ Σω′} é R-limitado. O ı́nfimo dos ω tais que −A é R-setorial de

tipo ω é denotado por ωR(−A). Por exemplo, se −A é R-setorial e admite um cálculo-H∞

limitado num espaço de Banach X com a propriedade (∆) então ωH∞(−A) = ωR(−A).
Retomando a discussão ao final da Seção 1.3, Kalton e Weis consideraram em

[57] funções quadráticas generalizadas da forma

‖t 7→ ϕ(−tA)x‖γ(L2(R+, dt
t
),X), ϕ ∈ H∞

0 (Σθ)

em termos das quais obtiveram caracterizações do cálculo-H∞ similares as de [68] para

espaços de Hilbert e [18] para espaços Lp (lembremos que (0.1.5) e (1.3.10) são equivalentes

para X = Lp), mas agora em contextos mais gerais. Seja X♯ := D(A∗) ∩ R(A∗) e A♯ a

parte de A∗ em X♯; então A♯ é setorial em X♯ e D(A♯) ∩ R(A♯) é denso em A♯, e num

espaço de Banach X com cotipo finito, −A admite um cálculo-H∞ limitado se, e somente

se −A e −A♯ satisfazem as estimativas quadráticas generalizadas

‖t 7→ ϕ(−tA)x‖γ(L2(R+, dt
t
),X) 6 C‖x‖X (2.2.5)

e

‖t 7→ ϕ(−tA♯)x∗‖γ(L2(R+, dt
t
),X♯) 6 C‖x∗‖X♯ . (2.2.6)

para alguma (equivalentemente, toda) ϕ ∈ H∞
0 (Σθ). A proposição seguinte contém uma

formulação mais fraca desse resultado, suficiente para nossos propósitos nesta tese, cf.

[57, 33, 38, 37], em particular [57, Proposition 7.7].

Proposição 2.2.5. Se −A admite um cálculo-H∞ limitado e ψ ∈ H∞
0 (Σθ) onde θ >

ωH∞(−A) então t 7→ ψ(−tA)x pertence a γ(L2(R+,
dt
t
), X) para todo x ∈ X. Além disso,

para quaisquer φ, ψ ∈ H∞
0 (Σθ) temos

‖t 7→ φ(−tA)x‖γ(L2(R+, dt
t
),X) h ‖t 7→ ψ(−tA)x‖γ(L2(R+, dt

t
),X) (2.2.7)

com constantes dependendo de φ e ψ, mas independentes de x ∈ X.
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Proposição 2.2.6. Suponha que −A admita um cálculo-H∞ limitado, ψ ∈ H∞
0 (Σθ) com

θ > ωH∞(−A), e seja B ∈ γ(H,X). Então t 7→ ψ(−tA)B representa um operador em

γ(L2(R+,
dt
t
;H), X). Além disso, para quaisquer φ, ψ ∈ H∞

0 (Σθ) temos

‖t 7→ φ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),X) h ‖t 7→ ψ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt

t
;H),X) (2.2.8)

com constantes dependendo de φ e ψ.

Demonstração. A primeira afirmação segue do Corolário 1.4.9 com Ψ = ψ(−tA) e da

primeira parte da Proposição 2.2.5. Denotando por ΓB a medida Gaussiana em X com

covariância BB∗ obtemos por (1.4.6) e (2.2.7) que

‖t 7→ φ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),X) h

ˆ

X

‖t 7→ φ(−tA)x‖γ(L2(R+, dt
t
),X)ΓB(dx)

h

ˆ

X

‖t 7→ ψ(−tA)x‖γ(L2(R+, dt
t
),X)ΓB(dx)

h ‖t 7→ ψ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),X).

Quando −A admite um cálculo-H∞ limitado então a estimativa (2.2.4) vale na

verdade para toda f ∈ H∞(Σθ) e em particular o conjunto

{f(−A) : ‖f‖H∞(Σθ) 6 1} (2.2.9)

é uniformemente limitado em L (X). Quando o conjunto em (2.2.9) é γ-limitado dizemos

que −A admite um cálculo-H∞ γ-limitado, e definimos ωγ
H∞(−A) analogamente. O resul-

tado seguinte mostra que ambas as noções (cálculo-H∞ limitado e cálculo-H∞ γ-limitado)

são equivalentes em espaços de Banach com a propriedade (α).

Proposição 2.2.7. Suponha que −A admita um cálculo-H∞ num espaço de Banach X

com a propriedade (α). Então para todo θ > ωH∞(−A) o conjunto

{f(−A) : ‖f‖H∞(Σθ) 6 1}

é R-limitado. Em particular −A é R-setorial de qualquer tipo θ > ωH∞(−A) com

ωR(−A) 6 ωH∞(−A).

Demonstração. [59, Theorem 12.8] ou [54, Theorem 5.3, Corollary 5.4].
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Esse resultado é evidentemente muito útil e em particular nesta tese será usado em

conjunto com o teorema dos γ-multiplicadores (Teorema 1.3.8) como ilustrado no seguinte

exemplo.

Exemplo 2.2.8. Dada φ ∈ H∞(Σθ) defina φt(z) = φ(tz). É claro que (φt)t>0 ⊂ H∞(Σθ)

e esta famı́lia é uniformemente limitada, com

sup
t>0

‖φt‖H∞(Σθ) = ‖φ‖H∞(Σθ).

Assim, se −A é um operador setorial admitindo um cálculo-H∞ limitado num espaço de

Banach X com a propriedade (α) e se definirmos M : R+ → L (X) por

M(t) := φ(−tA)

então a famı́lia {M(t) : t > 0} é γ-limitada pela Proposição 2.2.7. Agora, suponha que

para alguma ψ ∈ H∞(Σθ) a função t 7→ ψ(−tA)B pertença a γ(L2(R+,
dt
t
;H), X); note

que isso é necessariamente válido se ψ ∈ H∞
0 (Σθ) e B ∈ γ(H,X) pela Proposição 2.2.6.

Pondo ϕ = φψ, segue do Teorema 1.3.8

t 7→M(t)ψ(−tA)B = ϕ(−tA)B

pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), X) e

‖t 7→ ϕ(tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),X) . ‖t 7→ ψ(tA)B‖γ(L2(R+, dt

t
;H),X).

△

Encerramos esta seção com uma técnica de aproximação introduzida porMcIntosh

em [68] ao estudar a relação entre o cálculo funcional e estimativas quadráticas.

Proposição 2.2.9 (Aproximação de McIntosh). Seja −A ∈ S (X,ω) e φ ∈ H∞
0 (Σθ) com

ω < θ e tal que
´∞

0
φ(t)dt/t = 1. Então

ˆ ∞

0

φ(−tA)x dt
t
= x (2.2.10)

para todo x ∈ X.

Demonstração. Veja [59, Lemma 9.13, Remark 9.14] ou [42, Theorem 5.2.6] e note que

temos D(A) ∩ R(A) = X, cf. [59, Proposition 9.4(c)].
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2.3 Interpolação

É bem sabido que a teoria de interpolação é essencial no estudo de equações de

evolução, principalmente pelas conexões com semigrupos anaĺıticos e potências fracionárias

de operadores fechados, cf. por exemplo [66, 67]. A teoria das potências fracionárias de

operadores tem uma longa tradição, associada aos nomes de Balakrishnan, Kato,

Komatsu e outros de igual relevância, e seria inútil aqui tentar fornecer uma lista de

referências sobre o assunto; vale dizer contudo que esta teoria pode ser abordada do ponto

de vista do cálculo funcional mencionado na seção anterior, cf. por exemplo [42, Chapter

3] ou [59, Section 15]; grosso modo esse procedimento consiste em definir

(−A)α = fα(−A), α ∈ C

onde fα(z) = zα. Para nossos propósitos aqui, vale notar por exemplo que

zα

(1 + z)β
(−A) = (−A)α(1− A)−β, 0 6 α 6 β.

Para a discussão a seguir, ainda que dispensável, é desejável alguma familiaridade com o

método de interpolação real e com o método de interpolação complexa; referências clássicas

sobre o assunto incluem [86] e [7]. Por exemplo, Yagi [95] provou que para “operadores

de tipo ω” tais que 0 ∈ ρ(−A) num espaço de Hilbert, −A ∈ BIP se, e somente se os

domı́nios das potências fracionárias de −A e −A∗ podem ser obtidas por interpolação

complexa,

D((−A)α) = [X,D(−A)]α, 0 < α < 1,

com uma igualdade similar para −A∗. Por outro lado, um resultado de McIntosh [68,

Section 8] assegura que em espaços de Hilbert a limitação do cálculo-H∞ equivale a BIP e

então temos uma caracterização do cálculo-H∞ via interpolação. Trabalhos subsequentes

exploraram essa idéia usando outras escalas de interpolação e extrapolação.

Definição 2.3.1. ([59, Definition 15.21]) Seja −A ∈ S (X) e α ∈ R. Definimos Ẋα como

o completamento de D(−A)α em relação a norma ‖x‖Ẋα
:= ‖(−A)αx‖. Definimos Xα

como o domı́nio D(−A)α munido com a norma ‖x‖Xα := ‖(1− A)αx‖ se α > 0, e como

o completamento de X em relação a norma ‖x‖Xα := ‖(1− A)αx‖ se α < 0.

Em geral essas duas escalas diferem, sendo iguais se, e somente se 0 ∈ ρ(−A); neste
caso elas coincidem com as torres de Sobolev da teoria de semigrupos, cf. [30, Section
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II.5.a]. Por exemplo, se A = ∆ em X = Lp(Rn) então Ẋα são espaços de potenciais de

Riesz enquanto Xα são espaços de potenciais de Bessel.

Foi mostrado em [6] que em espaços de Hilbert um operador setorial −A injetivo

admite um cálculo-H∞ limitado se, e somente se para quaisquer α, β ∈ R com α < β e

θ ∈ (0, 1), o método de interpolação complexa fornece

Ẋ(1−θ)α+θβ = [Ẋα, Ẋβ]θ. (2.3.1)

e além disso o mesmo resultado é obtido por interpolação real. Em espaços de Banach

essa caracterização parece não ser posśıvel. Por um lado, o método de interpolação com-

plexa, que é na verdade uma abstração da demonstração de Thorin para o teorema de

interpolação de Riesz baseada no teorema das três retas, está diretamente relacionado

com a propriedade BIP , que é em geral mais fraca em espaços de Banach. Por outro lado,

sabe-se que uma igualdade do tipo (2.3.1) não vale para o método de interpolação real;

no caso em que A = ∆ em X = Lp(Rn) os espaços de interpolação reais (Lp,D(∆))α,r

são espaços de Besov e não espaços de potenciais de Bessel, cf. também [58].

Em [55] os autores introduziram o método de interpolação de Rademacher . Sejam

(Y0, Y1) um par de interpolação de espaços de Banach. Para 0 < θ < 1 o espaço de

interpolação de Rademacher 〈Y0, Y1〉θ consiste de todos os elementos y ∈ Y0 + Y1 que

podem ser representados como uma soma

y =
∑

n∈Z

yn, yn ∈ Y0 ∩ Y1 (2.3.2)

convergente em Y0 + Y1 e tal que

C0((yn)n∈Z) = sup
N>1

(
E

∥∥∥
N∑

n=−N

rn2
−nθyn

∥∥∥
2

Y0

)1/2
<∞,

C1((yn)n∈Z) = sup
N>1

(
E

∥∥∥
N∑

n=−N

rn2
n(1−θ)yn

∥∥∥
2

Y1

)1/2
<∞.

A norma de y ∈ 〈Y0, Y1〉θ é dada por

‖y‖〈Y0,Y1〉θ = inf
{
max

(
C0((yn)n∈Z),C1((yn)n∈Z)

)
: representações (2.3.2) de y

}
.
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Com esse método, os autores obtiveram uma caracterização análoga a de [6] no caso

em −A é quase R-setorial e X é B-convexo, cf. [55, Theorem 7.4, Corollary 7.7]. Esse

resultado pode de fato ser considerado uma extensão do resultado para espaços de Hilbert

uma vez que neste caso ambos os métodos de interpolação coincidem.

Proposição 2.3.2. ([55, Theorem 7.4]) Se −A ∈ S (X) admite um cálculo-H∞ limitado

então, para quaisquer α, β ∈ R com α < β e θ ∈ (0, 1), o método de interpolação de

Rademacher fornece

Ẋ(1−θ)α+θβ = 〈Ẋα, Ẋβ〉θ.

A seguinte versão vetorial desse resultado de interpolação será mais apropriada para

a demonstração do Teorema 2.3.6 adiante, onde as sequências duplas de Rademacher

podem ser facilmente manuseadas com o aux́ılio da propriedade (α).

Proposição 2.3.3. Se −A ∈ S (X) admite um cálculo-H∞ limitado então para quaisquer

α, β ∈ R com α < β e θ ∈ (0, 1) temos

〈L2(Ω; Ẋα), L
2(Ω; Ẋβ)〉θ = L2(Ω; Ẋ(1−θ)α+θβ).

Demonstração. Em vista da Proposição 2.3.2 é suficiente mostrar que

L2(Ω; Ẋα) = (L2(Ω;X))•α, (2.3.3)

pois então

〈L2(Ω; Ẋα), L
2(Ω; Ẋβ)〉θ = 〈(L2(Ω;X))•α, (L

2(Ω;X))•β〉θ
= (L2(Ω;X))•(1−θ)α+θβ

= L2(Ω; Ẋ(1−θ)α+θβ).

Agora, (2.3.3) segue de aplicar a Proposição 2.3.2 ao operador I⊗A induzido em L2(Ω;X)

pela fórmula I ⊗ A(f ⊗ x) = f ⊗ Ax se x ∈ D(A). Para os detalhes deste procedimento,

veja [86].

Como um caso especial de [59, Proposition 15.23(b)] observemos que o operador

1 − A : X1 → X é uma isometria cuja inversa (1 − A)−1 : X → X se estende a uma

isometria J−1 : X−1 → X e (J−1)
−1 é uma extensão de 1− A : D(A) → X. Isto sugere o

seguinte.
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Proposição 2.3.4. Se −A ∈ S (X) então

X + Ẋ−1 = X−1 (2.3.4)

com equivalência de normas.

Demonstração. É óbvio por definição que X →֒ X−1. Por outro lado, não é dif́ıcil ver

que também Ẋ−1 →֒ X−1; de fato Ẋ−1 é o completamento da imagem R(A) em relação

a norma ‖Ax‖Ẋ−1
= ‖x‖ e para elementos ẋ−1 = Ax ∈ R(A) temos

‖ẋ−1‖X−1 = ‖(1− A)−1Ax‖
6 ‖A(1− A)−1‖‖x‖
6 ‖A(1− A)−1‖‖ẋ−1‖Ẋ−1

.

Consequentemente temos uma inclusão cont́ınua

X + Ẋ−1 →֒ X−1 (2.3.5)

que é de fato uma bijeção; dado x−1 ∈ X−1 existe uma sequência (yn) ⊂ X tal que

yn → x−1 em X−1. Pondo xn = (1− A)−1yn temos pela definição da norma em X−1 que

‖yn − ym‖X−1 = ‖xn − xm‖,

o que implica que (xn) é de Cauchy em X e portanto converge a um elemento x em X.

Temos também por definição da norma em Ẋ−1 que

‖Axn − Axm‖Ẋ−1
= ‖xn − xm‖,

o que implica que Axn converge a um elemento ẋ−1 em Ẋ−1. Mas então xn → x e

Axn → ẋ−1 em X−1 e portanto

x−1 = lim
n→∞

(1− A)xn = x− ẋ−1.

Assim, a inclusão (2.3.5) é sobrejetiva e a equivalência das normas em (2.3.4) segue do

teorema da aplicação aberta.

Aplicando este resultado ao operador I⊗A induzido em L2(Ω;X) como na demons-

tração da Proposição 2.3.3 obtemos o seguinte.
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Proposição 2.3.5. Se −A ∈ S (X) então

L2(Ω;X) + L2(Ω; Ẋ−1) = L2(Ω;X−1) (2.3.6)

com equivalência de normas.

Estamos agora em posição de provar o principal resultado deste caṕıtulo, que será

fundamental para a demonstração da equivalência (1) ⇔ (2) do resultado principal.

Teorema 2.3.6. Suponha que −A ∈ S (X) admita um cálculo-H∞ limitado de ângulo

ωH∞(−A) < π/2 num espaço de Banach X que tenha a propriedade (α). Então, para todo

B ∈ L (H,X−1) e ωH∞(−A) < θ < π, as seguintes afirmações são equivalentes:

1. (−A)−1/2B ∈ γ(H,X);

2. t 7→ φ(−tA)B pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), Ẋ−1/2) para toda φ ∈ H∞

0 (Σθ);

3. t 7→ ψ(−tA)B pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), Ẋ−1/2), onde

ψ(z) =
z
1/2

(1 + z)3/2
. (2.3.7)

Nesse caso, para quaisquer φ, φ̃ ∈ H∞
0 (Σθ) temos a equivalência das normas

‖t 7→ φ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),Ẋ

−
1/2

) h ‖t 7→ φ̃(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),Ẋ

−
1/2

). (2.3.8)

Demonstração. Vamos demonstrar as implicações (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (1).

(1) ⇒ (2): A condição (−A)−1/2B ∈ γ(H,X) é equivalente a B ∈ γ(H, Ẋ−1/2), logo a

conclusão segue imediatamente da Proposição 2.2.6.

(2) ⇒ (3): Essa implicação é trivial, uma vez que ψ ∈ H∞
0 (Σθ).

(3) ⇒ (1): Fixemos as funções em H∞
0 (Σθ)

φ0(z) =
z

(1 + z)3
, φ1(z) =

z2

(1 + z)3
, ψ0(z) = ψ(z), e ψ1(z) =

z
3/2

(1 + z)3/2
,

onde ψ é dada por (2.3.7) e observe que φj = ψjψ, j = 0, 1.

Seja (rj)16j6k uma sequência de Rademacher num espaço de probabilidade (Ω,P) e

seja (hj)16j6k um conjunto ortonormal em H. Tomando aproximações de McIntosh de
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Bhj com φ(z) = z
3/2/(1 + z)3 (cf. Proposição 2.2.9) temos

k∑

j=1

rjBhj h

k∑

j=1

rj

ˆ ∞

0

(−tA)3/2(1− tA)−3Bhj
dt

t

=
k∑

j=1

∑

n∈Z

rj

ˆ 2n+1

2n
(−tA)3/2(1− tA)−3Bhj

dt

t

com convergência em

L2(Ω;X−1) = L2(Ω; Ẋ−1) + L2(Ω;X).

Defina os vetores yn ∈ L2(Ω; Ẋ−1) ∩ L2(Ω;X) por

yn =
k∑

j=1

rj

ˆ 2n+1

2n
(−tA)3/2(1− tA)−3Bhj

dt

t

e defina funções mN por

mN(t) :=

{
(2−nt)

1/2 , se t ∈ [2n, 2n+1) e n = −N, . . . , N ;

0, se t /∈ [2N , 2N+1).

Vamos aplicar o método de interpolação de Rademacher relativamente ao par de

espaços Y0 = L2(Ω; Ẋ−1) e Y1 = L2(Ω;X). Assim

C0((yn)n∈Z)
2

= sup
N>1

E
′
∥∥∥

N∑

n=−N

r′n2
−n/2yn

∥∥∥
2

Y0

= sup
N>1

EE
′
∥∥∥

k∑

j=1

N∑

n=−N

rjr
′
n2

−n/2

ˆ 2n+1

2n
(−tA)3/2(1− tA)−3Bhj

dt

t

∥∥∥
2

Ẋ−1

= sup
N>1

EE
′
∥∥∥

k∑

j=1

N∑

n=−N

rjr
′
n

ˆ 2n+1

2n
(2−nt)

1/2(−tA)(1− tA)−3Bhj
dt

t

∥∥∥
2

Ẋ
−
1/2

h sup
N>1

E
′′
∥∥∥

k∑

j=1

N∑

n=−N

r′′jn

ˆ ∞

0

mN(t)φ0(−tA)Bfjn(t)
dt

t

∥∥∥
2

Ẋ
−
1/2

,

onde no último passo usamos a propriedade (α) para passar de sequências duplas de

Rademacher para sequências de Rademacher duplamente indexadas. As funções fjn =
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1[2n,2n+1) ⊗ hj são ortonormais em L2(R+,
dt
t
;H) (a não ser por uma constante numérica

(ln 2)
1/2) e os operadores

M0(t) := ψ0(−tA) = (−tA)1/2(1− tA)−
3/2

são γ-limitados pela Proposição 2.2.7, logo

C0((xn)n∈Z) . ‖t 7→ mN(t)φ0(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),Ẋ

−
1/2

)

. ‖t 7→ mN(t)M0(t)ψ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),Ẋ

−
1/2

)

. ‖t 7→ ψ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),Ẋ

−
1/2

)

pelo teorema dos γ-multiplicadores (Teorema 1.3.8).

De modo similar temos

C1((yn)n∈Z)
2

= sup
N>1

E
′
∥∥∥

N∑

n=−N

r′n2
n/2yn

∥∥∥
2

Y1

= sup
N>1

EE
′
∥∥∥

k∑

j=1

N∑

n=−N

rjr
′
n2

n/2

ˆ 2n+1

2n
(−tA)3/2(1− tA)−3Bhj

dt

t

∥∥∥
2

X

= sup
N>1

EE
′
∥∥∥

k∑

j=1

N∑

n=−N

rjr
′
n

ˆ 2n+1

2n
(2−nt)−

1/2(−tA)2(1− tA)−3Bhj
dt

t

∥∥∥
2

Ẋ
−
1/2

h sup
N>1

E
′′
∥∥∥

k∑

j=1

N∑

n=−N

r′′jn

ˆ ∞

0

mN(t)φ1(−tA)Bfjn(t)
dt

t

∥∥∥
2

Ẋ
−
1/2

.

Novamente pela Proposição 2.2.7 os operadores

M1(t) := ψ1(−tA) = (−tA)3/2(1− tA)−
3/2

são γ-limitados, logo

C1((xn)n∈Z) . ‖t 7→ mN(t)φ1(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),Ẋ

−
1/2

)

. ‖t 7→ mN(t)M1(t)ψ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),Ẋ

−
1/2

)

. ‖t 7→ ψ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),Ẋ

−
1/2

).
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Pela Proposição 2.3.3 e estimando somas Gaussianas por somas de Rademacher (cf.

Proposição 1.4.2) temos

∥∥∥
k∑

j=1

γjBhj

∥∥∥
L2(Ω;Ẋ

−
1/2

)
h

∥∥∥
k∑

j=1

rjBhj

∥∥∥
L2(Ω;Ẋ

−
1/2

)
(2.3.9)

. ‖t 7→ ψ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),Ẋ

−
1/2

)

Tomando o supremo sobre todos os conjuntos ortonormais em H conclúımos que B ∈
γ(H, Ẋ−1/2) com

‖B‖γ(H,Ẋ
−
1/2

) . ‖t 7→ ψ(−tA)B‖γ(L2(R+, dt
t
;H),Ẋ

−
1/2

).

Finalmente, (2.3.8) segue de (2.2.8).

A relevância do resultado que acabamos de provar reside de fato na equivalência

(1) ⇔ (3), conforme veremos adiante na Seção 4.2.

Vemos assim que a estimativa (2.3.9) segue na verdade de uma versão bem mais

fraca da Proposição 2.3.3, a saber, que temos a imersão

〈L2(Ω; Ẋ−1), L
2(Ω;X)〉1/2 →֒ L2(Ω; Ẋ−1/2),

e uma inspeção em [55] mostra que essa imersão vale na presença de hipóteses mais fracas

do que a limitação do cálculo-H∞, cf. também [1, Remark 3.3].

Outrossim, vale mencionar que nos trabalhos mais recentes [10, 11] os autores ob-

tiveram essencialmente os mesmos resultados de Le Merdy através de uma abordagem

mais direta e elementar, sem os recursos do cálculo funcional. Pode ser interessante inda-

garmos até que ponto pode-se abordar o caso estocástico de modo similar. Isso contudo

seria objeto de pesquisas futuras.
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Caṕıtulo 3

O Problema de Cauchy Estocástico

“. . . semilinear parabolic problems driven by additive noise . . . can be trea-

ted as stochastic evolution equations in some infinite-dimensional Banach

or Hilbert space . . . and they already form (in my humble opinion) a very

rich class of problems with many interesting properties”.

Martin Hairer em [43]

A abordagem via semigrupos desenvolvida por Da Prato e Zabczyk [22] para

equações diferenciais parciais estocásticas (EDPE’s) consiste em reformular tais equações

como um problema de Cauchy estocástico. Nesta tese consideramos equações de evolução

estocásticas lineares com rúıdo aditivo da forma

(PCE)(A,B)




dU(t) = AU(t) dt+B dWH(t), t ∈ [0, T ],

U(0) = 0,

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo-C0 de operadores lineares (S(t))t>0

num espaço de Banach X, B ∈ L (H,X) e WH é um movimento Browniano ciĺındrico

sobre H (cf. Definição 1.5.2).

3.1 O problema de Cauchy estocástico (PCE)(A,B)

Por definição, um processo U fracamente progressivamente mensurável é uma solução

fraca de (PCE)(A,B) se para todo x∗ ∈ D(A∗) as seguintes duas condições são satisfeitas:

57
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• as trajetórias t 7→ 〈U(t), A∗x∗〉 são quase sempre integráveis;

• para cada t ∈ [0, T ],

〈U(t), x∗〉 =
ˆ t

0

〈U(s), A∗x∗〉ds+WH(t)B
∗x∗

quase sempre.

A teoria de integração estocástica desenvolvida por van Neerven e Weis [74]

que esboçamos na Seção 1.5, quando aplicada a função Φ = S(·)B, permite estudar a

solubilidade de (PCE)(A,B) através do correspondente operador integral associado.

Proposição 3.1.1. ([74, Theorem 7.1]) Para um processo U com valores em X as se-

guintes afirmações são equivalentes:

1. U é solução fraca de (PCE)(A,B);

2. U é solução “mild” de (PCE)(A,B), isto é, t 7→ S(t)B é estocasticamente integrável

em relação a WH e

U(t) =

ˆ t

0

S(t− s)B dWH(s)

quase sempre;

3. existe um operador RT ∈ γ(L2(0, T ;H), X) tal que para todo x∗ ∈ X∗

R∗
Tx

∗ = B∗S∗(·)x∗ em L2(0, T ;H). (3.1.1)

Como consequência deste resultado, (PCE)(A,B) pode não ter solução mesmo quando

H = R; se A = d
dθ

é o gerador do grupo de rotação em X = Lp(T) onde T é o ćırculo

unitário e 1 6 p < 2, então




dU(t) = AU(t) dt+ φ dw(t), t ∈ [0, 2π],

U(0) = 0,

possui solução se, e somente se φ ∈ L2(T), cf. [74, Example 7.3].

Contudo, (PCE)(A,B) sempre admite solução em qualquer uma das seguintes si-

tuações:
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• B é γ-radonificante e X tem tipo 2, cf. [75, Theorem 5.1];

• B é γ-radonificante e A gera um semigrupo anaĺıtico, e nesse caso se η, θ > 0 e

η + θ < 1/2 então U tem uma modificação com trajetórias em Cη(0, T ;Xθ), cf. [27,

Proposition 3.2, Theorem 4.1];

• B é γ-radonificante, X tem a propriedade (α) e (PCE)(A,C) admite solução para

todo C : H → X de posto 1, cf. [77, Theorem 6.4].

As variáveis U(t) são Gaussianas com distribuição µt cujo operador de covariância

Qt : X
∗ → X é dado pela integral de Bochner

Qtx
∗ =

ˆ t

0

S(t)BB∗S∗(t)x∗ dt.

É elementar verificar que

µt+s = µt ∗ S(t)µs, (3.1.2)

ou seja o par
(
(S(t))t>0, (µt)t>0

)
constitui um semigrupo de Mehler1. Uma medida de

probabilidade µ∞ de Radon2 é invariante para (PCE)(A,B) se µt converge a µ∞ fracamente

no sentido de que

lim
t→∞

ˆ

X

f(x)dµt(x) =

ˆ

X

f(x)dµ∞(x)

para toda f ∈ Cb(X). Nesse caso, tomando o limite em (3.1.2) quando s→ +∞ obtemos

µ∞ = µt ∗ S(t)µ∞ e dáı é fácil deduzir que

ˆ

X

P (t)f(x)dµ∞(x) =

ˆ

X

f(x)dµ∞(x), t > 0, f ∈ Cb(X), (3.1.3)

onde (P (t))t>0 é o semigrupo de transição definido por (0.1.7). Além disso, pode-se

mostrar que uma tal medida invariante éminimal no sentido de que qualquer outra medida

1Cf. [69] para uma introdução a esse tópico.
2Uma medida finita µ em B(X) é “de Radon” se para todo S ∈ B(X) e todo ǫ > 0 existe um

compacto Kǫ ⊂ B tal que µ(B\Kǫ) < ǫ. Essa propriedade é satisfeita por exemplo por distribuições de

variáveis aleatórias em X, cf. [71, Proposition 2.3]. Estendida à uma famı́lia de medidas, essa propriedade

leva à definição de “famı́lia uniformemente ‘tight’ ”: uma famı́lia M de medidas finitas é uniformemente

“tight” se para todo S ∈ B(X) e todo ǫ > 0 existe um compacto Kǫ ⊂ B tal que µ(B\Kǫ) < ǫ para

todo µ ∈ M . Essas são hipóteses de regularidade frequentemente comuns em questões relacionadas à

convergência fraca de medidas; cf. [9, 88].
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µ satisfazendo (3.1.3) se escreve como µ = ν ∗ µ∞, onde ν é uma medida invariante por

(S(t))t>0, cf. [76, Proposition 4.2]. O seguinte resultado é uma adaptação de resultados

em [76] onde a noção mais geral de (3.1.3) para medida invariante é considerada. Por

conveniência fornecemos a demonstração com o intuito de ilustrar os argumentos que

serão utilizados mais a frente na demonstração do Teorema 3.3.2.

Proposição 3.1.2. Suponha que (PCE)(A,B) admita solução. As seguintes afirmações

são equivalentes:

1. (PCE)(A,B) admite uma medida invariante;

2. S(·)B representa um operador em γ(L2(R+;H), X), isto é, existe um operador R ∈
γ(L2(R+;H), X) tal que para todo x∗ ∈ X∗

R∗x∗ = B∗S∗(·)x∗ em L2(R+;H);

3. o limite fraco Q∞ = limt→∞Qt existe e é o operador de covariância de uma medida

Gaussiana µ∞.

Nessa situação, a medida invariante é a medida Gaussiana µ∞ com operador de co-

variância Q∞ = R ◦R∗ onde R ∈ γ(L2(R+;H), X) é representado por S(·)B.

Demonstração. Vejamos que (1) ⇔ (3) ⇔ (2).

(1) ⇔ (3): Cf. [70, Proposition 3.1]. Vejamos primeiro que (1) ⇒ (3); considerando

as partes reais e imaginárias de f(x) = e−i〈x,x∗〉 segue de (1.2.5) que

µ̂(x∗) =

ˆ

X

e−i〈x,x∗〉dµ(x)

= lim
t→∞

ˆ

X

e−i〈x,x∗〉dµt(x)

= lim
t→∞

e−
1/2〈Qtx∗,x∗〉

=: e−
1/2〈Q∞x∗,x∗〉

onde 〈Q∞x
∗, x∗〉 := limt→∞〈Qtx

∗, x∗〉 define um operador simétrico e positivo que é assim

o operador de covariância Gaussiana de µ.
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Reciprocamente, a famı́lia (µt)t>0 é uniformemente “tight” e as contas acima mos-

tram que

µ̂(x∗) = lim
t→∞

µ̂t(x
∗)

e isto implica (1), cf. [74, Proposition 1.2] e [9, Corollary 3.8.5].

(3) ⇔ (2): Cf. [76, Propositions 4.4]. Vejamos primeiro que (3) ⇒ (2); como

〈Q∞x
∗, x∗〉 =

ˆ ∞

0

〈S(t)BB∗S∗(t)x∗, x∗〉dt =
ˆ ∞

0

‖B∗S∗(t)x∗‖2dt

temos B∗S∗(·)x∗ ∈ L2(R+;H) e o operador R : L2(R+;H) → X∗∗ correspondente a

(1.1.3) definido por

〈x∗, Rf〉 =
ˆ ∞

0

[B∗S∗(t)x∗, f(t)]Hdt, f ∈ L2(R+;H), x∗ ∈ X∗ (3.1.4)

é dado, no caso em que f ∈ L2(R+;H) tem suporte num intervalo limitado [0, r], pela

integral de Bochner

Rf =

ˆ r

0

S(t)Bf(t) ∈ X.

Como as funções de suporte limitado são densas em L2(R+;H) conclúımos que R assume

valores em X, e (3.1.4) expressa que R é representado por S(·)B e exibe R ◦ R∗ = Q∞

como um operador de covariância Gaussiana o que significa dizer, pela Proposição 1.3.6,

que R é γ-radonificante.

Reciprocamente, seja R ∈ γ(L2(R+;H), X) o operador representado por S(·)B.

Para todo x∗ ∈ X∗ temos Rx∗ = B∗S∗(·)x∗ em L2(R+;H), isto é

〈Rf, x∗〉 =
ˆ ∞

0

[B∗S∗(t)x∗, f(t)]Hdt, f ∈ L2(R+;H), x∗ ∈ X∗

e portanto

〈RR∗x∗, y∗〉 =
ˆ ∞

0

〈S(t)BB∗S∗(t)x∗, y∗〉dt

é o operador de covariância Gaussiana de (3).

Agora, no caso em que H = L2(O), onde O ⊂ R
d é um domı́nio aberto, a identidade

WH(t)1O′ = w([0, t]× O
′)

conecta os conceitos de movimento Browniano ciĺındrico e rúıdo branco (no sentido de

Walsh [89]) e isto permite reformular EDPE’s dirigidas por rúıdo branco na forma de

um problema de Cauchy estocástico.
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É natural contudo que na formulação usual de uma EDPE em termos de (PCE)(A,B),

o operador B não seja γ-radonificante ou mesmo limitado. Considere por exemplo a

seguinte a equação do calor estocástica com rúıdo branco aditivo





∂u

∂t
(t, ξ) = ∆u(t, ξ) +

∂w

∂t
(t, ξ), t ∈ [0, T ], ξ ∈ (0, 1),

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, t ∈ [0, T ],

u(0, ξ) = u0(ξ), ξ ∈ (0, 1)

(3.1.5)

Uma solução de (3.1.5) é um processo adaptado u : [0, T ]× Ω× (0, 1) → R tal que

ξ 7→ u(t, ω, ξ) pertence a Lp(0, 1) para todo (t, ω) ∈ [0, T ]× Ω

e o processo resultante com valores em X = Lp(0, 1) é uma solução de




dU(t) = AU(t) dt+ dWL2(0,1)(t), t ∈ [0, T ],

U(0) = u0,

onde A é a realização do Laplaciano com condições de Dirichlet em X := Lp(0, 1), isto é

D(A) = W 2,p(0, 1) ∩W 1,p
0 (0, 1).

Como explicado em [27, Section 5] e de acordo com os resultados desse artigo citados

acima, para p > 2 a identidade H → X não é limitada, mas resultados bem conhecidos em

interpolação e caracterização de normas γ-radonificantes em Lp garantem que H →֒ X−δ é

γ-radonificante (para δ > 1/4). Consequentemente o problema (PCE)(A−δ ,I−δ)
extrapolado a

X−δ tem solução que tem uma modificação com trajetórias Hölder cont́ınuas em (X−δ)θ =

Xκ, κ = θ − δ > 0. Se p é suficientemente grande então Xκ = H2κ,p
0 →֒ Lp pelo teorema

de imersão de Sobolev, e assim U assume valores de fato em X = Lp(0, 1).

Motivados por essa situação, e também porque a conjectura de Weiss é um problema

em teoria de controle para sitemas lineares (0.1.2) onde em geral B é suposto limitado

apenas em relação ao espaço de extrapolaçãoX−1, elaboramos nas seções seguintes a noção

de solução e medida invariante em X para (PCE)(A,B) no caso em que B ∈ L (H,X−1) e

provamos versões das Proposições 3.1.1 e 3.1.2.
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3.2 Existência e unicidade

No caso em que A é gera um semigrupo-C0 em X e B ∈ L (H,X−1) a teoria da

seção anterior se aplica ao problema de Cauchy estocástico realizado em X−1

(PCE)(A−1,B)




dU−1(t) = A−1U−1(t) dt+B dWH(t), t ∈ [0, T ],

U−1(0) = 0.

Nesse contexto, as seguintes definições formalizam a noção de solução para o pro-

blema “(PCE)(A,B)” em X.

Definição 3.2.1. Um processo U com valores em X é uma solução fraca de (PCE)(A,B)

se o processo ι−1U é uma solução fraca de (PCE)(A−1,B), i.e., ι−1U é fracamente pro-

gressivamente mensurável, ou seja, para todo x∗−1 ∈ X∗
−1 o processo real 〈ι−1U, x

∗
−1〉 é

progressivamente mensurável, e para todo x∗−1 ∈ D(A∗
−1) as duas condições seguintes são

satisfeitas:

(i) as trajetórias t 7→ 〈ι−1U(t), A
∗
−1x

∗
−1〉 são quase sempre integráveis;

(ii) para cada t ∈ [0, T ],

〈ι−1U(t), x
∗
−1〉 =

ˆ t

0

〈ι−1U(s), A
∗
−1x

∗
−1〉ds+WH(t)B

∗x∗−1

quase sempre.

Definição 3.2.2. Um processo U com valores em X é uma solução “mild” de (PCE)(A,B)

se o processo ι−1U é uma solução “mild” de (PCE)(A−1,B), i.e.,

(i) a função t 7→ S−1(t)B é estocasticamente integrável em X−1, em relação a WH ;

(ii) para cada t ∈ [0, T ],

ι−1U(t) =

ˆ t

0

S−1(t− s)B dWH(s) (3.2.1)

quase sempre.

O seguinte resultado conecta os dois conceitos de solução acima e estende a Pro-

posição 3.1.1.
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Teorema 3.2.3. Para um processo U em X as seguintes afirmações são equivalentes:

1. U é solução fraca de (PCE)(A,B);

2. U é solução mild de (PCE)(A,B);

3. existe um operador RT ∈ γ(L2(0, T ;H), X) tal que para todo x∗−1 ∈ X∗
−1 temos

R∗
T (ι

∗
−1x

∗
−1) = B∗S∗

−1(·)x∗−1 em L2(0, T ;H). (3.2.2)

Demonstração. A demonstração segue as ideias daquela em [74, Theorem 7.1], cf.

Proposição 3.1.1 acima.

(1) ⇔ (2): A demonstração desta equivalência é análoga a sua correspondente em

[74, Theorem 7.1].

(2) ⇒ (3): Por hipótese,

ι−1U(t) =

ˆ t

0

S−1(t− s)B dWH(s)

logo

〈U(t), ι∗−1x
∗
−1〉 =

ˆ t

0

B∗S∗
−1(t− s)x∗−1 dWH(s)

é Gaussiana para todo x∗−1 ∈ X∗
−1. Como ι−1 é injetiva, e o subespaço

Z := {ι∗−1x
∗
−1 : x

∗
−1 ∈ X∗

−1} = R(ι∗−1) (3.2.3)

é assim denso em X∗ na topologia fraca-estrela (cf. Exemplo 1.2.9), e U(t) é separável,

segue da Proposição 1.2.8 que U(t) é Gaussiana.

Por [74, Theorem 7.1] o operador R−1,T : L2(0, T ;H) → X−1 definido por

R−1,Tf :=

ˆ T

0

S−1(t)Bf(t)dt (3.2.4)

pertence a γ(L2(0, T ;H), X−1) e satisfaz

‖R∗
−1,Tx

∗
−1‖2L2(0,T ;H) =

ˆ T

0

‖B∗S∗
−1(T − s)x∗−1‖2Hds

= E〈ι−1U(T ), x
∗
−1〉2

= ‖ι∗T ι∗−1x
∗
−1‖2HT

,
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onde (ιT ,HT ) é o núcleo reprodutor associado a U(T ). Acima, a primeira igualdade segue

de (3.2.4), a segunda é consequência da integrabilidade estocástica de S−1 e (3.2.1), e a

terceira segue de (1.2.6).

Antes de continuar com a demonstração rigorosa, tentaremos motivar heuristica-

mente a nossa contrução. Observe que, pela definição de R−1,T em (3.2.4), o operador

“RT ∈ γ(L2(0, T ;H), X)” que procuramos, se existe, necessariamente satisfaz

R∗
T ι

∗
−1x

∗
−1 = R∗

−1,Tx
∗
−1. (3.2.5)

A ideia então é definir um operador “R∗
T : Z → L2(0, T ;H)” por (3.2.5), estendê-lo a X∗

usando um argumento de densidade, e verificar que na verdade (R∗
T )

∗ : L2(0, T ;H) → X∗∗

assume valores em X, de modo que RT := (R∗
T )

∗ seja o operador que procuramos. O

argumento de densidade deve ser um pouco mais cuidadoso que o usual, visto que Z

é denso somente na topologia fraca-estrela. Isso pode ser contornado usando o núcleo

reprodutor HT .

Assim, defina o operador R∗
T : Z → L2(0, T ;H) por (3.2.5), i.e.

R∗
T ι

∗
−1x

∗
−1 := R∗

−1,Tx
∗
−1. (3.2.6)

Então

‖R∗
T ι

∗
−1x

∗
−1‖L2(0,T ;H) = ‖ι∗T ι∗−1x

∗
−1‖2HT

, (3.2.7)

o que mostra que R∗
T é bem-definido e limitado em Z.

Como ι−1 ◦ ιT é injetiva, a imagem de X∗
−1 por ι∗T ◦ ι∗−1 é densa em H ∗

T ≃ HT na

topologia fraca-estrela. Como HT é reflexivo, essa imagem é densa na topologia fraca

e consequentemente denso (na topologia da norma), por Hahn-Banach. Assim, dado

x∗ ∈ X∗, podemos escolher uma sequência (x∗−1,n) ⊂ X∗
−1 tal que ι∗T ι

∗
−1x

∗
−1,n → ι∗Tx

∗

em HT . Por (3.2.7) a sequência (R∗
T ι

∗
−1x

∗
−1,n) é de Cauchy em L2(0, T ;H), e portanto

converge a um elemento fx∗ ∈ L2(0, T ;H). É elementar verificar que fx∗ não depende de

qualquer escolha particular da sequência (x∗−1,n) em X∗
−1 e que

R∗
Tx

∗ := fx∗

estende R∗
T a um operador limitado de X∗ em L2(0, T ;H) para o qual

‖R∗
Tx

∗‖L2(0,T ;H) = ‖ι∗Tx∗‖HT
(3.2.8)
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para todo x∗ ∈ X∗.

Agora, vejamos que R∗∗
T : L2(0, T ;H) → X∗∗ de fato assume valores em X. Para

elementos f ∈ L2(0, T ;H) da forma

f = 1(a,b) ⊗ h, 0 6 a < b 6 T, h ∈ H (3.2.9)

e x∗ ∈ Z, digamos x∗ = ι∗−1x
∗
−1, temos

〈x∗, R∗∗
T f〉 = [R∗

Tx
∗, f ]L2(0,T ;H)

= [f,R∗
−1,Tx

∗
−1]L2(0,T ;H)

= [1(a,b) ⊗ h,B∗S∗
−1x

∗
−1]L2(0,T ;H)

=

ˆ b

a

〈S−1(t)Bh, x
∗
−1〉dt

= 〈x, x∗〉

onde x =
´ b

a
S−1(t)Bx

∗
−1dt ∈ D(A−1) = X. Mas então R∗∗

T f = x ∈ X e como os elementos

f em (3.2.9) são densos em L2(0, T ;H) conclúımos que R∗∗
T leva todo o L2(0, T ;H) em

X.

Finalmente, segue de (3.2.8) que RT ◦ R∗
T = ιT ◦ ι∗T é o operador de covariância

de uma medida Gaussiana em X, o que implica RT ∈ γ(L2(0, T ;H), X) pela Proposição

1.3.6, e (3.2.2) é consequência imediata de (3.2.4) e (3.2.6).

(3) ⇒ (2): A demonstração se baseia no argumento exposto no Exemplo 1.5.4. A

identidade (3.2.2) significa que ι−1 ◦RT ∈ γ(L2(0, T ;H), X−1) é represetado por S−1(·)B.

Considerando a decomposição L2(0, T ;H) = N (RT )⊕ R(R∗
T ) onde o subespaço R(R∗

T )

é separável, podemos extrair uma sequência (x∗−1,n) em X∗
−1 tal que (fn) := (R∗

T ι
∗
−1x

∗
−1,n)

é uma base ortonormal de R(R∗
T ). Então as variáveis aleatórias

γn :=

ˆ t

0

B∗S∗
−1(t− s)x∗−1,ndWH(s)

são normais e independentes, a variável

U(t) :=
∑

n>1

γnRtfn

é bem-definida e satisfaz
〈
ι−1U(t), x

∗
−1

〉
=

ˆ t

0

B∗S∗
−1(t− s)x∗−1dWH(s)

o que implica integrabilidade estocástica de S−1(·)B bem como (3.2.1).
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3.3 Medidas invariantes

Suponha que (PCE)(A−1,B) possua uma solução “mild”. De acordo com o exposto na

seção anterior, as variáveis U−1(t) são Gaussianas e o limite fraco µ−1,∞ das distribuições

µ−1,t, quando existe no sentido de que

lim
t→∞

ˆ

X−1

f(x)dµ−1,t(x) =

ˆ

X−1

f(x)dµ−1,∞(x), f ∈ Cb(X−1). (3.3.1)

é uma medida invariante minimal.

Definição 3.3.1. Seja B ∈ L (H,X−1). Uma medida de probabilidade de Radon µ em X

é invariante para (PCE)(A,B) se a medida ι−1(µ) em X−1 é invariante para (PCE)(A−1,B),

no sentido de (3.3.1).

O resultado seguinte estende a Proposição 3.1.2 ao contexto da definição anterior.

Teorema 3.3.2. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. (PCE)(A,B) admite uma medida invariante em X;

2. existe um operador R∞ ∈ γ(L2(R+;H), X) tal que para todo x∗−1 ∈ X∗
−1 temos

R∗
∞(ι∗−1x

∗
−1) = B∗S∗

−1(·)x∗−1 em L2(R+;H). (3.3.2)

Nessa situação, a medida invariante µ é tal que ι−1(µ) é a medida Gaussiana em X−1

com operador de covariância Q−1,∞ = ι−1R∞R
∗
∞ι

∗
−1.

Demonstração. A demonstração é análoga a do Teorema 3.2.3 e se baseia em resultados

e ideias de [76] expostos na Proposição 3.1.2.

(1) ⇒ (2): Seja µ uma medida invariante para (PCE)(A,B). Então µ−1,∞ := ι−1(µ) é

a medida Gaussiana e invariante para (PCE)(A−1,B), com operador de covariância Q−1,∞ =

R−1,∞ ◦R∗
−1,∞, onde o operador R−1,∞ : L2(R+;H) → X−1 é dado por

R−1,∞f :=

ˆ ∞

0

S−1(t)Bf(t)dt (3.3.3)

e pertence a γ(L2(R+;H), X−1). Observemos que

〈µ, ι∗−1x
∗
−1〉 = 〈µ−1,∞, x

∗
−1〉
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é Gaussiana para todo x∗−1 ∈ X∗
−1, logo µ é Gaussiana pela Proposição 1.2.8. Sendo Q a

covariância de µ e (ιQ,HQ) seu núcleo reprodutor temos Q−1,∞ = ι−1Qι
∗
−1, logo

‖R∗
−1,∞x

∗
−1‖2L2(0,T ;H) = 〈Q−1,∞x

∗
−1, x

∗
−1〉2

= ‖ι∗Qι∗−1x
∗
−1‖2HQ

,

e a demonstração prossegue da mesma forma como feito na implicação (2) ⇒ (3) do

Teorema 3.2.3.

(2) ⇒ (1): Seja µ∞ a medida Gaussiana em X com covariância R∞R
∗
∞. Então

ι−1(µ∞) é uma medida Gaussiana em X−1 com covariância3

ι−1(R∞R
∗
∞)ι∗−1 = ι−1R∞(ι−1R∞)∗.

Por hipótese, ι−1R∞ ∈ γ(L2(R+;H), X−1) é representado por S−1(·)B, logo ι−1(µ∞) é

uma medida invariante para (PCE)(A−1,B) pela Proposição 3.1.2.

Como escrevemos no ińıcio deste caṕıtulo, nosso propósito nesta tese é caracterizar

existência de medida invariante para equações lineares com ruido aditivo. Ao menos

em espaços de Hilbert X, alguns autores, por exemplo [23, 15, 34, 21], consideraram o

problema para equações semilineares, da forma



dU(t) =

(
AU(t) + F (U(t))

)
dt+B dWH(t), t > 0,

U(0) = x,
(3.3.4)

onde A e B são como antes e F : X → X é, digamos, cont́ınua. Além de existência,

uma questão t́ıpica considerada por tais autores é a da regularidade da medida invariante

µF da equação (3.3.4) em relação à medida invariante µ da equação linear (PCE)(A,B)

associada (isto é, com F = 0). Regularidade aqui significa se µF << µ, ou seja, se µF é

absolutamente cont́ınua em relação à µ e, nesse caso, se temos, digamos,

dµF

dµ
∈ W 1,2(X,µ), (3.3.5)

onde W 1,2(X,µ) são certos espaços de Sobolev abstratos.

Acreditamos que essas questões podem ser investigadas em espaços de Banach a

partir dos artigos de Kunze [60], sobre o semigrupo de transição associado a equações

semilineares em espaços de Banach, e [35], que trata dentre outros assuntos dos espaços

de Sobolev que aparecem em (3.3.5).

3Cf. o parágrafo anterior ao Exemplo 1.2.7.



Caṕıtulo 4

Solução da Conjectura de Weiss

Estocástica

“There are good reasons why the theorems should all be easy and the

definitions hard. . . . the proofs of many theorems involve merely stripping

away the disguise.”

Michael Spivak em [85]

4.1 Resultado Principal

Pela teoria geral de semigrupos o resolvente R(λ,A−1) leva X−1 em D(A−1) = X e

portanto R(λ,A−1)B pode ser visto como operador de H em X. A proposição seguinte

mostra que, quando (PCE)(A,B) admite uma medida invariante e visto como operador de

H em X, R(λ,A−1)B é de fato radonificante. Este é o operador denotado por R(λ,A)B

no Teorema 4.1.2.

Proposição 4.1.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo C0 em X e assuma

que as condições equivalentes do Teorema 3.3.2 sejam satisfeitas. Então, para todo λ ∈
ρ(A) existe um operador Ŝλ,B ∈ γ(H,X) tal que

ι−1 ◦ Ŝλ,B = R(λ,A−1) ◦B. (4.1.1)

Demonstração. Observe primeiro que, se um tal operador existe então para todo h ∈ H

69
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e λ > ω0(S−1)

ι−1 ◦ Ŝλ,Bh = R(λ,A−1)Bh

=

ˆ ∞

0

e−λtS−1(t)Bhdt

=

ˆ ∞

0

S−1(t)B(e−λth) dt

= ι−1 ◦R∞(e−λ(·) ⊗ h)

portanto Ŝλ,Bh = R∞(e−λ(·) ⊗ h). Essa é a receita para definir Ŝλ,B e agora podemos

prosseguir com a demonstração formal.

Suponha primeiro que λ ∈ ρ(A), com λ > ω0(S−1). Por hipótese existe um operador

R∞ ∈ γ(L2(R+;H), X) tal que para todo x∗−1 ∈ X∗
−1 temos R∗

∞(ι∗−1x
∗
−1) = B∗S∗

−1(·)x∗−1

em L2(R+;H). O operador Ŝλ,B : H → X definido por

Ŝλ,Bh := R∞(e−λ(·) ⊗ h)

é γ-radonificante pela propriedade de ideal e satisfaz

〈ι−1Ŝλ,Bh, x
∗
−1〉 =

[
e−λ(·) ⊗ h,B∗S∗

−1(·)x∗−1

]
L2(R+;H)

=

ˆ ∞

0

e−λt〈S−1(t)Bh, x
∗
−1〉 dt

= 〈R(λ,A−1)Bh, x
∗
−1〉

para todo x∗−1 ∈ X∗
−1. Por Hahn-Banach, Ŝλ,B satisfaz a identidade (4.1.1).

Para µ ∈ ρ(A) qualquer, definimos

Ŝµ,B := Ŝλ,B + (λ− µ)R(µ,A)Ŝλ,B.

É claro que Ŝµ,B ∈ γ(H,X), e pela identidade do resolvente (2.1.4) temos

ι−1Ŝµ,B = ι−1Ŝλ,B + (λ− µ)ι−1R(µ,A)Ŝλ,B

= ι−1Ŝλ,B + (λ− µ)R(µ,A−1)ι−1Ŝλ,B

= R(λ,A−1)B + (λ− µ)R(µ,A−1)R(λ,A−1)B

= R(µ,A−1)B.
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Como R(λ,A−1) leva X−1 em D(A−1) = X, podemos interpretar R(λ,A−1)B como

um operador de H em X. Como ι−1 é injetiva, esse operador coincide com Ŝλ,B. De agora

em diante escreveremos

R(λ,A)B := Ŝλ,B

para denotar este operador.

O teorema abaixo é o resultado principal desta tese. No enunciado abaixo, como

sempre, (γn)n∈N é uma sequência Gaussiana definida num espaço de probabilidade (Ω,P).

Teorema 4.1.2. Seja X um espaço de Banach com a propriedade (α). Sejam −A um ope-

rador setorial em X admitindo um cálculo-H∞ limitado de ângulo < π/2 e B ∈ L (H,X−1).

As seguintes afirmações são equivalentes:

1. (PCE)(A,B) admite uma medida invariante em X;

2. (−A)−1/2B ∈ γ(H,X);

3. λ 7→ λ
1/2R(λ,A)B representa um operador em γ(L2(R+,

dλ
λ
;H), X);

4. para todo λ > 0 temos R(λ,A)B ∈ γ(H,X) e a série Gaussiana

∑

n∈Z

γn2
n/2R(2n, A)B (4.1.2)

converge em L2(Ω; γ(H,X)), ou equivalentemente, no espaço γ(H,X) em probabi-

lidade.

4.2 Demonstração do Resultado Principal

Como é usual, denotaremos por L f(t) =
´∞

0
e−tsf(s)ds a transformada de Laplace

clássica de uma função f .

Lema 4.2.1 (Transformada de Laplace). Se f ∈ L2(R+,
dt
t
;H) então Lf(t) := tL f(t)

pertence a L2(R+,
dt
t
;H) e

‖Lf‖L2(R+, dt
t
;H) 6 ‖f‖L2(R+, dt

t
;H).

Consequentemente a aplicação L : f 7→ Lf é uma contração linear em L2(R+,
dt
t
;H).
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Demonstração. Como tetsds é uma medida de probabilidade em R+ para cada t > 0

segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

ˆ ∞

0

‖Lf(t)‖2H
dt

t
=

ˆ ∞

0

t2‖L f(t)‖2H
dt

t

=

ˆ ∞

0

∥∥∥
ˆ ∞

0

f(s)te−tsds
∥∥∥
2

H

dt

t

6

ˆ ∞

0

ˆ ∞

0

‖f(s)‖2H te−tsds
dt

t

=

ˆ ∞

0

‖f(s)‖2H
ˆ ∞

0

e−tsdt ds

=

ˆ ∞

0

‖f(s)‖2H
ds

s
.

Pelo procedimento de extensão de Kalton-Weis (cf. Teorema 1.3.7) a trasformada

de Laplace L induz uma transformada de Laplace L̃ em γ(L2(R+,
dt
t
;H), Y ), qualquer que

seja o espaço de Banach Y , que é ainda uma contração. Por outro lado, é fácil verificar

que L é auto-adjunto, isto é,

[Lf, g]L2(R+, dt
t
;H) = [f, Lg]L2(R+, dt

t
;H), f, g ∈ L2(R+,

dt
t
;H),

portanto L̃(T ) = T ◦ L para todo T ∈ γ(L2(R+,
dt
t
;H), Y ).

Lema 4.2.2. Seja Y um espaço de Banach qualquer. Se RΦ ∈ γ(L2(R+,
dt
t
;H), Y ) é

representado por Φ então L̃(RΦ) é representado por

LΦ(t)h := t

ˆ ∞

0

e−tsΦ(s)hds, h ∈ H.

Demonstração. Como L̃(RΦ) = RΦ ◦ L, é elementar verificar, usando (1.1.2) e o teo-

rema de Fubini, que

[L̃(RΦ)
∗y∗, f ]L2(R+, dt

t
;H) =

ˆ ∞

0

〈LΦ(t)f(t), y∗〉dt
t

para quaiquer f ∈ L2(R+,
dt
t
;H) e y ∈ Y ∗.

Demonstração das equivalências (1) ⇔ (2) ⇔ (3). Vamos demonstrar que (1) ⇒
(2) ⇒ (3) ⇒ (2) ⇒ (1). Observemos primeiro que Φ pertence a γ(L2(R+;H), X) se, e
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somente se t 7→ t
1/2Φ(t) pertence a γ(L2(R+,

dt
t
;H), X); de fato este último é a extensão

de Kalton-Weis da isometria

f ∈ L2(R+, dt) 7→ (·)1/2f(·) ∈ L2(R+,
dt
t
).

Para o restante da demonstração fixamos as funções

ϕ0(z) = z
1/2e−z, ϕ(z) =

z
1/2

(1 + z)
e φ(z) =

1

(1 + z)1/2
.

(1) ⇒ (2): Pelo Teorema 3.3.2 temos que t 7→ S(t)B pertence a γ(L2(R+;H), X), o

que significa dizer que

t 7→ ϕ0(−tA) = (−tA)1/2S(t)B

pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), Ẋ−1/2). A transformada de Laplace (clássica) de s 7→ ϕ0(sz) é

igual a

L {s 7→ (sz)
1/2e−sz}(t) =

√
π

2

z
1/2

(t+ z)3/2

logo pela Proposição 2.2.4 temos que

√
π

2
(−A)1/2(t− A)−

3/2B =

ˆ ∞

0

e−ts(−sA)1/2S(s)B ds

ou equivalentemente

√
π

2
(−t−1A)

1/2(1− t−1A)−
3/2B = t

ˆ ∞

0

e−tsϕ0(−sA)B ds.

Assim, pelos comentários feitos após o Lema 4.2.1 deduzimos que

t 7→ (−t−1A)
1/2(1− t−1A)−

3/2B = ψ(−t−1A)B

pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), Ẋ−1/2), o que implica (2) pelo Teorema 2.3.6.

(2) ⇒ (3): Por (1) ⇒ (2) do Teorema 2.3.6 resulta que

s 7→ ϕ(−sA)B = (−sA)1/2(1− sA)−1B

pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), Ẋ−1/2), e isto equivale a dizer que

s 7→ s
1/2(1− sA)−1B
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pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), X). Substituindo s = 1

t
obtemos que

t 7→ t
1/2(t− A)−1B

pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), X).

(3) ⇒ (2): Substituindo t = 1
s
vemos que (3) equivale a dizer que

s 7→ s
1/2(1− sA)−1B

pertence a γ(L2(R+,
ds
s
;H), X) e isto equivale a dizer que

s 7→ (−sA)1/2(1− sA)−1B = ϕ(−sA)B

pertence a γ(L2(R+,
ds
s
;H), Ẋ−1/2). Pela Proposição 2.2.7 os operadores

M(s) := φ(−sA) = (1− sA)−
1/2

são γ-limitados para s > 0, e dáı resulta pelo teorema dos γ-multiplicadores que

s 7→M(s)ϕ(−sA)B = ψ(−sA)B

pertence a γ(L2(R+,
ds
s
;H), Ẋ−1/2). A conclusão segue da equivalência (1) ⇔ (3) do Teo-

rema 2.3.6.

(2) ⇒ (1): Por (1) ⇒ (2) do Teorema 2.3.6 deduzimos que

t 7→ ϕ0(−tA) = (−tA)1/2S(t)B

pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), Ẋ−1/2), o que equivale a dizer que t 7→ S(t)B pertence a

γ(L2(R+;H), X), e isto implica (1) pelo Teorema 3.3.2.

Para o nosso próximo resultado, comecemos observando que a imagem da medida de

Lebesgue pela aplicação exponencial exp : R → R+ é a medida dt
t
. Assim, se g = f ◦ exp

então f ∈ L2(R+,
dt
t
) se, e somente se g ∈ L2(R, dt). Seja Sθ a faixa {z ∈ C : |Im z| < θ} e

denote por µ a imagem da medida de Lebegue de Sθ, pela aplicação exponencial, no setor

Σθ. Seguindo a literatura (cf. [45, p. 114]) definimos o espaço de HardyH2(Σθ, µ;H) como

o espaço das funções anaĺıticas limitadas f : Σθ → H tais que as funções t 7→ f(te±iη)

pertencem a L2(R+,
dt
t
;H) para todo 0 < η < θ e

sup
0<η<θ

ˆ ∞

0

‖f(te±iη)‖2dt
t
<∞.



4 Solução da Conjectura de Weiss Estocástica 75

Lema 4.2.3. Seja f : Σθ → H uma função anaĺıtica limitada tal que para algum 0 < η < θ

as funções t 7→ f(te±iη) pertencem a L2(R+,
dt
t
;H). Então f ∈ H2(Ση, µ;H) e

∑

n∈Z

‖f(2n)‖2H . ‖f‖2H2(Ση ,µ;H).

Em outras palavras, o operador f ∈ H2(Ση, µ;H) 7→ (f(2n))n∈Z ∈ ℓ2(H) é limitado.

Demonstração. Considerando uma base ortonormal do subespaço fechado separável

lin(f(2n))n∈Z podemos supor que H = R e que f é harmônica. Assim, a questão é

equivalente a mostrar que se g : Sθ → R é harmônica e as funções s 7→ g(s±iη) pertencem
a L2(R) então

∑
n∈Z |g(n ln 2)|2 . ‖g|Sη‖2L2(Sη)

. Pela fórmula de Poisson para faixas [94]

temos, para α ∈ R e |β| < η,

g(α + iβ) =
∑

j=0,1

ˆ ∞

−∞

Pj(α, β − s)g(s+ (−1)jiη)ds

onde os Pj são núcleos de Poisson apropriados com propriedades de integrabilidade sufi-

cientes para conclúırmos que

sup
|β|6η

‖g(·+ iβ)‖L2(R) <∞

de modo que, por Fubini
ˆ

Sη

g2 =

ˆ η

−η

ˆ ∞

−∞

g(s+ it)2dsdt 6 2η sup
|β|6η

‖g(·+ iβ)‖L2(R)

ou seja g|Sη ∈ L2(Sη). Para 0 < δ < η suficientemente pequeno, os discos

Dn := {z ∈ C : |z − n ln 2| < δ}, n ∈ Z

são disjuntos e assim as funções φn := |Dn|−1/21Dn são ortonormais em L2(Sη). Pelo

teorema do valor médio (cf. [17, Lemma 1.11])

∑

n∈Z

|g(n ln 2)|2 =
∑

n∈Z

∣∣∣ 1

|Dn|

ˆ

Dn

g(x+ iy)dxdy
∣∣∣
2

=
1

πδ2

∑

n∈Z

∣∣∣
ˆ

Sη

g(x+ iy)φn(x+ iy)dxdy
∣∣∣
2

6
1

πδ2
‖g|Sη‖2L2(Sη)

.
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O procedimento de extensão de Kalton-Weis (cf. Teorema 1.3.7) permite estender

o operador acima a um operador γ(H2(Ση, µ;H), X) → γ(ℓ2(H), X). Pelo mesmo ar-

gumento do Exemplo 1.4.6 podemos ver que a restrição desse operador aos elementos

representáveis por funções Φ : Ση → γ(H,X) é dada por

IΦ ∈ γ(H2(Ση, µ;H), X) 7→ (Φ(2n))n∈Z ∈ γ(ℓ2, γ(H,E)),

o que significa dizer que
∑

n∈Z γnΦ(2
n) converge em probabilidade no espaço γ(H,X).

Demonstração da implicação (3) ⇒ (4). É claro que (−A)−1/2B ∈ γ(H,X) implica

(−e±iηA)−
1/2B ∈ γ(H,X) para todo η > 0 suficientemente pequeno. Pela implicação

(2) ⇒ (3) deduzimos que

t 7→ t
1/2R(t, e±iηA)B = e∓

iη/2(te∓iη)
1/2R(te∓iη, A)B

pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), X). É óbvio então que t 7→ (te±iη)

1/2R(te±iη, A)B pertence a

γ(L2(R+,
dt
t
;H), X) o que implica, pelo Lema 4.2.3 e pelo procedimento de Kalton-Weis,

que a sequência (2
n/2R(2n, A)B)n∈Z pertence a γ(ℓ2, γ(H,X)) no sentido de que a série

∑
n∈Z γn2

n/2R(2n, A)B converge como na afirmação (4).

O próximo lema assegura que certas somas Gaussianas de resolventes da forma
∑

n∈F

γns
1/2
n R(sn, A)B

podem ser estimadas independentemente de escolhas arbitrárias, contanto que restrinja-

mos as escolhas a certos intervalos diádicos fixos. Mais precisamente, um intervalo em

R+ será dito diádico (em relação a medida dt
t
) se for da forma

[2k/2
M

, 2(k+1)/2M ), k ∈ Z, M ∈ N. (4.2.1)

Estes são as imagens dos intervalos diádicos usuais [k/2M , (k+1)/2M) ⊂ R pela aplicação

exponencial (a menos de um fator ln 2).

Lema 4.2.4. Seja A γ-setorial, e sejam I1, . . . , IN intervalos diádicos. Para quaisquer

escolhas sn, tn ∈ In temos
∥∥∥
∑

n∈F

γns
1/2
n R(sn, A)B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

≃
∥∥∥
∑

n∈F

γnt
1/2
n R(tn, A)B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

com constantes independentes do subconjunto finito F ⊂ Z, dos intervalos In e dos pontos

sn, tn ∈ In.
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Demonstração. Usando a identidade do resolvente, temos
∥∥∥
∑

n∈F

γn(s
1/2
n R(sn, A)− t

1/2
n R(tn, A))B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

6
∥∥∥
∑

n∈F

γn
tn − sn

t
1/2
n s

1/2
n

snR(sn, A)t
1/2
n R(tn, A)B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

+
∥∥∥
∑

n∈F

γn
s
1/2
n − t

1/2
n

t
1/2
n

t
1/2
n R(tn, A)B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

.

Agora, se tn, sn pertencem a intervalos da forma (4.2.1) então

∣∣∣tn − sn

t
1/2
n s

1/2
n

∣∣∣ 6 21/2
M − 1 6 1 e

∣∣∣s
1/2
n − t

1/2
n

t
1/2
n

∣∣∣ 6 21/2
M+1 − 1 6 1

logo segue do prinćıpio da contração (Proposição 1.2.4) e da γ-limitação dos operadores

tR(t, A) para t > 0 que ambos os termos no lado direito da desigualdade acima podem

ser estimados por
∥∥∑

n∈F γnt
1/2
n R(tn, A)B

∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

. Pela desigualdade triangular em

L2(Ω; γ(H,X)) temos portanto que
∥∥∥
∑

n∈F

γns
1/2
n R(sn, A)B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

.
∥∥∥
∑

n∈F

γnt
1/2
n R(tn, A)B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

com uma constante que depende apenas do γ-limitante de {tR(t, A) : t > 0}. A desigual-

dade contrária é obtida substituindo sn por tn e vice-versa.

Demonstração da implicação (4) ⇒ (3). Seja S
(M)
nm B a média integral em relação a

medida dt
t
da função t 7→ t

1/2R(t, A)B sobre o intervalo diádico

I(M)
nm = [2n+m/2M , 2n+(m+1)/2M )

e seja t
(M)
nm = 2n+m/2M o extremo esquerdo do intervalo I

(M)
nm . Então

S(M)
nm B =

 

I
(M)
nm

t
1/2R(t, A)B

dt

t

=
1

|I(M)
nm |

ˆ ∞

0

1
I
(M)
nm

(t)t
1/2R(t, A)(t(M)

nm − A)R(t(M)
nm , A)B

dt

t

= U (M)
nm ◦ [(t(M)

nm )
1/2R(t(M)

nm , A)B]

onde |I(M)
nm | = 2M ln 2 é a medida dt

t
de I

(M)
nm e

U (M)
nm :=

ˆ ∞

0

(t
(M)
nm )

1/2

t1/2
1

|I(M)
nm |

1
I
(M)
nm

(t) tR(t, A)
dt

t
−
ˆ ∞

0

t
1/2

(t
(M)
nm )1/2

1

|I(M)
nm |

1
I
(M)
nm

(t)AR(t, A)
dt

t
.



78 4.2 Demonstração do Resultado Principal

Como t/t
(M)
nm ∈ [1, 2] em I

(M)
nm e tanto tR(t, A) quanto AR(t, A) são γ-limitados para t > 0

(cf. Proposição 2.2.7) conclúımos pelo Teorema 1.2.12 que os U
(M)
nm são γ-limitados. Mas

então

∥∥∥
∑

n∈F

2M−1∑

m=0

1
I
(M)
nm

⊗ S(M)
nm B

∥∥∥
γ(L2(R+, dt

t
),γ(H,X))

(1)
h

1

2M/2

∥∥∥
∑

n∈F

2M−1∑

m=0

γnmS
(M)
nm B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

h
1

2M/2

∥∥∥
∑

n∈F

2M−1∑

m=0

γnmU
(M)
nm ◦ [(t(M)

nm )
1/2R(t(M)

nm , A)B]
∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

(2)

.
1

2M/2

∥∥∥
∑

n∈F

2M−1∑

m=0

γnm(t
(M)
nm )

1/2R(t(M)
nm , A)B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

(3)
h

1

2M/2

∥∥∥
∑

n∈F

2M−1∑

m=0

γnm2
n/2R(2n, A)B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

(4)
=

∥∥∥
∑

n∈F

2M−1∑

m=0

1
I
(M)
nm

⊗ 2
n/2R(2n, A)B

∥∥∥
γ(L2(R+, dt

t
),γ(H,X))

=
∥∥∥
∑

n∈F

1In ⊗ 2
n/2R(2n, A)B

∥∥∥
γ(L2(R+, dt

t
),γ(H,X))

(5)
h

∥∥∥
∑

n∈F

γn2
n/2R(2n, A)B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))

com constantes independentes de F eM . Acima os passos (1), (4) e (5) seguem de (1.3.3),

o passo (2) segue da γ-limitação dos operadores U
(M)
nm e o passo (3) segue do Lema 4.2.4

aplicado aos pontos sn = 2n e tn = t
(M)
nm em In = [2n, 2n+1).

Pela Proposição 1.3.3 (cf. também Exemplo 1.4.7) conclúımos que t 7→ t
1/2R(t, A)B

pertence a γ(L2(R+,
dt
t
;H), X) e

‖t 7→ t
1/2R(t, A)B‖γ(L2(R+, dt

t
;H),X) .

∥∥∥
∑

n∈Z

γn2
n/2R(2n, A)B

∥∥∥
L2(Ω;γ(H,X))
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[33] Andreas Fröhlich. H∞–Kalkül und Dilatationen. PhD thesis, Universität Karlsruhe,

2003.

[34] D. Gatarek and B. Goldys. On invariant measures for diffusions on Banach spaces.

Potential Anal., 7:539–553, 1997.

[35] B Goldys, F. Gozzi, and J.M.A.M. van Neerven. On closability of directional gradi-

ents. Potential Anal., 18:289–310, 2003.

[36] B. Goldys and J.M.A.M. van Neerven. Transition semigroups of Banach space-valued

Ornstein-Uhlenbeck processes. Acta Appl. Math., 76(3):283–330, 2003.

[37] B. Haak and M. Haase. Square functions estimates and functional calculus. Preprint,

2013.

[38] B.H. Haak. Kontrolltheorie in Banachräumen und quadratische Abschätzungen. PhD
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[45] K. Hoffman. Banach Spaces of Analytic Functions. Prentice-Hall, Inc., 1962.

[46] J. Hoffmann-Jørgensen. Sums of independent Banach space valued random variables.

Studia Math., 52:159–186, 1974.

[47] T. Hytönen, A. McIntosh, and P. Portal. Kato’s square root problem in Banach

spaces. J. Funct. Anal, 254:675–726, 2008.
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[94] D.V. Widder. Functions harmonic in a strip. Proc. Amer. Math. Soc., 12:67–72,

1961.
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