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Resumo

Nesta tese tratamos o problema de caracterizar a existéncia de medida invariante
para equacoes de evolucao estocésticas lineares com ruido aditivo em termos do resol-
vente associado ao gerador da equagao. KEste problema foi proposto recentemente na
literatura como uma versao estocastica da célebre conjectura de Weiss em teoria de con-
trole para sistemas lineares, que consiste em relacionar admissibilidade de operadores de
controle a certas estimativas envolvendo o resolvente do gerador infinitesimal. No con-
texto estocastico, e no caso em que o gerador da equacao é analitico e admite um calculo
funcional do tipo Dunford-Schwartz num espaco de Banach com a propriedade de Pisier,
nosso resultado principal consiste de condi¢oes analitico-funcionais necessarias e sufici-
entes para existéncia de medida invariante para o problema de Cauchy estocédstico. Em
particular, mostramos que existéncia de medida invariante é equivalente a convergéncia
em probabilidade de uma certa série Gaussiana cujos termos sao os resolventes avaliados
nos pontos diadicos positivos da reta real, que consideramos como sendo a condicao de
Weiss estocastica. Ha fortes razoes para esperar que, a semelhanca do que ocorreu com
a conjectura de Weiss classica, este problema atraia consideravel atencao da comunidade

académica num futuro préximo.
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Abstract

In this thesis we consider the problem of characterizing the existence of invariant
measure for linear stochastic evolution equations with additive noise in terms of the re-
solvent operator associated to the generator of the equation. This problem was recently
proposed in the literature as a stochastic version of the celebrated Weiss conjecture in
linear systems theory, which relates admissibility of control operators to certain estimates
involving the resolvent of the infinitesimal generator. In the stochastic setting and when
the generator is analytic and admits a bounded functional calculus in a Banach space
with Pisier property, our main result consists of necessary and sufficient functional analy-
tic conditions for the existence of an invariant measure for the stochastic Cauchy problem.
In particular, we show that existence of invariant measure is equivalent to convergence in
probability of a certain Gaussian series whose terms are the resolvents evaluated at the
positive dyadic points of the real line, which we consider as being the stochastic Weiss
condition. There are strong reasons to expect that, similarly to what happened to the
classical Weiss conjecture, this work will attract considerable attention of the academic

community in the near future.
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Capitulo O
Introducao

Nesta Introducao fornecemos primeiramente uma descricao do problema tratado

nesta tese e em seguida um esbog¢o de como a mesma ¢é organizada.

0.1 Descricao do Problema e Resultado Principal

Nesta tese tratamos o problema de caracterizar a existéncia de medidas invariantes

para o problema de Cauchy estocdstico

dU(t) = AUt)dt + BdWy(t),  t€ 0,7,
(PCE)(A,B) U(0) =0

em termos da familia de resolventes
A M2R(\, A)B. (0.1.1)

Este problema foi proposto em [40] como uma versao estocastica da célebre conjectura de
Weiss da teoria de controle para sistemas lineares, onde a assim denominada admissibili-

dade L? do operador de controle B no sistema linear

{ a'(t) = Ax(t) + Bu(t), t>0 (0.1.2)

z(0) ==

é caracterizada por condigoes sobre a familia (0.1.1). Essa é de fato a forma que o problema

assume para operadores de controle, que é uma noc¢ao dual a de operadores de observacao.

1



2 0.1 Descrigao do Problema e Resultado Principal

Nesse contexto é usual assumir apenas que B € Z (U, X_1), onde X_; é o espago
de extrapolagao de X em relacao a A, cf. [19, 50, 87]. Nesse caso (S(f)):>0 se estende a
um semigrupo (S_1(¢))=0 em X_; com gerador A_; que estende A e por definicdo B é

admissivel se existe uma constante M > 0 tal que

| /Om 5—1<t>Bu<t>dtHi <M / " g (0.1.3)

Isto implica que

sup [|A2R(\, A1) B 2w x) <
A>0

(0.1.4)

5=

De fato, pondo ay(t) = A2e * e usando a representaciio integral do resolvente (2.1.3)
obtemos que

/\I/QR()\,A_l)Bx:/ S_1(t)Bay(t)z dt
0

logo (0.1.4) segue de (0.1.3) com u = a) ® x. Essa observacao remonta a WEISS [92, 93]
que conjecturou a reciproca. Esse problema passou a ser conhecido por Conjectura de
Weiss, tendo atraido muita atencao desde entao. Contra-exemplos para a afirmacao geral
foram encontrados alguns anos depois (cf. [52, 51, 96, 53]) enquanto resultados positivos

em casos especificos foram obtidos em [49, 79].

Em [63], LE MERDY estudou o problema no contexto dos semigrupos analiticos
em espacos de Banach usando técnicas do cdlculo-H*. Este calculo funcional de tipo
DUNFORD-SCHWARTZ para operadores setoriais foi introduzido em espacos de Hilbert
por MCINTOSH em [68] sob 0 nome “H..-calculus”, que o caracterizou por meio de es-
timativas quadraticas comuns em Andlise Harmonica. Esse calculo funcional foi mais
tarde estendido a espagos de Banach em [18], onde os autores novamente caracterizaram
a limitacao do calculo em espacos LP através de estimativas quadraticas. Isso provavel-
mente motivou LE MERDY [64] a introduzir o conceito de R-admissibilidade e a estudar
a conjectura de Weiss nesse contexto. Esse conceito estd intimamente conectado a nogao

de R-limitagao, cf. Secao 1.2 adiante.

A nocao de R-limitagdo apareceu inicialmente no trabalho de BOURGAIN [12] e foi
posteriormente estudada mais detalhadamente em [8, 16]. A experiéncia tem mostrado
que muitos resultados validos no contexto dos espagos de Hilbert admitem generalizagoes
a espagos de Banach, contanto que a nocao de limitagao uniforme seja substituida por
R-limitagao e que se assuma propriedades geométricas apropriadas tais como tipo e/ou co-

tipo nao triviais, propriedade UMD, propriedade («) etc. Isso ficou muito bem evidenciado
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pelas solucoes recentes do problema de regularidade maxima para equagoes de evolugao
parabolicas (cf. [90]) e do problema da raiz quadrada de Kato (cf. [47]). Uma impor-
tante contribuicao a este programa, baseada em nocoes classicas da teoria dos espacos de
Banach, foi dada por KALTON e WEIS [57] que exploraram a ideia de estudar fungoes

f Ry — X associando-lhes certos operadores integrais; observe primeiramente que para
f € LP(Q; L*(R,)) segue da desigualdade de Kahane-Khintchine (cf. também [33, 38])

que
I([Tsowra)],,, = (<] i

onde o operador limitado T} : L*(R;) — LP(Q2) é dado por

gAY 0.1.5
Lp(Q)) (0.1.5)

Tt = [ s)onar

Operadores para os quais a série Gaussiana no lado direito de (0.1.5) converge sao
ditos y-radonificantes e desempenharao um papel crucial nesta tese; dados um espacgo de
Hilbert Z (separdvel por hora) com base ortonormal (h,) e um espago de Banach X,
um operador linear 7' : J# — X é ~-radonificante quando a série Gaussiana y - v,Th,,

converge em L*(2; X). Munido com a norma

2> 1/2

o espaco (o, X) dos operadores y-radonificantes de 7 em X é um espago de Banach,

Tl ) = (E| 2 9aThn
n=1

cf. Secao 1.3 adiante.

Estaremos particularmente interessados no caso em que # = L*(I; H) onde I C R
¢ um intervalo e H é um outro espaco de Hilbert, grosso modo, o “espaco do ruido”. Nesse

caso, hé uma classe de fungoes geradoras no sentido de que uma fungao ¢ : I — Z(H, X)
representa um operador T € Z(L*(I; H), X) se T*z* = ®*(-)z* € L*(I; H) para todo
x* € X* (cf. Segao 1.1), isto é,

(T = [@@OF@).)d € LEH), o € X
I
Se T € v(L*(I; H), X) entdo escrevemos ® € v(I; H, X) e definimos a norma

H(I)HW(I;H,X) = HTH'y(LQ(I;H),X)- (0.1.6)



4 0.1 Descrigao do Problema e Resultado Principal

O caso H = R requer atencao especial e d4 origem as normas 7-radonificantes e es-
timativas quadraticas generalizadas consideradas inicialmente em [57, 33, 38| em conexao
com a caracterizagao do calculo-H* em espacos de Banach mais gerais, cf. Secao 2.2
adiante !. Com estes desenvolvimentos, HAAK e KUNSTMANN [39] introduziram a nocao
de y-admissibilidade e estudaram a conjectura de Weiss nesse contexto generalizando os
resultados de LE MERDY [64] mencionados.

As ideias de KALTON e WEIS em [57] se mostraram frutiferas ainda em anélise es-
tocastica. Usando a linguagem dos operadores y-radonificantes e normas y-radonificantes
VAN NEERVEN e WEIS [74, 77| reinterpretaram e estenderam trabalhos anteriores em te-
oria de integragao estocastica em espagos de Banach [78, 84, 26]; por exemplo (veja Segao
1.5) uma fungao @ : (0,7) — Z(H,X) é estocasticamente integravel em relacdo a um
movimento Browniano cilindrico Wy se, e somente se o operador integral representado

por ® .
mﬁzﬁgwwﬂmﬁ

pertence a y(L?(0,T; H), X ), e nesse caso temos a isometria de Ito

T 2
B| [ @0 = 1RelB om0 = 19 o,

Esses autores entao usaram esta integral para estudar o problema de Cauchy es-
tocéstico
dU(t) = AU(t) dt + BdWg(t), t€[0,7],

(PCE) 5, 0t

e em consequéncia das defini¢oes este admite solugao precisamente quando S(-)B repre-
senta um operador em y(L?(0,T; H), X), e nesse caso essa solugao é dada pela convolugao

estocastica

U(t) = /O tS(t — §)BdWg(s).

E bem sabido que o limite fraco i das distribuicoes p; de U(t) é uma medida invariante

para (PCE) 4 p) no sentido de que

AHW@M&MIAﬂW@W&fGQW)

LCf. também o trabalho recente de HAAK e HAASE [37]
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onde P(t) é o semigrupo de transigao definido por
P(t)f(z) :=Ef(S(t)z +U(1)). (0.1.7)

Quando uma tal medida existe, é possivel estender (P;) a LP(X, i), 0 que permite estudar
o comportamento assintético e ergédico das solugoes de (PCE) 4 5, cf. [24, 70, 36, 76, 20].
Como mostrado em [76] uma condigao necesséria e suficiente para a existéncia de medida

invariante é que S(-)B € v(Ry; H, X), ou seja, que o operador integral

Ruf = /0 S Bf (1t (0.1.8)

pertenca a y(L*(Ry; H), X).
E bem sabido que em muitas situacoes, contudo, o resolvente é um objeto mais

acessivel do que o proprio semigrupo e é desejavel obter uma caracterizacao semelhante

em termos da familia de operadores R(-, A)B.

Em [40] HAAK e VAN NEERVEN introduziram a nogao de y-radonificagio uniforme.
Por definigao, uma familia 7 C £ (7, X) é uniformemente ~-radonificante se para toda
sequéncia (7,,) C .7 e toda base ortonormal (h,) C . a série Gaussiana » - ¥, Tnh,
converge em L*(Q; X). Um ntimero de propriedades comuns as familias R-limitadas de
operadores também valem aqui; por exemplo, o fecho de uma familia uniformemente
~v-radonificante em relacao a topologia forte de operadores também ¢é uniformemente ~-
radonificante e consequentemente esta propriedade também é preservada ao se tomar
médias integrais, cf. [40, Propositions 2.2, 2.4, 2.5] e a Proposigao 1.2.12 adiante. Talvez

um pouco mais surpreendente é o fato de que

2
< 00,
b's

Hg”inif—'y = Sl}llp Sl%pE“ZfYnTnhn
n=1

onde o primeiro supremo é tomado sobre todas as bases ortonormais (h,,) C % e o segundo
sobre todas as sequéncias (7,,) C .7 (cf. [40, Theorem 2.10]), sendo este fato o que na
verdade, segundo os autores, justifica a terminologia “uniformemente y-radonificante”.

Seja C, := {\ € C: Re A > 0} e ponha e)(t) := e~ para cada A € C,. Ainda em
[40] os autores definiram a transformada de Laplace de um operador R € y(L*(R,; H), X)
como a fungio R : C; — v(H, X) definida por

R(A\)h := R(ey @ h) (0.1.9)
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e demonstraram 7-radonificacdo em semiplanos e setores; para todo b > 0 a familia
Ty = {R(\) : ReA > b}
é uniformemente ~y-radonificante com
| ol < IR
bllunif—y X \/l_) Y(L2(Ry;H),X)
(cf. [40, Theorem 4.7]) e para todo 0 < 6 < 7, a familia
Ty = {N2R(\) : X € T}

é uniformemente ~-radonificante com

Cl

EHRH’Y(LQ(RHH%X)

H%Huniff'y g

(cf. [40, Theorem 4.8]), onde C' e C’ sdo constantes universais.

Agora, no caso em que (PCE)( A.B) admite uma medida invariante, seja R, 0 opera-
dor em (L*(R,; H), X) representado por S(+)B, cf. (0.1.8). Segue de (0.1.9) e da repre-
sentacao integral do resolvente que ]/?;()\) = R(\, A)B quando ReX > wy(95) e R é assim
uma extensao analitica de A — R(\, A)B a C,. Isso significa que S(-)B € v(Ry; H, X)
implica que

Tapo = {NR\ A)B: X e S}

é uniformemente y-radonificante com

Can

)

HyA,B,G”unif—'y g cos 0

onde Cy p é uma constante que depende apenas de A e B. A questao se a reciproca
seria valida foi formulada em [40] como uma versao estocéstica da conjectura de Weiss,
onde admissibilidade do operador de controle é substituida pela existéncia de medida

invariante.

Conjectura 0.1.1. ([40, Conjecture 5.3]) Seja X um espaco de Banach com cotipo finito e
assuma que o operador —A seja setorial de angulo < 7o e admita um cdlculo-H® limitado.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. o problema de Cauchy estocdstico (PCE)(AB) admite uma medida invariante em X ;
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2. 0 operador (—A)~ "B é y-radonificante de H em X ;

3. a familia {)\I/QR()\, A)B : X € ¥y} € uniformemente y-radonificante, para algum/todo
0< 0 < 772.

Como mostrado em [40] tem-se (2) = (1) = (3) em geral e (3) = (2) no caso
particular em que A e B sao simultaneamente diagonalizaveis, i.e., quando existem uma

base ortonormal (h,),eny em H e uma sequéncia (2, ),eny em X tais que
Axn = _>\n$n> Bhn = /anna

onde A, > 0 para todo n € N.

No Capitulo 4 provamos o seguinte teorema, que é o resultado principal desta tese.

Teorema 0.1.2. Seja X um espago de Banach com a propriedade (o). Sejam —A um ope-
rador setorial em X admitindo um cdlculo-H® limitado de angulo < 7 e B € £ (H, X 1)
onde X_1 € o espaco de extrapolacao de X em relacdo a A. As sequintes afirmacoes sao

equivalentes:
1. (PCE), p) admite uma medida invariante em X ;
2. (—A)"PBen~(H, X);
3. R(\,A)B € v(H,X) para todo X\ > 0, e a série Gaussiana

> wm2”R(2", A)B

nez

converge em v(H, X), em probabilidade.

O propédsito desta tese é descrever em detalhes a demonstracao desse resultado.
Como se pode observar, o resultado acima é impreciso na forma em que estd enunciado,
uma vez que B é limitado em X _; e assim a expressao correta para o resolvente no item

(3) deveria ser R(-, A_1)B. Isso é feito preciso na Proposigao 4.1.1 adiante.

Os resultados desta tese serao publicados em [1].
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0.2 Organizacao da Tese

Esta tese contém 4 capitulos.

O capitulo 1 é inteiramente dedicado aos pré-requisitos. Na Secao 1.1 relembramos
conceitos basicos de integracao em espagos de Banach tais como a integral de Bochner,
que é uma generalizacao da integral de Lebesgue para funcoes f : 2 — X fortemente
mensuraveis com valores num espaco vetorial X de dimensao infinita, tipicamente um
espaco de Banach, e a provavelmente menos conhecida integral de Pettis. Explicamos
também o conceito de representabilidade, ja mencionado na segao anterior, e que sera
crucial em todos os nossos desenvolvimentos. Na Secao 1.2 abordamos as nocoes de
probabilidade em espacos de Banach relevantes para este trabalho; acreditamos que os
dois pontos mais relevantes nesta secao sao por um lado a relagao, resumida na Equacao
(1.2.6), entre uma varidvel aleatéria Gaussiana, seu operador de covariancia e seu nicleo
reprodutor, e por outro a no¢ao de R-limitagdo (Definigao 1.2.11) a qual tanto aludimos
na secao anterior. Na Secao 1.3 apresentamos a classe dos operadores y-radonificantes, e a
razao pela qual temos interesse nesses operadores ja deve ser agora evidente pelo exposto
na sec¢ao anterior. O leitor pode inferir a relevancia desses operadores consultando desde ja
a Proposicao 1.3.6 e para aqueles mais familiarizados com os “operadores absolutamente
somantes” da teoria dos espagos de Banach pode ser interessante consultar [72, Section
12] para algumas das conexdes entre ambos. Na Segao 1.4 apresentamos algumas nogoes
geométricas basicas da teoria dos Espacgos de Banach, e leitores familiarizados com as
nogoes de tipo e cotipo, mas possivelmente nao com a propriedade (), podem se restringir
a ler as Proposigoes 1.4.2 e 1.4.3 e a Definicao 1.4.4, e retornar posteriormente a esta
secao a medida que for necessario. A Secao 1.5 contém um exposicao bem concisa de
integragao estocdstica seguindo a linha dos trabalhos de VAN NEERVEN e WEIS [74, 77]
mencionados anteriormente. Os pontos importantes aqui sao por um lado a compreensao
geral da nocao de integrabilidade estocéstica e sua caracterizacao por meio de operadores
~-radonificantes contida na Proposicao 1.5.3, e por outro o argumento do Exemplo 1.5.4
que serd retomado na demonstragao do Teorema 3.2.3.

O capitulo 2 ainda é, em sua maior parte, constituido de pré-requisitos em teoria de
semigrupos, calculo-H™ e teoria de interpolacao. Nesta tese estaremos particularmente

interessados na classe dos assim denominados semigrupos analiticos, e a Se¢ao 2.1 é dedi-
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cada a fixar a notagao, terminologia e fatos mais bésicos da teoria. A Segao 2.2 trata do
calculo-H*°. Esse é um tépico bem extenso, como o leitor pode perceber consultando por
exemplo as referéncias [59, 42, 91] e nos restringimos apenas ao essencial; estamos aqui
realmente interessados apenas, por um lado, nos resultados de KALTON e WEIS sobre a
relacao entre a limitagao do calculo-H* e as normas y-radonificantes que mencionamos
anteriormente, e por outro, nas conexoes com a teoria de interpolacao abordadas na Secao
2.3. Acreditamos que uma breve leitura até o paragrafo anterior a Proposicao 2.2.4 ja
é suficiente para prosseguir para a Secao 2.3, devendo o leitor retornar a medida que
necessario. Comegamos a Secao 2.3 motivando a relagao entre o calculo-H* e teoria de
interpolacao, e indicamos porque, diferentemente do que acontece em espacos de Hilbert,
os métodos de interpolacao complexa e real nao sao apropriados em espacos de Banach. O
método de interpolagao de Rademacher (cf. Proposigao 2.3.2) contorna essas dificuldades
e o utilizamos para provar o importante Teorema 2.3.6 que é a ferramenta fundamental

para demonstrar as equivaléncias (1) < (2) do nosso resultado principal.

No capitulo 3 definimos rigorosamente o que entendemos por solucao e medida
invariante em X do problema (PCE) , 5 no caso em que B € £(H,X_;) e obtemos
caracterizagbes analogas ao caso classico em que B € Z(H,X). Comegamos a Se¢ao
3.1 revisando os resultados principais de [74, 76| referentes a existéncia e unicidade de
solugdes e a medidas invariantes para (PCE) , p) no caso cldssico em que B € £(H, X)
e ao final indicamos porque é conveniente formular a nocao de solu¢ao em X no caso em
que B € Z(H,X_1). Tal formulacao ¢ feita na Segao 3.2, onde consideramos a realiza¢ao
(PCE)(4_, py do problema de Cauchy estocéstico em X_; e definimos naturalmente uma
solugao de (PCE) (4,p) €M X como sendo um processo U tomando valores em X tal que
11U é solucao de (PCE>(A,1,B) no sentido usual. Aqui, t—; : X — X_; é a inclusao
canonica. Como esperado, nosso resultado afirma que (PCE)( AB) admite solucao em X
se, e somente se existe um operador vy-radonificante Ry : L*(0,T; H) — X tal que t_10 Ry
é representado por S_;(-)B, valendo também o andlogo referente a existéncia de medida

invariante, cf. Teoremas 3.2.3 e 3.3.2.

Finalmente, o capitulo 4 é dedicado a demonstracao do resultado principal. A Secao
4.1 comeca com a Proposicao 4.1.1, cujo objetivo é tornar preciso o enunciado do Teorema
0.1.2, cf. o penultimo paragrafo da segao anterior. Com isto claro em mente, enuncia-

mos o Teorema 4.1.2 que é uma versao ligeiramente espandida do Teorema 0.1.2 e que
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reformulamos com o proposito de tornar a demonstracao mais didatica. Na Secao 4.2
provamos alguns resultados técnicos de interesse proprio dentre os quais destacamos o
Lema 4.2.1 acerca da limitacao de uma certa transformada de Laplace, bem como o Lema
4.2.3 sobre a limitagao do operador f € H*(S,) = (f(n))nez € (*. Em seguida conside-
ramos as extensoes de Kalton-Weis desses operadores, e os Exemplos 1.4.6 e 1.4.7, assim
como o Lema 4.2.2 foram especialmente formulados de modo a explicitar o efeito de tais
extensoes sobre os operadores representaveis. Provamos primeiramente as equivaléncias

(1) & (2) & (3) e em seguida as implicacoes (3) = (4) e (4) = (3).

0.3 Notacao

Nesta tese, seguimos a notacao mais ou menos padrao na literatura.

e N 7Z, R e C denotam respectivamente, como é usual, os conjuntos dos numeros

naturais, inteiros, reais e complexos, e R, := [0, 00);
e espacos de Hilbert serao usualmente denotados por H ou 7

e Z(X,Y) denota a algebra dos operadores limitados de X em Y (espagos de Banach)
e X* denota o espago dual (topolégico) de X;

e para um espago de medida (£2,.#, ) e um espaco de Banach X, LP(Q, u; X) (ou
LP(Q; X)) quando a medida pu estiver subentendida) denota o espago de Lebesgue-

Bochner correspondente;

e “/\” indica o fim de um Exemplo.

Outras notacoes e terminologias serao explicitadas tao logo sejam introduzidas pela
primeira vez e um indice remissivo ao final da tese contém uma pequena lista de simbolos

com a indicagao da pagina onde o mesmo ¢ definido.

Escrevemos A < B quando existe uma constante C, independente dos parametros
relevantes, tal que A < CB. Admitindo que o termo “parametros relevantes” é um tanto
vago, mas intuitivamente claro, indicamos sempre que necessario, a dependéncia explicita
das constantes em relagdo aos parametros envolvidos. Analogamente, escrevemos A ~ B

quando existe uma constante C' tal que %B <A< CB.



Capitulo 1

Preliminares

“The beginner ...should not be discouraged if ...he finds that he does

not have the prerequisites for reading the prerequesites”.

Paul R. Halmos em [44]

1.1 Integracao em espacos de Banach

Nesta secao, apresentamos os conceitos de mensurabilidade apropriados para fungoes
f:Q— X, onde (Q,.%, 1) é um espago de medida o-finito e X é um espaco de Banach.
Fornecemos também uma breve descricao da integral de Bochner, que é uma extensao
da integral de Lebesgue a dimensao infinita, e da integral de Pettis [81]. Seguimos a
exposigao padrao na literatura; cf. por exemplo [71, Lecture 1], [29, Chapter II] ou [4,

Section 1.1].

Uma funcao f: Q — X ¢é dita .%#-simples quando é da forma!

N
=Y 1g,a., (1.1.1)
n=1

onde £, € ¥ e x, € X. Quando u(FE,) < oo para todon = 1,..., N entao dizemos
que f é p-simples ?. Na definicao abaixo resumimos os conceitos de mensurabilidade mais

utilizados na andlise vetorial em dimensao infinita.

1 também comum escrever f= EnN:1 1p, ®@x,. Em geral, se f € LP(Q2) e z € X, usaremos a notagao

f ® x para denotar o elemento de LP(Q); X) definido por f ® z(w) := f(w)z.
20u que f é simples.

11
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Definicao 1.1.1. Uma funcao f: Q) — X € dita
(i) F-mensurdvel ® se f~1(S) € F para todo S € B(X);

(ii) fortemente ¥ -mensurdvel se existe uma sequéncia (f,) de fungoes F -simples com

lim f,, = f pontualmente;

(iii) fortemente p-mensurdvel * se eriste uma sequéncia (f,) de funcoes simples com

lim f,, = f quase em todo ponto (pu-q.t.p.).

Uma fungao f : 2 — X é p-separdvel se existe um subespacgo fechado e separavel
Xo tal que f(w) € X, para quase todo w € . Duas fungoes f,g :  — X sado versoes
uma da outra se f = g u-q.t.p. A proposigdo seguinte resume as conexoes entre esses

diferentes conceitos, cf. [71, Propositions 1.8, 1.10].

Proposicao 1.1.2. Para uma funcdao f : Q0 — X as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. f € fortemente ¥ -mensurdvel;
2. [ € p-separavel e ¥ -mensurdvel;
3. f tem uma versao fortemente mensurdvel.

Como mostra a experiéncia, o conceito de mensurabilidade forte (Defini¢ao 1.1.1(iii))
¢ o mais apropriado para a andlise vetorial em espacos de Banach. O seguinte teorema de
Pettis fornece um critério simples e eficiente. Relembremos que um subespago Z C X* é
normante para S C X (ou simplesmente normante se S = X ) se

[zl = sup  [(z,2")]
z*€ZNB x*

para todo x € S (Bx+ denota a bola unitaria em X*).
Teorema 1.1.3. Sejam (0, F, ) um espago de medida o-finito, X um espago de Banach,

e Z C X* um subespaco normante. Para uma funcao f: Q) — X as sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

30u mensurdvel.
40Ou fortemente mensurdvel.
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1. f € fortemente p-mensurdvel;
2. f € p-separdvel e (f,x*) é mensurdvel para todo x* € X*;
3. f € p-separdvel e (f,x*) é mensurdvel para todo x* € Z.

DEMONSTRAGAO. A demonstracao de (1) = (2) (e portanto de (1) = (2) = (3)) é

realmente trivial; se (f,) é uma sequéncia de fungdes p-simples aproximando f entao

basta tomar Xy = lin{f,(w) : w € Q,n € N}. Além disso, (f,,z*) — (f,2*) quase em
todo ponto. A demonstracao de (3) = (1) é mais envolvente e o leitor deve consultar

uma das referéncias acima citadas se desejar. ]

Uma consequéncia importante do teorema de Pettis acima é que duas fungoes f, g
fortemente mensuréveis sdo iguais q.t.p. (i.e., sdo versoes uma da outra) se, e somente se
(f,x*) = (g,2*) q.t.p. para todo z* € X*, cf. [71, Corollary 1.14].

Uma funcao f : Q — X fortemente mensuravel é Bochner-integravel se existe uma

sequéncia (f,,) de fungoes simples com
iy [ o~ 7ldn =0
n—oo

E claro entdo que fungoes p-simples sao Bochner-integraveis e para f da forma (1.1.1)

definimos N
/fdu = Zu(En)xn.
n=1

Em geral, se f é Bochner integravel entao o limite

[ fdn =t [ ud

existe e independe da aproximacio (f,). E elementar verificar que uma funcao f : Q@ — X

fortemente p-mensuravel é Bochner-integravel se e somente se

[ 171di < o,

e nesse caso || [ fdu| < [ || flldp. Além disso,

</fdu,x*> —/(f,:c*)du (1.1.2)
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para todo x* € X*.

Para 1 < p < oo, uma fungao f : Q@ — X é fracamente-LP quando (f, x*) é men-
suravel e pertence a LP(§2) para cada x* € X*. Nesse caso, o operador z* — (f,z*) é
fechado de X* em LP(2) e portanto limitado pelo teorema do gréfico fechado. Assim, se

f:Q — X ¢é fracamente-L! entdao para cada F € %, a aplicacao
¥ /(f, r*)dp
E
define um funcional linear 23 € X** (cf. [29, Lemma I1.3.1]). Dizemos que f é Pettis-
integrdvel quando xg := 3 € X para todo E € .F e que zq ¢ a integral de Pettis de f,

que denotamos por xg =: [ fdu. Em resumo, uma func¢io f : Q@ — X fracamente-L' é

Pettis-integravel se, e somente se para todo F € % existe xp € X tal que
(xp,z*) = /(f, z*)dp, =¥ e X
E

O leitor pode encontrar em [74, Subsection 1.3] uma breve lista de condigoes suficien-
tes para integrabilidade segundo Pettis, importantes do ponto de vista da integragao
estocédstica em espagos de Banach, que nao serao contudo utilizadas diretamente nesta
tese.

Quando X e Y s@o espagos de Banach, denotaremos por Z(X,Y’) o espago dos
operadores lineares limitados de X em Y. Dizemos que uma fun¢ao ¥ : Q — Z(X,Y)
é X -fortemente mensurdvel ® quando ¥(-)x : Q — Y for fortemente pu-mensuravel para
todo x € X.

Quando H é um espago de Hilbert (e X é um espago de Banach), uma funcao
fortemente mensuravel ® : Q — Z(H,X) é fracamente-L? quando ®*(-)z* € L*(Q; H)
para todo z* € X*. Nesse caso, o operador z* — ®*(-)z* ¢é fechado de X* em L*(Q); H)
e portanto limitado pelo teorema do gréifico fechado e seu adjunto Ty : L?(Q; H) — X**

satisfaz

@ Tf) = | @) f)lndu(o). (113)
Dizemos que ® representa um operador T € Z(L*(Q2; H), X) quando o operador Tp dado
pela equagao (1.1.3) assume valores em X e T = Ty, ou seja, T*z* = ®*(-)x* em L?(Q; H)

para todo z* € X*. Nesse caso (1.1.3) pode ser reescrita como

(Tf, ") = /((I)f,x*)du, Fe LA H), o € X7,

0Ouque ¥:Q — Z(X,Y) é fortemente mensurdvel.
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de modo que T'f = [ ®fdu (integral de Pettis), ou seja, T' é um operador integral de

Pettis com nicleo ©.

No caso em que H = R, e tomando por exemplo o espago de medida (R, Z(R.), dt)
essas consideragoes se resumem em dizer que uma funcao ¢ : Ry — X representa o
operador Ty : L*(R;) — X se ¢ é fracamente-L?, isto é, (¢,z*) € L*(Ry) para todo
e X e

Tfia?) = [0l f € LR, o € X,

1.2 Probabilidade em espacos de Banach

Sejam (92, .7 ,P) um espago de probabilidade e X um espago de Banach. Uma
varidavel aleatoria em X é uma funcao y : 2 — X fortemente P-mensuravel. Pela Pro-
posicao 1.1.2 existe uma versao x : 2 — X que é .Z-mensuravel e entao a medida de

probabilidade (i, definida por
in(S) = P(¥ € 5), S € B(X)

estd bem-definida (nado depende da versao X escolhida) e é denominada a distribui¢do da
varidvel aleatéria x. Um conjunto de varidveis aleatérias é identicamente distribuido (ou
as varidveis sao identicamente distribuidas) quando todas tem a mesma distribuigao. Uma

variavel aleatoria y é simétrica se x e —x sao identicamente distribuidas.

Exemplo 1.2.1. Uma varidvel de Rademacher é uma variavel aleatéria r : 2 — R tal

que

Uma sequéncia de Rademacher é uma sequéncia (r,) de varidaveis de Rademacher inde-
pendentes. Uma realizacao concreta é dada pelas funcoes de Rademacher definidas no
intervalo [0, 1] por r,(t) = sinal sen(2"7t). Exemplos elementares de varidveis aleatérias

simétricas, num espaco de Banach X, sdo as da forma ZnN=1 T'nZn, onde (z,) C X. A

O seguinte célebre resultado de ITO e NISIO assegura a equivaléncia entre vérios

modos de convergéncia de variaveis aleatorias em espacos de Banach.

Proposicao 1.2.2. ([48]) Seja (Xn)nen uma sequéncia de varidveis aleatorias simétricas

e independentes assumindo valores num espaco de Banach X. Para as somas parciais
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N . . . .
SN =Y. Xn € para uma varidvel aleatoria S com valores em X, as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

1. para todo x* € X* temos limy_,o0 (Sn, %) = (S, x*) quase sempre;

2. para todo x* € X* temos limy_,oo (SN, 2*) = (S, 2*) em probabilidade;

3. limy_oo Sy = S quase sempre;

4. limy_oo Sy = 5 em probabilidade;
Em qualquer caso, se E||S||? < oo para algum 1 < p < 0o entao

Esup [|Sy||” < 2 sup E[[Sn | < 2E||S”
NeN NeN

e limy_,o E[|S — Sy||? = 0.
DEMONSTRAGAO. Veja [71, Theorem 2.17]. O

Pelo teorema de mensurabilidade de Pettis (cf. Teorema 1.1.3) toda variavel aleatéria
assume valores, quase certamente, num subespaco X, separavel, e além disso (y,z*) é

mensuravel para todo z* € X*.

Definigao 1.2.3. Uma varidvel aleatdria x : Q@ — X € Gaussiana se (x,z*) é uma

varidvel Gaussiana real para todo x* € X*.

Nesse caso, o teorema de Fernique [32] afirma que existe 8 > 0 tal que EefIXI* < oo

e em particular E||x||? < oo, cf. também [43, Theorem 3.11].

Aplicaremos o teorema de It6-Nisio acima as séries Gaussianas da forma Y > | 7,2y,
como a que aparece no item (3) do Teorema 0.1.2, cf. também o Exemplo 1.2.7 adiante.
O teorema de Ito-Nisio afirma entao que convergéncia quase certa equivale a convergéencia
em probabilidade e como nesse caso Y, V,x, define uma varidvel Gaussiana teremos
necessariamente E| Y > ~,z,|> < oo pelo teorema de Fernique e portanto essa série

convergird também em L?(€); X).

Proposicao 1.2.4 (Principio da contragao). Seja (r,,)22, uma sequéncia de Rademacher.

Entao, para quaisquer sequéncias finitas (a,)N_; C R com |a,| <1 e (z,)N_; temos

N ) N
EH E anTnZall < E” E T'nTn
n=1 n=1

2

(1.2.1)
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DEMONSTRAGAO. Veja [28, 12.2] ou [59, Proposition 2.5]. O

O principio da contracao acima admite certas generalizagoes. Em primeiro lugar a
estimativa (1.2.1) vale com a poténcia 2 substituida por qualquer 1 < p < oco. Isso é
consequencia das desigualdades de Kahane-Khintchine; dados 1 < p,q < oo existe uma

constante K, , tal que

N P\ 7o N q
(EHZ T'nTn > < Kpy (EHZ T'nTn
n=1 n=1

para quaisquer sequéncias finitas (x,)1<p<y C X. Um argumento com base no teorema

)1/‘1 (1.2.2)

central do limite permite estender (1.2.2) a somas Gaussianas da forma 25:1 YnZn, cf.
[71, Lecture 3| e como consequéncia da assim chamada expansio de Karhunen-Loéve essa
estimativa vale de fato para varidveis aleatérias Gaussianas quaisquer, cf. [71, Theorem
4.12]; em resumo, as normas ||x/||z»(o;x) sa0 equivalentes para variaveis Gaussianas y. Em
segundo lugar, o principio da contragao vale para qualquer sequéncia (x,)nen de varidveis
simétricas e independentes, ndo somente para as da forma x, = r,z,, cf. [71, Theorem
3.1] para essa formulagao.

Seja X um espago de Banach real. Um operador Q € Z(X* X) é positivo se
(Qx*,x*) > 0 para todo z* € X*, e simétrico se (Qx*,y*) = (Qy*,x*) para quaisquer

x*,y* € X*. Nesse caso, a formula

Q2" QY] == (Q2",y") (1.2.3)
define um produto interno na imagem Z(Q) de Q.

Definicao 1.2.5. O nicleo reprodutor associado a () € o espaco de Hilbert real 7% obtido
completando-se Z(Q) em relagdo ao produto interno (1.2.3).

Segue de (1.2.3) que ||Q:v*||i,ﬂQ |’Q‘|g(x* y[[z]]?, o que mostra que @ ¢é continuo
como operador de X* em .7 de norma < HQH 2(x-x)- Podemos entao deduzir (por Hahn-
Banach) que [|Qz*[| < [|Q||#(x+,)[|Q2* || s, 0 que mostra que ainclusao g : Z(Q) — X
é continua, admitindo portanto uma extensao continua %3 — X, que ainda denotamos
por tq, de norma < ||Q||.z(x+,4,). Além disso, 1q : HH — X é injetora e Q = 1 0 15, cf.
por exemplo [70].
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Exemplo 1.2.6. Se B € Z(H, X) entao Q := BB* € £ (X*, X) é positivo e simétrico.

Como subconjuntos de X temos 77, = Z(B), com produto interno
[Bg,Bh]ij:[Pg,Ph]H, g,he H

onde P : H — 4 (B)* é projegao ortogonal. Além disso, B : A (B)* — #, é uma
isometria, cf. [9, Remark 3.3.8] ou [88, Exercise I11.1.6]. A

Nesta tese, estaremos particularmente interessados no caso em que () é o operador
de covariancia de uma variavel aleatoria Gaussiana. Assim, dada uma varidvel Gaussiana

X : 2 = X, o operador de covariancia @) : X* — X definido por

Qz* =E(x, %)X

estd bem definido e satisfaz

EQ ") (x,y") = (Qz™, y"). (1.2.4)

Em termos do operador de covariancia a transformada de Fourier de x é dada por
Ee ™) = ¢ 2(Qe"2%) (1.2.5)

Reciprocamente, se a transformada de Fourier de uma varidvel aleatéria x satisfaz (1.2.5)
para algum operador simétrico e positivo ) entao y é Gaussiana com operador de co-

variancia @, cf. [71, Proposition 4.6], e por (1.2.4) obtemos
E{x,z")* = (Qz",27)* = |iga"[1%,- (1.2.6)

Uma consequéncia simples porém muito importante é que a lei Gaussiana é preser-
vada por operadores limitados: se X e Y sao espacos de Banach, T": X — Y ¢ limitado
e ;1 ¢ uma medida Gaussiana em X com covariancia @, entao a medida T'(u) := po T !

em Y é Gaussiana com covariancia TQT™, cf. por exemplo [71, Proposition 4.9].

Exemplo 1.2.7. Uma sequéncia Gaussiana é uma sequéncia (7,) de varidveis N(0, 1)
independentes. Exemplos elementares de variaveis aleatérias Gaussinas num espaco de
Banach X sio as da forma S ~,z,, onde (z,) C X. E elementar verificar que o
operador de covariancia nesse caso é dado por

N

Qx* = Z(xn,x*)xn (1.2.7)

n=1
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Agora, seja # um espaco de Hilbert separavel com base ortonormal (h,,) e considere um
operador T' € £ (A, X). Para cada N € N a varidvel aleatdria ij:l YT h,, é Gaussiana

e seu operador de covariancia Qr n satisfaz, por (1.2.7) e pela identidade de Parseval,

N
lim (Qrya®,y") = lim ;<Thn,:c Y(Thy,y*)
= [hn, T2 [, Ty
n=1

=TTz, y"), =",y € X"

Assim, se Y7 7, Th,, converge em L*(£2; X) entdo a varidvel resultante é Gaussiana com
operador de covariancia TT*, cf. [71, Proposition 4.11]. Operadores com essa propriedade

sao ditos vy-radonificantes e serao tratados na proxima secao, cf. Definicao 1.3.4. A

O seguinte resultado mostra que, de modo a verificar se uma variavel y com valores
em X é Gaussiana, é suficiente considerar as varidveis (x,z*) para elementos x* num

subespaco de X* que seja denso na topologia fraca-estrela.

Proposicao 1.2.8. ([13, Corollary 1.3]) Seja p uma medida Boreleana de probabilidade
num espago de Banach separdvel X, e seja Z C X* num subespaco denso na topologia

fraca-estrela. Se (u,x*) é Gaussiana para todo x* € Z entdo u é Gaussiana.

Esse resultado sera utilizado nas demonstragoes dos Teoremas 3.2.3 e 3.3.2. O

seguinte exemplo ilutra de que forma o faremos.

Exemplo 1.2.9. Seja x uma variavel aleatoria num espago de Banach X que esta imerso
num outro espaco de Banach X_; por meio de uma inclusao continua ¢_; : X — X_;.
Passando a um subespaco fechado separavel contendo a imagem de y podemos assumir

que X é separavel. Como

é denso em X* na topologia fraca-estrela®, segue que se (y, t* ;x* ;) é Gaussiana para todo
x*, € X*, entao x é Gaussiana. Esse é o caso, por exemplo, se sabemos a prior: que

t_1 0 x é uma variavel Gaussiana em X _;. A

6Se X e Y sdo espacos de Banach e T é um operador de X em Y, possivelmente ndo-limitado mas

densamente definido e fechado, entao ?Z(T*)J(X X N (T)*, cf. [14, Chapter 2, Remark 17].
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Se (r,) é uma sequéncia de Rademacher e (v,) ¢ uma sequéncia Gaussiana inde-
pendente de (r,) entdo as sequéncias (,) e (r,|ys|) s@o identicamente distribuidas (cf.
[71, Lemma 3.5]). Resulta disto que somas de Rademacher sempre podem ser estima-
das por somas Gaussianas. Destacamos esse fato na proposicao seguinte, e fornecemos a

demonstracao com o proposito de ilustrar o assim chamado argumento de randomizagao.

Proposicao 1.2.10. Seja X um espago de Banach. Para quaisquer xq,...,xny € X,

DEMONSTRAGAO. Considerando que (r,) e (fyn) estejam definidas em espacos de proba-

bilidade (2, P) e (€, P’) distintos, podemos assumir que elas sdo independentes no espago
de probabilidade (2 x ', P x P’). Como E|v,| = \/2/7 temos

N 2
EH g TnTn
n=1

2

N
= —]EHIE' Tl Vn|Tn
n=1

TEE
2

N

O

Definicao 1.2.11. Uma familia de operadores T C L (X,Y) € R-limitada se existe uma
constante C' > 0 tal que para quaisquer sequéncias finitas (n)1<n<n em X e (Th)1<n<n

em 7 temos
N 2 N 2
IEHernTnxn ; < CQEuzlrnxn N

n= n—=

Uma familia de operadores T C ZL(X,Y) € v-limitada se existe uma constante C' = 0

tal que para quaisquer sequéncias finitas (x,)1<n<n em X e (Ty)1<n<y em T temos

N 2 N 2
EHZ%Tn% LS CQEHZ%% R
n=1 n=1

Em qualquer caso, a menor constante para a qual vale a respectiva estimativa é denomi-

nada o R-limitante ou o y-limitante de 7, e denotada por R(Z) ou v(7) conforme o

caso.
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Por randomizagdo (como na demonstragao da Proposi¢ao 1.2.10), pode-se verificar
que toda familia R-limitada é ~-limitada, e tomando N = 1 ve-se que toda familia ~-
limitada é uniformemente limitada. E facil ver que todas essas nocoes sao equivalentes
em espacos de Hilbert (veja também a Proposi¢ao 1.4.2) mas se X é um espago de Banach
nao isomoérfico a um espago de Hilbert entao existem familias limitadas em Z(X) que
nao sao R-limitadas, cf. [5, Proposition 1.13].

Sejam X e Y espagos de Banach. A topologia forte em £ (X,Y’) é a menor topologia
para a qual as aplica¢oes T — Tz de Z(X,Y) em Y sdo continuas para todo x € X.
E facil ver que T,, — T na topologia forte se, e somente se T,x — Tx em Y para todo
x € X (cf. [83, Section VI.1]). S@o de grande relevancia os fatos de que, em relagao a
topologia forte, tanto o fecho quanto o fecho convero e o fecho absolutamente convexo de
uma familia R-limitada sdo também R-limitados (cf. [59, Theorem 2.13]). Disto pode-se
deduzir que R-limitacao é preservada ao se tomar médias integrais (cf. [59, Corollary
2.14]). Tudo isso continua vélido para familias 7-limitadas e é essa a formulagdo que

utilizaremos nesta tese, cf. [71, Lecture 9.

Proposicao 1.2.12. Seja (2, %, ) um espago de medida o-finito, sejam X eY espagos
de Banach e seja T C ZL(X,Y) uma familia v-limitada. Suponha que a aplicagdao forte-
mente mensuravel W : Q — Z(X,Y) assuma valores em T quase certamente. Para cada
f e LYQ) defina

Tz = /Qf(w)\ll(w)xdu(w), xz e X.

Entio Jy = {T} - | flle ) < 1} € y-limitada com v(Fy) < y(T).

Para aplicacoes desse fato veja [90, 59, 25].

1.3 Operadores y-radonificantes

Nesta segao introduzimos, seguindo a abordagem de [71], o espago dos operadores
~v-radonificantes. Veja, contudo, os comentarios ao final da secao.
Nesta segao, e a bem da verdade, em todo o restante desta tese, (r,) denotard uma

sequéncia de Rademacher e (,) denotard um sequéncia Gaussiana.
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Definigao 1.3.1. O espago v (I, X) dos operadores ~-somantes consiste de todos 0s
operadores lineares T : 7 — X tais que

2 - 2
1T 12w ) = supIEHZ v Thy|| < o, (1.3.1)
j=1
onde o supremo € tomado sobre todos os conjuntos ortonormais finitos {hy, ..., hi} em

I .

Considerando conjuntos unitérios {h} segue de imediato que operadores y-somantes
sao limitados, com ||T|| ¢z x) < ||T||10(,x), € disto nao é dificil verificar que munido
da norma em (1.3.1), v*°(4#, X ) é um espago de Banach (cf. [71, Proposition 5.2]).

Para cada h € e x € X, seja h ® x o operador em .Z (.7, X) definido por

(h@x)h' :=[h, W]z, W €. (1.3.2)

Um operador é dito de posto finito se for uma combinagao linear de operadores (de
posto um) do tipo acima. E facil verificar que essas definicoes coincidem com a nocao
usual de operador de posto finito como sendo aquele cuja imagem é um subespaco de

dimensao finita.

Denotamos o espaco dos operadores de posto finito de .77 em X por 7 ® X .
Proposicao 1.3.2 ([71, Lemma 5.7)). Se T € # @ X ¢ da forma 3., h, ® x,, onde
hi,...,hy sao ortonormais, entio T € v (H,X) e

2

N
1T ) = E|| S (1.3.3)
n=1

Seja S um espago de Hilbert separavel com base ortonormal (h,),en. Dado T €
(A, X) defina para cada N € N os operadores Ty := Y.~ h, @ Th,. Por (1.3.3)

2
<NT 12w e x)

N
sup | T |I? 5 = su IEH nd Iy,
N)Ii“ NH»Y (A, X) N}I; ;’7

e além disso
N

]\}gx;o(TNh,x ) = ]\}grgo ;[hmh]@hml’ )
= [hn, B[, T*2]
n=1

= (Th,x")
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para quaisquer h € 5 e z* € X*. O seguinte lema de Fatou fornece um resultado

reciproco, cf. [75, Theorem 4.1] ou [72, Proposition 3.18].

Proposicao 1.3.3 (Lema de Fatou para espagos 7). Sejam (T,,)n>1 uma sequéncia limi-
tada em y>°(H,X) e T € L(I,X) um operador tal que

lim (T, h, z*) = (Th,z")

n—oo
para quaisquer h € J€ e x* € X*. Entao T € v (A, X) e
1T llvee 20y < Timind (|| e x).

Definicao 1.3.4. O espago v(7, X) dos operadores y-radonificantes de 2 em X € o
fecho de 7€ @ X em y>°(H, X).

O exemplo cléssico de LINDE e PIETSCH [65] de um operador vy-somante que nao é

~-radonificante é o operador T : £? — ¢y definido por

T((O‘n)Wl) = <‘ /1o:(nn+1) ) n>1

A verificacao disto depende de certas estimativas para séries Gaussianas e pode ser en-
contrada também em [72, Example 4.4]. Por outro lado, o seguinte teorema devido es-
sencialmente a HOFFMANN-JORGENSEN [46] e KWAPIEN [62] caracterizam os espagos de
Banach X para os quais 7> (7, X) = v(7, X). Veja também [72, Theorem 4.3].

Teorema 1.3.5. Seja 5 um espaco de Hilbert de dimensdo infinita. Para um espago de

Banach X, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. A2, X) =y, X);
2. X nao contém um subespaco fechado isomorfico a cg.

O espago v (7, X) tem a seguinte propriedade de ideal, cf. [72, Theorem 6.2]:
se H e A sao espagos de Hilbert, X e X’ sdo espacos de Banach, S € Z(H#, ),
Ten>(H,X)eU e L(X,X'), entao UTS € v*(H", X") e

[UTS ||y e, xry < WU, x0) 1T ||y o, 30 1S 2,0 -
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Além disso, se T' € y(, X) entao UTS € y(H, X') e
|UTS ||y xry < U2, x| Tl e, 301N 2 ) -

Enunciamos a seguir um resultado ja bem conhecido que indica a relevancia da

classe dos operadores radonificantes na andlise Gaussiana em dimensao infinita.

Proposicao 1.3.6. Para um operador T € £(,X) as sequintes afirmagoes sao equi-

valentes:
1. T e, X);

2. N (T)* € separdvel e a série Y - v, Th,, converge quase sempre para alguma (toda)
base ortonormal (hy,) de A (T)*;

3. TT* € um operador de covariancia Gaussiana.

Nesta situagao, a série em (2) converge em LP e em probabilidade e TT* € o operador de

covariancia da varidvel Gaussiana Y - ¥, Thy, € além disso

2

I e x) = B|| > wThn
n=1

DEMONSTRAGAO. Veja [71, Theorems 5.15, 5.16], [72, Theorem 7.4]; cf. também [77,
Proposition 3.2]. O

E comum, na teoria de semigrupos e areas correlatas, considerar extensoes tensoriais
de operadores positivos S : LP(Q) — LP(€), onde Q e €' sdo espagos de medida o-finitos.

Dado um espago de Banach X, a extensao tensorial dada por
§(f®a:) =Sf®ux

se estende a um operador limitado S : LP(Q; X) — LP(Q; X) de norma ||S|| = ||S]], cf.
por exemplo [59, Lemma 10.14]. Um exemplo relevante para a andlise estocéstica é o

operador esperanc¢a condicional, cf. [71, Lecture 11].

Agora, se A e A espacos de Hilbert, S : 7 — ' é um operador limitado e X

é um espaco de Banach entao é facil verificar que analogamente

S:h@zw— Sh®z, heH, xeX, (1.3.4)
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se estende unicamente a um operador limitado S : 7(#, X) — ~v(#”,X) com norma
IS]| = ||S||. Esse procedimento de extensio tensorial foi introduzido por KALTON e
WEIs (cf. [57, Proposition 4.4] ou [72, Corollary 6.3]) e sera 1til na demonstragao do
Teorema 4.1.2. Observemos que se R = h ® x entao para todo h' € 7’

S(R)W = [Sh, W]z
= [h, S*W|x
= RS*I,
ou seja, S (R) = Ro S*. Resumimos essa discussao no seguinte teorema para posterior

referéncia.

Teorema 1.3.7 (Teorema de extensao de Kalton-Weis). Sejam € e ' espagos de
Hilbert. Dado um espago de Banach X, todo operador S € L (H, 7" induz um operador
S e LA X), (A X)) pela férmula

S:R~— RoS*, Re~( X). (1.3.5)
e além disso ||S|| = ||9].

Suponha que ® : Q — y(H, X) seja fortemente mensuravel e uniformemente limi-

tada. Entao
Rof i= | S)f@)du(o)
Q
existe como integral de Bochner em X e o operador Rg : L*(2; H) — X assim obtido é

limitado. E imediato ver que se
P=1p® (h® ) (1.3.6)

entao
ng = <1E®h)®l’ (137)

e pode-se verificar que o subespago gerado por esses operadores é denso em y(L?*(Q2; H), X).
Agora, se M : Q — Z(X,Y) também é fortemente mensuréavel e uniformemente limitada
entdo M® : Q@ — v(H,Y) também o é, e se ¢ é da forma (1.3.6) entdo M P = 1R (h@Mz)
e portanto Rye = (1g ® h) ® Mz. Mais pode ser dito no caso em que M(Q2) C Z(X,Y)
¢ ~-limitada, como mostra o seguinte resultado. Em poucas palavras ele afirma que
fungoes com imagem ~v-limitada agem como “multiplicadores de Fourier” em espacos de

operadores y-radonificantes.
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Teorema 1.3.8 (Teorema dos ~y-multiplicadores). Seja (2, %, ) um espag¢o de medida
o-finito, e seja M : Q — ZL(X,Y) uma aplica¢io fortemente mensurdvel cuja imagem
M = M(Q) € y-limitada. Entdo, para toda funcgdo simples de posto finito ® : Q —
v(H, X), o operador Ryre pertence a v*°(L*(Q; H),Y) e

| Rate ||yeo (z2sm),v) < V(A )| Ra | y(22(0;1), ) - (1.3.8)

Consequentemente, a aplicacio M : Re — Ry se estende unicamente a um operador

limitado

M :y(L*( H), X) = y™(L*(Q; H),Y)

de norma | M| < v(A4).

DEMONSTRAGAO. Veja [57, Proposition 4.11], ou [72, Theorem 5.2] para a formulagao
dada aqui. Cf. também [71, Section 9.3]. O

E um problema em aberto, mesmo no caso em que H = R, determinar se M assume
valores em Y(L?(Q; H),Y), o que é certamente trivial quando Y nao contém cgy, pelo
Teorema 1.3.5. Em outras palavras, para um espaco de Banach X qualquer, se ¢ :
(0,1) — X representa um operador em v(L?(0,1),X) e M : (0,1) = Z(X) é fortemente
mensuravel, entao M¢ representa um operador em v*°(L?*(0,1), X) pelo Teorema 1.3.8.
E possivel provar que M¢ na verdade sempre representa um operador em v(L*(0,1), X),

ou existem exemplos onde M ¢ é y-somante mas nao y-radonificante?

No caso em que @ : Q — Z(H, X) representa um operador Rg € v(L*(Q; H), X)

denotaremos a norma ||®|/yo,m,x) em (0.1.6) por

||w —> (D(W)”'y(L?(Q;H),X) = ||R<I)||,Y(L2(Q;H)7X). (139)

Nesta tese estaremos particularmente interessados em espacos de medida (I, dt) ou (I, %)
onde I C R, é um intervalo finito ou infinito. Retomando as consideragoes no ultimo
paragrafo da Secao 1.1 mas agora na situacao em que ¢ : I — X representa um operador

Ty € v(L*(I), X) a norma (1.3.9) assume a forma

[t = o) lz2).x) = 1Tsllvz2w).x) (1.3.10)

e coincide, no caso em que X = LP(Q), com (0.1.5). Além disso, para espacos de Banach

Y nao contendo uma cépia de ¢y, e com a notacado em (1.3.9), a estimativa (1.3.8) no
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teorema dos y-multiplicadores assume a forma
[t = M) D) |22,y < V(A= @E)]yz20m),x)- (1.3.11)

Terminamos esta se¢ao comentando sobre uma outra forma de abordar o espaco dos
operadores ~-radonificantes, apresentada em [72]. Nessa abordagem, o espago v(72, X)
é introduzido como o completamento do produto tensorial abstrato H ® X em relacao
a norma (1.3.3), e a férmula (1.3.2) estabelece uma imersao de H ® X em Z(H,X)
que se estende a uma contragao y(, X) — L (, X). Os desenvolvimentos posterio-
res, por exemplo os resultados mencionados nesta secao, sao provados de modo analogo.

Entretanto, a identidade (1.3.1) ou mais precisamente a igualdade

2

k
I ) = SupE|| - 25 Th;
j=1

deve ser provada como teorema e o espaco 7 (J, X) é entdo introduzido como o su-
bespaco de £ (7, X) para os quais esse supremo ¢ finito e consequentemente temos
Y (A, X) — (A, X) isometricamente.

1.4 Algumas Propriedades Geométricas dos Espacos

de Banach

Nesta se¢ao apresentamos as nogoes geométricas de tipo, cotipo e a propriedade («).

Defini¢ao 1.4.1. Um espaco de Banach X tem tipo p € [1,2] se existe uma constante
C >0 tal que

N 2\ % N Yy
(&3 )" < (L)
n=1 n=1

para qualquer sequéncia finita (x,)"_, em X. Um espaco de Banach X tem cotipo q €

2, 00] se existe uma constante C' = 0 tal que

N a N 2\ 72
(X tealr) " < (B e[
n=1 n=1

para qualquer sequéncia finita (x,)"_, em X. As menores constantes para as quais valem

as estimativas acima sao usualmente denotadas por T,(X) e C,(X) respectivamente.
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Todo espago de Banach tem tipo 1 e cotipo oco. Assim, dizemos que X tem tipo
nao-tivial se tem tipo p € (1,2], e que tem cotipo nao-trivial (ou cotipo finito) se tem
cotipo ¢ € [2,00). Substituindo a sequéncia de Rademacher (r,) por uma sequéncia
Gaussiana (7,,) na Definigao 1.4.1 obtemos a nogao (equivalente) de tipo Gaussiano e
cotipo Gaussiano, cf. [28, Theorems 12.26, 12.28].

e E facil verificar que todo espaco de Hilbert tem tipo 2 e cotipo 2, e um resultado
célebre de KWAPIEN [61] assegura a reciproca: se um espago de Banach X tem tipo
2 e cotipo 2 entao X é isomorfico a um espago de Hilbert, cf. também [2, Problem

7.6];

e se (2,.7,u1) é um espaco de medida o-finito, 1 < p < co e X tem tipo p, entdo
L™(2; X) tem tipo min{p, r}; se X tem cotipo ¢ entao L"(€2; X') tem cotipo max{q,r},
cf. [72, Example 11.5]. Em particular, LP(£2) tem tipo min{p, 2} e cotipo max{p, 2},
cf. também [2, Theorem 6.2.14]. Por outro lado, nenhum L* tem cotipo finito, em

particular ¢y nao tem cotipo finito, cf. [28, Corollary 11.7];

e se X tem tipo p entdo seu dual X* tem cotipo p’ (onde 7, + 7y = 1), cf. [2,
Proposition 6.2.12].

Muitas outras informagoes sobre tipo e cotipo podem ser encontradas em [2, Section
6.2] ou [28, Chapters 11, 12]. As nogoes de tipo e cotipo desempenham ainda papel
essencial em alguns teoremas de mergulho [75, 73, 56|, importantes do ponto de vista das
equacoes de evolucao estocasticas. Nao insistiremos mais nessa discussao uma vez que ela
aparecera apenas superficialmente quando discutirmos existéncia e unicidade de solucoes

para o problema de Cauchy estocastico na Segao 3.1.

Proposicao 1.4.2. Seja X um espaco de Banach com cotipo finito. Entdo
1. X nao contém cy, e em particular v°(H, X) = v(H, X);
2. existe uma constante C' > 0 tal que para quaisquer xq,...,xn € X,

N
EHZ%%
n=1

2

N
<02EH T
. ;r T

2
)
X
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3. se Y € algum outro espago de Banach entio 7 C ZL(X,Y) é R-limitada se, e

somente se € y-limitada.

DEMONSTRAGAO. A primeira afirmagao ja foi notada anteriormente (cf. a discussao
sobre tipo e cotipo para os espagos LP acima) e do Teorema 1.3.5. Para a demonstragao
da segunda afirmacao veja [28, Theorem 12.27]. A terceira afirmagao segue da segunda

juntamente com a Proposigao 1.2.10. O

O préximo resultado € ja considerado folclérico e fornecemos, para a conveniéncia

do leitor, sua demonstragao elementar, cf. [77, Proposition 2.1].

Proposicao 1.4.3. Sejam (1)) e (r!) sequéncias de Rademacher independentes uma da
outra definidas em espagos de probabilidade (') e (Q",P") respectivamente, e seja
(7mn)uma sequéncia de Rademacher duplamente indexada definida num espago de proba-

bilidade (2,P). Para um espago de Banach X as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. existe uma constante C' > 0 tal que para quaisquer sequéncias finitas (amn)%m:1 em

R com |amn| <1 € (@)} =1 em X
N

N 2
/ " 2RI T
g ATy T Tmn|| < C°E'E g T T

m,n=1 n=1

EIEII

(1.4.1)

2. existe uma constante C' > 0 tal que para qualquer sequéncia (9cmn),]X’n:1 em X

" 2
IE”E TonTmn |l < E'E E rmrnxmn CEHE TrnLmn

mnf mnf mnf

2

Nesse caso, X tem cotipo finito e as afirmagoes (1) e (2) acima sdo equivalentes as

mesmas afirmacgoes com sequéncias Gaussianas em vez de sequéncias de Rademacher.

DEMONSTRAGAO. Vejamos que (1) = (2). Pelo principio da contragao temos

N
EHZ Y mnTomn < EHZ TmnLmn
n=1

o que da, apds integracao, a estimativa

2
,we e,

(1.4.2)

N
E'E'E H g T P mn Ton
n=1

2 N 2
< EH § TmnTmn
n=1
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Por outro lado, segue de (1.4.1) que

N 2 N 2
/ " ainlli
E T (W) TnZmn || S E'E , w€E

m,n=1 m,n=1

E/E/l

1o
"' Lmn

o que, apos integracao, fornece

N ) N
/ 1 Iainlli ! /!
E T i Tmn|| S EE E 7T Lo,

m,n= m,n=1

2

EE'E” (1.4.3)

Como na demonstracao da Proposicao 1.2.10, podemos passar ao espaco produto {2 X
' x Q" e, por independéncia, supor que (7,7, 7)€ (rmy) sdo identicamente distribuidas.
Segue, pois, de (1.4.2) e (1.4.3) que

N
EH E TmnTmn
1

m,n=

2
— EE/E//

A/
o ' Lmn

N 2
E Tl nZmn || ~ EE"

m,n= m,n=1

Reciprocamente, se (a,) é como no enunciado do item (1) entao

N 9 N
§ : /oo — E
amnrmrnl’mn ~ EH AmnTmnTmn

m,n=1 m,n=1

2
EIEII

2

= E/E//

N
§ : /aw/
T T Lmn

m,n=1

)

onde (x) segue do principio da contragao.
Em qualquer dos casos, X nao contém ¢2’s uniformemente (cf. [82, Remark 2.2]) e
portanto tem cotipo finito (cf. [28, Theorem 14.1]). Mas entao somas Gaussianas podem

ser estimadas por somas de Rademacher (cf. Proposicao 1.4.2). ]

Definicao 1.4.4. Um espag¢o de Banach X tem a propriedade (o) se satisfaz qualquer

uma das condi¢coes equivalentes da Proposicao 1.4.5.

Essa propriedade foi introduzida por PISIER [82], que provou que um reticulado de
Banach tem a propriedade («) se, e somente se tem cotipo finito. Comparando (1.4.1) com
(1.2.1), vemos que a propriedade («) é precisamente um principio de contragao para somas
duplas de Rademacher. Pode-se mostrar, usando as desigualdades de Kahane-Khintchine,

que a propriedade («) independe do expoente p = 2 em (1.4.1), cf. [72, p. 57].
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e L facil verificar que espacos de Hilbert tem a propriedade (a);

e se X tem a propriedade (), (€2,.%, 1) é um espaco de medida o-finito e 1 < p < o0,
entdo LP(€); X) tem a propriedade («), cf. [72, Example 13.13]. Em particular, os
espagos LP(Q2) tem a propriedade (), cf. também [71, Exercise 3.3.3][;

e vale mencionar que um espaco de Banach K-convexo (veja [28, Chapter 13]) tem a
propriedade («) se, e somente se seu dual tem a propriedade («), cf. [77, Proposition
2.2]).

Sejam 7 e ' espacos de Hilbert e X um espaco de Banach com a propriedade
(a). Pela Proposigao 1.3.2, a aplicagao (/@ ') @ X — # ® (A" @ X) definida por

> M @) @ Ty > hn @ Y hl, @ Ty,

1<m<M 1<m<M 1<n<N
1<n<N

onde (hm)i<cmenr C € (h))1<n<n C F€' sdo ortonormais € (Tmp)i<m<mi<n<y C X,

satisfaz
| 3t X b E\\zvzwm?
1<m<M " 1<n<N " VA AAX) 1<m<M m1<n<N ! " Y (', X)
=E| Y M® Y ntmn
1<n<N 1<m<M (A" X)
_E]E" Z v Z YmTmn
1<n<N  1<m<M Y(HA",X)
NE"H S At
1<m<M
1<n<N
2
= H Z m @) ® T, ~ :
1<m<M (A RHA,X)

1<n<N

onde, no passo (*), usamos a propriedade ().

Proposigao 1.4.5. Sejam e ' espacos de Hilbert e X um espago de Banach. Se
X tem a propriedade («), entdo a aplicagao (H @ H') @ X — H @ (A @ X) definida
no nivel dos tensores elementares por (h @ V') ® v — h ® (b ® x), se estende a um

isomorfismno

VABA, X) = (A, (A, X)). (1.4.4)
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Estaremos interessados no caso em que um dos espacos de Hilbert no isomorfismo
acima é um espaco L2. Os dois exemplos seguintes, que formulamos por razoes didaticas,
encerram os passos essenciais de argumentos elaborados mais adiante no Capitulo 4.
No primeiro exemplo, é importante observar que a imagem de T € (5 QA X ) em

I,y (A, X)) via (1.4.4) é o operador, que ainda denotamos por T', dado por
(Th)h =T(h®h'), heH, WeH. (1.4.5)

Exemplo 1.4.6. Seja H um espaco de Hilbert e seja 2 um espaco de Hilbert de fungoes
f:R, - Htalque © : f € H# — (f(n))neny € F*(H) é um operador bem-definido e
limitado”. Pelo procedimento de extensao de Kalton-Weis (Teorema 1.3.7) essa aplicacao
se estende a um operador © : y(#, X) — (2(H), X) dado por ©(T) = T o ©*. Agora,
suponha que Ty € (', X) seja representado por ¢ : R, — v(H, X) no sentido de que
Tix* = ®*(-)z* em S para todo z* € X*. Entdo, para quaisquer (h,)neny € (2(H) e

r* € X* temos

(Tp 0 O™ (hn)new, %) = [OP*(-)x", (hn)nenlezm)

—Z n)hy,, )

neN

ou seja O(Tp)(hn)nen = Y nen D(n)hy,. Pelo que ja observamos, cf. (1.4.5), se X tem
a propriedade () entdo a imagem de ©(Ty) em ((2(H), X) = ~(£2,v(H, X)) serd o

operador

(6(Tw) (an)nen) b = O(Ti) (anh)nen
- Zanq)(n)h, (an)nen € * heH.

neN

Denotando por (e, )nen @ base canonica de €2, temos O(Tp)e, = ®(n) e concluimos que

Yoo 1 ®(n) converge em probabilidade no espacgo y(H, X). JAN

Exemplo 1.4.7. Seja H um espaco de Hilbert, e X um espaco de Banach com a propri-
edade (). Entéao (f ® h) @ z — f ® (h® x) se estende a um isomorfismo

V(LA (Rys H), X) = y(L*(Ry),7(H, X)).

7Cf. Lema 4.2.3.
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Suponha que Ty € Z(L*(R.; H), X) seja representado por ® : R, — ~v(H,X). Se

(Iim)1<m<n sa0 subconjuntos disjuntos em R e (h,)1<n<ny S80 ortonormais em H entdo

(] 5 st mf)" 2] 3

1<m<M 1<m<M
1<n<N

(L2 (R+)y(H, X))
onde S, é a média integral de ® sobre I,,, i.e.

Smh = ]f O (t)h dt.
De fato, usando a propriedade («) e (1.3.3) temos

‘ = 3 Vm"u 7 /m WWHi

E| > o (Il 15, @ h)

1<m<M 1<m<M
1<n<N 1<n<N
SEE| 30 (3 Altal S )
1<n<N 1<m<M
<E Yool L 2 S
1<%<:M ‘ | VH.X)
2
H Z 1Im®sm 2
= WE2R4) A (H X))

A

Um estudo mais detalhado do isomorfismo (1.4.4), com aplicagoes em equagoes de
evolucao estocésticas, foi realizado por VAN NEERVEN e WEIS em [77], onde o seguinte

resultado, aqui numa formulacao ligeiramente mais fraca, pode ser encontrado.

Proposicao 1.4.8. Sejam X um espago de Banach com a propriedade (o), ¥ : Q —
Z(X) fortemente mensurdvel e I' uma medida Gaussiana em X com nicleo reprodutor
(tr, 4. Entio U(-)oup : Q — L (4, X) representa um operador Tr € v(L(2; 54 ), X)
se, e somente se U(-)x : Q — X representa um operador T, € v(L*(Q), X) para quase
todo x € X (i.e., I'-q.t.p.), e nesse caso

/X 1T e o () = T m x
DEMONSTRAGAO. Veja [77, Theorem 5.2, Theorem 5.3]. O

Em vista do Exemplo 1.2.6 obtemos de imediato o seguinte.
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Corolario 1.4.9. Sejam X um espaco de Banach com a propriedade (o), ¥ : Q —
ZL(X) fortemente mensurdvel, seja B € v(H,X) e seja I' a medida Gaussiana em X
com covariincia BB*. Entio ¥(-)o B : Q — Z(H,X) representa um operador T' €
Y(L*(Q; H), X) se, e somente se U(-)x : Q — X representa um operador T, € y(L*(Q), X)

para I'-q.t.p. x € X, e nesse caso

/X 1T oo 0 D) = (TR oo (1.4.6)

1.5 Integracao Estocastica

Definigao 1.5.1. Seja (Q,.7,P) um espaco de probabilidade e seja S um espago de
Hilbert. Um processo isonormal sobre J# ¢ uma aplicagao W : 7 — L*(Q) tal que W (h)
¢ Gaussiana para todo h € 7 e

E[W (h1)W (hg)] = [h1, hole, Vhi,hy € . (1.5.1)
Segue de (1.5.1) que
E|W(a1h1 + aghg) — [CLlW(hl) + a2W(h2)]|2 =0

e daf concluimos que W é linear. Consequentemente (Wh)ue» é um processo Gaussiano
e W(hy), ..., W(hy) s@o independentes se hy, ..., hy sao ortogonais. Para a teoria
de integracao estocastica, estamos particularmente interessados no caso em que ¢ =
L?(0,T; H) para algum espaco de Hilbert H.

Definicao 1.5.2. Seja H um espaco de Hilbert. Um movimento Browniano cilindrico
sobre H € um processo isonormal sobre L*(0,T; H), que denotamos por Wy . Equivalente-
mente, € uma familia (Wg(t))i=o de operadores lineares H — L*(Q) tais que (Wg(t)h)io

¢ um movimento Browniano para todo h € H e
E[Wy(t)hy - W(s)ha] =t A s[hy, holg, Vt,s €1[0,T], Vhy, hy € H.
Essas diferentes defini¢oes estao relacionadas pela identidade
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e na verdade a equivaléncia entre ambas parece nao ser um fato realmente 6bvio e depende

de hipéteses adicionais, cf. [72, Remark 3.5].

Para uma fungdao escada f € L*(0,T; H) da forma

N
f - Z 1(t”*17tn) ® hn
n=1

define-se
T N
| Wt = > Wi,y 1) (152)
0 n=1
N
n=1

Usando as propriedades elementares da distribuicao normal podemos verificar a seguinte
[sometria de It T

2

B | 1OVa0] = 1o (153)
e assim a definigdo da integral estocdstica (1.5.2) pode ser estendida a todo L*(0,T; H)

por um argumento usual de densidade.

Essa integral pode ser usada para se definir uma integral estocastica para fungoes
®:(0,T) - Z(H,X) via dualidade. Se @ : (0,7) — Z(H, X) ¢ de posto finito da forma

N
(b = Z 1(tn717tn) ® Un
n=1
N k
= Lt ® Y (b @ z50) (1.5.4)
n=1 j=1
entao define-se
T N k
| Wl = 30 S Walt, i @) @ 2 (155)
0 n=1 j=1

E facil ver que a funcio ® em (1.5.4) representa o operador Rg : L*(0,T; H) — X
de posto finito dado por

N k

Ry =Y > (L) ® hy) @ (1.5.6)

n=1 j=1

8Cf. (1.3.6) e (1.3.7)
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e usando (1.3.3) temos a isometria de It6

T 2
EH/ @dWHH = ||R¢)||3(L2(0,T;H),X)‘
0

Como os operadores em (1.5.6) sdo densos em v(L*(0,T; H), X), é natural estender a
integral estocdstica (1.5.5) as fung¢des que representam um elemento desse espago. A
no¢ao de integrabilidade estocdstica introduzida em [74] consiste numa versao estocéstica
da integral de Pettis; por definigao uma funcao ® : (0,7) — Z(H, X) ¢é estocasticamente
integrdvel se for fracamente-L% e para cada subconjunto mensurdvel I C (0,7 existe

uma varidvel aleatéria x ; tal que para todo z* € X*

(oo™ = / 1(1)@" (1) AW (1)

quase certamente. O resultado principal de [74], que reproduzimos a seguir, consiste em
caracterizar a classe das funcoes estocasticamente integraveis como sendo precisamente

aquelas fungoes @ : (0,T) — Z(H, X ) que representam um operador em v(L?(0,T; H), X).
Proposicao 1.5.3. ([74, Theorem 4.2]) Para uma fung¢ao ® : (0,T) — Z(H, X) fracamente-

L3 as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
1. ® € estocasticamente integrdvel;
2. existe uma variqvel aleatoria xo = fOT O(t)dWy(t) tal que para todo x* € X* temos
T
(o) = [ (0" dWa(t)
0
quase certamente;

3. ® €~(0,T; H,X), isto é, ® representa um operador y-radonificante de L?(0,T; H)
em X, cf. (1.1.3).

Nesse caso, para todo h € H a fung¢iao ®(-)h € Pettis-integrdvel e estocasticamente in-
tegravel em relagio a Wy (-)h, e para qualquer base ortonormal (hy)neny C H (se H €

separdvel) temos
oo

/0T<b AW (t) Z/()ch () dW i (£) P, (1.5.7)

com convergéncia incondicional em L*(Q; X). Além disso, vale a isometria de Ité

2
g / AW (0| = 1902070
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Se T € Z(#,X) entao sempre temos a decomposi¢ao # = N (T) & Z(T*) °.
Para operadores T' € v(J, X), segue de imediato da Definigao 1.3.4 que o subespago
W é separavel (cf. [72, p. 16] ou [71, Proposition 5.10]). Com base nessa observagao,
o exemplo seguinte contém um refinamento da demonstragao de [74, Theorem 4.2, (5) =
(1)] (implicagao (3) = (1) acima) que serd 1til na demonstracao da implicagao (3) = (2)
do Teorema 3.2.3 no capitulo 3.

Exemplo 1.5.4. Seja R : L?(0,T; H) — X um operador 7y-radonificante representado
por ®:(0,7) —» Z(H,X). Seja (z) C X* tal que

(F) = (F'3) = (@()a3)
é uma base ortonormal de Z(R*) (cf. [14, Exercise 5.5.28]). Pela isometria de It6 (1.5.3),
as variaveis Gaussianas

o = / & ()2, AW (t)

sao independentes, logo a série Y, ., 7 Rfn converge em L?(Q; X) e

(Sontha) = SR [ fa0iwnto

n=>1 n=>1

T
_ /0 SOIR S il o AW

n=1
T
_ / O ()2 AWy (1)
0

com igualdades em L?*(9), e deduzimos dai que

Z YR frn = /0 CI)(t) dWH(t)

n>1

A

A cada movimento Browniano cilindrico Wy sobre H e B € ~(H,X) podemos
associar um movimento Browniano em X. Se (h,),en ¢ uma base ortonormal de .4/ (B)*+

entao

WE(t) = / Lo ® BdWy(t)

=
+

[
NE

Wi (t)hn ® Bhy,

Il
—

n

A= N(T)DN(T)*, e V(T =2R(T*) pois H# é reflexivo, cf. [14, Chapter 2, Remark 17)].
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define um movimento Browniano em X com variancia
E(WE(t),z*)? = t(BB*z*,z%), t>0,2" € X*.

Seja (7, 1) o nicleo reprodutor associado a BB* (cf. Exemplo 1.2.6). Digamos
que um operador R € (L*(0,T;3¢), X) é representdvel sobre X se existe uma funcao
U:(0,7T)— Z(X)tal que Vor: (0,T) — Z (s, X) representa R. Nesse caso definimos

/OT\IJ(t) dWE(t) = /OT U(t) ordW,yp(t)
_ /T\If(t) o B dWp(t).

O seguinte resultado é consequéncia direta da Proposigao 1.4.9 (cf. também [77,
Theorems 6.3, 6.4]).

Proposicao 1.5.5. Seja H um espaco de Hilbert e seja X um espaco de Banach com a
propriedade (o). Dado B € v(H, X), seja I' a medida Gaussiana em X com covariancia
BB*. Seja w uwm movimento Browniano real. Para uma funcdo ¥ : (0,T) — Z(X) as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. W € estocasticamente integrdvel em relagio a W5 ;

2. Wx € estocasticamente integravel em relagao a w para I'-q.t.p. © € X.

Nessa situacao temos

“ar ()

T
IEH/ U AWE
0

9 T
:/ EH/ Uz dw
X 0

com constantes dependendo apenas de X .



Capitulo 2

Calculo-H®° e Interpolacao

“In books on semigroup theory, the usual theory of analytic semigroups
... are proved with methods that we now can recognize as special cases of

the functional calculus approach.”

Peer Kunstmann e Lutz Weis em [59]

2.1 Preliminares em Teoria de Semigrupos

A seguinte definigdo é padrao na literatura, cf. por exemplo [80, 30, 31].

Definigao 2.1.1. Uma familia de operadores lineares limitados (S(t))i=0 num espago de

Banach X € um semigrupo-Cy se satisfaz as sequintes trés propriedades:

(i) S(0) =1, onde 1 denota o operador identidade Ix, e mais geralmente A\ denota o

maultiplo escalar A - Ix da identidade;
(i1) S(t)S(s) = S(t+s) para quaisquert,s > 0, isto €, vale a propriedade de semigrupo;

(11i) im0 S(t)r = z para todo © € X, isto €, os operadores S(t) sao fortemente

continuos.

Mencionaremos agora um certo nimero de propriedade bésicas dos semigrupos-C
cujas demonstracoes o leitor interessado pode providenciar por conta propria ou consultar

nas referéncias citadas acima.

39
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As érbitas t — S(t)x sdo continuas para todo x € X e t > 0. Isso segue de imediato
dos itens (ii) e (iii) da Defini¢ao 2.1.1.

O gerador infinitesimal é o operador (em geral nao-limitado) A com dominio
S(t)r —

P(A) = {xeX:lim

X .
ex1ste}
t10

definido por

A — i 2B~
10 t

O subespago Z(A) consiste precisamente dos pontos onde as érbitas sdo diferenciaveis a
direita em t = 0 (e consequentemente diferencidvel em todo ¢t > 0) e é invariante pelo
semigrupo no sentido de que S(t)x € Z(A) para todo z € Z(A) et > 0, e nesse caso
AS(t)x = S(t)Ax. Segue também de imediato das defini¢oes que

t
/ S(s)xds € Z(A), € X, t >0, (2.1.1)
0

com A [} S(s)xds = S(t)x — x, sendo ambos os lados iguais a [ S(s)Axds se z € Z(A).
Dai néao é dificil ver que A é um operador densamente definido (isto é, Z(A) é denso em

X) e fechado.

O conjunto resolvente' p(A) consiste por defini¢io de todos os A € C tais que
A—A:P(A) — X é uma bijecdo; assim o (operador) resolvente de A que denotamos por
R(\, A) := (A= A)~! é fechado e portanto limitado em X. O conjunto p(A) C C ¢é aberto
e p(A) 2 A= R\ A) € Z(X) é uma aplicagao localmente analitica. O complemento
o(A) := C\p(a) é denominado o espectro de A.

Dado um semigrupo (S(t));>o num espago de Banach X, é consequéncia do principio

da limitacao uniforme que sempre existem M > 1 e w € R tais que
1Sl 2x) < Me*, ¢ > 0. (2.1.2)

O infimo dos w € R para os quais vale (2.1.2) para algum M > 1 é denominado a abcissa
de crescimento? de (S(t))s=0 (ou de A), denotada usualmente por wy(A). Para todo A € C
tal que Re A > wy(A) temos a representacao integral do resolvente

R(\, A)x :/ e MS(Hxdt, x € X. (2.1.3)
0

!Esta definicdo faz sentido para qualquer operador fechado, ndo necessariamente um gerador infinite-

simal.
2Do Ing. “growth bound”.
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E elementar verificar a seguinte identidade do resolvente : para quaisquer \, i € p(A)

temos

RO\ A) — R(u, A) = (1 — MR\, A)R(u, A). (2.1.4)

Nesta tese estaremos particularmente interessados nos semigrupos analiticos. Se-

guindo a literatura usual (cf. por exemplo [59]) adotamos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1.2. Um operador —A fechado € setorial de tipo 0 < w < 7 se

(i) o(—A) C %, onde
Y, ={z€C:z2#£0,|argz| < w}

¢ o setor com angulo de abertura 2w simétrico em rela¢ao ao eixo positivo (0, 00);

(i) para todo w' > w

sup [|2R(z, —A)| < oo,
2¢5,,

isto €, o conjunto {z(z+ A)7L: 2 ¢ S} € uniformemente limitado. Como ¢ usual,
R(z,—A) := (2 + A)~! denota o resolvente de —A em z.

A conexao entre operadores setoriais e semigrupos analiticos é que um operador
densamente definido —A é setorial de tipo w < 7, se, e somente se A gera um semigrupo
analftico {e*4 : |arg(z)| < " — w}, cf. [30, Section 1I.4.a] ou [42, Secction 3.4]. Mais
precisamente, observe que quando w < 7, a condi¢ao (i) da Definicao 2.1.2 equivale a
Yr—w C p(A) e assim, —A é setorial de tipo w se, e somente se A é setorial de angulo

d = T — w no sentido de [30, Definition I1.4.1]. Nesse caso, a férmula

SO = —— [ PRz, Az, A e XU {0} (2.1.5)

21 Jy
define um semigrupo analitico em X, ou seja, (i) A — S(A) é uniformemente limitado
e fortemente continuo em Y5 U {0} para todo &' < 6, e (ii)) A +— T(\) é analitica e
satisfaz a propriedade de semigrupo em s, cf. [30, Proposition 11.4.3]. O caminho de
integracao T acima ¢ a fronteira® de X,_,\B(0;7) com ' > w e A € X, (isto ¢,
w < W' <7h—|arg A|) e r <}y, orientado de baixo para cima, cf. por exemplo [30, p. 91,

Figure 1]. A seguinte caracterizagao de semigrupos analiticos serd suficiente para nossos

propositos nesta tese.

#0u seja, 6 a fronteira de X, 15 \B(0;7) onde A € Bs (isto é, |arg A| < 8’ < §).
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Proposigao 2.1.3. [30, Theorem 11.4.6] Para um operador —A setorial de tipo w num

espaco de Banach X, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. —A € densamente definido e setorial de tipo w < 7o,
2. A gera um semigrupo analitico S()\),\eg%_wu{o} em X;

3. existen >0 comn+w < T tal que e A gera um semigrupo-Cy em X .

2.2 Calculo-H®* limitado

Definigao 2.2.1. Denotaremos por . (X,w) o conjunto dos operadores setoriais —A de

tipo w num espago de Banach X (cf. Defini¢ao 2.1.2), e tais que
(iii) —A € injetivo;
(iv) P(—A) e Z(—A) sio densos.

As condigoes (iii) e (iv) da Defini¢do 2.2.1 nao sao de fato muito restritivas uma vez
que um operador fechado satisfazendo as condigoes (i) e (ii) da Definigdo 2.1.2 sempre
admite restri¢oes satisfazendo todas as condigoes (i)-(iv) de ambas as definigoes, cf. [18,
Theorem 3.8] ou [59, Proposition 15.2]. Em espagos de Hilbert (iv) segue de (i)-(iii), cf.
[18, Theorem 2.3]. O infimo dos w tais que —A ¢é setorial de tipo w ¢ denotado por w(—A).

Dicutiremos agora a construcao do célculo-H> para operadores —A € (X, w). O
leitor que desejar se aprofundar nesse assunto pode consultar as notas de MCINTOSH ET

AL [3], os trabalhos de HAASE [41, 42] e as notas de KUNSTMANN e WEIS [59].

Denotamos por H*®(%,) a édlgebra das fungoes analiticas limitadas no setor ¥y mu-
nidas com a norma do supremo. Dizemos que uma funcao ¢ € H*>(3y) tem decaimento
regular em 0 se f(z) = O(|z]°) quando z — 0 para algum € > 0, e que tem decaimento
reqular em oo se f(z) = O(|z|~¢) quando z — oo para algum € > 0. A classe de Dunford-

Riesz

H(3g) = {¢ € H*(Xy) : ¢ tem decaimento regular em 0 e em oo}

fora introduzida por MCINTOSH [68] equivalentemente como as fungoes ¢ € H* (%) tais

que

S
“existem s, C' > 0 tais que |¢(z)] < C’L

SO para todo z € Xy”. (2.2.1)
z S
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Com efeito, varias outras descrigoes equivalentes sao possiveis, cf. [42, Lemma 2.2.2].

Se —A € Y (X,w) e w < 0 < 6 entdo o operador

b(—A) = —— [ 6(2)(z + A)ldz (2.2.2)

271 95y

estd bem definido como integral de Bochner em .Z(X) para ¢ € Hi°(3y). Isso segue de
(2.2.1) e do fato de que
[
oy L+ 12> |7]

Exemplo 2.2.2. Seja 0 < § < . Para todo a > 0 a funcdo ¢(z) = 2% * pertence a
H(3g). Se —A € .Y (X,w) com w < 7, ou seja, se —A é o gerador infinitesimal de um

semigrupo analitico (S(t))=0, entdo a definicdo em (2.2.2) é compativel com as defini¢oes

etA

das poténcias fraciondrias (—A)* e a notagao de semigrupo S(t) = €' no sentido de que

o(—tA) =t*(—A)*S(1).

E elementar verificar que HZ°(X,) ¢ uma subdlgebra de H>*(%), e a aplicacao
H(39) 2 ¢ ¢o(—A) € L(X) (2.2.3)

¢ um homorfismo de algebras, cf. [59, theorem 9.2]. O préximo passo na construgao
do célculo-H> consiste em estender (2.2.3) a um operador fechado H*(3y) — Z(X);

seguindo a exposi¢ao em [59, Section 9] defina para cada ¢ € H§°(Xy) a norma

1911l = 19l (2) + [[6(=A) | 20x)

e considere a subdlgebra

HY (S9) = {¢ € H™(Z) : existe (¢n)nen C Hy®(Zo) tal que
sup |||énllla < 00 e ¢n(2) — ¢(z) para todo z € 29}.

Pode-se mostrar que 1y, € HY(Xy) e que HY (X4) inclui as fungoes racionais z — (A—z)~!

para A ¢ ¥y, de modo que a extensao de (2.2.3) em ambos os casos é dada por

129 — IX e ()\ — ')71 — R()\, —A)
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Pode-se mostrar também que HY(3y) inclui certas fungoes analiticas na origem e com
decaimento regular em oo de modo que f(—A) € Z(X) é dado por uma integral como
em (2.1.5), cf. [59, Example 9.8(a)]; de fato a prépria férmula (2.1.5) que define o semi-
grupo analitico gerado por A se encaixa nesse contexto e resultados basicos da teoria de
semigrupos tais como a representagao integral do resolvente (2.1.3) podem ser deduzidas
por argumentos abstratos, cf. [59, lllustration 9.9]. Finalmente vale ressaltar que quando
HF(Xg) contém as fungoes z — 2 para t € R, de modo que (—A)* € £(X) para todo

t € R, dizemos que —A tem poténcias imagindrias limitadas e escrevemos —A € BIP 4.

Definicao 2.2.3. Um operador —A € ./ (X,w) admite um cdlculo-H> limitado de angulo

0 € (w, ) quando o homomorfismo (2.2.3) pode ser estendido a H*(%y), ou seja, quando
HY(3g) = H®(Xy).

E elementar ver que —A € . (X) admite um calculo-H* limitado se e somente se

existe uma estimativa

[p(=A)ll2x) < Coll@lla=(sy), Vo € Hg"(Xp) (2.2.4)

onde Cy é uma constante independente de ¢, cf. [59, Remark 9.11]. O infimo dos 6 tais

que —A admite um calculo- H* limitado de angulo 6 é denotado por wy«(—A).

Atualmente, ja é bem sabido que muitas classes de operadores diferenciais, bem
como operadores de Schrodinger e muitos operadores de Stokes admitem um célculo- H>

limitado. Para uma introdugao a essas aplicagoes, consulte por exemplo [59, 91].

O seguinte resultado formaliza a idéia intuitiva de inserir operadores em expressoes

integrais. Para a demonstracao, veja [59, Lemma 9.12].

Proposigao 2.2.4. Suponha que —A admita um cdlculo-H™ limitado, seja 6 > wyo(—A)

e assuma que [ : (a,b) x X9 — C satisfaca as sequintes condigoes:
o f(-,2):(a,b) = C é continua para todo z € Ly;
o f(t,-) € H®(Xy) para todo t € (a,b), et ||f(t,-)|| (s, € integravel.

Entao g(\) = f;f(t, A)dt pertence a H>®(3y) e

b
g(—=A)x 2/ f(t,—A)xdt, ve€X.

4Do Ing. “Bounded Imaginary Powers”.
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Enquanto que wy=(—A) = w(—A) em espagos de Hilbert, o mesmo nao vale em
espagos de Banach, cf. [59, p. 254, N 12.8]. Resultados positivos nessa dire¢ao usualmente
exigem que —A seja R-setorial e que X tenha propriedades geométricas adicionais; cf.
[57, Remark 7.1], [54, Theorem 5.3] e a Proposicao 2.2.7 adiante. Ressaltamos que um
operador fechado —A é R-setorial de tipo w se valem (i), (iii) e (iv) e para todo w’ > w o
conjunto {z(z + A) : z ¢ ¥/} é R-limitado. O infimo dos w tais que —A é R-setorial de
tipo w é denotado por wr(—A). Por exemplo, se —A é R-setorial e admite um calculo- H>
limitado num espago de Banach X com a propriedade (A) entao wye(—A) = wr(—A4).

Retomando a discussao ao final da Segao 1.3, KALTON e WEIS consideraram em

[57] fungbes quadraticas generalizadas da forma

[t = p(—tA)z]|,(12m, u) x), ¥ € Hg"(Z0)

em termos das quais obtiveram caracterizagoes do célculo-H™ similares as de [68] para

espacos de Hilbert e [18] para espagos L? (lembremos que (0.1.5) e (1.3.10) sdo equivalentes

para X = LP), mas agora em contextos mais gerais. Seja X* := Z(A4*) N Z(A*) e A* a
parte de A* em X¥; entdao A* é setorial em X* e Z(A*) N Z(A*) é denso em AF, e num
espaco de Banach X com cotipo finito, — A admite um calculo- H* limitado se, e somente

se —A e — A" satisfazem as estimativas quadraticas generalizadas

[t = QO(_tA){L‘”’y(L2(R+7%)7X) < Ozl x (2.2.5)

1t = o(—tA) 2" o, ) o) < Clla”[|xs- (2.2.6)

para alguma (equivalentemente, toda) ¢ € H§°(Xy). A proposigao seguinte contém uma
formulagao mais fraca desse resultado, suficiente para nossos propdsitos nesta tese, cf.
[57, 33, 38, 37], em particular [57, Proposition 7.7].

Proposigao 2.2.5. Se —A admite um cdlculo-H*> limitado e 1 € H§®(Xy) onde 6 >
wpe (—A) entdo t — (—tA)zx pertence a v(L*(Ry, %), X) para todo x € X. Além disso,
para quaisquer ¢, € HZ°(3y) temos

[t = o(—tA)z|ly o, 2t x) = It = D(—tA)z]]12m, o x) (2.2.7)

t

com constantes dependendo de ¢ e 1), mas independentes de x € X.
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Proposigao 2.2.6. Suponha que —A admita um cdlculo-H™ limitado, ¥ € H§®(Xg) com
0 > wy<(—A), e seja B € y(H,X). Entiot — (—tA)B representa um operador em

V(LA (R, %; H), X). Além disso, para quaisquer ¢, € H3°(3q) temos

[t — ¢(—tA)B||7(L2(R+,%;H),X) ~ |t — ¢<_tA)B||7(L2(R+,%;H),X) (2.2.8)
com constantes dependendo de ¢ e .

DEMONSTRAGAO. A primeira afirmagao segue do Corolédrio 1.4.9 com ¥ = i)(—tA) e da
primeira parte da Proposi¢ao 2.2.5. Denotando por 'z a medida Gaussiana em X com

covariancia BB* obtemos por (1.4.6) e (2.2.7) que
[t ¢(_tA)B||y(L2(R+,%;H),X) ~ /X [t ¢(—tA)x‘|7(L2(R+,%),X)FB(dfﬂ)

< [ 16 wtA)al e, 0 Tolde)
~ Nt = o(=tA) Bl 2@y 2y x)-
]

Quando —A admite um célculo-H* limitado entdo a estimativa (2.2.4) vale na

verdade para toda f € H*®(3y) e em particular o conjunto

{f(=A) [ fllaemy) < 1} (2.2.9)

¢ uniformemente limitado em .Z(X). Quando o conjunto em (2.2.9) é y-limitado dizemos
que —A admite um célculo- H* ~-limitado, e definimos w}; (—A) analogamente. O resul-
tado seguinte mostra que ambas as nogoes (célculo- H* limitado e cdlculo- H> ~-limitado)

sao equivalentes em espagos de Banach com a propriedade ().

Proposicao 2.2.7. Suponha que —A admita um cdlculo-H> num espac¢o de Banach X

com a propriedade (o). Entdo para todo 0 > wys(—A) o conjunto

{f(=A) N f ey < 13

¢ R-limitado. Em particular —A € R-setorial de qualquer tipo 0 > wye(—A) com
wr(—A) < wg=(—A).

DEMONSTRAGAO. [59, Theorem 12.8] ou [54, Theorem 5.3, Corollary 5.4]. O
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Esse resultado é evidentemente muito 1til e em particular nesta tese serd usado em
conjunto com o teorema dos y-multiplicadores (Teorema 1.3.8) como ilustrado no seguinte

exemplo.

Exemplo 2.2.8. Dada ¢ € H*(Xy) defina ¢;(2) = ¢(tz). E claro que (d1)>0 C H™(Xy)

e esta familia é uniformemente limitada, com
sup ||| oo (z9) = [l (299
>0

Assim, se —A é um operador setorial admitindo um céalculo-H* limitado num espacgo de

Banach X com a propriedade («) e se definirmos M : R, — Z(X) por
M(t) == p(—tA)

entdao a familia {M(t) : ¢ > 0} é ~v-limitada pela Proposi¢ao 2.2.7. Agora, suponha que
para alguma ) € H* (%) a fungdo t — 1(—tA)B pertenca a v(L*(Ry, %; H), X); note
que isso é necessariamente valido se 1» € H{°(Xg) e B € v(H, X) pela Proposigao 2.2.6.
Pondo ¢ = ¢, segue do Teorema 1.3.8

t — M(t)y(—tA)B = p(—tA)B
pertence a y(L*(Ry, %; H), X) e
”t = W(tA)BHy(LQ(M,%;H),X) N ||t = ¢<tA)BH7(L2(R+,%;H),X)'
A

Encerramos esta se¢cao com uma técnica de aproximacao introduzida por MCINTOSH

em [68] ao estudar a relagao entre o cdlculo funcional e estimativas quadraticas.

Proposigao 2.2.9 (Aproximagcao de McIntosh). Seja —A € .7 (X, w) e ¢ € H*(Xy) com
w < 0 e tal que [;° ¢(t)dt/t = 1. Entao

/ o( tAac—: (2.2.10)

para todo v € X.

DEMONSTRAGAO. Veja [59, Lemma 9.13, Remark 9.14] ou [42, Theorem 5.2.6] e note que
temos Z(A)NZ(A) = X, cf. [59, Proposition 9.4(c)]. O
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2.3 Interpolacao

E bem sabido que a teoria de interpolacao é essencial no estudo de equacoes de
evolucao, principalmente pelas conexoes com semigrupos analiticos e poténcias fracionarias
de operadores fechados, cf. por exemplo [66, 67]. A teoria das poténcias fracionérias de
operadores tem uma longa tradicao, associada aos nomes de BALAKRISHNAN, KATO,
KOMATSU e outros de igual relevancia, e seria inutil aqui tentar fornecer uma lista de
referéncias sobre o assunto; vale dizer contudo que esta teoria pode ser abordada do ponto
de vista do cédlculo funcional mencionado na se¢ao anterior, cf. por exemplo [42, Chapter

3] ou [59, Section 15]; grosso modo esse procedimento consiste em definir
(—A)* = fo(—A), a€C

onde f,(z) = 2. Para nossos propésitos aqui, vale notar por exemplo que

(- A) = (AP (- A, 0<a<B

(14 2)8
Para a discussao a seguir, ainda que dispensavel, é desejavel alguma familiaridade com o
método de interpolacao real e com o método de interpolagao complexa; referéncias cléssicas
sobre o assunto incluem [86] e [7]. Por exemplo, YAGI [95] provou que para “operadores
de tipo w” tais que 0 € p(—A) num espaco de Hilbert, —A € BIP se, e somente se 0s
dominios das poténcias fracionarias de —A e —A* podem ser obtidas por interpolacao

complexa,

2((-A)) =X, 2(—A)]a, 0<a<],

com uma igualdade similar para —A*. Por outro lado, um resultado de MCINTOSH [68,
Section 8] assegura que em espagos de Hilbert a limitagao do calculo-H> equivale a BIP e
entao temos uma caracterizacao do calculo- H> via interpolacao. Trabalhos subsequentes

exploraram essa idéia usando outras escalas de interpolacao e extrapolagao.

Defini¢ao 2.3.1. ([59, Definition 15.21]) Seja —A € .7(X) e a € R. Definimos X, como

o completamento de P(—A)* em relagio a norma ||x||x = |[(=A)*z||. Definimos X,
como o dominio Z(—A)* munido com a norma ||z|x, = |[(1 — A)%z|| se « = 0, e como
o completamento de X em relagao a norma ||z| x, = [[(1 — A)%z| se a < 0.

Em geral essas duas escalas diferem, sendo iguais se, e somente se 0 € p(—A); neste

caso elas coincidem com as torres de Sobolev da teoria de semigrupos, cf. [30, Section
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I1.5.a]. Por exemplo, se A = A em X = LP(R") entdo X, sio espacos de potenciais de

Riesz enquanto X, sao espacos de potenciais de Bessel.

Foi mostrado em [6] que em espagos de Hilbert um operador setorial —A injetivo
admite um calculo-H*° limitado se, e somente se para quaisquer «, 5 € R com a < 3 e

0 € (0,1), o método de interpolagdo complexa fornece
X(1-0)a+08 = [Xa, Xalo- (2.3.1)

e além disso o mesmo resultado é obtido por interpolacao real. Em espacos de Banach
essa caracterizagao parece nao ser possivel. Por um lado, o método de interpolagao com-
plexa, que é na verdade uma abstracao da demonstracao de THORIN para o teorema de
interpolacao de RIESZ baseada no teorema das trés retas, estd diretamente relacionado
com a propriedade BI P, que é em geral mais fraca em espacos de Banach. Por outro lado,
sabe-se que uma igualdade do tipo (2.3.1) n@o vale para o método de interpolacdo real;
no caso em que A = A em X = LP(R") os espagos de interpolacao reais (L, Z(A))a.r
sao espagos de Besov e nao espacos de potenciais de Bessel, cf. também [58].

Em [55] os autores introduziram o método de interpola¢iao de Rademacher . Sejam
(Yo, Y1) um par de interpolagao de espagos de Banach. Para 0 < 6 < 1 o espago de
interpola¢ao de Rademacher (Yy,Y1)e consiste de todos os elementos y € Yy + Y] que

podem ser representados como uma soma

Y= Zyna Yn € Yb N Yi (232)

neL

convergente em Yy + Y; e tal que

Yo
Go((Yn)nez) = su <]EH 2~ ”0 ) < 00,
0((Yn)nez) N>Iz Z
2\
G ((Yn)nez) = sup (EH Z 2"y, ) < o0.
>

A norma de y € (Y;, Y1)g é dada por

Yl (vo,v1), = inf { max (‘50((%)”62),‘51((yn)nez)) : representagoes (2.3.2) de y}.
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Com esse método, os autores obtiveram uma caracterizagao analoga a de [6] no caso
em —A é quase R-setorial e X é B-convexo, cf. [55, Theorem 7.4, Corollary 7.7]. Esse
resultado pode de fato ser considerado uma extensao do resultado para espacos de Hilbert

uma vez que neste caso ambos os métodos de interpolagao coincidem.

Proposigao 2.3.2. ([55, Theorem 7.4]) Se —A € . (X)) admite um cdlculo-H™ limitado
entao, para quaisquer o, 3 € R com o < f e 8 € (0,1), o método de interpolagio de

Rademacher fornece
Xa-0)ares = (Xa» Xg)e-

A seguinte versao vetorial desse resultado de interpolagao sera mais apropriada para
a demonstragao do Teorema 2.3.6 adiante, onde as sequéncias duplas de Rademacher

podem ser facilmente manuseadas com o auxilio da propriedade ().

Proposigao 2.3.3. Se —A € /(X)) admite um cdlculo-H® limitado entdo para quaisquer
a,fER coma < febe(0,1) temos

(L2 Xa), L*(4 X))o = L*(Q X(-0)aras).
DEMONSTRACAO. Em vista da Proposicao 2.3.2 é suficiente mostrar que
L2(Q: X,) = (L X)):, (2.3.3)
pois entao
(L2(9: Xa), L(S X))o = (L2 X))t (L2 X))3)a

= (LQ(QQ X))Z1—0)a+06
= L*(&y X(l—Q)cx+0B)-

Agora, (2.3.3) segue de aplicar a Proposicao 2.3.2 ao operador I ® A induzido em L*(2; X)
pela formula I @ A(f @ ) = f ® Az se x € P(A). Para os detalhes deste procedimento,
veja [86]. O

Como um caso especial de [59, Proposition 15.23(b)] observemos que o operador
1—A: X, - X é uma isometria cuja inversa (1 — A)™! : X — X se estende a uma
isometria J_; : X_; — X e (J_;)7! é uma extensao de 1 — A : 2(A) — X. Isto sugere o

seguinte.
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Proposicao 2.3.4. Se —A € ./ (X) entao
X4+X_,1=X, (2.3.4)
com equivaléncia de normas.

DEMONSTRAGAO. E 6bvio por definicao que X — X _;. Por outro lado, nao ¢ dificil ver

que também X_; < X_;; de fato X_; é o completamento da imagem Z(A) em relagao

a norma ||Az||y_ = ||z|| e para elementos _; = Ar € Z(A) temos
lallx-, = [I(1 — A)~" Az]
< A = A) 7|l
<A@ = Al -

Consequentemente temos uma inclusao continua
X+X 19X, (2.3.5)

que ¢é de fato uma bijegdo; dado z_; € X_; existe uma sequéncia (y,) C X tal que

Yn — x_1 em X_;. Pondo z, = (1 — A)_lyn temos pela definicao da norma em X_; que

1Y = Ymllx_, = 20 — Zm],

o que implica que (z,) é de Cauchy em X e portanto converge a um elemento z em X.

Temos também por definicao da norma em X_; que
[Azy — Azl x_, = lzn — 2,

o que implica que Az, converge a um elemento ©_; em X ;. Mas entao x, — x e
Az, — T_; em X_; e portanto

= lim(l—-Ax,=z—1_.
n— o0

Assim, a inclusao (2.3.5) é sobrejetiva e a equivaléncia das normas em (2.3.4) segue do

teorema da aplicagao aberta. O

Aplicando este resultado ao operador I ® A induzido em L?*(£2; X) como na demons-

tracao da Proposicao 2.3.3 obtemos o seguinte.
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Proposicao 2.3.5. Se —A € ./ (X) entao
L2 X) + L2(Q; X_y) = L2(Q; X)) (2.3.6)
com equivaléncia de normas.

Estamos agora em posicao de provar o principal resultado deste capitulo, que sera

fundamental para a demonstragao da equivaléncia (1) < (2) do resultado principal.

Teorema 2.3.6. Suponha que —A € (X)) admita um cdlculo-H> limitado de angulo
whye(—A) < 7o num espago de Banach X que tenha a propriedade (o). Entdo, para todo
Be Z(H, X 1) ewge(—A) <0 <, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. (<A "B e~(H, X);
2. t — ¢(—tA)B pertence a v(L*(Ry, %; H), XJ/Q) para toda ¢ € H°(3y);

8. t = p(—tA)B pertence a v(L*(Ry, %; H),X_y,z), onde

2P
= —. 2.3.7
Nesse caso, para quaisquer ¢, 5 € H{(Xg) temos a equivaléncia das normas
[t ¢<_tA)B||7(L2(]R+,%;H),X_1/2) ~ [t = ¢(_tA)B||7(L2(R+,%;H),X_1/2)' (2.3.8)

DEMONSTRAGAO. Vamos demonstrar as implicagdes (1) = (2) = (3) = (1).

(1) = (2): A condicio (—A)~ "B € y(H, X) é equivalente a B € ~(H, X_1/2), logo a
conclusao segue imediatamente da Proposigao 2.2.6.

(2) = (3): Essa implicacao ¢ trivial, uma vez que ¢ € H{*(%,).

(3) = (1): Fixemos as fungoes em H{® ()

3
z 22 P

¢o(z) = 1+ 2)° $1(2) = ma Yo(2) =(2), ei(z) = m,

onde ¢ é dada por (2.3.7) e observe que ¢; = 99, j =0, 1.
Seja (7;)1<j<x uma sequéncia de Rademacher num espaco de probabilidade (£2,P) e

seja (h;)1<j<kr um conjunto ortonormal em H. Tomando aproximacoes de McIntosh de
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Bh; com ¢(z) = 22 /(1 + z)* (cf. Proposicao 2.2.9) temos

k k 00 dt
> riBh; ;er/ (—tA)"(1 — tA)*Bhy—
j=1 = 0

2n+1

_ZZTJ/ —tAY (1 —tA)” 3Bh@

7=1 nez
com convergencia em
L2 X 1) = L2 X)) + L2(; X).

Defina os vetores y, € L*(Q; X_1) N L2(Q; X) por

2n+1
dt
Zr]/ —tA)?(1 — tA)Bh;—
e defina funcoes my por

. (27"t)", sete 22" ) en=—N,...,N;
ma(f) = 0, se t ¢ [2NV 2N+,

Vamos aplicar o método de interpolacao de Rademacher relativamente ao par de

espacos Yy = LQ(Q;X_l) eY; = L*(; X). Assim

Cgo((yn)nEZ)Q
N 2
= su IE’H 2=y,
]VEE ZE: " y Yo
/ 2n+1 W »
= sup EE’ rir! 27 2/ —tA)?(1—tA Bh—H
sup ZZ j (ARt .
= sup EE’ T n/ 277) 2 (=t A)(1 — tA) "> Bh, —H
a ZZ j X
k N
~ sup E” / m tA)Bf;, H ,
w2 2 WO BL0F

onde no tltimo passo usamos a propriedade («) para passar de sequéncias duplas de

Rademacher para sequéncias de Rademacher duplamente indexadas. As funcoes fj, =
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Ljgn ont1y ® hj sdo ortonormais em L?(R;, %; H) (a nao ser por uma constante numérica

(In2)”) e os operadores
1 3
Mo(t) = tho(—tA) = (—tA) (1 —tA)™"
sao y-limitados pela Proposicao 2.2.7, logo

Co(@n)nez) S (It = ma(O)go(=tA) Bl 2, 20 % )
St mN(t)MO(t)w(_tA)B||7(L2(R+,%;H),X71/2)
St ¢(_tA)B||7(L2(R+,%;H),X_1/2)

pelo teorema dos y-multiplicadores (Teorema 1.3.8).

De modo similar temos

(g((yn)nel>2
=sup r! 2y
=5 Z v
n+1
= sup EE’ rir 2/2/ —tA)(1 — )3 Bh; —H
ap z_;nz e [ e
2n+1
= sup EE’ rir / —tA)%(1 —tA)Bh; —H
o z_;nz ; pa-aomn 2,
~ supE”’ / m tA)Bfin H
ey

Novamente pela Proposicao 2.2.7 os operadores
My(t) := 1 (—tA) = (—tA) (1 — tA)~ "
sao ~-limitados, logo

G ((Tn)nez) S It = mN(t)¢1(_tA)B||7(L2(R+,%;H),X_1/2)
St = ma @M OY(—tA) B 2y 2%y, )

St = Ot A Bl ra@y, 25m,5 -
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Pela Proposigao 2.3.3 e estimando somas Gaussianas por somas de Rademacher (cf.

Proposigao 1.4.2) temos

k
HZ v Bh;
j=1

(2.3.9)

k
. ~ HZ ’I“thj .
L2 (QZXfl/Q) = L2(Q;X,1/2)

S Ht = w(_tA)Bny(LZ(R+7dt;H),Xil/Q)

T
Tomando o supremo sobre todos os conjuntos ortonormais em H concluimos que B €
J(H, X ) com

1Bl ) S 1 S Bl e, o 5,
Finalmente, (2.3.8) segue de (2.2.8). O

A relevancia do resultado que acabamos de provar reside de fato na equivaléncia

(1) < (3), conforme veremos adiante na Secao 4.2.

Vemos assim que a estimativa (2.3.9) segue na verdade de uma versao bem mais

fraca da Proposicao 2.3.3, a saber, que temos a imersao
(L2( X 1), LA X))y, = LA X ),

e uma inspecao em [55] mostra que essa imersao vale na presenga de hipdteses mais fracas

do que a limitacao do célculo-H>°, cf. também [1, Remark 3.3].

Outrossim, vale mencionar que nos trabalhos mais recentes [10, 11] os autores ob-
tiveram essencialmente os mesmos resultados de LE MERDY através de uma abordagem
mais direta e elementar, sem os recursos do calculo funcional. Pode ser interessante inda-
garmos até que ponto pode-se abordar o caso estocédstico de modo similar. Isso contudo

seria objeto de pesquisas futuras.
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2.3 Interpolagao




Capitulo 3

O Problema de Cauchy Estocastico

“...semilinear parabolic problems driven by additive noise . .. can be trea-
ted as stochastic evolution equations in some infinite-dimensional Banach
or Hilbert space . .. and they already form (in my humble opinion) a very

rich class of problems with many interesting properties”.

Martin Hairer em [43]

A abordagem via semigrupos desenvolvida por DA PRATO e ZABCZYK [22] para
equagoes diferenciais parciais estocasticas (EDPE’s) consiste em reformular tais equagoes
como um problema de Cauchy estocéstico. Nesta tese consideramos equagoes de evolugao

estocasticas lineares com ruido aditivo da forma

dU(t) = AU(t)dt + BdWy(t),  te€[0,T),

(PCE) 5, 0=t

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo-Cy de operadores lineares (S()):>0
num espago de Banach X, B € Z(H,X) e Wy é um movimento Browniano cilindrico
sobre H (cf. Definigao 1.5.2).

3.1 O problema de Cauchy estocastico (PCE)(AB)

Por defini¢ao, um processo U fracamente progressivamente mensuravel é uma solug¢ao

fraca de (PCE) 4 p) se para todo z* € Z(A”) as seguintes duas condicoes sao satisfeitas:

57
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e as trajetérias t — (U(t), A*z*) sdo quase sempre integraveis;

e para cada t € [0, 7],

t
(U(t),z") = / (U(s), A*x*)ds + Wy (t)B*x*
0
quase sempre.

A teoria de integragao estocdstica desenvolvida por VAN NEERVEN e WEIS [74]
que esbocamos na Secao 1.5, quando aplicada a fungao & = S(-)B, permite estudar a

solubilidade de (PCE)( AB) através do correspondente operador integral associado.

Proposicao 3.1.1. ([74, Theorem 7.1]) Para um processo U com wvalores em X as se-

guintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. U € solucao fraca de (PCE)(A,B);

2. U é solugao “mild” de (PCE)(A By, 1sto €, t— S(t)B é estocasticamente integrdvel

em relagao a Wy e
t
U(t) = / S(t —s)BdWg(s)
0

quase sempre;
3. existe um operador Ry € v(L*(0,T; H), X) tal que para todo x* € X*
Ria* = B*S*(-)z* em L*(0,T; H). (3.1.1)
Como consequéncia deste resultado, (PCE)( AB) pode nao ter solucao mesmo quando

H=R;se A= % é o gerador do grupo de rotacao em X = LP(T) onde T é o circulo

unitario e 1 < p < 2, entao

QL
S
—~
~
S~—
I

AU (t) dt + ¢ dw(t), t € 0,27},
U(0) =0,

possui solugao se, e somente se ¢ € L*(T), cf. [74, Example 7.3].

Contudo, (PCE)( A,p) Sempre admite solucao em qualquer uma das seguintes si-

tuacoes:
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e B é ~-radonificante e X tem tipo 2, cf. [75, Theorem 5.1];

e B é ~-radonificante e A gera um semigrupo analitico, e nesse caso se 1,0 > 0 e
n+6 < Y% entdo U tem uma modificagdo com trajetérias em C7(0,T; Xy), cf. [27,
Proposition 3.2, Theorem 4.1];

e B é y-radonificante, X tem a propriedade (a) e (PCE), ) admite solugao para
todo C': H — X de posto 1, cf. [77, Theorem 6.4].

As varidveis U(t) sao Gaussianas com distribui¢ao p; cujo operador de covariancia
Q; : X* — X ¢ dado pela integral de Bochner

Q" = /0 S BB S ()" dt.

E elementar verificar que
fhrs = He xS () s, (3.1.2)

ou seja o par ((S(¢))is0, ()i=0) constitui um semigrupo de Mehler!. Uma medida de

probabilidade 1o, de Radon? é invariante para (PCE) 4 p) se e converge a jio fracamente

lim / f(x)dp(z / f(@)dpoo(x
t—o0

para toda f € Cp(X). Nesse caso, tomando o limite em (3.1.2) quando s — 400 obtemos

no sentido de que

foo = it % S(t) oo € dai é facil deduzir que

/X P(0) f () djioo( / @) dn(a), 30, f € Ch(X), (3.13)

onde (P(t))i=o é o semigrupo de transicao definido por (0.1.7). Além disso, pode-se

mostrar que uma tal medida invariante é minimal no sentido de que qualquer outra medida

LCf. [69] para uma introdugdo a esse tépico.
2Uma medida finita g em %(X) é “de Radon” se para todo S € %(X) e todo ¢ > 0 existe um

compacto K. C B tal que u(B\K,) < e. Essa propriedade é satisfeita por exemplo por distribuigdes de
varidveis aleatérias em X, cf. [71, Proposition 2.3]. Estendida & uma familia de medidas, essa propriedade
leva & definigdo de “familia uniformemente ‘tight’ ”: uma familia .# de medidas finitas é uniformemente
“tight” se para todo S € #(X) e todo € > 0 existe um compacto K. C B tal que pu(B\K.) < € para
todo p € . Essas sao hipdteses de regularidade frequentemente comuns em questoes relacionadas a

convergéncia fraca de medidas; cf. [9, 88].
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w satisfazendo (3.1.3) se escreve como 1 = vV * [i,, onde v é uma medida invariante por
(S(t))s=0, cf. [76, Proposition 4.2]. O seguinte resultado é uma adaptagao de resultados
em [76] onde a noc¢ao mais geral de (3.1.3) para medida invariante é considerada. Por
conveniéncia fornecemos a demonstracao com o intuito de ilustrar os argumentos que

serao utilizados mais a frente na demonstragao do Teorema 3.3.2.

Proposicao 3.1.2. Suponha que (PCE)(A’B) admita solucdo. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

1. (PCE), p) admite uma medida invariante;

2. S(-)B representa um operador em ~v(L*(Ry; H), X), isto é, existe um operador R €
YL*(Ry; H), X) tal que para todo x* € X*

R*z* = B*S*(-)z* em L*(Ry; H);

3. 0 limite fraco Qs = limy_,o Q; existe e € o operador de covariancia de uma medida

Gaussiana [loo.

Nessa situacao, a medida invariante é a medida Gaussiana fi., com operador de co-
varidincia Qs = Ro R* onde R € v(L*(Ry; H), X) € representado por S(-)B.

DEMONSTRAGAO. Vejamos que (1) < (3) < (2).
(1) & (3): Cf. [70, Proposition 3.1]. Vejamos primeiro que (1) = (3); considerando

as partes reais e imaginarias de f(x) = e=*®*") segue de (1.2.5) que

i) = [ e dufa)
X
— 7 —i(x,x*)
Jim - dyis ()

— im o lQeta)
t—o00

= 6_1/2<Q00$*7$*>

onde (Quox™, %) 1= limy_, o (Qyz*, 2*) define um operador simétrico e positivo que é assim

o operador de covariancia Gaussiana de .
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Reciprocamente, a familia (u;);>0 ¢ uniformemente “tight” e as contas acima mos-

tram que
fila*) = Jim fi(x)
e isto implica (1), cf. [74, Proposition 1.2] e [9, Corollary 3.8.5].
(3) < (2): Cf. [76, Propositions 4.4]. Vejamos primeiro que (3) = (2); como

(Quo™, 2% = / (S(t)BB*S*(t)a*, 2"t — / |1B*S*(t)a* |[2dt
0 0
temos B*S*(-)z* € L*(R,;H) e o operador R : L*(R,;H) — X** correspondente a
(1.1.3) definido por

(", Rf) = /0 CIB S (e, f(Eludt, f € [A(Ro: H), 2" € X* (3.1.4)

é dado, no caso em que f € L*(R,; H) tem suporte num intervalo limitado [0,7], pela

integral de Bochner
Rf :/ S(t)Bf(t) € X.
0

Como as fungoes de suporte limitado sao densas em L?(R; H) concluimos que R assume
valores em X e (3.1.4) expressa que R é representado por S(-)B e exibe Ro R* = Q.
como um operador de covariancia Gaussiana o que significa dizer, pela Proposigao 1.3.6,

que R é y-radonificante.

Reciprocamente, seja R € ~(L*(R,; H),X) o operador representado por S(-)B.
Para todo z* € X* temos Rz* = B*S*(-)z* em L*(R,; H), isto é

(o) = [ 1B O SOludt, ] € LRuH), 5" € X
e portanto
(RR**,y") = / T(S(W)BBS (1) )t
¢ o operador de covariancia Gaussiana ge (3). O
Agora, no caso em que H = L*(0), onde ¢ C R? é um dominio aberto, a identidade
Wg(t)1g = w([0,t] x ")

conecta os conceitos de movimento Browniano cilindrico e ruido branco (no sentido de
WALSH [89]) e isto permite reformular EDPE’s dirigidas por ruido branco na forma de

um problema de Cauchy estocéstico.
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E natural contudo que na formulacao usual de uma EDPE em termos de (PCE) 4 p):
o operador B nao seja ~y-radonificante ou mesmo limitado. Considere por exemplo a

seguinte a equacao do calor estocastica com ruido branco aditivo

ou ow
E(ug) :Au(tg)—i_a(t’g)? te [07T]7 56 (071)7
u(t,0) = u(t, 1) = 0, tel0,7], (3.1.5)

u(07£) - UO(g)v §€ (07 1)

Uma solugao de (3.1.5) é um processo adaptado u : [0,7] x Q x (0,1) — R tal que
€ — u(t,w,§) pertence a LP(0,1) para todo (t,w) € [0,T] x Q
e o processo resultante com valores em X = LP(0,1) é uma solugao de

dU(t) = AU(t) dt + dWLz(Oyl) (t), t e [0, T],
U(O) = Uy,

onde A é a realizagdo do Laplaciano com condiges de Dirichlet em X := LP(0, 1), isto é
PD(A) = W>(0,1) N W, (0, 1).

Como explicado em [27, Section 5] e de acordo com os resultados desse artigo citados
acima, para p > 2 a identidade H — X nao é limitada, mas resultados bem conhecidos em
interpolacao e caracterizacao de normas y-radonificantes em LP garantem que H — X_5 é
y-radonificante (para § > ¥;). Consequentemente o problema (PCE)(4_, 1_,) extrapolado a
X_; tem solucao que tem uma modificagao com trajetérias Holder continuas em (X _45)g =
X., k=60—9>0. Se p é suficientemente grande entao X, = Hg”’p — LP pelo teorema

de imersao de Sobolev, e assim U assume valores de fato em X = L?(0, 1).

Motivados por essa situacao, e também porque a conjectura de Weiss é um problema
em teoria de controle para sitemas lineares (0.1.2) onde em geral B ¢ suposto limitado
apenas em relacao ao espaco de extrapolacao X _1, elaboramos nas se¢oes seguintes a no¢ao
de solucao e medida invariante em X para (PCE) , p) no caso em que B € Z(H,X_;) e

provamos versoes das Proposigoes 3.1.1 e 3.1.2.
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3.2 Existéncia e unicidade

No caso em que A é gera um semigrupo-Cy em X e B € Z(H,X_4) a teoria da

secao anterior se aplica ao problema de Cauchy estocastico realizado em X

dU_l(t) = A_lU_l(t) dt + B dWH(t), t e [0, T],

(PCE)(A,I,B) U1 (0) = 0

Nesse contexto, as seguintes defini¢coes formalizam a nocao de solucao para o pro-
“ 7
blema “(PCE) 4 p)” em X.

Definicao 3.2.1. Um processo U com wvalores em X € uma solucao fraca de (PCE)(AB)

se o processo LU € uma solucdo fraca de (PCE)(Ai1 By € t_1U € fracamente pro-

s

gressivamente mensurdvel, ou seja, para todo x*, € X*, o processo real (v U,z* ) é
progressivamente mensurdvel, e para todo x*; € P (A* ) as duas condi¢des sequintes $ao

satisfeitas:
(1) as trajetorias t — (1 U(t), A* x* ) sdo quase sempre integrdveis;
(ii) para cada t € [0,T],
¢
Q_IU(ﬂ,x*Q::(/TQ_IULQ,Aflx*st—%VVH@)B*x*l
0
quase sempre.

Definicao 3.2.2. Um processo U com valores em X € uma solucao “mild” de (PCE)(AB)

se 0 processo 11U € uma solugio “mild” de (PCE), | p), i.e.,
(1) a fungao t — S_(t)B € estocasticamente integrdvel em X_1, em rela¢io a Wy ;
(i1) para cada t € [0,T],
t
Lﬂ@:/smp@BmM@ (3.2.1)
0
quase sempre.

O seguinte resultado conecta os dois conceitos de solucao acima e estende a Pro-

posicao 3.1.1.
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Teorema 3.2.3. Para um processo U em X as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. U € solugao fraca de (PCE) 4 p:
2. U € solugao mild de (PCE) , py;
3. existe um operador Ry € v(L*(0,T; H), X) tal que para todo z*, € X*, temos
Ro(u o)) = B*S*,(")x*, em L*(0,T; H). (3.2.2)

DEMONSTRAGAO. A demonstragdo segue as ideias daquela em [74, Theorem 7.1], cf.

Proposicao 3.1.1 acima.

(1) & (2): A demonstracao desta equivaléncia é analoga a sua correspondente em

[74, Theorem 7.1].
(2) = (3): Por hip6tese,

LU = /0 St — $)B dW(s)

logo
t
(U(t), iy y) = / B8 (t — )1, dWi(s)
0

¢ Gaussiana para todo z*, € X*,. Como ¢_; € injetiva, e o subespaco
Z={aty ot e X2y = 2() (3.2.3)

é assim denso em X* na topologia fraca-estrela (cf. Exemplo 1.2.9), e U(t) é separdvel,

segue da Proposigao 1.2.8 que U(t) é Gaussiana.

Por [74, Theorem 7.1} o operador R_; 1 : L*(0,T; H) — X_; definido por

R—I,Tf = /OT S_l(t)Bf<t)dt (324)

pertence a v(L*(0,T; H), X_1) e satisfaz

T
||R*—1,Tx*—1||%2(0,T;H) = / |1 B*SZ(T — 3)$i1||%1d3
0
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onde (v, #7) é o niicleo reprodutor associado a U(T'). Acima, a primeira igualdade segue
de (3.2.4), a segunda é consequéncia da integrabilidade estocastica de S_; e (3.2.1), e a
terceira segue de (1.2.6).

Antes de continuar com a demonstracao rigorosa, tentaremos motivar heuristica-
mente a nossa contrugao. Observe que, pela defini¢do de R_; 7 em (3.2.4), o operador

“Rpr € v(L*(0,T; H), X)” que procuramos, se existe, necessariamente satisfaz

A ideia entao é definir um operador “Ri : Z — L*(0,T; H)” por (3.2.5), estendé-lo a X*
usando um argumento de densidade, e verificar que na verdade (R5)* : L*(0,T; H) — X**
assume valores em X, de modo que Ry := (R})* seja o operador que procuramos. O
argumento de densidade deve ser um pouco mais cuidadoso que o usual, visto que Z
¢ denso somente na topologia fraca-estrela. Isso pode ser contornado usando o nicleo

reprodutor 7.
Assim, defina o operador R : Z — L?(0,T; H) por (3.2.5), i.e.

Entao
HR:}Liﬁ:”L?(O,T;H) = |‘L;‘Li1$il"§fT’ (3.2.7)
o que mostra que R} é bem-definido e limitado em Z.

Como ¢ o ¢y € injetiva, a imagem de X*, por ¢} o(*, é densa em J¢; ~ 1 na
topologia fraca-estrela. Como 77 é reflexivo, essa imagem é densa na topologia fraca
e consequentemente denso (na topologia da norma), por Hahn-Banach. Assim, dado
r* € X*, podemos escolher uma sequéncia (r*,,) C X, tal que 50" 2%, — tpa”
em 7. Por (3.2.7) a sequéncia (R7* 2", ,) é de Cauchy em L*(0,T; H), e portanto
converge a um elemento f,« € L*(0,T; H). E elementar verificar que f,+ nao depende de

qualquer escolha particular da sequéncia (z*,,,) em X*; e que
R;x* = fl‘*
estende R} a um operador limitado de X* em L?(0,T; H) para o qual

1B | 20,0y = [leza”™ || (3.2.8)
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para todo x* € X*.
Agora, vejamos que Ry : L?(0,T; H) — X** de fato assume valores em X. Para
elementos f € L*(0,T; H) da forma
f=1lan®h, 0<a<b<T, he H (3.2.9)

e x* € Z, digamos x* = (" ;2* |, temos

<$*, R;*f> = [R;x*v f]LQ(O,T;H)
= [/, Ril,TIil]LQ(O,T;H)
=

l(a,b) X h’ B*Sill’il]lﬂ(O,T;H)

b
— [(stBh.at at
= <"L‘7 JZ*>
onde z = fab S_1(t)Bz*dt € Z(A_1) = X. Mas entao Ry f = 2 € X e como os elementos
f em (3.2.9) sdao densos em L*(0,T; H) concluimos que R}* leva todo o L*(0,T; H) em
X.
Finalmente, segue de (3.2.8) que Ry o Ry = tr o 5 é o operador de covariancia
de uma medida Gaussiana em X, o que implica Ry € v(L*(0,T; H), X) pela Proposi¢ao
1.3.6, e (3.2.2) é consequéncia imediata de (3.2.4) e (3.2.6).

(3) = (2): A demonstragao se baseia no argumento exposto no Exemplo 1.5.4. A
identidade (3.2.2) significa que ¢_; o Ry € y(L*(0,T; H), X_;) é represetado por S_;(-)B.

Considerando a decomposigao L*(0,T; H) = A (Rr) & Z(R%) onde o subespaco Z(R)
é separdvel, podemos extrair uma sequéncia (*, ) em X*, tal que (f,) == (Rpe* 2%, )

¢ uma base ortonormal de Z(R5.). Entao as variaveis aleatérias

t
Y 1= / B*S*,(t — s)a:*_ljndWH(s)
0
sao normais e independentes, a variavel

n=1

é bem-definida e satisfaz
¢
<L_1U(t),x’i1> = / B*S* (t — s)z* ;dWg(s)
0

o que implica integrabilidade estocéstica de S_1(-) B bem como (3.2.1). O
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3.3 Medidas invariantes

= [44 : 7
Suponha que (PCE)( A_,,p) Possua uma solucao “mild”. De acordo com o exposto na
segao anterior, as varidveis U_;(t) sdo Gaussianas ¢ o limite fraco p_y « das distribuigoes

t—14, quando existe no sentido de que

lim (x)dp—14(x) = (x)dp—1.00(x), f€ Cp(Xq). (3.3.1)

t—o0 X, X,

é uma medida invariante minimal.

Definigao 3.3.1. Seja B € £ (H, X _1). Uma medida de probabilidade de Radon jn em X
é invariante para (PCE) 4 py se a medida —1(p) em X_1 € invariante para (PCE), | py,
no sentido de (3.3.1).

O resultado seguinte estende a Proposicao 3.1.2 ao contexto da definicao anterior.

Teorema 3.3.2. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. (PCE), ) admite uma medida invariante em X ;
2. existe um operador Re, € y(L*(Ry; H), X) tal que para todo x*, € X*| temos

R (/5 2*) = B*S* (2", em L*(Ry; H). (3.3.2)

Nessa situagdo, a medida invariante p € tal que t_1(p) € a medida Gaussiana em X_y

com operador de covariancia Q—_1 . = L1 R RE L.

DEMONSTRACAO. A demonstragao é andloga a do Teorema 3.2.3 e se baseia em resultados
e ideias de [76] expostos na Proposigao 3.1.2.

(1) = (2): Seja p uma medida invariante para (PCE) 4 p). Entao p—100 == t-1(n) é
a medida Gaussiana e invariante para (PCE)( A_y,B)> Com operador de covariancia ()_1 o =

R 1.0 R* onde o operador R_; o, : L*(R,; H) — X_; é dado por

1,00
R_jof = / S_1(t)Bf(t)dt (3.3.3)
0
e pertence a y(L*(Ry; H), X_;). Observemos que

<,u7 Ltlx*—1> = <:u*1,007xt1>
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¢ Gaussiana para todo z*; € X*,, logo p é Gaussiana pela Proposicao 1.2.8. Sendo @) a

covariancia de p e (1g, #3) seu nicleo reprodutor temos QQ_1 = t—1Q¢* ;, logo

||R*—1,ooxi1||%2(0,T;H) = <Q—17oox*—1>$*—1>2
= HL*QL*—IJ"*—lH?%@v
e a demonstragao prossegue da mesma forma como feito na implicacdo (2) = (3) do

Teorema 3.2.3.

(2) = (1): Seja po a medida Gaussiana em X com covariancia R, RY . Entao

t_1(ftoo) é uma medida Gaussiana em X_; com covariancia®

L1 (RooREN = o1 R (11 Reo) ™.

Por hipdtese, ¢ 1Ry € v(L*(Ry; H), X ;1) é representado por S_;(+)B, logo t_1(fieo) ¢

uma medida invariante para (PCE)(A_LB) pela Proposigao 3.1.2. O

Como escrevemos no inicio deste capitulo, nosso propdsito nesta tese é caracterizar
existéncia de medida invariante para equacoes lineares com ruido aditivo. Ao menos
em espagos de Hilbert X, alguns autores, por exemplo [23, 15, 34, 21], consideraram o

problema para equacgoes semilineares, da forma
dU(t) = (AU(t) + F(U(t))) dt + B dWy(t), t >0,

) — (3.3.4)

onde A e B sao como antes e F' : X — X é, digamos, continua. Além de existéncia,
uma questao tipica considerada por tais autores ¢ a da regularidade da medida invariante
pur da equacao (3.3.4) em relagdo a medida invariante p da equagao linear <PCE>(A,B)
associada (isto é, com F' = 0). Regularidade aqui significa se pur << p, ou seja, se g é
absolutamente continua em relacao a p e, nesse caso, se temos, digamos,

dpp 1,2
— c WX 3.3.5

onde W'2(X, 1) sdo certos espagos de Sobolev abstratos.

Acreditamos que essas questoes podem ser investigadas em espacos de Banach a
partir dos artigos de KUNZE [60], sobre o semigrupo de transi¢ao associado a equagoes
semilineares em espagos de Banach, e [35], que trata dentre outros assuntos dos espagos

de Sobolev que aparecem em (3.3.5).

3Cf. o paragrafo anterior ao Exemplo 1.2.7.



Capitulo 4

Solucao da Conjectura de Weiss

Estocastica

“There are good reasons why the theorems should all be easy and the
definitions hard. ...the proofs of many theorems involve merely stripping

away the disquise.”

Michael Spivak em [85]

4.1 Resultado Principal

Pela teoria geral de semigrupos o resolvente R(\, A_;) leva X_; em Z(A_1) =X e
portanto R(A, A_1)B pode ser visto como operador de H em X. A proposigao seguinte
mostra que, quando (PCE)( AB) admite uma medida invariante e visto como operador de
H em X, R(\,A_1)B ¢ de fato radonificante. Este ¢ o operador denotado por R(\, A)B

no Teorema 4.1.2.

Proposicao 4.1.1. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy em X e assuma
que as condigoes equivalentes do Teorema 3.3.2 sejam satisfeitas. Entao, para todo A €

p(A) eziste um operador §>\,B € v(H,X) tal que
\_108vs =R\ A_)oB. (4.1.1)
DEMONSTRACAO. Observe primeiro que, se um tal operador existe entao para todo h € H

69
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ex> MQ(S_l)

110 Sy gh = R(\, A_1)Bh
— / e ™MS_(t)Bhdt

0

= / S_1(t)B(eh) dt
0

=1 10R (e ®h)

portanto §,\th = Roo(e_’\(') ® h). Essa é a receita para definir §>\,B e agora podemos

prosseguir com a demonstracao formal.

Suponha primeiro que A € p(A), com A > wy(S_1). Por hipdtese existe um operador
R € Y(L*(Ry; H), X) tal que para todo z*; € X*, temos R’ (:*,2*,) = B*S*,(-)z*,
em L*(R,; H). O operador S'\A,B : H — X definido por

Sxsh = Reo(e ) @ h)
é y-radonificante pela propriedade de ideal e satisfaz

<L_1§)\,Bh,$i1> = [e?*V & h, B*S* ()z"4]

L2(Ry;H)
o0

e M(S_1(t)Bh,x* ) dt

0
= (R(\,A_1)Bh,z* )

para todo z*, € X*,. Por Hahn-Banach, §A7B satisfaz a identidade (4.1.1).

Para p € p(A) qualquer, definimos
‘/S\M,B = §)\,B + ()\ - /L)R([L, A)‘/S\)\,B-
E claro que :9\”, B € v(H, X), e pela identidade do resolvente (2.1.4) temos

L_1§IJ’B = L_1§,\73 + (A — )1 R(u, A)§,\73
= L,1§)\7B + (A — p)R(k, A,l)L,lg,\,B
=R\, A_1)B+ (A= p)R(p, A1)R(N, A1) B
= R(u, A_1)B.
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Como R(A, A_y) leva X 1 em Z(A_1) = X, podemos interpretar R(\, A_1)B como
um operador de H em X. Como ¢_1 é injetiva, esse operador coincide com S \B- De agora

em diante escreveremos

R()\, A)B = §)\,B

para denotar este operador. O

O teorema abaixo é o resultado principal desta tese. No enunciado abaixo, como

sempre, (7, )nen € uma sequéncia Gaussiana definida num espago de probabilidade (€2, P).

Teorema 4.1.2. Seja X um espago de Banach com a propriedade (o). Sejam —A um ope-
rador setorial em X admitindo um cdlculo-H® limitado de angulo <7 e B € £ (H, X_;).

As sequintes afirmagoes sio equivalentes:
1. (PCE), ) admite uma medida invariante em X ;
2. (~A)""2B e ~(H,X);
3. A )\1/2R()\, A)B representa um operador em ~v(L*(Ry, %; H), X);
4. para todo X\ > 0 temos R(\, A)B € v(H, X) e a série Gaussiana

> w2”R(2", A)B (4.1.2)

nez

converge em L*(Q;v(H, X)), ou equivalentemente, no espaco v(H,X) em probabi-
lidade.

4.2 Demonstracao do Resultado Principal

Como ¢ usual, denotaremos por £ f(t) = [ e f(s)ds a transformada de Laplace

classica de uma funcao f.
Lema 4.2.1 (Transformada de Laplace). Se f € L*(Ry,%; H) entdo Lf(t) := tZf(t)
pertence a L*(Ry, %; H) e

1L 2 ey 2ty < SN2y a2y

Consequentemente a aplicagdo L : f s Lf é uma contragdo linear em L*(R,, %; H).
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DEMONSTRACAO. Como te'*ds é uma medida de probabilidade em R, para cada t > 0

segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

| e = [ vz T
:/Oo Ht
<[ / £ teds <

= [ Wl [ e earas
SIS

Pelo procedimento de extensao de Kalton-Weis (cf. Teorema 1.3.7) a trasformada

2 dt

s)te "*ds

O

de Laplace L induz uma transformada de Laplace L em Y(L*(Ry, % H),Y), qualquer que
seja o espaco de Banach Y, que é ainda uma contragao. Por outro lado, é facil verificar

que L é auto-adjunto, isto é,

[Lf, ] 2 dt;H) - [f, Lg]LQ( dt H)’ f,g 6 L2<R+, dt. H)
portanto L(T) = T o L para todo T € y(L*(Ry, %; H),Y).

Lema 4.2.2. Seja Y um espago de Banach qualquer. Se Ry € v(L*(Ry,%; H),Y) ¢

representado por ® entao L(R¢) ¢ representado por
LO(t)h = t/ e "“®(s)hds, he H.
0

DEMONSTRACAO. Como L(Rg) = Rg o L, é elementar verificar, usando (1.1.2) e o teo-

rema de Fubini, que

dt

E(Ra) s Flisagn = | (£005O0)F

para quaiquer f € L*(R, %; H)eyeY™. H

DEMONSTRAGAO DAS EQUIVALENCIAS (1) < (2) < (3). Vamos demonstrar que (1) =
(2) = (3) = (2) = (1). Observemos primeiro que ® pertence a v(L*(Ry; H), X) se, e
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dt

+H), X); de fato este 1ltimo é a extensao

somente se ¢ — t2®(t) pertence a y(L3(R.,

de Kalton-Weis da isometria
feL Ry dt) — ()2f(-) € LX(Ry, %),

Para o restante da demonstracao fixamos as fungoes

1 ’
oo(z) = e () = s e 0 = o

(1) = (2): Pelo Teorema 3.3.2 temos que ¢t — S(t) B pertence a y(L*(Ry; H), X), o
que significa dizer que
t > po(—tA) = (—tA)2S(t)B
pertence a y(L*(Ry, 4; H), X_1,). A transformada de Laplace (cléssica) de s — @ (s2) é
igual a

1 T 21/2
LAs— (Sz)/2e_sz}(t) = %m

logo pela Proposicao 2.2.4 temos que

@(-Aw (t—A) "B = /O Tt (s A) S () B ds

ou equivalentemente

%%(—tlA)l/Q(l —tA)PB = t/ e “po(—sA)B ds.
0

Assim, pelos comentarios feitos apés o Lema 4.2.1 deduzimos que
ts (—tTAYE(1 =t A)EB = ¢(—t ' A)B

pertence a y(L*(Ry, %; H), X _1,), o que implica (2) pelo Teorema 2.3.6.
(2) = (3): Por (1) = (2) do Teorema 2.3.6 resulta que

s p(—sA)B = (—sA)?(1 — sA)"'B

. 10y, X _1,), € isto equivale a dizer que

T

pertence a y(L*(R,,

s s”2(1—sA)'B
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pertence a y(L*(Ry, %; H), X). Substituindo s = 1 obtemos que
tt”2(t—A)'B

pertence a v(L*(Ry, %; H), X).

(3) = (2): Substituindo ¢ = § vemos que (3) equivale a dizer que

s> 52(1—sA)!

pertence a v(L*(Ry, ©; H), X) e isto equivale a dizer que

s (—sA)2(1 — sA)T'B = p(—sA)B
pertence a y(L*(Ry, % ds. [), X_1/2). Pela Proposicao 2.2.7 os operadores

M(s) := ¢(—sA) = (1 — sA)~ "
sao y-limitados para s > 0, e dai resulta pelo teorema dos ~y-multiplicadores que
s+ M(s)p(—sA)B = (—sA)B

pertence a v(L*(Ry, %; H), X_3,). A conclusio segue da equivaléncia (1) < (3) do Teo-
rema 2.3.0.

(2) = (1): Por (1) = (2) do Teorema 2.3.6 deduzimos que
t— po(—tA) = (—tA)2S(t)B

pertence a y(L*(Ry, %; H), X_y,), o que equivale a dizer que t — S(t)B pertence a
Y(L*(Ry; H), X), e isto implica (1) pelo Teorema 3.3.2. O

Para o nosso préximo resultado, comecemos observando que a imagem da medida de
Lebesgue pela aplicacao exponencial exp : R — R, é a medlda . Assim, se g = f oexp
entdo f € L*(R., %) se, e somente se g € L*(R, dt). Seja Sp a falxa {z€eC:|Imz| <0}e
denote por p a imagem da medida de Lebegue de Sy, pela aplicagao exponencial, no setor
Y. Seguindo a literatura (cf. [45, p. 114]) definimos o espago de Hardy H?(Xg, u; H) como
o espaco das funcoes analiticas limitadas f : ¥y — H tais que as fungoes t — f(te*™)

pertencem a L*(R., %; H) para todo 0 <n < 6 e

sup / 7t P < oo,

0<n<O
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Lema 4.2.3. Seja f : ¥y — H uma funcao analitica limitada tal que para algum 0 < n < 6
as fungoes t — f(te*™) pertencem a L*(Ry, %; H). Entdo f € H*(S,, 1, H) e

D IFE@INE S M W2y

neL

Em outras palavras, o operador f € H*(S,, u; H) — (f(2"))nez € (2(H) € limitado.

DEMONSTRACAO. Considerando uma base ortonormal do subespago fechado separavel
lin(f(2"))nez podemos supor que H = R e que f é harmoénica. Assim, a questdo é
equivalente a mostrar que se g : Sy — R é harmonica e as fungoes s — g(s=+in) pertencem
a L*(R) entdo >, [g(nIn2)* < [lgls,[172(,)- Pela férmula de Poisson para faixas [94]
temos, para a € R e || < n,
sla+is)= 3 [ Plas—s)gls + (-1ims
j=0,1"Y —°
onde os P; sao nucleos de Poisson apropriados com propriedades de integrabilidade sufi-

cientes para concluirmos que

sup || g(- +i8)||L2m) < 00
|B1<n

de modo que, por Fubini

77 o0
/ g = / / g(s +it)*dsdt < 2n sup ||g(- + i6)| L2 ()
Sy —n J —oo

1Bl<n
ou seja glg, € L*(S,). Para 0 < § < n suficientemente pequeno, os discos

D, ={2€C:|z—nln2| <0}, neZ

~ . . . ~ _1 ~ .
sdo disjuntos e assim as fungdes ¢, := |D,|""1p, sdo ortonormais em L2(S,). Pelo

teorema do valor médio (cf. [17, Lemma 1.11])

Z|g(nln2)|2:%“;n’/l) g(x+iy)d$dy‘2
ne m

ne”L

1 . . 2
— WZ ‘/ g(x—irzy)an(x—l—zy)da:dy‘
nez Sn

1
WHQISW H%2(sn)-

N
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O procedimento de extensao de Kalton-Weis (cf. Teorema 1.3.7) permite estender
o operador acima a um operador v(H*(X%,, u; H),X) — v(¢*(H), X). Pelo mesmo ar-
gumento do Exemplo 1.4.6 podemos ver que a restricao desse operador aos elementos

representaveis por funcoes ¢ : ¥, — v(H, X) é dada por
I@ € 7(H2(2777 M3 H)7 X) = ((I)<2n)>n€Z S 7(627 V(Hu E))a
o que significa dizer que ), _, 7, ®(2") converge em probabilidade no espago v(H, X).

DEMONSTRAGAO DA IMPLICAGAO (3) = (4). E claro que (—A)~"»B € v(H, X) implica
(—eﬂ”A)_l/QB € v(H,X) para todo n > 0 suficientemente pequeno. Pela implicacao
(2) = (3) deduzimos que

t s t2R(t, e MA)B = eF 2 (teF) R R(te T A)B

pertence a v(L*(Ry, %; H), X). E 6bvio entdo que t — (te¥") 2 R(te*™ A)B pertence a
V(LA (R, %; H), X) o que implica, pelo Lema 4.2.3 e pelo procedimento de Kalton-Weis,
que a sequéncia (272R(2", A)B),cz pertence a vy(¢%,v(H, X)) no sentido de que a série
> ez 2™ R(2", A)B converge como na afirmagao (4). O

O préximo lema assegura que certas somas Gaussianas de resolventes da forma

1
Z Yn$2R(s,, A)B
nel
podem ser estimadas independentemente de escolhas arbitrarias, contanto que restrinja-

mos as escolhas a certos intervalos diadicos fixos. Mais precisamente, um intervalo em

R, sera dito diddico (em relacdo a medida %) se for da forma
[2K/2Y o(k+1/2Yy e 7 M € N. (4.2.1)

Estes sdo as imagens dos intervalos diddicos usuais [k/2M, (k+1)/2M) C R pela aplicacao

exponencial (a menos de um fator In2).

Lema 4.2.4. Seja A vy-setorial, e sejam Iy,..., Iy intervalos diddicos. Para quaisquer

escolhas s,,t, € I, temos

HZ%SZQR(S”,A)B‘
ner

L2(Qv(H,X

1
~ E Wt2R(t,, A B‘
) H%F’y ( ) L2(Q;v(H, X))

com constantes independentes do subconjunto finito ' C Z, dos intervalos I,, e dos pontos

Spytn € I,.
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DEMONSTRAGAO. Usando a identidade do resolvente, temos

HZ% JA) =t/ R(

nekF

ny

Qv (H,X))

ny

tn — Sn
- 2
< H E Vn tZQSZQ SnR(sn, A)t12R(

Yo —t/2
2w R, ) B[
F n

Qv(H,X))

L2(Qy(H, X))

Agora, se t,, s, pertencem a intervalos da forma (4.2.1) entao

tn — si — b

oy <2 -1k

<22 1< e

£

logo segue do principio da contragao (Proposigao 1.2.4) e da ~-limitagao dos operadores
tR(t, A) para t > 0 que ambos os termos no lado direito da desigualdade acima podem
ser estimados por Hzne Il R(tn, Pela desigualdade triangular em

L*(Q;~v(H, X)) temos portanto que
HZ Vs R (s, A)B‘
ner

com uma constante que depende apenas do y-limitante de {tR(t, A) : t > 0}. A desigual-

A lgHL2 (Qy(H,X))"

< APR(t,, A B‘
~J HTZEZF’}/ n ( ? ) LQ(Q;’}/(H,X))

L2 (Qy(H,X))

dade contraria é obtida substituindo s,, por t, e vice-versa. O
DEMONSTRAQ/KO DA IMPLICAGAO (4) = (3). Seja S B a média integral em relacao a
med1da 2 da funcao t t/QR(t A)B sobre o intervalo diddico

IT(L%) _ [2n+m/2M’ 2n+(m+1)/2M>

e seja M) = ontm/2M ¢ extremo esquerdo do intervalo I Entdo

S :][ tl/zR(t,A)B@
M)

1 > L dt
= i [ i O R — R, 5
= Up o () P RO, A) Bl

onde |]T(Ll‘mj)| =2"1n2 ¢ a medida £ de 190 e

oo ((M)\1, 1 dt 0o th 1 dt
an . [T lm)? 1 LU B
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4.2 Demonstracao do Resultado Principal

Como t/t%%) € [1,2] em I e tanto tR(t, A) quanto AR(t, A) sao ~-limitados para t > 0

(cf. Proposicao 2.2.

entao

2M 1
DIPIEFIEEH
ner m

M

2 |

)

7) concluimos pelo Teorema 1.2.12 que os Ur%) sao ~v-limitados. Mas

7(L2(R+1%)77(H7X))

)y Z Y Sy B

2"l & £ L2(Q(H,X))
oM _q
wmUM) o [((0DY 2 R(M) A ’
lZ ;) : VAR B

> Z Yo (50 RS, A)B
7 Z Z %m2"/2R(2”,A)B‘

HZ Z 1,00 ® 2% R(2", A)

neF m=0

M/ L2(Qy(H, X))

L2(Q;v(H, X))

’Y(LZ (RJM%)?'Y(HvX))

HZ 1, ®2"R(2", A)

neF

HZ 2 R(2", A)B‘
neF

'Y(L2 (Rﬁ-»%):’Y(HvX))

L2(Qy(H,X))

com constantes independentes de F' e M. Acima os passos (1), (4) e (5) seguem de (1.3.3),

o passo (2) segue da ~-limitagdo dos operadores U e o passo (3) segue do Lema 4.2.4

(M

aplicado aos pontos s, = 2" e ¢, = ') em I,, = PARPASEDN

Pela Proposicio 1.3.3 (cf. também Exemplo 1.4.7) conclufmos que t — t?R(t, A)B
pertence a y(L*(Ry, %; H), X) e

1 7 n
I+ ERR(E A)BIL oz, atan ) S |30 2P RE" A

(H,X
el Qv (H, X))
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