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Resumo

Métodos de Otimizagao de terceira ordem, embora de longa tradigao, eram considerados,
até passado recente, impraticaveis, devido a taxa com que o esfor¢co computacional cresce
em fung¢ao da dimensao do problema. Avancos no desenvolvimento de estruturas de dados,
rotinas que trabalham com estas estruturas e a exploragao da esparsidade de grande parte
dos problemas encontrados na pratica ja permitem implementacoes destes métodos que
podem torna-los competitivos com métodos de segunda ordem. O objeto desta dissertagao
¢é a apresentagao do método de Halley, um método de terceira ordem, sua implementagao
em MATLAB e a realizacao de testes computacionais, visando uma comparacao empirica
de sua eficiéncia frente ao método de Newton, o método de segunda ordem mais empregado
na atualidade.
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Abstract

Higher order optimization methods, though of long-standing tradition, until recently have
been deemed impractical, due to the rate of increase of the computational effort as a func-
tion of the size of the problem. Advances in the development of data structures, routines
that work with these structures and the use of the sparsity of a vast range of practical
problems have led to implementations of these methods that are competitive with second
order methods. The object of this dissertation is the study of Halley’s method, a third-
order method, the development of a MATLAB implementation thereof and its testing,
aiming at an empirical comparison of its efficiency against that of Newton’s method, the
second-order method most widely used today.
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Introducao

Quando estamos trabalhando com problemas de otimizag¢ao nao-linear ha sempre uma
grande preocupacao com relagao a escolha do melhor método a ser empregado na resolugao
dos problemas. E importante que o método forneca uma boa aproximacao da solucéo e,
ao mesmo tempo, é fundamental que o custo computacional nao seja muito alto para
que mesmo problemas de grande porte, que sao muito comuns na pratica, possam ser
resolvidos.
Na atualidade, o método mais empregado para a solugao do problema de otimizacao
nao-linear sem restricoes
min  f(z)
r e R"?

(1)

¢ o método de Newton, que sempre funcionou muito bem na pratica. Este método é
aplicado para a classe C? de funcoes, utiliza as derivadas de primeira e segunda ordem e
possui convergéncia quadratica. Sua féormula iterativa é dada por

Torr = a1 — [V2f(21)] 'V f(21), k=0,1,....

Existem na literatura diversos métodos baseados no uso de derivadas de ordem su-
perior que, apesar de possuirem uma ordem de convergéncia maior e terem surgido a
mesma época que o método de Newton, nao costumam ser utilizados para a resolugao de
problemas aplicados na atualidade.

Um dos métodos mais populares baseado no uso de derivadas de ordem superior é o
método de Halley, proposto por Edmond Halley, um brilhante astréonomo e matemaético,
famoso por ter calculado a orbita do cometa que recebe o seu nome, ver [38|. Sua formula
iterativa é dada por

Tpy1 = xk—[]—%v2f(xk)lvgf(xk)VQf(xk)IVf(xk)]IVQf(mk)1Vf(mk), kE=0,1,....

O método de Halley é aplicavel a classe C* de fungoes e além de utilizar as derivadas
de primeira e segunda ordem, utiliza também derivadas de terceira ordem em seu processo
iterativo, o que aumenta muito o custo por iteracao & medida que a dimensao cresce, uma
vez que envolve o calculo de n? derivadas parciais de terceira ordem para uma funcao com
n variaveis.

Em geral, o método de Halley necessita de menos iteragoes do que os métodos de
segunda ordem, como o método de Newton e suas variantes, para atingir a mesma precisao.



Por outro lado, o custo por iteragao e requerimento de memoria sao maiores, pois além

do calculo de n elementos do gradiente e nntl) elementos da matriz Hessiana, realizado

2
) P o 243
no método de Newton, também sao calculados, a principio, W’++"

a cada iteragao, para uma funcao de n variaveis. O alto custo computacional do método

elementos do tensor

Halley, para problemas de grande porte, justificaria o fato do método nao ser muito
empregado na atualidade.

No Capitulo 1, apresentamos alguns aspectos teéricos mais relevantes sobre os métodos
de Newton e Halley para zero de funcoes reais de uma variavel real, com abordagem
algébrica e geométrica de ambos os métodos, bem como condigoes para a convergéncia
local e as respectivas taxas de convergéncia. No final do capitulo, apresentamos alguns
testes numeéricos realizados no MATLAB nos quais observamos uma melhor eficiéncia e
robustez do algoritmo de Halley, neste conjunto de testes, comparado ao algoritmo de
Newton.

No Capitulo 2, abordamos o caso geral do problema de localizacao de zeros de funcgao,
onde F': R" — R", é uma funcao vetorial de varias variaveis reais. Neste caso, as formulas
iterativas dos métodos de Newton e Halley para uma variavel possuem uma extensao
natural para o caso em que F é uma funcao vetorial real.

No Capitulo 3 introduzimos o problema de otimizagao nao-linear sem restricao e
fazemos a ponte entre o problema de localizacao de zero de funcao e o problema de
otimizagao nao-linear sem restrigoes. A resolucao do problema de localizacao dos pontos
estacionarios da funcao, ou seja, os zeros do vetor gradiente, vai fornecer candidatos ao
ponto 6timo.

No Capitulo 4 criamos uma classe de fungoes para a realizacao de uma bateria de
testes preliminares, com o objetivo de aprimorar as implementacoes dos algoritmos. Ver-
soes mais eficientes destas tultimas sao obtidas fazendo uso da simetria e esparsidade das
matrizes (resp., matrizes e tensores) envolvidos na formula iterativa de Newton (resp.,
Halley). Problemas, onde as matrizes envolvidas no processo iterativo sdo esparsas, sao
muito comuns na pratica para problemas de grande porte, e fazer uso desta estrutura para
eliminar operagoes com os elementos nulos diminui consideravelmente o esforgo computa-
cional. Estudos recentes, ver [16, 17, 18|, mostram que o uso da estrutura de esparsidade e
simetria dos tensores das fung¢oes pode tornar os métodos de terceira ordem competitivos
com o método de Newton. Posteriormente, em nossos testes principais, com problemas
retirados da literatura, utilizamos as implementagoes que se mostraram mais eficientes.

Finalmente, no Capitulo 5 apresentamos o conjunto de problemas para a realizagao
da fase final de testes do nosso trabalho. Foram selecionadas dez classes de fungoes com
dimensao variavel, sendo seis da cole¢ao CUTE |7] e quatro da colegao apresentada em
[5] para otimizagao irrestrita. Para cada problema resolvido, apresentamos a média do
numero de iteracoes e tempo de execucao dos métodos de Newton e Halley, para vinte
testes com ponto inicial aleatério. Além disso, resolvemos também os problemas com o
ponto inicial fornecido na respectiva cole¢ao. Os resultados obtidos sao organizados em
graficos e tabelas para uma melhor visualizacao e comparacao dos dados.

Nossas conclusoes estao resumidas ao final. A implementacao do algoritmo de Halley



teve performance proxima & de Newton, sendo melhor em algumas dimensoes, em alguns
problemas, e pior em outras. Lembrando que os testes foram realizados no ambiente

de computacao MATLAB, sem grandes sofisticacoes no que tange & programagao, 0s
resultados levam a supor que implementagoes mais eficientes em uma linguagem como C.






Capitulo 1

Métodos para Zeros de Funcoes de
Uma Variavel

Resolver uma equagao nao-linear ¢ um problema que tem ocupado matematicos por sécu-
los. Como veremos no Capitulo 4, o problema de localizagao de zeros de fungoes de uma
variavel

encontrar z* € R tal que f(z*) =0,

esté intimamente relacionado com o problema de otimizagao (1).

Assumimos f € C? para que os métodos de Newton e Halley, estudados neste capitulo,
estejam bem definidos, embora para o método de Newton basta supor f € C*.

Consequentemente, o estudo de métodos para a localizacao de zeros de funcao é
extremamente relevante em Matemética Aplicada. Neste trabalho focamos dois métodos
especificos para tal, o método de Newton e o método de Halley. Nosso objetivo final é
realizar uma comparagao empirica de sua eficiéncia relativa.

Sendo assim, apresentamos neste capitulo alguns aspectos teoricos de maior relevancia
para o estudo destes métodos, na versao para uma variavel, apresentando uma abordagem
algébrica e outra geométrica, assim como resultados de convergéncia para o caso de funcao
real de uma variavel real.

1.1 O método de Newton para zeros de funcao

O método de Newton, ou Newton-Raphson, é o mais classico método para a resolucao
de uma equagao algébrica nao-linear. Foi proposto por Newton em 1669 e depois por
Raphson em 1690 [37] e, mesmo depois de mais de trés séculos, o método ainda atrai a
atencao de diversos pesquisadores.

O método de Newton para localizacao de zeros de fungdes de uma variavel é um
método iterativo que, dado um ponto que é uma aproximacao para o zero, resolve o
problema de achar o zero da aproximacao linear da fun¢ao no ponto dado, obtendo assim
uma nova aproximacao. A vantagem da escolha do tipo de aproximacao reside no fato
que o problema de localizar o zero de uma fungao linear é trivial.



Algebricamente, se f: R — R é a fungao cujo zero desejamos obter, sua aproximagao
linear no ponto Z é justamente o polinémio de Taylor de primeiro grau desta funcao em
torno deste ponto:

l(z) = f(@) + f(@)(x — 7). (1.1)

A simplicidade da fungao permite obter uma expressao analitica para o zero de ¢(z):
- f@)

rT=7I— . 1.2

7@ 2

Note que a formula acima pressupoe que a derivada em = seja nao nula.
Assim, o método de Newton parte de uma estimativa g para o zero de f(x) e constroi
uma sequéncia de aproximagoes sucessivas pela formula

f(xr) I

STk

Sob o ponto de vista de custo computacional, o método necessita, a cada iteracao, uma

=0,1,... (1.3)

avaliacao da fungao e de sua derivada de primeira ordem. Mostraremos na proxima se¢ao
que, se a sequéncia gerada pelo método de Newton convergir para o zero da fungao f e a
derivada de f for nao nula neste ponto, a convergéncia sera quadratica.

Sob o ponto de vista geométrico, o grafico da aproximagao linear de f no ponto T é
uma reta tangente ao grafico de f no ponto (z, f(Z)). Ou seja, dado que a equacao da
reta tangente ao grafico no ponto atual é

y=f(@)+ (@)@ - 1),

a proxima aproximagao, a abscissa do ponto onde a reta tangente intersecta o eixo hori-
zontal, é dada pelo valor de x que satisfaz y = 0:

0=f(@)+ [ (@)(x—2).

A solugao da equagao acima é precisamente a formula (1.2), obtida via a interpretagao
algébrica do método.

Na Figura 1.1 apresentamos duas iteragoes do método de Newton para quatro fungoes.
Para cada fun¢ao tomamos uma aproximacao inicial xg e a reta tangente ao grafico no
ponto (xq, f(xo)), To(z). A préxima aproximagao da solugao é xq, abscissa do ponto
onde 7y intercecta o eixo x. No préximo passo, tomamos a reta tangente ao grafico em
(1, f(x1)), r1(x). Podemos perceber que, nos quatro exemplos, a sequéncia de pontos
gerada pelo processo iterativo do método de Newton parece estar convergindo para um
zero da funcao.

Um pseudo-codigo do método de Newton é apresentado no Algoritmo 1. Os dados
de entrada sao a fungao, uma estimativa inicial para seu zero, uma tolerancia positiva
e utilizada para critério de parada, e um valor utilizado como salvaguarda: mazit, o
numero maximo de iteragoes. A variavel logica Sucesso indica o resultado da execucao
do algoritmo. Se seu valor é Verdade, o valor de z* é a aproximacao encontrada para o
zero da fungao de entrada, dentro da tolerancia especificada. Caso contrario, o algoritmo
parou sem ter atingido uma aproximagao satisfatoria.
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e a segunda aproximacgao do método de Newton respectivamente.

Figura 1.1: Processo iterativo do método de Newton



Algoritmo 1: Método de Newton para zero de funcao
Entrada:
f (fungao real de uma variavel real), xy € R (ponto inicial), € > 0 (tolerancia),

mazit (ntimero méaximo de iteragoes).
Inicializagao:
r* 0,
Sucesso<— Verdadeiro, k < 0.
Enquanto |f(zx)| > €, k <mazit e Sucesso=Verdadeiro
Se f'(zx) # 0 Entao
D)
f'(x)

Tyl < T —

k< k+1
Caso contrario
Sucesso<—Falso
Se k <maxit e Sucesso=Verdadeiro Entao
T* — xp,
Caso contrario
Sucesso< Falso
Saida:
Sucesso, T*.

1.1.1 Convergéncia do método de Newton para zeros de fungao

Ao trabalharmos com métodos iterativos, é importante conhecermos as condi¢oes de con-
vergéncia do método e sua ordem de convergéncia, assumindo que o método converge.

Em geral, nao se pode garantir convergéncia global do método de Newton e por isso
focamos o estudo da taxa de convergéncia do método para os casos onde ele converge.
Mesmo assim, é interessante conhecermos resultados que abordem este aspecto.

O teorema abaixo, por exemplo, apresenta condi¢Oes suficientes para a convergén-
cia do método de Newton. Trata-se de um resultado de importancia mormente teorica,
pois na prética normalmente desconhecemos a vizinhanga do zero procurado e o método
eventualmente converge mesmo para fungoes que nao satisfazem todas as hipoteses.

Teorema 1.1 (Convergéncia local do método de Newton) Seja f € C?*[a,b]. Se
x* € la,b] € tal que f(x*) =0 e f'(x*) # 0, entao existe um 6 > 0 tal que o método de
Newton gera uma sequéncia {xy} convergente para x* para qualquer aproximagao inicial
xo € [2* — §,2* + 0].

A demonstragao do Teorema 1.1 pode ser encontrada em [9] e é baseada na anélise do
método de Newton como sendo um caso particular do método de iteragao do ponto fixo,
cuja formula iterativa é xy = g(xk_1), k > 1, para

@
ola) =2~ Fos (1.4)

8



Apresentamos abaixo a definicao de ordem de convergéncia e, em seguida, o Teorema
que garante a convergéncia quadratica do método de Newton, que é o que mais nos
interessa nesta dissertacao.

Defini¢ao 1.1 Suponhamos que {py} seja uma sequéncia que converge para p, com py # p
para todo k. Se existem as constantes positivas \ e a com

i Pt =Pl _
k—oo |pr — p|®

b

entio {py} comverge para p com ordem « e erro assintotico A.

Teorema 1.2 (Ordem de convergéncia do método de Newton) Assuma que o mé-
todo de Newton aplicado a func¢io f € C? produz uma sequéncia {xy} que converge para
€ tal que f(§) =0 e f'(€) # 0. Entao esta convergéncia € quadrdtica.

Prova [11]: Vamos considerar a fungao de itera¢do de ponto fixo do método de Newton

Tha1 = g(Ty) (1.5)

onde g é dada em (1.4).
Por hipétese, o método de Newton é convergente e, se £ é tal que f(§) =0, £ é um
ponto fixo de g, ou seja,

§=9(&). (1.6)
Subtraindo (1.6) de (1.5), temos
zer1 — & = g(ar) — g(8),

e utilizando a expansao de Taylor de g em torno de £ para expressar g(xy), obtemos

9" (Yr)

o1 = &= () + 9w — ) + T (2 — )" = 9(9), (1.7)
onde ¥ é um valor entre zy e &.
come F@) (@)
x)f"(x
g(x) = =5~
[f'(x)]
temos que ¢'(§) = 0. Utilizando este fato em (1.7), temos
9"
Tpy1 —§ = (2, k) (xk - §>27
e, portanto,
s — € _|g"()
|z, — €] 2t |
Tomando o limite na igualdade acima,
i "
i [T =€ 9 (W) ’
k—o0 ‘xk — €|2 k—o0 2!




Por hipotese, xp — £ e 1, esta entre z; e £&. Portanto, pelo Teorema do Confronto,
lim ¢, = &.
k—o00

Como ¢” é uma fun¢@o continua, temos entao que

/! /!
RS IRPAG.
e podemos concluir que o método de Newton converge quadraticamente. ([l

1.2 O método de Halley para zero de funcao

O método de Halley para zero de funcao foi proposto por Edmond Halley em 1694, &
mesma época que o método de Newton. Praticamente nao é utilizado na atualidade
mesmo sendo um método com convergéncia ciibica, provavelmente pelo fato de necessitar
do calculo das derivadas de segunda ordem, o que representava um alto custo para a
época em que ele foi proposto. Para func¢oes de uma variavel isso ja nao se justifica mais
e mesmo para fungoes de varias variaveis ja ha estudos indicando sua competitividade em
casos especiais. Edmond Halley (1656-1742) foi um brilhante astrénomo e matemaético,
famoso por ter calculado a orbita do cometa que recebe o seu nome [38|.

O método de Halley, juntamente com o método da secante, é considerado o método
mais frequentemente redescoberto na literatura [31]. Por este motivo, encontramos di-
versas dedugoes para o método, algumas delas podem ser vistas em |2, 8, 31, 14, 1, 37|.
Assim como o método de Newton, Halley constroi uma sequéncia de aproximagoes suces-
sivas para o zero da func¢ao original f resolvendo, a cada passo, um problema que modela o
original. Nao se trata, entretanto, do que poderia ser considerada a generaliza¢ao natural
do método de Newton, na qual o problema aproximado tomaria o polinémio de Taylor de
segunda ordem da funcgao original no ponto atual. Este método é chamado de método de
Euler. No método de Halley, ver [31], o problema aproximado consiste em achar o zero
de uma funcao h cujo grafico € uma hipérbole osculante ao grafico de f no ponto atual,
motivando a alcunha atribuida ao método, de método das hipérboles tangentes. Ou seja,
se x € o ponto atual, a fungdo cujo zero seria encontrado na (k + 1)-ésima iteragao é

(x —xg) +c

hi(z) = a@ =20+ 0 (1.8)

onde as constantes® a, b e ¢ devem ser tais que h;, tenha ordem de contato igual a 2 com
a funcao f no ponto z,. Ou seja, satisfazem as equagoes

!Estas constantes também dependem da iteracdo, a rigor deveriam ser ay, b e c;. Eliminamos o
subescrito para simplificar a notacao.
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Substituindo a expressao de hi(z) em (1.9), obtemos o seguinte sistema linear:

f(xk) = g’
f/(-Tk) _ b;ZCLC’
\ ) = 2a(abc3— b)’
cuja solucao é dada por:
( Y _f//(xk)
2f'(xx)? = f(z) f"(21)
b 2" ()
2f"(@r)? = flae) " (w)
. 2f (i) f' (k)
\ 2 (xx)? — flaw) f'(z)

Note que, para que a iteragao do método de Halley esteja bem definida, o denominador
que aparece nas expressoes das constantes a, b e ¢ deve ser nao nulo.

A escolha de aproximacgoes para a fungao original costuma ter em vista a obtencao de
um problema de facil solugao. Neste caso, o zero de hy(x) pode ser obtido analiticamente:
r = x3 — c¢. Substituindo o valor de ¢ determinado no sistema linear acima, temos a
formula iterativa do método de Halley

Thil = Tp — 2f(zp) f'(xn)
+ 2f’<[1}k)2 _ f(xk)f"(l’k)’

Note que, se f”(z)) = 0, a formula iterativa de Halley coincide com a formula de Newton.

k=0,1,... (1.10)

Na Figura 1.2 apresentamos duas iteragoes do método de Halley para quatro fungoes.
Para cada fun¢ao tomamos uma aproximacao inicial xg e a fungao cujo grafico é a hipérbole
tangente ao grafico nesse ponto, hg(z). O proximo ponto do processo iterativo é o ponto
x1, onde hg intercepta o eixo das abscissas, e tomamos entao a funcao cujo grafico é a
hipérbole tangente ao grafico em z1, hy(x). Podemos perceber que, nos quatro exemplos,
o sequéncia de pontos gerada pelo processo iterativo do método de Halley esté convergindo
para um zero da funcao.

Outra maneira de pensar o método de Halley 31, 14, 1] é trabalhar inicialmente com
o polinomio de Taylor de segundo grau e aplicar uma correcao de Newton para obter a
aproximagao. Seja pr o polindmio de Taylor de segundo grau que aproxima f em torno
de zy:

pe(e) = Fl) + £ — ) + T 2 (111)

Analogamente ao método de Newton, suponha que desejamos obter o zero de pi(z). Com
algumas manipulagoes algébricas chegamos em

=) (£ + 50 = ) ) = 1)
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Figura 1.2: Processo iterativo do método de Halley, onde ho(z) e hi(x) sdo a primeira

e a segunda aproximagao do método de Halley respectivamente.
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que pode ser reescrito como

f (k)
Fr(ar) 4+ 5" (wp) (@ — 2x)

Aplicando uma corregdao de Newton

T —x)=— (1.12)

f(@r)
r—x) = —
no lado direito da equagao (1.12), obtemos:
v = f(zy)
7o - E
—2f (i) f' (k)

2f'(z)? — f"(xx) f ()

e portanto, temos a féormula iterativa do método de Halley para localizacao de zeros de
funcao.

No Algoritmo 2 apresentamos o pseudo-codigo para o método de Halley. As entradas
sao a funcao f, a estimativa inicial zy para o zero de f, a tolerancia positiva € para o
critério de parada (valor de fungao suficientemente pequeno). Finalmente mazit determina
o nimero maximo de iteragoes, fornecendo uma salvaguarda para o caso do método nao
convergir. A saida é constituida pela variavel logica Sucesso e pelo valor x*. Se Sucesso
é Verdadeiro, entao x* contém a aproximagao encontrada para o zero de f pelo método.
Caso contrario, sabemos que o método fracassou.

Algoritmo 2: Método de Halley para zero de funcao
Entrada:
f (fungao real de uma variavel real), o € R (ponto inicial), e > 0 (tolerancia),

mazit (nimero maximo de iteragdes).
Inicializagao:
¥+ 0,
Sucesso< Verdadeiro, k < 0.
Enquanto |f(zg)| > €, k <mazit e Sucesso=Verdadeiro
Se (2f'(xx)? — ["(x1) f(2x)) # 0
2f (i) f' (k)
2f"(wr)? = [ (@) f ()

Tyl < T —

k< k+1
Caso contrario
Sucesso < Falso
Se k <maxit e Sucesso=Verdadeiro Entao
T* < xp
Caso contrario
Sucesso<— Falso
Saida:
Sucesso, x*.
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1.2.1 Convergéncia do método de Halley

Sob determinadas condig¢oes, pode-se mostrar a convergéncia monétona do método de
Halley. O resultado a seguir ¢ extraido de [27].

Teorema 1.3 (Convergéncia do método de Halley) Seja f” continua, f' # 0 e
((sgu(f)f)"2)" > 0 num intervalo I contendo o zero x* de f. Entio o método de
Halley converge monotonicamente para x* partindo de qualquer ponto em 1.

Prova: Se a fung@o continua f’ é ndo-nula em I, entdo seu sinal é constante neste inter-
valo. Sem perda de generalidade vamos supor f’ > 0, o caso restante tem demonstragao
analoga.

Para obter a convergéncia mondtona, basta mostrar que, se comegamos em ¥ € I,
entao o proximo ponto de Halley situa-se entre & e x*. Dividimos a demonstracao em dois
Casos.

Caso 1: f"(z) # 0.
Neste caso a fungao racional h em (1.8) que aproxima f em torno de Z em uma iteragao
genérica do método de Halley pode ser reescrita como

B
hx) =A+ —— 1.13
(0)=A+ 2o, (1.13)
onde as constantes A, B e C' devem satisfazer as condigoes
B
A = T 1.14
t——g = f@), (1.14)
B /
-_— = T 1.15
rop — 1@ (1.15)
2B "o
S , 1.16
on - @ (1.16)
para que h tenha ordem de contato 2 com f em z = Z.
De (1.15) segue que
B < 0. (1.17)
Por outro lado, de (1.15) e (1.16) temos
sgn(z + C) = —sgn(f"(7)). (1.18)

O dominio de h é (—o0, —C) U (—=C,00). Da condigao (1.18) acima, temos que o
intervalo deste dominio que contém z é determinado pelo sinal de f”(z). Se f"(z) > 0,
T encontra-se a esquerda de —C e se f’(z) < 0, entdo & > —C'. Veremos que o grafico
de h encontra-se abaixo do grafico de f para pontos no dominio & esquerda de Z e acima
para pontos a direita.

Para tanto, considere

(z+O). (1.19)



De (1.17) segue que g estd bem definida. Esta fungao linear é o polinémio de Taylor que
aproxima f’_l/Z(:z:) até a segunda ordem, em torno do ponto = = .

A hipétese que (f'~/2)” > 0 implica que f'~/? é convexa em I. Portanto g(z) <
f~Y2(x). A fungdo linear g se anula em x = —C, tem sinal sgn(f”(Z)) no intervalo
(—o0, —C') e sinal —sgn(f"(z)) em (—C, 00). Portanto, destes dois, o intervalo que contém
Z é aquele no qual g é positiva. Entao, neste intervalo,

—sgu(f"(z))

0< x4+ C)< f2,
o que implica
R ) (1.20)
(x+C)2 = '
Assim, para x > T,
xr _B xr
——dt > "(¢)dt
[ wrept= [ 1w
e, portanto,
B B
A —A-— > — f(z
b A =T (@) - (@),
o que equivale a dizer, usando (1.14)
h(z) > f(x), parax > Z. (1.21)
Para z < 7, .
[ wrepz [ o
e, portanto,
B B
A+ ———A— > f(x) — )
b A2 () - (@)
Temos entao, analogamente,
h(z) < f(z), parax <Z. (1.22)

Concluimos entao o resultado desejado, isto é, se z* > Z, entdao f(z) < 0 e o gréfico
de h corta o eixo (no proximo iterando & do método de Halley) antes do grafico de f, se
percorremos o grafico da esquerda para a direita. Ou seja, z* < ¥ < Z. Analogamente,
se T > x*, como f(Z) <0, entdo z <7 < x*.

Caso 2: f"(z) = 0.
Neste caso a fungao racional h de (1.8) toma a forma

h(z) = Az + B, (1.23)

ou seja, o grafico da aproximacao h é uma reta tangente ao grafico de f em x = z. Note
que neste caso a aproximacao h coincide com a aproximacao do método de Newton.
Como h deve satisfazer



temos que A = f'(z).
Assim, se f > 0, temos que A > 0 e g(x) = A"~'/? aproxima f”~1/2 até segunda ordem
em torno de z = Z. Portanto, da convexidade de f”~'/2, seguem as mesmas conclusoes.
OJ

Mais relevante para o nosso estudo ¢é o resultado que garante a taxa de convergéncia
cibica do método de Halley, que apresentamos a seguir, cuja demonstracao segue os
moldes da demonstracao da ordem de convergéncia do método de Newton.

Teorema 1.4 (Ordem de convergéncia do método de Halley) Assuma que o mé-
todo de Halley produz uma sequéncia {xy} que converge para & tal que f(§) =0 e f'(§) # 0,
para f € C3. Entdo a convergéncia da sequéncia é cibica.

Prova: Vamos considerar a funcao de iteragao de ponto fixo do método de Halley

Ty1 = g(xy) (1.24)

onde g é dada em por
g(r) =2 — 2/ (@) /() : (1.25)
2f'(x) — fz)f"(2)

Por hipotese, o método de Halley é convergente e, se £ é tal que f(§) = 0, £ é um

ponto fixo de g, ou seja
&= g(&). (1.26)
Subtraindo (1.26) de (1.24)
T — &= g(ax) — g(§)

e utilizando o polindmio de Taylor de terceiro grau de g em torno de &, obtemos

e — €= 9O+ ¢ -0+ L —ep s LW 0 en e (127)

2! 3!
onde ¥ é¢ um nimero entre xy e &.

Note que
g =0 e g =0

Utilizando os fatos acima em (1.27), temos

Tpp1 — & = J ;ﬁbk) (zx — &)°
e, portanto,
[Tr — € 9" (W)
|z — &3 3|

O fato que zy converge para & implica, pelo Teorema do Confronto, que 1, converge

para £. Usando a continuidade de ¢’ temos que
Je =€ [9"(©)
k—ro0 |Ik — §|3 3!
e, portanto, podemos concluir que o método de Halley converge cubicamente. O
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1.3 Testes Numéricos - Localizagao de Zeros de Funcoes
de Uma Variavel

Apesar do método de Halley possuir convergéncia ctubica e ter surgido & mesma época que
o método de Newton ele praticamente nao é utilizado na atualidade. Isso se deve ao fato
do método ser aplicado para uma classe menor de funcoes, C?, e necessitar do calculo das
derivadas de segunda ordem, o que leva a um custo computacional maior.

Na época em que o método foi criado, o maior custo computacional provavelmente
justificava o fato dele nao ser empregado para fungoes de uma variavel, mas na atualidade
isto nao se aplica mais. O método de Halley a principio necessitaria de um nimero menor
de iteracoes para convergir, o que pode compensar o maior custo por iteragao.

Implementamos os métodos de Newton e Halley no MATLAB, versao 7.10 (R2010a),
para podermos investigar sua eficiéncia relativa. As fungoes foram retiradas de livros de
céalculo [33, 15|, uma vez que nao encontramos bibliotecas de fungao teste para fungoes
de uma variavel.

Foram selecionadas 30 funcoes de maneira aleatoria, dentre as funcoes da classe C2.
Tanto o método de Newton quanto o método de Halley possuem convegéncia global as-
segurada apenas em alguns casos particulares. Nao buscamos selecionar fungoes para
as quais os métodos possuissem convergéncia global, mas sim func¢ées com as quais ob-
tivessemos convergéncia para um numero razoavel de testes, para pelo menos um dos
métodos.

Para cada funcao selecionada, foram realizados 20 testes com ponto inicial aleatorio,
um nimero real entre -50 e 50. Os resultados que apresentamos sao as médias aritméticas
do ntimero de iteragoes e tempo de execucao dos testes em que obtivemos convergéncia.
Nos testes em que a aproximagao inicial levou a nao convergéncia de algum dos méto-
dos, os resultados apresentados por ambos os métodos, para este ponto inicial, foram
desconsiderados na média.

Na Tabela 1.1 apresentamos a média aritmética do ntimero de iteracoes e tempo de
execucgao em segundos, obtidos para as 30 fungoes selecionadas. Também estao indicadas
as fungoes que apresentaram algum tipo de falha, em qual método falhou e para quantos
pontos iniciais. Consideramos como falha quando o método atingiu um niimero méximo
de 200 iteragoes, apresentou o denominador da férmula iterativa nulo ou um NaN (Not a
Number).

Das 30 funcoes selecionadas, 8 apresentaram algum tipo de falha. O método de
Newton nao convergiu em 86 testes, distribuidos nas 8 fungoes, dos 600 realizados. J&
o método de Halley apresentou falha em apenas 2 das 8 fungoes, num total de 8 testes,
sendo 2 falhas para a funcao fi3, na qual Newton apresentou 11 falhas, e 6 falhas para a
funcio fss, contra 8 do método de Newton para mesma funcdo. E importante ressaltar
que, apesar do ponto inicial ser aleatorio, foi utilizado o mesmo conjunto de pontos para
ambos os métodos.

Na Figura 1.3 apresentamos uma representacao grafica das 8 funcoes que apresentaram
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Método de Halley

Método de Newton

Fungao iteragoes|tempo(s)|falhas|iteragoes|tempo(s) |falhas
fi(x) = € cos?(x) 16 0.486 0 25 0.482 1
fo(z) = (5 + 4)* 19 0.464 0 34 0.559 0
fa(z) =e—a? — 2?4+ 5 0.144 0 7 0.150 0
fa(z) = 22 + sen(x) 6 0.141 0 9 0.158 0
f5(x) = 2cos(x) + sec(xr)? 6 0.187 0 10 0.213 0
fo(r) = e® +20tg 1 (z) 13 0.4041 0 27 0.544 8
fr(z) = e®) cos(z) 4 0.112 0 4 0.091 0
fs(z) = 2% —da + 1 6 0.159 0 10 0.198 0
fo(x) = Va4 9 0.261 0 13 0.219 0
fro(z) =1 —2* 8 0.184 0 13 0.216 0
fi1(z) = (4 +1)°(3 — 2% + )8 42 2.597 0 81 2.314 0
fro(z) =22vV2 +z +22 -1 7 0.335 0 11 0.296 0
fi3(z) = (482 — 1)(1 +2)%0 + 1 92 6.205 2 141 6.048 11
fra(z) = 2% sen(1/x) 4 0.119 0 4 0.088 0
fis(x) =523 — 8 9 0.220 0 15 0.264 0
fi6(z) = (3 —z3)* —16) /(23 — 1) 23 1.277 0 34 0.933 0
fir(z) = Va2 — 53 1.684 0 - - 20
fis(z) = 322 /(tg(x) sen(x)) 4 0.226 0 5 0.144 0
fio(z) =1 — 2% 9 0.211 0 29 0.482 9
fao(z) = (323 + 1)e” 13 0.463 0 22 0.513 0
fo1(z) = 6zet/® + (322 + 1)e” 12 0.495 0 18 0.495 0
foo(x) = (x + 1) cos(z) — sen(x)/(x + 1)* 4 0.149 0 4 0.126 0
f23(x) =23 +In(|z|) 10 0.320 0 16 0.325 0
foa(z )_ 62° + V2 8 0.265 0 13 0.285 9
fos(z )z( + Va2) /(22 + 3) 145 9.133 0 - - 20
fos(x) = (x + %)/ sen(x) 41 1.930 6 47 1.159 8
for(x) = cos(z)?/(z® + 1) 6 0.304 0 7 0.211 0
fos(z )_4+5xln(\x|) 5 0.157 0 7 0.154 0
fao(z) = (2% + 3x)? 15 0.860 0 24 0.933 0
fo(z) = (523 + 6z — 1)8 49 4.406 0 94 4.618 0

Tabela 1.1: Média de numero de iteragoes e tempo (s) para 20 testes com ponto inicial

aleatorio.

falhas, com o nimero de falhas apresentado por cada método.

Note que o método de

Halley é o mais robusto neste conjunto de fungoes, pois, além de apresentar falha para

um numero reduzido de fungoes, o nimero de falhas para cada funcao ¢ menor do que o

do método de Newton.

E importante destacar que, para as funcdes fi7 € fas, 0 método de Newton néo con-

verge, qualquer que seja a aproximacao inicial, enquanto que o método de Halley sempre

converge. No caso de fi7 o valor de sua derivada nao esté definida no zero da fungao. J&
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Figura 1.3: Funcoes que apresentaram falha na execucao do algoritmo do método de
Newton e do método de Halley, em 20 testes com ponto inicial aleatorio.

a derivada de fo5 se anula no zero, nao satisfazendo, assim, as condi¢oes de convergéncia
tanto do método de Newton quanto do método de Halley. Este exemplo sugere uma maior
robustez do método de Halley.

Na Figura 1.4 apresentamos geometricamente trés iteragoes do método de Newton
para a funcao f;7. Tomamos zy = 3.1 como ponto inicial e tomamos a aproximagao
linear da fungao nesse ponto, ¢y(z), cujo zero é o proximo ponto do processo iterativo. ¢;
e {5 representam a segunda e a terceira aproximacao linear da funcao, respectivamente.
Observando a figura, fica claro que a cada iteragao a sequéncia se afasta mais da solu¢ao
e o método nunca vai convergir.

Para um estudo mais abrangente dos resultados apresentados na Tabela 1.1 separamos
nosso conjunto de fungoes teste em dois grupos:

e testes com falha - aqueles que apresentaram algum tipo de falha no método de Halley
e/ou no método de Newton;

e testes com éxito - os que convergiram, nos dois métodos, para todos os pontos
iniciais.

Na Figura 1.5 apresentamos a média aritmética do nimero de iteragdes necessarias
para a convergéncia do método de Newton e Halley. Note que, as fi7 e fo5 nao aparecem
no grafico, uma vez que nao temos nenhuma informacao do ntumero de iteracoes para o
método de Newton, que nao converge para estas funcoes.

Em todas as fungoes que apresentaram algum tipo de falha o método de Halley é
0 que apresenta a menor média do nimero de iteragoes. A diferenca entre os nimeros
de iteragoes apresentados pelos métodos de Newton e Halley é bem significativa para a
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Figura 1.4: Trés iteragoes do método de Newton para a funcao fi; com zy = 3.1 que
ilustra a nao convergéncia do método.

maioria das fungoes e com isso esperamos que o método de Halley também obtenha o
melhor tempo de execucao.

Na Figura 1.6 podemos comparar as médias dos tempos de execucao obtidos pelos
métodos de Newton e Halley para as 6 fungoes que apresentaram falhas. Foram realizados
20 testes para cada fungao com ponto inicial aleatério. Para média consideramos apenas
os testes com ponto inicial que levou a convergéncia de ambos os métodos.

Analisando a Figura 1.6 vemos que o método de Halley foi mais eficiente em 50% dos
testes, sendo que para a funcao f; a diferenca no tempo de execugao estd em milésimos
de segundo. Apesar do método de Newton convergir mais rapido para 3 fungoes ele nao
seria 0 método mais recomendado para localizar os zeros destas fun¢oes uma vez que ele
apresenta muitas falhas para estas funcoes.

Na Figura 1.7 apresentamos uma comparagao da média aritmética dos nimeros de
iteracoes necessarias para a convergéncia dos métodos de Newton e Halley para as 22
funcoes que obtiveram convergéncia para todos os pontos iniciais testados.

Vemos que, das fungoes que apresentaram éxito em todos os testes, o método de Halley
apresentou a menor média do niumero de iteragoes para 19 fungoes, cerca de 86% do total,
sendo que nas outras trés fungoes ambos os métodos convergiram com 4 iteracoes, o que
¢ aceitavel, uma vez que este niimero é bem pequeno.

Este resultado ja era esperado, uma vez que a ordem de convergéncia do método de
Halley é maior do que a do método de Newton. Assim, pudemos comprovar na pratica
este resultado tedrico, no qual baseamos nossos estudos.

Na Figura 1.8 apresentamos a média aritmética do tempo de execucao dos métodos
de Newton e Halley para as 22 fungoes com as quais obtivemos éxito em todos os testes.
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Figura 1.5: Média do nimero de iteracoes obtidos para os método de Newton e Halley para
as fungoes que apresentaram falha. 20 testes para cada fungao com ponto inicial aleatorio.
A média considera apenas os resultados dos pontos iniciais que levaram & convergéncia
de ambos os métodos.
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Figura 1.6: Média do tempo de execuc¢ao do método de Newton e Halley para as fungoes
que apresentaram falha. 20 testes para cada fung@ao com ponto inicial aleatério. A média
considera apenas os resultados dos pontos iniciais que levaram a convergéncia de ambos
os métodos.
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Figura 1.7: Média aritmética do nimero de iteracoes obtidos dos métodos de Newton e

Halley para as funcoes que apresentaram éxito em todos os testes. 20 testes para cada
funcao com ponto inicial aleatoério.
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Figura 1.8: Média aritmética do tempo de execucao do método de Newton e Halley para
as funcoes que apresentaram éxito em todos os testes. 20 testes para cada funcao com
ponto inicial aleatorio.
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Com base no grafico apresentado na Figura 1.8 e na Tabela 1.1, vemos que, das 22
funcoes consideradas, o método de Halley apresentou o melhor tempo para 12 fungoes,
cerca de 55% do total, contra 10 funcoes onde o método de Newton obteve o menor tempo.
Dessas 10 fungoes, em 3 delas ja era esperado um desempenho superior do método de
Newton, uma vez que os dois métodos apresentaram o mesmo ntumero de iteragoes.

Nosso principal objetivo com a realizagao destes testes era analisar até que ponto o
maior custo computacional do método de Halley interfere no seu desempenho. Acredi-
tamos que, a necessidade de um ntmero menor de iteracoes para obter a convergéncia
acabe compensando o maior custo por iteracao. De modo geral, isto se verifica para mais
da metade dos testes e esse resultado fica mais evidente quando consideramos apenas os
testes em que o método de Halley apresenta uma média menor do ntimero de iteragoes.
Nesse caso, a superioridade do método de Halley se verifica em 63% dos testes.

Vale ressaltar que, na grande maioria dos testes, o resultado obtido pelo método de
Halley é mais preciso do que o resultado apresentado pelo método de Newton, uma vez
que ao avaliar a fun¢ao no ponto encontrado pelo algoritmo de Halley obtemos um valor
menor do que o obtido com a aproximacao de Newton, e nem sempre os dois métodos
convergem para o0 mesmo ponto.

De modo geral, pudemos constatar nos exemplos préaticos que o método mais indicado
para resolver o problema de zero de func¢oes de uma variavel é o método de Halley, pois
¢ o método mais robusto e mais eficiente, se comparado ao método de Newton. Como
veremos nos proximos capitulos, para func¢oes vetoriais isso nem sempre é verdade, uma
vez que o custo computacional cresce muito com o aumento da dimensao do problema.
Por isso buscamos formas de tornar o algoritmo do método de Halley mais eficiente.
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Capitulo 2

Métodos para Zeros de Funcoes
Vetoriais

Neste capitulo utilizamos os resultados apresentados no Capitulo 1 para fungoes de uma
varidvel e estendemos para o caso geral de localizacao de zeros de funcoes de vérias
variaveis.

2.1 Método de Newton

Seja F': R® — R"™ uma fungao vetorial, estamos interessados em resolver o problema de
localizar os zeros de F', ou seja
encontrar z* € R" tal que F'(z*) = 0.

Assumimos F € C? para que os métodos de Newton e Halley estejam bem definidos,
embora para o método de Newton basta supor F' € C!.

Assim como para fungdes de uma variavel, o método mais utilizado na atualidade é o
método de Newton, cuja formula iterativa é dada por

Trp1 = T — [F'(zp)] F(z1), k=0,1,... (2.1)

onde F'(zy) € R™™ é a matriz jacobiana da fungao F.

Em dimensao n genérico, nao é possivel fornecer uma visualizagao grafica. No entanto,
a abordagem algébrica ¢ facilmente extensivel [37].

Analogamente ao método de Newton para zeros de funcao de uma variavel, a cada
passo resolvemos um problema que aproxima o original no qual a fun¢ao original é subs-
tituida pelo seu polinémio de Taylor de primeiro grau em torno do ponto atual.

Seja F': R" — R" e considere Ly (z) sua aproximagao linear em torno do ponto atual
T

Li(z) = F(xy) + F'(zg)(x — 23). (2.2)

Caso a matriz F'(xy) seja nao singular, o problema aproximado Lg(z) = 0 tem a solu¢ao
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analitica
r = xp, — [F'(2)]  F(zp),

que vai constituir a proxima aproximagcao da solucgao.

Assim temos a formula iterativa do método de Newton para localizagao de zeros de
fungoes vetoriais (2.1). Na proxima segao apresentamos o resultado de convergéncia que
garante a convergéncia quadratica da sequéncia gerada pelo método de Newton, assumindo
que o método é convergente.

O Algoritmo 3 apresenta um pseudo-coédigo do método de Newton. Os dados de
entrada sao a funcao cujo zero deseja-se encontrar, a estimativa inicial deste zero, a
tolerancia positiva e utilizada no critério de parada (F' suficientemente proxima de zero)
e o nimero maximo de iteracoes, uma salvaguarda para o caso de nao convergéncia. Se a
variavel logica Sucesso vale Verdadeiro na saida do algoritmo, entao o ponto x* fornecido
na saida é estimativa do zero de F' produzida pelo método. Caso contrario, concluimos
que o método nao conseguiu convergir.

Algoritmo 3: Método de Newton para zeros de fungoes vetoriais
Entrada:
F' (func@o real vetorial), xy € R™ (ponto inicial), e > 0 (tolerancia),

mazit (nimero maximo de iteragoes),
Inicializacao:
¥+ 0,
Sucesso < Verdadeiro, k < 0.
Enquanto || F(zy)| > €, k < maxit e Sucesso = Verdadeiro
Se F'(xy) é nao singular Entao
Tpy1 < T — (F’(Ik))_1F<Ik)
k+—k+1
Caso contrario
Sucesso <+ Fualso
Se k <maxit e Sucesso = Verdadeiro Entao
T < xp,
Caso contrario
Sucesso < Fualso
Saida:

Sucesso, x*.

2.1.1 Convergéncia do método de Newton

Como o método de Newton é um método muito utilizado na atualidade, existem diversos
artigos na literatura que abordam a convergéncia do método. Em [37] Yamamoto apre-
senta um breve histérico de todo desenvolvimento da anélise de convergéncia do método
de Newton em espacgos de Banach.
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Em geral, nao se pode garantir convergéncia global do método de Newton, e embora
existam resultados que estipulem condigoes suficientes para a convergéncia do método,
eles nao costumam ser verificados em aplicagoes praticas.

Pensando nisso, apresentamos apenas o resultado de convergéncia local, que inclui a
garantia da convergéncia quadratica do método de Newton, que é o resultado que mais
nos interessa.

Teorema 2.1 Seja F : R™ — R". Suponha que F(§) = 0, que em alguma vizinhanga
aberta N (&) de & onde F' estd definida e € continua, todas as derivadas parciais de seqgunda
ordem de f estio definidas e sao continuas, e que a matriz jacobiana Jr(§) de F no ponto
& € nao singular. Entao a sequéncia {xy} definida pelo método de Newton (2.1) converge
para a solucao &, desde que xy esteja suficientemente proximo de £. A convergéncia da
sequéncia {xy} para £ é pelo menos quadrdtica.

Assim como no caso de uma variavel, a prova desse Teorema formula o método de
Newton como caso particular do método de ponto fixo e mostra que, com essas hipoteses,
o método satisfaz as condigdes de convergéncia do método de ponto fixo. Ja a prova
da convergéncia quadratica utiliza a mesma abordagem que apresentamos no capitulo
anterior, utilizando o polinémio de Taylor. A prova pode ser encontrada em [35].

2.2 Método de Halley

Na literatura encontramos diversas denominacgoes que caracterizam o método de Halley,
entre elas “método como Newton”, definido em [13, 37|, ou mesmo um método de dois
passos de Newton, abordado em [16].

Para véarias variaveis nao temos mais uma interpretacao do género “na iteracao k re-
solvemos um problema aproximado, onde a func¢ao original é substituida pela fungao ...".
No entanto, como notam Ortega e Rheinboldt [29], isto ndo impediu varios pesquisadores
de generalizarem o método para R™ ou para um espaco de dimensao infinita. Em particu-
lar, o desenvolvimento utilizado para chegar na férmula iterativa em uma variavel, pode
ser estendido para varias variaveis, como segue.

Seja F' : R™ — R", e suponha que queremos encontrar z* € R™ tal que F(z*) = 0.
Primeiramente, aproximamos a fungao pelo seu polinomio de Taylor de segunda ordem
em oy

Pu(z) = F(xy,) + F'(x) (v — 2p) + %(x —xp) F"(2) (2 — x1.). (2.3)

Fazendo Py(x) = 0 obtemos

~F(ay) = [F(e) + 50— 0 F (@)@ — )

(& — ) = —[F"(zx) + %(ﬂ? — @) F" ()] F(a). (2.4)
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A inconveniéncia de (2.4) é que (z — xy) aparece em ambos os lados da igualdade.
Considere agora a aproximacgao de Taylor de primeira ordem para F em

Tomando L (z) = 0 obtemos
(x —ap) = —F'(z) ' F(ay). (2.6)

Fazemos agora uma correcao de Newton, como foi feito para fungoes de uma variavel.
Substituimos (2.6) apenas no lado direito da equagao (2.4) obtendo

(¢ = w1) = (@) — 5 (F(e) ™ F () F"(0x)] " F ). (27)
Colocando F'(zy) em evidéncia, temos
(x — ) = %PWQU—%FQQ1@W%)”WMWFWMM1F®Q

- - %F’(xk)_l (F/(2) " Fa)) ' (0)) " F (o) F (a),

g

— " (a) F (w1,) "1 Fay)

e temos, finalmente, a férmula iterativa do método de Halley

1 _ _ _ _

Tyl = T — [I — §F,([L'k) 1F”($k)F/($k) 1F<2L‘k)] 1F/(l’k) 1F(:Ek), k= 0, 1, c (28)
onde F'(xy) € R™ ™ é a matriz jacobiana da funcao F e F”(x)) € R™ " é o tensor com as
derivadas de terceira ordem da fungao F'.

Com relacao ao produto tensor - vetor, consideramos o produto como uma soma de

matrizes multiplicadas por escalares:
Se T € RV ¢ g ¢ R™¥? entao T.seRvmxL

Portanto,
n
(T : S)ijl = ZTijkskla
k=1

o que implica
T-s= ZT.-kSk:-
k=1

Com isso, as entradas do tensor sao acessadas & medida que vai sendo necesséario.

O Algoritmo 4 apresenta o pseudo-codigo do método de Halley. Além da funcao F'
e da estimativa inicial, devemos fornecer a tolerancia positiva € (para critério de parada)
e 0 numero maximo de iteragoes. A interpretacao da saida é analoga a dos algoritmos
anteriores.
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Algoritmo 4: Método de Halley para zeros de funcoes vetoriais
Entrada:
F' (fungao real vetorial), xy € R" (ponto inicial), € > 0 (tolerancia),

maxit (nimero maximo de iteragdes)
Inicializagao: Sucesso < Verdadeiro
¥4 0,k<+0
Enquanto || F(zy)|| > €, k < mazxit e Sucesso = Verdadeiro
Se F'(zy) é nao singular Entao
s+ (F'(zp)) " F(xy)
P+ F"(xy)s
L« (F'(zg))'P
H«+1-— %L
Se H é nao singular Entao
d+ H's
Tpp1 & xp —d
k+—Fk+1
Caso contrario
Sucesso < Falso
Caso contrario
Sucesso < Fualso
Se k < maxit e Sucesso = Verdadeiro Entao
Tr — xp,
Caso contrario
Sucesso < Falso
Saida:
Sucesso, x*.

2.2.1 Convergéncia do método de Halley

Encontramos na literatura diversos artigos relacionados a convergéncia do método de
Halley, ver, por exemplo, [3, 4, 26, 32, 36, 37]. A grande maioria das publica¢oes sobre
o método de Halley e afins restringe-se a uma abordagem teorica, onde procura-se dar a
caracterizagao mais abrangente possivel aos objetos matematicos relevantes. Embora de
inquestionavel valor, a formulacao dos resultados supoe, em geral, um grande niimero de
hipoteses, cuja verificacao em casos concretos parece dificil.

Como exemplo, apresentamos abaixo os resultados de Safiev [30], o terceiro dos quais
é supostamente mais “conveniente para aplicagoes”. Assim como outros artigos nesta érea,
Safiev [30] apoia-se no trabalho de Kantorovich [21]. Outros trabalhos deste tltimo autor
citados na literatura pesquisada foram [20, 22, 23, 24, 25|. Em particular, Miel [28] atribui
a [23] a primeira demonstragao, baseada no principio majorante, do seu teorema para a
convergéncia do método de Newton. Seguindo esta linha, Safiev [30] introduz o operador
nao linear P(x) que leva a bola D(zg, R) = {z | ||zo — z|| < R} no espago de Banach X
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ao espaco de Banach Y, trés vezes continuamente diferenciavel no sentido de Gateaux no
fecho de D(zo, R). Diz que a equagao

P(z) =0, (2.9)

¢ majorada pela equagao
o(t) = 0, (2.10)

onde ¢(t) ¢ uma fungao real em C?, definida no intervalo [tg, '], tal que t’ = to+r < to+ R
se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(1) ([P (o)l < o(to).
(2) O operador Ty = [P'(xq)] ! existe, ¢ (to) # 0 e ||To]| < —1/¢'(to).
(3) [[P"(wo)ll < ¢"(t0), e [|P"(2)]| < ¢"(1), se ||z = wol| <t —to < —to.

Além das sequéncias (zx)r>0 € (tx)r>0 produzidas pela aplicagdo do método de Halley
aos problemas (2.9) e (2.10), o resultado concerne também a convergéncia das sequéncias
(xy = o, 2, 2h . ..) e (t, = to, 1], 15, ...) produzidas pelas formulas iterativas

Ty =) — [ — %P’(azo)—lp”(xO)P/(xO)—lp(g;;)]—1P’(g;0)—1P(xk), k=0,1,... (2.11)
by = £y — 2f'(to) f(13,)
o 2/ (to))* — &' (to)o(t})”

O principio majorante permite tirar concluses sobre a sequéncia (xy)g>o a partir de

k=0,1,... (2.12)

resultados sobre a sequéncia (t;)g>o. Em particular, note que a taxa de convergéncia para
a sequéncia de vetores segue do resultado de convergéncia para o método de Halley para
uma variavel.

Teorema 2.2 (Teorema 1 de [30]) Suponha que:
(a) a equacao (2.10) tem um zero t* € (to,t'];
(b) a equagao (2.10) majoriza a equagao (2.9);
(c) ¢"(O)(t)[¢' (1) 7% < o <2, para t € [to, 1"].
Entao as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

(i) existe uma solucao x* de (2.9), pertencente & bola D(xq,r), onde r = t* — 1y, e a
sequéncia (Tg)k>0 converge para esta solugdo;

(i1) a sequéncia (ty)r>0 converge para t*;
(i11) a taza de convergéncia de (zx)k>0 pode ser determinada pela desigualdade
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O Teorema 2 de Safiev [30] é praticamente o analogo de seu Teorema 1 para o par de
sequéncias definidas por (2.11) e (2.12).

Teorema 2.3 (Teorema 2 de [30]) Suponha que:
(a) a equacao (2.10) tem um zero t* € (to,t'];
(b) a equagao (2.10) majoriza a equagdo (2.9);
(c) ¢"(to)o(to)[¢'(to)] > < 0 < 2.

Entao as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

(i) existe uma solu¢ao x* de (2.9), pertencente a bola D(xq,r), onde r = t* — 1y, e a
sequéncia (), )k>0 converge para esta solugao;

(i1) a sequéncia (t))k>0 converge para t*;
(i11) a taza de convergéncia de (z),)k>0 pode ser determinada pela desigualdade
|z* — 2| <t —t), Vk. (2.14)
Os Teoremas 1 e 2 de Safiev [30] envolvem a (desconhecida) fungao ¢. O mérito do
Teorema 3, apresentado a seguir, é propor uma forma especifica para esta funcao, forma

esta que depende de constantes que precisariam ser estimadas, no caso da aplicagao do
teorema a um problema concreto.

Teorema 2.4 (Teorema 3 de [30]) Suponha que as sequintes condigoes estiao satisfei-
tas para o ponto xo € X:

(a) || P(xoll < 6;
(b) o operador T = [P'(xq)]~! ewiste, e ||T|| < B;

(¢) no dominio G = {z | ||z — xo|| < t*}, onde t* € a menor solugio positiva da equagao

1 1
P(t) = gNt?) + §Mt2 —~ Bt +6=0, (2.15)

¢ satisfeita a desigualdade

M = |[P"(zo)ll, N = sup||[P”(z)[] (2.16)

z€G

(d) h=MB?* < , onde y = NB~1M~2.

2+~

Entao eziste uma solu¢do x* da equagao (2.9), e a sequéncia (xy)r>o produzida por
(2.11) converge para esta solu¢ao, com taza de convergéncia determinada pela desigual-
dade ||z* — zi|| < t* —tx, para todo k, onde a sequéncia (ty)r>o produzida por (2.12) com
to = 0 converge para t*.

Para ainda outros resultados sobre convergéncia ver [10, 12, 19, 34].
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Capitulo 3

O Problema de Otimizacao Nao Linear
Irrestrito

Agora estamos interessados em resolver o problema de otimizacao nao linear dado por

min  f(x) (3.1)
x eR"
onde f : R™ — R é uma fun¢ao nao linear de vérias variaveis reais.
Assumimos f € C® para que os métodos de Newton e Halley para o problema de
otimizacao estejam bem definidos, embora para o método de Newton basta supor f € C2.
Na grande maioria dos problemas, estamos procurando tanto minimizadores locais
quanto minimizadores globais da funcao f, como definidos abaixo.

Definicao 3.1 Considere uma funcio f : R" — R e x* € QQ C R™. Dizemos que x* €
um minimizador local de f em Q quando existe 6 > 0, tal que f(x*) < f(x), para todo
x € B(z*,0)NQ. Caso f(z*) < f(z), para todo x € Q, x* é dito um minimizador global
de f em €.

Quando as desigualdades da definicao acima sao estritas, dizemos que z* é um mini-
mizador estrito. No caso particular que estamos trabalhando, o problema de otimizacao é
irrestrito, portanto temos que €2 = R"™. Questoes que surgem naturalmente neste contexto
sao: dada uma funcao f : R® — R é sempre possivel determinar um minimizador de f7
Sob quais condi¢oes podemos garantir a existéncia de um minimizador? Os resultados
abaixo apresentam condicoes suficientes para a existéncia de minimizadores.

Teorema 3.1 (Weierstrass) Sejam f : R* — R continua e Q@ C R™ compacto nao
vazio. Entao existe minimizador global de f em (2.

Corolario 3.1 Seja f: R" — R continua e suponha que eziste ¢ € R tal que o conjunto
L={xeR"| f(zx) <c} é compacto nao vazio. Entao f tem um minimizador global.

Na proxima sec¢do, apresentamos as condigoes de otimalidade do problema (3.1), base
para podermos aplicar os métodos de Newton e Halley na solucdo do problema. Os
resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados em [6].
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3.1 Condigoes de otimalidade

Teorema 3.2 (Condigao necessaria de 1* ordem) Seja f : R" — R diferencidvel no
ponto x* € R". Se x* € um minimizador local de f, entao

Vi) =0 (3.2)

Definigao 3.2 Um ponto z* € R" que cumpre a condigao (3.2) é dito ponto estaciondrio
da funcao f.

Teorema 3.3 (Condigao necessaria de 2 ordem) Seja f: R™ — R duas vezes dife-
rencidvel no ponto x* € R™. Se x* € um minimizador local de f, entao a matriz Hessiana
de f no ponto x* € semidefinida positiva, isto é

d'V? f(z*)d > 0, (3.3)
para todo d € R™.

Teorema 3.4 (Condigao suficiente de 2* ordem) Seja f: R" — R duas vezes dife-

rencidvel mno ponto z* € R™. Se x* € um ponto estaciondrio da funcio f e V2f(x*) é
definida positiva, entao x* € um minimizador local estrito de f.

Definicao 3.3 Considere uma funcao diferencidvel f : R* — R e x € R™ um ponto
estaciondrio de f. Dizemos que & € um ponto de sela da fung¢ao f quando para todo
€ >0, existem z, y € B(Z,¢€) tais que

flx) < f(z) < f(y)-

Teorema 3.5 Seja f : R — R duas vezes diferencidvel no ponto estaciondrio T € R™.
Se V2f(x) € indefinida, entdo T ¢ ponto de sela de f.

Com base nos teoremas e defini¢coes apresentados nesta secao, buscamos métodos
para resolver o problema de otimizacao (3.1), que tratamos com mais detalhes na segao
seguinte.

3.2 Meétodos para solucao do problema de otimizacgao

irrestrito

Pelo Teorema 3.2 e pela defini¢ao 3.2 temos que se uma funcao continuamente diferen-
ciavel f : R™ — R possui um minimizador local, entao esse ponto de minimo é um ponto
estacionario da funcao f. Sendo assim, se estamos interessados em localizar os pontos
que minimizam a func¢ao f, devemos comecar localizando seus pontos estacionarios, ou seja

encontrar T € R" tal que V f(z) = 0.
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Mas sabemos que Vf(x) : R" — R™ é uma fungao vetorial, entado resolver o pro-
blema de otimizacdo (3.1) é equivalente a resolver o problema de localizar os zeros de
uma funcio vetorial. E importante observar que quando estamos localizando os zeros de
V f(z) estamos localizando apenas os pontos estacionarios de f, que sao os candidatos a
minimizadores.

Sendo assim, podemos empregar os métodos estudados no capitulo 3 para resolver o
problema de otimizagao nao linear irrestrito. Nas proximas secoes adaptamos os métodos
de Newton e de Halley para resolver o problema de otimizagao e apresentamos as suas
formulas iterativas, utilizadas em nossos testes numéricos.

3.2.1 O método de Newton para o problema de otimizacao nao
linear irrestrito

Queremos entao utilizar o método de Newton
Ty = g — [F'(2)]  F (), k=0,1,...

para encontrar os pontos estacionarios de f : R — R, ou seja, resolver V f(z) = 0. Como
estamos querendo localizar os zeros de V f(z), que é uma funcao vetorial, temos que

F(z) =V f(x) e  F'(x)=Vif(x).
Assim, podemos escrever o método de Newton para o problema de otimizacao
Topr = ap — [V2f(2)] 7'V f (21), k=0,1,...

Se o método de Newton convergir, temos a garantia que a convergéncia sera quadré-
tica. Aplicado o método, devemos utilizar as condi¢oes de otimalidade de segunda ordem
para analisar a natureza do ponto estacionéario determinado.

3.2.2 O método de Halley para o problema de otimizacao nao
linear irrestrito
Analogamente ao que foi feito na se¢ao anterior, suponha que queremos utilizar o método
de Halley
1

Tpo1 =xp — [ — §F'(:rk)_1F”($k)F'($k)_1F(:vk)]_1F’(xk)_1F(xk), k=0,1,...

para encontrar os pontos estacionarios de f : R™ — R. Portanto temos que
F(z)=Vf(z), F(z)=Vf(z) e F'(z)=Vf(a).

Assim, com as substituigoes acima apresentadas, temos o método de Halley para o
problema de otimizacao irrestrito

Tpy1 = xk—[f—%vzf@k)lvgf(iﬁk)VQf(xk)lvf(xk)]1V2f(95k)1vf(l‘k)7 k=0,1,...
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Capitulo 4

Testes Preliminares - Problema de
Otimizacao Irrestrito

4.1 Aspectos computacionais

Neste capitulo exploramos as formulas iterativas dos métodos de Newton e Halley bus-
cando implementagoes mais eficientes. Para tanto sera relevante levar em consideracao a
estrutura das matrizes envolvidas nestas formulas iterativas.

Por exemplo, embora estas formulas envolvam matrizes inversas, que permitem expressé-
las de forma sintética, a implementacao deve evitar o célculo destas inversas, caro com-
putacionalmente. Em particular, lembramos que, se x é dado pela férmula

r = A"'b,
entao x é a solucao do sistema linear
Az =0b.

Quase todos os sistemas lineares envolvidos na implementacao dos métodos de Newton
e Halley tem a hessiana, uma matriz simétrica, como matriz de coeficientes. Apenas o
ultimo sistema linear necesséario na implementacao do método de Halley possui matriz de
coeficientes nao simétrica.

Nossos testes foram realizados em um computador com processador Core i5 - 2.27
GHz, sistema operacional Windows 7 Home Premium, 32 bits e memoria RAM de 4GB.
Nossos algoritmos foram todos implementados no MATLAB versao 7.10.0 (R2010a), que
oferece rotinas eficientes para a resolucao de sistemas lineares. Estas rotinas sao baseadas
na fatoracao da matriz de coeficientes do sistema. No caso em que esta matriz é simétrica
escolhemos a rotina 1d1(-), que realiza a fatoracao LDLT da matriz A acessando apenas
os elementos armazenados na parte triangular inferior da matriz, tirando proveito de sua
simetria, e pode ser aplicada para matrizes armazenadas na forma densa ou esparsa.
Quando a matriz nao é simétrica, utilizamos o comando ‘barra invertida’ do MATLAB,
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que identifica o método adequado a ser utilizado na resolucao do sistema. Para a resolucao
do sistema linear Az = b o comando seria z = A\b.

De modo analogo, o célculo da matriz X = A7!B, onde B € R™", ¢ feito via a
resolucao de n sistemas lineares

AX,. = B,
AX,, = B,
AX.n = B.nu

onde X,; e B,; sao as i-ésimas colunas das matrizes X e B, respectivamente. Quando

)

utilizamos a notacao ‘. ’ estamos considerando que o subescrito naquela posi¢ao assume
todos os valores possiveis.

Este artificio permite economizar na fatoracao da matriz A, pois apenas uma fatoragao
é necessaria para resolver todos os n sistemas lineares.

Na féormula iterativa do método de Newton para o problema de otimizagao

Tyl = Tgp — \VQf(lUk)flvf(lUkZ (4.1)

-~

d

a cada passo calculamos a direcao d resolvendo apenas um sistema linear com a hessiana
e gradiente como vetor do lado direito, V2 f(zx)d = V f(z1), e temos o préximo ponto do
processo iterativo, ry.1 = xp — d.

J& na formula iterativa do método de Halley temos:

Tt = Tp — f—%EV?f(xk»—lv3f<xk3<v2fgk>>—1Vf<xk5 (V@)Y f(a),
d

(4.2)

e, como indicado em (4.2) acima, o calculo da diregao d é decomposto nos seguintes passos:
1. Resolugéao do sistema linear V2f(xy)s = V f(z}), para determinar o vetor s;

2. Calculo da matriz P, produto do tensor pelo vetor s obtido no item acima, P =

V2 f(xr)s;
3. Calculo de M, resolucao de n sistemas lineares, V2 f(zx)M.; = Py, i = 1,2,...,n;
4. Encontrar a dire¢do d resolvendo o sistema linear (I — M)d = s;
5. Obter o proximo ponto do processo iterativo, xx 1 = xx — d.

A cada iteracao do método de Halley resolvemos n + 2 sistemas lineares de ordem
n, que envolve O(n?) operagoes, além de um produto de tensor - vetor, O(n?) operagoes.
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Vale destacar que a matriz de coeficientes do sistema apresentado no item 4, em geral,
nao é simétrica uma vez que a matriz M s6 sera simétrica se o produto V2f(xy)P for
comutativo.

Uma comparacao superficial dos célculos necessarios a cada iteracao levaria a con-
clusao da desvantagem do método de Halley perante o método de Newton, apesar da
convergéncia mais rapida do primeiro.

4.2 Testes Preliminares

Para uma anélise preliminar, vamos utilizar fungoes da classe
n
z; 2
fulz) = g e”i sen (Tp_iy1)- (4.3)
i=1

Implementamos os métodos de Newton e Halley no MATLAB. Variamos a dimensao
n entre 10 e 50. Conseguimos variar a dimensao apenas até n = 50, uma vez que para
a funcao com 100 variaveis ja nao é mais possivel armazenar, no MATLAB, as matrizes
e o tensor envolvidos no método de Halley. Utilizamos como critério de parada a norma
do gradiente, com precisdao de 1078, Trabalhamos com o calculo simbélico das derivadas
utilizando as rotinas do MATLAB. Consideramos o problema como sendo denso e realiza-
mos todos os célculos, sem explorar esparsidade e simetria. Em todos os testes tomamos
o vetor de ‘uns’ como ponto inicial. Note que, para essa classe, conhecemos seu ponto de
minimo, z* = (0,...,0).

Na Tabela 4.1 apresentamos o ntmero de iteragoes e o tempo de execucao obtidos
para os métodos de Newton e Halley quando implementados da forma descrita acima.

Halley Newton
n — p - po
iteragoes | tempo (s) | iteragoes | tempo (s)

10 4 2.321 6 1.579
20 4 7.039 6 2.523
30 4 17.051 6 3.881
40 4 34.686 6 5.368
50 4 66.756 6 7.110

Tabela 4.1: Resultados dos testes para func¢oes de varias varidveis

Na Figura 4.1 apresentamos a representacao grafica dos tempos de execucao da Tabela
4.1, onde podemos perceber um grande aumento do tempo de execucao do método de
Halley com o aumento da dimensao.

Como era de se esperar, o custo por iteragao fez com que o método de Halley ficasse
mais lento do que o de Newton para valores maiores do ntimero de variaveis, apesar de
continuar apresentando um nimero menor de iteragoes.
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Figura 4.1: Testes numéricos preliminares dos métodos de Newton e Halley com vetor de
‘uns’ como ponto inicial, utilizando as rotinas do MATLAB para o célculo das derivadas
de mais alta ordem.

Embora Halley apresente um tempo proximo ao de Newton para fungoes de dez va-
riaveis a diferenca comeca a crescer 4 medida que a dimensao aumenta, necessitando de
um tempo quase 10 vezes maior do que o método de Newton para achar o minimo da
fungao com 50 variaveis, sendo que para a fungao com 40 variaveis o tempo era cerca de
6 vezes maior.

Um fenomeno frequente para o método de Newton e que notamos nos testes apresen-
tados na Tabela 4.1 é que, apesar de estarmos variando a dimensao das fungoes, o nimero
de iteracoes necessarias para a convergéncia do método de Newton permanece pratica-
mente inalterado e baseados nisso, pacotes do Mathematica e do MATLAB utilizam um
numero pequeno como salvaguarda. Curiosamente, este fenomeno também foi observado
para o método de Halley e em 40% dos nossos testes posteriores.

A matriz hessiana de fiy tem a estrutura de esparsidade indicada abaixo,

0

@]
]
]
]
@]

S ¥ O O O O % O
O O ¥ O O % O O
O O O % ¥ O O O O
S O ¥ OO ¥ O O O
* O O O O O O *

* O O O O OO O O ¥

S ¥ O O O O O O *
S O OO *x ¥ OO O
S O ¥ O O O OO x O
x* O O O O OO O O *

o
)
o
)
o

onde os *’s localizados ao longo das diagonais indicam as posigoes das entradas nao-nulas.
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Este padrao se repete nas hessianas de todas as fungoes desta classe.

Assim como as hessianas, que possuem O(n) elementos nao nulos ao invés de O(n?),
os tensores das fungoes da classe (4.3) também possuem O(n) elementos nao nulos e nos
testes apresentados nesta se¢ao nao tiramos proveito dessa estrutura da matriz.

Essa observagao levou ao desenvolvimento das implementagoes apresentadas na pro-
xima secao, que exploram a possivel esparsidade das matrizes de derivadas de ordem
superior envolvidas nos métodos de Newton e Halley. Este fenémeno ocorre com bastante
frequéncia em fungoes de grande porte, o que motiva o estudo de implementagoes que
tirem proveito de esparsidade.

4.3 Aproveitando a esparsidade dos problemas

Fungoes com alto grau de esparsidade como a apresentada em (4.3) sdo muito comuns
na pratica para problemas de grande porte e o ideal é que possamos tirar proveito dessa
estrutura para agilizar os calculos e tornar os algoritmos mais eficientes. Estudos recentes,
ver [16, 17, 18], mostram que tirar proveito da estrutura de esparsidade das fungdes podem
tornar os métodos de terceira ordem competitivos com os métodos de segunda ordem.

Infelizmente, as funcées do MATLAB, que calculam a hessiana e o tensor, nao ofere-
cem a possibilidade de aproveitarmos nos calculos a estrutura de esparsidade das funcoes
e a simetria envolvida no problema, o que diminuiria o custo computacional. Sendo asim,
programamos nosso proprio algoritmo para o calculo da hessiana e do tensor, ainda utili-
zando diferenciagao simbolica. Com isso podemos analisar o efeito do uso da esparsidade
e da simetria no desempenho do método de Halley.

Como nao vamos armazenar todas as entradas da matriz, o primeiro ponto a ser
pensado é uma forma eficiente de armazenar os dados para que eles possam ser facilmente
acessados para a realizacao dos calculos envolvidos nos métodos, incluindo a resolucao
dos sistemas lineares. O MATLAB oferece um bom suporte para o trabalho com dados
esparsos e grande parte de suas rotinas podem ser utilizadas para matrizes armazenadas
na forma esparsa, desde que elas estejam armazenadas na forma correta.

Tendo como base as rotinas disponiveis no MATLAB, armazenamos a matriz hessiana
utilizando trés vetores: dois vetores de inteiros, onde guardamos os indices das colunas e
os indices das linhas, e um vetor de variaveis simbodlicas, onde armazenamos as entradas
da matriz, que sao as derivadas simbolicas de segunda ordem da funcao.

O tensor é armazenado de forma anédloga a matriz hessiana, a tnica diferenca é que
utilizamos trés vetores de inteiros para armazenar os indices do tensor.

Como sabemos, dada uma fungao f : R” — R trés vezes continuamente diferenciavel,
o gradiente, a hessiana e o tensor das derivadas de terceira ordem, para x € R" sao dados
por

a) = 0

_ 9*f(x)

> f(x) .
= . = < <n.
axﬁx]7 ﬂjl(x) 1_2,],1_71

n 8:}62-8%-8@ ’
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Entao temos que H é uma matriz simétrica e T' € um tensor super-simétrico, ou seja,

T = Tai = Thiis i # L

Portanto, além de nao armazenarmos os elementos nulos, aproveitamos a simetria e cal-
culamos apenas

IN
IA
IN

Hij7
Ejlv 1

VAN
IN .
N
IA
IN 3
3

Considerando a fungao f; pertencente a classe de fungoes (4.3), sua matriz hessiana é

I 0 0o VvV
0 II III 0
0 IIT IV 0 |’
Vo0 0 VI

calculamos apenas os elementos nao nulos da parte triangular inferior desta matriz, e
armazenamos em trés vetores, como na Tabela 4.2.

Hi| Hj Hval Ref.
2¢% cos?(w1) — 2e™ sen’(z;) + " sen?(xy) | I
2e” cos?(wy) — 2e sen’(zq) + €™ sen?(x3) | 11
2e™3 cos(xy) sen(xy) + 2€”2 cos(ws) sen(ws) | 111
2e”2 cos?(x3) + e sen?(z9) — 22 sen?(x3) | IV
2¢™ cos(xq) sen(xy) + 2™ cos(xy)sen(zy) |V
2e% cos?(w4) + €™ sen?(zy) — 2™ sen?(xy) | VI

=W W N =
= WIN N

Tabela 4.2: Estrutura de armazenamento da matriz hessiana de f; na nossa implementa-
¢ao.

Analogamente & matriz hessiana, armazenamos o tensor como na Tabela 4.3.
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=
2
=
~

Tval
e” sen?(z4) — 8exy cos(zy) sen(x)

e”? sen?(x3) — 8exs cos(xs) sen(zy

2e% cos?(x9) — 2exs sen®(wy) + 22 cos(w3) sen(x3)

2e"2 cos?(x3) — 2e” sen?(x3) + 263 cos(xo) sen(xy)

e sen?(y) — 862 cos(ws) sen(z3)

2e™ cos? (1) — 2exy sen’®(xq) + 2e® cos(zy) sen(zy)

2e®1 cos?(w4) — 2e” sen’(xy) + 2™ cos(z;) sen(x)

=R R W W W N~
s =W WD =
SRl WM~

e™ sen? (1) — 8e® cos(w4) sen(zy)

Tabela 4.3: Estrutura de armazenamento do tensor de f; na nossa implementacao.

Como estamos armazenando apenas a parte triangular inferior da matriz hessiana, que
¢ a matriz de coeficientes de quase todos os sistemas lineares envolvidos nos algoritmos
dos métodos de Newton e Halley, devemos escolher uma fatoracao apropriada para esta
matriz. Utilizamos a fatoracao 1d1(-) do MATLAB que realiza a fatoragao de matrizes
simétricas, nao necessariamente positivas definidas, uma vez que a matriz hessiana pode
ser indefinida. Essa rotina acessa apenas a parte triangular inferior da matriz e ja assume
que a matriz é simétrica, ideal para nossos propositos.

Na Tabela 4.4 apresentamos os resultados dos testes em que foram utilizadas as mu-
dancas propostas acima.

Halley Newton

" iteragoes | tempo (s) | iteragoes | tempo (s)
10 4 2.783 6 1.750
20 4 6.241 6 3.672
30 4 10.335 6 5.839
40 4 15.080 6 8.357
50 4 20.792 6 11.150
100 4 59.654 6 29.576
200 4 193.962 6 89.766
300 4 1073.977 6 380.597
400 4 1595.499 6 1188.384

Tabela 4.4: Resultados dos testes para funcoes de varias varidveis aproveitando a espar-
sidade e a simetria da hessiana e do tensor.

Na Figura 4.2 temos a representagao grafica dos tempos apresentados na Tabela 4.4.
Analisando os dados apresentados na Tabela 4.4 e na Figura 4.2, comparando com os
dados da Tabela 4.1, percebemos uma grande melhora do método de Halley, pois além
de apresentar um tempo de execuc¢ao mais reduzido, ele apresenta uma variacao pequena
da taxa de crescimento do tempo, assim como acontece no método de Newton, & medida
que a dimensao do problema cresce. Outro ponto positivo em trabalhar com os dados
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Figura 4.2: Testes niimericos preliminares dos métodos de Newton e Halley com vetor de

‘uns’ como ponto inicial, utilizando nossa implementagao para o calculo das derivadas de

mais alta ordem.

armazenados na forma esparsa é que conseguimos resolver problemas maiores, uma vez

que além de nao armazenarmos os elementos nulos, elementos iguais sao armazenados

uma unica vez.

Na Figura 4.3 temos um grafico que ilustra a melhoria que obtivemos na implemen-

tagao do método de Halley ao levarmos em consideracao a esparsidade das matrizes.

103;

_ e |
= - e - Implementagdo esparsa e E
~—* Implementacao densa
. |
10 20 30 40 50 100 200 300 400
Dimensao

Figura 4.3: Método de Halley: Implementacao densa x Implementacao esparsa
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No método de Newton, a principio, parece que os resultados sao piores quando estamos
trabalhando com os dados esparsos. Isso acontece porque no caso denso estamos utilizando
as rotinas prontas do MATLAB para calcular a hessiana, que é sempre mais rapida do
que as nossas rotinas abertas. Mas a4 medida que a dimensao cresce, podemos notar a
diferenca também no método de Newton.

Na Figura 4.4 apresentamos uma comparac¢ao dos tempos de execugao obtidos pelo
método de Newton implementado na forma densa e esparsa, onde podemos constatar a
observagao feita acima.

Ja—
- ® - Implementacgao esparsa o -
. —— Implementacao densa /7
10% ¢ g : /! E
w C 7 ]
g i
: -
= -7
10" £ - -
r @ e ]
I #/\6 \ \ \ \ \ \ \ ]
10 20 30 40 50 100 200 300 400
Dimensao

Figura 4.4: Método de Newton: Implementacao densa x Implementacao esparsa

4.4 Evitando calcular o tensor

Apesar de conseguirmos um desempenho melhor do método de Halley quando trabalhamos
com dados esparsos, ele ainda apresenta um tempo de execucao maior que o do método
de Newton. Por outro lado, o niimero de iteracoes é menor na maioria dos casos e se
conseguirmos diminuir o custo por iteracao podemos tornar o método de Halley mais
atrativo.

Um dos principais responséveis pelo alto custo computacional do algoritmo do método
de Halley é o calculo do tensor. Por isso, propomos uma modificagao ao algoritmo do
método de Halley que, além de nao necessitar do calculo do tensor completo, ainda evita
o célculo do produto tensor - vetor, diminuindo o custo por iteracao.

Vamos assumir que ja temos o calculo da hessiana simbolica H(x) da fungao f e seja
s o vetor que multiplica o tensor, que também vamos considerar como sendo um vetor de
variaveis simbolicas. Nesse caso, podemos avaliar a hessiana no vetor (z + ts)

H(x +ts), teR (4.4)
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e calcular a derivada parcial de (4.4) com relagao a t,

OH (z + ts)

5 =T(x +ts)s. (4.5)

Quando avaliamos (4.5) em ¢t = 0 obtemos
T(x+ts)s =0 = T(x)s,
que é exatamente o produto do tensor pelo vetor utilizado no método.

Para uma anélise mais aprofundada da melhoria obtida no algoritmo do método de
Halley com a modificacao acima proposta, vamos considerar o niimero de operagoes en-
volvidas nas duas formas de obtencao do produto tensor - vetor, tomando o pior caso,
quando a hessiana e o tensor sao cheios.

No algoritmo convencional realizamos:

e Calculo de n? derivadas parciais de terceira ordem;

e Avaliacao de n® entradas do tensor num ponto com n entradas, por iteracao;

e Produto tensor - vetor necessitando de 2n3 —n? operacoes aritméticas, por iteracao.

Ja no algoritmo que evita o calculo do tensor realizamos:

Avaliacao de n? entradas da hessiana no ponto (z + ts);

Calculo de n? derivadas parciais;

Avaliagao de n? entradas do produto P = T'(z + ts)s em t = 0;

Avaliacao de n? entradas de P num ponto com 2n entradas, por iteracao.

Assim, no pior caso, reduzimos um custo de O(n?) operagoes, a um custo de O(n?)
e conseguimos diminuir consideravelmente o custo computacional do método de Halley
quando utilizamos a modificacdo proposta nesta se¢ao. Se pensarmos no custo por itera-
¢ao, este resultado é ainda mais motivador pois, além de realizarmos um ntmero menor
de avaliacoes de funcao, as operacoes necesséarias para o calculo do produto tensor - vetor,
O(n?®) operagoes, nao sdo mais necessarias

Buscando analisar o efeito das mudangas propostas acima, aplicamos a implementa-
¢ao modificada do método de Halley para algumas fungoes da classe (4.3), nas mesmas
condicoes dos demais testes ja apresentados neste capitulo, e os resultados obtidos podem
ser encontrados na Tabela 4.5
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Halley Newton

" iteragoes t1 ts t3 iteragoes t1 ta

10 4 2.321 2.783 3.763 6 1.579 1.750
20 4 7.039 6.241 4.900 6 2.523 3.672
30 4 17.051 10.335 8.195 6 3.881 5.839
40 4 34.686 15.080 | 11.531 6 5.368 8.357
50 4 66.756 20.792 | 14.379 6 7.110 11.150
100 4 - 59.654 | 78.316 6 - 29.576
200 4 — 193.962 | 121.507 6 — 89.766
300 4 — 1073.977 | 247.208 6 — 380.597
400 4 — 1595.499 | 824.060 6 — 1188.384

Tabela 4.5: Tempo (s) para: t; - implementagdo densa; t; - implementagio es-

parsa/simétrica; t3 - implementagao que evita produto Tensor - vetor.

Na Figura 4.5 temos a representagao grafica dos dados da Tabela 4.5.
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Figura 4.5: Testes numéricos preliminares dos métodos de Newton e Halley com vetor de
‘uns’ como ponto inicial, utilizando a implementagao modificada do método de Newton.

Podemos ver que, com a modificacao proposta, conseguimos reduzir a menos da me-
tade o tempo de execugao do método de Halley para um problema com 400 variaveis, ob-
tendo resultados muito préoximos aos obtidos com o método de Newton. Com o aumento
da dimensao do problema, pode ser que o método de Halley venha a ser mais vantajoso
pois a diferenca no niimero de iteracoes pode compensar o maior custo por iteracao. In-
felizmente nossos testes estao condicionados as limitagoes impostas pela programagao no
MATLAB e nao conseguimos atingir dimensoes muito altas.

A representacao grafica dos tempos de execucao do método de Halley nas trés im-
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plementagoes apresentadas neste capitulo torna mais facil sua comparagao, ver Figura
4.6.

103t~ @~ Implementagao modificada
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S 10%%
o
=
F‘J *
* e PY
&~
0% e ;
ot *
| | | | | | | | -
10 20 30 40 50 100 200 300 400

Dimensao

Figura 4.6: Método de Halley: Comparacao do desempenho do método de Halley com
respeito as modificagoes propostas neste capitulo.

Como os testes preliminares acima apresentados mostraram uma melhora significativa
no desempenho do método de Halley, decidimos nos aprofundar nos testes utilizando
os dados armazenados na forma esparsa, aproveitando a simetria da matriz hessiana e
utilizando a modificacao proposta nesta secao.

No proximo capitulo detalhamos os critérios de escolha dos problemas para os testes
principais, assim como os resultados obtidos.
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Capitulo 5

Testes Principais - Problema de
Otimizacao Irrestrito

5.1 A escolha dos problemas teste

Em principio nosso objetivo era selecionar 10 fungbes para realizarmos os testes com
a implementagao do método de Halley que evita o calculo do tensor, proposto nesta
dissertacao, e todos os testes seriam retirados da colecado CUTE de problemas teste [7].
Entretanto, as restricoes impostas para a funcao teste fizeram com que apenas 6 problemas
fossem selecionados da colecao CUTE.

Precisavamos de problemas de classe pelo menos C?, cuja dimensao pudesse ser vari-
ada. Demos preferéncia aos problemas cuja matriz hessiana nao fosse mal-condicionada,
uma vez que isso leva a uma convergéncia lenta dos métodos de Newton e Halley. Pro-
gamamos varias fungoes no MATLAB e selecionamos da colegao CUTE os problemas
destacados abaixo:

ARWHEAD | DQRTIC | NONDQUAR [ ENGVALI | DIXMAANE | LIARWHD

Os 4 problemas que estavam faltando para completar a nossa colecao de testes foram
retirados de [5], onde Andrei apresenta uma colecao de fungdes testes para otimizagao
irrestrita onde estao incluidos também os problemas do CUTE. Foram programadas varias
fungoes até encontrarmos 4 que atingissem nossos propositos.

Portanto, os 4 problemas testes retirados de [5] sao:

| TRIDIAG1 | HIMMELBLAU | PSC1 | QF2 |

5.2 Resultados obtidos

Nesta secao apresentamos os resultados dos testes realizados com os 10 problemas seleci-
onados. Relataremos sempre o niimero de iteragoes e o tempo gasto pelos algoritmos. No
caso em que fazemos vérias resolu¢oes do mesmo problema com pontos iniciais diferen-
tes, apresentaremos as médias destas medidas de performance. Para todos os problemas
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fazemos uma resolucao com o ponto inicial indicado na colecao e depois mais vinte, com
pontos iniciais aleatérios, determinados utilizando o comando rand do MATLAB, com
o qual selecionamos vetores com entradas reais entre -1000 e 1000. Além disso, para os
problemas DIXMAANE e LIARWHD fazemos mais uma resolu¢ao com o ponto inicial
indicado na colecao e utilizando estratégia de permutacao para evitar o preenchimento na
fatoracao LDLT. Esta estratégia foi testada para os outros problemas também, porém
ela s6 implicou em alteragao nestes dois.

Para a realizagao dos testes com pontos iniciais aleatoérios, utilizamos os computa-
dores do Laboratoério de Informatica da Pés-Graduagao do IMECC. Estes computadores
possuem processador Core i7 - 3.40 GHz , sistema operacional Windows 7 Professional,
64 bits e memoéria RAM de 4GB. Para testes com ponto inicial dado na literatura utiliza-
mos o computador com processador Core i5 - 2.27 GHz, sistema operacional Windows 7
Home Premium, 32 bits e memoéria RAM de 4GB. Portanto, nao sao comparaveis os tem-
pos de execugao entre conjuntos diferentes de testes (ponto inicial aleatério e ponto inicial
fornecido), mesmo que estejamos considerando o mesmo problema, na mesma dimensao.

Os testes com pontos iniciais aleatérios buscam modelar a situagao mais realista, na
qual nao conhecemos as solugoes dos problemas que tentamos resolver. Sob este ponto
de vista, estes testes propiciam uma comparacao mais véalida da eficiéncia relativa dos
dois algoritmos em situagoes praticas. A comparacao com o ponto inicial fornecido na
cole¢ao permite uma padronizagao. Apenas um dos problemas (DIXMAANE) apresentou
numero de iteragoes alto comegando com o este ponto, todos os restantes convergiram em
um namero bem reduzido de iteracoes.

Finalmente, verificamos que, para os problemas DIXMAANE e LIARWHD a versao
simples da fatoracio LDLT (sem o uso de estratégias para evitar o fill in), usada para
resolver o sistema cuja matriz de coeficientes é a hessiana, produzia mais preenchimento
do que a versao usando a estratégia de permutacao. Entao, para estes dois problemas, a
analise da matriz, para a escolha de uma permutacao adequada de suas linhas e colunas, foi
feita utilizando o comando symamd(-) do MATLAB. Este comando ¢é aplicavel a matrizes
simétricas e acessa apenas a parte triangular inferior da matriz. Tem como saida um vetor
de permutagoes que leva a um fator L mais esparso na fatoragao da matriz.

Observamos um fenémeno interessante em praticamente todos os testes realizados:
apesar de utilizarmos o mesmo critério de parada em ambos os algoritmos (valor da
norma do gradiente menor do que ou igual a 1078) as solugoes obtidas pelo algoritmo de
Halley foram, em geral, mais precisas do que aquelas obtidas por Newton, em termos dos
valores da funcao e da norma de seu gradiente no ponto final obtido.

Nos testes detalhados nas proximas se¢oes nao foram observadas falhas em nenhum
dos algoritmos com os pontos iniciais aleatérios. Ja com o ponto inicial fornecido na
literatura, aconteceram falhas no problema DQRTIC para ambos os algoritmos.

Nos graficos que traduzem os resultados sobre tempos apresentados nas tabelas, uti-
lizamos sempre a escala logaritmica para os tempos, para melhor visualizagao.
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5.2.1 Problema ARWHEAD

O problema ARWHEAD ¢é um dos problemas da colegdo CUTE [7] e é composto pela
classe de fungoes

n—1 n—1
falw) =) (—da +3) + > (27 +a2)?,
i=1 i=1
com ponto inicial
xo=(1,...,1). (5.1)

Na Figura (5.1) podemos observar a estrutura de esparsidade da matriz hessiana
desse problema para uma fungao com 40 variaveis. Note que os elementos nao nulos estao
distribuidos ao longo da diagonal principal, da tultima linha e da ultima coluna da matriz,
formando o perfil de uma seta.

Figura 5.1: Estrutura da matriz hessiana do problema ARWHEAD, com n = 40.

Realizamos testes com a dimensao do problema variando entre 50 e 800 variaveis
e, para cada dimensao, fizemos 20 testes com ponto inicial aleatério. Na Tabela 5.1
sao apresentados a média aritmética do ntmero de iteragoes e do tempo de execucao
em segundos dos testes para os algoritmos de Newton e Halley. Observamos que este
ultimo apresentou maior média de nimero de iteracoes e tempo de execucao em todas
as dimensoes. Enquanto o algoritmo de Newton teve a média de iteracoes praticamente
constante, variando entre 30 e 33, Halley apresentou maior variabilidade neste quesito.
As médias dos tempos de execucao de Halley acompanharam as de Newton, praticamente
mantendo a proporcao de 1.37 para 1.

Nas Figuras 5.2 (a) e (b) apresentamos a visualizagao grafica dos dados da Tabela 5.1,
facilitando a comparacao do nimero de iteracoes e tempo gastos nos testes com Halley e
Newton. Na escala logaritmica utilizada para as médias dos tempos na Figura 5.2 (b), a
razao praticamente constante entre a média de Halley e a média de Newton se traduz em
uma distancia praticamente constante entre os pontos correspondentes no grafico.
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Figura 5.2: Problema ARWHEAD
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Halley Newton

n ~ . p

iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
50 31 44.789 30 34.271
100 34 124.200 32 94.720

200 38 357.395 30 267.401
300 37 664.550 31 533.763
400 39 967.924 32 779.050
500 43 1482.326 31 1146.049
600 43 2365.604 32 1609.275
700 44 3571.533 33 2331.957
800 43 4394.034 31 2696.219

Tabela 5.1: Problema ARWHEAD: média do nimero de iteragoes e tempo para 20 testes
com ponto inicial aleatorio.

Como o método de Halley tem convergéncia ciibica, era esperado que ele apresentasse
um nimero de iteragoes menor do que o método de Newton, que tem convergéncia qua-
dratica. Quando escolhemos a aproximacao inicial de forma aleatoria isto nao aconteceu,
o que é compreensivel, uma vez que o resultado de convergéncia ¢é local.

Levando em consideragao os resultados obtidos quando tomamos a aproximacao inicial
de forma aleatoria, é interessante analisarmos também o comportamento dos algoritmos
quando utilizamos o ponto inicial fornecido pela propria colecao. Sendo assim, realizamos
testes variando a dimensao do problema entre 100 e 600 utilizando a aproximacao inicial
xo dada em (5.1). Os resultados s@o apresentados na Tabela 5.2.

Halley Newton
" iteragao | tempo (s) | iteracdo | tempo (s)
100 4 30.704 6 31.967
200 4 90.115 6 93.152
300 4 233.825 6 234.416
400 4 510.283 6 407.802
500 4 903.305 6 947.889
600 4 1020.200 6 993.362

Tabela 5.2: Problema ARWHEAD: tempo de execugao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colegao.

Como pode ser visto na Tabela 5.2, tomando como aproximacgao inicial o ponto su-
gerido na colecao, além de obtermos uma convergéncia mais rapida, é possivel observar
a ordem de convergéncia dos métodos de Newton e Halley, uma vez que em todas as
dimensoes Halley convergiu com 4 iteragoes e Newton com 6.

Na Figura 5.3 temos a representacao grafica dos tempos de execugao da Tabela 5.2 e
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podemos observar que, com a redugao no numero de iteragoes, Halley foi mais réapido do
que Newton em todos as dimensoes, com exce¢ao de 400 e 600.

103 3 , = - % 4
I % Meétodo de Newton T ]
— - ~® -~ Método de Halley -~~~
<
% _ _ -
S 10%F R l E
I ‘//

100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Dimensao

Figura 5.3: Problema ARWHEAD: tempos de execugao de Newton e Halley com o ponto
inicial fornecido na colecao.
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5.2.2 Problema DQRTIC

O problema DQRTIC é outro problema que faz parte da colegao CUTE [7] e é composto
pela classe de fungoes

com ponto inicial
xo=(2,...,2). (5.2)

Como f,, é uma funcao separavel, sua hessiana é uma matriz diagonal, como podemos
ver exemplificado na Figura 5.4, para n = 40.

Figura 5.4: Estrutura da matriz hessiana do problema DQRTIC.

Neste problema temos um caso bem particular, onde o gradiente, a hessiana e o tensor
possuem o mesmo nimero de entradas, igual a dimensao n do problema. Neste caso nao é
necessario realizar a fatoragao da matriz para a resolucao dos sistemas lineares, uma vez
que a matriz ja se encontra na forma mais simples para resolucgao.

Analogamente ao problema ARWHEAD, variamos a dimensao do problema entre 50
e 800 variaveis e para cada problema foram realizados 20 testes no MATLAB, com ponto
inicial aleatoério.

Na Tabela 5.3 apresentamos a média aritmética do ntimero de iteracoes e do tempo
de execucao em segundos dos algoritmos de Newton e Halley para os 20 testes realizados.
Note que para ambos os algoritmos a média do ntimero de iteragoes permaneceu pratica-
mente constante em todas as dimensoes, variando entre 20 e 22 iteracoes para Halley e
entre 35 e 37 para Newton. Neste problema, Halley apresentou, em média, 58% do nu-
mero médio de iteracoes de Newton. Esta economia de iteragoes refletiu diretamente no
tempo de execucao dos algoritmos: Halley obteve o menor tempo na maioria das dimen-
soes, embora tenha perdido eficiéncia para dimensoes maiores, comegando a apresentar
um tempo superior para fungoes com mais de 600 variaveis.
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Halley Newton

" iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
50 20 16.277 35 17.666
100 21 41.562 35 43.491
200 21 163.118 35 167.886
300 21 363.267 36 371.175
400 21 572.261 36 583.524
500 21 800.463 36 813.530
600 21 1478.642 36 1184.610
700 22 1711.409 36 1427.578
800 22 3752.160 37 2519.637

Tabela 5.3: Problema DQRTIC: média do nimero de iteragoes e tempo para 20 testes

com ponto inicial aleatorio.

Nas Figuras 5.5 (a) e (b) apresentamos a representagao grafica dos dados da Tabela 5.3
para uma melhor visualizagao e comparacao dos resultados obtidos. Analisando o gréfico
da Figura 5.5 (b), vemos que, apesar de Halley apresentar um tempo menor que Newton
para dimensoes menores que 600, as curvas comecam a se distanciar com o aumento da
dimensao. Observe que a pouca variacao no nimero de iteragoes esta bem representada
no grafico da Figura 5.5 (a) pelas curvas praticamente horizontais ao eixo das abscissas.

Ambos os algoritmos falharam com o ponto inicial zo = (2, ...,2) dado em (5.2), pois

neste ponto a hessiana de f é singular.
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Figura 5.5: Problema DQRTIC.
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5.2.3 Problema NONDQUAR
O problema NONDQUAR ¢é formado pela seguinte classe de fungoes

n—2
fn(x) = (Il - 132)2 + Z(xz + 21+ xn)4 + (xn—l + xn)27
i=1
com ponto inicial
ro=(1,—-1,...,1,—1). (5.3)

Sua matriz hessiana possui a estrutura de esparsidade indicada na Figura 5.6, onde os
elementos nao nulos estao distribuidos ao longo das trés diagonais centrais, da primeira
linha e da ultima coluna, no formato de uma seta.

Figura 5.6: Estrutura da matriz hessiana do problema NONDQUAR.

Apresentamos na Tabela 5.4 a média aritmética do numero de iteragoes e tempo de
execugao em segundos, para os algoritmos de Newton e Halley, dos 20 testes com ponto
inicial aleatorio, realizados no MATLAB com dimensao variando entre 50 e 800. Note
que o numero médio de iteragoes neste caso também permaneceu praticamente constante
para ambos os métodos, variando entre 22 e 23 iteragoes para Halley e entre 37 e 40
iteracoes para Newton. A diferenca na média de iteragoes dos dois métodos foi grande,
com um desempenho melhor de Halley, cujo nimero médio de iteracoes obtido foi 59 % do
de Newton. Essa diferenga influenciou diretamente no desempenho dos algoritmos, tendo
Halley apresentado um tempo de execugao menor que Newton em todas as dimensoes
exceto n = 600. De fato, o comportamento de ambos os algoritmos nesta dimensao é
andmalo com relagao as demais.

Nas Figuras 5.7 (a) e (b) apresentamos a representagao grafica dos dados da Tabela 5.4.
Observando a Figura 5.7 (a) podemos constatar a pouca varia¢ado no nimero de iteragoes
apresentados pelos algoritmos de Newton e Halley, levando a curvas quase paralelas ao
eixo das abscissas. Ja na Figura 5.7 (b) podemos perceber que a curva que representa os

o8



Halley Newton

n - . p

iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
50 22 61.418 37 66.322
100 22 138.275 38 149.331

200 23 400.515 38 417.665
300 23 735.649 39 764.083
400 23 1228.872 39 1319.413
500 23 1775.557 39 1905.339
600 23 7252.614 39 6501.471
700 23 2114.400 39 2209.557
800 23 3102.908 40 3118.111

Tabela 5.4: Problema NONDQUAR: média do niimero de iteragoes e tempo para 20 testes
com ponto inicial aleatorio.

dados de Halley se mantém abaixo da curva de Newton exceto para 600 variadveis. Para
esta dimensao os pontos correspondentes aos dois algoritmos sao claramente outliers com
relacao as curvas respectivas.

Utilizando a aproximacao inicial dada em (5.3), fornecida na colegao, temos a uma
convergéncia mais rapida dos métodos, como pode ser visto na Tabela 5.5. Para este ponto
inicial também foi pequena a variagao do ntmero de iteragoes com relacao a dimensao e,
assim como nos testes com ponto inicial aleatorio, pudemos verificar a influéncia da ordem
de convergéncia dos métodos no niimero de iteracoes, uma vez que o método de Halley
apresentou um nimero de iteragoes bem menor que o método de Newton. Os resultados
neste caso apresentam uma diferenca um pouco maior no tempo de execuc¢ao do que com
ponto inicial aleatério, para dimensoes menores. Para os problemas com mais de 400
varidveis esta diferenga continua muito pequena, sendo que o tempo de Halley para 400 e
600 variaveis foi um pouco maior do que o de Newton.

Halley Newton
n — = : ~
iteragao | tempo (s) | iteragdo | tempo (s)
100 12 144.667 21 157.677
200 13 222.286 21 390.377
300 13 668.421 21 718.262

400 13 654.143 22 651.976
500 13 995.225 22 1021.460
600 13 1481.220 22 1457.120

Tabela 5.5: Problema NONDQUAR: tempo de execugao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colegao.
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Figura 5.7: Problema NONDQUAR.
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Na Figura 5.8 temos a representagao grafica dos tempos de execucao da Tabela 5.5
para uma melhor visualizacao dos dados. Observando o gréfico fica evidente a superio-
ridade do método de Halley para dimensoes menores e uma difenca praticamente imper-
ceptivel nos tempos para as dimensoes maiores.
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Figura 5.8: Problema NONDQUAR: tempo de execucao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colegao.
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5.2.4 Problema ENGVALI1

O problema ENGVALLI é composto pela seguinte classe de fungoes

n—1

fal@) = (@ +a2f,)° + ) (—4a; +3),

=1

com ponto inicial

$0:(2,...

n—1

=1

,2).

(5.4)

Na Figura 5.9 ilustramos a estrutura de esparsidade da matriz hessiana da funcao
com 40 varidveis, que é uma matriz tridiagonal.

Figura 5.9: Estrutura da matriz hessiana do problema ENGVALI.

Na Tabela 5.6 apresentamos a média aritmética do ntimero de iteragoes e tempo de
execucao, dos algoritmos de Newton e Halley, para 20 testes com ponto inicial aleatoério.
Note que o niimero de iteragoes obtido por Halley variou entre 22 e 28 iteragoes, enquanto
que para Newton variou entre 26 e 30 iteracoes. Além de Newton apresentar uma variacao
menor no nimero de iteragoes seu desempenho relativo ao método de Halley foi melhor,
levando em consideracao a ordem de convergéncia de ambos os métodos, uma vez que,
em média, o numero de iteragoes de de Halley foi 90 % do de Newton, quando deveria ser
cerca de 66 % no caso de ambos os métodos convergirem nas taxas esperadas. Vemos que
este melhor desempenho relativo de Newton interfere diretamente no tempo de execugao
dos métodos, uma vez que a média do tempo apresentado por Halley foi maior em todas
as dimensoes.

Nas Figuras 5.10 (a) e (b) temos a representagao grafica dos dados da Tabela 5.6,
para o nimero de iteracao e tempo de execucao respectivamente. Observando os graficos
fica mais facil a comparacao dos resultados. Na Figura 5.10 (a) vemos a maior variagdo
dos nameros de iteragoes apresentados por ambos os métodos, com a diferenca no nimero
de iteragoes diminuindo com o aumento da dimensdo. Na Figura 5.10 (b) vemos que a
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Halley Newton

n — - . p

iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
50 22 38.412 26 34.951
100 22 89.236 26 80.954

200 24 288.063 28 268.011
300 25 492.740 29 458.330
400 25 935.880 28 872.427
500 25 1325.745 29 1239.509
600 26 1894.234 29 1567.718
700 28 2817.477 30 2118.977

Tabela 5.6: Problema ENGVALI1: média do ntmero de iteracoes e tempo para 20 testes
com ponto inicial aleatorio.

curva do tempos de Halley permanece sempre acima da curva de Newton, embora estejam
bem préximas, vemos que a diferenca no tempo de execugao cresce com o aumento da
dimensao, o que é esperado uma vez que a diferenca no niimero de iteragoes é menor.

A pouca diferenca entre os niimeros de iteragoes obtidos pelos algoritmos de Newton
e Halley ocorre porque, em alguns dos testes realizados, o método de Halley necessitou de
um numero maior de iteragdes do que o método de Newton para convergir, interferindo
diretamente na média do nimero de iteragoes e tempo de execucao do método de Halley.
Em particular, nos testes em que o método de Halley convergiu com pelo menos 9 iteragoes
a menos que o método de Newton, ele obteve um tempo de execucao menor.

Na Tabela 5.7 apresentamos os resultados obtidos para os testes dos métodos de
Newton e Halley com o ponto inical dado em (5.4), fornecido na colegao, com n variando
de 100 a 600. Vemos que agora o nimero de iteragoes apresentado por Halley foi cerca de
62% do obtido por Newton, e este nimero se manteve constante em todas as dimensoes,
assim pudemos observar a ordem de convergéncia de ambos os métodos. Com isso, vemos
que os tempos de execuc¢ao dos métodos tornam-se proximos, sendo em algumas dimensoes
maiores para Newton do que para Halley e em outras maiores para Halley.

Na Figura 5.11 temos a representagao grafica dos tempos de execucao da Tabela 5.7.
Pelo grafico fica clara a proximidade dos tempos de execugao uma vez que as curvas para
Newton e Halley estao sobrepostas, tendo uma diferenca maior apenas para 600 variaveis,
onde Halley apresentou um nimero de iteracoes maior.
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Figura 5.10: Problema ENGVAL1
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Halley Newton
" iteragdo | tempo (s) | iteracao | tempo (s)
100 5 35.213 8 34.387
200 5 93.810 8 97.940
300 5 237.679 8 240.744
400 5 412.311 8 413.747
500 5 610.618 8 609.086
600 5 1076.670 8 885.163

Tabela 5.7: Problema ENGVALIL: tempo de execugao dos métodos de Newton e Halley

com o ponto inicial fornecido na colegao.
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Figura 5.11: Problema ENGVALIL: tempo de execucao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colegao.
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5.2.5 Problema DIXMAANE

O problema DIXMAANE, com uma mudanga em um dos parametros, é dado pela seguinte
classe de funcgoes

n . n—1 .
[L’) = 1+sz2 <%) +Z;xz2(xl+1+xl+1 +Z§xzxz+m+z STiLit2m (_>
=1 i=1 =

= (n/3)
com ponto inicial

A matriz hessiana desse problema tem a estrutura de esparsidade representada na
Figura 5.12 para n = 40. Note que os elementos nao nulos estao localizados ao longo das
trés diagonais principais, e mais quatro diagonais mais afastadas, duas acima da diagonal
principal e duas abaixo.

Figura 5.12: Estrutura da matriz hessiana do problema DIXMAANE.

Na Tabela 5.8 apresentamos a média aritmética do niimero de iteragoes e tempo de
execucao dos algoritmos de Newton e Halley para 20 testes com ponto inicial aleatorio.
Note que, tanto para Newton quanto para Halley, este problema apresentou uma variacao
grande no ntmero de iteracoes, entre 54 e 110 iteragoes para Halley e entre 69 e 118
iteragoes para Newton. Embora na maioria dos casos o niimero de iteragoes obtido para
Halley seja menor que o de Newton, nao foi em todas as dimensoes que esta diferenca
exemplifica a taxa de convergéncia dos métodos. Neste problema a média do tempo
de execugao de Halley foi maior que a de Newton em todas as dimensoes e observamos
diferencas bem significativas entre os resultados.

Nas Figuras 5.13 (a) e (b) temos a representacao grafica dos nimeros de iteragoe e
tempos de execugao da Tabela 5.8. Observando as Figuras fica mais facil a comparagao
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Halley Newton
iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
20 110 260.157 69 80.258
100 o4 578.850 86 431.137
200 67 1691.104 93 1087.265
300 76 3462.923 93 1933.208
400 65 5349.624 107 3649.208
500 80 10868.338 108 5119.347
600 73 13510.416 110 7351.394
700 68 18684.501 103 6297.788
800 80 22893.465 118 13827.263

n

Tabela 5.8: Problema DIXMAANE: média do niimero de iteragoes e tempo para 20 testes
com ponto inicial aleatorio.

dos resultados. Na Figura 5.13 (a) fica evidente a grande varia¢ao do ntimero de iteragoes
obtidos pelos métodos de Newton e Halley, uma vez que as curvas de ambos os métodos
nao sao suaves. Apesar da grande variacao no namero de iteracos dos métodos, as curvas
para o tempo de execugao, representadas na escala logaritmica, dadas na Figura 5.13
(b), ndo sofrem tanta variagdo e as curvas para Newton e Halley apresentam taxa de
crescimento bem proximos com o Halley apresentando um desempenho inferior em todos
0s testes.

A diferenca no tempo de execucgao dos métodos de Newton e Halley pode estar relaci-
onada ao fato deste problema possuir uma matriz hessiana com uma propor¢ao maior de
elementos nao nulos. Muitos destes elementos estao distribuidos ao longo de duas diago-
nais afastadas da diagonal principal, o que certamente leva fill in do fator L da fatoracao
LDLT.

Para verificar este fato, realizamos testes com o ponto inicial fornecido na colegao,
dado em 5.5. Variamos a dimensao entre 100 a 600 e aplicamos o mesmo algoritmo
utilizado com ponto inicial aleatério. Para comparagao, aplicamos também o algoritmo
onde fizemos uso do comando symamd (-) para realizar a analise da esparsidade da matriz
e liberar a permutacao de linhas e colunas mais apropriada.

Na Tabela 5.9 apresentamos os resultados do niimero de iteragoes e tempo de execugao
em segundos obtidos com o algoritmo de Newton e Halley utilizando o ponto inicial
fornecido na colecao. Este problema foi o tinico que apresentou grande variagao do niimero
de iteragoes quando tomamos o ponto inicial fornecido na bibliografia, variando entre 33
e 79 iteracoes para Halley e entre 49 e 93 para Newton, sendo que para 300 e 400 variaveis
o numero de iteragoes de Halley foi maior do que o de Newton. Devido a isso, observamos
um desempenho do algoritmo de Halley, relativo ao de Newton, bem pior, apresentando
um tempo de execucao bem maior do o de Newton em todas as dimensoes.

Os resultados apresentados na Tabela 5.9 para o tempo de execugao podem ser ana-

67



120 F \ \ \ =
- —-® - Método de Halley

110 7.\ ————Meétodo de Newton — ]

100 F \\ / 7
8

'S 90 i
&
g

= 80F o_ e

N s g T~ -~ e
~ s @ - P -
70 I > ~ N ~ - T~ ./ N
\./
60 - =
| | | | | | | | |
50 100 200 300 400 500 600 700 800
Dimensao

(a): média do numero de iteragdes dos métodos de Newton e Halley para 20
testes com ponto inicial aleatorio.

| | | A
__-e

| - -e - Método de Halley e " - - ]

10 % Método de Newton _ - X e
o
2,

Z 10 ]

10% E

L1 | | | | | | | -

50 100 200 300 400 500 600 700 800

Dimensao

(b): média do tempo de execugao dos métodos de Newton e Halley para 20 testes
com ponto inicial aleatoério.

Figura 5.13: Problema DIXMAANE
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Halley Newton

" iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
100 48 938.986 29 560.173
200 46 1916.790 49 823.300
300 79 5864.800 67 1901.710
400 76 4439.520 o6 2604.960
500 35 3319.610 93 3118.270
600 33 4436.070 72 3405.950

Tabela 5.9: Problema DIXMAANE: tempo de execu¢ao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colegao.

lisados mais facilmente quando tomamos sua representagao grafica dada na Figura 5.14.
Pelo grafico fica claro que o desempenho do algoritmo de Halley foi bem inferior ao que
obtivemos para os testes com ponto inicial aleatério para dimensoes menores. J& para di-
mensoes maiores verificamos exatamente o contrario pois quando tomamos o ponto inicial
fornecido na colecao conseguimos tempos de execucao mais proximos do que os obtidos
com ponto inicial aleatorio. Os resultados para este problema apresentam grande variagao
porque em algumas iteracoes dos métodos encontramos matrizes mal-condicionadas.
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Figura 5.14: Problema DIXMAANE: tempo de execucao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colegao.

Ao aplicarmos a estratégia de permutacao de linhas e colunas da matriz hessiana
deste problema, obtemos uma grande alteragao na posicao dos elementos nao nulos, como
pode ser verificada na Figura 5.15, onde apresentamos a estrutura da matriz hessiana do
problema DIXMAANE apés ser aplicada a estratégia de permutacao.

Na Tabela 5.10 estao os resultados dos testes onde empregamos uma estratégia de
permutacao de linhas e colunas da matriz hessiana, buscando obter um fator L mais
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Figura 5.15: Estrutura da matriz hessiana do problema DIXMAANE apos estratégia de
permutacao de suas linhas e colunas.

esparso quando realizamos a fatoracio LDLT. Com esta estratégia, percebemos que o
nimero de iteragoes continua apresentando uma variacao grande, embora ela seja menor
do que sem permutacao. Tivemos uma melhora significativa nos tempos de execucao de
Halley também e pela primeira vez ele apresenta um tempo menor do que o método de
Newton, para o problema com 600 variaveis.

Halley Newton

" iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)

100 40 386.871 57 260.324
200 39 895.854 55 573.467
300 65 2518.550 79 1391.480
400 79 4530.960 81 2038.730
500 39 5121.430 85 2892.810
600 33 4576.980 106 5363.340

Tabela 5.10: Problema DIXMAANE: tempo de execu¢ao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colecao e estratégia de permutacao das linhas e colunas
da matriz hessiana.

Para a melhor visualizacao dos tempos de execucao da Tabela 5.10, apresentamos a
representacao grafica dos dado na Figura 5.14. Vemos que conseguimos uma boa melhora
no desempenho do método de Halley ao empregarmos uma estratégia de permutacao na
matriz hessiana do problema, principalmente para dimensées menores, cujo desempenho
do algoritmo ficou préoximo ao que tinhamos conseguido com os testes com ponto inicial
aleatorio. O algoritmo do método de Halley torna-se mais eficiente com o aumento da
dimensao e chega a apresentar um tempo de execu¢ao menor do que o do método de
Newton para a funcao com 600 variaveis.
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Figura 5.16: Problema DIXMAANE: tempo de execu¢ao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colecao e estratégia de permutacao das linhas e colunas
da matriz hessiana.

5.2.6 Problema LIARWHD

O Problema LIARWHD ¢ o tltimo problema selecionado da colegao CUTE, e sua expres-
sao ¢ dada por

fulx) = 24(—931 +a)* + Z(-’E - 1)

com ponto inicial

A estrutura de esparsidade da matriz hessiana da fun¢ao com 40 varidveis pode ser
visualizada na Figura 5.17, onde podemos perceber que seus elementos nao nulos estao
distribuidos ao longo da diagonal principal, da primeira linha e da primeira coluna da
matriz, no formato de uma seta.

As médias aritméticas dos ntimeros de iteragoes e dos tempos de execugao dos 20 testes
realizados no MATLAB com ponto inicial aleatorio estao apresentados na Tabela 5.11.
Para este problema, variamos a dimensao entre 50 e 800 variaveis. Note que para este
problema, assim como para o problema ARWHEAD, o numero de iteragoes obtido pelo
algoritmo de Halley é maior do que o de Newton. Além disso o nimero de iteragoes varia
bastante quando tomamos dimensoes diferentes, entre 35 e 102 iteragoes, enquanto que no
algoritmo de Newton o nimero de iteragoes permanece praticamente constante, variando
entre 29 e 31 iteragoes. Devido a isso, vemos que o método de de Halley apresenta uma
média maior do tempo de execucao para todas as dimensoes.

Os resultados apresentados na Tabela 5.11 podem ser melhor visualizados se consi-
derarmos a representacao grafica dos dados, dada nas Figuras 5.18 (a) e (b). Na Figura
5.18 (a) fica claro a grande varia¢ao no ntimero de iteragoes apresentada pelo método de
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Figura 5.17: Estrutura da matriz hessiana do problema LIARWHD.

Halley Newton
n - p - po
iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
50 51 56.565 29 29.555
100 35 59.952 31 45.910
200 41 215.403 33 171.708

300 40 382.514 30 308.696
400 36 669.387 31 544.706
500 48 913.120 30 689.921
600 62 2082.269 30 1472.728
700 102 3989.696 30 1780.795
800 68 4342.147 29 2332.416

Tabela 5.11: Problema LIARWHD : média do ntiimero de iteragoes e tempo para 20 testes
com ponto inicial aleatorio.
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Halley contra o niimero praticamente constante apresentado por Halley. Apesar da grande
diferenca no nimero de iteragoes a taxa de crescimento dos tempos de execucao para os
métodos de Newton e Halley é praticamente constante e as curvas dos tempos de execucao
de Newton e Halley crescem juntas, apesar de Halley sempre apresentar um tempo maior,
como ilustrado na Figura 5.18. Nesta situacao, o maior custo computacional do método
de Halley deveria levar a um tempo de execug¢ao do método bem maior.

Vale ressalta que o fato do método de Halley apresentar um ntimero maior de iteragoes
¢é curioso uma vez que o método de Halley deveria apresentar um niimero menor de itera-
¢oes, devido a sua ordem de convergéncia. Isso nao contradiz o resultado de convergéncia
apresentado no Capitulo 2, pois o resultado de ordem de convergéncia é local.

Os resultados obtidos para o niimero de iteracao e tempo de execucao, em segundos,
dos métodos de Newton e Halley quando tomamos a aproximacao inicial indicada na
colecao, dada em 5.6 sao apresentados na Tabela 5.12. Note que neste caso obtemos
numeros de iteracoes constantes, tanto para Newton quanto para Halley e a taxa de
convergéncia dos métodos também é observada, com Halley apresentando 63% do nimero
de iteragoes de Newton. Com isso, Halley apresenta tempo de execugao menor em todas
as dimensoes, embora a diferenca nos tempos ainda seja pequena.

Halley Newton
" iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
100 7 31.207 11 34.084
200 7 96.239 11 96.490
300 7 240.926 12 249.697
400 7 418.982 12 428.929
500 7 623.779 12 635.111
600 7 924.237 12 937.389

Tabela 5.12: Problema LIARWHD: tempo de execuc¢ao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colegao.

Para uma melhor comparac¢ao dos tempos de execugao contidos na Tabela 5.12 apre-
sentamos a representacao grafica dos dados na Figura 5.19. Observando o gréfico fica
claro a proximidade nos tempos de execugao, uma vez que as curvas que representamos
tempos de execugao de Newton e Halley estao praticamente sobrepostos.

Este é o segundo problema onde conseguimos um fator L, da fatoracdo LDL”, mais
esparso ao aplicar a estratégia de permutacao das linhas e colunas da matriz, e aplicamos
os métodos de Halley e Newton utilizando esta nova abordagem. Na Tabela 5.13 sao
apresentados os resultados obtidos para a dimensao variando entre 100 e 600. Note que
nao obtivemos diferenca no nimero de iteragoes mas os tempos de execugao sao maiores.
Com isso, vemos que o custo computacional necessario na permutagao da matriz é maior
do que o de realizar os calculos com a matriz normal.

Com a representagao grafica dos tempos de execugao da Tabela 5.13, dada em 5.20.A
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Figura 5.18: Problema LIARWHD
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Figura 5.19: Problema LIARWHD: tempo de execugao dos métodos de Newton e Halley

com o ponto inicial fornecido na colegao.

Halley Newton
n iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
100 7 31.287 11 34.397
200 7 92.605 11 96.979
300 7 241.325 12 249.733
400 7 669.344 12 430.475
500 7 623.401 12 745.656
600 7 928.998 12 937.817

Tabela 5.13: Problema LIARWHD: tempo de execug¢ao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na cole¢ao e estratégia de permutacao de linhas e colunas

da matriz hessiana
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piora nos tempos de execugao é observada nos dois algoritmos, de Newton e de Halley,
para 400 variadveis a piora é mais nitida no algoritmo de Halley enquanto que para 500
variaveis o tempo de Newton é maior.
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Figura 5.20: Problema LIARWHD: tempo de execucao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colecao e estratégia de permutacao das linhas e colunas
da matriz hessiana.
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5.2.7 Problema TRIDIAG1

O Problema TRIDIAG1 foi retirado da cole¢ao de problemas [5] e sua expressao ¢ dada

por
n/2

folz) = Z(x%fl + To; — 3)% + (w1 — 9 + 1),
i=1
com ponto inicial

2o =(2,...,2). (5.7)

A estrutura da matriz hessiana do problema com 40 varidveis é apresentada na Figura
5.21, que como o proprio nome ji diz, ¢ uma matriz tridiagonal.

Figura 5.21: Estrutura da matriz hessiana do problema TRIDIAGI.

Foram realizados 20 testes no MATLAB com ponto inicial aleatério, variando a di-
mensao de 50 a 700 varidveis. A média aritmética do namero de iteracao e tempo de
execugao, em segundos, para os métodos de Newton e Halley sao apresentadas na Ta-
bela 5.14. Note que, assim como nos problema ARWHEAD e LIARWHD, este problema
também apresenta um numero de iteracoes maior para Halley, variando entre 24 e 42 ite-
ragoes, enquanto que Newton s6 apresenta um niimero maior de iteragoes para n = 500,
29 iteragoes, para as demais dimensoes apresentou 23 ou 24 iteragoes. Com o maior ni-
mero de iteragoes de Halley, obviamente seu tempo de execucao também foi maior para
todas as dimensoes, embora sua taxa de crescimento acompanhe a de Newton.

Nas Figuras 5.22 (a) e (b) apresentamos a representacao grafica dos nimeros de itera-
¢oes e tempos de execucao dos métodos de Newton e Halley, para uma melhor comparacao
dos resultados. No grafico da Figura 5.22 (a) podemos perceber um crescimento do nimero
de iteragoes do método de Halley com o aumento da dimensao do problema, enquanto
que para Newton apenas o ponto correspondente ao problema com 500 varidveis foge da
curva horizontal. Com o crescimento no ntimero de iteragoes esperase um crescimento
ainda mais significativo no tempo de execucgao do total, mas como pode ser observado na
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Halley Newton

" iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
50 24 328.119 24 37.646

100 29 82.717 24 56.353

200 33 262.409 24 190.746
300 36 503.706 24 357.573
400 35 1057.908 23 732.693
500 39 1901.905 29 1337.987
600 40 6264.262 24 2724.998
700 42 10006.740 24 4200.962

Tabela 5.14: Problema TRIDIAG1: média do nimero de iteragoes e tempo para 20 testes
com ponto inicial aleatorio.

Figura 5.22 (b) o crescimento do tempo de Halley acompanha o crescimento de Newton,
apresentando um crescimento um pouco maior apenas par 600 e 700 variaveis.

Nos testes apresentados na Tabela 5.15 utilizamos a aproximacao inicial sugerida na
colecao, dada em (5.7). Note que este caso exemplica claramente a ordem de convergéncia
dos métodos de Newton e Halley, onde o niimero de iteragoes de Halley, constante em
todas as dimensoes, é 2/3 do namero de iteragoes de Newton. Vemos que o tempo de
execucao de Halley também foi menor em quase todas as dimensoes, apresentando tempo
maior apenas para 400 e 600 variaveis, embora esta diferenca seja pequena.

Halley Newton

" iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
100 3 29.413 D 31.781
200 3 88.579 D 92.983
300 3 248.661 D 246.206
400 3 454.864 5 447.295
500 3 1079.120 > 1286.110
600 3 1626.610 d 1550.510

Tabela 5.15: Problema TRIDIAGI1: tempo de execucao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colegao.

Para uma melhor visualizacao do tempo de execugao obtido quando utilizamos o
ponto inicial fornecido na colegao, apresentamos na Figura 5.23 a representacao gréfica
dos tempos de execugao da Tabela 5.15. Note que agora as curvas dos métodos de Newton
e Halley caminham juntas fungindo apenas para 500 variaveis, onde Halley apresenta um
tempo de execugao menor que Newton. Os resultados obtidos para Halley neste caso foram
melhores porque agora conseguimos tirar proveito da principal caracteristica que favorece
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Figura 5.22: Problema TRIDIAGI.
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o método de Halley, que é a ordem de convergéncia maior. A diferenga no tempo de
execucao nao foi muito grande pois ambos os métodos precisaram de um niimero pequeno
de iteragoes para convergir.

—#—— Método de Newton
- -o - Método de Halley

103‘;

Tempo (s)

102 |

100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600
Dimensao

Figura 5.23: Problema TRIDIAG1: tempo de execucao dos métodos de Newton e Halley
com o ponto inicial fornecido na colegao.
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5.2.8 Problema QF2

O problema QF2 é dado pela expressao

com ponto inicial

2o = (0.5,...,0.5). (5.8)

A estrutura de esparsidade da matriz hessiana do problema QF2 com 40 variaveis é
apresentado na Figura 5.24, onde podemos observar que a matriz é diagonal.

Figura 5.24: Estrutura da matriz hessiana do problema QF2.

Aplicamos os algoritmos de Newton e Halley, onde variamos a dimensao n de 50 a
800 variaveis, e para cada dimensao realizamos 20 testes com ponto inicial aleatério e
apresentamos os resultados da média do nimero de iteragoes e tempo de execucao em
segundos, ver Tabela 5.16. Observe que para este problema o nimero de iteragoes foi
constante para todas as dimensoes, 13 iteragoes para Halley e 22 para Newton, com o
namero de iteragao de Halley cerca de 59% do de Newto. Com essa grande diferenga no
numero de iteragoes vemos que o método de Halley apresenta o menor tempo de execugao
na maioria dos testes, embora comece a apresentar um desempenho inferior ao de Newton
com o aumento da dimensao.

A analise dos resultados obtidos fica mais facil quando observamos a representacao
grafica dos niimeros de iteracao e tempo de execugao da Tabela 5.16, dada nas Figuras 5.25
(a) e (b). Na Figura 5.25 (a) observamos o nimero de iteragoes constantes para ambos
os métodos representados pelas curvas paralelas ao eixo das abscissas. J& na Figura 5.25
(b) vemos que Halley apresenta uma diferen¢a maior no tempo de execucao para 50 e
100 variaveis. De 200 a 500 variaveis o tempo de Halley também é menor, mas como a
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Figura 5.25: Problema QF2.
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Halley Newton

" iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
50 13 13.458 22 15.517
100 13 22.520 22 24.828
200 13 115.009 22 115.784
300 13 228.327 22 231.178
400 13 414.321 22 424.537
500 13 512.555 22 507.213
600 13 1078.886 22 982.998
700 13 1698.595 22 1453.547
800 13 2630.590 22 2003.311

Tabela 5.16: Problema QF2: média do ntmero de iteragoes e tempo para 20 testes com
ponto inicial aleatorio.

diferenca é pequena, torna-se imperceptivel no grafico. A partir de 600 variaveis o tempo
de execucao de Halley comeca a crescer e apresenta tempos maiores que Newton.

A matriz hessiana deste problema é uma matriz diagonal, neste caso particular, tanto
a hessiana quanto o tensor possuem o mesmo nimero de elementos nao nulos, igual a
dimensao do problema. Como a diferenca no nimero de iteragoes é grande, era esperado
que o método de Halley fosse mais eficiente.

Assim como nos outros problemas, também realizamos testes utilizando o ponto inicial
fornecido na colecao, dado em 5.8. Variamos a dimensao n entre 100 e 600 e os resultados
do nimero de iteracoes e tempo de execucoes obtidos sao apresentados na Tabela 5.17.
Vemos que, apesar de Halley apresentar um nimero de iteragoes constante e menor que
Newton, seu tempo de execucao é maior do que o de Newton uma vez que a diferenga no
ntmero de iteragoes é tao pequena que nao chega a compensar o maior custo por iteracao.

Halley Newton
" iteragdo | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
100 5 57.655 8 36.847
200 5 145.473 8 102.133
300 5 339.416 8 300.035
400 5 581.452 8 562.022
500 5 906.705 8 834.470
600 5 809.442 8 806.599

Tabela 5.17: Problema QF2: tempo de execugao dos métodos de Newton e Halley com o

ponto inicial fornecido na colecao.

Os resultados do tempo de execugao apresentados na Tabela 5.16 podem ser analisados
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melhor se considerarmos a representacgao grafica dos dados, ver Figura 5.26. Observando
a figura, fica claro que o método de Newton apresenta um desempenho melhor em todos
os testes. Por outro lado, com o aumento da dimensao, os tempos de execucao comecam
a ficar mais proximos, com uma diferenga muito pequena para 600 variaveis, tudo indica
que Halley seria mais eficiente para dimensoes maiores.
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Figura 5.26: Problema QF2: tempo de execugao dos métodos de Newton e Halley com o
ponto inicial fornecido na colecao.
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5.2.9 Problema HIMMELBLAU
O problema HIMMELBLAU é dado pela expressao

n/2
fla) = (a3, 4 +mo — 11)* + (w21 + 23, — T)°,
i=1

xo=(1,...,1). (5.9)

A estrutura da matriz hessiana do problema com 40 variaveis é apresentada na Figura
5.27. Vemos que os elementos nao nulos estao distribuidos ao longo das trés diagonais
centrais.

Figura 5.27: Estrutura da matriz hessiana do problema HIMMELBLAU.

Realizamos testes com os algoritmos dos métodos de Halley e Newton variando a
dimensao entre 50 e 700. Para cada dimensao foram feitos 20 testes com ponto inical
aleatorio e apresentamos a média aritmética do niumero de iteragoes e tempo de execugao
na Tabela 5.18. Note que tanto para Halley quanto para Newton a média do ntimero de
iteragoes nao apresentou muita variacao, entre 13 e 17 iteragoes para Halley e entre 20
e 26 iteracoes para Newton, sendo o ntimero de iteracoes de Halley aproximadamente 66
% do numero de itera¢oes de Newton. Com relagao ao tempo de execugao dos métodos,
vemos que Halley apresentou o menor tempo de execugao para todas as dimensoes exceto
para n = 600, onde Newton apresentou o menor tempo.

Nas Figuras 5.28 (a) e (b) apresentamos a representacao grafica dos resultados obtidos
para o numero de iteragoes e tempo de execugao da Tabela 5.18. Na Figura 5.28 (a)
podemos observar a pouca variagao apresentada por ambos os métods, refletindo em
curvas com apenas um leve crescimento para dimensoes maiores. Ja na Figura 5.28 (b)
podemos observar que a curva do tempo de execucao do método de Halley permaneceu
sempre abaixo da curva do método de Newton, exceto para n = 600 o ponto da curva de

85



26 + N
I %7\7\7ﬂ/
24 _
wn 22 I I
5]
QO
g 20 ]
)
= 18 r -
__e
_e—— _ _ _ -
16 .—-_#_.,,/' ° N
14 //o—”/’.~~ - @ - Método de Halley
19 °o —F— Método de Newton
=1 | | | | | | [
50 100 200 300 400 500 600 700
Dimensao
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(b): média do tempo de execugao dos métodos de Newton e Halley para 20 testes
com ponto inicial aleatoério.

Figura 5.28: Problema HIMMELBLAU.
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Halley Newton

" iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
50 13 21.033 20 24.132
100 14 33.426 22 37.460
200 15 133.405 23 142.293
300 15 276.505 25 276.505
400 16 288.060 25 306.366
500 17 872.682 24 894.287
600 16 1427.140 26 1272.063
700 17 1821.927 26 1821.927

Tabela 5.18: Problema HIMMELBLAU: média do nimero de iteragoes e tempo para 20
testes com ponto inicial aleatério.

Halley esté acima da de Newton. Mas embora Halley apresente um desempenho superior,
a diferenca entre os tempos de Newton e Halley ainda é pequena.

Aplicamos novamente os métodos de Newton e Halley tomando como aproximagao
inicial o ponto sugerido na colegao, dado em 5.9. Variamos a dimensao n de 100 a 600
variaveis e o nimero de iteracoes e tempo de execucgao obtidos estao apresentados na
Tabela 5.19. Vemos que tanto para Newton quanto para Halley o ntimero de iteragoes
permaneceu constrante, mesmo com a variagao da dimensao, sendo 5 iteracoes para Halley
e 8 para Newton. Neste caso Halley também apresentou o menor tempo de execugao dos
algoritmos em todas as dimensoes exceto para n = 200.

Halley Newton
n iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
100 ) 27.604 8 30.041
200 ) 89.276 8 88.599
300 ) 221.519 8 225.285
400 5 386.538 8 391.869
500 5 575.572 8 578.781
600 5) 843.518 8 848.958

Tabela 5.19: Problema HIMMELBLAU: tempo de execug¢ao dos métodos de Newton e
Halley com o ponto inicial fornecido na colegao.

Na Figura 5.29, temos a representacao grafica dos tempos de execucao da Tabela 5.19
para uma melhor comparacao dos tempos. Podemos observar que neste caso, a pequena
diferenca no tempo de execugao é representada por curvas praticamente sobrepostas.
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Figura 5.29: Problema HIMMELBLAU: tempo de execucao dos métodos de Newton e
Halley com o ponto inicial fornecido na colegao.

5.2.10 Problema PSC1

O problema PSC1 é dado pela expressao
n—1
folz) = Z(:cf + 270+ Tixig)” + sen’(z;) + cos®(zi41),
i=1

com ponto inicial

2o = (3,0.1,...,3,0.1). (5.10)

A estrutura de esparsidade da matriz hessiana do problema com 40 variaveis, esté
ilustrada na Figura 5.30. Note que os elementos nao nulos estao distribuidos ao longo das
trés diagonais centrais.

Figura 5.30: Estrutura da matriz hessiana do problema PSCI.
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Halley Newton

n p . p

iteragao | tempo (s) | iteragio | tempo (s)
50 21 26.36332 36 31.39422
100 21 58.40058 36 67.43624

200 21 279.96310 36 305.95980
300 22 610.46570 36 652.64900
400 22 981.79110 37 1023.47400
500 22 1395.57650 37 1448.46900
600 22 1709.11940 37 1763.51930
700 22 2331.07050 37 2379.84500
800 22 3128.30050 37 3207.94950

Tabela 5.20: Problema PSC1: média do nimero de iteracoes e tempo para 20 testes com
ponto inicial aleatorio.

Realizamos testes variando a dimensao entre 50 a 800 variaveis e para cada dimensao
fizemos 20 testes com ponto inicial aleatéorio. Na Tabela 5.20 apresentamos a média
aritmética do ntimero de iteragoes e tempo de execugao obtidos para estes testes. Note
que para este problema o niimero de iteragdes permaneceu praticamente constante com a
variacao da dimensao, entre 21 e 22 iteragoes para Halley e entre 36 e 37 iteragoes para
Newton. Devido a grande diferenga entre os niimeros de iteragoes apresentados por ambos
os métodos, Halley apresenta um tempo de execugao menor em todas as dimensoes.

Nas Figuras 5.31 (a) e (b) apresentamos a representacao grafica dos dados da Tabela
5.20. O numero de iteragoes praticamente constante estd bem representado na Figura
5.31 (a) com curvas praticamente paralelas ao eixo das abscissas. Ja na Figura 5.31
(b) podemos ver com mais clareza que Halley apresenta o menor tempo para todas as
dimensoes, embora as curvas estejam bem proximas para dimensoes maiores.
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Figura 5.31: Problema PSC1.
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Os resultados dos testes em que utilizamos o ponto inicial sugerido na cole¢ao, dado
em 5.10, estao apresentados na Tabela 5.21. Note que o ntimero de iteragcoes permaneceu
praticamente constante com a variagao da dimensao, 13 iteragoes no método de Halley e
22 ou 23 iteracoes no método de Newton, para ambos os métodos com Halley apresentando
um melhor desempenho em todas as dimensées, exceto para 300 variAjveis.

Halley Newton

" iteragao | tempo (s) | iteragao | tempo (s)
100 13 71.266 22 80.889
200 13 179.838 22 197.890
300 13 871.208 22 704.978
400 13 1005.200 22 1635.360
500 13 1236.420 23 1520.960
600 13 1672.200 23 2028.550

Tabela 5.21: Problema PSC1: tempo de execucao dos métodos de Newton e Halley com
o ponto inicial fornecido na colecao.

Pela Tabela 5.21 vemos que o método de Halley apresentou um tempo de execucao
maior do que o método de Newton para a funcao com 300 variaveis. Com isso, obtivemos
resultados melhores quando tomamos pontos iniciais aleatorios, pois nesse caso Halley
convergiu em menos tempo para todas as dimensoes. Esses resultados podem ser melhor
comparados quando observamos sua representagao grafica, dada na Figura 5.32. Vemos
que a curva dos tempos de execucao de Halley permanece sempre abaixo da curva de
Newton, estando acima apenas para 300 variaveis.
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Figura 5.32: Problema PSC1: tempo de execuc¢ao dos métodos de Newton e Halley com
o ponto inicial fornecido na colecao.

91



92



Conclusoes

Nosso foco neste trabalho foi o estudo do método de Halley para zero de fun¢ao. Buscamos
diferentes formas de implementé-lo, procurando torna-lo mais eficiente. Contrapomos os
resultados obtidos para o método de Halley com os resultados obtidos para o método de
Newton, que é o método mais utilizado na atualidade para resolver este tipo de problema.

Apesar do método de Halley apresentar uma ordem de convergéncia maior e, em geral,
necessitar de um nimero menor de iteracoes para convergir, seu custo computacional
por iteracao ¢ maior e uma andlise superficial dos céalculos envolvidos o colocaria em
desvantagem se comparado ao método de Newton. Para fungoes reais de n varidveis a
complexidade computacional por iteracao do método de Newton é, a principio, O(n?) e,
de Halley, O(n?). Além disso, os resultados de convergéncia do método de Halley sdo
aplicaveis para funcoes de classe C® e por isso abrangem um conjunto menor de funcoes
que os do método de Newton, que também se aplicam para funcoes de classe C2.

Para realizar uma comparacgao empirica dos métodos, ambos foram implementados no
MATLAB e escolhidos exemplares para teste. As fungoes de uma variavel foram escolhidas
em livros de Calculo. Para os testes com funcoes de varias variaveis, procedemos em duas
fases. Inicialmente criamos uma classe de fung¢oes com dimensao variavel n e hessiana
esparsa, para poder observar o comportamento do programa para dimensoes arbitrarias. A
analise da performance de nossa implementacao nesta classe levou ao seu aperfeicoamento.
Testes posteriores foram realizados com problemas da biblioteca CUTE [7] e da colecao
de problemas irrestritos de otimizacao de [5].

No caso de fungoes reais de uma variavel o método de Halley mostrou-se mais rapido
que o de Newton em mais de 50% dos testes realizados, um total de 600 (20 pontos iniciais
diferentes para 30 fungdes). Além disso, apresentou maior robustez, falhando em apenas
8, em contraste com as 86 falhas observadas para o método de Newton. Em particular,
encontramos duas fungoes para as quais Newton falhou para todos os pontos iniciais,
enquanto que Halley sempre convergiu.

Nossa implementacao preliminar do método de Halley indicou a inviabilidade de uma
abordagem ingénua, que nao explorasse simetria e esparsidade dos tensores envolvidos.
Adicionalmente, nos inspiramos na expressao da derivada direcional para programar de
modo mais eficiente o resultado do produto tensor - vetor que aparece na féormula de
Halley. A reformulacao da implementagao que incorporou todas estas modificagoes obteve
um desempenho significativamente superior na classe de fungoes criada para a fase piloto
de testes. Observamos que o niimero de iteragoes dos dois métodos, tanto Newton quanto
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Halley, foi praticamente independente do valor de n, com Halley fazendo aproximadamente
metade do nimero de iteragoes de Newton. Entretanto, os tempos de Halley foram
superiores, embora nao cheguem a ser 10% maiores que os de Newton.

Aperfeigoada a implementacao, escolhemos 6 problemas da cole¢ao CUTE [7] e 4 pro-
blemas da colegao descrita em [5| para a fase principal de testes. Destes 10 problemas
escolhidos, em 3 o niimero de iteragoes de Halley foi maior do que de Newton para pontos
iniciais aleatorios. Nestes casos, Newton apresentou pouca variabilidade no ntimero de
iteracoes, enquanto Halley variou significativamente. Os tempos de Halley foram consi-
deravelmente maiores que os de Newton, com a diferenca aumentando com a dimensao
do problema.

Para 4 problemas observamos que ambos os métodos necessitavam, em média, do
mesmo numero de iteragoes para convergir, mesmo com o aumento da dimensao do pro-
blema. Para estes problemas, o método de Halley apresentou menor tempo de execugao
em quase todas as dimensoes.

Nos demais problemas, em geral, o método de Halley apresentou um ntimero menor
de iteragoes que o método de Newton, com tempos de execucao bem proximos, em grande
parte dos casos menores que os de Newton.

Efetuamos também testes com os pontos iniciais fornecidos nas respectivas colegoes.
Para estes pontos, Halley convergiu sempre em um ntimero menor de iteragoes, e, para a
maioria das fungoes, em tempo menor também. Estes testes exemplificam com perfeicao
as respectivas taxas de convergéncia dos métodos, com o nimero de iteracoes de Halley
aproximadamente igual a 2/3 do nimero de itera¢oes de Newton.

A estratégia de permutacao das linhas e colunas da matriz hessiana, para que ela tenha
um fator mais esparso, quando obtermos a fatoracao LDL” da matriz, foi empregada para
2 fungbes. Apesar disso, os resultados permaneceram praticamente os mesmos, sendo
observada uma pequena melhora apenas para o problema DIXMAANE.

Por fim, é importante destacar que nossos testes estao condicionados ao uso do ambi-
ente do MATLAB e tudo indica que os resultados poderiam ser melhores se estivéssemos
trabalhando em uma linguagem de programacao dedicada.
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