CHRISTIANE BUFFO RODRIGUES

O Método Simbdlico Aplicado a Problemas de
Combinatdria

CAMPINAS
2013



i



s,
W

\

(..\'

UNICAMP

Universidade Estadual de Campinas

Instituto de Matematica, Estatistica
e Computacao Cientifica

Christiane Buffo Rodrigues

O Método Simbdlico Aplicado a Problemas de
Combinatoria

Orientador: Prof. Dr. José Plinio de Oliveira Santos

Dissertagao de mestrado apresentada ao Instituto de
Matematica, Estatistica e Computagao Cientifica da Unicamp para
obtencao do titulo de Mestra em Matematica aplicada.

ESTE EXEMPLAR CORRESPONDE A VERSAO FINAL DA DISSERTACAO
DEFENDIDA PELA ALUNA CHRISTIANE BUFFO RODRIGUES
E ORIENTADA PELO PROF. DR. JOSE PLINIO DE OLIVEIRA SANTOS.

Assiftatura do rijrym'
| Frece )
/ —— —

L
-

CAMPINAS
2013

1l



Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca do Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica
Ana Regina Machado - CRB 8/5467

Rodrigues, Christiane Buffo, 1983-
R618m O método simbodlico aplicado a problemas de combinatéria / Christiane Buffo
Rodrigues. — Campinas, SP : [s.n.], 2013.

Orientador: José Plinio de Oliveira Santos.
Dissertagdo (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Instituto de
Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica.

1. Fungdes geradoras. 2. Particoes (Matematica). 3. Permutagdes
(Matematica). 4. Problemas de enumeracdo combinatoéria. |. Santos, José Plinio
de Oliveira,1951-. Il. Universidade Estadual de Campinas. Instituto de Matematica,
Estatistica e Computacao Cientifica. Ill. Titulo.

Informacdes para Biblioteca Digital

Titulo em inglés: The symbolic method applied to combinatorial problems
Palavras-chave em inglés:

Generating functions

Partitions (Mathematics)

Permutations (Mathematics)

Combinatorial enumeration problems

Area de concentragdo: Matematica Aplicada
Titulacao: Mestra em Matematica Aplicada

Banca examinadora:

José Plinio de Oliveira Santos [Orientador]

Robson da Silva

Carlile Campos Lavor

Data de defesa: 05-04-2013

Programa de Pés-Graduacao: Matematica Aplicada



Dissertacio de Mestrado defendida em 05 de abril de 2013 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof.(a). Pr(a). JOSE PLINIO DE OLIVEIRA SANTOS

U

Prof.(a). Dr(a). Rgﬁsd/N DA SILVA

Cﬂ:’/ﬁ; 4,,91 L"‘

Prof.(a). Dr(a). CARLILE CAMPOS LAVOR




Agradecimentos

Agradeco em primeiro lugar a Deus pela forca e sabedoria que me ofereceu nos
momentos de aflicao e tropecos.

Agradeco também a meus pais Dimas e Enilze que dedicaram tempo e esforcos
pessoais e financeiros para mais esta conquista. O apoio deles foi o que me manteve
firme nos meus objetivos.

Aos meus amigos, agradeco toda a ajuda, compreensao e incentivo, especialmente
aqueles que mesmo de longe conseguiram doar um pouquinho da prépria experiéncia
para me ajudar a chegar até aqui. Sou muito grata, sobretudo, a Beatriz (Bia), Raphael,
Valéria, Joao Renato, Juliana Lombardi, Rodolfo, Rafael Barbosa e Milton (Bill).

Aos amigos do Laboratério de Matematica Discreta e Codigos os agradecimentos
sao ainda mais sinceros. Obrigada Bruno, Jorge e Alessandro pela paciéncia, incentivo
e companheirismo durante este periodo de Mestrado. Tenho vocés como irmaos. Jerry
meu agradecimento sincero pelas ajudas com poster, dissertacao e toda a parte técnica
mas, sobretudo, pela amizade e respeito que cultivamos. Marcos Vinicius (Marquinho),
Luciano Félix e Antonio (Campello), a garantia de entender que a vida sempre nos
retorna um bom desfecho para as coisas vem de vocés. Cecilia, amiga para todos
os momentos, agradeco todo o esforco, a dedicagao, carinho e paciéncia sempre que
necessario. Vocé foi uma peca essencial neste mestrado. Por fim, Elen, Kenia, Julianna
Pineli, Vanessa e Grasiele, muito obrigada pelo carinho, apoio e pela amizade de voces.
Cada um contribuiu a sua maneira mas de um modo especial o suficiente para garantir
uma citagao aqui.

Agradeco também aos professores Aurelio, Sueli e ao meu orientador José Plinio de
Oliveira Santos pela confianca e incentivo a pesquisa.

Agradego por fim, ao CNPq pelo financiamento deste projeto.

vi



Resumo

Este trabalho trata da aplicagao do Método Simbdlico na resolugao de problemas de
Combinatoria. A vantagem desta técnica é o calculo direto de uma expressao fechada
para a Funcao Geradora F(z) do problema, escrita como uma Série de Poténcias.
Consequentemente, garantimos a facilidade na enumeracao da sequéncia que queremos
a partir do coeficiente de 2" de F(z). O desenvolvimento de nosso estudo foi feito
aplicando-se o método a dois tipos de Classes: Rotuladas e nao Rotuladas, apontando
as diferencas basicas entre elas através de exemplos e resultados tedricos. Ao final,
concluimos que a enumeracao independe do tipo de modelagem feita para o problema.

Palavras chave: Fungoes geradoras, Partigoes (Matemadtica), Permutagdes (Matematica),
Problemas de enumeracao combinatoria.
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Abstract

This work deals with the application of the Symbolic Method in the solutions of Com-
binatorial problems. The advantage of this technique is the direct calculus for the exact
expression of the Generating Function F'(z) of the problem, written as a Power Series.
Consequently, we ensure the enumeration of the desired sequence, from the coefficient
of 2" of F(z). Our study was developed by applying the method in two types of Classes:
Labelled and Unlabelled, pointing the basic differences between them through examples
and theoretical results. Finally, we concluded that the enumeration does not depend of
the type of the model chosen for the problem.

Key words: Generating functions, Partitions (Mathematics), Permutations (Mathe-
matics), Combinatorial enumeration problems.
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Introducao

O Método Simbolico é uma ferramenta eficaz para tratar qualquer tipo de problema
de enumeracao, especialmente aqueles sujeitos a restrigoes. Esta técnica foi desenvolvida
por Philipe Flajolet ¢ Robert Sedgewick, [1], e serd a nossa ferramenta para o
estudo de problemas de contagem.

O Método Simbdlico esta fundamentado numa teoria algébrica que relaciona Fstru-
turas Combinatorias basicas com Funcoes Geradoras pelo estudo da estrutura interna
dos elementos que constituem uma Classe. Em outras palavras, dada uma Classe Com-
binatoria, a ideia é tentar descreve-la, de acordo com suas propriedades, por meio das
principais construgoes combinatérias de que dispomos: Uniao Disjunta, Produto Carte-
siano, Sequéncias (Seq), Multiconjuntos (MSet), Subconjuntos (PSet) e Ciclos (Cyc).
Estas construcoes admitem uma traducao direta para Func¢oes Geradoras e, portanto,
obter a Fung¢ao Geradora do problema se reduz a um processo puramente mecanico e
algébrico de composicao de fungoes.

Toda a teoria e aplicagoes desenvolvidas nesta dissertacao sao inteiramente baseadas
no estudo dos capitulos 1 e 2 da referéncia [1].

O objetivo aqui consiste em aplicar o Método Simbaolico em dois tipos de Estruturas
Combinatorias:

o Fstruturas nao Rotuladas

o Fstruturas Rotuladas

A primeira serd relacionada as Funcoes Geradoras Ordindrias e a segunda relaciona-
se as Funcoes Geradoras Exponenciais. A teoria é basicamente a mesma para ambas,
exceto por algumas adaptacoes que devem ser feitas devido a segunda estrutura levar
em consideracao a ordem dos elementos.



Capitulo 1

Motivacao ao estudo do Método
Simbdlico

A Combinatoria é a area da Matematica que trata de objetos discretos, ou seja,
aqueles que podem ser definidos por certas regras de construcao. Como exemplo, temos
palavras, grafos, arvores, permutacoes, mapeamentos, etc. Quaisquer desses objetos
constituem elementos pertencentes a uma classe que é caracterizada por certas propri-
edades particulares, por exemplo, um padrao, tamanho ou cor.

A medida que combinamos objetos pertencentes a uma mesma classe, obtemos um
novo elemento com nova configuragao e novas propriedades que devem ser caracterizadas
e também enumeradas. Nosso objetivo é estudar estruturas que quantifiquem essas
propriedades em Classes Combinatorias e descrevam o problema completamente. A
enumeracao serd feita por uma Série de Poténcias F(z) = > F,2" que chamaremos
de Funcao Geradora, uma das ferramentas mais eficazes na resolucao de problemas
de contagem, especialmente porque descreve problemas gerais, onde as repeticoes de
objetos sao também permitidas.

Funcoes Geradoras podem ser aplicadas em varios ramos da Matematica assim como
nas demais grandes areas, como Biologia, Computagao e Estatistica. Inicialmente ela
foi empregada nos trabalhos de De Moivre. Posteriormente, Euler aplicou esta teoria
em problemas da Teoria Aditiva de Numeros, Laplace na Teoria de Probabilidade e N.
Bernoulli no estudo de Permutacoes Cadticas. A vantagem desta técnica esta no fato
de conseguirmos enumerar a sequéncia que queremos simplesmente pelo coeficiente F),
de 2™, no polinémio expandido F'(z).

Por exemplo, imagine que queremos retirar sem ordenacao exatamente 17 letras do
conjunto das 26 letras do nosso alfabeto. Entao, o nimero de maneiras de fazer isto
é (fg) E se queremos o caso geral, ou seja, retirar n letras, para todo n > 0?7 Entao,
temos (2716) maneiras de retirar as n letras.

Responder estas questoes é uma tarefa simples, quando temos conhecimento basico
em Andlise Combinatdria. Mas, vamos complicar um pouco mais propondo um pro-
blema com mais restrigoes.

Encontrar o nimero de maneiras de 4 pessoas obterem um total de 15 pontos jogando
um tnico dado. Agora, efetuar calculos pode se tornar bem mais trabalhoso. No
entanto, a solucao pode ser expressa, de maneira exata, por meio de polinomios em z
que controlam a presenca de cada ponto que pode ser obtido com langamento do dado.
Como veremos, (z + 2% + 23 + 24 + 2% + 2%) é o polindémio que descreve esta pontuacao
e, como temos 4 pessoas, o polinomio serd o mesmo para todas elas.



Pelo Principio Multiplicativo, o polinomio F'(z) que descreve o problema é dado por

6

F(z) = (z+z2—|—z3+z4—|—z5—|—26)4:z4(1—|—z—|—z2—|—z3+z4—|—z5)4224(11_2>.

Afirmamos que a resposta ao problema é o coeficiente de 2%, em F(z). (Notagao:
[2'°]F(2)) A expressao F(z) é chamada de Func¢ao Geradora.

A complexidade de resolugao de um problema de combinatoéria pode se tornar grande
o suficiente, dependendo das restrigoes impostas ao problema e, com isso, podemos ter
calculos muito trabalhosos até chegarmos a resposta desejada. A fim de obter uma
maneira direta e eficiente de enumeragao é que Philipe Flajolet e Robert Sedgewick
desenvolveram o Método Simbdlico, [1], uma ferramenta capaz de retornar a Fung¢ao
Geradora para um dado problema somente pela composicao de fungoes relacionadas as
Estruturas Combinatorias que o descrevem, tais como Sequéncias, Ciclos, Conjuntos,
etc.



Capitulo 2

Funcoes Geradoras

Neste capitulo, iremos introduzir os principais conceitos sobre Funcgoes Geradoras
e apresentaremos um exemplo que motiva o seu estudo, o Problema do Troco, um
problema popularmente conhecido e que pode ser encontrado em [2], pagina 102.

2.1 Funcoes Geradoras

Definicao 2.1.1. Uma Série de Poténcias é uma série infinita da forma ag + a1z +
asz® +azz® + ..., onde a; ER, parai=0,1,2,3,... e z é uma varidvel.

Pela definicao acima, note que qualquer polindmio em z é uma série de poténcias.

Definicao 2.1.2. Se ag + a1z + a22® + ... e by + b1z + bez? + ... sdo duas séries de
poténcias, entao a soma destas duas séries € a série de poténcias na qual o coeficiente
de z" € dado por (a, +by,) e o produto destas duas séries € a série de poténcias na qual
o coeficiente de 2™ € agb,, + a1b,_1 + asb,_o + - - - + ayby.

s

Definicao 2.1.3. Se a,, para n € N, € o numero de solugoes de um problema de
combinatoria, a Funcao Geradora Ordindria para o problema € a série de poténcias

F(z) =) ap2", (2.1)

ou, de outra forma, dada a sequéncia (ay), a Func¢ao Geradora Ordindria para esta
sequéncia € definida como a série de poténcias (2.1)

Suponha que temos um conjunto de n objetos distintos e queremos retirar r objetos
desse conjunto, com r < n. O nimero de maneiras de fazermos isso é (’Z) e a Fungao
Geradora Ordinaria para este problema é dada por

F(z) = i (”) 2= F(2) = (1+2)" (2.2)

r
r=0

Quando trabalhamos com Funcgoes Geradoras, nosso interesse consiste somente em
obter os coeficientes a, de z". Por isso, sempre estamos interessados na sequéncia
formada por esses coeficientes na tentativa de encontrarmos uma expressao fechada
para os mesmos, algo nem sempre possivel.



2.1 Funcoes Geradoras 5

Neste contexto, a variavel z nunca recebera um valor numérico. Considere a funcao
dada por

F2)=14z4+22+224+24+..., (2.3)
A equagao (2.3) é a Fungao Geradora Ordindria para a sequéncia (a,) = (1) e, para
|z| < 1, obtemos
1
F(z) = (2.4)

C1—2z

Exemplo 2.1.1. Encontrar a funcdo geradora ordindria para a sequéncia
(an) =(0,0,1,1,1,1,...).
Inicialmente, escrevemos a série de poténcias que descreve o problema:
Flz)=22+2+2+ 2+

Queremos uma forma fechada para a fun¢ao F(z), ou seja, uma formula mais sim-
ples. Note que

. 1
F(z) =214+ 24+ 224+ 28+ 24 4 ) (2:4)22<1_Z).

Seja F'(z) = (1 + 2)" e considere a expansao em Série de Taylor, em torno do zero,
para qualquer u € R. Entao, para |z| < 1 temos o seguinte resultado ([3], pdg. 161):

Teorema 2.1.1. (Teorema Binomial)

u(u
Q+2)t=14uz+—7—"2" 4+ 2"+

Denotamos por

e, portanto, temos

(1+2)" = i (:f) o (2.5)

r=0

O numero (:f) € chamado de Coeficiente Binomial Generalizado. Se w for igual a
um inteiro positivo n, entao (1:) serd o coeficiente binomial usual. Além disso, como
para T > n, (:f) =0 a ezpansdo (2.5) serd a expansdo binomial que conhecemos.

Teorema 2.1.2. O coeficiente de 2P na expansao de (1+ 2z + 2>+ 23+ ---)" €

)

Demonstragao: Primeiramente note que
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. 1 \» 5) = [~
(I+z+22425+-)" @)<1 ) =(1-2)& ( n>(_1)rzr_
r=0

Queremos encontrar o coeficiente de 2P no tltimo somatério acima e, portanto, pelo
Teorema Binomial temos que:

()i e E0Cn D2 b L

p P!
_ (=1D)P(n+p—1).---.(n+2)(n+ 1)n(—-1)?
p!
_ n+p—1).--- .(n+2)(n+1)n(n—1)!
pl(n —1)!

-("rh) n

Definigao 2.1.4. A Série de poténcias
z
F(z) = Z n (2.6)

¢ definida como a Fungao Geradora Exponencial da sequéncia (ay,).

A diferenga entre as Func¢oes Geradoras Ordindria e Fxponencial é que a ultima
leva em conta a ordem de agrupamento dos objetos.

Exemplo 2.1.2. Encontrar a Funcao Geradora Exponencial para a sequéncia
(a,) =(0,0,1,1,1,1,...)
Escrevendo a Série de Poténcias correspondente a esta sequéncia, temos a fungao:
22 22 2

Fe)=g+5+ 5+ = Fle=¢-1-=

2.2 O problema do troco

O Problema do troco que apresentaremos aqui é inspirado no problema apresentado
em [2], pdgina 102.

Problema do troco: De quantas maneiras podemos dar o troco de R$0.50 usando
somente moedas de R$0.01, R$0.05, R$0.10, R$0.25 e R$0.507

Solucao: Inicialmente vamos considerar apenas moedas de R$0.01. Entao, um
troco de R$0.50 sé pode ser dado de uma tinica maneira, ou seja, com 50 moedas de
R$0.01. Analogamente, se temos somente moedas de R$0.25, s6 podemos devolver o
troco de uma maneira, usando 2 dessas moedas. Com as demais moedas, a situacao
é analoga. Basta dividir R$0.50 pelo valor da moeda obtendo o nimero de moedas
necessarias. Mas, temos outras possibilidades de dar o troco, envolvendo as moedas
disponiveis. Podemos, por exemplo, devolver os R$0, 50 da seguinte forma:
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10 moedas de R$0,01 + 2 moedas de R$0,05 + 3 moedas de R$0, 10.

Entao, como obter o total de maneiras disto ser feito com todas as moedas que
podemos usar? A ideia é construir uma Funcao Geradora para cada moeda e combinar
todas elas de maneira conveniente. Vamos primeiro resolver o problema geral. Note que
a ordem que selecionamos as moedas para dar o troco ndo importa e, portanto, F(z)
representa a Funcao Geradora Ordinaria do problema descrevendo todos os possiveis
trocos que podem ser dados. O problema geral nos pede de quantas maneiras podemos
obter um troco de n centavos, com as moedas que temos, ou seja, queremos calcular
[2"]F(z). Mas isso é igual ao nimero de parti¢oes de n, com partes restritas ao conjunto
{1,5,10, 25,50} e dai, cada parti¢ao representa uma escolha dos expoentes de z em cada
uma das fungoes geradoras que construimos para as moedas. Cada funcao serd uma
Série de Poténcias com coeficientes unitarios, para todo n > 0, conforme discutido
anteriormente. As Funcgoes Geradoras de cada moeda sao:

1
1. Moedas de R$0,01: A(z) = 0 =1+z2+22+22+24+...

-2z
1

2. Moedas de R$0,05: B(z) = T 142542104 2154 20
1

3. Moedas de R$0,10: C(z) = T 142104 220 4 2304 2404

1 25 50 75 100
—25:1—|—z + 2+ 242+

4. Moedas de R$0,25: D(z) = :
—z

5. Moedas de R$0,50: E(z) = ﬁ =14 20 4 2100 4 150 4 200

Note que os expoentes de cada funcao geradora sao multiplos do valor de cada mo-
eda e, portanto, indicam quantas moedas de um determinado tipo, serao usadas no
troco. Por exemplo, o expoente de 2%, em A(z), significa 2% = 2! 711 ou seja, estamos
usando trés moedas de R$0,01.
Agora, devemos multiplicar as cinco fungoes acima para obter a Fun¢ao Geradora Or-
dinaria F(z) do problema. Pelo Principio Multiplicativo, temos

1
P& = 0= ma—ma - =)0 - (2.7)

Note que, exceto pelo primeiro fator do denominador, F(z) é uma funcao de 2°.
Mas,

1—2)1+z+22+22+2)=1-2° (2.8)
Substituindo (2.8) em (2.7) obtemos

142422423424

F@ = a=ma—ma a7

e, portanto,

F(z)=(1+2z+ 22+ 22 + 2 F(2°) (2.9)
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Até aqui conseguimos obter uma férmula fechada para a Fungao Geradora Ordinaria
do Problema do Troco. Mas, ainda temos que calcular [2"]F(z). Repare que a expressao
(2.9) nos diz que o expoente n = s(mod5) para s = 0, 1,2, 3,4, ou seja, n = 5p+s, p € N.
De fato, podemos particionar qualquer n com moedas que sao de valores multiplos de
5 e completar o restante com moedas de R$0,01. Por exemplo, se o troco é de R$0, 64
centavos, temos que 64 = 4(mod5) e [2%Y]F(z) é igual ao ntimero de maneiras de obter
expoente 2% em F(z%). De fato, os R$0,04 centavos que faltam para completar o
troco serdao completados com o termo z* da primeira parcela da expressio de F(z).
De maneira equivalente, podemos dizer que o que falta para completar o troco sera
devolvido em moedas de R$0,01 e, portanto, ndo devemos nos importar com o fator
(1+ 2422+ 23+ 2%) em F(z). Nosso objetivo é procurar os coeficientes de 2™ em F(2°),
paran = s(modb). A fim de simplificar os calculos podemos, sem perda de generalidade,
fazer uma mudancga de varidveis no polinomio F (2°), considerando z° = 2. Portanto,
temos

N 1
l7(z)<—-(1 —2)2(1 — 22)(1 — 25)(1 — 210)

(2.10)

Note que todos os fatores do denominador de (2.10) sao divisores de (1 — 2'9) e isso
nos permite reescrever F'(z) como

~ (I+z+- 4221422+ +28) (1425

F(z) = oy . (2.11)

Pelo Teorema Binomial, temos que:

=3 () -

Mas, pelo Teorema 2.1.2, temos
— — -1 4
()= )=
q q q
q+4\  (q+4
g ) \ 4 )

Substituindo estes resultados em (2.12), obtemos:

q=0

=}

Para obter o coeficiente Fy, = F, = [2?]F(z), precisamos considerar o coeficiente
do produto 2P = 2" - 21% = 2104+7 onde 2" e 2'% denotam os expoentes obtidos
pelo numerador e denominador de (2.11), respectivamente. Assim, p = 10g + r, com
0 <7 <31 e por (2.13) obtemos

F=Y4 <q14), (2.14)
4

onde A, = [2"]A(z), sendo A(z) o numerador de (2.11) dado por:
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A(z) = 1422 +422+62° + 924 + 1325 + 1820 + 2427 + 3128 + 3927 + 45210 4+ 522114
57212 + 63213 + 672 4+ 6921° + 69216 + 67217 + 63218 4+ 57219 + 52220 4 45221 4 392224
31223 4+ 2422% + 18225 4+ 132206 + 9227 4 6228 + 4229 4 2230 4 231

Reescrevemos r = 10k + 7, com 0 < j <9e k =0,1,2,3. Entao, temos p = 10q +r
resultando nas seguintes possibilidades:

o Sek::O:r:jep=10q+j:>Aj(qZ4)

o Sek=1:r=j+10ep=10(q—1)+j+10 = A;10(*}")
° Sesz:T:j—f—QOep:10(q—2)+j+20:14j+20(qz2)
° Sek:?):'r:j—l—?)Oep:10(q—3>+j+30:>14j+30<q1_1)

Portanto, pela igualdade (2.14) obtemos:

~ +4 +3 +2 +1
F,=A4; (q 4 )+Aj+10 (q 4 >+AJ+20 (q 4 >+AJ+3o(q 4 ) (2.15)

e dai chegamos a uma solugao geral do Problema do Troco, dada por (2.15), con-
forme pretendiamos. Porém, ainda falta responder a primeira pergunta feita para este
problema. Mas, se n = 50 temos n = 5p + s = 50. Entao, temos s =0 e p = 10. Como
p=10g + r, temos ¢ =1 e r = 0 e por (2.15), obtemos:

Fyo = Fig = AO(i) + Am(i) +A20(Z) + A30(421) — Fy = Fyo = 50.

Portanto, temos 50 maneiras de devolver um troco de R$0,50 utilizando as moedas
dadas no enunciado.



Capitulo 3

Estruturas Nao Rotuladas e
Funcoes Geradoras Ordinarias

3.1 Métodos de Enumeracao Simbdlica

Dado um problema de combinatéria, um recurso eficiente para encontrar sua Funcao
Geradora é analisar a estrutura interna dos elementos que queremos enumerar, buscando
reconhecé-los como objetos pertencentes a uma Classe Combinatdria A. A partir dai,
construcoes como Sequéncias, Conjuntos, Multiconjuntos ou Ciclos, com respectivas
Funcoes Geradoras Ordindrias conhecidas, podem ser aplicadas a classe A para des-
crever o problema dado por meio de uma Func¢ao Geradora. Esta técnica é conhecida
como Método de Enumeracao Simbdlica e serd nosso objeto de estudo a partir de agora.

Definigao 3.1.1. Uma Classe Combinatoria A, ou simplesmente classe, € um con-
gunto enumerdvel no qual definimos uma fungao de tamanho satisfazendo as sequintes
condicoes:

1. O tamanho de um elemento € um inteiro nao negativo;

2. O numero de elementos de qualquer tamanho dado € finito.

Definigao 3.1.2. Para uma Classe Combinatéria A, denotamos o tamanho de um
elemento a € A por |a| e definimos A, como o conjunto A, = {a€ A||a] =n}.

Agora que temos a nocao de tamanho de um elemento o € A, podemos dar uma
definicao alternativa para Classes Combinatoérias, em funcao do tamanho de seus ele-
mentos «:

Definig¢ao 3.1.3. Uma Classe Combinatdria A é um par (A,|e|) tal que A € enumerdvel
e a aplicagao |o|: A — N possui imagem inversa finita.

Definigao 3.1.4. A Sequéncia de Contagem de uma Classe Combinatdria A € a sequéncia
de inteiros (A,), tal que A, = |A,| € igual ao nimero de elementos da classe A cujo
tamanho € n.

Exemplo 3.1.1. (Palavras Bindrias) Seja W o conjunto das palavras bindrias for-
madas pelos elementos do alfabeto bindrio A = {a, b},

W ={¢,a,b,aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, baa, . ..},

10
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onde € € uma palavra vazia. Entao VW é uma Classe Combinatoria e o tamanho de
qualquer palavra w € W, € dado pelo numero de letras que w contém. Uma vez que
|A| = 2 temos 2" palavras de tamanho n e, portanto, W,, = 2" ¢é a Sequéncia de
Contagem do problema, para n > 0.

Exemplo 3.1.2. (Permutagées) Seja P o conjunto das permutagoes dos n elementos
do intervalo de inteiros I, = [1,...,n].

P é uma Classe Combinatoria e o € P tal que |o| = n é uma aplicagdo bijetiva
o :1, — 1, que pode ser representada esquematicamente por

1 2 ... 0n
o(l) o(2) ... o(n)
Assim, para o € P temos n possibilidades de imagem para o elemento 1, (n — 1)

possibilidades para o 2, (n — 3) possibilidades para o 3, e assim por diante. Portanto,
P, =n! ¢ a Sequéncia de Contagem do problema, para n > 0.

Exemplo 3.1.3. (Triangulagées) Seja T a Classe Combinatdria formada por ele-
mentos que sao triangulagoes de um poligono reqular convexo de n+2 lados. Definimos
triangulagao como a divisao do poligono em triangulos que nao se interceptam. O ta-
manho de uma triangulacao t € T serd definido como o niumero de triangulos que ela
possui. A Sequéncia de Contagem (T,) da classe T serd dada por T, = (2:) n-ll—l e
representa o numero de maneiras de dividirmos um poligono convexro em n triangulos.
Assim temos (T,,) = (1,1,2,5,4,42,...) cujos termos sao os Nimeros de Catalan. Mais
adiante mostraremos como obté-lo a partir da Funcao Geradora Ordindria da classe T .

A Tabela 3.1 mostra os valores iniciais das Sequéncias de Contagem para as classes

W, PeT.

n 0 1 2 3 4 ) 6 7 8
W, 1 2 4 8 16 32 64 128 256
P, 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320
7, 1 1 2 5 14 42 132 429 1430

Tabela 3.1: Valores iniciais para as Sequéncias de Contagem das classes W, P e T

Exemplo 3.1.4. (Permutac¢des unimodais) Seja o0 = ajas . . . o, uma permuta¢ao.
Dizemos que o é uma permutagao unimodal se eziste k € [1,n] tal que

o <opp<oaz<..<op=Nn € ap=N2>0y1 > ...> 0.

Por exemplo, considere o conjunto Ps formado pelas permutagoes dos elementos do
congunto I3 = [1,2,3]:

Py = {123,132, 213,231,312, 321}

As tnicas permutagoes unimodais que temos no_conjunto sao 123,132,231 e 321.
A Sequéncia de Contagem desta classe é dada por P, = 2"~1. De fato, note que cada
permutacao unimodal de tamanho (n — 1) gera duas novas permutagoes unimodais de
tamanho n. Portanto, temos P = 2Pn 1. Mas isso define uma Progressao Geométrica
de razao 2 e, portanto, o termo geral serd dado por P, = 2", conforme pretendiamos.
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Os exemplos dados anteriormente sao faceis de serem compreendidos e a obtencao
das respectivas Sequéncias de Contagem nao foi um trabalho dificil. No entanto, nem
sempre temos uma solucao direta para o problema. Por isso procuramos generalizar
os conceitos de combinatéria a fim de obtermos condigoes de resolver problemas mais
complexos a partir dos mais simples. Uma ideia para comec¢armos a introduzir o Método
Stmbdlico é o conceito de isomorfismo entre Classes Combinatorias. Este conceito é de
grande importancia quando reconhecemos uma determinada classe em um problema,
com propriedades e caracteristicas ja conhecidas.

Defini¢ao 3.1.5. (Isomorfismo entre Classes Combinatorias) Dizemos que
duas classes combinatorias A e B sdo isomorfas se ambas possuem a mesma sequéncia
de contagem. Denotamos o isomorfismo entre as classes por A = B. Esta definicdo é
equivalente a dizer que existe uma bijecao entre as classes A e B que preserva tamanho.

Defini¢ao 3.1.6. A Funcao Geradora Ordindria de uma sequéncia (A,) € a série de
poténcias

Alz) =) Ap2" (3.1)

A Funcgao Geradora Ordindria de uma Classe Combinatoria A € a Funcao Geradora
dos nimeros A, = |A,|. De maneira equivalente, podemos escrever a Func¢ao Geradora
Ordindria de uma classe A como

A(z) =) 2, (3.2)

acA

o que significa que a varidvel z determina tamanho na fun¢ao geradora. Denotamos por
[2"A(z) o coeficiente de 2" em A(z), ou seja, A,.

Note que em (3.1) o expoente de z indica o tamanho n de um elemento da classe
A e o coeficiente A, indica quantos elementos desse tamanho existem na classe. Por
outro lado, em (3.2), a varidvel z indica tamanho, diretamente, ou seja, cada o € A
de tamanho n contribui para o aparecimento da variavel z. Em outras palavras, nao
importa a estrutura interna do elemento considerado, mas sim o tamanho que ele tem e
essa contagem é feita pela quantidade de atomos que o constitui. Portanto, na Funcao
Geradora Ordindria representada por (3.2), o termo 2" aparece tantas vezes quanto
existirem elementos de tamanho n.

Exemplo 3.1.5. Seja A = {¢, aa, bb, ab, ba, aaa, aab, aba, abb, bbb, bab, baa, bba}. Quere-
mos mostrar a equivaléncia das duas formas de calcular a Fun¢ao Geradora Ordindria
A(z) citadas na defini¢io acima:

o A2) =) A" =1+40z+42" +82° = 1 +42° 4 82°,

n=0

acA
=14 zz4+zz+zz+z2+222+ 222+ 222+ 222+ 222+ 222+ 222 + 222

=142 4224+ 22 422+ 4+ 342834+ +3 428423428
=1+42% +82°.
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Exemplo 3.1.6. As Func¢oes Geradoras Ordindrias das classes apresentadas nos exem-
plos (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) e (3.1.4) sdo dadas respectivamente por

W) = Yoo = _122 (3.3)
P(z) = Y nlz" (3.4)
T(:) — ; (2:> . i o 1=vizde V212_42 (3.5)
Plz) = Zozn—lzn _ %Zoznz" _ %(1 _122) (3.6)

As expressoes para W (z), P(z) e P(z) sdo obtidas diretamente da andlise do pro-
blema. Note que as expressoes (3.3) e (3.6) representam a soma de uma Progressdo
Geométrica de razao 2z. A Funcao Geradora Ordindria para a classe 7 nao é imediata
e requer certas técnicas e manipulagoes algébricas para ser obtida.

Primeiramente, deve-se notar que fixando-se um vértice de um poligono de (n+2) la-
dos ele pode ser dividido em exatamente n triangulos que nao se interceptam. Por exem-
plo, se tomarmos um triangulo, existe uma tnica maneira de triangular este poligono.
Analogamente, se considerarmos um quadrado, podemos dividi-lo em 2 triangulos, de
duas maneiras distintas. Agora, vamos definir uma outra sequéncia (7,,;2) cujos termos
contam o numero de maneiras de dividir um poligono de n + 2 lados em n triangulos.
Note que as sequéncias (T,) e (T),42) sdo equivalentes para n > 0, ja que (T,,42) é a
sequéncia (7,,) deslocada em duas unidades, Ty =0eTy = 1. Queremos calcular a
Funcao Geradora Ordindria da classe 7. Para isso, vamos encontrar uma expressao
fechada para T, o e entao fazer as consideragoes necessarias.

Para facilitar os calculos considere p = n + 2 e tome um poligono de p lados. Fixe
um dos lados como base, escolha um vértice oposto a ela e una este vértice a base
fixada, para formar um triangulo.

Figura 3.1: Particao do poligono

O poligono fica entao dividido em 3 partes:

e o triangulo construido A;
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e um poligono de [ lados a direita de A;

e um poligono de k lados a esquerda de A.

Esta divisao nos mostra que p ¢ igual a soma do numero de lados dos poligonos
obtidos durante a divisao, mais a base fixada e menos os dois lados tracejados que
formam o triangulo A, ou seja,

p=k+1-2+41 = Il=p—k+1

Pela expressao acima vemos que o poligono de [ lados admite T, (p—k+1) Maneiras
de ser triangulado e o poligono de k lados admite T, divisdes. Usando o Principio
Multiplicativo temos T} T(,_j1) maneiras de triangular o poligono. Mas, para obtermos
o numero total de triangulagoes devemos percorrer todos os vértices do poligono, ou
seja, temos que variar o valor de k, para k£ > 2. Temos:

Ty=T, s+ 15Ty o+ TyTy 5+ -+ T, oI5+ T, 1
p—1
=T =) Tlpwn, 23 Th=1.
k=2

Adicionando Ty = 0,77 = 0 as condigoes iniciais do problema, podemos reescrever
o ultimo somatorio da seguinte forma:

p+1

= Z kapkarla p=>3
prd (3.7)

To=0,T, =0Ty = 1.

Para a relagao de recorréncia (3.7), multiplicamos ambos os lados da igualdade por
2P e em seguida somamos todas as parcelas para n > 3:

00 oo p+1
Z fpzp = Z Z kap_k_;,_lzp (38)
p=3 p=3 k=0

Chamamos de T(z) = > fpzp a Fungado Geradora Ordindria da sequéncia (7},).
Entao, pela equacao (3.8) temos:

~ ~ - ~ Zp 3(2p+1 Tk p— k+1> s
T(Z) — TO — le — TQZ2 =

z

T(z) — 22 = T(ZZ) — T(2) = 1+ \ém)

Uma vez que encontramos duas expressoes para T(z), devemos fazer uma anédlise
dos sinais para verificar qual delas atende as condi¢oes do problema. Primeiramente,
temos que expandir o binomio /1 — 4z:

S Nl

VI—dz= i( )(-4)%?. (3.9)
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Zo<é)<—4>pzp=1+(i!)<—4>z+(5)%!_ Hea
LG -~]~9!(% —(p-1) ()PP 4 - (3.10)

Portanto, se tomarmos a expressao T'(z) com sinal positivo, obtemos:

7() = L= oo 2y (1 + By LG

(—1)%422% + ...

3))

1
_ §<2—|—(_2!)(—1)1412+ S (F1PRE i (—1)2p14p2p+‘“>
1 1)(1 1y(1y...(2=3
=2z + 2(.21!(_1)141224_%(_1)3422,3_{_“__'_ (2)(2>2.p!( 2 >(_1)2p—14pzp+1_{_‘_..

A expressao encontrada acima nos fornece Tl =1, contrariando uma das condigoes
iniciais do problema, ou seja, 77 = 0. Portanto, T'(z) com o sinal negativo é a Fungao
Geradora Ordinaria que queremos. Vamos expandir a expressao de T(z) a fim de obter
o coeficiente 7T, -

—
D=

)(3)

2!

~ 2(1— /1 —4z2) (3.10) 3[1 _ (1 n (3) (—1)3422% + -
2

1y(1 2p—3
OIORRG g_l)gp_%pzu...)

1 1yl Lypl .. (=3
:§<Q(_1)2412+ (2)2(‘2)(_1)44222++(2)<§]3 p|( 2 >(—]_)2p_24p25p+"'>
_Z 1 5 1 45 1-3-5---(2p—=3) 9, ,

21 1-3-5---(2p—3
:Z_+_21Z3+...+ (2p )Qp—lzp+1_|_...
1 2! p!
2122—1— 91,3 ..._i_1'2'3.4'5..'(2])_3)'(2p—2>2p712p+1+...
1! 2.2 2:4-6---(2p—2)p!
1, 20 (2n — 2)! 1
- - op=1l,p+l 4 .
Tt Tt T s A s plr s O T
1, 20, (2p—=2)!
—ﬁz +§Z +"‘+mz + - (3.11)

Uma vez que T, = T, = T}, 5, basta tomar [2?]T(z). Pela equacio (3.11), temos:

7o QC=2) sz (20)! (Qn) 1

P p-2lp-1!  @m+D \n)nt1
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T = (2”) L (3.12)

n/n+1

Note que se dividirmos a expressao de f(z) por 2% deslocamos os coeficientes em 2
unidades a menos e, desta forma, teremos diretamente os coeficientes para a sequéncia
(T},). Consequentemente a equagao resultante serd a Fungao Geradora Ordinaria 7T'(z)
da classe T. Dai, por (3.11) temos

T() = — Y- 7% (3.13)

conforme afirmamos em (3.5).

Definicao 3.1.7. Seja ® uma construcao m-dria que associa a um conjunto qualquer
de classes B, ..., B™ wma nova classe

A=0[B,... B"

A constru¢ao ® € admissivel se e somente se a sequéncia de contagem (A,), de A,
depende somente das sequéncias de contagem (BL),..., (B™), de BY,... B™, respecti-
vamente.

Pela Definicao 3.1.7 concluimos que existe um operador ¥, bem definido, que, apli-
cado nas Fungoes Geradoras Ordindrias correspondentes as classes BY, parai =1,...,m,
resulta em

A(z) =Y[BY(2),...,B™(2)],
ou seja, a Funcao Geradora Ordindria da classe A.

Definicao 3.1.8. Sejam B e C duas classes combinatorias. O produto cartesiano entre
elas define uma classe A tal que

A=BxC={a=(8,7)|8 € B,yeC(}, (3.14)
e |a| € definido por

lal, = 1815+ 17le (3.15)

Exemplo 3.1.7. (Produto Cartesiano) Considere a classe A = B x C. Pela de-
fini¢ao dada para o Produto Cartesiano e pela equagdo (3.15) um elemento o € A de
tamanho n € obtido combinando-se elementos 5 € B e v € C com respectivos tamanho
ke(n—k). Assim, A, serd a soma de todas as possiveis combinagoes desses tamanhos,
com a variacao de k. Dai, podemos relacionar as sequéncias de contagem das classes
A, B e C da sequinte forma:

Ay =) BiCuy (3.16)
k=0
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Note que a sequéncia (A,) depende somente das sequéncias de contagem das classes
usadas na construgao de A. Além disso, utilizando (3.16)

oo

Az) = Z A2 = i(z”: BkC’n_k)z”

n=0 k=0
Alz) = (Z an”) (Z C’nz”> = B(2)C(2). (3.17)
n=0 n=0
Portanto, o Produto Cartesiano € uma construgao admissivel e pode ser escrito como
o produto das respectivas Funcoes Geradoras Ordindrias das classes que o compoe.
Exemplo 3.1.8. (Unido Disjunta) Sejam A,B e C classes tais que
A=BUC e BNC=10

Defina o tamanho de o € A como

| lalg, se aeB
’a’““_{ lal,, se ael (3.18)

Um elemento a € A de tamanho n € obtido quando escolhemos B € B ou~y € C, de
tamanho n. Uma vez que B, e C, denotam a quantidade de elementos de tamanho n
nas classes B e C, respectivamente, entdo, a soma dessas quantidades nos retorna A,
ou seja,

A, =B, +C, (3.19)

Além disso, pela equagao (3.19), temos:

Y A= Bp"+ ) Cpr" = A(z) = B(z) + C(2) (3.20)
n=0 n=0 n=0

Como a Sequéncia de Contagem depende somente das Sequéncias de Contagem das
classes que definem A concluimos que a Unido Disjunta € uma construcao admissivel
e pode ser escrita como a soma das Funcgoes Geradoras das classes que definem A.

3.2 Construcoes Admissiveis e Especificacao

Definicao 3.2.1. A Classe Neutra € = {¢} € formada por um tunico elemento neutro €
de tamanho 0. A Fungao Geradora Ordindria desta classe é E(z) = 1.

Definicao 3.2.2. A Classe Atomica Z € formada por um unico elemento de tamanho
1 ao qual chamamos de atomo. A Fungao Geradora Ordindria desta classe é Z(z) = z.

Exemplo 3.2.1. Cada letra de uma palavra ou um né de um grafo € um exemplo de
atomo.

Classes Atomicas e Neutras podem ser representadas com subindices, a fim de se-
rem distinguiveis entre si. Por exemplo Z, = {a} e Z, = {b} sdo classes atomicas
que formam o alfabeto A = {a, b} e, consequentemente, formam as palavras bindrias
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construidas a partir dele. Além disso, & = {e1}, & = {e2} denotam Classes Neutras
distintas.

Pela definicao da Classe Neutra, podemos concluir que A = A x £ = £ x A.

Agora que temos as estruturas basicas para a construcao de uma Classe Combi-
natéria, vamos formalizar o conceito de soma de Classes também conhecida como Uniao
Disjunta. Este conceito ja foi abordado no Ezemplo 3.1.8.

Suponha duas classes B e C cuja intersecao é nao vazia. Entao, podemos construir
copias disjuntas destas classes a partir do Produto Cartesiano de cada uma delas com
um elemento neutro.

Definicao 3.2.3. Sejam B e C duas classes combinatorias. A Soma Combinatoria ou
Unido Disjunta entre B e C é definida como a unido de duas copias disjuntas, B' e C?,
das classes B e C, respectivamente, ou seja,

B+C:=B'UC?

onde B! = ({e;} x B), C* = ({e2} x C) e €1, €3 sao elementos neutros. Denotamos

A=B+C.

A Uniao Disjunta é sempre uma estrutura bem definida. Assim, vamos definir o
tamanho de um elemento a@ € A. Uma vez que essa soma define uma uniao disjunta
entre classes, temos que o tamanho de um elemento a é dado pela equagao (3.18). Além
disso, por (3.16) as Sequéncias de Contagem para as classes B! = ({1} x B) e C? =
({2} x C) sdo, respectivamente, B,, e C,. Portanto, A, = B,, + C,, define a Sequéncia
de Contagem para a classe A e A(z) = B(z) + C(z) é a Funcao Geradora associada.
Estes resultados estao em concordancia com o que ja tinhamos visto no Exemplo 5.1.8
e com as equagoes (3.18)-(3.20). Logo, a Unido Disjunta é uma construgao admissivel
pela definigao.

Proposicao 3.2.1. Para a Soma Combinatoria e o Produto Cartesiano valem as se-
gquintes propriedades:

1. A+ B)+C=A+ (B+C)
2. (AxB)xC=Ax (BxC)
3. (A+B)xC=(AxC)+ (BxC)

Demonstracao: Basta aplicar as defini¢oes de cada estrutura.

Apresentaremos agora outras construcoes admissiveis de grande importancia para
o estudo de problemas de combinatéria, especialmente porque a composicao delas nos
permite resolver problemas de maior complexidade.

Definigao 3.2.4. (Sequéncia:) Seja B uma classe. Definimos a Classe sequéncia da
classe B como a soma infinita:

Seq{B} ={e}+ B+ (BxB)+ (BxBxB)+..
sendo € o elemento neutro da classe. Em outras palavras, temos

SBQ{B} = {(617 "'7ﬂl) ‘ [>0 e Bj € B}a
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tal que | =0 define a sequéncia vazia {€}.

Note que A = Seq{B} é uma Classe Combinatdria prépria que satisfaz a condigao
de finitude se, e somente se, a classe B nao possui elemento de tamanho 0. De fato, se
existe um elemento de tamanho 0 em B podemos produzir infinitos elementos @ € A tal
que |a| = 0 o que contraria a definigao de classe. Sendo assim, dado o € A definimos
seu tamanho como

a=(B1,...08) =|a = Z]ﬁz (3.21)

Definicao 3.2.5. (Ciclos) Dada uma classe B definimos um ciclo como uma sequéncia
nao vazia de elementos 5 € B de maneira que ele é obtido pelo deslocamento circular de
suas componentes. A classe dos ciclos serd denotada por Cyc{B}. Em outras palavras,

Cye{B} = (Sea{B}\ {e}) /S,
onde S ¢ a relacao de equivaléncia definida entre duas sequéncias por

(517‘“7ﬁr> (617' ’B)

se, e somente se, existe algum deslocamento circular T do intervalo I = [1,...,r] tal que
para todo 7 € 1, ,8; = Br(j)-

Exemplo 3.2.2. Considere o alfabeto bindrio A = {a,b}. As sequéncias de tamanho
3 que podem ser formadas com esse conjunto de elementos sao:

aaa, aab aba baa abb bab bba bbb
~~ s —- —~—

TV
19 ciclo 29 ciclo 39 ciclo 49 ciclo

Temos entao um total de 8 sequéncias mas somente 4 ciclos podem ser formados com
elas.

Defini¢ao 3.2.6. (Multiconjuntos) Dada uma classe B, MSet{B} representa a
classe dos conjuntos finitos formados com os elementos de B que podem ou ndo se
repetir dentro do conjunto. Formalmente, um multiconjunto € definido como

MSet{B} := Seq{B}/R,
onde R € a relacdo de equivaléncia definida entre sequéncias por

<a17 ~--7ar)5(617 "'7/87‘)

se, e somente se, eziste alguma permutacao o de I =[1,...,r] tal que para todo j € I,
B = ao(j).
Defini¢ao 3.2.7. (Powerset) Dada uma classe B, PSet{3} representa a classe dos

multiconjuntos finitos formados por elementos distintos de B. Além disso, vale a in-
clusao

PSet{B} C MSet{B}.

Definigao 3.2.8. O tamanho de um elemento o € A sendo A a Classe dos Ciclos,
Multiconjuntos ou Powersets é dado pela soma dos tamanhos de suas componentes.
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Exemplo 3.2.3. (Ndmeros Naturais) Seja Z, = {8} uma classe atomica e consi-
dere a classe dos numeros naturais, denotada por L. Suponha que queremos representar
Z, na notacao undria, ou seja,

Z = {e,00 cee ccee ..}

Para encontrar a Funcao Geradora desta classe basta pensar que cada elemento
1 € L de tamanho n possui uma unica representa¢ao nesta notacao e, portanto, temos
(I,) = 1 para todo n € N. Dai, a Fungio Geradora Ordindria associada a classe € dada

por
o)

I(2) :Zz”:>](z):

n=1

z
1—2

(3.22)

Exemplo 3.2.4. (Cobertura de Intervalos) Seja Z, = {e} a classe atémica do
exemplo anterior e considere outra classe A = Z + (Z x Z). Entdo, os elementos de
A sao representados por {e, ee}. Suponha que queremos construir uma classe F =
Seq{A}. Entio F contém elementos do tipo

F = {0, 00 o0 000 oo eee coee ccee .. .|

Utilizando a nocao de tamanho de elemento definido no exemplo anterior o conjunto
de elementos de tamanho n em F € isomorfo as coberturas de [0,n] com intervalos
fechados de tamanhos 1 ou 2. Dai, a Funcao Geradora associada a classe serd dada
por

F(z) =1+2+22"+32°+ 52 4 -+,
de maneira que a Sequéncia de Contagem (F,) = (1,1,2,3,5,8,...), ou seja € a
sequéncia formada pelos Numeros de Fibonacci.

3.2.1 O teorema da admissibilidade para Funcoes Geradoras Ordindrias

A secao anterior nos apresentou certas construcoes admissiveis de grande importancia
na resolugao de problemas de Combinatoéria. Agora apresentamos cada uma delas com
uma férmula fechada para suas respectivas Funcoes Geradoras Ordinarias através de
um teorema central, o Teorema da Admissibilidade para Funcgoes Geradoras Ordindrias.

Teorema 3.2.1. Sejam A, B e C classes combinatorias. As construcoes Uniao Dis-
junta, Produto Cartesiano, Sequéncia, Ciclo, Multiconjunto e Powerset sao construcoes
admissiveis e suas respectivas Funcoes Geradoras Ordindrias sao:

1. Unigo: A=B+C — A(z) = B(2) + C(2)
2. Produto Cartesiano: A=BxC = A(z)=B(z)-C(z)

3. Sequéncia: A = Seq{B}

I

=

&
[

1— B(z)
4. Ciclo: A= Cyc{B} — Az) = Z 905?”‘(1 - : )
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5. Multiconjunto: A = MSet{B} — A(z)= n=

6. Powerset: A = PSet{B} = A(z) = i~ kel
exp (Z %B(z%)

onde (k) denota a Funcgdo de Euler, [3]. Considere By = 0 para Sequéncias, Ciclos,
Multiconjuntos e Powersets.

Demonstragao:

1. Seja A = B+ C e considere A(z) a Funcao Geradora Ordindria da classe \A.
Temos:

A(z) =) A=Ay "okl = A(z) = B(2) + C(2)

acA a€eB aeC

2. Seja A = B x C e considere A(z) a Fungao Geradora Ordindria de A e o = (3,7)
tal que

P TR I P I S B S P B S S B 105 Bl 29

acA (Bv)eA (By)EA BeEB ~vec

3. Seja A = Seq{B}, By = 0. Entao

AY (3 +B+BxB) +(BxBxB)+..

Aplicando os resultados obtidos em 1 e 2, a Funcao Geradora Ordinaria da classe
A é facilmente obtida:

A= B = AQ = 5

pois assumimos By = 0 e A(z) é uma Série Geométrica de razao B(z) e, portanto,
converge.

4. Seja A = Cyc{B}. A demonstragao deste item baseia-se na aplicagdo do Método
Simbdlico utilizando-se uma Funcao Geradora de duas variaveis v e z. A variavel
u conta o numero de componentes que o elemento da classe possui e a z especifica
o tamanho do elemento. Seja & = Seg>;(B) uma classe formada a partir de
uma classe inicial B. Dizemos que uma sequéncia s € S é primitiva se ela nao
representa a repeticao de uma outra sequéncia. Por exemplo, affaa é uma
sequéncia primitiva enquanto que afaf = (af)? nao é. Denotamos por PS a
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classe das sequéncias primitivas. Entao, podemos reescrever a Funcao Geradora
da classe § como

S(z,u) = ZPS 2 P (3.23)

1—uB

A equagao (3.23) nos diz que toda sequéncia s € S possui uma sequéncia primitiva.

Aplicando a Fdrmula da Inversao de Mobius ([5], pagina 81) a Funcao Geradora
S(z,u), obtemos:

= k = _— 3.24

SICEERUE S = MR

1 =1

Agora, temos que relacionar sequéncias e ciclos. Note que um ciclo é primitivo se
todas as suas representacoes lineares sao primitivas. A classe dos ciclos primitivos
sera denotada por PC. Entao, a relacao entre uma k-sequéncia primitiva e um
k-ciclo primitivo é de 1 pra k, ou seja, cada k-sequéncia primitiva possui k k-ciclos
relacionados a ela. Uma vez que a variavel u conta o nimero de componentes da
sequéncia, para obtermos a Funcao Geradora PC/(z, ) dos ciclos primitivos, basta
fazer uma transformacao de varidveis na Fungiao Geradora (3.24) e substituir u*
por %, que é equivalente a fazer

_ [ psiza®
PC(z,u)—/O PS(z,¢) e (3.25)

Substituimos a equagao (3.24) em (3.25) e obtemos:

|_EBEh de
) / TR €

Fazemos uma mudanca de varidveis w = £¥B(2*) e, portanto, dw = k¥ 1 B(2*)d¢.
Temos entao:

o) uP B(2F) w W
PCzu) = Z#(k‘) </0 l—w kf’“dB(z’“))
_oeplk) e
-2 ( | md“’>

_ N Al 1
= 2; - m(l_ukB(Zk)) (3.26)

Note que um ciclo pode ser obtido por uma repeticao arbitraria de ciclos primi-
tivos. Portanto, a Funcao Geradora associada ¢ dada por
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C(z,u) = ZPC(zk,uk)
k=1
Sabemos que
p(d) _ o(k)
d k-
dlk
> (k) 1
PO(F %) = 1i(
C(z", u") ; ? In "B ")

Portanto,

Clru) = @gf)l"<1 _ ule(zk)) (3.27)

Se tomarmos v = 1 em (3.27) obtemos diretamente a expressdo para a Funcao
Geradora Ordindria da classe A = C'yc{B} conforme pretendiamos, ou seja,

= ok 1
Clz) = Zwi; )l”<1 —B(ﬁ))'

5. Seja A = PSet{B}. Suponha que B é finita e By = 0. Entao, a classe .4 de todos
os subconjuntos finitos de B satisfaz:

A= T[(er + (8D, (3.28)

BeB

onde € é o elemento neutro e |¢| = 0.

De fato, o produto acima, quando escrito como produto de fatores distintos
gera todos os conjuntos finitos de B, garantindo que todos os elementos presentes
nos conjuntos sao também distintos.

Por exemplo, suponha que B = {a,b,c}, com € = 1. Entao,

H({e}+{6}):(1+a)(1+b)(1+c):1+a+b+c+ab+ac+bc+abc:fl
peB

= A(z) = Zz‘“' =1+32+32°+2° = H(l + 2181,
aceA peB

Pelos resultados obtidos nos itens 1 e 2, a Fungao Geradora Ordinaria (3.28)
pode ser escrita como:

A(z) = [T +27). (3.29)

BeB

Mas, se |8] = n o termo (1 4 2/%l) aparece B, vezes. Assim,

o0

A(z) =[]+ 2" (3.30)

n=1
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Por outro lado, A(z) = ™4 ¢

A(z) 350 exp (ln ﬁ(l + z")B">

n=1
= exp (Z B,ln(1 + z")) (3.31)
n=1
Expandindo a expressao de [n:
. . ZQn Z?m o0 k—lznk
ln(l—l—z)-(z —7+?—--~)_;(—1) = (3.32)
Substituindo (3.32) em (3.31), temos:
- - (_1)k_1 n\k
AG) = e B> T
n=1 k=1
- (_1)k_1 - k\n
= expz 7 ZB"( )
k=1 n=1
_ — (=D
= exp (Z Z B(z )) (3.33)

Agora, suponha que B ¢ infinita e By = 0. Neste caso, devemos observar que cada
A, depende somente das classes B;, para j < n. De fato, seja a = (f1, ..., Bm) €
A. Entao,

m
lal =n <:>Z|lezn =16 <n, 1<i<m
i=1

= B =3 "B,
j=1

Note que se selecionamos os elementos de B, com tamanho menor do que ou
igual a m, os subconjuntos formados por eles terao sempre tamanho menor do
que ou igual a m. Portanto, AS™ = PSet{B(E™}. Agora, considere O(2™*1)
denotando uma série qualquer, composta de termos com grau maior do que ou
igual a m + 1. As Funcoes Geradoras Ordindrias para as classes A e B sao

A(z) = AE™ £ 0z e B(z) = BE™ 4+ O(zm ).

Por outro lado, AS™ e B(=™) estdo relacionadas pela expressdo (3.33), j& que
B(=™) ¢ uma classe finita. Portanto,

k
k=1
s k-1
Jim A = Jim exp (30— B )
L (—1)kt 3.30
:exp< ]3 B(zk)) (:)A(z).
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6. Seja A = MSet{B}. Suponha que B é finita e By = 0. Entao, a classe A =
MSet{B} de todos os subconjuntos finitos de B satisfaz:

A= ] Sea{s}. (3.34)
peB

De fato, se distribuimos o produto definido acima, obtemos um multiconjunto
a € A tal que a é formado por uma sequéncia de elementos (5, € B, seguido de
uma sequéncia de elementos By € B e assim por diante. Pelos resultados obtidos
em 1 e 2, podemos escrever a Funcao Geradora Ordindria da classe A como

A(z) = JJa =2 (3.35)

BeB

No entanto, se |3| = n o fator (1 — 2I#1)~! aparece B, vezes, j4 que esta quan-

tidade define quantos elementos em B possuem tamanho n. Portanto, podemos
reescrever (3.35) como:

A(z) = [ =25 (3.36)
Mas, podemos considerar A(z) = e

A(z) (%:36) exp <ln f__o[(l - z”)’B"> = exp <§: Bpln(1 — z”)’1>. (3.37)

Expandindo a expressao de In:

ln(l—z")_1:—<—z”—%—%—---):i%. (3.38)

Substituindo (3.38) em (3.37), temos:

8

n=1
= pZ% B, z"*
k=1 n=1
o (3 1509).
=1

Suponha agora que B ¢ infinita. A demonstracao, para este caso, é andloga a que
foi feita para o caso de Powersets. Basta calcular o limite.

Exemplo 3.2.5. (Identidade de Valée) Sejam A,B e C Classes Combinatdrias de
maneira que a classe C foi dividida de acordo com a paridade de seus elementos, ou
seja, de acordo com o numero de vezes que cada elemento aparece no multiconjunto.
Simbolicamente, o que temos €

A= MSet{C} e B=PSet{C}
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O objetivo € encontrar a Fung¢ao Geradora Ordindria A(z) para a classe A, de acordo
com a construcao dada.

Note que um multiconjunto contém elementos com multiplicidade par ou impar.
Chamamos de B(z) = 3¢5 2P a Pungao Geradora Ordindria da classe B. Cada termo
dessa série possui expoente que determina o tamanho de um conjunto finito § € B,
cujos elementos sao todos distintos. No entanto, queremos permitir que os elementos
se repitam dentro do conjunto, jd que nosso objetivo € encontrar uma erpressao para

A(z). Considere entao
A(2?) = 222‘6“'

acA

Cada expoente de z indica uma dupla de um mesmo elemento o € A, com tamanho
la|. Em outras palavras, dado um subconjunto de C, podemos tornd-lo um multicon-
junto se consideramos as repeticoes dos elementos. Se, para isso, considerarmos o
produto das Fungoes Geradoras Ordindrias B(z)A(z?) vamos concluir que o expoente
de z em A(z?) controlard todas as repeticoes considerando todos os tamanhos de mul-
ticonjuntos. Assim, A(z) = B(2)A(2%) é a Funcgao Geradora Ordindria para a classe
dos multiconjuntos finitos formados com os elementos da classe C.

Por exemplo, considere C = {a,b, c,d}. Suponha que queremos formar multiconjun-
tos de 3 elementos. Temos

B =PSet{C} = {a,b,c,d,ab,ac,ad, bc, bd, cd, abc, abd, acd, bed, abed}
Os multiconjuntos, de tamanho 3 da classe C sao:

A = MSet{C} = {aaa, abb, acc, add, baa, bbb, bee, bdd, caa, cbb, cee, edd,
daa, dbb, dcc, ddd, abe, abd, acd, bed}.

Note que este processo de formar os multiconjuntos de C é equivalente a selecionar
um subconjunto de tamanho 1 em B e completar com conjuntos de tamanho 2 de A,
sendo que tais conjuntos sao repeticoes de um dado elemento da classe C. Também
podemos selecionar subconjuntos de tamanho 3 em B e nenhum elemento em A. Com
iss0, iremos produzir todos os multiconjuntos da classe A cujo tamanho é 3, conforme
pretendiamos.

Até aqui estudamos as construgoes admissiveis sem que fossem impostas quaisquer
restricoes ao numero de componentes de seus elementos. No entanto, ha casos em que
considerar o tamanho de uma construcao é necessario, por exemplo, quando queremos
trabalhar com a diagonal de um Produto Cartesiano entre k Classes Combinatérias.

Definigao 3.2.9. Seja I' uma construgao basica admissivel (que pode ser qualquer entre
Sequéncias, Multiconjuntos, Powersets e Ciclos) e k > 0. Chamamos de construgao
restrita aquela cujo tamanho estd limitado pelo numero de suas componentes, ou seja,

1. T, := construcao com exatamente k componentes.
2. I'(sk) = construgao com mais de k componentes.
3. I'a,..k = construgao com componentes restritas ao intervalo (1, k].

Exemplo 3.2.6. Seja B uma classe. Entdo, podemos construir as sequintes classes a
partir de B:
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1. Seq{B} :=BxBx ..xB=BF
MSeti{B} := Seqi{B}/R
Seqsi{B} = B* x Seq{B}

Seqpar) = sequéncia com um nimero par de componentes.

Seq(impar) = Sequéncia com um nimero impar de componentes.

Exemplo 3.2.7. (Diagonal de um Produto Cartesiano) A diagonal A de um
produto cartesiano (B x B) € definida como

A=ABxB):={(8.8): 8B

Queremos calcular a Fung¢ao Geradora Ordindria A(z) para a classe A.
Seja (6,8) € A. Uma vez que B, = card({ﬂ e B:|f = n}), entdo para todo

a € A, »
e

o = 1(8,8)] = 2[6] = 2n.
Portanto, a Sequéncia de Contagem da classe A € dada por (As,) = (B,) jd que
cada elemento de B,, define um elemento de A, cujo tamanho € 2n. Dai,

A(z) =) A2 =) B2 =) B,(:")" = B(z") (3.39)
n=0 n=0 n=0

Segue que A= A(B x B) é uma Construgao Admissivel.

Esta construcao pode ser aplicada para obter todos os pares nao ordenados de ele-
mentos distintos de B, ou seja, C = PSeto{B}. Para o, € B, cada par nao ordenado
{a, B} associa-se a dois pares ordenados (a, ), (B,a) € (B x B), com a # [5. FEste
Produto Cartesiano pode entao ser descrito, em termos das Classes A e C, da sequinte
forma:

B x B = PSeto{B} + A(B x B) + PSet»{B} (3.40)

Definindo B(z) e C(z) como as respectivas Fun¢oes Geradoras das classes B e C,
o Teorema da Admissibilidade e a equacao 3.40 garantem que a Funcao Geradora Or-
dindria para a classe C € dada por:

(B(2))* = B(=*)
2

Os cdlculos sao andlogos para um Produto Cartesiano envolvendo mais classes com-
binatorias.

(B(2))?=2C(2)+ B(z*) =C(2) =

A seguir apresentamos um teorema que assegura o calculo de Func¢oes Geradoras
Ordinarias para construgoes restritas, ou seja, com um nimero fixo de componentes.

Teorema 3.2.2. (Teorema de Construgoes com componentes restritas): Seja
B uma classe combinatoria e k > 0 a restri¢cao ao nimero de componentes de uma cons-
trucao. Entao, para cada construcao abaixo, temos as respectivas Fungoes Geradoras
Ordindrias:
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1. A= Seqp{B} = A(z)=B(2)*

2. A=PSet;{B} — A(z)= [uk] exp ( s a N :
3. A= MSet;{B} = A(z) = [uF]exp <UBl(Z) N UQBQ(Z2) N u3BS(Z3) ., )
¥

fA=cun® = 40 =3 ()
Demonstragao:

1. Seja A = Seq{B} = (B(z2))*.
Entao, pelo item 1 do Exemplo 3.2.6 e pelo Teorema 3.2.1, o resultado ¢é obtido
diretamente:

Para demonstrar os préximos itens, é necessario introduzir uma nova variavel,
u, na Funcao Geradora. Esta variavel serd responsavel por controlar o niimero
de componentes da constru¢do que estamos trabalhando. Sejam A e a € A.
Definimos &' (a) como um parametro indicador do nimero de componentes e

Anr={aeA: |af=n, X(a)=Fk}

Z ub 2" = Z 2101y ¥ (@) (3.41)
n,k

acA

A equagao (3.41) nos retorna uma férmula fechada para as Funcoes Gerado-
ras de construcoes restritas por um numero k de componentes. Basta tomar o
coeficiente de u*, ou seja, [u*]A(z,u).
2. Seja A = PSet,{B}.

Conforme visto no item 5 da demonstragao do Teorema 3.2.1, vale o isomor-
fismo, ja considerando a variavel u,

A= T +ufs))

BeB
Dai,
Az) = H(l +ul?l) = A(z) = ﬁ(l + uz™) B, (3.42)
BeB n=1
Sabendo que
A(z) = exp™®) e In(14 uz") i )kt k )k, (3.43)
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obtemos
A(z) = exp (lni[l(l + uz")B") = exp (ni:; Brln(1+ UZ"))
) o (é B, g(—n’f—luk L) e (gj CU 2 B
— WM exp (g (—DklukB(zk))

3. Seja A = MSet, {B}.

Pelo item 6 da demonstracao do Teorema 3.2.1, A = H Seqp{uf}. Segue que
seB

Az) = H(l —u) = A(z) = H(l —uz") B, (3.44)

peB n>1

Anélogo ao item anterior, usamos (3.43), com as devidas alteragoes para o item
em questao, e obtemos que

A(z) = [u¥] exp (i %B(zk))

k=1

4. Seja A = Cycp{B}.

A demonstracao deste item considera uma Fungao Geradora Ordinaria de
duas varidveis, ou seja, C'(z,u) dada por (3.27). Portanto, para obter a Fungao
Geradora para a classe dos ciclos com k componentes, basta extrair o coeficiente
[u*]C(2,u) |

3.2.2 Construtibilidade e Especificacoes Combinatdrias

Seja W a classe de todas as palavras binarias obtidas a partir de um alfabeto
A = {a,b}. Este exemplo foi o primeiro que apresentamos para introduzir o conceito
de Classe Combinatéria (Ver Ezemplo 3.1.1). Queremos encontrar a Fun¢ao Geradora
da classe W por meio do Método Simbdlico, utilizando as construgoes admissiveis de-
finidas nas sessoes anteriores. A ideia é compor estas construgoes para formar novas
classes e assim, termos condicoes de resolver uma grande variedade de problemas de
Combinatoria. A esta composicao em termos de construcoes basicas damos o nome de
FEspecificagao. Considere o seguinte isomorfismo:

Agza—i_zba

onde Z, = {a} e Z, = {b} e recorde que o tamanho de uma palavra w € W é dado
pelo nimero de letras que ela contém. Entao podemos considerar cada palavra como
uma sequéncia de atomos obtidos de A. Assim, podemos descrever ¥V como

W = Seq{Z, + Z,} = Seq{A}.
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Defini¢ao 3.2.10. Chamamos de especifica¢ao iterativa (ou nao recursiva) a descri¢ao
de uma classe combinatoria envolvendo somente a composicao de construcoes badsicas
aplicadas as classes atomicas e neutra.

Exemplo 3.2.8. A classe Z de numeros naturais, Exemplo 3.2.3, admite especifica¢dao
7= Squl{Z.}.

Exemplo 3.2.9. A classe dos multiconjuntos de nimeros naturais MSet{Z} € iso-
morfa a classe das particoes de inteiros P.

Especificacoes também podem ser recursivas. Por exemplo, a especificagao para a
classe G das Arvores Gerais Planas é dada por G = Z x Seq{G}. Abaixo algumas
definicoes para chegarmos nesta afirmacao.

Definicao 3.2.11. Uma drvore é definida como um grafo nao orientado, conezxo e
aciclico. FEla é dita com raiz se possui um de seus vértices diferenciado.

Definicao 3.2.12. Uma Arvore Plana é uma drvore com raiz e tal que a ordem das
subdrvores ligadas a qualquer um dos nds importa. Chamaremos de Arvores Planas
Gerais aquelas em que nao hd restrigoes quanto ao grau de seus nds.

Definimos G como a Classe das Arvores Planas Gerais. O tamanho de um elemento
g € G sera dado pelo nimero de vértices que a arvore possui.

Exemplo 3.2.10. Seja 7 uma drvore com raiz denotada por e e subdrvores {T, 7o, T3}.
A representacdo dada para a drvore T é:

"IN

1 T2 T3

Note que se permutarmos quaisquer das subdrvores de T obtemos uma mova drvore
que nao € equivalente a original. Um exemplo tipico deste tipo de drvore é a Arvore
Genealdgica.

Qualquer arvore plana possui uma representagao linear. Para o exemplo acima a
representacao linear da arvore 7 é dada por

T=eT1,T2,T3

para a qual a caixa inclui representacoes semelhantes aplicadas as subarvores. Em
outras palavras, subdrvores sao também arvores com raiz e portanto, admitem repre-
sentacgao linear.

A melhor maneira de representar arvores é por meio de recursao. De fato, uma
arvore plana 7 pode ser vista como uma estrutura formada por uma raiz que esta ligada
a uma sequéncia de r subarvores, 7, ..., 7., cada uma destas respeitando a mesma regra
estrutural. Portanto, a classe G pode ser descrita pela especificagao recursiva a seguir

G = Z x Seq(G) (3.45)

onde Z é a classe atomica que representa a raiz {e} da arvore 7 € G. Chega-se entao
ao resultado que afirmamos inicialmente.
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%
Definicao 3.2.13. Considere a r-upla A = (AW, ..., A")). A especificacio para esta
estrutura € dada por um conjunto de r equagoes

T

AW = (AW, AM)

(2) — (1) (r)

A®) = Gy( AW, A ; (3.46)
, A1)

1
AT =3, (AW ... AT
onde cada operador ®;, com 1 < i < r denota um termo construido a partir de A usando
as construcoes admissiveis basicas e as classes iniciais das classes neutra e atomica.

O sistema (3.46) corresponde a uma especificacao iterativa se ele é triangular supe-
rior pois A" fica definido em termos das classes atomica e neutra. Substituindo A"
em AU teremos A"V em termos das classes iniciais. Continuando o processo, ob-
temos A1 dependente de um tnico termo envolvendo construcoes bésicas e as classes
iniciais. Este sistema é chamado recursivo e segue a seguinte regra

—[0]

=(0,...,0)

. 2, 3.47
—[i+1] _3 (A[j]) ( )

Basta tomar o limite.

Definicao 3.2.14. Uma Classe de estruturas combinatorias € dita Construtivel se e
somente se ela admite uma especifica¢ao (que pode ser recursiva) em termos das cons-
trugoes basicas Uniao Disjunta, Produto Cartesiano, Sequéncia, Powersets, Multicon-
guntos e Ciclos.

Uma vez que classes construtiveis sao resultado da descrigao via construcoes bésicas,
pelo Teorema 3.2.1, concluimos que cada classe construtivel possui uma Fungao Gera-
dora Ordindria para a qual podemos obter, sistematicamente, equacoes funcionais.

Teorema 3.2.3. A Funcdao Geradora Ordindria de uma classe construtivel é uma com-
ponente de um sistema de equacgoes funcionais cujos termos sao construidos a partir

de

17 Z, +7 Xqu)Se(p (I)Cym (I)M.S'eta (I)'P.S'eéu

TV
Operadores de Polya

1. ®geylf] = —— (Quase inversa)

2. oyl f]l = g} gﬁk)ln<1 — j‘(z’ﬂ) (Logaritmo de Polya)

3. P pse[f] = exp (Z f(]:k)> (Exponencial de Polya)

oo k
4. Ppse|f] = exp (Z(—l)k_l¥) (Exponencial Modificada de Polya)
k=1
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Assim, Classes iterativas téem Funcao Geradora Ordindria explicita envolvendo so-
mente composicoes de operadores basicos enquanto estruturas recursivas tém Fungao
Geradora Ordindria que sao acessiveis indiretamente por um sistema de equagoes fun-
cionais. Como exemplos de classes construtiveis temos:

Exemplo 3.2.11. A Classe W = Seq(2Z) é uma Classe Construtivel pois admite
uma especificacao iterativa obtida em termos das construgoes basicas. Desta forma, a
Funcao Geradora Ordindria € obtida diretamente pelo Teorema 3.2.1, ou seja,

1
C1-22

W(z) = W, =2"

conforme concluimos no FExemplo 3.1.1.

Exemplo 3.2.12. A classe G = Zx Seq{G} é uma classe construtivel com especifica¢ao
recursiva. Pelo Teorema 3.2.3 a Func¢ao Geradora Ordindria desta classe é dada por

G(2) = 2Bs.,[G(2)] = %G(Z) — —G*+G—2=0

1£+v1—-4z
2

A solugao para G(z) € dada por G(z) = e por (3.18) concluimos que

1—-+1-4z

Gz) = —%

Portanto, a classe das Arvores Gerais € construtivel e enumerada pelos Numeros de
Catalan.

Exemplo 3.2.13. (Triangulagdo) Conforme vimos no Ezemplo 3.1.3, a classe T
das triangulacoes é enumerada pelos Numeros de Catalan e o processo de triangulacdo
€ recursivo, ou seja, para um dado triangulo base obtemos dois poligonos que devem
ser triangulados. Se denotarmos o triangulo base pela classe <7 a especificagdo para a
classe T € dada por

T={c} + (T xvxT).

Aplicando o Teorema 3.2.3, obtemos a Func¢ao Geradora associada a classe T, ou

seja,
1—+v1—4z

T(z)=1+2T(2)* = T(2)= 5y ,

conforme ja sabiamos.

Exemplo 3.2.14. Considere um n-dgono e U = (T \ {€}) a classe das triangulacoes
nao vazias. Temos 3 casos para considerar:

1. Sen=3,U =V, ou seja, so possui o triangulo base.

2. Se o triangulo base possui dois lados do poligono, temos que triangular um poligono
de (n — 1) lados e este pode estar a direita ou a esquerda do triangulo base.
Portanto, U = (VxU) + (U X V).

3. Se o triangulo base tem um lado do poligono, entdo o n-dgono foi dividido em
dois novos poligonos que devem ser triangulados. Portanto, U = (UXV xU).



3.3 Composicoes e Particoes de Inteiros 33

Portanto,
U=V+ (VXU +UXV)+UXV xU).

Pelo Teorema 3.2.3, a Fun¢ao Geradora Ordindria da classe U serd dada por:

Uz)=U =z + 2U + 2U + 2U?
= 2U? + 22U + 2
1—-22z—+1—4z
2z
U(z) =T(z) — 1,

conforme esperdvamos.

3.3 Composicoes e Particoes de Inteiros

3.3.1 Composicoes e Particoes

Definig¢ao 3.3.1. Uma composicio de um inteiro n € uma sequéncia (x1, s, ..., x1) de
inteiros, k > 0 tal que

n=x1+T+-+x, x; =1
onde cada x; € chamado de parte de n e n € o tamanho da composicao.

Uma composicao é representada graficamente pela separagao de suas partes com
barras verticais. Podemos ainda representar cada parte verticalmente, gerando uma
figura irregular. Cada parte z; sera representada pela notacao undria, ou seja, e.

Figura 2: Representacao grafica da composicao de n = 14.

.‘...‘.‘....‘O.‘...‘
Figura 3: Representacao grafica da composigao de n = 14, com barras verticais.

Definigao 3.3.2. Uma parti¢io den € uma sequéncia (1, s, ..., xy) de inteiros, k > 0
tal que

n=x1+xs+-+xK € T1>x9>->x >1,
onde cada x; € chamado de parte de n e n € o tamanho da particao.

As partigoes sao representadas pelo Grdfico de Ferrers o qual representa cada parte
da particao verticalmente e em ordem nao crescente. Teremos, entao, um formato de
escada.
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[ ]
e o o
Figura 4: Representacao grafica da particao de n = 14.

Graficamente, composicoes e particoes diferem somente pela ordem em que suas
partes estao dispostas. Por exemplo, 4 + 1 e 1 4+ 4 sao composicoes diferentes para
n = 5, mas representam a mesma particao. Denotamos por C a classe das composicoes,
descrita como a classe das sequéncias aplicada a dos ntumeros inteiros Z reforcando
assim a importancia da ordem das partes. Ja a classe P das particoes serd descrita
como a classe dos conjuntos de elementos de Z, ou seja, sem levar em conta a ordem
das partes. Dali,

C=Se{Z} e P=MSet{T}. (3.48)

Voltando ao FExemplo 3.2.3 recorde que a especificacao dada para a classe 7, é
T = Seq>1{Z}. Portanto, por (3.48), (3.22) e o Teorema 3.2.1 a Funcao Geradora
Ordinaria para a classe das Composicoes é dada por

1 (322) 1 —2z
= = . 3.49
1—1I(2) 1—-22 (349)

C(z)

Analogamente, a Fungao Geradora Ordinaria para a classe das Parti¢oes é dada por

3.22)

. I(2* I(23
P(z) ®2 exp (I(z) + (; ) 4 (g ) 4 ) (3.50)
Afirmamos que a sequéncia de contagem para composicoes é dada por
Co=1
C,=2"1n>1 (3.51)

De fato, considere um vetor de 1’s, de tamanho n. Suponha que nos (n — 1) espagos
entre eles queiramos alocar os sinais '+’ e /)’ do vetor. Isso gera uma tinica composicao
de n. Por outro lado, cada composicao de n determina uma sequéncia de '+ e¢’,/. Como
temos (n — 1) espagos para alocar dois simbolos, temos 2"~! composigoes e o resultado
segue.

Proposigao 3.3.1. Seja T C I um subconjunto de niumeros inteiros positivos. Sejam
as classes CT := Seq{Seqr{Z}} e PT := MSet{Seqr{Z}} de composicies e particies,
respectivamente, com partes restritas a T C Zs1. Entdo, as Funcoes Geradoras Or-
dindrias sao dadas por:

CT(z) = %T(z) e PT(z)= H !

1 —2n’
neT

Demonstracao: A demonstragao segue do Teorema 3.2.1 restrita ao conjunto 7.
Temos inicialmente que
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Ir(z) = 302" = T(2),
neT
pois I, = 1, para todo n > 0. Entao,

1 1 1
M TE T R e e
neT
P7(z) = exp (Z %B(z”)) = H(l — ") = H 1 _12n
neT neT neT

Exemplo 3.3.1. Considere a classe das composi¢oes de n restritas a T = {1,2}.
Queremos calcular a Funcdo Geradora Ordindria desta classe. A especificagcao € dada
por:

CcT =12 = Seq(z{m})
B 1 B 1 B 1
1= I7(2) 1—(2+22) 1—2z—22

O coeficiente C representa o mimero de composicoes de n na classe CT e estes
numeros determinam a Sequéncia dos Numeros de Fibonacci, ou seja,

= C7(z)

1 1 9\ " 1—+/5\"
T=fn e B [(M52) - (2]
NANEE 2
Analogamente, se T = {1,2,3,...,7}, temos a sequinte generalizacao para C7 (2):
CT — C{1,2,3,.‘.,r} — Seq(I{1’2’3""’T})
1—-17(z) 1—(z2+4224---+2")
B 1
I R N
B 1
N 1—2"
1-2(7=)
: 1—=z
B 1—2
1 =2z 4l

A Sequéncia de Contagem correspondente é dada pelos Niumeros de Fibonacci Ge-
neralizados:

(1230} 1o 2(1—2")\7 w3\ (n—rk—1
Cr =Y (=) =X Q)( io1 )
J gk
Exemplo 3.3.2. (Particoes com partes restritas) O problema do troco, (se¢do
2.2) é um bom exemplo de particoes de n com partes restritas. A ideia é calcular
o numero de maneiras de devolver um troco de R3$0,50, usando moedas de R$0,01,
R$0,05, R$0,10, R$0,25 ¢ R$0,50. Uma vez que a ordem na qual selecionamos as mo-
edas nao importa e podemos repeti-las, temos um caso de particao restrita ao conjunto
moedas T = {1,5,1,25,50}. Portanto, pela Proposicao 3.3.1 temos:

T(%) = 1 _ 1
P"(z) 7£[T1_Zn (1—2)(1=25)(1 = 210)(1 — 225)(1 — %)

= [2°1P7 (2) = 50.
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3.3.2 Composicao com um numero fixo de partes

Considere C™*) a classe das composicoes com exatamente k partes, k& > 1. Entao,
temos

C=Seq(T) = C® =Seq(T)=1"

g (3:22) P
T
O numero de composicoes de n em exatamente k partes, é dado pelo coeficiente
k -1
c®) — i mo® () = [0~ _ (" _
1096) = e =

que é um refinamento de 2”1, conforme visto em (3.51).

CW(z) = [1(2)] (3.52)

3.3.3 Particao com um numero fixo de partes

Seja P(=F) = MSet<(Z) a classe das partigoes com no maximo k partes, k > 1.
Entao, temos 7 = {1,2,...,k} e pela Proposicio 3.3.1 temos

k
PER(z) = [T -=" H — (3.53)

Considere agora o Grdfico de Ferrers de uma particao de n. Entao, a conjugada
desta particao transforma o niimero de partes na maior parte do novo grafico. Portanto,
o numero de particoes com no maximo k partes, é igual ao nimero de particoes com
partes menores do que ou iguais a k. Denotando por P*¥) a classe das particoes com
exatamente k partes, temos

Pk = p(k) _ p(S(k=1))

e dai, pelo Teorema 3.2.1 segue que a Funcao Geradora Ordinéria para a classe P*) é
dada por:

P®(z) = PER(z) - psk-D)(y)

k 1 k—1 1
- gl—z”_gl—zn
1 Mg

-1
1— 2k n:11_zn

k—1

1—1+4 2" 1
- < 1— 2k >H1—z"'
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Exemplo 3.3.3. (Composi¢oes Ciclicas) SejaD a classe formada pelas composi¢oes
ciclicas, ou seja, aquelas definidas por um deslocamento circular de suas partes. Por
exemplo 2+34+1+2+5e3+1+2+5+2. Uma vez que estamos construindo
ciclos formados por componentes inteiras, a especificacao para a classe D ¢ dada por
D = Cyc(Z). Aplicando o Teorema 3.2.1, a Fun¢ao Geradora Ordindria e a Sequéncia
de Contagem associadas sao dadas por

k

k=1

= 2422243234524+ 75 4+13:5+ ...

Os coeficientes sao formados pela expressao

D, = %ng(k)(zn/k —1)=-1+ % > k)2, (3.54)

ver (EIS A008965), em [6].

3.4 Palavras e Linguagem Regular

Seja A um alfabeto finito e fixo cujas letras sao atomos e, portanto, todas com
tamanho 1.

Definicao 3.4.1. Uma palavra é uma sequéncia finita de letras, normalmente escrita
sem separacoes. O conjunto de todas as palavras serd denotado por W e qualquer
subconjunto de VW é chamado de linguagem.

Exemplo 3.4.1. Seja A = {0,1}. As sequéncias 00011110, 011 e 110000 sdo ezemplos
de palavras formadas com as letras de A.

Dado um alfabeto A de cardinalidade m, a definicao da classe YV nos permite
especificd-la como W = Seq{.A} de maneira que a Fungao Geradora Ordinéria associada
¢ obtida diretamente pelo Teorema 3.2.1, ou seja,

B 1
C1—mz

W(z)

Para obter a Sequéncia de Contagem (W,) basta pensar que uma palavra de ta-
manho n possui n posicoes que devem ser preenchidas com cada uma das m letras do
alfabeto A. Portanto, para cada posicao, temos m possibilidades de escolha e dai segue
que W,, = m" para todo n € N, ou seja, temos m" palavras de tamanho n.

Nosso objetivo nesta secao é estudar as linguagens da classe VYW por meio de dois
métodos: o Iterativo e o Recursivo. O Método Iterativo baseia-se no uso das FEspeci-
ficacoes Regulares, aquelas que envolvem Somas, Produtos Cartesianos e Sequéncias de
classes. Ja o Método Recursivo utiliza o conceito de Automatos Finitos, uma técnica
equivalente a Sistemas Lineares.

Apesar desses dois métodos serem construidos com diferentes conceitos e teorias eles
definem a mesma familia de Linguagens Regulares. Portanto, a escolha do método é
feita de acordo com a conveniéncia de cada problema. Neste trabalho o foco sera o uso
do Método Iterativo.
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3.4.1 Especificacoes Regulares

Sejam A = {a, b} um alfabeto binédrio e W a classe de todas as palavras que podem
ser construidas a partir de A. Cada palavra pode ser construida de uma maneira
alternativa através de sua particao em blocos sucessivos, cada um formado por um
unico b no inicio do bloco, junto com uma sequéncia de a’s.

Exemplo 3.4.2. Considere a sequéncia aaabaababaabbabbaaa. A decomposicao, em
blocos, desta sequéncia é dada por:

aaal|baa|balbaalb|ba|b|baaa.

A decomposic¢ao por blocos constituidos por um tnico elemento b nos permite espe-
cificar a classe W da seguinte forma:

W = Seq{a} x Seq{b x Seq{a}} (3.55)

Pelo Teorema 3.2.1, obtemos a Fungao Geradora para a classe W:

1 1 1

T lozl-zt 1-2

(3.56)

conforme obtivemos na equagao (3.3).

Este tipo de decomposigao é de grande utilidade e interesse quando estudamos longas
sequencias de elementos.

Seja a<* = Seq.x{a} o conjunto das palavras formadas apenas com a letra a e cujo
tamanho é menor do que um dado £ € N. Uma vez que as palavras sao compostas
somente por a’'s e o tamanho de cada uma delas nao é maior do que k, para cada
tamanho n temos somente uma palavra, com n € [1,k — 1]. Neste caso, a Fungao
Geradora associada a este conjunto é naturalmente obtida:

1— k
aF() =142+ 424 .+ = :

3.57
1—=2 ( )

Agora, vamos complicar um pouco mais este problema e impor mais uma condi¢ao.
Queremos descrever o conjunto W<F> das palavras que nao possuem k letras a’s con-
secutivas. Mas este problema se reduz a particionar a sequéncia de a’s em blocos, cada
vez que o tamanho dela for ultrapassar k. Particionar a sequéncia, neste contexto, sig-

nifica introduzir um b no ponto conveniente. Em outras palavras, a especificacao para
W<F> ¢ dada por:

W< = a=F x Seq{b x a~*} (3.58)
Dai, segue que a Funcao Geradora associada é:

@s7) 1 — 2F 1 <k> 1—2F
(2) 1 —2z 4 2+

W<F>(2) (3.59)

1—2z

Uma outra maneira de interpretar a expressao (3.59) é dizer que ela é a Funcao
Geradora do conjunto das palavras cuja maior sequéncia de a’s tem tamanho menor do
que k.
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Agora, vamos generalizar este problema considerando o conjunto YWW<F> das pala-
vras formadas por um alfabeto arbitrario A, com cardinalidade m, e tal que nenhuma
palavra de YW<F> possui uma sequéncia de a’s com tamanho maior do que k. Entdo, a
especificacdo para W<F> serd dada por:

W< = a=F x Seq{a x a~*}, (3.60)

onde a é qualquer das m — 1 letras diferentes de a no alfabeto A.
Dai, a Funcao Geradora associada sera dada por:

357 1 — 2¥ 1

1 1— 2
1o(m—1)——2
1—=z

W<k>(z)

1— 2k
k _
= W= >(z) = Tt (m = 1)7F1 (3.61)

Definicao 3.4.2. Uma especificacao iterativa que envolve somente dtomos associados a
Somas Combinatorias, Produtos Cartesianos e Sequéncias é chamada de especifica¢ao
reqular. Uma linguagem L é chamada de S-regular (especifica¢iao regular) se existe
uma classe M descrita por uma especificacao reqular tal que £ e M sao isomorfas:

L=M.

A defini¢ao de Especificagao regular associada ao teorema de Admissibilidade leva
ao seguinte resultado:

Proposicao 3.4.1. Qualquer linguagem S-regular possui uma fungao racional como
Funcao Geradora Ordindria que € obtida de uma especificacao reqular da linguagem
traduzindo cada letra pela varidvel z, uniago disjunta em somas, produtos cartesianos
em produtos e sequéncias em quase-inversas (1 — .)_1.

Exemplo 3.4.3. (Combinacoes e Espacamentos) Seja L o conjunto das palavras
formadas pelos elementos do alfabeto bindrio W = {a,b}, tal que cada palavra de L
contém exatamente k letras b. Uma especificagcao regular para este conjunto é dada por:

L = Seq{a} x (b x Seq{a})*

Pelo Teorema 3.2.1 a Funcao Geradora associada a classe L € dada por:
k

Lz) = 1;(%2):#'

Considere uma palavra em L de tamanho n. Temos que escolher k posicoes das n
possiveis para alocar as letras b. Portanto, a Sequéncia de Contagem para a classe L
fica definida pelo coeficiente binomial

Exemplo 3.4.4. Considere agora que para o conjunto L do exemplo anterior facamos
a sequinte restricao: menhum elemento pode estar a uma distancia maior do que ou
igual a d, do seu sucessor. Defina

° (Z) = nimero de maneiras de combinar k elementos entre [1,n], sujeitas a esta
restricao.
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A classe composta por esses elementos serd denotada por L% e possui a sequinte
especifica¢ao reqular

L4 = Seq{a} x (b x Seqeqg{a})** x (b x Seq{a})

Dai, a Funcio Geradora Ordindria associada & classe L% serd dada por:

(3.57) 1 1 —20\k1 2
£9:) 7= 1—z<z1—z> 12

Zk(l o Zd)k—l

E[d}(z) W

com Sequéncia de Contagem dada por:

e ()50

J=0

O 1ltimo exemplo acima é analogo ao problema de resolver composicoes com partes
restritas. No caso acima, o que acabamos de analisar é o maior espacamento (restrito
a uma distancia no maximo d), em subconjuntos.

3.4.2 Padroes

Padroes sao sequéncias ordenadas de elementos que aparecem separados ou nao. A
procura de certos padroes significativos em textos ou em sequéncias de elementos tem
se tornado de grande importancia na ciéncia. Por exemplo, considere uma sequéncia
gendomica de tamanho 100.000 na qual procuramos o padrao TAGATAA. Neste caso,
o alfabeto para formar a sequéncia é A = {A,G,C,T}. A pergunta é: este padrao é
significativo ou nao nessa sequéncia? A resposta depende da probabilidade dele ocor-
rer. Nas redes de seguranca para computadores, invasoes podem ser detectadas por
algumas sequéncias de alarmes de eventos bem definidos. Quantificar os fenomenos
probabilisticos correspondentes é um problema de enumeracao. No contexto que que-
remos, trataremos especialmente de dois tipos de padroes p:

a) Padrao subsequéncia (ou Padrdo Oculto): Este tipo de padrao ocorre quando
suas letras aparecem na ordem correta mas nao necessariamente num bloco soé.

b) Padrao fator (ou Padrdo de Blocos): Caracteriza-se por suas letras aparece-
rem na ordem correta e de forma contigua.

Considerando a nocao de padrao definida, teremos duas categorias de problemas
para resolver. Um deles tem como objetivo determinar a probabilidade de uma palavra
conter ou nao um padrao p. Este problema enumera todas as palavras em que o padrao
ocorre, independente da frequéncia em que isso acontece. O outro tipo de problema
determina a esperanca do ntimero de ocorréncias de um padrao em um texto aleatério
enumerando palavras cada uma com um padrao distinto.
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Exemplo 3.4.5. Sejam A um alfabeto finito com m letras e p = pips...pr uma palavra
de tamanho k. Definimos £ como a classe de todas as palavras que contém p como
um padrao oculto. Assim, cada palavra em L pode ser escrita como uma sucessao de
bloco de sequéncias de letras tais que o primeiro bloco ¢ uma sequéncia de letras que
nao contém py sequido do bloco com a letra py, outro bloco com uma sequéncia de letras
que nao contém py sequido do bloco com a letra py, etc. A especificacao da classe L €
dada por:

L= Seq{ A\ p1} x p1 x Seq{ A\ p2} X pa x ... x Seq{ A\ pr} X px

Aplicando o Teorema 3.2.1 a Func¢ao Geradora Ordindria da classe é dada por:

:1—(m—1)z'”1—(m—1)z
2* 1
(1—(m—=1)2)k1—mz’

L(z)

Note que para uma palavra de tamanho n devemos escolher k posi¢oes para alocar as
letras do padrdo p. Isso pode ser feito de (Z) maneiras. Restam agora (n — k) posi¢oes
para serem preenchidas com as m — 1 letras do alfabeto A\ p;, com i € [1,k]|. Pelo
Principio Multiplicativo, obtemos entao que o numero de palavras de tamanho n que

contém o padrao p € n
L,=(m— 1)”k(k),

sendo L, a Sequéncia de Contagem para a classe L.

Por exemplo, tome A = {p1,p2,D3,P4,P5} € p = p1papsps. Entao, um elemento
[ € L pode ser dado por

I = (p2p2p3)p1(Pap1)p2(p1)p3(psp2)ps = p2p2p3 42911 3p2-

Neste caso, note que o padrao p aparece com suas letras ordenadas e totalmente
separadas.

Exemplo 3.4.6. Considere a especificacao reqular para a classe O, dada por:
O = Seq{A} x p1 x Seq{ A} x pa x ... x Seq{ A} x pg_1 x Seq{ A} x p; x Seq{A}.

Note que w € O é uma (2k + 1) — upla cuja primeira componente € uma palavra
arbitraria, a sequnda componente € pi, a terceira é uma palavra arbitrdria, etc. Dessa
forma, obtemos o padrao p = pips...pr, em blocos livres e alternados. Por outro lado,
qualquer w € O representa uma possivel ocorréncia de p em um texto construido com
o alfabeto A.

De acordo com a especificacao dada para a classe O, a Func¢ao Geradora associada
¢ dada por
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Note que para uma palavra de tamanho n devemos escolher k posicoes para alocar as
letras do padrao p. Isso pode ser feito de (2) maneiras. Restam agora (n — k) posi¢oes
para serem preenchidas com quaisquer das m letras do alfabeto A. Pelo Principio
Multiplicativo, obtemos entao que o numero de palavras de tamanho n que contém o

padrao p €
On — n—k [T
()

sendo O, a Sequéncia de Contagem para a classe O.

Uma vez que o numero total de palavras de tamanho n é m™ podemos calcular a
razao entre o numero de palavras que contém o padrao p e o niumero de palavras de
tamanho n, ou seja,

A razao §, pode ser interpretada como a esperanc¢a do numero de ocorréncias de
p em uma palavra aleatoria de tamanho n, assumindo que as palavras sao igualmente
provaveis.

Por exemplo, tome A = {p1,p2,D03,P1,P5} € p = p1papsps. Entao, um elemento
o € O pode ser representado por

0 = (p1pap3)p1(p3p1)pa(Pa)ps(P1pa) = [P1P2P3 |P1P3P1P2 Pa [P3p1pa-

Note que o padrao aparece dividido em blocos dentro da palavra e mantém a ordem
dos seus elementos. E, além disso, o padrdo ocorre duas vezes na mesma palavra,
conforme mostrado nos blocos e em vermelho.

Exemplo 3.4.7. Suponha, agora, que queremos descrever o conjunto O composto de
todas as palavras que contém o padrao p = p1ps...pr em um unico bloco, ou seja, quere-
mos encontrar um padrao de blocos. Para garantir que isso ocorra numa palavra, basta
que ela contenha uma sequéncia de letras no inicio e no final do padrao p. Desta forma,
a especificacao da classe O resume-se a:

0= Seq{A}(p1p2...px)Seq{ A}

Pelo Teorema 3.2.1 obtemos a Funcdo Geradora associada:

O(z) = z =

S 1-mz" 1-mz (1 —mz)?

Exemplo 3.4.8. (Padrées com intervalos) Seja A um alfabeto finito de cardinali-
dade m e considere novamente o padrao p = pips...px. Suponha que menos de d letras
do alfabeto separe as letras de p. O que queremos € determinar uma especificacao e
uma Funcgao geradora para a classe J composta destes elementos. A especificacao €
dada por:

J = Seq{ A} x p1 x Seqq{ A} X p2 x Seqeg{ A} X p3 X ... Seqq{ A} x pp x Seq{ A}

A Fungao Geradora para a classe Seqoq{.A} é dada por
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1 — mdz?
14+mz4+m2z24+ . +mildl=" =
1—mz

e, portanto, a Funcao Geradora para a classe J € dada por:

1 1 — mdz? 1 — mdz? 1

I(z) = (1—mz)z 1—mz " 1—mz Z(l—mz)

Zk:<1 . mdzd)k—l

(1 — mz)kt1

J(z) =

3.4.3 Construcao de Palavra Relacionada

Palavras sao elementos uteis para codificar qualquer estrutura combinatoria. Nesta
secao usaremos palavras para codificar Particoes de Conjuntos e Numeros de Stirling.

Definicao 3.4.3. Uma particao do conjunto D é uma colegcao de subconjuntos dois a
dois disjuntos e nao vazios, denominados blocos, cuja uniao € D.

Exemplo 3.4.9. Considere o conjunto D = {«a,3,7,0}. Podemos particionar este
conjunto da sequinte forma:

{a, 8,7,0} | [{e B} {r, 0} | [{e 2}, {8, 0} | [{, 63, {6, 7} | [{e3{B, 7,6},
{6} {7, 03|, | {v) {a. 8,0}, [ {0}, {e, 8,7} | [{e, {8}, {7, 6},
{a}, {9}, 0,0}, [{a, {6}, {823 ), |18, {v}: {e, 0} | [{8), {0}, {0}
{7} {0} {a. B}, [ {a}, {8}, {7}, {4}

Temos, portanto, um total de 15 particoes de D.

Definicao 3.4.4. Definimos S\ como o conjunto de todas as particoes de {1,2,...,n}
em r blocos nio vazios ¢ SN = card(S").

Exemplo 3.4.10. Para o exemplo anterior, temos
SV=187=175"=65"=1

Dado um alfabeto de r letras B = {by, bs, ..., b, } é possivel codificar as partigoes de
S a partir das letras de B. Dado um conjunto de tamanho n seja w uma partigao
deste conjunto formada por r blocos. Defina os blocos lideres identificando cada bloco
pelo seu menor elemento. Ordene os blocos lideres em ordem crescente e defina o indice
j de um bloco como a classificagdo de seu lider entre todos os r lideres, j € [1,7].
Percorra sequencialmente os elementos de 1 até n codificando cada elemento por uma
das letras do alfabeto B. Assim, cada elemento pertencente ao bloco de indice j sera
codificado por b;. Vamos aplicar este método em um exemplo:

Exemplo 3.4.11. Suponha n =8 e r = 3. Denotamos por

w={{6,4},{5,1,2}, {3,7,8}}

a particao do conjunto {1,2,3,...,8} em 3 blocos ndo vazios. Buscamos uma codifica¢ao
de w pelas letras do alfabeto B = {by, by, b3}.
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Primeiramente, identificamos, em vermelho, o menor elemento de cada bloco de w.
Fazemos a ordenagao dos blocos lideres e definimos o indice j de cada bloco classificando
cada menor elemento da caiza entre {1,2,3}. Dai, montamos a codificagdo, atribuindo
a cada elemento do conjunto {1,2,3,...,8} uma letra de B, referente ao indice do bloco
em que o elemento se encontra. Abaizo sequem os passos feitos:

W= {{6,4},{5,1,2},{3,7,8}} =:{{4,6},{1,2,5},{3,7,8}}
P S S I
1<3<d4— {{1,2,5},{3,7,8},{4,6}}

A matriz correspondente a codificagio do conjunto {1,2,3,...,8} € dada por:
12 3 4 5 6 7 8
by by by by by bs by by

Dessa forma, a particio w € codificada pela palavra bybyibobsbybsbobs de comprimento

n, formada pelas letras do alfabeto B.

Dado um conjunto de tamanho n a codificacao de uma particao deste conjunto, a
partir de um alfabeto B com r letras, satisfaz as seguintes propriedades:

1. Cada particao é codificada por uma palavra de tamanho n.

2. Cada palavra que codifica a particao contém as r letras de B, ja que cada letra
pertence a um dos r blocos.

3. A primeira ocorréncia de by precede a primeira ocorréncia de by, etc, pois os blocos
lideres sao ordenados de maneira crescente.

Graficamente, a codificacao de um conjunto pode ser representada por uma ”escada
irregular’tal que a escada tem comprimento n e altura r. Além disso, cada coluna
contém exatamente um elemento e cada linha corresponde a uma classe na partigao.

Exemplo 3.4.12. Para o exemplo anterior, temos

Pelas propriedades 2 e 3 dadas acima a especificacao da classe Sff) é dada por:

S = by x Seq(by) x by x Seq(by + by) X by X ... x b, x Seq(by + by + ... + b,)

significando que a primeira ocorréncia de b, precede a primeira ocorréncia de by. Entao,
entre by e by pode ou nao ter mais bjs. Depois da primeira ocorréncia de by posso ter
uma sequeéncia de by e by ou s6 de by ou s6 de by. Com as demais letras acontece o
mMesmo processo.
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Pela especificacao dada acima, a Funcao Geradora associada a classe S\ ¢ obtida
diretamente pelo Teorema 3.2.1:

ZT‘

(M (5) = 2
S R s v (3:62)
A decomposicao de (3.62), em Fragoes Parciais é dada por:

r—j

7“‘ Z ( ) 1 — ]Z

(r) 1 . r r—j. m
Sy = — (=) (3.63)

7! =\

Em particular, temos:

1 n 1 n n
52" =2), 5B — 5 (3" = 32" +3)
Os numeros obtidos pela expressao (3.63) sao conhecidos como Numeros de Stirling

de sequndo tipo e sao denotados por {:}

SV =187 =

Exemplo 3.4.13. (Palavras circulares) Seja A = {e,0} um alfabeto bindrio com-
posto por contas de duas cores distintas. Definimos a classe N' como a classe das pa-
lavras circulares formadas pelos elementos de A. Entao, N' = Cyc{A} e pelo Teorema
3.2.1 temos

o0

(3.3) p(k) 1
NEe) = YTE 2 ln<1—2zk>
k=1
= 2243224423 4+621+825+ 1425+ -

Os coeficientes sao dados por

1 (3.54)
No = =) (k)2 =" D, +1
~ ) wlk) +1,

k|n

(ver EIS A000031), em [6]), onde o(k) denota a Fun¢io de Euler, [3], e D, € a
Sequéncia de Contagem para a classe das Composicoes Ciclicas dada pelo Exemplo
A generalizacao deste problema para um alfabeto A com cardinalidade m é dada por:

N(z) = Z‘p (1_mzk) (3.64)

N, = = Z o(k (3.65)

k\n

3.5 Arvores como estrutura combinatoria

Nesta se¢ao trataremos de uma estrutura combinatoria recursiva a qual denomina-
mos Arvores. Assim como fizemos com as demais estruturas, iremos definir, especificar
e obter a Funcao Geradora associada de maneira que consigamos enumerar os elementos
desta classe de acordo com as propriedades desejadas.
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3.5.1 Arvores Planas

Conforme vimos na Definicao 3.2.13, Arvores planas possuem raiz e subarvores
ordenadas entre si. Uma arvore plana pode ser vista como uma estrutura abstrata da
Teoria de Grafos. Seja G a classe das Arvores Planas Gerais para as quais todos os
graus de nds sao permitidos. Pela expressao (3.45) e pelo Teorema 3.2.1, temos

1—-+v1—-4z
2

1/2n—2 1 2n — 1
G'rL = - = = CTL* )
n < n—1 ) 2n —1 ( n > !
ou seja, a enumeragao da classe é dada pelos Nimeros de Catalan. (Vide Exemplo
3.2.13) O intuito de relembrar essas propriedades centrais da classe G é dar inicio ao

estudo desta classe sujeita a restricoes, ou seja, restringindo as arvores gerais quanto
ao grau de um né, por exemplo.

G=2ZxS8eq{G} = G(z)=

Definicao 3.5.1. Seja 2 C N um subconjunto dos numeros naturais, tal que 0 € ).
Definimos T como a classe constituida por drvores ) — restritas com graus de seus
nos restritos a ). Definimos

O(u) = Zu“ (3.66)

weN
como a funcao caracteristica (ordindria) de Q.
Exemplo 3.5.1. Como exemplos de drvores ) — restritas temos:
1. Q@ ={0,2} a classe das drvores bindrias onde cada nd possui grau 0 ou 2;
2. Q=10,1,2} determina a classe das drvores undrias-bindrias;
3. Q=1{0,3} a classe das drvores terndrias;
4. Para o caso das drvores gerais, temos €2 = N.

Teorema 3.5.1. (Teorema de Inversao de Lagrange) Os coeficientes de uma
fung¢ao inversa e de todas as suas poténcias sao determinados pelos coeficientes das

poténcias da funcao direta. Se z = (T entao
n 1 n—1 n
"7 (2) = ~[w"]®(w) (3.67)
)T (2)F = S[wn%(w)n, keN. (3.68)

As arvores )—restritas podem ser enumeradas em termos da fung¢ao caracteristica
de €.

Proposicao 3.5.1. A Funcio Geradora Ordindria T®(z) da classe T de drvores
Q—restritas € determinada implicitamente por
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T(z) = 29(T(2)),

onde ¢ € a funcao caracteristica ordindria de 2. A sequéncia de contagem para esta
classe € dada por:

[u" @ (u)" (3.69)

Demonstragao: Seja G = Z x Seq{G} a especificacao para arvores gerais. Para a
classe T® = Z x Seqq(7%) temos a Funcido Geradora Ordindria T%(z) = 2®(T%(2)).
Por (3.67) a expressdo para TS é obtida diretamente.

Exemplo 3.5.2. Seja Q = {0,2} ¢ T a classe das drvores restritas a Q). Neste caso,
Q determina a classe T das Arvores Bindrias e

o(u) = Zuw =u’ +u?=1+u? (3.70)

weN

D P2y = 2(1 4+ (T(2))?)

1—+1—4z2

2z

T(2) =T%2) = 20(T(2)) = T(z) = 28(T(2))

=2(T2)?-T()+2=0=T(2) =

2n
n

A Sequéncia de Contagem para a classe T € dada por (T,,) = %H(

3.1.2 e a equagdo (3.12). Portanto, a classe das Arvores Bindrias é enumerada pela
sequéncia (C,) dos Nimeros de Catalan.

) , veja Exemplo

3.6 Construcoes Adicionais

Esta secao é dedicada a dois outros tipos de construgoes admissiveis denominadas
Apontamento e Substitui¢do. Dada uma classe B o apontamento em B significa apontar
para um atomo em particular de um elemento 3 de B que, por sua vez, ¢ diferenciado
dos demais. J& a substituicio é o resultado de compor duas Classes Combinatorias B
e C, de maneira que alguns elementos de C sejam substituidos por dtomos de B.

3.6.1 Apontamento e Substituicao

Definicao 3.6.1. Seja B uma classe e {e€1, €a, ..., €,} um conjunto formado de elementos
neutros distintos todos de tamanho 0. O Apontamento de uma classe B € denotado por
0B e constitui uma classe A tal que

A=08B:= ZBn X {€1, . Ent
n=0

Definicao 3.6.2. Sejam B e C duas classes. A Substituicao de C em B € denotada por
BolC e tal que

BoC=B[C]:=) By x Seq(C).
k=0
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Sabemos que B, = {f € B: |f| =n} e B, = |B,].

Pela definicao de Apontamento, concluimos que a Sequéncia de Contagem da classe
A é dada por A,, = nB,,. De fato, quando fazemos o Produto Cartesiano B, x{€q, ..., €, },
cada elemento de B, formard um produto cartesiano com {ej,...,€,} de maneira que
este produto se divide ainda em outros n, cada um indicando o apontamento para um
dos n dtomos do elemento escolhido em 5,,. Como B,, = |B,|, teremos um total de nB,
elementos de tamanho n, com um dos n dtomos diferenciado. Portanto, A, = |A,| =
nB,. Ja no caso da Substitui¢do, seja f € B um elemento tal que |5| = n. Entao, para
a classe A = Bo(C, temos que a sequéncia de contagem A, é dada pelo nimero de
maneiras de escolhermos um elemento 5 € B e substituir seus a&tomos por um elemento
arbitrario de C, preservando a estrutura interna de .

As interpretacoes para as Sequéncias de Contagem feitas acima baseiam-se no fato
de os atomos de um elemento poderem ser diferenciados entre si por alguma "regra”de
construcao, chamada canonicalizacao de representagoes de objetos. Esta técnica con-
siste em definir uma ordem lexicografica induzida para produtos e sequéncias de classes.
A representacao de Multiconjuntos e Powersets serd feita com sequéncias crescentes
usando-se a ordem lexicografica. Isso garante que qualquer objeto construtivel admite
uma unica representacao na qual cada atomo é determinado pela posi¢ao que ocupa na
estrutura do elemento.

Teorema 3.6.1. (Apontamento e Substituicdo) As construgoes Apontamento e
Substituicao sao admissiveis e

1 A=6B— A(2) :z%w(z))
2. A=BoC = A(z) = B(C(2))

Demonstracgao:

1. Conforme vimos anteriormente A,, = nB, e a Funcao Geradora Ordinaria para a
classe B é dada por:

B(2) = 2 B2 = d%(B(Z)) = ianznl = ij;Anznl

s A(z) = Zdizw(z»

2. Seja A=BoC = Z B, x Seq,{C} e C(z) a Fungao Geradora Ordindria para a

n=0
classe C. Entao,

A(2) =) Bu(C(2)" = B(C(2))

Exemplo 3.6.1. (Pointing) Seja P a classe das permutagoes e seja p € P uma
palavra formada pelos elementos da classe Zs1. Suponha que |p| = n — 1. Podemos
obter uma permutacao de tamanho n a partir do elemento p. Para isso, basta inserir o
valor n em todas as possiveis posicoes, entre os elementos de p. Por exemplo, considere
n =4 ep = 132. Entao, aplicando o Apontamento no Produto Cartesiano 4 X p,
obtemos as sequintes permutagoes de tamanho 4:
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4132 1432 1342 1324

Portanto, para obter toda a classe P devemos fazer o apontamento sobre o produto
Z X P de maneira que

P=E+0(ZxP),

onde £ = € € a permutacao vazia. Seque que

= P(z) =1+ 22 (P(2))

A solugao da Equagdao Diferencial Ordindria acima é P(z Zn'z

Exemplo 3.6.2. (Substituicdo) Seja B a classe das drvores bindrias planas e com
raiz de maneira que todos os nos que constituem tais drvores contribuem para medir
seu tamanho. Suponha que cada no € substituido por uma cadeia linear de dtomos
contendo numeros inteiros. Entao, essa substituicao nos retorna elementos da classe
M compreendendo as drvores undrias-bindrias.

3.6.2 Estruturas Implicitas

Sejam A e B classes combinatorias conhecidas e X uma classe qualquer. Chamamos
de Equacgoes Implicitas as expressoes que obtemos quando relacionamos as classes A,
B e X a fim de obtermos as propriedades desta ultima.

Teorema 3.6.2. (Especificagées Implicitas) As funcoes geradoras associadas as
equagoes implicitas envolvendo a classe X sao:

LA=B+X = X(z)=A(z) - B(2)

2. A=BxX :X(z):g((z;
9. A = SeqgfX} — X(z)=1-— A(lz)
4. A =MSet{X¥} = X(z iM
- ).

k=1
onde p(k) € a Fungao de Mdabius, [5].

Demonstracgao: Inicialmente, vamos definir as notacoes para as Funcoes Geradoras
de cada classe:

e A(z) é a funcao geradora da classe A.
e B(z) é a funcao geradora da classe B.

e X(z) é a func@o geradora da classe X.

Os trés primeiros itens sao resultados diretos do Teorema 3.2.3:
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1. A=B+X = X(z)=B(z)— A(2).

2. A=BxX = X(z):g((?).
3. A= Seq{X} —s X(z)zl_;x(z) :>X(z):1—A<1Z>
4. A= MSet{X¥} = A(z —expz —X(z élnA(z):io:%X(zk)

Chamamos L(z) = InA(z). Dai, temos:

Ly = [2"]L(z) = nL, = Y (dX,)
din
Agora, basta aplicar a Inversao de Mdbius, (ver [5]), para concluir que

(k) InA(z

D=2

Exeniplo 3.6.3. (Permutacoes Indecomponiveis) Seja P a classe das permutacoes
e consitdere o € P tal que 0 = 0105 ...0, € uma palavra escrita sequencialmente e com
elementos distintos entre si. Dizemos que o € uma permutacao decomponivel se para al-
gumk <mn, 0109 ...0y € uma permuta¢ao do conjunto {1, ..., k}. Qualquer permutagdo
pode ser decomposta num produto de permutagoes indecomponiveis.

Por exemplo, tomen =10 ec =(25413681079).

Note que se tomarmos k = 6, teremos a permutagio o' = (254136), do conjunto
{1,2,...,6}. Portanto, o é uma permutac¢ao decomponivel e pode ser escrita como um
produto de permutacgoes indecomponiveis. Considerando o', tome k = 5. Novamente
temos uma permuta¢ao dos 5 elementos do conjunto {1,2,3,4,5} e dai concluimos que a
permutacao o' é decomponivel e pode ser escrita como o’ = @, que € o produto
de indecomponiveis. Agora, falta verificar a sequéncia (8 10 79) da permutacao o. Mas,
esta sequéncia forma uma permutacao do conjunto {7,8,9,10} que ndo pode mais ser
decomposta pois para cada k € {1,2,3,4} nao obtemos uma permutagio do conjunto
{1,...,k}. Dai, obtemos o como o produto de suas permuta¢oes indecomponiveis:

—[25413]|[6][81079]

A Tabela 3.2 representa graficamente as permutacoes indecomponiveis.

Definimos P; a classe das permutacoes indecomponiveis. Uma vez que toda per-
mutacao pode ser escrita como um produto de permutagoes indecomponiveis, podemos
relacionar a classe P com P; pela seguinte especificacao implicita:

P = Seq{P;}.

Dai, pelo Teorema 3.6.2, temos a Funcao Geradora associada:

oo
onde P(z) = g n!z". ja é uma série conhecida.
n=0

1@:1_%,
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—
(e}
[ ]

11213[4]5|6[7]8]9|10

=N W[ | O O ]| 00| ©
[}

Tabela 3.2: 0 =[2 5 4 1 3][6][8 10 7 9]

Fazendo a expansao de I(z) obtemos:
I(z) = 24 2% + 323 + 132% + 712° + 46125 + 344727 + - -

e cada coeficiente I,, é dado por:

I, =n!— Z (nq!ng!) + Z (nq!nglng!) + - - -

ni+ns=n ni+ns+nz=n

Exemplo 3.6.4. (Polinémios irredutiveis sobre corpos finitos) Sejam p um
nimero primo fizado e a base do corpo finito F, formada pelos niimeros inteiros modulo
p. O anel polinomial F,[X] € o anel de polinomios em X cujos coeficientes estio em

F,.

O objetivo aqui € trabalhar com polinomios monicos e consideramos o conjunto P dos
polinémios monicos em F,[X| como uma classe combinatoria. Definimos o tamanho de
um polinomio p como o sendo o seu grau. Uma vez que um polinomio € especificado pela
sequéncia de seus coeficientes, podemos tratar A = F,, como um alfabeto de coeficientes
todos objetos atomicos. Dai, card(A) = p e P = Seq{A}. Portanto, a Fun¢ao Geradora

Ordindria associada a classe € dada por

PE) = a1~ P = PO =Py

n>0

A sequéncia de contagem estd de acordo com o que esperdvamos jd que um polinéomio
de grau n deve ter n coeficientes, cada um escolhido entre as p opgoes. Portanto, temos
p" polinomios monicos de grau n.

Agora, vamos agregar ao nosso estudo o conceito de polinomio irredutivel. Dizemos
que p € P é um polinomio irredutivel se ele nao pode ser fatorado como um produto de
polinomios de graus menores do que n. A fatoracao de um polinomio, quando existe,
¢ unica. Isso se deve ao fato de consequirmos realizar a divisao Fuclideana entre po-
linomios. Portanto, um polinomio, quando é redutivel, pode ser decomposto unicamente
como um produto de polinomios monicos irredutiveis, que podem se repetir na decom-
POSICa0.

Por exemplo, considere o corpo Fs e o polinémio p = x'° + 2% + 1. Entao,
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0+ 28+ 1= (x+1)%(z+2)%(25 + 22° + 1)

¢ decomposto, de maneira unica, como produto de polinomios monicos irredutiveis,
sendo que dois deles aparecem como fatores repetidos, com multiplicidade 2.
Compreendidos os conceitos até aqui, definimos T como a classe dos polinomios
monicos irredutiveis. Devido a fatoragao unica de um polinomio e também ao fato de
serem permitidas repeticoes de fatores na decomposicao, a especificacao para a classe
P pode ser escrita como P = MSet{Z}, de onde concluimos que a classe I € obtida
implicitamente pela relacao acima e pela classe P. Do Teorema 3.6.2 seque que

J(z):Z“gf)zn< ! ) — In:%Z/L(k:)p"/k.

_ ok
1—pz ™

Exemplo 3.6.5. (Polinémios livres de quadrados) Seja f € F,[X]. Dizemos que
[ € um polinomio livre de quadrados se ndo existe g € F,[X] tal que ¢*|f. Em outras
palavras, se

f=api'py® ..,
com « € F,, € a unica fatoragao de f em poténcias de polinomios monicos irredutiveis
entaon; =1,i=1,... k.

Sejam I e P as classes definidas no Fxemplo 3.6.4 e defina @ como a classe
dos polinomios monicos livres de quadrados. Entdo, as especificagoes sao dadas por
P = MSet{Z} e Q = P{Z} e P(z), Q(z) sao definidas como as respectivas Fun¢oes
Geradoras Ordindrias. Pela Identidade de Valée Exemplo 3.2.5, obtemos:

2
= Q) =

Note que a expressao acima € coerente com o que desejamos para descrever a classe
P. De fato, a classe I foi dividida de acordo com a multiplicidade dos polinomios
monicos: Q compreende apenas polinomios decompostos em polinomios monicos de
multiplicidade 1. Para completar esta classe e obter todos os elementos de P, neces-
sitamos garantir que possa haver repeticoes de cada um dos polinomios monicos numa
decomposicdo. Dai, vem a Fungdo Geradora P(2%) que garante que cada tipo de po-
linomio monico aparece em pares e, combinando cada um deles com um polinomio de Q,
compomos toda a classe P, jd que isso nos garante as repeticoes de cada fator monico,
sempre que for necessdrio.

Para obter a sequéncia de contagem, (Qn)n>0, temos:

1—pz

Q) = (1-pz)— =

e}

) 00
_ (1 . pz2) anzn _ anzn o an—l—lzn-l—Q
n=0 n=0 n=0
00 00
_ anzn . an—lzn
n=0 n=2

= 1l+pz+ Z(p" —p"hm

n=2

Portanto, a Sequéncia de Contagem para a classe é dada por Q, = p" — p*~t,n > 2.



Capitulo 4

Estruturas Rotuladas e Funcoes
Geradoras Exponenciais

4.1 Classes Rotuladas

O estudo dos objetos de uma Classe, vistos como FEstruturas Rotuladas, usa as
mesmas defini¢oes e conceitos de Classe e finitude vistos no capitulo anterior, onde os
objetos nao eram Rotulados. Assim, conforme a Defini¢ao 3.1.1, uma classe A é um
conjunto de objetos de tamanho finito, rotulados e para os quais definimos uma fungao
de tamanho. Cada objeto é composto por uma estrutura atomica na qual cada atomo
carrega uma identificagdo (cor ou numeragao, por exemplo) que o distingue dos demais
atomos da estrutura.

Definigao 4.1.1. Um objeto fracamente rotulado, de tamanho n, é um grafo cujo con-
gunto de vértices é um subconjunto dos inteiros. Uma forma equivalente desta defini¢ao
¢ dizer que os vértices do grafo contém identificacoes que sao inteiros distintos de 7.

Definicao 4.1.2. Um objeto de tamanho n € bem rotulado, ou simplesmente rotulado,
se ele € fracamente rotulado e o conjunto de suas identificagoes formam o intervalo
completo [1,... n].

Definigao 4.1.3. Dizemos que uma classe A € rotulada se ela é composta de objetos
rotulados.

Exemplo 4.1.1. Considere a classe G dos grafos rotulados ndao orientados, ou seja,
grafos cujos vértices sao numerados de maneira distinta com os elementos do intervalo
[1,...,n], para todo n € N.

Seja g € G um elemento de tamanho 4 e suponha que g seja determinado pelo

conjunto de arestas A = {{1, 3},{2,3}, {2, 4}, {1,4}}. Entao, g pode ser representado

de diferentes maneiras, conforme listado na Figura 4.1.

A partir do exemplo acima, vemos que um mesmo grafo pode ser representado de
diferentes maneiras, a partir de um dado conjunto de arestas. Concluimos entao que
para um Grafo Rotulado de tamanho n o que importa é a estrutura que o determina,
ou seja, o seu conjunto de arestas. Por exemplo, se considerarmos o grafo

1—3
=]
2——14

23
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3——2
o |
1—4

S —
DO —— W

1—14
g = ‘ ‘ ou
3——2

Figura 4.1: Grafos Rotulados de tamanho 4 com mesmo conjunto de arestas A

entdo, h # g ja que o conjunto de arestas de h é A" = {{1,3}, {2,4},1{3,4},{1, 2}} e
A+ A

Observacao: Os grafos considerados em nosso estudo podem ser orientados ou
nao.

Uma vez que os objetos rotulados sao compostos de elementos identificados com
inteiros distintos, a ordem destes elementos na formacao de um objeto importa e deve
ser considerada. Portanto, a enumeracao de objetos rotulados serd feita através de
Fungoes Geradoras Exponenciais.

Definigao 4.1.4. A Func¢ao Geradora Exponencial de uma sequéncia (A,) € a série de
poténcias

Az) = ZAnf (4.1)

n!’

A Funcao Geradora Fxponencial de uma classe A é a Fung¢do Geradora Exponencial
dos nimeros A, tal que A, = |A,|. Dai,

Neste dltimo caso, dizemos que a varidvel z marca tamanho. O coeficiente de A(z) €
dado por A, = nl[z"|A(z).

As defini¢oes para Sequéncia de Contagem e Isomorfismo entre Classes Combi-
natorias sao as mesmas utilizadas para Estruturas Nao Rotuladas, conforme visto no
Capitulo 3, Definicoes 3.1.4 e 3.1.5.

Defini¢ao 4.1.5. Definimos a Classe Neutra € = {€} como a classe formada por um
elemento sem identificacao e de tamanho 0.

Definigao 4.1.6. Definimos a Classe Atomica Rotulada Z = {@} como a classe
formada por um unico elemento identificado por @ e de tamanho 1.

Pelas definicbes das Classes Neutra e Atomica, as respectivas Fungoes Geradoras
Exponenciais destas classes sao dadas por E(z) =1e Z(z) = z.

4.2 Permutacgoes, Urnas e Grafos Circulares

Esta secao é dedicada a estruturas de grande importancia na enumeracao de objetos
rotulados ja que elas constituem a base da construcao de estruturas rotuladas mais
complexas.
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4.2.1 Permutacgoes (P)

A Classe P representa o conjunto de todas as permutagoes e (P,) denota sua
Sequéncia de Contagem. Assim, o € P tal que |o| = n é um elemento composto
por n atomos identificados por niimeros inteiros e distintos pertencentes ao intervalo
[1,...,n]. Esquematicamente, podemos representar linearmente uma permutacao o
como uma sequéncia tal que o = o105 ... 0, cujas coordenadas representam as respecti-
vas imagens de uma aplicacao ¢ : [1,...,n] — [1,...,n], ou seja, ¢(i) = o; para todo
i € [1,...,n]. Esquematicamente, o que acabamos de definir pode ser representado

matricialmente por:
1 2 ... n
g1 09 ... Op '

Portanto, para todo n € N temos P, permutacoes de tamanho n e a uniao de todas
elas forma a classe

P = {e, 1,12,21,123, 132,231,213, .. }

Exemplo 4.2.1. As permutacgoes de n e respectivos P, paran = 0,1,2,3 estao listados
abaixo:

0: 6} - }b‘—O'

1 {1}:> P = 1]
9 {1221}:>

o n=3: {123, 132,231, 213,312,321} N

Pelo exemplo anterior observamos que cada permutacao o = 0105 ... 0, de tamanho
n é um enfileiramento de n elementos distintos, escolhidos no intervalo [1,...,n|. Para
obter a Sequéncia de Contagem P, devemos notar que o; pode assumir qualquer um
dos n valores do intervalo [1,...,n|. Para oy temos (n — 1) opgoes de escolha, para o3
temos (n — 2) opgoes até que o, seja preenchido com a unica opgao que resta dentre
os numeros de 1 a n. Pelo Principio Multiplicativo temos que P, = n! e pela Definicdo
4.1.4 a Funcao Geradora Exponencial associada a classe P é dada por

oo Zn oo . 1
P(z):Zn!m:Zz =1 (4.2)
n=0 ’ n=0

4.2.2 Urnas (U)

A classe U representa o conjunto de todos os grafos rotulados que nao possuem
vértices conectados entre si. Uma outra maneira de definir esta classe é considerar
U = U, u, onde u,, € U representa uma urna (conjunto) com n bolas distintas e
numeradas por inteiros ¢ € [1,...,n], para todo n € N. Uma vez que a ordem das bolas
dentro de u, é irrelevante, temos uma tunica urna de cada tamanho n e, portanto, a
Sequéncia de Contagem da Classe U é dada por U, = 1 para todo n € N.
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uz{e,@, 0ol [©Pe)| ®@@@,..,}

Portanto, a Funcao Geradora Exponencial associada a classe U é
Uz)=Y = =e (4.3)

4.2.3 Grafos Circulares (C)

A classe C é composta por ciclos orientados positivamente que correspondem bijeti-
vamente a permutacoes ciclicas. Assim, temos

1 1 1o 1<
_{1’@’ 2/\;\3 3/\)2 2\>3/4""}'

A Sequéncia de Contagem desta classe é dada pelo nimero de permutacoes circulares
para cada tamanho n. Dai, temos C,, = (n — 1)! e a Funcao Geradora Exponencial é
dada por

0@):2@-1)!5:2%: n<1iz> (4.4)

4.3 Construcoes Rotuladas Admissiveis

Nesta secao apresentaremos Construcoes Admissiveis importantes pelo fato de serem
ferramentas essenciais na descrigao de Classes Combinatorias mais complexas a par-
tir das classes elementares. Para cada construcao apresentaremos a Funcao Geradora
Exponencial associada.

A definicao de Construcao Admissivel é a mesma que utilizamos para o caso de
Estruturas nao Rotuladas, conforme a Definicao 3.1.7. Para iniciar este estudo preci-
samos de dois conceitos importantes: a Formula da Convolu¢ao Binomial e o Produto
Rotulado.

e Convolucao Binomaal:

Sejam A(z),B(z) e C(z) Fungoes Geradoras Exponenciais. Queremos obter o coefi-
ciente A,, do produto A(z) = B(z)C(z). Primeiramente vemos que

A(z) = B(2)C(z) = <§ Bk%) (Z C l') = k?;c_] ]:) 2. (4.5)

O coeficiente A,, = n![2"]A(z) serd obtido quando j = n na equagao (4.5), ou seja,
quando a soma dos indices de By e Cj_;, for n. Portanto temos:

- - 2 (4.5) - ByCi_y j=n A, "~ ByCyy
AR =) A% = Gkl 2 R k)
j7=0 k=0

Jj=0
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A, = (Z) ByCiuy, (4.6)
k=0

onde () é o Coeficiente Binomial usual. A equacdo (4.6) é chamada Fdrmula da
Convolucao Binomial.

A generalizacao deste resultado é obtida de forma analoga, ou seja, se A(z) é dado
pelo produto de r Fungoes Geradoras Exponenciais, A(z) = A'(2)A%(z) ... A"(z), entao
o coeficiente A,, deste produto é dado por

n
An - A]. A2 o 'AT 4'7
; <n17n2,...,nr) n14 ng Ny ( )

n

onden = ni+ns+---+n,. O coeficiente (
n1,M2,...,Np

) é chamado Coeficiente Multinomial.

e Uniao Disjunta:

Sejam B e C duas classes rotuladas tais que A = B + C. Entao, como no caso de
Estruturas nao Rotuladas, a Fungdao Geradora Exponencial para a classe A é a soma
das Funcoes Geradoras das classes B e C.

De fato,
ROIE RS R W A e
n=0
Portanto,
A=B+C = A(z)=DB(z)+C(z). (4.8)

e Produto Rotulado:

Considere um objeto fracamente rotulado. Podemos refazer a identificacao de seus
atomos de uma maneira consistente, ou seja, preservando a ordem relativa entre as
identificagoes dos atomos do objeto. A remarcacao pode ser feita por Redug¢do ou
Ezxpansao.

e Reducao: Considere uma estrutura « fracamente rotulada de tamanho n. A

redugao p remarca « reduzindo suas identificagoes ao intervalo [1,...,n| de ma-
neira que a ordem relativa entre elas seja preservada. Denotamos por p(«) a
reducao de « ao intervalo [1,...,n|, p: Z — [1,...,n].

e Fxpansao: A expansao é um método de remarcacao associado a funcao e :
[1,...,n] — Z. Esta fungao é estritamente crescente e associa uma estrutura
bem rotulada « a uma outra estrutura a cuja identificacao ¢ de a é substituida
por e(i) € Z em a.

Exemplo 4.3.1. Abaizo um exemplo de Reduc¢ao e Expansao.

1. Sejaa = (7,3,9,2). Entao, |a| =4 e p(a) = (3,2,4,1) € a reducao de o associada
ao intervalo [1,2,3,4].
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2. Seja a = (3,2,4,1). Entdo, |a| =4 e e(a) = (30,20,40,10) ou (11,9,15,3) sdo
exemplos de expansoes associadas a «. Note que em ambos os casos, e(1), e(2),
e(3) e e(4) mostram que a fungdo € crescente.

A nocao de remarcacao nos permite definir o produto entre objetos rotulados. Este
produto difere do produto cartesiano devido as identificagoes presentes nos atomos dos
objetos. De fato, se o e 8 sao dois objetos rotulados, o produto entre eles pode gerar
um elemento com identificagoes repetidas e isso iria contrariar a definicao de objeto
rotulado. Neste caso, devemos definir o Produto Rotulado a partir de remarcacoes que
evitam este tipo de problema.

Definigao 4.3.1. Dados dois objetos rotulados o € A e € B definimos o Produto
Rotulado por

axf3= {(a’, B | (,B") € bem rotulado, p(a') = a e p(f) = 5}- (4.9)

Definigao 4.3.2. Dados dois objetos rotulados o € A e € B definimos o Produto
Rotulado por

ax 8= {(e(0), F(8)) | Tm(e) 0 Im(f) = 0, Tm(e) U Tm(f) = [1,... o] +|5[] }(4.10)

sendo e, f duas fungoes remarcagao com imagens Im(e) e Im(f), respectivamente.

Pela definicao do Produto Rotulado os elementos do conjunto sao bem rotulados.
Além disso, se |a| = ny e |B| = ng, com n = ny + ngy, entdo o Produto Rotulado % 3 é
um conjunto de cardinalidade

o * | = (njm) = (:1) (4.11)

pois consideramos todas as possiveis combinacoes de elementos cujos tamanhos somam
n.

Exemplo 4.3.2. Sejam o € A e 8 € B tais que

O produto a* 3 serd um conjunto com (g) = 10 elementos, jd que |a| =3 e |f| = 2.
Abaixo estdao listados os elementos deste conjunto, obtidos por Reducdo.

1 1 1 1
/N /N /N /N
2—3 4-5, 2——4 3-5, 3—4 2-5, 2——5 3-4

1 1 2 2

/N /N /N /N
3—5 2-4, 4—5 2-3, 3—4 1-5, 3——5 1-4

2 3

/N /N
4—5 1-3, 4—5 1-2
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Definicao 4.3.3. Dadas duas classes B e C, o Produto Rotulado B x C define uma
nova classe A formada de pares ordenados de B x C que sao remarcados de maneira
consistente e de todas as formas possiveis, ou seja,

A=BxC=|JB*7), BeBeryeC. (4.12)

Sejam 3 € B e v € C tais que || = n; e || = ny. Entao a Sequéncia de Contagem
do Produto Rotulado A = B C é dada por

A= 2 ()Pt = 2 () Bt (413

ny, N
1l +y|=n nitng=n N T2

De fato, o termo B,, (), controla todas as possiveis escolhas de elementos das
classes B e C, com tamanhos n; e ny e o Coeficiente Binomial conta o nuimero de
remarcacoes consistentes possiveis. Além disso, pela férmula da Convolucao Binomial
e por (4.11) a Fungao Geradora Exponencial para a classe A é dada por

A=B+xC = A(z)=B(2)C(»), (4.14)

onde B(z) e C(z) sao as respectivas Funcoes Geradoras Exponenciais das classes B e C.
Portanto, o Produto Rotulado entre duas classes é uma Construcao Admissivel ja que a
Sequéncia de Contagem desta classe depende somente das sequéncias de contagem das
classes B e C.

Proposicao 4.3.1. Dadas as classes A, B e C, o Produto Rotulado entre classes é
associativo, ou seja,

Ax(B%C) = (AxB)«C.

Demonstracao: Basta aplicar a definicao e a Formula da Convolucao Binomial. B

O Produto Rotulado pode ser generalizado para um nimero r de classes, r > 0.
Assim, se temos A = A; x Ay * ... x A, a Funcao Geradora Exponencial associada é
dada por

A(z) = A1(2)Az(2) ... A(2) (4.15)

e a Sequéncia de Contagem correspondente serda dada em funcao do Coeficiente Multi-
nomial dado por (4.7).

4.3.1 Construcoes Rotuladas

Defini¢ao 4.3.4. (k-Sequéncias) Seja B uma classe. Definimos a k-ésima poténcia
de B como

B =BxBx---xB.

A definicao acima equivale a dizer que B* corresponde as k-sequéncias de B que,
sujeitas a todas as possiveis remarcacoes consistentes, resulta em Seq,{B} = B*. A
variacao do parametro k nos permite definir a classe das Sequéncias Rotuladas.
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Definicao 4.3.5. (Sequéncias) Seja B uma classe. Definimos a Sequéncia Rotulada
de B como

Seq{B}={e} + B+ (BxB)+ (BxB*B)+---= GSeqk{B}.

Por definigao e conforme visto em (4.15) e (4.8), as Fungoes Geradoras Exponenciais
associadas respectivamente a cada uma das classes definidas acima sao dadas por:

A=Seq{B} = A(z)=[B(2)]F, By#0.

A= Seq{B} = Az) = ’;[B(Z)]k - 1—;13(2)

As proximas construcoes serao definidas a partir de Relacoes de Equivaléncia, assim
como no caso de Estruturas nao Rotuladas.

Definigao 4.3.6. (k-Conjuntos) Sejam B uma classe e R uma relagio de equi-
valéncia que relaciona duas sequéncias o, B € Seq{B} quando uma é permutacio da
outra. Denotamos Set{B} como a classe dos conjuntos formados por k elementos
rotulados de B e definimos a classe como

Set{B} := Seq.{B}/R.

Esta definicao nos diz que podemos considerar conjuntos como sequéncias formadas
por elementos dispostos em ordens aleatérias. Por isso a classe Seq,{B} fica definida
em termos do quociente por R. A relagao de equivaléncia elimina as redundancias.

Defini¢ao 4.3.7. (Conjuntos) Seja B uma classe. Definimos o Conjunto Rotulado
de B como

Set{B} = {e} + Set{B} + Seto{B} +--- = G Set{B}.

Note que cada k-conjunto estd associado a k! diferentes sequéncias.

Exemplo 4.3.3. Seja C' = {2,3,5} um conjunto pertencente a Sets{Z}. Temos um
total de 3! sequéncias associadas ao conjunto C'. Sao elas:

(2,3,5),(2,5,3),(3,2,5),(3,5,2), (5,2,3), (5,3,2).

Considerando as redundancias e as definigoes as Fungoes Geradoras Exponenciais
associadas respectivamente a cada uma das classes definidas acima sao dadas por:

A= Set {B} = Az)= [ng)]k
A=Set{B} = A(z)= f: B Ej)]k = ¢BE),

No caso das Estruturas nao Rotuladas, estudadas no capitulo anterior, as cons-
trucoes Multiconjuntos e Powersets eram distintas, ja que a primeira delas permitia a
repeticao dos elementos. No caso de Estruturas Rotuladas os dtomos sao identifica-
dos e, portanto, distintos. Portanto, nao héa distincao entre essas construcgoes, ou seja

MSet ~ PSet.

Temos ainda uma tultima classe, a classe dos Ciclos.
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Definicao 4.3.8. (k-Ciclos) Seja B uma classe e S uma relagao de equivaléncia que
relaciona duas sequéncias o, 3 € Seqp{B} quando uma é permutagao ciclica da outra.
Denotamos Cycp{B} como a classe dos ciclos formados por k elementos rotulados de
B e definimos a classe como

Cycr{B} := Seqi{B}/S.

A definicao acima nos permite considerar um ciclo como uma sequéncia de elementos
que se deslocam de maneira circular.

Definig¢ao 4.3.9. (Ciclos) Seja B uma classe. Definimos um Ciclo Rotulado, formado
por elementos de B, como

Cyc{B} = U Cycr{B}.

Note que cada k-ciclo esta associado a k diferentes sequéncias.

Exemplo 4.3.4. Seja C = (2,3,5) um ciclo pertencente a Cycg{Z}. Temos um total
de 3 sequéncias associadas ao ciclo C. Sao elas:

(2,3,5),(5,2,3), (3,5,2).

Por defini¢ao as Fungoes Geradoras Exponenciais associadas respectivamente a cada
uma das classes definidas acima sao dadas por:

A=Cye{B} = A(Z)Z[B(I:)]k
A=Cye(B} = A=Y [B<]j)] :l”<1—;3(z)>'

Teorema 4.3.1. (Teorema da Admissibilidade para Construgées Rotuladas)
Sejam A, B e C classes combinatorias. As construcoes Unidao Disjunta, Produto Ro-
tulado, Sequéncia, Conjunto e Ciclos sao Construcoes Admissiveis e suas respectivas
Fungoes Geradoras Fxponenciais sao:

1. Unido Disjunta: A=B+C = A(z)=DB(2)+C(2).
2. Produto Rotulado: A=B+C = A(z) = B(2)C(2).
o B B 1
3. Sequéncia: A= Seq{B} = A(z) B0
4. Conjunto: A= Set{B} = A(z) =eB®
. 1

Teorema 4.3.2. (Teorema para Construcoes Rotuladas com componentes
restritas) Seja B uma classe combinatéria e k > 0 a restricio ao nimero de com-
ponentes de uma construcao. Entao, para cada construcao abaixo temos as respectivas
Funcoes Geradoras Fxponenciais:
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1. k-sequéncia: A= Seq{B} = A(z)=[B(2)*.

2. k-conjunto: A=Set,{B} = Az)= [ng)}k
3. k-ciclo: A=Cyc{B} = A(z)= [B(]j)]k

Para finalizar esta se¢ao, vamos definir Classes Construtiveis e apresentar aplicagoes
que justificam sua importancia em nosso estudo.

Definicao 4.3.10. Dizemos que uma Classe de objetos rotulados é construtivel se ela
admite uma especificagao em termos de Somas (Unioes Disjuntas), Produto Rotulado,
Sequéncias, Conjuntos, Ciclos e as Classes Neutra e Atomica.

Exemplo 4.3.5. As classes Permutacoes, Urnas e Grafos, definidas na Secdo 4.2, sdo
Classes Construtiveis por definicao e

1. Permutagdes P = Seq{Z}
2. Urnas U = Set{Z}
3. Ciclos C = Cyc{Z}
sao as especificacoes para cada uma delas.

As classes do exemplo acima sao de grande importancia na construcao de classes
mais complexas, tais como:

e Sobrejecoes: R = Seq{Set>1(Z)}

e Particao de Conjuntos: S = Set{Set>1(Z)}
e Alinhamentos: O = Seq{Cyc(2)}

e Permutacoes: P = Set{Cyc(Z)}

Estas classes serao estudadas em sessoes posteriores e sao chamadas de FEstruturas
de Nivel 2, ja que sao obtidas pela composicao de construgoes admissiveis aplicadas a
classe atomica.

Uma consequéncia imediata dos Teoremas 4.3.1 e 4.3.2 é que podemos obter dire-
tamente uma equagao funcional para a Funcao Geradora Exponencial de uma Classe
Construtivel, conforme apresentado no teorema abaixo.

Teorema 4.3.3. (Método Simbdlico) A Fun¢io Geradora Exponencial de uma Classe
Construtivel formada por objetos rotulados é uma componente de um sistema de equagoes
de Fungoes Geradoras cujos termos sao construidos a partir de 1 e z usando 0s opera-
dores

o QU = B = L<f>=ln< : >

1—f

.. .o~ ~ k k
Quando permitirmos restricoes em construcoes compostas, os operadores f*, j;—,, f?,
para Seqy, Sety e Cycy, respectivamente, sao adicionados a lista.
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Figura 4.3: Grafos nao rotulados de tamanho 3

4.4 Enumeracao Rotulada x nao Rotulada

Toda Classe Rotulada A possui uma Classe nao Rotulada correspondente (contra-
parte) A na qual os elementos sao obtidos de A ignorando-se as identificagdes. (Esta
ideia é formalizada através da identificacao de dois objetos rotulados se houver uma
nova remarcacgao arbitraria que transforme um em outro. Para um objeto de tamanho
n cada classe de equivaléncia tem a priori entre 1 e n! elementos). Dali, segue o seguinte
resultado:

Proposicao 4.4.1. As sequéncias de contagem da classe rotulada A e da classe cor-
respondente A estao relacionadas pela sequinte desigualdade:
~ A,

A, <A, <nld, «— 1<z = <n (4.16)

Demonstragao: Seja A uma classe rotulada e A, = {a € A: |a| = n}. Suponha que
retiramos as identificagoes de cada o € A. Entao, teremos a classe nio rotulada A e

A, ={a e A:l|al =n}. O miximo valor que teremos para 4z é n! e neste caso A é
q para 4

n

uma classe formada por permutacoes de n elementos, n € N e A, = 1. Todos as outras
possiveis classes levarao a desigualdade que queremos. |

Exemplo 4.4.1. Seja G a classe dos grafos rotulados e G a classe dos grafos nao
rotulados. Afirmamos que G, = 2(3).

De fato, seja g € G um grafo com n vértices identificados por niumeros inteiros
e distintos pertencentes ao intervalo [1,...,n|. Cada vértice de g pode ou nao estar
conectado a qualquer outro dentre os (n — 1) vértices restantes. Uma vez que (Z) conta
o numero total de arestas que podemos formar com um grafo de n vértices, entao cada
possivel aresta pode ou nao existir, ou seja, temos 2 opgoes e dai obtemos G,,.

Por exemplo, sen = 3 temos Gz = 8 e Qg = 4 e facilmente vemos que Qg < Gs <

Qg, satisfazendo a Proposicao 4.4.1. Os grafos de tamanho 3 estao representados
nas figuras 4.2 e 4.3, respectivamente.

Exemplo 4.4.2. Para as classes de Permutacoes, Ciclos e Urnas, temos:
e Permutacoes: P, =n! e ﬁn =1 = 1<n!

~

e Ciclos: C,=(n—1)l e C;, =1 = 1<(n—-1)!<n!
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e Urnas: Unzleﬁnzl = 1=% <nl,
todas satisfazendo a Proposicao 4.4.1.

Os exemplos anteriores nos mostram que apesar do resultado dado pela Proposi¢ao
4-4.1 nao ha uma maneira direta para enumerar classes rotuladas e nao rotuladas.
Mas, se A é uma Classe Construtivel, podemos obter a contraparte A considerando
todas as construcoes nao rotuladas possiveis, conforme visto no Capitulo 3. Assim, as
respectivas Fungoes Geradoras podem ser obtidas e seus coeficientes comparados para
se obter as relacoes entre A, e A,.

4.5 Sobrejecoes, Particoes de Conjuntos e Palavras

Nesta secao estudaremos estruturas nao recursivas resultantes da combinacao de
dois tipos de construgoes combinatérias. Tais estruturas sao denominadas Estruturas
de Nivel 2. Por exemplo, R = Seq{Set>1{Z}} é uma classe obtida pela composigao
das construgoes sequéncia e conjuntos aplicadas a classe atomica.

As FEstruturas de Nivel 2 nos auxiliam na construcao das classes de Sobrejecoes,
Particoes de conjuntos e Palavras. A classe das palavras obtidas a partir de um alfabeto
finito é de grande importancia na enumeracao da frequéncia com que uma dada palavra
aparece em um texto ou a frequéncia de uma letra em uma palavra.

4.5.1 Sobrejecoes

Definicao 4.5.1. Seja r > 1 um numero inteiro, n > r. Definimos Rg) como a classe
de todas as sobrejegoes ¢ : [1,...,n] — [1,...,r]. Todo elemento ¢ € R ¢ chamado
de r-sobrejecao.

Exemplo 4.5.1. Suponha quer =4 en = 7. Entao, um exemplo de uma 4-sobrejecao
peRY ¢p:[1,2,...,7 — [1,2,3,4] tal que

| % 4 W 7
1 2 3 4
A variacdo de n leva a classe R(") de todas as sobrejecoes com imagem [1,...,r], ou
seja,

RY =R, (4.17)

Nosso objetivo é enumerar esta classe a partir de sua Funcao Geradora Exponencial
R (2).

Note que se tomarmos qualquer ¢ € 7252"), as pré imagens ¢~ (i), i € [1,...,7]
determinam uma r-upla <gp‘1(1), ce gp‘l(r)) com componentes que sdo conjuntos dis-
juntos, nao vazios e cuja uniao resulta no intervalo completo [1,...,n|. Assim, ¢ fica

bem determinada por esta r — upla ordenada.
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Exemplo 4.5.2. Para a 4-sobrejecao ¢ € Ry‘) do Fxemplo 4.5.1 obtemos a 4-upla

o ({3}, 2},11,5,7}, {4,6}).

Note ainda que cada pré imagem ~'(i) pode ser vista como urna nao vazia, para
todo i € [1,...,7]. Entdo, a classe R(") tem especificacio

R") = Seq,{U}, (4.18)

A Funcao Geradora Exponencial associada & classe R(") é dada pelo Teorema 4.3.2
e obtemos

R (2) "= (e* = 1)". (4.19)
A expressao (4.19) pode ser expandida pelo Teorema Binomial e obtemos

RO(z) = (e —1)" = (T> (—1)e*r=9), (4.20)

=0 \/

Portanto, o coeficiente R\’ = n![z"]R")(z) serd dado por
ez(r—j) _ Z (T - ]) z — n![zn]ez(r—j) _ (T . j)n (421)

RO 2 (D)= (122)

=0

Exemplo 4.5.3. Considere r = 2, fizo. Entao, por (4.20) a Func¢ao Geradora Expo-
nencial associada a classe R ¢ dada por R®(z) = (e* — 1)? = €%* — 2¢* + 1. Daf,
obtemos [2"| R (2) = R = 2" — 2. Agora tome, por exemplo, n = 3. Entdo Rgf) =6
sobrejecoes ¢ : [1,2,3] — [1,2]. Sao elas:

(11342.3}). ({L.2043}). ({1.3}.42}).
({20413}, ({2.3141}). ({33 41.2}).

A variacao de r leva a classe R de todas as sobrejecoes. Assim, a especificagao e a
respectiva Funcao Geradora Exponencial, obtida pelo Teorema 4.3.1, sao dadas por
1 (a3 1

R =Seq{d} = R(z)= =00 = 5 (4.23)

A fim de obter o coeficiente R,, = n![z"|R(2) reescrevemos a expressao (4.23) como
uma série de poténcias, ou seja,

o e? k o ezk
R(z) = %(ﬁ) - %Z (5) => ST (4.24)

k=0 k=0
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Mas,

e k)™ e n
=3 ( ;‘) = k”% (4.25)

n=0 ’ n=0

Substituindo (4.25) em (4.24), temos:

k=0 n=0 n=0 k=0
R
1.k "
= Ru=; > o (4.26)

Portanto, a classe das sobrejecoes fica inteiramente determinada por sua Funcao
Geradora Exponencial e seus coeficientes.

Apresentaremos agora um resultado 1til para sobrejecbes com restricoes em suas
pré imagens.

Proposicao 4.5.1. A classe R“APE) das sobrejecées tais que a cardinalidade de cada pré
imagem de B pertence a um conjunto A C Z>, e a cardinalidade da 1magem pertence
a B possui Fun¢ao Geradora Exponencial dada por

RAB) (%) = B(a(2)), onde a(z) = Z Z—T, B(z) = Zzb.

Demonstracao: A demonstracao segue direto da especificacao
RAE) = Seqp{Set {Z}}.

De fato, quando construimos R“5) estamos restringindo a classe aos conjuntos com
blocos de tamanhos contidos em A. A reuniao desses conjuntos restritos a A tém Funcao
Geradora Exponencial dada por

a(z) = Z Z—T.

acA

m seguida, tomamos elementos de ara formar sequéncias de tamanhos variados
E da, t 1 tos de A fi de t h d
pertencentes a B. A reuniao das sequéncias nos fornece a Fungao Geradora Exponencial

B(z) = Z 2L

Portanto, RA45)(2) = B(a(z)). [

4.5.2 Particoes de Conjuntos

Definicao 4.5.2. Seja r > 1 um numero inteiro fixo. Definimos S como a classe de
todas as parti¢oes do conjunto I = [1,...,n| em exatamente r blocos disjuntos e nao

vazios. Cada particao de Sff) ¢ chamada de r-particao.
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Exemplo 4.5.4. Seja r = 2 e considere I = [1,2,3]. Temos S§2) = 3 partigoes de |
em exatamente 2 blocos. Sao elas:

{{42. 31} {2h 13 {812}
A variacao de n nos leva a classe S de todas as r-particoes, ou seja,

s ={Jsi. (4.27)

Cada r-partigao pode ser interpretada como um conjunto de r urnas nao vazias e,
portanto, a especificacao para a classe S") é dada por

S = Set, {U}. (4.28)

Pela especificacao dada por (4.28) e pelo Teorema 4.3.2 a Fungdo Geradora Expo-
nencial associada a classe S é dada por

S0(z) 4D " (4.29)

rl

A fim de calcular o coeficiente S = n![z"]S™)(z), reescrevemos a expressio (4.29)
como uma Série de Poténcias:

7l = J
(4.21) i (1 . (7")( Wi — n) 2"
2 — (= )" = (4.30)
s 7! =\ n!
sy

Portanto, o coeficiente S ¢ dado por
s - 1 Z V1Y — ) (4.31)
" 7! = j

Por (4.22) e (4.31) obtemos RY = 718%) ou seja, cada r-particio de SV esta
associada a um grupo de r! r-sobrejecoes distintas de Rg"). De fato, uma r-particao
gera r! r-sobrejecoes obtidas quando os r blocos sao permutados entre si.

Os ntmeros S sio conhecidos como Nimeros de Stirling de sequndo tipo ou
Numeros de particao de Stirling, onde

Reescrevemos entao
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Quando consideramos todos os valores possiveis de r, obtemos a classe de todas as
partigoes de I = [1,...,n], para todo n € N. Esta classe serd denotada por S e

S=Js". (4.33)

Portanto, pelo Teorema 4.3.1 a especificagao e a Funcao Geradora Exponencial
desta classe serao dadas respectivamente por

S = Set{Set-1Z} = S(z) =B 1) e (4.34)

Reescrevendo a expressao de S(z) como uma Série de Poténcias, obtemos:

1 .- 1 et (425) o= (1 = k™ 2"
S() =2 =20 g = Z(EZH>E
—_—————

k=0 n=0 k=0
o0 Sn
1k
—_ s, = Y 4.35

Exemplo 4.5.5. As parti¢oes de [1,...,n] para n =1,2,3,4 estao listadas abaizo:

e n—1:
0 - [5=1]
o n=2:
{nne) {12}} - [5=2
e n=3:
{{{1},{2},{3}},{{1},{2,3}},{{2},{1,3}},{{3},{1,2}},{1,2,3}} =[S =5]
oen—=4:

{{{1},{2},{3},{4}}, {32 {24 8. {1 2.8 {4}
{2y ) {eh sh @ L s (s an
{ttaa @) {2 e} (s @ {2 .4,

{{1,3}, {2,4}}, {{1,4}, {2,3}}, {1,2,3,4}} =

Conforme vimos na classe das sobreje¢oes, quando impomos restri¢coes temos condicoes
de enumerar a classe. Assim, temos o seguinte resultado

Proposicao 4.5.2. A classe SAB) das particoes de conjuntos tais que os tamanhos
dos blocos pertencem a um conjunto A C Z=y e o numero de blocos pertence a B possui
Funcao Geradora Exponencial dada por

S4B (2) = Bla(=), onde alz)=3" 2 A=Y 5
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Demonstracao: A demonstracao segue direto da especificacao
SUB) — Setp{Set,{Z}}.

De fato, quando construimos S4%) estamos restringindo a classe aos conjuntos com
)

blocos de tamanhos contidos em A. A reuniao desses conjuntos restritos a A tém Funcao

Geradora Exponencial dada por

a

alz) = Z %.

acA

Em seguida, tomamos elementos de A para formar conjuntos com niumeros de blocos
pertencentes a B. A reuniao dos conjuntos nos fornece a Fungao Geradora Exponencial

Portanto, S(45)(2) = B(a(z)). |
Exemplo 4.5.6. Seja B = {1,2,...,b} um conjunto e

22 2b
eb(z)=1+z+§+---+a
a funcdo exponencial restrita ao conjunto B. Definimos S©<Y a classe das particées do
conjunto [1,...,n] em blocos de tamanhos menores do que ou iguais a b.
A especificacdo desta classe é dada por S'=Y) = Set{Setg{Z}} e, portanto, a Funcdo
Geradora Ezponencial associada € facilmente obtida pelo Teorema 4.5.1, ou seja,

§(<h) (z) = eov(z)=1

A condi¢io complementar seria a classe S das particées de [1,...,n] em blocos
de tamanhos maiores do que b. Neste caso, temos SCY = Set{Setp{Z}} e a Funcdo
Geradora Exzponencial € dada por

SCD () = e,

Exemplo 4.5.7. (Quadrado de Comtet) Uma aplicagcio do Método Simbdlico bas-
tante interessante é enumerar particoes de conjuntos com a restricao de paridade no
nimero de blocos e/ou no tamanho deles (nimero de elementos em cada bloco).

Sejam m,r € N. Queremos obter a Fun¢ao Geradora Fxponencial para a classe
SWAB) das particoes de conjuntos em r blocos, com m elementos cada, tal que SB) ¢é
uma classe sujeita as condi¢oes impostas em cada item da Tabela 4.1. Todas as Funcoes
Geradoras serdo obtidas por aplicacao direta da Proposicio 4.5.2 e do Teorema 4.5.1.
A Tabela 4.1 resume todos os resultados obtidos.

4.5.3 Aplicagoes a Palavras e Alocagoes Aleatdrias

Esta secao trata dos problemas de enumeracao de palavras restritas a frequéncia
com que dada letra presente na palavra aparece. Trata-se de uma estatistica feita sobre
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’ n ‘ r ‘ r € par ‘ r € impar ‘
m e ! cosh(e* — 1) senh(e®* — 1)
m é par | e©"*~1 | cosh(coshz — 1) | senh(coshz — 1)
m é tmpar | e cosh(senhz) senh(senhz)

Tabela 4.1: Fungoes Geradoras Exponenciais para Parti¢oes de Conjuntos com restrigoes

a classe de palavras mas também ha aplicagao na Ciéncia da Computacao quando se
estuda algoritmos de hashing e também no estudo de alocagoes aleatorias.

Sejam X = {aq,as,...,a.} um alfabeto fixo com cardinalidade r e W a classe de
todas as palavras que podem ser obtidas a partir das letras do alfabeto X'. Considere
o tamanho de uma palavra w € VW como sendo seu comprimento. Entao, podemos
considerar cada palavra w de tamanho n como uma func¢ao

que associa cada posi¢ao de w com um valor correspondente a letra do alfabeto X que
ocupa esta posicao. Para determinar este valor, basta atribuir as letras do alfabeto os
valores correspondentes as ordens em que elas aparecem no conjunto, da esquerda para
a direita.

Exemplo 4.5.8. Seja X = {a,b,d,e,g,m,o,r,s,t,v} e atribua as letras a numera¢ao
canonica:

a:alab:a27d:a37€:a47g:a57m:a67O:a?ar:a873:a97t:a10>vza11-
Para a palavra mestrado , temos n = 8 e definimos
f:L2,...,8 — [1,2,...,11]

A tabela 4.2 correspondente as imagens de f € dada por:

8
7

posicao | 1 2|3 | 4
imagem | 6 [ 4|9 ] 10 |8

’palavra‘m‘e‘s‘t ‘r‘a‘d‘o‘
7
113

Tabela 4.2: Posicao de letra x valor de letra

Uma vez relacionadas as posigoes das letras com seus respectivos valores, no alfabeto
X, podemos pensar no caminho inverso, ou seja, dada uma sequéncia de pré imagens
de f, conseguimos construir todas as palavras de tamanho n com as r letras de X,
uma vez que as pré imagens dos valores das letras nos retornam as posicoes em que
elas estao, na palavra. Para o exemplo anterior, a palavra mestrado seria obtida pela
Tabela 4.2, da seguinte forma:

Exemplo 4.5.9. As pré imagens de cada i € [1,...,11] sao:

6, {3 {7, {2p, {1} {1, {8t {5}, {3}, {4, {}
—~ O~ =~ =~ =~ =~ =~ =~ =~ =~ =~

al a2 as as as ag ar as ag aio ail
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Temos, portanto, uma sequéncia de 11 urnas (conjuntos), cada uma contendo as
posicoes em que uma dada letra de valor i aparece, i = 1,2,...,11, sendo permitida que
wma pré imagem seja um conjunto vazio. Segue que a primeira posi¢cao da palavra
codificada € ocupada pela letra m, a sequnda € ocupada pela letra e e assim por diante.
Ao final, temos a palavra:

me s t r ad o
1 2 3 45 6 7 8
conforme era esperado. Note que se trocarmos quaisquer duas urnas de posicdo, teremos

uma nova palavra, de mesmo tamanho.

As pré imagens sao urnas ordenadas e disjuntas que definem as componentes de
uma r-sequéncia, ou seja,

W= SeqUd = W(z)=¢€".

Portanto, W,, = r™.

Concluimos entao que palavras formadas por um alfabeto X de cardinalidade r sao
equivalentes a fungdes em um conjunto de cardinalidade também r e sao descritas por
um r-fold Produto Rotulado. Quando impomos restri¢oes na frequéncia em que cada
letra aparece entao a especificacao para a classe W e Funcao Geradora Exponencial
associada podem ser generalizadas.

Proposicao 4.5.3. Suponha WY a familia de palavras formadas por um alfabeto X
de cardinalidade r e tal que o numero de ocorréncias de cada letra pertenca ao conjunto
A. Entao, a Funcao Geradora Exponencial associada a classe € dada por:

a
acA

Demonstragao: Note que se a ocorréncia de cada letra é um numero pertencente
ao conjunto A, entdo, cada pré imagem ¢~ 1(i), com i = 1,2,...,r é uma urna de
cardinalidade igual a algum a € A. Portanto, a especificacao da classe é dada por

W = Seq, {Uys},
onde Uy = Set4{Z} e o resultado segue. |

Exemplo 4.5.10. (Palavras Restritas) Seja W= a classe de palavras obtidas por
um alfabeto firo X de cardinalidade r. Suponha que as palavras desta classe estejam
restritas a condicao que cada letra aparece no mdximo b vezes na palavra. FEntao,
temos como restrigao o conjunto B = {1,2,3,... b} ou seja, as urnas estarao restritas
a tamanhos pertencentes a B e a Fun¢cao Geradora Fxponencial associada é dada por

2 b

z z
eb(z):1+z+§+...+a.

Uma aplicacao direta da Proposicao 4.5.3 resulta em:

WY = Seq, (Setp(Z)) =  WE(2) = (e(2))"

Se agora mudarmos a restri¢io para o conjunto B¢ = {b+ 1,0+ 2,...} entdo a
Fungdo Geradora associada & classe é WEY é W (z2) = (e* — ey(2))". Note a analogia
entre este exemplo e o Fxemplo 4.5.6.
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4.5.4 Palavras modeladas com Estruturas Rotuladas e nao Ro-
tuladas

Antes de prosseguirmos com as definicoes de novas estruturas vamos fazer uma
comparacao entre o que diferencia Estruturas Rotuladas das nao Rotuladas.

O que diferencia uma Estrutura Rotulada de uma nao Rotulada ¢ simplesmente
a modelagem escolhida para resolver um problema de enumeracao. Para esclarecer
melhor esta questao, mostraremos um exemplo que ja estudamos que define a classe
das palavras W sobre um alfabeto X de cardinalidade r. Podemos especificar esta
mesma classe como

1. W = Seq(X)
2. W = Seq,(U)

A especificacao 1 trata de definir a classe YW como uma sequéncia nao rotulada
aplicada sobre o alfabeto X', ou seja, basta escolher elementos do alfabeto e distribuir
nas posigoes da palavra w € W. A sequéncia por si s6 trata de diferenciar a ordenacao.
A especificacao 2 define a classe YW como uma sequéncia de urnas e, portanto, a ordem
das urnas para compor a sequéncia, esta sendo levada em consideracao. No entanto, as
Funcoes Geradoras Ordinaria e Exponencial, sao respectivamente,

— 1
W(z) = e W(z)=e¢€".

1 —rz

Note que ambas as Fungoes Geradoras retornam a mesma Sequéncia de Contagem
W, = r" e, portanto, nao importa a maneira como o modelo é feito. Basta descrever
simbolicamente o problema, da maneira mais conveniente.

4.6 Alinhamentos, Permutacoes e Estruturas Rela-
cionadas

4.6.1 Alinhamentos

Definicao 4.6.1. Um alinhamento é uma sequéncia bem rotulada composta por ciclos.
A classe dos alinhamentos € denotada por O.

Por defini¢ao, a especificacao da classe O é obtida diretamente, ou seja,
O = Seq{Cyc{Z}}.
Portanto, pelo Teorema 4.3.1, a Funcao Geradora Exponencial associada a classe O
é dada por
0(z) = ——

_1_ln<1iz>.

Uma representacao esquematica para alinhamentos pode ser feita enfileirando-se,
em sequéncia, os ciclos orientados conforme mostra o exemplo da Figura 4.4.

Abaixo mostramos um resultado para Alinhamentos cujos ciclos e tamanho da
sequeéncia estao restritos a conjuntos contidos em Zx.

(4.36)
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(4

3
4
~

Figura 4.4: Exemplo de Alinhamento.

Proposicao 4.6.1. A classe OB dos alinhamentos cujos ciclos tém tamanhos perten-

centes a A C Z>q e tal que o tamanho das sequéncias pertence a B C Z>o possui Fung¢ao
Geradora Exponencial dada por

OU)(2) = Ba(2), com a(z) =302 5z = 302
acA beB

Demonstracao: A demonstracao segue direto da especificacao
OB = Seqp{Cyca{Z}}.

De fato, quando construimos O“+5) estamos restringindo a classe aos ciclos de tamanhos
contidos em A. A reuniao desses ciclos de componentes restritas a A tem Funcao
Geradora Exponencial dada por

a(z) = Z %a.

Em seguida, tomamos elementos de A para formar sequéncias de tamanhos variados
pertencentes a B. A reuniao das sequéncias nos fornece a Fungao Geradora Exponencial

B(z)=> 2"

beB

Portanto, OP) (2) = B(a(z)). |

4.6.2 Permutacoes e Decomposicao Ciclica

Seja ¢ uma permutacao de tamanho n € N. Entao, ¢ admite uma tnica decom-
posicao ciclica. A construcao de um ciclo é resultado de conectar as imagens dos
elementos sob a acao de o a partir de um ponto inicial, por exemplo, o 1. Entao,
a aplicacao sucessiva de o neste elemento inicial vai compondo o ciclo até que ele é
fechado ao retornar a posicao inicial, ou seja, em 1.

Esquematicamente um ciclo comecando em 1 é dado por:

1 o(1) o?(1) o3(1) —= - ——=0oF(1).

Note que o fechamento de um ciclo ocorre em no méaximo n passos, que é exatamente
o tamanho da permutacao. Portanto, k£ < n. Supondo que k < n existem elementos
de o que nao pertencem ao ciclo construido. Assim, devemos repetir o processo de
construcao ciclica até que todos os elementos da permutacao estejam contidos em algum
ciclo. Ao final, teremos um conjunto de ciclos independentes e, portanto, disjuntos,
constituindo o que chamamos de Decomposicao Cliclica de o.
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Seja D a classe de todas Decomposicoes Ciclicas, ou seja, de todos os conjuntos
de ciclos formados a partir de permutagoes. Afirmamos que D = P. De fato, a
especificacao da classe D ¢é dada por D = Set{Cyc{Z}} e, pelo Teorema 4.3.1 a Fungao
Geradora Exponencial associada é dada por

(4.37)

Comparando as expressoes (4.37) e (4.2) concluimos que as Fungdes Geradoras Exponen-
ciais para as classes P e D s@o iguais e, portanto, as respectivas Sequéncias de Contagem
também sao. Logo, o isomorfismo entre as classes estd garantido, ou seja, D =2 P, conforme
afirmamos. (Ver Defini¢io 3.1.5)

A restricdo das permutacoes a conjuntos que limitam nimero de ciclos assim como o
tamanho deles também pode ser enumerada, conforme mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 4.6.2. A classe PAB) de permutagies cujos ciclos tém comprimentos perten-

centes a A C Z>q e tal que o niumero de ciclos pertence a B C Zx>q possui Fun¢ao Geradora
FExponencial dada por

z¢ 2P
PAB(z) = Blal2), com als) =3 =0, B2 =3 5.

acA beB

Demonstragiao: A demonstragio segue direto da especificagio PAB) = Setg{Cyca{Z}}.
De fato, quando construimos P5) estamos restringindo a classe aos ciclos de tamanhos
contidos em A. A reunido desses ciclos de componentes restritas a A tem Funcao Geradora
Exponencial dada por

acA

Em seguida, tomamos elementos de A para formar conjuntos de tamanhos variados pertencen-
tes a B. A reunido desses conjuntos restritos a B nos fornece a Fungdo Geradora Exponencial

Portanto, P45 (2) = B(a(z2)). [

Exemplo 4.6.1. (Numeros de Ciclos de Stirling) Seja P") a classe das per-
mutacoes que se decompoe em r ciclos. Entao, a especificacio desta classe € dada
por

{ln ( 7 i z) } '
P = Set, (Cye(2)) = PO(z) = -

rl

o= Bifn(2) 1]

FEstes nimeros sao conhecidos como Numeros de Stirling de Primeiro tipo e denotados
n
por [1].
Se considerarmos a classe O) dos alinhamentos com exatamente r ciclos, temos:

Dat,

0" = Seq, (Cye(Z)) = OW(z)= {ln(l i Z)Y
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Entao,

r

O = r {n} .

Suponha agora uma permutacao aleatéria de tamanho n. Note que quando a distri-
buicao uniforme é feita sobre todos os elementos de P, cada permutacao p € P, tem
probabilidade P(p) = 4. Chame E o evento igual ao conjunto das permutacoes de P,
com exatamente k-ciclos. Entao,

]P’(E):P’gk) — IP’(E):%[Z}.

Um exemplo numérico pode ser feito para n = 100 e alterando-se os valores de k
conforme mostra a tabela abaixo, temos:

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P(E)|0.01]0.05|0.12|0.19|0.21 | 0.17 | 0.11 | 0.06 | 0.03 | 0.01

Tabela 4.3: Probabilidades para uma decomposi¢ao de permutacao em r ciclos.

Calculando a média deste modelo probabilistico obtemos 5.18 e, portanto, con-
cluimos que em uma permutacao ciclica aleatéria com 100 elementos temos em média
5 ciclos na sua decomposicao e raramente mais do que 10 ciclos.

Exemplo 4.6.2. (Involucdes e permutagoes sem ciclos longos) Dizemos que
o € P é uma involugdo se o® = id, onde id representa a permutacao identidade. A
classe das involugoes serd denotada por I e possui especificacdo dada por

T = Set{Cycp{Z}},

onde B = {1, 2} representa o conjunto dos possiveis tamanhos de ciclos numa involugao.
A Funcao Geradora Exponencial associada a classe € dada por

Para obter a Sequéncia de Contagem (I,,), para a classe I, reescrevemos I(z) como
uma Série de Poténcias:

. 2 > o »2n
RN 3 3=
n=0 n=0
A(z) B(z)

Note que o expoente de 2** em B(z) é diferente do fatorial no denominador da
fracdo. Portanto, devemos fazer uma manipulacao algébrica para colocar essas duas
quantidades em concordancia:

(n+1D(n+2)...(2n)z>" (m+1)(n+2)...(2n)
B(z) =) 27(2n)! ¢ D 2

n=0
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Pela Convolugao Binomial temos

6) L] n

(2]{}) An72kB2k-
k=0
Mas, A, o, = (n — 2k)![z""2¥]A(2) = 1. Portanto,

L 3 (n)(k+1)(k+2)...(2k) B <n>%

0|3

(4t

I,

,_
|3
[

2k ok k! 2k
k=0 k=0
k1 o
L= — 4.
— 2 25 k! (n — 2k)! (4.38)

k=0

Assim, a equagao (4.38) determina quantas involugoes de tamanho n podemos obter,
para cada n € N.

4.6.3 Estruturas de Nivel 2

As Estruturas de Nivel 2 sao assim denominadas porque resultam da composicao de
Construcoes Rotuladas Elementares: Sequéncias, Conjuntos e Ciclos. Se considerarmos
todas as formas possiveis de compor estas construgoes, obtemos 9 novas estruturas,
conforme mostramos na Tabela 4.4.

o Seq>1 Set>1 Cyc
S 1-z 1 1
1T 2 e 1—In(1—2)-1
z z—1 1
¢ = e
Se e e T
1—=2 1
l In(2—e*)~1 | 1
Cye ”<1—2z> n(2-¢) n<1—ln(1—z)1)

Tabela 4.4: Construgoes de Nivel 2

Cada construgao define uma classe. Abaixo listamos cada uma delas dando a des-
cricao de seus elementos.

1. A classe £ = Seq(Seq>1(Z2)) define as Composi¢oes Rotuladas, ou seja, seus ele-
mentos sao composicoes de elementos rotulados. Outra interpretacao que pode-
mos dar a esta classe é ver cada elemento como uma sequéncia ordenada de grafos
lineares. A sequéncia de contagem associada a esta classe é dada por L,, = n!2" 1.

2. A classe R = Seq(Set>1(Z2)) define a classe das Sobrejecoes.

3. A classe O = Seq(Cyc(Z2)) define a classe dos Alinhamentos.
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4. A classe F = Set(Seq>1(2)) define as Permutagoes Fragmentadas, ou seja, seus
elementos formam um conjunto de permutagoes que sao ”quebradas”em pedacos
nao vazios.

5. A classe P = Set(Cyc(Z2)) define a classe das Permutagoes.

6. As classes S = Set(Set>1(Z2)), 8 = Cyc(Seqs1(Z2)), S = Cyc(Set1(2)) e
S = Cyc(Cyc(Z)) definem as classes das Supernecklaces.

4.7 Construcoes Adicionais

4.7.1 Apontamento e Substituicao

A operacao de Apontamento é semelhante a que definimos para Estruturas nao
Rotuladas, ou seja, sua funcao também sera apontar para um atomo dentre todos os que
formam um elemento de tamanho n. A Substitui¢ao, também denominada Composicao
para Estruturas Rotuladas ¢ um pouco mais sutil em seus conceitos.

Definicao 4.7.1. Seja B uma Classe Rotulada. O Apontamento de B € definido por
A=0B = A,=]Il,...,n]xB,.

A definicao acima nos diz que para gerar um elemento o € A devemos escolher um
dos n rotulos e apontar para o atomo correspondente em B,,. Neste caso temos:

A, =nB, —» A(@:Zd;‘i(B(z)). (4.39)

n

De fato, B(z) = g an—‘. Entao,
n!
n=0

d (g2 _ > Zn1 d (B(,)) (439)
E(B( ))_;HB”T = ZE<B( ) U= A(2).

Definicao 4.7.2. Sejam B e C classes rotuladas. A Substituicao destas classes é defi-
nida por

A=BoC =Y B x Set(C).

k=0

Pelo Teorema 4.3.1 , a Funcao Geradora Exponencial associada a classe é dada por

A =Y BLEEE — peg)
k=0
Uma maneira combinatéria de compreender esta defini¢ao é a seguinte: escolha uma
base em B, ou seja, um elemento 5 € B de tamanho k. Entao, tome um k-conjunto de
elementos de C e ordene estes elementos pelo valor de seus lideres, ou seja, pelo valor
do menor rétulo contido em cada elemento do conjunto. O elemento com lider de valor
r sera substituido pelo né rotulado de valor r de 5.
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Teorema 4.7.1. As construgoes combinatorias Pointing e Substituicdo sao admissiveis
e

A= 08B = A() z%(3<2))
A = BoC = A(z)=B(C(2)).
Exemplo 4.7.1. A Fun¢ao Geradora Exponencial dos pares (rotulados) de elementos

obtidos de C é dada por e®*/2, pois a Funcio Geradora Exponencial das involugées
sem pontos fizos € dada por e*°/2. (Vide Exemplo 4.6.3)

Exemplo 4.7.2. Construcoes padrao baseadas em Substituicdo:

e Seq(A) ZPoA, onde P € a classe de todas as permutagoes.
o Set(A) =Uo A, ondeU € a classe de todas as urnas.

o Cyc(A) =2 Co A, onde C € a classe de todos os grafos circulares.

4.7.2 Estruturas Implicitas

Dizemos que uma classe X é uma Estrutura Implicita quando ela é definida por
uma equagao combinatéria envolvendo outras classes. A Fungao Geradora Exponencial
associada também fica determinada em termos das classes que definem X.

Seja X uma Classe Rotulada caracterizada implicitamente pelas equacoes

A=B+X e A=BxAX.

Entao, pelo Teorema 4.3.1 as respectivas Funcoes Geradoras Exponenciais associa-
das a classe X sao dadas por:
A(z)
B(z)

X(z)=A(z) —B(z2) e X(z)=

Para as demais construcgoes usaremos um Teorema que define as Funcgoes Geradoras
Exponenciais de Estruturas Implicitas.

Teorema 4.7.2. Seja X uma Classe Rotulada. Entdao, as Func¢oes Geradoras Exponen-

ciais associadas as Fquagoes Combinatorias Implicitas em X sao dadas respectivamente
por

1 A=Set(X) = X(2) = In(A(2)).

2. A=Cyc(X) = X(z)=1-e10),

3. A= Seq(X) = X(z)zl—A(Z).

Demonstracao: Basta usar o Teorema 4.5.1.
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4.7.3 Restricao de Ordem

A construcao adequada para tratar propriedades de ordem em estruturas combi-
natorias é o Produto Rotulado modificado, também chamado de Produto Embalado.
Dadas classes B e C, o Produto Embalado é representado por

A=B"xC.

Esta estrutura é um subconjunto de B % C restrito a regra que o menor rétulo deve
pertencer a uma componente de B.
A fim de construir uma estrutura bem definida e consistente, devemos assumir

By =0.

Teorema 4.7.3. O Produto Embalado é uma Construcao Admissivel e

A=BI%C — A(z):/oz<%3(t))0(t)dt.

Demonstracao: Por definicao, como ja definimos que o menor rétulo deve estar em
uma k-componente de B. Devemos distribuir (n— 1) elementos em (k— 1) componentes
de B. Consequentemente restardo (n — k) elementos de C. Portanto, a Sequéncia de
Contagem associada é dada por

I~ /n—1
A = = B _
k=1

1 n
n

O resultado segue quando tomamos as Fungoes Geradoras Exponenciais por inte-
gracao. |

O conceito de Produto Embalado pode ser também definido quando restringimos o
produto B *C com o rétulo méaximo pertencente a uma componente de B. Neste caso,
denotamos o produto por

A=B"xC.

Exemplo 4.7.3. Dada uma permutacao p € P de tamanho n dizemos que um “pico”
em p € um elemento maior que todos os elementos que o antecedem. Por exemplo, se
P = 0102...0,, 0 € um pico se 0; < oy para todo j < k.

Quantas permutacoes de n possuem k “picos”?

Considere inicialmente a classe @ = (Z®™ x P). Esta classe é composta pelas per-
mutagoes que possuem um “pico” na primeira componente. Entao, pelo Teorema 4.7.3
a Funcao Geradora Ezxponencial associada € dada por

Q(z):/(dt) it = [ e =1 (1—z>

Seque que @, = (n — 1), para todo n > 1, retorna o nimero de permutacgoes de
tamanho n com exatamente 1 “pico”
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Suponha agora que montamos conjuntos com k elementos da classe Q. A ordem é
aleatoria entre esses elementos e denotamos a classe formada por todos os k-conjuntos
por

P = Sety(Q).

Defina o elemento lider de qualquer componente de P*) como o valor do seu ele-
mento maximo. Entao, se tomamos as componentes em sequéncia de lideres e ordenada
de maneira crescente, entao a sequéncia resultante terd exatamente k picos.

Seja PB) = Set3(Q) e considere o conjunto

{(7,2,6,1),(4,3),(9,8,5)} € PY.

Entao, pelo que discutimos acima, a sequéncia resultante serd uma permutacao com
3 “picos” dada por
(4,3,7,2,6,1,9,8,5).

Pelo Teorema 4.3.1 a Funcio Geradora Exponencial associada & classe P*) é dada

por
k
1 1 n
R () = — — (k) —
P (z) X (ln<1—z>> P L{J,

pelo Exemplo 4.6.1. Portanto, temos [Z] permutacoes de tamanho n com k “picos”.




Conclusao

Conforme o titulo desta dissertacao propoe, este trabalho reine uma grande quan-
tidade de aplicagoes para o Método Simbdlico em Problemas de Combinatéria. Esta
grande variedade, aplicada a diferentes contextos e restricbes de um problema torna
clara a vantagem do método comparado ao estudo de Funcoes Geradoras da maneira
classica, ou seja, quando obtemos uma Funcao Geradora por meio da multiplicacao de
polinomios que descrevem cada restricao imposta no problema.

A vantagem do método esta inteiramente ligada a maneira direta como podemos
obter tal Fungao Geradora F'(z), uma vez que o método permite encontrar F'(z) por uma
composicao de Funcoes Geradoras associadas a estruturas combinatorias que descrevem
a classe de elementos que queremos enumerar. A partir desta composicao obtemos uma
expressao fechada para F(z) e, portanto, enumerar elementos de um dado tamanho n
é justamente extrair de F'(z) o coeficiente F,, da n-ésima poténcia de z.

Obter este coeficiente pode exigir o auxilio de um software matematico que faga a
expansao da Funcao Geradora como uma Série de Poténcias. No entanto, ainda assim,
o método é eficaz dado que F(z) ja foi encontrada.

Além disso, o Método Simbdlico foi apresentado neste trabalho com aplicagoes que
podem ser levadas as demais areas tais como a Computacao, no estudo de Arvores Gerais
e Grafos, na busca de padroes codificados por letras, sem contar a prépria matematica,
onde o Método Simbdlico representa em sua totalidade a esséncia para a solucao de
Problemas de Contagem.

Por fim, concluimos ainda que a modelagem de um problema, como composi¢ao
de Estruturas Combinatérias, deve ser feita da maneira mais conveniente, ou seja,
podemos descrever um problema sob o ponto de vista de Construcoes Rotuladas ou nao
Rotuladas. A resposta independe da modelagem.
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