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Resumo

Nesta dissertação apresentamos os conceitos fundamentais de entropia em sistemas

dinâmicos e algumas relações entre entropia métrica e topológica. O objetivo principal

é calcular a entropia de algumas transformações em espaços homogêneos induzidas por

ações de Grupos de Lie. Para finalizar, mostramos que a entropia de translações em

variedades flag é sempre zero.
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Abstract

On this dissertation we present the fundamentals concepts of entropy in dynamical

systems and some relations among metric and topological entropy. The main goal is cal-

culate the entropy of some transformations on homogeneous spaces induced by Lie groups

actions. About to finalize, we show that the entropy of translations on flag manifolds is

always zero.
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Introdução

O conceito de entropia em sistemas dinâmicos foi introduzido inicialmente por Kol-

mogorov e por Sinai em 1958 e 1959, respectivamente. Eles se basearam nos conceitos

de entropia em teoria de informação, introduzidos por Shannon. Há quem diga que a in-

trodução do conceito de entropia foi o maior avanço na teoria de sistemas dinâmicos desde

sua fundação por Poincaré. Informalmente falando, a entropia é um número associado

a um sistema dinâmico que mede a imprevisibilidade de suas órbitas. A entropia é um

invariante útil para determinar se dois sistemas dinâmicos não são conjugados. Sistemas

dinâmicos conjugados sempre tem a mesma entropia, mas a rećıproca só é verdadeira para

alguns sistemas particulares como, por exemplo, para os shifts de Bernoulli.

Em prinćıpio, Kolmogorov introduziu o conceito de entropia de uma transformação

T : X → X, mensurável e que preserva medida. Um conceito de entropia topológica,

sem a necessidade de medidas invariantes, foi dado por Adler, Konheim e McAndrew e

generalizado por Bowen. Existem ainda outras definições de entropia, mas todas elas

coicidem tomando limites adequados. Por exemplo, temos que a entropia topológica para

uma transformação cont́ınua num espaço compacto é dada pelo supremo das entropias

métricas desta transformação, com o supremo tomado sobre todas as medidas invariantes

para o sistema. Esse resultado é conhecido com prinćıpio variacional da entropia. O leitor

interessado em conhecer o desenvolvimento histórico do conceito de entropia em sitemas

dinâmicos pode consultar [7].

Nesta dissertação, pretendemos fornecer uma introdução básica à entropia, provar suas
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INTRODUÇÃO 2

principais propriedades e em seguida calcular a entropia de algumas transformações em

espaços homogêneos.

No caṕıtulo 1, apresentamos alguns resultados básicos sobre teoria ergódica. Já que

a definição de entropia métrica depende da existência de medidas invariantes para o

sistema, achamos conveniente fornecer alguns detalhes sobre a existência dessas medi-

das para transformações cont́ınuas em espaços compactos. Em particular, provamos a

compacidade do conjunto MT (X) de todas as medidas invariantes para a transformação

cont́ınua T : X → X, com X compacto. Esse resultado é importante para a demonstração

do prinćıpio variacional da entropia, enunciado acima. Ainda nesse caṕıtulo, tratamos de

alguns resultados sobre recorrência. Demonstramos o teorema de recorrência de Poincaré,

que tem como consequência o fato de que uma medida finita e invariante para uma trans-

formação cont́ınua está suportada no fecho do conjunto dos pontos recorrentes para essa

transformação. Isso nos permitirá calcular a entropia métrica restrigindo a transformação

ao fecho do conjunto dos pontos recorrentes.

No caṕıtulo 2, fornecemos as propriedades principais da entropia. Essas propriedades

são fundamentais para se calcular a entropia de algumas transformações e também para se

demonstrar resultados importantes como, por exemplo, o prinćıpio variacional da entropia.

Nesse caṕıtulo, damos ainda a definição inicial de entropia topológica introduzida por

Adler, Konheim e McAndrew para transformações cont́ınuas em espaços compactos, a

definição de Bowen para transformações uniformemente cont́ınuas em espaços métricos

quaisquer e, em seguida, provamos que a definição de Bowen de fato estende a definição

inicial de entropia topológica, ou seja, que as definições coicidem quando o espaço é

compacto.

O caṕıtulo 3 é baseado no artigo [2] de Bowen, onde ele estendede a definição de

entropia topológica e dá algumas propriedades da entropia de transformações em espaços

homogêneos. Nesse caṕıtulo fornecemos uma fórmula deduzida por Bowen para o cálculo

da entropia de endomorfismo em Grupos de Lie que generaliza a fórmula bem conhecida

para endomorfismos do toro. Para finalizar o caṕıtulo, damos um exemplo do cálculo da

entropia para as transformações no grupo de Heisenberg generalizado induzidas pela ação

canônica do grupo simplético.

O último caṕıtulo desta dissertação é dedicado ao cálculo da entropia de transformações

em variedades flag induzidas pela ação de Grupos de Lie. Para desenvolver o caṕıtulo,
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foi necessário dar uma caracterização dos pontos recorrentes para transformações nos

espaços projetivos induzidas pela ação canônica do grupo linear. Essa caracterização

está em função da decomposição multiplicativa de Jordan de uma transformação linear

inverśıvel. Mais especificamente, os pontos recorrentes para essas transformações nos

espaços projetivos são os pontos fixos das suas partes hiperbólicas e unipotentes. Com

essa caracterização, mostramos que a entropia destas transformações nos espaços pro-

jetivos é sempre zero. Isso era esperado já que, restringindo aos pontos recorrentes, a

transformação coincide com sua parte eliptica que age por isometrias. Utilizamos o mer-

gulho de Plücker das grassmannianas nos Projetivos para mostrar que a entropia da ação

canônica do grupo linear na grassmanniana também é zero. E para finalizar, mostramos

que a entropia de translações nas variedade flag é zero olhando esta como a órbita da ação

adjunta dentro de uma grassmanniana.

O apêndice A tem como objetivo demonstrar a decomposição multiplicativa de Jordan.

Preferimos uma abrodagem mais detalhada por meio de matrizes para que fique realmente

claro quais são as partes eĺıpticas, unipotentes e hiperbólicas dessa decomposição. O

apêndice B é um breve resumo de grupos e álgebras de Lie. Além das definições básicas,

indicamos como relacionar os grupos e as álgebras de Lie e seus principais “conectores”:

a aplicação exponecial e a representação adjunta. Definimos também as subálgebras e os

subgrupos parabólicos, necessários para a construção das variedades flag generalizadas.



CAPÍTULO 1

Teoria Ergódica

Neste caṕıtulo apresentamos alguns resultados fundamentais da teoria ergódica que

serão úteis para o desenvolvimento do texto. Demonstramos a existência de medidas

invariantes para transformações cont́ınuas em espaços compactos e também a compacidade

do conjunto de todas as medidas invariantes. Colocamos ainda alguns resultados sobre

recorrência, incluindo o teorema de recorrência de Poincaré e sua versão topológica.

1.1 Medidas invariantes

Nesta seção provaremos a existência de medidas invariantes para transformações cont́ınuas

em espaços compactos.

Definição 1.1.1. Sejam (X,Σ, µ) e (Y,Ω, ν) espaços de medida. Dizemos que uma trans-

formação mensurável T : X → Y preserva medida se µ(T−1(A)) = ν(A) para todo A ∈ Ω.

Observe que se T : X → Y é mensurável e µ é uma medida em X , pondo T∗µ(A) =

µ(T−1(A)), temos que T∗µ define a única medida em Y para qual a transformação T

preserva medida. Sendo assim, uma transformação T : (X,Σ, µ) → (Y,Ω, ν) preserva

medida se, e somente se, T∗µ = ν.

Considere agora (X, d) um espaço métrico compacto e denote por M(X) o conjunto

de todas as probabilidades sobre os borelianos de X. Seja C0(X) o espaço das funções

4



CAP. 1 • Teoria Ergódica 5

cont́ınuas em X. Se µ ∈ M(X), definimos um funcional em C0(X) pondo µ(f) =
∫
fdµ.

Podemos então considerar a topologia em M(X) induzida pela topologia fraca∗ em C0(X).

Essa topologia tem como subbase de abertos os conjuntos da forma

V (µ, f, ǫ) = {ν ∈ C0(X)∗ | |µ(f) − ν(f)| < ǫ}

Lema 1.1.2. M(X) é um espaço métrico compacto na topologia fraca∗.

Antes de demonstrarmos esse lema, vamos introduzir uma métrica em M(X) que gera

a topologia fraca∗.

Como X é um espaço métrico compacto, C0(X) é separável (ver [10] pag. 276).

Considere então {g0, g1, g2, ...} ⊂ C0(X) um subconjunto enumerável contido e denso em

B = {f ∈ C0(X) | ‖f‖ ≤ 1}, onde ‖f‖ = sup
x∈X

|f(x)|. Definimos então uma métrica em

M(X) pondo

d(µ, ν) =
∞∑

j=1

1

2j

∣∣∣∣∣

∫
gjdµ−

∫
gjdν

∣∣∣∣∣ (1.1)

Lema 1.1.3. Considere uma sequência µn ∈ M(X). As seguintes afirmações são equiv-

alentes:

(a) limn→∞ d(µn, µ) = 0

(b) limn→∞
∫
gjdµn =

∫
gjdµ para todo j ≥ 1

(c) limn→∞
∫
gdµn =

∫
gdµ para todo g ∈ C0(X)

Demonstração: (a) ⇒ (b) É imediato da seguinte desigualdade

∣∣∣∣∣

∫
gjdµn −

∫
gjdµ

∣∣∣∣∣ ≤ 2jd(µn, µ)

(b) ⇒ (c) Seja g ∈ C0(X) e ǫ > 0. Tome gj tal que
∥∥∥gj −

g

‖g‖
∥∥∥ <

ǫ

3‖g‖ , e também
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n0 ∈ N tal que se n ≥ n0 então
∣∣∣
∫
gjdµn −

∫
gjdµ

∣∣∣ <
ǫ

3‖g‖ . Então se n ≥ n0 temos que

∣∣∣∣∣

∫
gdµn −

∫
gdµ

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

∫
(g − ‖g‖gj) dµn

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣

∫
‖g‖gjdµn −

∫
‖g‖gjdµ

∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣

∫
(‖g‖gj − g) dµ

∣∣∣∣∣

= ‖g‖
∣∣∣∣∣

∫ (
g

‖g‖ − gj

)
dµn

∣∣∣∣∣+ ‖g‖
∣∣∣∣∣

∫
gjdµn −

∫
gjdµ

∣∣∣∣∣

+ ‖g‖
∣∣∣∣∣

∫ (
gj −

g

‖g‖

)
dµ

∣∣∣∣∣

≤ ‖g‖ ǫ

3‖g‖ + ‖g‖ ǫ

3‖g‖ + ‖g‖ ǫ

3‖g‖ = ǫ

(c) ⇒ (a) Considere j0 tal que
∑∞

j=j0+1
1
2j ≤ ǫ

4
e n0 ∈ N tal que se n ≥ n0 e 0 ≤ j ≤ j0

então
∣∣∣
∫
gjdµn −

∫
gjdµ

∣∣∣ ≤ ǫ
2
. Assim temos que se n ≥ n0 então

d(µn, µ) ≤
j0∑

j=1

1

2j

∣∣∣
∫
gjdµn −

∫
gjdµ

∣∣∣+
∞∑

j=j0+1

1

2j

(∫
|gj|dµn +

∫
|gj|dµ

)

≤
j0∑

j=1

1

2j
· ǫ
2

+
∞∑

j=j0+1

1

2j
· 2

≤ ǫ

2
+
ǫ

4
· 2 = ǫ

Lema 1.1.4. A métrica em 1.1 gera a topologica fraca∗ em M(X).

Demonstração: Primero vejamos que V (ǫ, f, µ) é aberto na topologia dada pela métrica

d. Para isto, seja ν ∈ V (ǫ, f, µ) e νn uma sequência em M(X) tal que d(ν, νn) → 0. Pelo

lema acima temos que
∫
fdνn →

∫
fdν. Logo, existe n ∈ N tal que

∣∣∣
∫
fdνn −

∫
fdν

∣∣∣ ≤
ǫ−
∣∣∣
∫
fdµ−

∫
fdν

∣∣∣, e então
∣∣∣
∫
fdµ−

∫
fdν

∣∣∣ ≤
∣∣∣
∫
fdµ−

∫
fdνn

∣∣∣+
∣∣∣
∫
fdνn−

∫
fdν

∣∣∣ < ǫ.

Assim ν está no interior de V (ǫ, f, µ). Logo V (ǫ, f, µ) é aberto na topologia dada ela

métrica d.

Reciprocamente, se U ⊂ M(X) é um aberto na topologia dada pela métrica d, para

mostrar que ele é aberto na topologica que tem como subbase de abertos os conjuntos
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da forma V (ǫ, f, µ), basta encontrar, para cada µ ∈ U , um ǫ > 0 e funções cont́ınuas

f1, . . . , fk tal que ∩k
j=1V (ǫ, fj, µ) ⊂ U .

Fixe µ ∈ U , e escolha r > 0 tal que ν ∈ U se d(µ, ν) ≤ r. Escolha também j0 ∈ N

tal que
∑∞

j=j0+1
1
2j ≤ r

4
. Ponha fj = gj para 1 ≤ j ≤ j0 e ǫ = r/2. Então se ν ∈

∩m
j=1V (ǫ, fj, µ) temos que

d(ν, µ) ≤
j0∑

j=1

1

2j

∣∣∣
∫
gjdµ−

∫
gjdν

∣∣∣+
∞∑

j=j0+1

1

2j

(∫
|gj|dµ−

∫
|gj|dν

)

≤
j0∑

j=1

1

2j
· r
2

+
∞∑

j=j0+1

1

2j
· 2

≤ r

2
+ 2 · r

4
= r

e assim ν ∈ U .

Demonstração do lema 1.1.2: Como foi visto acima, M(X) é um espaço métrico e

então para mostrar sua compacidade basta ver que toda sequência admite subsequência

convergente. Considere uma sequência µn ∈ M(X). Para cada termo da sequência

podemos definir uma função µn : N → [−1, 1] pondo µn(j) =
∫
gjdµn. Agora pondo

ξn = (µn(1), µn(2), . . .) ∈ [−1, 1]N, temos que essa sequência admite uma subsequência

convergente, pois [−1, 1]N é compacto com a topologica produto. Assim ξn possui uma

subsequência ξnm
tal que para todo j ∈ N, a sequência µnm

(j) =
∫
gjdµnm

é convergente.

Isso implica que
∫
gdµnm

é uma sequência convergente para toda função g ∈ C0(X). De

fato, dado ǫ > 0 tome gj tal que
∥∥ g

‖g‖ − gj

∥∥ < ǫ. Então
∣∣ ∫ g

‖g‖dµnm
−
∫
gjdµnm

∣∣ ≤ ǫ para

todo m ∈ N. Seja cj = limm→∞
∫
gjdµnm

. Assim temos que

cj − ǫ ≤ lim sup
m

∫
g

‖g‖dµnm
≤ cj + ǫ, e

−cj − ǫ ≤ − lim inf
m

∫
g

‖g‖dµnm
≤ −cj + ǫ .

Somando as desihualdade obtemos −2ǫ ≤ lim supm

∫
g

‖g‖dµnm
− lim infm

∫
g

‖g‖dµnm
≤ 2ǫ.

Como ǫ é arbitrário conclúımos que
∫
gdµnm

converge.

Agora fica bem definido um funcional linear positivo φ : C0(X) → R pondo φ(g) =

limm→∞
∫
gdµnm

. Pelo teorema da representação de Riez, segue que existe única medida

ν ∈ M(X) tal que φ(g) =
∫
gdν. Assim limm→∞

∫
gdµnm

=
∫
gdν, o que pelo lema 1.1.3
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implica que µnm
→ ν.

Teorema 1.1.5. Seja (X, d) espaço métrico compacto e T : X → X uma transformação

cont́ınua. Então existe uma probabilidade µ ∈ M(X) que é invariante para T .

Demonstração: Encontrar uma medida invariante para T : X → X é encontrar um

ponto fixo da transformação T∗ : M(X) → M(X) definida por T∗µ(A) = µ(T−1(A)).

Como T é cont́ınua, T∗ também o é, pois se µn é uma sequência em M(X) convergindo

para µ na topologia fraca∗, então para qualquer função cont́ınua g ∈ C0(X) temos

∫
g dT∗µn =

∫
g ◦ Tdµn →

∫
g ◦ Tdµ =

∫
g dT∗µ

ou seja, T∗µn converge para T∗µ.

Para construir esse ponto fixo, considere µ0 ∈ M(X), defina a sequência

µn =
1

n

n−1∑

i=0

T i
∗µ0

e passando a uma subsequência convergente se necessário, podemos supor que µn converge

para uma medida µ ∈ M(X). Essa medida µ é invariante para a transformação T . De

fato temos que

T∗µn − µn =
1

n
(T n

∗ µ0 − µ0)

e limn→∞
1
n

(T n
∗ µ0 − µ0) = 0 pois T∗µ0 e µ0 são probabilidades. Assim temos que

T∗µ = lim
n→∞

T∗µn = lim
n→∞

µn = µ

Proposição 1.1.6. O conjunto MT (X) das probabilidades sobre os borelianos de X que

são invariantes para a transformação cont́ınua T é fechado (na topologia fraca∗). Conse-

quentemente, MT (X) também é compacto.

Demonstração: Isso é consequência de que M(X) é um espaço métrico, a transformação

T∗ : M(X) → M(X) é cont́ınua e MT (X) é o conjunto dos pontos fixos dessa trans-

formação.
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1.2 Recorrência para transformações mensuráveis

Seja (X, d) um espaço métrico e T : X → X uma transformação qualquer. Dizemos

que um ponto y ∈ X é um ω-limite de um ponto x ∈ X se existe uma sequência de

tempos nk indo para +∞ tal que limnk→+∞ T nk(x) = y, e denotamos por ω(x) o conjunto

de todos os ω-limites do ponto x. Analogamente, se T é uma bijeção, dizemos que y

é um α-limite de x ∈ X se existe uma sequência de tempos nk indo para −∞ tal que

limnk→−∞ T nk(x) = y, e denotamos o conjunto desses pontos por α(x).

Um ponto é recorrente para uma transformação T : X → X se ele está no seu ω-limite.

Equivalentemente, x ∈ X é recorrente se para qualquer vizinhança V de x existe n ∈ N

tal que T n(x) ∈ V .

Teorema 1.2.1 (Teorema de recorrência de Poincaré). Seja (X,Σ, µ) um espaço de me-

dida finita e T : X → X uma transformação mensurável que preserva medida. Se A ∈ Σ

então quase todo ponto de A retorna para A infinitas vezes. Mais precisamente,

µ({x ∈ A | ∃m ∈ N, n ≥ m⇒ T n(x) /∈ A}) = 0

Demonstração: Seja Bm = {x ∈ A | n ≥ m ⇒ T n(x) /∈ A}. Observe que Bm =

A\ ∪j≥m T−j(A). Logo Bm é mensurável. Agora se j ≥ m então Bm ∩ T−j(Bm) = ∅.
Assim, se j − k ≥ m então T−j(Bm) ∩ T−k(Bm) = ∅.

Deste modo segue que a coleção de conjuntos {T−jm(Bm)}j≥0 é disjunta e, como T

preserva medida, todos esses conjuntos tem a mesma medida. Como X é um espaço de

medida finita, segue que µ(Bm) = 0.

Note que o teorema acima não diz respeito à recorrência como definido no ińıcio da

seção. Para fazer a relação entre os dois tipos de recorrência, precisamos assumir que o

espaço métrico (X, d) possui uma base enumerável.

Teorema 1.2.2 (Versão topológica do teorema de recorrência de Poincaré). Seja (X,Σ, µ)

um espaço de medida finita e suponha que X tenha uma base enumerável. Se T : X → X

é uma transformação mensurável que preserva a medida µ, então quase todo ponto x ∈ X

é recorrente (no sentido topológico) para T .

Demonstração: Considere {Un}n∈N uma base enumerável de X. Denotando por R o

conjunto de todos os pontos recorrentes, temos que X\R = ∪n∈NYn, onde Yn = {x ∈
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Un | ∃k ∈ N,m ≥ k ⇒ Tm(x) /∈ Un}. Pela versão mensurável do teorema de recorrência,

segue que µ(Yn) = 0 e assim µ(X\R) = 0.

Definição 1.2.3. Seja (X, d) um espaço métrico com base enumerável e µ uma medida

de Borel. Definimos o suporte de µ por

supp(µ) = {x ∈ X | µ(U) > 0 para toda vizinhança aberta U de x}

Proposição 1.2.4. supp(µ) é o menor fechado de medida total, ou seja, é o complementar

do maior aberto de medida nula. Em particular, qualquer conjunto de medida total é denso

em supp(µ).

Demonstração: Se xn é uma sequência em supp(µ) convergindo para x, então para qual-

quer vizinhança aberta U de x, existe xn ∈ U . Como xn ∈ supp(µ) segue que µ(U) > 0

e logo x ∈ supp(µ), provando que supp(µ) é fechado. Agora se um aberto U tem medida

nula, então U ⊂ X\supp(µ), o que prova que supp(µ) é o menor fechado de medida total.

Proposição 1.2.5. Seja (X, d) espaço métrico com base enumerável e µ uma medida de

Borel. Se T : X → X é uma transformação mensurável que preserva a medida µ, então

supp µ está contido no fecho do conjunto dos pontos recorrentes.

Demonstração: Essa proposição é apenas um corolário da versão topológica do teorema

de recorrência de Poincaré. De fato, se x ∈ suppµ, então qualquer vizinhança U de x tem

medida positiva e assim possui pontos recorrentes.

Um resultado interessante que iremos utilizar mais a frente e que não envolve medidas

invariantes é o seguinte.

Proposição 1.2.6. Seja X um espaço métrico compacto e T : X → X uma imersão

isométrica, i.é., d(T (x), T (y)) = d(x, y) para todos x, y ∈ X. Então todo ponto é recor-

rente para T .
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Demonstração: Basta mostrarmos que dados x ∈ X e ǫ > 0, existe n ∈ N tal que

T n(x) ∈ B(x, ǫ). Como X é espaço métrico compacto, existe uma subsequência T nj(x)

de T n(x) que converge. Logo, existem nk < nl tal que d(T nk(x), T nl(x)) < ǫ. Pondo

n = nk − nl temos que d(T n(x), x) = d(T nk(x), T nl(x)) < ǫ, como queŕıamos.

Exemplo 1.2.7. Um bom exemplo da proposição acima se dá quando tomamos T ∈
O(n + 1) e T : S

n → S
n sua restrição à esfera unitária. A transformação T preserva

a distância canônica em S
n dada pelo comprimento de arco, e então todo ponto de S

n é

recorrente para T



CAPÍTULO 2

Entropia

Dado um sistema dinâmico T : X → X, sua a entropia mede o quão desordenadas

são suas órbitas. O conceito de entropia em sistemas dinâmicos foi introduzido na mesma

época por Kolmogorov [9], em 1958, e por Sinai [15], em 1959. A definição dada por

eles depende de uma medida invariante para o sistema, e essa entropia é hoje conhecida

como entropia métrica. Baseados na definição de Kolmogorov, em 1965, Adler, Kon-

heim e McAndrew [1] definiram o conceito de entropia de modo puramente topológico

para transformações cont́ınuas em espaços compactos, substituindo o conceito de partição

mensurável por coberturas abertas. Em 1971, Bowen [2] estendeu a definição de entropia

topológica para espaços não compactos.

Neste caṕıtulo apresentamos uma breve introdução à Entropia, provamos as equivalências

das definições de entropia topológica e também o resultado principal que relaciona os

conceitos de entropia métrica e topológica, conhecido como Prinćıpio Variacional da En-

tropia, provado em partes por Goodwyn em 1969, Dinaburg em 1970, e por Goodman em

1971.

2.1 Entropia Métrica

Seja (X,µ) um espaço de probabilidade. Dizemos que uma coleção finita ou enumerável

de subconjuntos mensuráveis de X, A = {Aα | α ∈ I}, é uma partição mensurável de

12
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X se µ(Aα) > 0 para todo α ∈ I, µ (Aα ∩ Aβ) = 0 quando α 6= β e µ (∪α∈IAα) = 1. A

entropia de uma partição é definida como

Hµ (A) = H (A) = −
∑

α∈I

µ (Aα) log µ (Aα) (2.1)

Dadas duas partições A e B, dizemos que A é mais fina do que B (ou que B está

subordinada a A) e denotamos por B ≤ A se todo elemento de A está em algum elemento

de B a menos de um conjunto de medida nula. Isto define uma relação de equivalência

no conjunto das partições mensuráveis pondo A = B mod0 se, e somente se, A ≤ B e

B ≤ A. As partições são independentes se µ(A ∩ B) = µ(A) · µ(B) para todos A ∈ A e

B ∈ B. Também podemos formar uma nova partição de X pondo A ∨ B = {A ∩B | A ∈
A , B ∈ B e µ(A ∩ B) > 0}. Com isso definimos a entropia condicional da partição A
com relação à B por

H (A | B) = −
∑

α∈I,β∈J

µ (Aα ∩Bβ) log
µ (Aα ∩Bβ)

µ (Bβ)
(2.2)

A proposição a seguir fornece as principais propriedades da entropia de uma partição

e que serão usadas fortemente no decorrer do texto.

Proposição 2.1.1. Sejam A = {Aα}α∈I , B = {Bβ}β∈J e C = {Cγ}γ∈L partições men-

suráveis do espaço de probabilidade (X,µ). Então

(a) 0 ≤ − log (supα∈I µ (Aα)) ≤ H (A) ≤ log (#A). Se a partição A for finita, na última

inequação vale a igualdade se, e somente se, todos os elementos de A tem a mesma me-

dida.

(b) 0 ≤ H (A | B) ≤ H (A); H(A | B) = H(A) se , e somente se, A e B são partições

independentes; H(A | B) = 0 se, e somente se, A ≤ B.

(c) H (A ∨ B | C) = H (A | C) +H (B | A ∨ C).

(d) se A ≤ B então H (A | C) ≤ H (B | C) e H (C | A) ≥ H (C | B).

(e) H (A ∨ B | C) ≤ H (A | C) +H (B | C)

(f) H (A | B) ≤ H (A | C) +H (C | B)

(g) Se λ é outra medida em X tal que a coleção A é uma partição mensurável para λ,

então para todo t ∈ [0, 1] vale tHµ (A) + (1 − t)Hλ (A) ≤ Htµ+(1−t)λ (A).
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Demonstração: (a) É claro que

∑

α∈I

µ (Aα) log
1

µ (Aα)
≥
∑

α∈I

µ (Aα) log
1

supγ∈I µ (Aγ)
≥ − log

(
sup
α∈I

µ (Aα)

)

o que mostra a primeira desigualdade. Para a segunda, observe que a função φ (x) =

x log x é estritamente convexa, e logo φ
(∑k

i=1 aixi

)
≤ ∑k

i=1 aiφ (xi) se
∑k

i=1 ai = 1 e

ai ≥ 0, com a igualdade se, e somente se, xi = xj para todos i, j. Assim, pondo k = #A,

ai = 1/k e xi = µ (Ai), segue que

−1

k
log k = φ

(
1

k

)
= φ

(
1

k

k∑

i=1

µ (Ai)

)
≤

k∑

i=1

1

k
φ (µ (Ai)) = −1

k
H (A)

com a igualdade se, e somente se, µ (Ai) = 1
k

para todo i.

(b) A primeira parte segue da convexidade da função φ (x) = x log x. De fato

H (A | B) = −
∑

α∈I

∑

β∈J

µ (Bβ)φ (µ (Aα |Bβ))

≤ −
∑

α∈I

φ

(
∑

β∈J

µ (Bβ)µ (Aα |Bβ)

)

= −
∑

α∈I

φ (µ (Aα)) = H (A)

Se A e B são independentes, então a fórmula H(A | B) = H(A) segue facilmente da

definição de entropia condicional em 2.2. Por outro lado, pela convexidade de φ temos

que, para todo α, vale

−
∑

β∈J

µ (Bβ)φ (µ (Aα |Bβ)) ≤ −φ
(
∑

β∈J

µ (Bβ)µ (Aα |Bβ)

)
= −φ (µ(Aα))

com a igualdade se, e somente se, µ(Aα | Bβ) não depende de β. Mas pela hipótese de

que H(A | B) = H(A), vale a igualdade na desigualdade acima, e então, para todo α ∈ I

e β ∈ J temos que µ(Aα |Bβ) = µ(Aα), ou seja, as partições são independentes.

Para a última parte, é claro que se A ≤ B então H(A | B) = 0, pois para cada α ∈ I

e β ∈ J , temos que ou µ(Aα ∩ Bβ) = µ(Bβ), ou µ(Aα ∩ Bβ) = 0. Por outro lado, se

H(A|B) = 0 então para todos α e β temos que µ(Aα ∩Bβ) log µ(Aα |Bβ) = 0, e assim ou

µ(Aα ∩Bβ) = µ(Bβ) ou µ(Aα ∩Bβ) = 0. Isso implica que cada Bβ está contido (a menos

de um conjunto de medida nula) em algum Aα, ou seja A ≤ B.
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(c)

H (A ∨ B | C) = −
∑

α,β,γ

µ (Aα ∩Bβ ∩ Cγ) log
µ (Aα ∩Bβ ∩ Cγ)

µ (Cγ)

= −
∑

α,β,γ

µ (Aα ∩Bβ ∩ Cγ) log
µ (Aα ∩Bβ ∩ Cγ)

µ (Aα ∩ Cγ)

−
∑

α,β,γ

µ (Aα ∩Bβ ∩ Cγ) log
µ (Aα ∩ Cγ)

µ (Cγ)

= H (B | A ∨ C) +H (A | C)

(d) Se A ≤ B então A ∨ B = B. Assim temos que

H (B | C) = H (A ∨ B | C) = H (B | A ∨ C) +H (A | C) ≥ H (A | C)

e também

H (C | B) = −
∑

β,γ

µ (Cγ ∩Bβ) · log
µ (Cγ ∩Bβ)

µ (Bβ)

= −
∑

α

µ (Aα)
∑

γ
Bβ⊂Aα

µ (Bβ)

µ (Aα)
· µ (Cγ ∩Bβ)

µ (Bβ)
· log

µ (Cγ ∩Bβ)

µ (Bβ)

= −
∑

α,γ

µ (Aα)
∑

Bβ⊂Aα

µ (Bβ)

µ (Aα)
· φ
(
µ (Cγ ∩Bβ)

µ (Bβ)

)

≤ −
∑

α,γ

µ (Aα) · φ




∑

Bβ⊂Aα

µ (Cγ ∩Bβ)

µ (Aα)





= −
∑

α,γ

µ (Aα) · φ
(
µ (Cγ ∩ Aα)

µ (Aα)

)

= −
∑

α,γ

µ (Cγ ∩ Aα) · log
µ (Cγ ∩ Aα)

µ (Aα)

= H (C | A)

(e) Como C ≤ A ∨ C, temos que

H (A ∨ B | C) = H (A | C) +H (B | A ∨ C) ≤ H (A | C) +H (B | C)
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(f) Utilizando sucessivamente o item (c) com C sendo a partição trivial temos

H (A | B) = H (A ∨ B) −H (B)

≤ H (A ∨ B ∨ C) −H (B)

≤ H (A ∨ B ∨ C) −H (B) − (H (B | A ∨ C) −H (B | C))

= H (A ∨ C) +H (B | C) −H (B)

= H (A ∨ C) +H (C ∨ B) −H (C) −H (B)

= H (A | C) +H (C | B)

(g) Isso segue diretamente da convexidade de φ (x) = x log x. De fato

−t
∑

α

φ (µ (Aα)) − (1 − t)
∑

α

φ (λ (Aα)) ≤ −φ
(
∑

α

tµ (Aα) + (1 − t)λ (Aα)

)

= Htµ+(1−t)λ (A)

Um corolário importante dessas propriedades é que podemos munir o conjunto de

todas as partições mensuráveis de X com uma métrica.

Corolário 2.1.2. dR(A,B) = H(A | B) +H(B | A) é uma métrica no conjunto de todas

as classes de equivalência mod0 das partições mensuráveis de (X,µ). Essa é a chamada

métrica de Rokhlin.

Agora seja T : X → X uma transformação que preserva medida. Então a coleção

T−1A = {T−1 (A) | A ∈ A} é ainda uma partição de X. É fácil ver que T−1 (A ∨ B) =

T−1A ∨ T−1B e como T preserva medida também vale que H (T−1A) = H (A).

Definimos uma nova partição pondo An = A ∨ T−1A ∨ . . . ∨ T−(n−1)A. Segue das

observações acima e da parte (e) da proposição 2.1.1 que a sequência H (An) é subaditiva.

De fato, H (An+m) = H (An ∨ T−nAm) ≤ H (An) +H (Am)

Lema 2.1.3. Se an é uma sequência subaditiva de números reais positivos (an+m ≤ an +

am) então existe lim
n→∞

an

n

Demonstração: Fixado m, escreva, para cada n > 0, n = km + r, com 0 ≤ r < m.

Assim temos

an

n
=

akm+r

km+ r
≤ ar

km
+
akm

km
≤ ar

km
+
kam

km
=

ar

km
+
am

m
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Se n→ ∞ então também k → ∞ e assim temos, para cada m ∈ N,

lim sup
n→∞

an

n
≤ am

m

e assim

lim sup
n→∞

an

n
≤ inf

m

am

m
≤ lim inf

m→∞

am

m

Assim definimos a entropia métrica da transformação T com respeito à partição A por

h (T,A) = lim
n→∞

1

n
H (An) (2.3)

A proposição a seguir fornece algumas das principais propriedades da entropia métrica

de uma transformação com respeito a uma partição.

Proposição 2.1.4. Sejam T : X → X uma transformação mensurável que preserva a

medida do espaço de probabilidade (X,µ) e A, B duas partições mensuráveis com entropia

finita. Então

(a) h (T,A) = limn→∞H (A | T−1A ∨ ... ∨ T−nA).

(b) A sequência 1
n
H (An) é decrescente.

(c) lim supn→∞− 1
n

log (supA∈An µ (A)) ≤ h (T,A) ≤ H (A).

(d) h (T,A ∨ B) ≤ h (T,A) + h (T,B).

(e) h (T,B) ≤ h (T,A) +H (B | A).

(f) | h (T,A) − h (T,B) | ≤ H (B | A) +H (A | B).

(g) h (T, T−1A) = h (T,A)

(h) h (T,A) = h (T,An) para todo n ∈ N.

(i) Se λ é outra medida invaritante para T e A é uma partição mensurável com respeito

a λ, então para t ∈ [0, 1], vale que

thµ (T,A) + (1 − t)hλ (T,A) ≤ htµ+(1−t)λ (T,A)

Demonstração: (a) Utilizando a propriedade (c) da proposição 2.1.1 e queH (T−1 (A)) =
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H (A) temos

H
(
An+1

)
= H

(
n∨

j=1

T−j (A)

)
+H

(
A |

n∨

j=1

T−j (A)

)

= H (An) +H

(
A |

n∨

j=1

T−j (A)

)

= H
(
An−1

)
+H

(
A |

n−1∨

j=1

T−j (A)

)
+H

(
A |

n∨

j=1

T−j (A)

)

e, prosseguindo indutivamente, conclúımos que

H
(
An+1

)
= H (A) +

n∑

k=1

H

(
A |

k∨

j=1

T−j (A)

)
.

Assim segue que

h (T,A) = lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

H

(
A |

k∨

j=1

T−j (A)

)
= lim

n→∞
H

(
A |

n∨

j=1

T−j (A)

)
.

(b) Como no item anterior temos

H
(
An+1

)
= H

(
n∨

j=1

T−j (A)

)
+H

(
A |

n∨

j=1

T−j (A)

)
e

H
(
An+1

)
= H (A) +

n∑

k=1

H

(
A |

k∨

j=1

T−j (A)

)
≥ (n+ 1)H

(
A |

n∨

j=1

T−j (A)

)
.

Multiplicando a primeira equação por (n+ 1) e substituindo na desigualdade acima

temos

(n+ 1)H
(
An+1

)
≤ (n+ 1)H

(
n∨

j=1

T−j (A)

)
+H

(
An+1

)

= (n+ 1)H (An) +H
(
An+1

)

e então segue que 1
n+1

H (An+1) ≤ 1
n
H (An).

(c) Pelo item (a) de 2.1.1 segue que − log (supA∈An µ (A)) ≤ H (An) e assim obtemos

a primeira desigualdade. A segunda desigualdade segue do item (b) acima.

(d) Como (A ∨ B)n = An ∨ Bn, a desigualdade segue do item (e) de 2.1.1.



CAP. 2 • Entropia 19

(e) Pelo item (c) de 2.1.1 temos que H (Bn) ≤ H (Bn ∨ An) = H (An) +H (Bn | An).

Agora utilizando sucessivamente os itens (c) e (d) de 2.1.1 temos que

H (Bn | An) = H (B | An) +H
(
T−1

(
Bn−1

)
| B ∨ An

)

≤ H (B | A) +H
(
T−1

(
Bn−1

)
| T−1(An−1)

)

= H (B | A) +H
(
Bn−1 | An−1

)

≤ 2H (B | A) +H
(
Bn−2 | An−2

)

≤ nH (B | A)

Assim 1
n
H (Bn) ≤ 1

n
H (An) +H (B | A).

(f) É imediato a partir do item anterior.

(g) Como (T−1 (A))
n

= T−1 (An) e H (T−1 (B)) = H (B), temos que

H
((
T−1 (A)

)n)
= H

(
T−1 (An)

)
= H (An)

(h) Como
(∨k

i=0 T
−i (A)

)n

= An+k, segue que

h

(
T,

k∨

i=0

T−i (A)

)
= lim

n→∞

1

n
H
(
An+k

)
= lim

n→∞

1

n+ k
H
(
An+k

)
= h (T,A)

(i) É imediato a partir do item (g) da proposição 2.1.1.

Definimos a entropia métrica de um transformação mensurável T : X → X por

h (T ) = sup
A
h (T,A) (2.4)

com o supremo tomado sob todas as partições mensuráveis finitas de X.

O supremo na definição acima pode ser tomado com relação a famı́lias menores do que

a famı́lia de todas as partições mensuráveis, como veremos a seguir.

Definição 2.1.5. Uma famı́lia P de partições mensuráveis é dita suficiente com relação

a uma transformação mensurável T : X → X que preserva medida se

(i) para T não inverśıvel, o conjunto das partições subordinadas às partições da forma
∨k

i=0 T
−i(A) com k ∈ N e A ∈ P é densa no conjuto de todas as partições mensuráveis

com a métrica de Rokhlin, dada no corolário 2.1.2.

(ii) para T inverśıvel, o mesmo vale para partições subordinadas às partições da forma
∨k

i=−k T
k(A).
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Teorema 2.1.6. Se P é uma famı́lia suficiente de partições mensuráveis para T : X →
X, então h(T ) = supA∈Ph(T,A)

Demonstração: Seja C uma partição mensurável de X com Hµ(C) < ∞. Dado ǫ > 0,

tome A ∈ P e k ∈ N tais que

dR(A,B) = H(A | B) +H(B | A) < ǫ

para alguma partição B ≤ ∨k

i=0 T
−k(A) se T não é inverśıvel e B ≤ ∨k

i=−k T
k(A) se T é

inversivel. Assim, utilizando (f), (e) e (h) da proposição 2.1.4, temos

h(T, C) ≤ h(T,B) + ǫ ≤ h(T,
k∨

i=0

T−i(A)) + ǫ = h(T,A) + ǫ

Como ǫ é arbitrário, o Teorema segue

Como corolário, temos o importante Teorema de Kolmogorov-Sinai.

Corolário 2.1.7. Se A é uma partição geradora (ié, P = {A} é uma famı́lia suficiente)

para T : X → X então h(T ) = h(T,A).

Proposição 2.1.8. Sejam (X,µ) e (Y, ν) espaços de probabilidade, T : X → X e

S : Y → Y transformações mensuráveis que preservam medida.

(a) Se existe f : X → Y mensurável que preserva medida (f∗µ = ν) tal que S ◦ f = f ◦ T
então hν (S) ≤ hµ (T ).

(b) Se A ⊂ X é invariante para T e µ (A) > 0 então hµ (T ) = µ (A)hµA
(T )+µ (X\A)hµX\A

(T ),

onde µA é a probabilidade condicional em A.

(c) Se λ é outra probabilidade em X invariante para T então para qualquer t ∈ [0, 1] temos

que htµ+(1−t)λ (T ) = thµ (T ) + (1 − t)hλ (T ).

(d) hµ (Tm) = mhµ (T ). Se T for bijetiva e T−1 for mensurável e preservar µ então

hµ (T−1) = hµ (T ).

(e) Definindo T × S : X × Y → X × Y por (T × S) (x, y) = (T (x) , T (y)) e µ × ν a

medida produto em X × Y , temos que

hµ×ν (T × S) = hµ (T ) + hν (S)

.
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Demonstração: (a) Se B é uma partição de Y , então f−1 (B) = {f−1 (B) | B ∈ B} é

uma partição de X. Como f preserva medida, segue das definições de entropia de uma

partição e do fato que S◦f = f◦T queHµ (f−1 (B)) = Hν (B) e hµ (T, f−1 (B)) = hν (S,B).

Logo, para toda partição de Y , existe uma partição de X com a mesma entropia. Assim

hν (S) = sup
B
hν (S,B) = sup

B
hµ

(
T, f−1 (B)

)
≤ hµ (T ).

(b) Seja A uma partição mensurável. Sem perda de generalidade podemos supor que

B = {A,X\A} é uma partição com B ≤ A, pois caso contrário definimos uma nova

partição pondo A′ = A ∨ B. Agora como A é T -invariante, é imediato que Hµ (An) =

µ (A)HµA
(An) + µ (X\A)HµX\A

(An). E o resultado segue tomando-se os limites.

(c) É imediato aplicando-se o item (g) da proposição 2.1.1 à partição An.

(d) Primeiro observe que

1

n
Hµ

(
n−1∨

j=0

T−kj

(
k−1∨

i=0

T−i (A)

))
=

k

nk
Hµ

(
nk−1∨

j=0

T−j (A)

)

assim hµ

(
T k,
∨k−1

i=0 T
−i (A)

)
= khµ (T,A) e então khµ (T ) ≤ hµ

(
T k
)
.

Por outro lado, como A ≤ ∨k−1
j=0 T

−j (A), segue que hµ

(
T k,A

)
≤ hµ

(
T k,
∨k−1

i=0 T
−i (A)

)

e então hµ

(
T k,A

)
≤ khµ (T,A).

(e) Sejam A e B partições de X e Y e X = {X} e Y = {Y } partições triviais. Assim

A×B = {A×B |A ∈ A, B ∈ B} = (A×Y) ∨ (X × B). Além disso A×Y e X × B são

partições independentes. Logo

Hµ×λ(A× B) = Hµ×λ(A× Y) +Hµ×λ(X × B)

= Hµ(A) +Hλ(B)

Como (A × B)n = An × Bn, segue que hµ×λ(T × S,A × B) = hµ(T,A) + hλ(S,B) e

assim hµ(T ) + hλ(S) ≤ hµ×λ(T × S).

Por outro lado, a famı́lia das partições de X × Y da forma A×B, com A partição de

X e B partição de Y é suficiente com relação a qualquer transformação mensurável em

X × Y . Logo, utilizando o Teorema 2.1.6 temos hµ(T ) + hλ(S) = hµ×λ(T × S).
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2.2 Entropia Topológica

2.2.1 Definição de AKM (Adler, Konheim e McAndrew)

Seja (X, d) um espaço métrico compacto e α uma cobertura aberta de X. Definimos o

número da cobertura α, N (α), como sendo a menor cardinalidade de uma subcobertura

de α. Se α e β são coberturas de X, então definimos uma nova cobertura α ∨ β cujos

elementos são da forma A ∩B, com A ∈ α e B ∈ β. Denotamos por T−1 (α) a cobertura

cujos elementos são da forma T−1 (A), com A ∈ α. Essa cobertura é ainda uma cobertura

aberta, pois T é cont́ınua. Tendo isso definimos αn = α ∨ T−1 (α) ∨ . . . ∨ T−(n−1) (α).

Com esses ingredientes, definimos então a entropia topológica da transformação T com

relação à cobertura α por

h (T, α) = lim
n→∞

1

n
logN (αn) (2.5)

Para verificar que o limite utilizado nesta definição realmente existe, pelo Lema 2.1.3

basta verificar que a sequência logN (αn) é subaditiva, isto é, que logN (αn+m) ≤ logN (αn)+

logN (αm). Equivalentemente, basta ver que N (αn+m) ≤ N (αn) ·N (αm).

Para verificar essa desigualdade, obseve primeiro que se α e β são duas coberturas de

X, então N (α ∨ β) ≤ N (α) ·N (β). De fato, se α′ e β′ são subcoberturas de finitas de α e

β respectivamente, então # (α′ ∨ β′) ≤ #α′ ·#β′. Também é fácil ver que N (T−1 (α)) ≤
N (α).

Agora temos que

αn+m = α ∨ . . . ∨ T−(n−1) (α) ∨ T−n (α) ∨ . . . ∨ T−n−(m−1) (α)

= αn ∨ T−n
(
α ∨ . . . ∨ T−(m−1) (α)

)

= αn ∨ T−n (αm)

E então segue das observações feitas que

N
(
αn+m

)
≤ N (αn) ·N

(
T−n (αm)

)
≤ N (αn) ·N (αm) .

E finalmente temos a seguinte definição

Definição 2.2.1. A entropia topológica de uma transformação cont́ınua T : X → X,

onde X é um espaço métrico compacto, é dada por

htop (T ) = sup
α

h (T, α)
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com o supremo tomado sobre todas as coberturas abertas de X.

2.2.2 Definição de Bowen

Seja (X, d) um espaço métrico e T : X → X uma transformação uniformemente

cont́ınua. Para cada n ∈ N definimos dT
n (x, y) = max

0≤i≤n−1
d
(
T i (x) , T i (y)

)
. Essa é uma

métrica em X chamada de métrica dinâmica. Para essa métrica, temos o conceito de bola

dinâmica, que é dada por BT
n (x, ǫ) = {y ∈ X | dT

n (x, y) < ǫ}.

Definição 2.2.2. (a) Um subconjunto E ⊂ X é dito (n, ǫ)-separado se para todos x, y ∈
E, com x 6= y, dn (x, y) > ǫ.

(b) Dado K ⊂ X, um subconjunto F ⊂ X é dito (n, ǫ)-gerador de K se para todo x ∈ K

existe y ∈ F tal que dn (x, y) ≤ ǫ.

Informalmente falando, em um conjunto (n, ǫ)-separado, a órbita de dois pontos quais-

quer sempre se distanciam mais do que ǫ antes da n-ésima iterada de T . E F é um (n, ǫ)-

gerador de K se a órbita de qualquer ponto de K está a uma distância menor ou igual a

ǫ da órbita de algum ponto de F antes da n-ésima iterada de T .

Agora dado um subconjunto K ⊂ X compacto, denotamos por sT
n (ǫ,K) a maior car-

dinalidade de um conjunto (n, ǫ)-separado contido em K, e por rT
n (ǫ,K) a menor cardi-

nalidade de um conjunto que (n, ǫ)-gera K. Para medir a taxa de crescimento exponencial

dessa quantidade, definimos

sT (ǫ,K) = lim sup
n→∞

1

n
log sT

n (ǫ,K) (2.6)

e

rT (ǫ,K) = lim sup
n→∞

1

n
log rT

n (ǫ,K) (2.7)

observação: Quando não se fizer confusão, omitiremos T nas notações das definições

acima.

Lema 2.2.3. (a) rn (ǫ,K) ≤ sn (ǫ,K) ≤ rn

(
1
2
ǫ,K

)
<∞

(b) Se ǫ1 ≤ ǫ2 então r (ǫ1, K) ≥ r (ǫ2, K) e s (ǫ1, K) ≥ s (ǫ2, K)

Demonstração: (a) Se E é um conjunto (n, ǫ)-separado máximo em K, então ele (n, ǫ)-

gera K, pois caso contrário, deverá existir y ∈ K tal que dn (x, y) > ǫ para todo x ∈ E, e

logo {y} ∪ E será um conjunto (n, ǫ)-separado maior que E. Logo rn (ǫ,K) ≤ sn (ǫ,K).



SEÇÃO 2.2 • Entropia Topológica 24

Agora seja E um (n, ǫ)-separado em K e F um
(
n, 1

2
ǫ
)
-gerador de K. Então para

todo x ∈ E, existe g (x) ∈ F tal que dn (x, g (x)) ≤ 1
2
ǫ. Assim, se g (x) = g (y), então

dn (x, y) ≤ dn (x, g (x)) + dn (y, g (y)) ≤ ǫ. Como E é (n, ǫ)-separado, segue que x = y

quando g (x) = g (y). Assim, existe uma função injetora de E em F . Logo #E ≤ #F e

então sn (ǫ,K) ≤ rn

(
1
2
ǫ,K

)
.

(b) Se ǫ1 ≤ ǫ2 então conjuntos (n, ǫ1)-geradores são (n, ǫ2)-geradores. Logo rn (ǫ1, K) ≥
rn (ǫ2, K). Do mesmo modo, conjuntos (n, ǫ2)-separados são (n, ǫ1)-separados, e logo

sn (ǫ1, K) ≥ sn (ǫ2, K).

Definição 2.2.4. Seja T : X → X uma transformação uniformemente cont́ınua do

espaço métrico (X, d) e K ⊂ X compacto. Definimos

hd (T,K) = lim
ǫ→0+

rT (ǫ,K) = lim
ǫ→0+

sT (ǫ,K)

e então definimos a entropia topológica de T por

hd (T ) = sup{hd (T,K) |K ⊂ X, K compacto}

É importante observar que se K1 ⊂ K2 então hd(T,K1) ≤ hd(T,K2) e assim, se (X, d)

é compacto então hd (T,X) = hd (T ).

2.2.3 Equivalência das definições

Provaremos a seguir que, para o caso de um espaço métrico compacto, a definição de

entropia topológica dada por Bowen é equivalente àquela dada por AKM.

Considere então (X, d) um espaço métrico compacto e T : X → X uma trans-

formação cont́ınua (e logo uniformemente cont́ınua pela compacidade de X). Somente

nesta subseção iremos denotar por htop (T ) a entropia topógica definida por AKM e por

h∗ (T ) a entropia definida por Bowen. Com essas notações iremos provar o seguinte Teo-

rema:

Teorema 2.2.5. htop (T ) = h∗ (T ).

Dividiremos a prova em alguns lemas.

Lema 2.2.6. Se α é uma cobertura aberta de X e |α| = sup{diam (A) | A ∈ α} então

rn (|α|, X) ≤ N (αn).
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Demonstração: Os elementos de αn = α∨ . . .∨T−(n−1) (α) são da forma A0∩T−1 (A1)∩
. . . ∩ T−(n−1)

(
A(n− 1)

)
, com Ai ∈ α. Seja então β uma subcobertura de αn. Para cada

B ∈ β, tome x ∈ B e considere S o conjunto de todos esses pontos. Afirmamos que

S é um (n, ǫ)-gerador. De fato, seja y ∈ X e tome A0 ∩ . . . ∩ T−(n−1)
(
A(n− 1)

)
∈ β

contendo y. Tomando x ∈ S tal que x ∈ A0 ∩ . . . ∩ T−(n−1)
(
A(n− 1)

)
teremos que

d (T i (y) , T i (x)) < |α|, para todo i ∈ {0, ..., n− 1} pois T i (x) , T i (y) ∈ Ai.

Logo, para toda subcobertura β de α ∨ . . . ∨ T−(n−1) (α) existe um conjunto (n, |α|)-
gerador S com #β = #S. Assim N

(
α ∨ . . . ∨ T−(n−1) (α)

)
≥ rn (|α|, X)

Tomando logaritmos e limites, segue do lema acima que

lim sup
n→∞

1

n
log rn (|α|, X) ≤ lim

n→∞

1

n
logN

(
αn+1

)
= h (T, α) (2.8)

Lema 2.2.7. Se αǫ é uma cobertura de X formada por bolas de raio ǫ então N (αn
ǫ ) ≤

rn (ǫ,X).

Demonstração: Se S = {x1, . . . , xk} é um conjunto (n, ǫ)-gerador de X, então β =

{B(xi, ǫ) ∩ . . . ∩ T−(n−1) (B (T n−1(xi), ǫ)) | xi ∈ S} é uma subcobertura de αn
ǫ . De fato,

dado z ∈ X, existe xi ∈ S tal que d(T l(z), T l(xi)) < ǫ para 0 ≤ l ≤ n − 1, isto é,

z ∈ T−l
(
B
(
T l(xi), ǫ

))
para 0 ≤ l ≤ n− 1.

Logo, dado qualquer conjunto S que é (n, ǫ)-gerador de X, existe β uma subcobertura

de αn
ǫ = αǫ ∨ . . . ∨ T−(n−1)(αǫ) tal que #S = #β. Assim rn(ǫ,X) ≥ N(αn

ǫ ).

Novamente tomando logaritmos e limites temos que

h (T, αǫ) = lim
n→∞

1

n
logN

(
αn+1

ǫ

)
≤ lim sup

n→∞

1

n
log rn (ǫ,X) . (2.9)

Agora se αǫ é uma cobertura de X por bolas de raio ǫ então |αǫ| ≤ 2ǫ. Assim segue

de 2.8 e 2.9 que

lim sup
n→∞

1

n
log rn (2ǫ,X) ≤ h (T, αǫ) ≤ lim sup

n→∞

1

n
log rn (ǫ,X) (2.10)

e então, fazendo ǫ→ 0+ nas desigualdades acima,

h∗ (T ) = lim
ǫ→0+

lim sup
n→∞

1

n
log rn (ǫ,X) = lim

ǫ→0+
h (T, αǫ) . (2.11)
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Para completar a prova, basta demonstrar que

lim
ǫ→0+

h (T, αǫ) = sup{h (T, α) | α é cobertura aberta deX}

Lema 2.2.8. Para toda cobertura aberta β de X, existe ǫ > 0 tal que a cobertura αǫ

formada pelas bolas de raio ǫ satisfaz N (βn) ≤ N (αn
ǫ ).

Demonstração: Tome ǫ um número de Lebesgue da cobertura β. Então a cobertura αǫ

formada pelas bolas de raio ǫ satisfaz a desigualdade enunciada neste lema. De fato, se

A0∩T−1(A1)∩. . .∩T−n(An) é um elemento da cobertura αn+1
ǫ , então existem B0, . . . , Bn ∈

β tais que Ai ⊂ Bi para 0 ≤ i ≤ n. Consequentemente teremos A0 ∩ . . . ∩ T−n(An) ⊂
B0 ∩ . . . ∩ T−n(Bn).

Deste modo, para cada subcobertura α′ de αn+1
ǫ , existe uma subcobertura β′ de βn+1

tal que #β′ ≤ #α′, e assim segue que N(βn+1) ≤ N(αn+1
ǫ ).

Tomando logaritmos e limites na desigualdade do lema acima temos que

htop (T ) = sup
ǫ>0

h (T, αǫ) = lim
ǫ→0

h (T, αǫ) (2.12)

e logo, por 2.11 e 2.12, segue que htop (T ) = h∗ (T ), demonstrando o Teorema 2.2.5.

Um corolário útil dos lemas acima diz que se X é uma espaço métrico compacto,

então é posśıvel substituir os limites superiores da definição de entropia topológica dada

por Bowen por limites inferiores, isto é:

Corolário 2.2.9. Se (X, d) é espaço métrico compacto e T : X → X é uma transformação

cont́ınua então

h∗(T ) = htop(T ) = lim
ǫ→0

lim inf
n→∞

1

n
log rn(ǫ,X) = lim

ǫ→0
lim inf
n→∞

1

n
log sn(ǫ,X)

Demonstração: Primeiro observe que se α é uma cobertura de X por bolas de raio 2ǫ

e β é cobertura por bolas de raio ǫ/2 então os lemas 2.2.6 e 2.2.7 e a parte (a) do lema

2.2.3 fornecem que

N(αn) ≤ rn(2ǫ,X) ≤ sn(2ǫ,X) ≤ rn(ǫ,X) ≤ N(βn)



CAP. 2 • Entropia 27

e assim temos

h(T, α) ≤ lim inf
n→∞

1

n
log rn(2ǫ,X) ≤ lim inf

n→∞

1

n
log sn(2ǫ,X) ≤ h(T, β)

Tomando ǫ→ 0, o resultado então segue da equação 2.12.

2.2.4 Propriedades da Entropia Topológica

Apresentaremos a seguir as principais propriedades da Entropia Topológica de uma

transformação uniformemente cont́ınua T : X → X. No que segue, utilizaremos a

definição de Bowen (onde (X, d) é um espaço métrico não necessariamente compacto),

e quando necessário explicitaremos nas hipóteses a compacidade de X.

Definição 2.2.10. Sejam (X, d) e (Y, d′) espaços métricos. Uma transformação T : X →
X é um fator de uma transformação S : Y → Y se existe uma transformação cont́ınua e

sobrejetora f : Y → X tal que f◦S = T ◦f . A transformação f é dita uma semiconjugação

entre T e S.

Proposição 2.2.11. Se (X, d) e (Y, d′) são espaços métricos compactos e T : X → X é

um fator de S : Y → Y então hd (T ) ≤ hd′ (S)

Demonstração: Seja f : Y → X uma semiconjugação entre S e T . Como Y é com-

pacto, f é uniformemente cont́ınua, e assim temos que dado ǫ > 0 existe δ > 0 tal que

d(y1, y2) < δ ⇒ d′(f(y1), f(y2)) < ǫ para quaisquer y1, y2 ∈ Y . Assim, se {y1, . . . , yk} é

um conjunto (n, δ)-gerador de Y , então {f(y1), . . . , f(yk)} é um conjunto (n, ǫ)-gerador

de X. Com isso temos que rS
n(δ, Y ) ≥ rT

n (ǫ,X) e logo, tomando logaritmos e limites,

hd′(S) ≥ hd(T ).

Corolário 2.2.12. Sejam T : X → X e S : Y → Y transformações uniformemente

cont́ınuas, (X, d) compacto e f : X → Y cont́ınua e injetiva tal que f ◦ T = S ◦ f . Então

hd(T ) ≤ hd′(S)

Demonstração: Como X é compacto, a transformação T é um homeomorfismo de X so-

bre sua imagem f(X). Pela proposição 2.2.11 acima temos que hd(T,X) = hd′(S, f(X)).

Por outro lado, é claro que hd′(S, f(X)) ≤ hd′(S) e o resultado segue.
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Definição 2.2.13. Duas métricas d e d′ em X são uniformemente equivalentes se as

transformações identidade id : (X, d) → (X, d′) e id : (X, d′) → (X, d) são uniformemente

cont́ınuas.

Proposição 2.2.14. Se T : X → X é uniformemente cont́ınua e d e d′ são duas métricas

uniformemente equivalentes em X então hd (T ) = hd′ (T )

Demonstração: A demonstração segue as mesmas linhas da proposição acima. Dado

ǫ > 0, seja δ > 0 tal que d′(x, y) < δ ⇒ d(x, y) < ǫ para qualquer x ∈ X. Agora dado K

compacto, pela implicação acima temos que todo (n, δ)-gerador de K com respeito a d′

é um (n, ǫ)-gerador de K com respeito a d. Assim temos rn(ǫ,K, d) ≤ rn(δ,K, d′) e logo

hd(T,K) ≤ hd′(T,K). Com o mesmo argumento conseguimos a desigualdade contrária.

Proposição 2.2.15. Sejam (X, d) e (Y, d′) espaços métricos e T : X → X e S : Y → Y

transformações uniformemente cont́ınuas. Então:

(a) hd (Tm) = mhd (T ). Se X for compacto e T um homeomorfismo então hd (T−1) =

hd (T )

(b) Definindo T × S : X × Y → X × Y por (T × S) (x, y) = (T (x) , T (y)) e

d′′ ((x1, y1) , (x2, y2)) = max{d (x1, x2) , d
′ (y1, y2)}

temos que

hd′′ (T × S) ≤ hd (T ) + hd′ (S)

com a igualdade valendo se X ou Y é um espaço métrico compacto.

Demonstração: (a) Fixe m > 0. Então

dT m

n (x, y) = max
0≤i≤n−1

d(T im(x), T im(y)) ≤ max
0≤i≤m(n−1)

d(T i(x), T i(y)) = dT
mn−m+1(x, y)

e assim

BT
mn−m+1(x, ǫ) ⊂ BT m

n (x, ǫ)

Logo , para qualquer K compacto,

rT m

n (ǫ,K) ≤ rT
mn−m+1(ǫ,K) ≤ rT

mn(ǫ,K)

e assim, tomando logaritmos e limites, hd(T
m) ≤ m · hd(T ).



CAP. 2 • Entropia 29

Por outro lado, segue da continuidade uniforme da transformação T que dados m > 0

e ǫ > 0, existe δ > 0 tal que B(x, δ) ⊂ BT
m(x, ǫ) para qualquer x ∈ X. Assim temos que

BT m

n (x, δ) =
n−1⋂

i=0

T−im
(
B
(
T im(x), δ

))

⊂
n−1⋂

i=0

T−im
(
BT

m

(
T im(x), ǫ

))

=
n−1⋂

i=0

(
m−1⋂

j=0

T−im
(
T−j

(
B
(
T j
(
T im(x)

)
, ǫ
)))
)

=
n−1⋂

i=0

(
m−1⋂

j=0

T−(im+j)
(
B
(
T im+j(x), ǫ

))
)

=
nm−1⋂

k=0

T−k
(
B
(
T k(x), ǫ

))

= BT
mn(x, ǫ)

e então rT
mn(ǫ,K) ≤ rT m

n (δ,K) para qualquer K compacto. Tomando logaritmos e limite

segue então que m · hd(T ) ≤ hd(T
m), como queŕıamos.

Agora se T é inverśıvel, então BT
n (x, ǫ) = BT−1

n (T n−1(x), ǫ). Assim temos que, se X é

compacto, então rT
n (ǫ,X) = rT−1

n (ǫ,X) e logo hd(T ) = hd(T
−1).

(b) Considere K ⊂ X e L ⊂ Y compactos. Se E é uma conjunto (n, ǫ)-gerador de

K e F é (n, ǫ)-gerador de L então E × F é um (n, ǫ)-gerador de K × L. Assim temos

rT×S
n (ǫ,K × L) ≤ rT

n (ǫ,K) · rS
n(ǫ, L) e assim rT×S(ǫ,K × L) ≤ rT (ǫ,K) + rS(ǫ, L).

Agora tomando M ⊂ X × Y compacto e pondo K = πX(M) e L = πY (M), onde πX

e πY são as projeções de X × Y em X e Y respectivamente, teremos que M ⊂ K × L

e assim rT×S(ǫ,M) ≤ rT (ǫ,K) + rS(ǫ, L). Logo hd′′(T × S,M) ≤ hd(T,K) + hd′(S, L) e

assim

hd′′(T ×S) = sup
M⊂X×Y
compacto

hd′′(T ×S,M) ≤ sup
K⊂X

compacto

hd(T,K)+ sup
L⊂Y

compacto

hd′(S, L) = hd(T )+hd′(S)

Se X for compacto (o caso Y compacto é idêntico), então qualquer subconjunto com-

pacto de X × Y é um subconjunto de X × L para algum L ⊂ Y compacto (basta por

L = πY (M). Assim temos que

hd′′(T × S) = sup
L⊂Y

compacto

hd′′(T × S,X × L) (2.13)
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Agora seja E um conjunto (n, ǫ)-separado em X e F um (n, ǫ)-separado em L ⊂ Y .

Então E × F é (n, ǫ)-separado em X × L. Segue então que sT×S
n (ǫ,X × L) ≥ sT

n (ǫ,X) ·
sS

n(ǫ, L) e assim

sT×S(ǫ,X × L) ≥ lim sup
n→∞

1

n

[
log sT

n (ǫ,X) + log sS
n(ǫ, L)

]

≥ lim inf
n→∞

1

n
log sT

n (ǫ,X) + lim sup
n→∞

sS
n(ǫ, L)

Tomando ǫ→ 0 temos, utilizando o corolário 2.2.9, que

hd′′(T × S,X × L) ≥ hd(T ) + hd′(S, L) (2.14)

e a proposição segue de 2.13 e 2.14.

Observação 2.2.16. A segunda parte do item (a) da proposição acima não é verdadeira

se X não for compacto. Um contra exemplo simples se dá pondo T : R → R dada

por T (x) = 2x. T é uma função uniformemente cont́ınua da reta e, pelos resultados do

caṕıtulo 3 sobre entropia de transformações lineares, temos que h(T ) = log 2 enquanto

que T−1 = 1
2
x tem entropia h(T−1) = 0.

Observação 2.2.17. Existem exemplos onde vale a desigualdade estrita hd′′ (T × S) <

hd (T ) + hd′ (S) na proposição acima. Um exemplo pode ser encontrado no artigo de P.

Hulse, [6].

2.3 Prinćıpio Variacional na Entropia

O prinćıpio variacional da entropia fornece a principal relação entre a entropia topológica

e a entropia métrica. Ele estabelece que a entropia topológica de uma transformação

cont́ınua num espaço métrico compacto é o supremo das entropias métricas tomado sobre

todas as probabilidades invariantes para essa transformação.

Ainda hoje existem pesquisas para se saber sobre quais condições esse supremo é

atingido e encontrar tais medidas. As medidas que satisfazem essa condição são chamadas

de medidas de entropia máxima. Mais a frente (caṕıtulo 3) apresentaremos o con-

ceito definido por Bowen de medida homogênea para uma transformação cont́ınua e

mostraremos que essa é uma medida de entropia máxima.
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O objetivo desta seção é provar o Prinćıpio Variacional da Entropia. Esse resultado

nos ajudará a calcular a entropia topológica de algumas transformações nos Espaços Pro-

jetivos (caṕıtulo 4) apenas caracterizando seus pontos recorrentes. Apresentaremos nesta

seção uma demonstração devida a Misiurewicz.

Lema 2.3.1. Seja (X, d) espaço métrico compacto e µ ∈ M (X). Então para todo δ > 0,

existe uma partição mensurável A = {C1, ..., Ck} tal que diam (Ci) < δ e µ (∂Ci) = 0

Demonstração: Primeiro observe que dado δ > 0 existe δ′ com 0 < δ′ < δ tal que

µ (∂B (x, δ′)) = 0. De fato,
⋃

δ′∈(0,δ)

∂B (x, δ′) é uma união disjunta, não enumerável, com

medida finita, e logo deve existir δ′ tal que µ (∂B (x, δ′)) = 0.

Considere então {B1, ..., Bk} uma cobertura finita de X por bolas de raio menor

que δ/2 e tal que µ (∂Bi) = 0. Pondo C1 = B1 e Ci = Bi\
⋂

0≤j≤i−1

Bj temos que

A = {C1, ..., Ck} é uma partição como no enunciado.

Lema 2.3.2. Seja (X, d) um espaço métrico compacto. Se µn é uma sequência de proba-

bilidades sobre os borelianos de X que converge (na topologia fraca∗) para a probabilidade

µ, então para todo boreliano A com µ (∂A) = 0 temos que limn→∞ µn (A) = µ (A).

Demonstração: Primeiro mostraremos que se F é um conjunto fechado então lim supµn (F ) ≤
µ (F ). Tomando complementares, temos da desigualdade acima que lim inf µn (A) ≥ µ (A)

se A é aberto.

Para mostrar isso, seja F fechado e defina, para cada m ∈ N, a função

fm (x) = g (m · d (x, F ))

onde d (x, F ) = sup{d (x, y) | y ∈ F} e g é definida por

g (t) =

{
1 − t, 0 ≤ t ≤ 1

0, t ≥ 1

DefinindoBm = {x ∈ X|d (x, F ) < 1/m} temos que
⋂

m∈N

Bm = F e logo limm·→∞ µ (Bm) =

µ (F ). Observe ainda que χF ≤ fm, onde χF é a função caracteŕıstica do conjunto F .
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Assim temos:

lim sup
n

µn (F ) ≤ lim sup
n

∫
fmdµn =

∫
fmdµ ≤ µ (Bm)

e logo lim supn µn (F ) ≤ limm→∞ µ (Bm) = µ (F ).

Agora a desigualdade lim supµn (A) ≤ lim supµn

(
A
)
≤ µ

(
A
)

= µ (A) junto com

lim inf µn (A) ≥ lim inf µn (A◦) ≥ µ (A◦) = µ (A) implicam que limn→∞ µn (A) = µ (A).

Segue do lema acima que se A é uma partição mensurável de X por conjuntos de

fronteira com medida µ nula, e µn é uma sequência de probabilidades convergindo (na

topologia fraca∗) para µ, então limn→∞Hµn
(A) = Hµ (A).

Lema 2.3.3. Seja (X, d) um espaço métrico, T : X → X cont́ınua e En ⊂ X um conjunto

(n, ǫ)-separado. Seja δx a medida de Dirac suportada em x (ié, δx (A) = 1 → x ∈ A).

Defina as seguintes probabilidades

νn :=
1

#En

∑

x∈En

δx ,

µn :=
1

n

n−1∑

i=0

T i
∗νi

Então existe um ponto de acumulação de {µn} (na topologia fraca∗) que é T -invariante

e satisfaz

lim sup
1

n
log #En ≤ hµ (T )

Demonstração: Seja nk uma sequência de ı́ndices tal que

lim
nk→∞

1

nk

log #Enk
= lim sup

n→∞

1

n
log #En

e seja µ um ponto de acumulação qualquer da sequência µnk
(que existe pois M(T ) é

um conjunto compacto na topologica fraca∗). Então µ é T -invariante pois T∗µn − µn =
1
n
(T n

∗ νn − νn) e limn→∞
1
n
(T n

∗ νn − νn) = 0 pois νn são probabilidades e assim se µ =

lim
nk→∞

µnk
então T∗µ = limnk→∞ T∗µnk

= limnk→∞ µnk
= µ.
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Para mostrar a desigualdade do lema, seja ǫ > 0 considere A = {C1, . . . , Ck} uma

partição de X com diam(Ci) < ǫ e µ(∂Ci) = 0 para 1 ≤ i ≤ k. Então cada elemento C de

An contém no máximo um elemento de En pois como diam(Ci) < ǫ quaisquer dois pontos

de C não podem ser (n, ǫ)-separados. Assim existem exatamente #En elementos em An

com medida νn igual a 1
#En

. Logo temos que Hνn
(An) = log #En.

Agora fixe n e q tais que 0 < q < n. Para cada k, 0 ≤ k < q defina a(k) =
[

n−k
q

]
, isto

é, a(k) é a parte inteira do número n−k
q

. Pondo

S = {0, 1, . . . , k, k + a(k)q + 1, . . . , n− 1}

conseguimos uma partição do conjunto {0, 1, 2, . . . , n− 1} na seguinte união disjunta:

{0, 1, 2, . . . , n− 1} = {k + rq + i | 0 ≤ r ≤ a(k) − 1, 0 < i ≤ q} ∪ S

Observe ainda que #S ≤ 2q. De fato temos que #S = n− a(k)q ≤ k + q ≤ 2q.

Assim temos

An =
n−1∨

j=0

T−j(A) =




a(k)−1∨

r=0

T−(k+rq) (Aq)



 ∨
(
∨

i∈S

T−i(A)

)

e então, utilizando os itens (e) e (a) da Proposição 2.1.1 segue que

log #En = Hνn
(An) ≤

a(k)−1∑

r=0

Hνn

(
T−(k+rq)(Aq)

)
+
∑

i∈S

Hνn

(
T−i(A)

)

≤
a(k)−1∑

r=0

HT k+rq
∗νn

(Aq) + 2q log #A

Da desigualdade acima temos que

q log #En =

q−1∑

k=0

Hνn
(An) ≤

q−1∑

k=0




a(k)−1∑

r=0

HT k+rq
∗νn

(Aq) + 2q log #A





≤
n−1∑

i=0

HT i
∗νn

(Aq) + 2q2 log #A

≤ nHµn
(Aq) + 2q2 log #A

onde a última desigualdade segue do item (g) de 2.1.1. E com isso conclúımos que

lim sup
1

n
log #En ≤ lim

nk→∞

1

q
Hµnk

(Aq) =
1

q
Hµ(Aq)
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e assim

lim sup
1

n
log #En ≤ hµ(T,A) ≤ hµ(T )

E finalmente temos o prinćıpio variacional da entropia

Teorema 2.3.4. Seja (X, d) um espaço métrico compacto e T : X → X cont́ınua. Então

hd (T ) = sup
µ∈M(T )

hµ (T ) .

Demonstração: Seja C = {C1, . . . , Ck} uma partição de X. Como X é um espaço

métrico, uma medida µ nos borelianos de X é regular e assim µ(Ci) = sup{µ(B) | B ⊂
Ci fechado}. Com isso podemos tomar uma partição B = {B0, B1, . . . , Bk}, com B0 =

X\∪k
i=0Bi tal que cada Bi é um fechado contido em Ci e H(C |B) < 1. Assim temos pelo

item (e) da Proposição 2.1.4 que

hµ(T, C) ≤ hµ(T,B) +Hµ(C | B) ≤ hµ(T,B) + 1

Ponha α = {A1, . . . , Ak}, com Ai = B0 ∪ Bi. Como B0 ∪ Bi = X\ ∪j 6=i Bj e cada Bj

é fechado, temos que α é uma cobertura aberta de X. Por 2.1.1(a) temos que Hµ(Bn) ≤
log #Bn. Mas como #Bn ≤ #αn·2n, temos queHµ(Bn) ≤ log(#αn·2n) e então hµ(T,B) ≤
h(T, α) + log 2 ≤ hd(T ) + log 2. As desigualdades acima junto com 2.1.4(e) implicam que

hµ(T, C) ≤ hµ(T,B) +Hµ(C | B) ≤ hd(T ) + log 2 + 1

Assim temos que

hµ(T ) =
hµ(T n)

n
≤ hd(T

n) + log 2 + 1

n

e então hµ(T ) ≤ hd(T ).

Por outro lado,fixado ǫ > 0 e escolhendo para cada n ∈ N um conjunto En que é

(n, ǫ)-separado de cardinalidade máxima (#En = sT
n (ǫ,X)), temos pelo lema anterior que

lim sup
1

n
log sT

n (ǫ,X) ≤ hµ(T )

para alguma medida invariante µ ∈M(T ). Assim temos que sT (ǫ,X) ≤ sup
µ

hµ(T ) e logo

hd(T ) ≤ sup
µ

hµ(T ).
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2.4 Entropia e pontos recorrentes

Essa seção é apenas para observar que para se calcular a entropia de uma trans-

formação cont́ınua T : X → X, com (X, d) espaço métrico compacto e com base enu-

merável, basta restringir a transformação T ao fecho do conjunto dos pontos recorrentes.

De fato, é fácil ver que para calcular a entropia métrica de T com respeito a uma

medida invariante µ, basta calcular a entropia de T restrita ao suporte de µ. E pela

Proposição 1.2.5, um corolário da versão topológica do Teorema de recorrência de Poincaré,

o suporte de uma medida invariante µ está contido no fecho de conjunto dos pontos recor-

rentes. Assim, a observação desta seção segue do prinćıpio variacional da entropia.



CAPÍTULO 3

Entropia em Espaços Homogêneos

Neste caṕıtulo apresentamos uma fórmula geral para o cálculo da entropia de trans-

formações afins em Grupos de Lie. Como caso particular obtemos a clássica fórmula para

a entropia de endomorfismos no toro. Em seguida mostraremos como calcular a entropia

de algumas transformações em espaços homogêneos da forma G/Γ, com Γ um reticulado

uniforme. Isso nos fornecerá a entropia de algumas transformações interessantes, como

as provenientes da ação dos elementos do grupo simplético no grupo de Heisenberg que

fixam as coordenadas inteiras desse grupo.

3.1 Medidas T -homogêneas

Definição 3.1.1. Uma medida de Borel µ em X é dita T -homogênea se satisfaz as

seguintes condições:

(i) µ(K) <∞ se K é compacto;

(ii) µ(K) > 0 para algum K compacto;

(iii) Para todo ǫ > 0, existem números positivos δ e c tais que

µ(Bn(y, δ)) ≤ c · µ(Bn(x, ǫ))

para todos x, y ∈ X e n ∈ N.

36
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A partir de uma medida T -homogênea, definimos

k(µ, T ) = lim
ǫ→0

lim sup
n→∞

− 1

n
log µ(Bn(y, ǫ)) (3.1)

Como µ é T -homogênea, então a quantidade k(µ, T ) não depende de y. De fato, se x

é outro ponto de X, então dado ǫ > 0, existem c1, c2, δ1 e δ2, com δ2 < δ1 < ǫ tais que

para todo n ∈ N vale

c2 · µ(Bn(y, δ2)) ≤ c1 · µ(Bn(x, δ1)) ≤ µ(Bn(y, ǫ))

e logo

lim sup
n→∞

− 1

n
log µ(Bn(y, ǫ)) ≤ lim sup

n→∞
− 1

n
log µ(Bn(x, δ1)) ≤ lim sup

n→∞
− 1

n
log µ(Bn(y, δ2))

Assim, tomando ǫ→ 0, segue que

lim
ǫ→0

lim sup
n→∞

− 1

n
log µ(Bn(y, ǫ)) = lim

ǫ→0
lim sup

n→∞
− 1

n
log µ(Bn(x, ǫ))

Proposição 3.1.2. Seja T : X → X uma transformação uniformemente cont́ınua e µ

uma medida T -homogênea em X. Então hd(T ) = k(µ, T ). Mais ainda, se X é compacto,

µ(X) = 1 e µ é T -invariante então também vale que hµ(T ) = k(µ, T ). Em particular essa

é uma medida de entropia máxima.

Demonstração: Seja K compacto e U uma vizinhança de K com µ(U) <∞, que existe

pois X é localmente compacto e medidas de compactos são finitas.

Seja ǫ > 0 tal que B(K, ǫ) ⊂ U . Se E ⊂ K é um conjunto (n, ǫ)-separado então

∪x∈EB
T
n (x, 1

2
ǫ) é uma união disjunta contida em U . Tome δ e c > 0 tais que µ(Bn(y, δ)) ≤

c · µ(Bn(x, 1
2
ǫ)) para quaisquer x, y ∈ X e n ∈ N. Então

µ(Bn(y, δ)) · sn(ǫ,K) ≤ c · µ(Bn(x, ǫ/2)) · sn(ǫ,K)

≤ c · µ(U)

assim

lim sup
n

1

n
log sn(ǫ,K) ≤ lim sup

n

1

n
log

c · µ(U)

µ(Bn(y, δ))

= lim sup
n

− 1

n
log µ(Bn(y, δ))
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e consequentemente hd(T,K) ≤ k(µ, T ).

Por outro lado, seja K compacto com µ(K) > 0. Se F é um conjunto (n, δ)-gerador

de K então K ⊂ ∪x∈FBn(x, 2δ).

Dado ǫ > 0, tome δ e c tais que µ(Bn(x, 2δ)) ≤ c · µ(Bn(y, ǫ)) para todos x, y ∈ X e

n ∈ N. Assim temos

c · µ(Bn(y, ǫ)) · rn(δ,K) ≥ µ(Bn(x, 2δ)) · rn(δ,K)

≥ µ(K)

e do mesmo modo feito acima, tomando limites e logaritmos, conclúımos que hd(T,K) ≥
k(µ, T ).

Para provar a segunda parte da proprosição, suponha X compacto e µ T -invariante.

Então já sabemos pelo prinćıpio variacional que hµ(T ) ≤ hd(T ) = k(µ, T ).

Dado ǫ > 0, tome δ > 0 e c ≥ 1 tais que µ(Bn(x, δ)) ≤ c ·µ(Bn(y, ǫ)) para todos x, y ∈
X e n ∈ N. Seja A = {A1, . . . , Ar} uma partição mensurável de X com diam(Ai) < δ

Os conjuntos de An = A∨T−1(A)∨. . .∨T−(n−1)(A) são da forma AI := Ai0,i1,...,in−1 :=

∩n−1
k=0T

−k(Aik). Se x ∈ AI então AI ⊂ Bn(x, δ) e assim µ(AI) ≤ c · µ(Bn(y, ǫ)) para

quaisquer y ∈ X e n ∈ N. Assim temos

H(An) = −
∑

I=i0,...,in−1

µ(AI) log µ(AI)

≥ c · rn · log
1

c · µ(Bn(y, ǫ))

≥ log
1

c · µ(Bn(y, ǫ))

= − log c · µ(Bn(y, ǫ))

e assim h(T,A) = limn→∞
1
n
H(An) ≥ lim supn − 1

n
log µ(Bn(y, ǫ)), provando que hµ(T ) ≥

k(µ, T ) = hd(T ).

3.2 Entropia de transformações afins

Definição 3.2.1. Uma transformação T : G → G de um grupo G é dita afim se é a

composta de um endomorfismo com uma translação. Mais especificamente T = Rg ◦ A,

onde A : G→ G é um endomorfismo do grupo e Rg : G→ G é a aplicação Rg(x) = xg.
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Proposição 3.2.2. Seja G um grupo metrizável, localmente compacto com métrica in-

variante à direita d e T : G → G uma transformação afim. Então a medida de Haar

invariante à direita em G é T -homogênea.

Demonstração: Seja A : G → G endomorfismo e g ∈ G tal que T = Rg ◦ A. Como µ é

invariante a direita, é suficiente mostrar que BT
n (x, ǫ) = BA

n (e, ǫ) · x para qualquer x ∈ X,

pois assim teremos que µ(BT
n (x, ǫ)) = µ(BA

n (e, ǫ)), para quaisquer x, y ∈ X e n ∈ N.

Como BT
n (x, ǫ) = ∩n−1

k=0T
−k(B(T k(x), ǫ)), basta mostrar que

T−k(B(T k(x), ǫ)) = A−k(B(e, ǫ)) · x

para qualquer k ∈ N. Por indução, se k = 0 então a igualdade acima é obvia pois d é

invariante à direita. Agora

T−(k+1)(B(T k+1(x), ǫ)) = T−1(T−k(B(T k(T (x)), ǫ)))

= T−1(A−k(B(e, ǫ) · T (x)))

= A−1 ◦Rg−1(A−k(B(e, ǫ) · A(x)g))

= A−1(A−k(B(e, ǫ)) · A(x))

= A−(k+1)(B(e, ǫ)) · x

Como consequência dessa proposição, temos o corolário abaixo afirmando que a medida

de Haar para grupos compactos é uma medida de entropia máxima para os endomorfimos

sobrejetores desse grupo.

Corolário 3.2.3. Seja G um grupo compacto, d uma métrica invariante à direita e µ

a medida de Haar em G invariante à direita com µ(G) = 1. Se A : G → G é um

endomorfismo sobrejetor então

hµ(Rg ◦ A) = hµ(A) = k(µ,A) = hd(A)

Demonstração: A medida de Haar num grupo compacto é invariante para qualquer

endomorfismo sobrejetor do grupo. De fato, se µ é a medida de Haar invariante à direita
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e A : X → X é endomorfismo sobrejetor, então a medida definida por ν = A∗µ é uma

medida de Haar invariante à direita, pois ν(Cg) = µ(A−1(Cg)) = µ(A−1(CA(h))) =

µ(A−1(C)h) = µ(A−1(C)) = ν(C). Assim ν = A∗µ = µ pela unicidade da medida de

Haar.

Pelas proposições 3.1.2 e 3.2.2 acima segue imediatamente que hµ(A) = k(µ,A) =

hd(A).

A seguir apresentamos uma proposição que nos permitirá calcular a entropia de en-

domorfismos em Grupos de Lie conhecendo apenas a entropia dos homomorfismos corre-

spondentes na álgebra de Lie.

Proposição 3.2.4. Sejam N e M variedades diferenciais, T : N → N , S : M → M e

π : N → M mapas diferenciáveis que comutam (i.é. π ◦ T = S ◦ π). Considere µN uma

medida (diferenciável) em N que é T -homogênea com relação a uma métrica dN e µM

uma medida (diferenciável) em M que é S-homogênea com relação a uma métrica dM .

Se T (x) = x e π é um difeomorfismo local numa vizinhança U de x então k(µN , T ) =

k(µM , S).

Demonstração: Seja U1 ⊂ U uma vizinhança de x tal que T (U1) ⊂ U , U1 é compacto e

U1 ⊂ U . Considere ǫ tal que B(x, ǫ) ⊂ U1. Como π é difeomorfismo em U , existem aǫ e

bǫ tais que

B(π(x), aǫ) ⊂ π(B(x, ǫ)) ⊂ B(π(x), bǫ)

o que implica em

BS
n (π(x), aǫ) ⊂ π(BT

n (x, ǫ)) ⊂ BS
n (π(x), bǫ)

Como µN e µM são medidas diferenciáveis (provenientes de uma forma volume), π é

difeomorfismo em U e U1 ⊂ U é compacto, segue que existem constantes C1 e C2 tais que

para todo conjunto mensurável E ⊂ U1 vale

C1µM(π(E)) ≤ µN(E) ≤ C2µM(π(E))
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Assim temos que

C1 · µM(BS
n (π(x), aǫ)) ≤ C1 · µM(π(BT

n (x, ǫ)))

≤ µN(BT
n (x, ǫ))

≤ C2 · µM(π(BT
n (x, ǫ)))

≤ C2 · µM(BS
n (π(x), bǫ))

logo

lim sup
n

− 1

n
log µM(BS

n (π(x), aǫ)) ≥ lim sup
n

− 1

n
log µN(BT

n (x, ǫ))

≥ lim sup
n

− 1

n
log µM(BS

n (π(x), bǫ))

Tomando ǫ→ 0 conclúımos a proposição.

Corolário 3.2.5. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g. Considere A : G → G

um endomorfismo e dAe : g → g o homomorfismo na sua álgebra dado pela diferencial de

A na identidade. Se d é uma métrica invariante à direita em G então

hd(Rg ◦ A) = hd(A) = h(dAe)

Demonstração: Pela proposição 3.2.2 a medida de Haar em G é A-homogêna com

relação à métrica invariante à direita d em G, e a medida usual de Lebesgue em g é dAe-

homogênea com relação a qualquer norma em g. A aplicação exponencial exp : g → G é

um difeo local numa vizinhança de 0 ∈ g e satisfaz A ◦ exp = exp ◦dAe (ver B.5.3). Logo,

o corolário é imediato da proposição acima e da Proposição 3.1.2.

A seguir calcularemos a entropia topológica de transformações lineares explicitamente

a partir dos seus autovalores. Com a ajuda do corolário acima obteremos a entropia

topológica de qualquer transformação afim num grupo de Lie G.

Vejamos primeiramente a seguinte proposição.

Proposição 3.2.6. Seja M uma variedade diferencial de dimensão m e f : M → M

uma aplicação diferenciável. Se d é uma métrica em M determinada por uma métrica
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Riemanniana então

hd(f) ≤ max{0,m · log(sup
x∈M

‖df |TxM‖)}

Demonstração: Seja a = supx∈M ‖df |TxM‖. Suponha que a <∞ (o caso a = ∞ é óbvio).

Se a < 1, pela desigualdade do valor médio, temos que d(f(x), f(y)) ≤ a · d(x, y) e logo f

não expande distâncias, implicando que os conjuntos (1, ǫ)-geradores são (n, ǫ)-geradores

para todo n ∈ N. Assim hd(f) = 0.

Suponha então que 1 < a < ∞. Seja K ⊂ M compacto e ǫ > 0. Considere ‖ ‖m a

norma do máximo em R
m e B(0, r) a bola em R

m nessa norma. Escolha agora sistemas

de coordenadas ϕ1, . . . , ϕr : B(0, 1/2) → M em M de forma que K ⊂ ∪r
i=1ϕi(B(0, 1/2)).

Tome c tal que d(ϕi(p), ϕi(q)) ≤ c · ‖p− q‖m para todos p, q ∈ B(0, 1/2) e 1 ≤ i ≤ r.

Agora para cada δ ∈ (0, 1), ponha E(δ) = {(k1δ, . . . , kmδ) ∈ R
m |ki ∈ Z e kiδ < 1/2}.

Então #E(δ) ≤ (1/δ)m e qualquer ponto de B(0, 1/2) está a uma distância ≤ δ de algum

ponto de E(δ).

O conjunto F (δ) = ∪r
j=1ϕj(E(δ)) é (n, anbδ)-gerador de K. De fato, seja x = ϕi(p) ∈

K com p ∈ B(0, 1/2) e considere q ∈ E(δ) tal que ‖p− q‖ ≤ δ. Ponha y = ϕi(q) ∈ F (δ).

Se 0 ≤ k ≤ n então

d(fk(x), fk(y)) ≤ ak · d(x, y)
≤ an · d(ϕi(p), ϕi(q))

≤ an · c · ‖p− q‖
≤ an · c · δ

Agora dado ǫ > 0, ponha δ =
ǫ

an · c . Assim

rn(ǫ,K) ≤ #F (δ) ≤ r ·
(

1

δ

)m

= r ·
(
an · c
ǫ

)m

=
an·m · r
c · ǫ

e logo rf (ǫ,K) ≤ m · log a, como queŕıamos.

Corolário 3.2.7. Seja T : R
m → R

m uma transformação linear e λ o autovalor de maior

módulo. Então

hd(T ) ≤ max{0,m log |λ|}
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Demonstração: hd(T ) = 1
n
hd(T

n) ≤ 1
n

max{0,m log ‖T n‖} = max{0,m log ‖T n‖ 1
n}. E

como limn→∞ ‖T n‖ 1
n = |λ|, segue que hd(T ) ≤ max{0,m log |λ|}.

Proposição 3.2.8. Seja T : R
m → R

m uma transformação linear e λ1, . . . , λm seus

autovalores (possivelmente repetidos). Então

hd(T ) =
∑

|λi|>1

log |λi|

Demonstração: Pela decomposição de Jordan do operador T , conseguimos uma decom-

posição R
m = E1 × . . . × Ek, onde cada Ej é invariante por T e cada Tj = T |Ej

tem

todos os autovalores com módulo αj. Então podemos escrever T = T1 × . . .× Tk. Assim,

pela parte (b) da proposição 2.2.15 segue que hd(T ) ≤∑k

j=1 hd(Tj). Pelo corolário 3.2.7

acima, hd(Tj) ≤ max{0, dimEj logαj}, e logo hd(T ) ≤∑|λi|>1 log |λi|.
Para a outra desigualdade, considere o subspaço V de R

m formado pelo produto dos

subspaços Ej tais que αj > 1 e µ a medida de Lebesgue em V . Então pelas proposições

3.1.2 e 3.2.2, segue que hd(T |V ) = k(µ, T |V ). Mas como B
T |V
n (0, ǫ) ⊂ (T |V )−n(B(0, ǫ)),

segue que

µ(BT |V
n (0, ǫ)) ≤ µ((T |V )−n(B(0, ǫ)))

= µ(B(0, ǫ)) · | det(T |V )−n|

=
µ(B(0, ǫ))

| detT |V |n

e assim

hd(T ) ≥ hd(T |V ) = k(µ, T |V ) ≥ log | detT |V | =
∑

|λj |>1

log |λj|

Temos a seguir, como resultado imediato das proposições acima, uma fórmula para o

calculo da entropia topológica de transformações afins num grupo de Lie.

Corolário 3.2.9. Seja G grupo de Lie, A : G → G um endomorfismo e λ1, . . . , λm os

autovalores do homomorfismo dAe : g → g. Se d é uma métrica invariante à direita em
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G então

hd(Rg ◦ A) = hd(A) =
∑

|λj |>1

log |λj|

Demonstração: É consequência imediata do corolário 3.2.5 e da proposição 3.2.8.

3.3 Entropia em Espaços Homogêneos

Para começar o estudo da entropia em espaços homogêneos, vejamos a seguinte proposição

que fornece uma relação entre a entropia de um transformação num fibrado em termos

da transformação induzida na base.

Proposição 3.3.1. Sejam (X, d) e (Y, d′) espaços métrico compactos, T : X → X,

S : Y → Y e π : X → Y transformações cont́ınuas com π sobrejetora e π ◦ T = S ◦ π.
Então

hd(T ) ≤ hd′(S) + sup
y∈Y

hd(T, π
−1(y))

Demonstração: Suponha que a = supy∈Y hd(T, π
−1(y)) <∞ (o caso a = ∞ é trivial) e

seja ǫ > 0. Fixado α > 0, para cada y ∈ Y escolha um número m(y) ∈ N tal que

a+ α ≥ hd(T, π
−1(y)) + α ≥ 1

m(y)
log rT

m(y)(ǫ, π
−1(y)) (3.2)

Esse número existe pois rT (ǫ, π−1(y)) = lim sup
n→∞

1

n
log rT

n (ǫ, π−1(y)) cresce quando ǫ de-

cresce e hd(T, π
−1(y)) = limǫ→0 rT (ǫ, π−1(y)).

Para cada y ∈ Y seja Ey ⊂ X um conjunto (m(y), ǫ)-gerador minimal de π−1(y), i.é.,

com rT
m(y)(ǫ, π

−1(y)) elementos. Então Uy = ∪z∈Ey
BT

m(y)(z, 2ǫ) é uma vizinhança aberta de

π−1(y) e contém ∩γ>0π
−1(B(y, γ)). Assim, temos que (X\Uy)∩ (∩γ>0π

−1(B(y, γ))) = ∅ e

então, pela propriedade da intersecção finita em conjuntos compactos, existeWy = B(y, γ)

tal que π−1(Wy) ⊂ Uy.

Considere Wy1 , . . .Wyr
uma cobertura de Y e δ seu número de Lebesgue. Seja En um

conjunto (n, δ)-gerador de Y com rS
n(δ, Y ) elementos. Para cada x ∈ En e 0 ≤ j ≤ n,

escolha um cj(x) ∈ {y1, . . . , yr} tal que B(Sj(x), δ) ⊂ Wcj(x).
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Construa, para cada x ∈ En, a seguinte sequência por indução

t0(x) = 0

ts+1(x) = ts(x) +m(cts(x)(x))

e pare quando tq+1(x) ≥ n. Escreva q = q(x) para expressar que q depende x.

Para x ∈ En, z1 ∈ Ect1(x)(x), . . . , zq(x) ∈ Ectq(x)(x), defina

V (x; z1, . . . , zq(x)) = {u ∈ X | d(T t+ts(x)(u), T t(zs)) < 2ǫ ,

para todo 0 ≤ t ≤ m(cts(x)(x)) e 0 ≤ s ≤ q(x)}

• Afirmação 1:
⋃

(x;z1,...,zq(x))

V (x; z1, . . . , zq(x)) = X

De fato, dado u ∈ X, tome x ∈ En que (n, δ)-acompanha π(u). Fixado s, 0 ≤ s ≤ q(x),

temos que 0 ≤ ts(x) ≤ n− 1 e então d′
(
Sts(x)(π(u)), Sts(x)(x)

)
< δ. Dáı segue que

π(T ts(x)(u)) = Sts(x)(π(u)) ∈ B(Sts(x)(x), δ) ⊂ Wcts(x)

e assim

T ts(x)(u) ∈ π−1(Wcts(x)(x)) ⊂ Ucts(x)(x) =
⋃

z∈Ects(x)(x)

BT
m(cts(x)(x))(z, 2ǫ)

Logo existe zs ∈ Ects(x)(x) tal que d
(
T j(T ts(x)(u)), T j(zs)

)
< 2ǫ para 0 ≤ t < m(cts(x)(x)),

demonstrando a afirmação.

Agora se F é um conjunto (n, 4ǫ)-separado então F∩V (x; z1, . . . , zq(x)) tem no máximo

um elemento, pois para quaisquer dois pontos u, v ∈ V (x; z1, . . . , zq(x)) temos que

d
(
T t(T ts(x)(u)), T t(T ts(x)(v))

)
< 4ǫ se 0 ≤ t < m(cts(x)(x)) e 1 ≤ s ≤ q(x)

e assim, d(T j(u), T j(v)) < 4ǫ para j ∈ {0, 1, . . . , n} ⊂ {t+ts(x)|0 ≤ t < m(cts(x)(x)) e 1 ≤
s ≤ q(x)}.

Como #Ects(x)(x) = rm(cts(x)(x))(ǫ, π
−1(cts(x)(x))) temos que para cada x ∈ En, a quan-

tidade máxima de q(x)-uplas é

Nx =

q(x)∏

s=0

#Ects(x)(x)
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e então

logNx =

q(x)∑

s=0

log #Ects(x)(x) ≤ (a+ α)

q(x)∑

s=0

m(cts(x)(x)) . (3.3)

Agora observe que tq(x) =

q(x)−1∑

s=0

m(cts(x)(x)) e então, pondoM = max{m(y1), . . . ,m(yr)}

temos que
q(x)∑

s=0

m(cts(x)(x)) = tq(x) +m(ctq(x)(x)(x)) ≤ n+M . (3.4)

Segue então das desigualdades 3.3 e 3.4 que logNx ≤ (a + α)(n + M) e assim Nx ≤
e(a+α)(n+M). A partir dessa desigualdade e lembrando que para cada x ∈ En os conjuntos

V (x; z1, . . . , zq(x)) tem no máximo um elemento de qualquer conjunto (n, 4ǫ)-separado

temos que

sT
n (4ǫ,X) ≤ #En · e(a+α)(n+M)

Deste modo segue que

1

n
log sT

n (4ǫ,X) ≤ 1

n
log #En +

1

n
(a+ α)(n+M)

e assim

lim sup
1

n
log sT

n (4ǫ,X) ≤ rS(δ, Y ) + a+ α ≤ hd′(S) + a+ α

Tomando ǫ→ 0 na desigualdade acima e como α é arbitrário, temos então

hd(T ) ≤ hd′(S) + a

Observação 3.3.2. A hipótese da compacidade na proposição acima é necessária. Em

[16], Ssembatya constrói um exemplo de uma transformação uniformemente cont́ınua T

com entropia positiva mas que hd′(S) = supy∈Y hd(T, π
−1(y)) = 0.

Considere agora (X, dX), (Y, dY ) e (G, dG) espaços métricos compactos, π : X → Y

uma aplicação cont́ınua e sobrejetora e p : X×G→ X uma aplicação cont́ınua, denotada

por p(x, g) = xg e com as seguintes propriedades:

(i) π−1(π(x)) = xG = p(x,G)

(ii) xg = xg′ ⇒ g = g′



CAP. 3 • Entropia em Espaços Homogêneos 47

Sejam ainda T : X → X, S : Y → Y e τ : G→ G aplicações cont́ınuas e suponha que

T é uma (G, τ)-extensão de S, isto é, S ◦π = π ◦T e T (xg) = T (x)τ(g) para todos x ∈ X

e g ∈ G. Com essas hipóteses temos a seguinte proposição

Proposição 3.3.3. hdX
(T ) = hdY

(S) + hDG
(τ)

Demonstração: Mostraremos primeiro que hdX
(T, π−1(y)) ≤ hdG

(τ) para todo y ∈ Y .

Para isso, fixe y ∈ Y , z ∈ π−1(y) e ǫ > 0. Pela continuidade uniforme de p, escolha δ > 0

tal que dX(xg, xg′) < ǫ se dG(g, g′) < δ.

Se En é uma conjunto (n, δ)-gerador de G com respeito a τ , então zEn é um (n, ǫ)-

gerador de π−1(y) = π−1(π(z)) = zG com respeito a T . De fato, se d
(
τ k(g), τ k(g′)

)
<

δ então dX

(
T k(zg), T k(zg′)

)
= d

(
T k(z)τ k(g), T k(z)τ k(g′)

)
< ǫ. Logo rT

n (ǫ, π−1(y)) ≤
rτ
n(δ,G) e assim hdX

(T, π−1(y)) ≤ hdG
(τ). Pela proposição anterior 3.3.1, segue que

hdX
(T ) ≤ hdY

(S) + hdG
(τ).

Por outro lado, dado ǫ > 0, existe δ tal que:

(a) dX(x, z) ≤ δ ⇒ dY (π(x), π(z)) ≤ ǫ e

(b) dG(g, g′) > ǫ⇒ dX(xg, xg′) > δ para qualquer x ∈ X

A afirmação (a) segue da continuidade uniforme de π. Agora para ver que vale

(b), supondo o contrário temos que existem sequências xn ∈ X e gn, g
′
n ∈ G tais que

dG(gn, g
′
n) > ǫ mas dX(xngn, xng

′
n) → 0. Passando a subsequências se necessário, pode-

mos supor que xn → x, gn → g e g′n → g′. Com isso teremos que dX(xg, xg′) = 0

(xg = xg′) mas dG(g, g′) ≥ ǫ (g 6= g′), contradizendo a hipótese (ii) feita acima. Logo,

também existe δ de forma que (b) é valida.

Tome agora Gn um conjunto (n, ǫ)-separado em G com respeito a τ e Yn um conjunto

(n, ǫ)-separado em Y com respeito a S. Escolha Xn ⊂ X tal que π fornece uma bijeção

entre Xn e Yn. Temos então que

• Afirmação : XnGn é um conjunto (n, δ)-separado em X com respeito a T

De fato, sejam xg 6= x′g′ dois elementos de XnGn. Supondo primeiro que x 6= x′, pela

escolha de Xn temos que π(x) 6= π(x′). Logo existe k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} tal que

dS

(
π
(
T k(xg)

)
, π
(
T k(x′g′)

))
= dS

(
Sk (π(xg)) , Sk (π(x′g′))

)

= dS

(
Sk (π(x)) , Sk (π(x′))

)

> ǫ
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e por (b) acima, temos que dX

(
T k(xg), T k(x′g′)

)
> δ. Agora se x = x′ então g 6= g′. Então

existe k ∈ {0, 1, . . . , n − 1} tal que dG

(
τ k(g), τ k(g′)

)
> ǫ e assim, por (a) acima, segue

que dX

(
T k(xg), T k(x′g′)

)
= dX

(
T k(x)τ k(g), T k(x)τ k(g′)

)
> δ. Como isso conclúımos que

XnGn é (n, δ)-separado em X com respeito a T .

Deste modo segue que sT
n (δ,X) ≥ sS

n(ǫ, Y ) · sτ
n(ǫ, G) e, tomando logaritmos e limites

inferiores temos

lim inf
1

n
log sT

n (δ,X) ≥ lim inf
1

n
log sS

n(ǫ, Y ) + lim inf
1

n
log sτ

n(ǫ, G)

Como X, Y e G são compactos, tomando ǫ → 0 e utilizando o corolário 2.2.9 segue

que hdX
(T ) ≥ hdY

(S) + hDG
(τ).

Agora suponha que G é um grupo localmente compacto e metrizável. Seja d uma

métrica invariante à direita e µ a medida de Haar invariante à direita. Considere Γ um

reticulado uniforme em G, isto é, Γ é um subgrupo discreto de G de forma que o espaço

homogêneo G/Γ é compacto.

Seja A : G → G um endomorfismo e T : G → G a transformação afim dada por

T (x) = g · A(X). Se A preserva Γ, isto é, se A(Γ) ⊂ Γ, então fica bem definida uma

transformação no quociente a partir da transformação afim T . Basta definir S : G/Γ →
G/Γ pondo S(xΓ) = T (x)Γ = g · A(x)Γ. Se π : G → G/Γ denota a projeção canônica,

então pela definição de S temos que S ◦ π = π ◦ T .

Como Γ é um subgrupo discreto de G, podemos definir uma medida µ∗ e uma métrica

d∗ em G/Γ a partir da medida µ e da métrica d de G. A medida em G/Γ fica definida

por µ∗(π(E)) = µ(E) se π|E é injetora, e a métrica é dada por d∗(xΓ, yΓ) = inf
h∈Γ

d(x, yh).

Teorema 3.3.4. A medida µ∗ é S-homogênea com relação à métrica d∗ e k(µ∗, S) =

k(µ, T ).

Demonstração: Como Γ é discreto, existe uma vizinhança N da identidade (que de-

notaremos por e) tal que N ∩ Γ = {e}. Assim, para cada x ∈ G, existe δ > 0 tal que

x−1B(x, 4δ) ∩ Γ = {e}.
• Afirmação 1: : Se y, z ∈ B(x, δ) = B(e, δ) · x então d∗(yΓ, zΓ) = d(y, z), ou seja, a

projeção π restrita à bola B(x, δ) é uma isometria.
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Por um lado é óbvio que d∗(yΓ, zΓ) ≤ d(y, z). Agora suponha que exista h ∈ Γ, com

h 6= e tal que d(y, zh) ≤ d(y, z). Então temos

d(x, xh) ≤ d(x, y) + d(y, zh) + d(zh, xh)

< δ + 2δ + δ = 4δ

e assim xh ∈ B(x, 4δ), ou seja, h ∈ x−1B(x, 4δ), contrariando a escolha de δ. Com isso

demonstra-se a afrimação.

Agora se yΓ ∈ B(xΓ, δ) então existe h ∈ Γ tal que d(x, yh) < δ e assim yΓ = yhΓ =

π(yh) ∈ π(B(x, δ)). Ou seja, π|B(x,δ) é uma isometria sobrejetora de B(x, δ) em B(xΓ, δ).

Observe ainda que para qualquer h ∈ Γ, π|B(xh,δ) também é uma isometria sobrejetora de

B(xh, δ) em B(xΓ, δ). Assim, para todo xΓ ∈ G/Γ, existe um δ = δ(xΓ) tal que π é uma

isometria sobrejetora de B(xh, δ) em B(xΓ, δ).

Considere então {B (x1Γ, δ(x1Γ)) , . . . , B (xrΓ, δ(xrΓ))} uma cobertura de G/Γ e seja ǫ

um número de Lebesgue dessa cobertura. Então para qualquer y ∈ G, π|B(y,ǫ) : B(y, ǫ) →
B(yΓ, ǫ) é uma isometria sobrejetora

Tome agora α > 0 tal que α < ǫ e T (B(y, α)) ⊂ B(T (y), ǫ) para todo y ∈ G.

• Afirmação 2: π
(
BT

n (y, α)
)

= BS
n (yΓ, α)

Por indução em n, temos que para n = 0 segue das afirmações acima. Suponha válido

o resultado para n− 1.

Se z ∈ BT
n (y, α) então d

(
T k(z), T k(y)

)
< α < ǫ para 0 ≤ k ≤ n, e logo d∗

(
Sk(zΓ), Sk(yΓ)

)
=

d∗
(
T k(z)Γ, T k(y)Γ

)
< α, ou seja, zΓ ∈ BS

n (yΓ, α). Assim π
(
BT

n (y, α)
)
⊂ BS

n (yΓ, α).

Por outro lado, seja zΓ ∈ BS
n (yΓ, α) ⊂ BS

n−1 (yΓ, α) = π
(
BT

n−1(y, α)
)
, onde a igual-

dade vale pela hipótese de indução. Tome h ∈ Γ tal que zh ∈ BT
n−1(y, α). Então zh

está em BT
n (y, α). De fato, supondo o contrário, temos que d (T n−2(zh), T n−2(y)) < α

e d (T n−1(zh), T n−1(y)) ≥ α. Mas T n−1(zh) = T (T n−2(zh)) ∈ B(T n−1(y), ǫ) (pela escolha

de α) e π é isometria emB (T n−1(y), ǫ). Logo d∗ (Sn−1(zΓ), Sn−1(yΓ)) = d (T n−1(zh), T n−1(y)) ≥
α, contradizendo o fato zΓ ∈ BS

n (yΓ, α). Logo zh ∈ BT
n (y, α) e assim BS

n (yΓ) ⊂
π(BT

n (y, α)).

Segue então dessa afirmação que µ∗(BS
n (yΓ, α)) = µ(BT

n (y, α)). Como µ é T -homogênea,

segue imediatamente dessa última igualdade que µ∗ é S-homogênea e que k(µ∗, S) =

k(µ, T ).



SEÇÃO 3.4 • Exemplos 50

3.4 Exemplos

Essa seção é destinada a dois exemplos que representam os teoremas acima. O primeiro

deles fornece a bem conhecida fórmula para o cálculo da entropia de endomorfismos no

Toro, e o segundo fornece exemplo para o Teorema 3.3.4.

Exemplo 3.4.1. Toda matriz A ∈ SL(n,Z) induz um automorfismo no toro T
n = R

n/Zn.

Esses são os chamados automorfimos lineares no toro. Pela Proposição 3.2.9, a entropia

desse automorfismo é dada por h(A) =
∑

|λi|>1 log |λi|, onde os λi são os autovalores de

A.

Essa entropia pode ser calculada sem o aux́ılio do Corolário 3.2.9. Na realidade,

o corolário estende para endomorfismos em qualquer grupo de Lie essa fórmula bem

conhecida para endomorfismos do Toro.

O exemplo a seguir ilustra o teorema 3.3.4

Exemplo 3.4.2. Seja V um espaço vetorial (real e de dimensão finita) e ω uma forma

simplética em V (ié, ω é uma forma bilinear, não-degenerada e antisimétrica). O grupo

simplético Sp(ω) é definido como o grupo das transformações lineares T : V → V que

preservam ω, isto é, ω(T (x), T (y)) = ω(x, y) para quaisquer x, y ∈ V .

O grupo de Heisenberg generalizado é definido por H = V ×R e o produto é dado por

(x, s) ∗ (y, t) = (x+ y, t+ s+ ω(x, y)).

Assim podemos definir uma ação canônica do grupo Simplético no grupo de Heisenberg

pondo

ϕ : Sp(ω) ×H −→ H

(T, (x, s)) 7−→ (T (x), s)

Como ω é uma forma bilinear, antisimétrica e não degenerada, existe uma base de V

tal que a matriz de ω com relação a essa base é J =

(
0 Idn

−Idn 0

)
. Em particular temos

que a dimensão de V é par.

Fixada essa base e identificando H com R
2n+1, podemos considerar o subconjunto HZ

de H formado pelos elementos que tem todas suas coordenadas inteiras. HZ é, de fato, um

subgrupo discreto de H, e seu quociente é difeomorfo ao toro T
2n+1 = R

2n+1/Z2n+1, logo

H/HZ é compacto. Assim, se T ∈ Sp(ω) é tal que T (HZ) ⊂ HZ, teremos pelo teorema
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3.3.4 que a entropia de T e da transformação induzida por ele no quociente H/HZ são

iguais.

Para que T deixe HZ invariante, basta que sua matriz na base escolhida anteriormente

tenha apenas entradas inteiras. E para que T preserve a forma simplética ω é necessário e

suficiente que TJT t = J . Pondo T=

(
A B

C D

)
, essa relação implica que ABt = (ABt)

t
,

ADt −BCt = Idn, CB
t −DAt = −Idn e CDt = (CDt)t.

Para dar um exemplo de tal transformação ponha B = 0. As relações acima implicam

que D = (A−1)
t
. Como CDt = (CDt)t, podemos tomar, por exemplo, C = −D. Como A

e A−1 devem ter coordenadas inteiras, basta tomar A ∈ SL(n,Z).

Tome então A=

(
2 1

1 1

)
. Assim A−1=

(
1 −1

−1 2

)
= (A−1)

t
. A matriz da trans-

formação T será dada por

T =





2 1 0 0

1 1 0 0

−1 1 1 −1

1 −2 −1 2





Para calcular a entropia da transformação T : H → H dada por T (x, s) = (T (x), s) e

da sua induzida no quociente H/HZ, basta calcular os autovalores da matriz acima. Eles

são dados por 3±
√

5
2

, cada um com multiplicidade 2. O autovalor de módulo maior do que

1 é 3+
√

5
2

. Logo a entropia dessa transformação no grupo de Heisenberg é dada por

h(T ) = 2 · log

(
3 +

√
5

2

)
.



CAPÍTULO 4

Entropia em Flags

Neste caṕıtulo iremos calcular a entropia de translações em variedades Flag. Como

notado no final do Caṕıtulo 2, podemos calcular a entropia de transformações restringindo-

as ao fecho do conjunto dos pontos recorrentes. Considerando a inclusão das variedades

Flag nos espaços Projetivos, reduzimos o cálculo da entropia de translações em variedades

Flag ao cálculo da entropia de transformações no espaço Projetivo induzidas pela ação do

grupo linear GL(n,R). Para o cálculo desse último necessitamos de uma caracterização

dos pontos recorrentes em espaços projetivos através da decomposição multiplicativa de

Jordan de operadores lineares.

4.1 Recorrência em Espaços Projetivos

Nesta seção iremos dar uma caracterização para os pontos recorrentes de transformações

nos espaços projetivos reais induzidas a partir de operadores lineares. Essa caracterização

é a chave fundamental para mostrar que tais sistemas dinâmicos têm entropia nula.

Consideramos o espaço projetivo RPn como o conjunto de todos os subpaços de di-

mensão 1 de R
n+1. Podemos identificá-lo com R

n+1 −{0}/ ∼, onde x ∼ y se existe λ 6= 0

tal que x = λy. Detotamos por [x] o conjunto das classes de equivalência do ponto x.

Um operador linear inverśıvel g ∈ GL(n + 1,R) induz uma tranformação no espaço

projetivo g̃ : RPn → RPn pondo g̃([v]) = [g(v)]. Um ponto [v] ∈ RPn é ponto fixo de g̃

52
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se, e só se, v é autovetor de g. Considerando a decomposição multiplicativa de Jordan do

operador g = heu, com h hiperbólico, e eliptico e u unipotente (ver apêndice A), cada

fator induz uma transformação em RPn. Posto isso, o resultado principal desta seção

mostra que os pontos recorrentes para esse tipo de transformação no espaço projetivo são

exatamente os pontos fixos das partes hiperbólica e unipotente.

A seguir daremos dois lemas que irão facilitar as contas posteriores com as matrizes.

Lema 4.1.1. Considere R
n+1 = V ⊕W e xn = vn + wn uma sequência com vn ∈ V e

wn ∈ W . Suponha que |vn| 6= 0 para todo n ∈ N e lim |wn|
|vn| = 0. Passando ao projetivo, se

a sequência [xn] ∈ RPn converge para [x] ∈ RPn então x ∈ V .

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor que |vn| = 1 e limwn = 0,

pois [xn] =
[

vn

|vn| + wn

|vn|

]
e wn

|vn| converge para zero. Agora como |vn| = 1, essa sequência

possui uma subsequência vnk
convergente. Se v = lim vnk

, então v ∈ V , pois subspaços

vetoriais são fechados. Assim [x] = limnk→∞[xnk
] = limnk→∞[vnk

+ wnk
] = [v]. Logo

x ∈ V .

Lema 4.1.2. Seja g : R
n → R

n um operador linear inverśıvel.

(a) Se ‖gn‖ converge para zero, então para todo v ∈ V , gnv converge para zero.

(b) Se g não possui a parte hiperbólica da decomposição multiplicativa de Jordan (ié, g

tem apenas autovalor de módulo 1), então para cada x 6= 0 em V , existe ǫ > 0 tal que

|gnx| > ǫ para todo n ∈ N.

Demonstração: (a) É consequência imediata da desigualdade |gnv| ≤ ‖gn‖|v|.
(b) Como g não tem parte hiperbólica, existe uma base de V onde a matriz de g nessa

base é o produto de uma matriz eĺıptica por uma triangular superior com 1 na diagonal.

Se u é triangular superior com 1 na diagonal e x 6= 0, então u fixa a última coordenada

não nula de x, isto é, se x = (x1, ..., xk, 0, ...0) com xk 6= 0, então a k-ésima coordenada

de ux é xk. Logo |ux| ≥ |xk| e, do mesmo modo, |unx| ≥ |xk| para todo n ∈ N.

Agora pondo g = eu, onde e é a parte eĺıptica da decomposição multiplicativa de

Jordan, temos que gn = enun. Mas como e é uma isometria (pois é ortogonal), temos

que |gnx| = |enunx| = |unx| ≥ |xk|.
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Ao colocar um operador g na sua forma de Jordan, obtemos uma decomposição de R
n

na soma Jα1 ⊕ ... ⊕ Jαk
onde cada Jαi

é um subespaço invariante por g e tal que todos

os autovalores do operador gi = g|Jαi
tem módulo αi. Além disso podemos supor que

α1 > α2 > ... > αk.

Teorema 4.1.3. Seja g ∈ GL(n + 1,R) e g = heu sua decomposição multiplicativa de

Jordan. Se [x] é ω-limite para g̃ de algum ponto em RPn então [x] é ponto fixo de h̃.

Demonstração: Seja [v] ∈ RPn tal que [x] ∈ ω([v]), isto é, existe uma subsequência

nj → ∞ tal que lim
nj→∞

g̃nj [v] = [x]. Escreva v = v1 + ... + vk, com vi ∈ Jαi
e seja l o

primeiro ı́ndice tal que vl 6= 0.

Olhando para a ação de
g

αl

em cada vi, com l ≤ i ≤ k temos que
gnj

α
nj

l

vi converge

para zero se l < i ≤ k ou é maior que um ǫ > 0 se i = l. De fato, se l < i ≤ k, os

autovalores de
gi

αl

tem módulo
αi

αl

< 1, e então lim
nj→∞

∥∥∥∥
g

nj

i

α
nj

l

∥∥∥∥ = 0. Pela parte (a) do lema

4.1.2, lim
nj→∞

gnj

α
nj

l

vi = 0. Se i = l então os autovalores de
gl

αl

tem módulo 1, e pela parte (b)

do lema 4.1.2, segue que
gnj

α
nj

l

vl > ǫ para todo nj.

Temos então que

[x] = lim
nj→∞

g̃nj [v]

= lim
nj→∞

[
gnj

α
nj

l

vl + ...+
gnj

α
nj

l

vk

]

= lim
nj→∞

[
gnj

α
nj

l

vl

]

e pelo lema 4.1.1, x ∈ Jαl
, ou seja, x é autovetor de h com autovalor αl. Logo [x] é ponto

fixo de h̃.

Proposição 4.1.4. Se [x] ∈ RPn é ponto recorrente para g̃ então [x] é ponto fixo de ũ,

onde u é a parte unipotente de g.

Demonstração: Considere nj → ∞ tal que lim
nj→∞

g̃nj [x] = [x]. Pela proposição anterior,

sabemos que [x] é ponto fixo de h̃, a parte hiperbólica de g̃. Sendo assim, somente ẽũ age

em [x].
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Considere o operador nilpotente T = u − Id e seja r > 0 tal que v = T r(x) 6= 0 e

T r+1(x) = 0. Então v é ponto fixo de u pois u(v) = (T + Id)(T r(x)) = T r(x) = v.

Para nj > r, temos que

g̃nj [x] = [enjunjx]

= [enj (T + Id)nj x]

=

[
enj

(
r∑

k=0

C
nj

k T kx

)]

=

[
r∑

k=0

C
nj

k T k (enjx)

]

=

[
1

C
nj
r

r∑

k=0

C
nj

k T k (enjx)

]

Agora como lim
nj→∞

C
nj

k

C
nj
r

= 0 quando k < r segue que

lim
nj→∞

g̃nj [x] = lim
nj→∞

[
1

C
nj
r

r∑

k=0

C
nj

k T k (enjx)

]

= lim
nj→∞

[T r (enjx)]

= lim
nj→∞

[enjv]

E assim,

ũ[x] = ũ

(
lim

nj→∞
[enjv]

)

= lim
nj→∞

ũ [enjv]

= lim
nj→∞

[enju (v)]

= lim
nj→∞

[enjv]

= [x]

Com isso conclúımos que se [x] ∈ RPn é recorrente para a transformação g̃ então ele

é ponto fixo tanto de h̃ quanto de ũ. A rećıproca deste resultado também é verdadeira
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como mostra a proposição abaixo.

Proposição 4.1.5. Se g ∈ GL(n,R) é uma transformação eliptica, então todo ponto é

recorrente.

Demonstração: Isso é uma consequência imediata do exemplo 1.2.7

Proposição 4.1.6. Se [x] ∈ RPn é ponto fixo de h̃ e ũ então [x] é um ponto recorrente

para a transformação g̃.

Demonstração: Como [x] é ponto fixo de h̃ e ũ então apenas ẽ age nele. Como e

é eliptica, pela proposição acima segue que x é recorrente para e. Assim [x] ∈ RPn é

recorrente para ẽ e também para g̃.

4.2 Entropia em Espaços Projetivos e em

Variedades Flag

Proposição 4.2.1. A entropia de qualquer transformação no projetivo RPn induzida por

uma transformação linear g ∈ GL(n+ 1,R) é zero.

Demonstração: Pela observação no final do caṕıtulo 2, basta calcularmos a entropia da

transformação restrita ao fecho do conjunto dos pontos recorrentes. Decompondo a trans-

formação g em g = heu, onde h é hiperbólica, e é eliptica e u é unipotente, temos que

os pontos recorrentes da transformação induzida g̃ : RPn → RPn são os pontos fixos de

h̃ e de ũ, e assim, é um conjunto fechado. Restringindo então a transformação g̃ ao con-

junto dos pontos recorrentes, temos que a transfomação g̃ coincide com a transformação

ẽ. Mas a transformação e é um isometria, e assim tem entropia igual a 0, o que também

acontecerá com ẽ, pois é um fator da primeira com a semiconjugação dada pela projeção

canônica π : R
n+1\{0} → RPn (ver 2.2.10).
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Do mesmo modo feito para os projetivos RPn, uma transformação g ∈ GL(n,R) induz

uma transformação na Grassmanniana Grk(n) pondo

ĝ : Grk(n) −→ Grk(n)

V 7−→ g(V )

Como no projetivo, essa transformação também tem entropia zero, e o ponto funda-

mental para demonstrar isso é considerar o mergulho de Plücker da Grassmanniana num

espaço projetivo.

Considere então o produto exterior Λk
R

n. O mergulho de Plücker é uma aplicação

i : Grk(n) −→ P(Λk
R

n)

constrúıda da seguinte maneira: Para cada V ∈ Grk(n), escolhe-se {v1, . . . , vk} uma base

de V e põe-se então i(V ) = [v1 ∧ . . .∧ vk]. Para ver que essa aplicação está bem definida,

se {u1, . . . , uk} é outra base de V , então existe t ∈ R tal que v1 ∧ . . .∧ vk = t ·u1 ∧ . . .∧uk

e logo [v1 ∧ . . . ∧ vk] = [u1 ∧ . . . ∧ uk].

Cada g ∈ GL(n,R) também induz uma transformação g′ : Λk
R

n → Λk
R

n pondo

g′(v1∧ . . .∧vk) = g(v1)∧ . . .∧g(vk) e extendendo por linearidade. Essa por sua vez induz

uma transformação no projetivo P(Λk
R

n) pondo

g̃ : P(Λk
R

n) −→ P(Λk
R

n)

[ω] 7−→ [g′(ω)]

Temos assim o seguinte diagrama

Grk(n)

i
��

ĝ
// Grk(n)

i
��

P(Λk
R

n)
g̃

// P(Λk
R

n)

que é comutativo. De fato, se V ∈ Grk(n) tem base {v1, . . . , vk}, então ĝ(V ) tem base

{g(v1), . . . ,g(vk)} e logo i(ĝ(V )) = [g(v1) ∧ . . . ∧ g(vk)]. Por outro lado

g̃ ◦ i(V ) = g̃([v1 ∧ . . . ∧ vk])

= [g′(v1 ∧ . . . ∧ vk)]

= [g(v1) ∧ . . . ∧ g(vk)]

= i ◦ ĝ(V )
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Como a aplicação i é um mergulho de Grk(n) em P(Λk
R

n) e g̃ ◦ i = i ◦ ĝ temos,

pelo Corolário 2.2.12, que entropia de ĝ é igual a entropia de g̃ restrita à imagem de

Grk(n) pelo mergulho de Plucker i. Como g̃ tem entropia zero, o mesmo ocorre com a

sua restrição a qualquer subconjunto compacto e então temos

Proposição 4.2.2. A entropia da transformação ĝ é zero.

Os Espaços Projetivos e Grassmannianas são casos particulares das variedades Flag.

Esperamos então que se considerarmos ações lineares em variedades Flag, a entropia dessas

transformações continuará sendo zero. Isso de fato acontece como veremos a seguir.

Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g semisimples. Considere p uma subálgebra

parabólica de g e P o subgrupo parabólico definido como o normalizador NG(p) de p em

G. A variedade Flag é o quociente G/P .

Considere a ação canônica de G em G/P

G×G/P −→ G/P

(g, hP ) 7−→ ghP

Seja k = dim(p). A ação adjunta de G em g induz uma ação de G em Grk(g) pondo

G× Grk(g) −→ Grk(g)

(g, V ) 7−→ Ad(g) · V

Como P é o normalizador NG(p) de p em G, fica bem definido a aplicação injetiva

i : G/P −→ Grk(g)

gP 7−→ Ad(g) · p

De fato, para ver que i está bem definida e é injetiva, observe que gP = hP ⇔ gh−1 ∈
P = NG(p) ⇔ Ad(gh−1)p = p ⇔ Ad(g)p = Ad(h)p. Com isso podemos considerar a

variedade Flag G/P como a órbita de p pela ação de G em Grk(g).

Considerando as ações de G em G/P e em Grk(g), temos que a inclusão i é G-

equivariante. De fato

i ◦ g(hP ) = Ad(gh)p = Ad(g)Ad(h)p = Ad(g)i(hP ) = g ◦ i(hP )

Assim, novamente por 2.2.12, conclúımos que a entropia da transformação

g : G/P −→ G/P

hP 7−→ ghP
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é no máximo a entropia da transformação

Ad(g) : Grk(g) −→ Grk(g)

V 7−→ Ad(g) · V

Pela Proposição 4.2.2, a entropia dessa última transformação é zero, e assim temos

Teorema 4.2.3. A entropia das translações nas variedades Flag é igual a zero.
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Decomposição Multiplicativa de

Jordan

Comecemos lembrando que um operador num espaço vetorial real é dito semisimples

se é diagonalizável sobre C. Um operador semisimples g ∈ GL(n,R) é hiperbólico se todos

seus autovalores são reais e positivos, e é eĺıptico se todos seus autovalores (possivelmente

complexos) tem módulo igual a 1. Um operador u ∈ gl(n,R) é unipotente se u − Id é

nilpotente.

O objetivo desta seção é mostrar que todo operador g ∈ GL(n,R) pode ser decomposto

como g = heu, onde h ∈ GL(n,R) é hiperbólico, e ∈ GL(n,R) eliptico e u ∈ GL(n,R)

unipotente. Tal decomposição é a Decomposição Multiplicativa de Jordan.

Como operadores hiperbólicos, elipticos e unipotentes são invariantes por conjugação

(mudança de base), encontrando uma decomposição multiplicativa de Jordan para ma-

trizes na sua forma de Jordan real, teremos também a tal decomposição para operadores

arbitrários mediante a escolha de uma base de Jordan.

Seja então g ∈ GL(n,R). Achando uma base de Jordan para o operador g, con-

seguimos uma decomposição de R
n em subspaços invariantes Ji, tal que a matriz do

operador gi = g|Ji
com relação a essa base escolhida é um bloco de Jordan real ou com-

plexo.

Se o autovalor de gi é um número real λi, então a matriz de gi com relação à base de

60
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Jordan é da forma:

JR(λi) =





λi 1 0 . . . 0

0 λi 1 . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 . . . 1

0 0 0 . . . λi





e cada bloco de Jordan JR(λi) pode ser decomposto como

JR(λi) =





λi 0 . . . 0 0

0 λi . . . 0 0
...

...
...

...

0 0 . . . λi 0

0 0 . . . 0 λi









1 λ−1

i . . . 0 0

0 1 . . . 0 0
...

...
...

...

0 0 . . . 1 λ−1

i

0 0 . . . 0 1





Essa decomposição mostra como obter a Decomposição Multiplicativa de Jordan para

os blocos de Jordan Reais JR(λi). No caso de λi ser um autovalor negativo, toma-se a

matriz diagonal com |λi| na diagonal para ser a parte hiperbólica e −Id para ser a parte

eĺıptica da decomposição. Assim temos a decomposição do operador gi = hieiui, com hi

hiperbólico, ei eĺıptico e ui unipotente.

Do mesmo modo, se o autovalor de gj é um número complexo zj = aj + ibj, então a

matriz de gj com relação à base de Jordan é um bloco de Jordan da forma

JC(zj) =





D(zj) Id 0 . . . 0

0 D(zj) Id . . . 0
...

...
...

...

0 0 0 . . . Id

0 0 0 . . . D(zj)





onde Id =

(
1 0

0 1

)
e D(zj) =

(
aj bj

−bj aj

)
.

Considerando a decomposição polar do número complexo zj = µj(cos θj + isen θj)

podemos escrever D(zj) =

(
µj 0

0 µj

) (
cos θj sen θj

−sen θj cos θj

)
, e cada Bloco de Jordan

JC(zj) pode então ser decomposto do seguinte modo:



APÊNDICE A • Decomposição Multiplicativa de Jordan 62

J(zj) =





µj 0 . . . 0 0

0 µj . . . 0 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 . . . µj 0

0 0 . . . 0 µj









R(θj) 0 . . . 0 0

0 R(θj) . . . 0 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 . . . R(θj) 0

0 0 . . . 0 R(θj)









Id D(zj)
−1 . . . 0 0

0 Id . . . 0 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 . . . Id D(zj)
−1

0 0 . . . 0 Id





onde R(θj) =

(
cos θj sen θj

−sen θj cos θj

)
.

Assim conseguimos também a Decomposição Multiplicativa de Jordan para cada bloco

de Jordan Complexo JC(zj).

Escrevendo R
n = J1 ⊕ · · · ⊕ Jm, onde Ji são os subspaços invariantes associados aos

blocos de Jordan, podemos decompor o operador g = g1 ⊕ · · · ⊕ gm, onde gi = g|Ji
.

Como em cada Ji, gi possui uma decomposição Multiplicativa de Jordan gi = hieiui,

conseguimos a decomposição Multiplicativa de Jordan de g pondo g = g1 ⊕ ... ⊕ gm,

e = e1 ⊕ ...⊕ em e u = u1 ⊕ ...⊕ um.

Com relação à base de Jordan escolhida para g, a matriz de h é diagonal e os valores da

diagonal são exatamente os módulos dos autovalores de g. A soma do espaços invariantes

Ji que correspondem a autovalores de mesmo módulo são os autoespaços de h. A matriz

de u é triangular superior com 1 na diagonal e a de e é formada por blocos do tipo R(θ)

ou por ±1 na diagonal.

Olhando para a decomposição multiplicativa de Jordan de cada bloco de Jordan, é

fácil ver que as partes hiperbólica, eliptica e unipotente comutam. Segue então que para

qualquer operador inverśıvel, essas partes também comutam. Além disso, a Decomposição

Multiplicativa de Jordan é única (ver [5]).
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Álgebras e Grupos de Lie

B.1 Definições básicas

Definição B.1.1. Um grupo G é dito um grupo de Lie se G possui uma estrutura de

variedade diferenciável de tal forma que as operações de multiplicação e inversão do grupo

são diferenciáveis.

Definição B.1.2. Um subgrupo H de um grupo de Lie G é um subgrupo de Lie se H é

uma subvariedade (não necessariamente mergulhada) de G e o produto e inversão de H

são diferenciáveis com relação à estrutura intŕınseca de H.

Um resultado importante para determinar subgrupos de Lie é o teorema do subrupo

fechado de Cartan enunciado abaixo.

Teorema B.1.3. Se H é um subgrupo fechado de um grupo de Lie G então H é um

subgrupo de Lie.

Demonstração: Ver [13]

Na verdade, o resultado mais geral dá uma caracterização para os subgrupos mergu-

lhados de G. Um subgrupo H é subvariedade mergulhada se, e somente se, H é fechado.

63
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Exemplo B.1.4. O grupo linear GL(n,R) das matrizes inverśıveis é um grupo de lie pois

é um subconjunto aberto do espaço vetorial gl(n,R) e o produto e inversão de matrizes

são operações diferenciáveis. O grupo SL(n,R) das matrizes com determinante 1 é uma

subvariedade mergulhada de GL(n,R) e assim também é um grupo de Lie. Outros exem-

plos importantes de grupos de matrizes são O(n,R) = {g ∈ GL(n,R) | ggt = gtg = Id}
das matrizes ortogonais, SO(n,R) das matrizes ortogonais com determinante igual a 1 e

Sp(n,R) das matrizes 2n × 2n que preservam a forma simplética J =

(
0 Idn

−Idn 0

)
, ou

seja, Sp(n,R) = {g ∈ GL(n,R) | gJgt = J}.

Definição B.1.5. Seja H um subconjunto de G. O centralizador e o normalizador de H

em G são respectivamente

ZG(H) = {g ∈ G | gh = hg, ∀h ∈ H}

NG(H) = {g ∈ G | gHg−1 = H}

Se H é subgrupo de G então ZG(H) e NG(H) são também subgrupos. Se G é grupo

de Lie então ZG(H) é um subgrupo fechado e assim é um subgrupo de Lie de G. Se H é

subgrupo fechado então NG(H) também o é, sendo assim um subgrupo de Lie de G.

Definição B.1.6. Uma álgebra de Lie é um espaço vetorial g munido de uma aplicação

[ · , · ] : g × g → g, denominado colchete, que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Bilinear

(ii) Antisimeria: [X, Y ] = −[Y,X]

(iii) Identidade de Jacobi: [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0

Definição B.1.7. Uma subálgebra de Lie de g é um subspaço vetorial h fechado pelo

colchete, isto é, [X, Y ] ∈ h se X, Y ∈ h.

Exemplo B.1.8. Alguns exemplos de álgebras de Lie são dados por álgebras de ma-

trizes com o cochete dado pelo comutador [X, Y ] = XY − Y X, tais como gl(n) =

espaço vetorial das matrizes n× n, sl(n) = {X ∈ gl(n) | tr(X) = 0}, o(n) = {X ∈
gl(n) |X +X t = 0} e sp(n) = {X ∈ gl(n) |XJ + JX t = 0}.

Definição B.1.9. Dado h um subconjunto de g, definimos seu centralizador e seu nor-

malizador respectivamente por

z(h) = {X ∈ g | [X, Y ] = 0,∀Y ∈ h}
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n(h) = {X ∈ g | [X, h] ⊂ h}

Se h for uma subágebra de Lie de g então seu centralizador e seu normalizador também

serão subálgebras.

B.2 Álgebras de Lie de um grupo de Lie

Podemos associar a cada grupo de Lie uma única álgebra de Lie. Reciprocamente, toda

álgebra de Lie está associada a um único grupo de Lie conexo e simplesmente conexo.

Essa relação é brevemente descrita abaixo.

Primeiro recordemos o conceito de colchete de Lie de campos de vetores. Se X :

M → TM e Y : M → TM são dois campos de vetores, então o colchete [X, Y ] é um

campo de vetores dado por [X, Y ](p) · f = X(p) · Y f − Y (p) · Xf , onde f : V → R é

uma função diferenciável numa vizinhança V de p, Xf : V → R é a função dada por

Xf(q) = X(q) · f = dfq ·X(q) e Y f é definido de maneira análoga a Xf .

Dados os campos de vetoresX : M → TM , Y : N → TN e uma aplicação diferenciável

ϕ : M → N , dizemos que esses campos são ϕ-relacionados se dϕp(X(p)) = Y (ϕ(p)) para

qualquer p ∈ M , ou seja, a diferencial dϕ leva o campo X no campo Y . Da definição de

colchete e utilizando a regra da cadeia, segue que se X1 e X2 são dois campos de vetores

em M que estão ϕ-relacionados, respectivamnete, com os campos Y1 e Y2 em N , então

[X1, X2] também está ϕ-relacionado com [Y1, Y2].

Se ϕ : M → N é um difeomorfismo e X é um campo de vetores em M , então existe

um único campo de vetores ϕ∗X em N que é ϕ-relacionado com X. Esse campo é dado

por ϕ∗X(ϕ(p)) = dϕx(X(p)).

Agora seja G um grupo de Lie e considere sua translação à esquerda, Lg : G → G

dada por Lg(h) = gh. Dizemos que um campo de vetores X em G é invariante à esquerda

se Lg∗X = X para qualquer g ∈ G. Cada campo de vetores invariante à esquerda fica

bem determinado se conhecermos apenas seu valor na origem do grupo. De fato, se X é

invariante à esquerda, então X(h) = d(Lh)e ·X(e). Reciprocamente, se v ∈ TeM , podemos

definir um campo de vetores invariante à esquerda X em G pondo X(h) = d(Lh)e · v.
Para ver que esse campo é, de fato, invariante à esquerda, basta fazer o seguinte cálculo
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utilizando a regra da cadeia

Lg∗X(h) = d(Lg)g−1h
(X(g−1h))

= d(Lg)g−1h
(d(Lg−1h)e

· v)
= d(Lg ◦ Lg−1h)e · v
= d(Lh)e · v
= X(h)

Munindo o conjunto Xe(G) dos campos de vetores invariantes à esquerda em G com

o colchete de Lie de campos de vetores, temos que Xe(G) é uma álgebra de Lie. Pela

discussão acima essa álgebra de Lie é naturalmente identificada com o espaço tangente a G

na origem, TeG. Essa é a álgebra de Lie do grupo G, e daqui em diante a denotaremos por

g sem fazer menção se estamos a considerando como espaço tangente ou como conjunto

de campos de vetores. Outra observação é que se tivéssemos começado com campos

invariantes à direita, todas relações seguiriam de maneira semelhante.

Para ver a demonstração de que toda álgebra de Lie está associada a um único grupo

de Lie conexo e simplesmente conexo sugerimos a leitura do caṕıtulo 6 de [13].

B.3 Aplicação exponencial

Iremos definir agora uma aplicação exp : g → G que fornece a principal conexão entre

grupos e álgebras de Lie.

Considere X uma campo invariante à direita no grupo de Lie G e Xt seu fluxo, isto é,

a solução da equação diferencial ġ = X(g). Pela invariância de X, temos que Xt(hg) =

Xt(h)g, e com isso pode-se mostrar que o campo X é completo, ou seja, todas as soluções

Xt(x) se extendem para todo t ∈ R.

A partir dessas trajetórias define-se a aplicação exponencial pondo exp(tX) = Xt(e).

A aplicação t ∈ R → exp(tX) é um homomorfismo de grupos e sua imagem é chamada

de subgrupo a 1-parâmetro. Pela invariância temos Xt(g) = exp(tX)g.

A aplicação exponencial é um difeomorfismo numa vizinhança de 0 ∈ g. De fato

d(exp)0 · X = d
dt

exp(0 + tX)
∣∣
t=0

e como exp(tX) é solução de ġ = X(g) com condição

inicial g(0) = e temos que d(exp)0 ·X = X(e) = X onde a última igualdade é, na verdade,

o isomorfismo entre o espaço tangente de G e o conjunto dos campos invariantes à direita.
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Assim segue que d(exp)0 = id e consequentemente, pelo teorema da aplicação inversa, é

um difeomoerfismo de uma vizinhaça de 0 ∈ g numa vizinhança de e ∈ G.

Se G é um grupo conexo, então para qualquer vizinhança V de e, temos que G =

∪n≥1V
n. Logo, como exp é difeomorfismo numa vizinhança de 0, segue que se G é conexo

então todo elemento de G pode ser escrito como produto de exponenciais, isto é, g =

exp(X1) · exp(X2) · · · exp(Xn), com X1, X2, · · · , Xn ∈ g.

B.4 Ação de Grupos e Variedades Homogêneas

Definição B.4.1. Uma ação à esquerda de um grupo G num conjunto X é uma aplicação

φ : G×X → X com as seguintes propriedades

(i) φ(e, x) = x

(ii) φ(g, φ(h, x)) = φ(gh, x)

Geralmente quando trabalhamos com ação de grupos omitimos φ e utilizamos apenas

a notação gx para indicar φ(g, x). Nesse caso as propriedades (i) e (ii) acima se traduzem

como ex = x e g(hx) = (gh)x. Cada g ∈ G define uma bijeção g : X → X pondo

g(x) = φ(g, x) = gx. Suponha que G atua nos conjunto X e Y . Uma função f : X → Y

se diz G-equivariante se cada uma das aplicações definidas pela ação de G comutam com

f , isto é, g ◦ f = f ◦ g, para todo g ∈ G.

Para cada x ∈ X associamos um subgrupo de G, cujos elementos fixam x. Isto é,

definimos

Gx = {g ∈ G | gx = x}

Esse grupo é chamado subgrupo de isotropia da ação de G no ponto x. Se G for um grupo

topológico, X um espaço topológico Hausdorff e a ação for cont́ınua, então cada subgrupo

de isotropia será um subgrupo fechado de G. Essa natureza topológica dos grupos de

isotropia é muito importante, pois ela nos permite concluir que se G for um grupo de Lie

então Gx será um subgrupo de Lie de G. Se algum subgrupo de isotropia Gx é formado

apenas pelo elemento neutro, dizemos que a ação é livre.

Dada uma ação, podemos definir uma relação de equivalência em X pondo x ∼ y ⇔
∃g ∈ G tal que gx = y. A partir dela definimos a órbita de um elemento x como

G · x = {y ∈ X | y ∼ x} = {gx | g ∈ G}
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Dizemos que uma ação é transitiva se todos os elementos de X estão relacionados. Em

outras palavra, a óbita de qualquer elemento é todo o conjunto G. É imediato verificar

que G atua transitivamente Gx para qualquer x ∈ X. Nesse caso dizemos que X é um

espaço homogêneo e podemos identificar X com o quociente G/Gx.

Agora se tivermos um subgrupo H de G, então temos uma ação natural de G em

G/H dada por φ(x, yH) = xyH. Essa ação é claramente transitiva, pois para qualquer

xH ∈ G/H temos que xH ∼ H já que x−1 · xH = H.

Os resultados a seguir são importantes para o estudo de espaços homogêneos sob ações

diferenciáveis de Grupos de Lie

Proposição B.4.2. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado. Então existe

uma única estrutura diferenciável no quociente G/H que é compat́ıvel com a topologia

quociente. Com essa estrutura, a ação canônica (por multiplicação à esquerda) de G em

G/H é diferenciável. Além disso a projeção canônica π : G → G/H é uma submersão

sobrejetiva e a ação de G em G/H é aberta.

Demonstração: Ver caṕıtulo 5 de [13].

Agora seja G um grupo de Lie agindo diferenciavelmente numa variedade M . Podemos

identificar o quociente de G por um subgrupo de isotropia Gx com a órbita de x ∈ M .

Para isso basta ver que a aplicação ψ : G/Gx → Gx definida por ψ(gGx) = gx é uma

bijeção.

Proposição B.4.3. Considere uma ação diferenciável de G em M . Então cada órbita

Gx é uma subvariedade (quase-regular) de M . Mais ainda, a aplicação ψ : G/Gx → Gx

definida acima é um difeomorfismo.

Demonstração: Ver caṕıtulo 5 de [13]

B.5 Homomorfismos e representações

Definição B.5.1. Um homomorfismo entre grupos de Lie é um homomorfismo de grupos

que é cont́ınuo (e consequentemente C∞). Se o homomorfismo for um homeomorfismo
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dizemos que ele é um isomorfismo de grupos de Lie. Se o domı́nio coincide com a ima-

gem dizemos que o homomorfismo é um endomorfismo. Ao endomorfismo que também é

isomorfismo damos o nome de automorfismo.

Definição B.5.2. Um homomorfismo de álgebras de Lie é uma trasformação linear φ :

g → h tal que φ([X, Y ]) = [φ(X), φ(Y )].

Cada homomorfismo entre grupos de Lie induz um homomorfismo de suas álgebras de

Lie associadas.

Proposição B.5.3. Seja φ : G → H um homomorfismo entre os grupos de Lie G e H.

Então sua diferencial na identidade dφe : g → h é um homomorfismo entre as álgebras de

Lie g de G e h de H. Mais ainda φ(expGX) = expH(dφeX) para todo X ∈ g, ou seja, o

diagrama abaixo é comutativo.

g

expG

��

dφe
// h

expH

��

G
φ

// H

Demonstração: Ver caṕıtulo 3 de [13].

Definição B.5.4. Seja V um espaço vetorial. Uma representação do Grupo de Lie G em

V é um homomorfismo de entre os Grupos de Lie G e GL(V ). E uma representação da

álgebra de Lie g é um homomorfismo entre as álgebras de Lie g e gl(V )

Uma representação importante em grupos de Lie é a representação Adjunta. Essa

é uma representação do grupo de Lie G na sua álgebra de Lie g definida da seguinte

maneira. Para g ∈ G, considere a conjugação Cg : G → G, Cg(h) = ghg−1. Sua

diferencial na identidade do grupo é uma transformação linear d(Cg)e : g → g. Essa é

a chamada Adjunta de g ∈ G e denotada por Ad(g) = d(Cg)e. Fazendo isso para cada

g ∈ G temos uma representação de G em g

Ad : G −→ GL(g)

g 7−→ Ad(g)
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Essa representação é diferenciável e sua diferencial na identidade do grupo é uma

representação da álgebra de Lie g nela mesma. Essa representação é dita representação

adjunta da álgebra de Lie g e denotada por ad(X) = d (Ad)e.

ad : g −→ gl(g)

X 7−→ ad(X)

Um resultado importante é que ad(X)(Y ) = [X, Y ], para quaisquer X, Y ∈ g, onde o

colchete é dado pelo colchete de campos de vetores em G.

Utilizando a proposição B.5.3, temos as seguintes fórmulas importantes

g · exp(X) · g−1 = Ad(g) ·X (B.1)

Ad(exp(X)) = ead(X) (B.2)

Definição B.5.5. Seja G um grupo de Lie com álgebra de Lie g e h uma subálgebra. O

normalizador e o centralizador de h em G são, respectivamente, os subgrupos

NG(h) = {g ∈ G | Ad(g)h = h}

ZG(h) = {g ∈ G | Ad(g)H = H,∀H ∈ h}

Proposição B.5.6. As álgebras de Lie de ZG(h) e NG(h) são, respectivamente, zg(h) e

ng(h). Se H é um subgrupo de Lie conexo com álgebra de Lie h então valem as igualdades

ZG(h) = ZG(H) e NG(h) = NG(H).

Demonstração: É uma consequência imediata das fórmulas B.1 e B.2 acima.

B.6 Grupos e álgebras Semisimples

Definição B.6.1. Uma álgebra de Lie g é dita semisimples se não possui ideal solúvel

além do 0

Proposição B.6.2. Seja g uma álgebra de Lie. São equivalentes

(a) g é semisimples

(b) a forma de Cartan-Killing B(X, Y ) = tr(ad(X)ad(Y )) é não degenerada

(c) g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn, com gi ideais simples
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Demonstração: Ver [14]

As álgebras semisimples possuem decomposições interessantes que permitem estudar

decomposições dos grupos de Lie semisimples.

Para começar, toda álgebra de Lie semisimples possui uma involução de Cartan (ver

[5]), isto é, um automorfismo θ : g → g tal que θ2 = id e Bθ(X, Y ) = −B(X, θ(Y )) é

um produto interno, onde B é a forma de Cartan-Killing. Com isso conseguimos uma

decomposição de g na soma direta dos autoespaços da involução de Cartan θ. Para ver

isso basta escrever X ∈ g como

X =
1

2
(X + θ(X)) +

1

2
(X − θ(X))

É facil ver que 1
2
(X + θ(X)) ∈ aut(1) e 1

2
(X + θ(X)) ∈ aut(−1). O autoespaço

associado ao autovalor 1 é dito subspaço compacto e denotado por

k = {X ∈ g | θ(X) = X}

e o autoespaço associado ao autovalor −1 é dito subspaço simétrico e denotado por

s = {X ∈ g | θ(X) = −X}

Contas simples mostram que [k, k] ⊂ k, [k, s] ⊂ s e [s, s] ⊂ k. Assim temos que k é uma

subálgebra, o que não ocorre com s. A decomposição g = k ⊕ s é dita decomposição de

Cartan.

Exemplo B.6.3. Dois exemplos de álgebras semisimples são sl(n,R) e sp(n,R). Para

essas álgebras, um involução de Cartan é dada por θ(X) = −X t e as respectivas decom-

posições de Cartan são dadas por

• sl(n,R) = so(n,R) ⊕ s, onde s é o conjunto das matrizes simétricas.

• Para sp(n,R) o subspaço compacto k é dado formado pelas matrizes do tipo

(
A B

−B A

)

onde A = −At e B = Bt, e o subspaço simétrico s é formado pelas matrizes do tipo(
A B

B −A

)
onde A = At e B = Bt
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Proposição B.6.4. Considere g semisimples e g = k ⊕ s sua decomposição de Cartan.

Então

(i) ad(X) é Bθ-antisimétrica se X ∈ k

(ii) ad(X) é Bθ-simétrica se X ∈ s

Demonstração: (i) SejaX ∈ k e Y, Z ∈ g. EntãoBθ(ad(X)Y, Z) = −B(ad(X)Y, θ(Z)) =

−B(Y, ad(X)θ(Z)) = −B(Y, θad(X)Z) = Bθ(Y, ad(X)Z).

(ii) análogo ao item (i)

Se X ∈ s então ad(X) é Bθ-simétrica, e assim temos que ad(X) é diagonalizável.

Tomando a ⊂ s uma subálgebra abeliana maximal, temos que a famı́lia de operadores

{ad(X) |X ∈ a} é simultaneamente diagonalizável. Assim podemos escrever

g = gα0 ⊕ gα1 ⊕ · · · ⊕ gαn

onde cada gαi
é dado por

gαi
= {X ∈ g | ad(H)X = αi(H)X, ∀H ∈ a}

Cada αi é um funcional linear em a∗. Os funcionais α ∈ a∗\{0} tal que gα 6= {0}
são chamados de ráızes de g e o espaço gα é dito espaço de ráız associado. Denotamos o

conjunto de todas as ráızes associado ao par (g, a) por Π = Π(g, a) = {α ∈ a∗\{0} | gα 6=
{0}}.

Proposição B.6.5. Toda álgebra de Lie semisimples se decompõe em

g = m ⊕ a ⊕
∑

α∈Π

gα

onde m = zk(a) é o centralizador de a em k.

Demonstração: Pelos comentários acima temos que g = g0⊕
∑

α∈Π gα, onde g0 = {X ∈
g | ad(H)X = 0, ∀H ∈ a} = z(a). Assim basta ver que z(a) = a ⊕ m. Para isso, observe

que o centralizador z(a) é invariante por θ, pois para X ∈ z(a) e Y ∈ a ⊂ s temos

[θ(X), Y ] = θ ([X, θ(Y )]) = −θ ([X, Y ]) = 0. Logo z(a) = (z(a) ∩ k) ⊕ (z(a) ∩ s). Como a

é abeliana maximal em s temos que z(a)∩ s = a. É claro que z(a)∩ k = zk(a) = m e assim

g0 = a ⊕ m.
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Dizemos que um elemento H ∈ a é regular se α(H) 6= 0 para todo α ∈ Π. As

componentes conexas de {H ∈ a | α(H) 6= 0, ∀α ∈ Π} são chamadas de câmaras de

Weyl associadas ao par (g, a). Escolhida uma câmara de Weyl a+, definimos Π+ = {α ∈
Π | α(H) > 0, ∀H ∈ a+}. Essas ráızes são ditas ráızes positivas. Definimos a partir dessa

escolha as subálgebras nilpotentes

n+ =
∑

α∈Π+

gα e n− =
∑

α∈Π+

g−α

e a álgebra g pode ser escrita como g = k ⊕ a ⊕ n+ ⊕ n−.

Uma raiz α ∈ Π+ é dita indecompońıvel (ou simples) se α não pode ser escrita como

soma (não trivial) de outras ráızes positivas. O conjunto Σ de todas as ráızes inde-

compońıveis é uma base de a∗ e além disso, toda raiz positiva pode ser escrita como

combinação linear de ráızes simples com os coeficientes inteiros positivos. Σ também é

chamado de sistema simples de ráızes.

A partir de uma escolha de uma álgebra abeliana maximal a ⊂ s e de uma câmara de

Weyl a+, conseguimos a seguinte decomposição:

Proposição B.6.6 (Decomposição de Iwasawa). Toda álgebra de Lie semisimples g se

decompõe em g = k ⊕ a ⊕ n+, onde k é o subespaço compacto associado a uma involução

de Cartan θ, a é uma subálgebra abeliana maximal em s e n+ é a subálgebra nilpotente

definida acima a partir da escolha de uma câmara de Weyl a+.

E a partir da decomposição da álgebra conseguimos uma decomposição do Grupo de

Lie associado

Proposição B.6.7 (Decomposição de Iwasawa global). Considere G um grupo de Lie

semisimples e conexo. Seja g = k⊕a⊕n+ a decomposição de Iwasawa da álgebra de Lie e

K, A e N os subgrupos conexos gerados, respecivamentes, por expk, expa e expn+. Então

a aplicação (k, a, n) ∈ K ×A×N 7→ kan ∈ KAN é um difeomorfismo entre K ×A×N

e G.

As demonstrações das proposições acima podem ser encontradas em [5].

Exemplo B.6.8. Para g = sl(n,R) = so(n,R) ⊕ s, uma escolha de uma subálgebra

abeliana maximal a contida no subespaço s das matrizes simétricas pode ser o conjunto
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das matrizes diagonais de traço zero. O centralizador de a em k é m = zso(n,R)(a) = {0}
e logo sl(n,R) = a ⊕∑α∈Π gα.

Para essa escolha da álgebra abeliana maximal temos que o conjunto de raizes, dado

pelos autovalores da representação adjunta restrita a a, são os funcionais αij definidos

por αij(H) = λi − λj quando H = diag(λ1, ..., λn) e i 6= j. O conjunto a+ = {H ∈
a | H = diag(λ1, ..., λn) e λ1 > ... > λn} é uma câmara de Weyl e o conjunto das ráızes

positivas determinada por ela é Π+ = {αij | i < j}. Com isso temos que n+ é formado

pelas matrizes triangulares estritamente superiores e n− pelas triangulares estritamente

inferiores. As ráızes indecompońıveis (simples) são as ráızes αi i+1.

A decomposição de Iwasawa diz então que sl(n,R) = so(n,R)⊕a⊕n+, com a formada

por matrizes diagonais de traço 0 e n+ por triangulares estritamente superiores. Expo-

nenciando essas matrizes, obtemos a decomposição de Iwasawa global do grupo SL(n,R).

A exponencial de uma matriz antisimétrica é uma matriz ortogonal, a de matriz diagonal

é ainda uma matriz diagonal e a de matriz triangular estritamente superior é uma matriz

triangular superior com 1’s na diagonal.

B.7 Subgrupos e Subálgebras Parabólicas

Seja g uma álgebra de Lie semisimples com involução de Cartan θ. Fixe a uma

subálgebra abeliana maximal, a+ uma câmara de Weyl, Π o conjunto das ráızes e Σ um

sistema simples de ráızes.

Dizemos de que subconjunto ∆ ⊂ Π é fechado se α + β ∈ Π sempre que α, β ∈ ∆.

Agora fixado Θ ⊂ Σ, definimos 〈Θ〉 como o menor subconjunto fechado em Π que contém

Θ. Esse conjunto é formado por todas as combinações lineares de θ que estão em Π.

Colocamos ainda 〈Θ〉+ = 〈Θ〉 ∩ Π+.

Definindo g(Θ) como a menor subálgebra gerada por n+(Θ) + n−(Θ), onde n+(Θ) =
∑

α∈〈Θ〉 gα e n−(Θ) =
∑

α∈〈Θ〉 g−α, temos que g(Θ) é uma subálgebra semisimples com

involução de Cartan dada pela restrição de θ a g(Θ). Com relação a essa involução,

temos que g(Θ) = k(Θ) ⊕ s(Θ) é uma decomposição de Cartan, onde k(Θ) = g(Θ) ∩ k

e s(Θ) = g(Θ) ∩ s. A subálgebra a(Θ) = {Hα | α ∈ 〈Θ〉} é uma subálgebra abeliana

maximal em s(Θ), m(Θ) = g(Θ) ∩ m = zk(Θ)(a(Θ)) é o centralizador de a(Θ) em k(Θ), e

um sistema de ráızes é Π(Θ) = {αΘ = α|a(Θ) | α ∈ 〈Θ〉}. Assim temos a decomposição
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g(Θ) = a(Θ) ⊕ m(Θ) ⊕∑αΘ∈Π(Θ) gαΘ
e também a decomposição de Iwasawa g(Θ) =

k(Θ) ⊕ m(Θ) ⊕ n+(Θ).

Definição B.7.1. Com as notações acima, a subálgebra parabólica minimal de g é definida

por p = m ⊕ a ⊕ n+. Escolhido Θ ⊂ Π, a subálgebra parabólica de tipo Θ é definida por

pΘ = p ⊕ n−(Θ).

Definindo aΘ como o complemento ortogonal de a(Θ) em a e kΘ como o centralizador

de aΘ em k temos a seguinte proposição.

Proposição B.7.2. A decomposição de Iwasawa da subálgebra parabólica pΘ é dada por

pΘ = kΘ ⊕ a ⊕ n+

A partir dáı definimos o subgrupo parabólico PΘ de tipo θ como sendo o normalizador

PΘ = NG(pΘ) = {g ∈ G | Ad(g)pΘ = pΘ}

de pΘ em G. A álgebra de Lie de PΘ é pΘ e PΘ = KΘAN é a decomposição de Iwasawa

global do subgrupo parabólico, onde KΘ = exp pΘ.

Exemplo B.7.3. Para determinar os subgrupos e subálgebras parabólicas de g = sl(n,R)

e G = SL(n,R), considere, como no exemplo B.6.8, a álgebra abeliana maximal a formada

pelas matrizes diagonais de traço 0, o conjunto das ráızes Π = {αij ∈ a∗ | gαij
6= 0}, o

conjunto das ráızes positivas Π+ = {αij ∈ Π | i < j} e o conjunto das ráızes simples

Σ = {αi i+1 | i = 1, 2, ..., n− 1}.
Nesse caso, a subálgebra parabólica minimal é p = a ⊕ n+, que é a subálgebra das

matrizes diagonais superiores de traço 0, e o subgrupo parabólico é dado por P = AN+,

ou seja, P é o conjunto das matrizes triangulares superiores de determinantes 1.

Agora considere Θ ⊂ Σ. Um intervalo em Σ é um conjunto da forma Σ(i, j) =

{αk k+1 | i ≤ k < j}. Podemos escrever Θ como uma união de intervalos disjuntos de Σ,

isto é, Θ = Σ(i1, j1) ∪ . . . ∪ Σ(ir, jr). Assim, tanto a subálgebra parabólica pΘ quanto o

subgrupo parabólico PΘ são formados por matrizes triangulares superiores em blocos de

tamanhos (jl − il +1)× (jl − il +1), só que a subálgebra é formadas por matrizes de traço

0 enquanto o subgrupo é formado por matrizes de determinante 1.



APÊNDICE B.8 • Variedades Flag 76

B.8 Variedades Flag

Definição B.8.1. Uma variedade Flag é o quociente G/PΘ de um grupo de Lie semisim-

ples G por um subgrupo parabólico PΘ.

Essa definição de variedade Flag generaliza o conceito de Espaços Projetivos e Gras-

manianas, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo B.8.2 (Flags de SL(n,R)). Seja Θ = (k1, . . . , kr) uma sequência r de inteiros

tais que 1 ≤ k1 < k2 < . . . < kr < n. Um Flag de subspaços de tipo Θ é uma sequência

de subspaços encaixados V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vr tais que dimVi = ki. Defina FΘ como o

conjunto de todos os flags de tipo Θ, isto é,

FΘ = {V1 ⊂ V2 ⊂ . . . ⊂ Vr | dimVi = ki}

Vejamos que SO(n,R) age transitivamente em FΘ. A ação é definida por

g(Vi ⊂ . . . ⊂ Vr) = g(V1) ⊂ . . . ⊂ g(Vr)

com g ∈ SO(n,R) e (Vi ⊂ . . . ⊂ Vr) ∈ FΘ.

Considere {e1, . . . , en} a base canônica de R
n. Defina Ek = 〈e1, . . . , ek〉 como o sub-

spaço gerado por {e1, . . . , ek} e também bΘ = (Ek1 ⊂ . . . ⊂ Ekr
) ∈ FΘ. Agora dado um

flag b = (U1 ⊂ . . . ⊂ Ur), vejamos que existe g ∈ SO(n,R) tal que g · bΘ = b. Para isso,

tome uma base {u1, . . . , un} de R
n, ortonormal e tal que {u1, . . . , uki

} é base de Ui para

todo i ∈ {1, ..., r}. Defina a matriz

g =

(
u1

∣∣∣∣ · · ·
∣∣∣∣un

)

cujas colunas são os vetores ortonormais da base definida acima. Então é claro que

g ∈ SO(n,R) e g · bΘ = b, ou seja, SO(n,R) age transitivamente em FΘ. Em particular,

SL(n,R) também age transitivamente em FΘ.

Agora vejamos que FΘ é de fato uma variedade Flag de acordo com a definição B.8.1

acima. Para isto, precisamos ver que o subgrupo de isotropia dessa ação é um subgrupo

parabólico, o que pelo exemplo B.7.3, implica em ver que o subgrupo de isotropia dessa

ação é formado por matrizes triangulares superiores em blocos.



O subgrupo de isotropia dessa ação em bΘ é formado pelos elementos g ∈ SL(n,R) tal

que g(Eki
) = Eki

para todo i ∈ {1, ..., r}. Para que isso ocorra, a matriz de g na base

canônica deve ser da forma 



A1 ∗
. . .

0 Ar





ou seja, o subgrupo de isotropia é um subgrupo parabólico e FΘ é uma variedade Flag.

Mais ainda, como SO(n,R) é compacto, segue que FΘ também o é.

Em particular, se escolhermos a sequência Θ = (k), temos que FΘ é o conjunto de

todos os subspaços de dimensão k de R
n, ou seja, Fk = Grk(n). Se k = 1 temos o conjunto

de todos os subspaços de dimensão 1, isto é, o espaço projetivo RPn−1.
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