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Resumo

Nesta dissertagao apresentamos os conceitos fundamentais de entropia em sistemas
dinamicos e algumas relagoes entre entropia métrica e topoldgica. O objetivo principal
é calcular a entropia de algumas transformacoes em espagos homogéneos induzidas por
acoes de Grupos de Lie. Para finalizar, mostramos que a entropia de translacoes em

variedades flag é sempre zero.
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Abstract

On this dissertation we present the fundamentals concepts of entropy in dynamical
systems and some relations among metric and topological entropy. The main goal is cal-
culate the entropy of some transformations on homogeneous spaces induced by Lie groups
actions. About to finalize, we show that the entropy of translations on flag manifolds is

always zero.
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Introducao

O conceito de entropia em sistemas dinamicos foi introduzido inicialmente por Kol-
mogorov e por Sinai em 1958 e 1959, respectivamente. Eles se basearam nos conceitos
de entropia em teoria de informacao, introduzidos por Shannon. Ha quem diga que a in-
trodugao do conceito de entropia foi o maior avango na teoria de sistemas dinamicos desde
sua fundacao por Poincaré. Informalmente falando, a entropia é um nimero associado
a um sistema dinamico que mede a imprevisibilidade de suas érbitas. A entropia é um
invariante 1til para determinar se dois sistemas dinamicos nao sao conjugados. Sistemas
dinamicos conjugados sempre tem a mesma entropia, mas a reciproca sé6 é verdadeira para

alguns sistemas particulares como, por exemplo, para os shifts de Bernoulli.

Em principio, Kolmogorov introduziu o conceito de entropia de uma transformagao
T : X — X, mensuravel e que preserva medida. Um conceito de entropia topoldgica,
sem a necessidade de medidas invariantes, foi dado por Adler, Konheim e McAndrew e
generalizado por Bowen. Existem ainda outras definicoes de entropia, mas todas elas
coicidem tomando limites adequados. Por exemplo, temos que a entropia topolégica para
uma transformacao continua num espaco compacto é dada pelo supremo das entropias
métricas desta transformacao, com o supremo tomado sobre todas as medidas invariantes
para o sistema. Esse resultado é conhecido com principio variacional da entropia. O leitor
interessado em conhecer o desenvolvimento histérico do conceito de entropia em sitemas

dindmicos pode consultar [7].

Nesta dissertagao, pretendemos fornecer uma introducao basica a entropia, provar suas
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principais propriedades e em seguida calcular a entropia de algumas transformagoes em

espacos homogéneos.

No capitulo 1, apresentamos alguns resultados béasicos sobre teoria ergédica. Ja que
a definicao de entropia métrica depende da existéncia de medidas invariantes para o
sistema, achamos conveniente fornecer alguns detalhes sobre a existéncia dessas medi-
das para transformacoes continuas em espagos compactos. Em particular, provamos a
compacidade do conjunto M7 (X) de todas as medidas invariantes para a transformagao
continua 7' : X — X, com X compacto. Esse resultado é importante para a demonstracao
do principio variacional da entropia, enunciado acima. Ainda nesse capitulo, tratamos de
alguns resultados sobre recorréncia. Demonstramos o teorema de recorréncia de Poincaré,
que tem como consequéncia o fato de que uma medida finita e invariante para uma trans-
formacgao continua esta suportada no fecho do conjunto dos pontos recorrentes para essa
transformacao. Isso nos permitira calcular a entropia métrica restrigindo a transformacao

ao fecho do conjunto dos pontos recorrentes.

No capitulo 2, fornecemos as propriedades principais da entropia. Essas propriedades
sao fundamentais para se calcular a entropia de algumas transformagoes e também para se
demonstrar resultados importantes como, por exemplo, o principio variacional da entropia.
Nesse capitulo, damos ainda a definicao inicial de entropia topoldgica introduzida por
Adler, Konheim e McAndrew para transformacoes continuas em espacos compactos, a
definicao de Bowen para transformacoes uniformemente continuas em espacos métricos
quaisquer e, em seguida, provamos que a definicao de Bowen de fato estende a definicao
inicial de entropia topoldgica, ou seja, que as defini¢oes coicidem quando o espago é

compacto.

O capitulo 3 é baseado no artigo [2] de Bowen, onde ele estendede a definigao de
entropia topoldgica e da algumas propriedades da entropia de transformagoes em espacos
homogéneos. Nesse capitulo fornecemos uma formula deduzida por Bowen para o calculo
da entropia de endomorfismo em Grupos de Lie que generaliza a formula bem conhecida
para endomorfismos do toro. Para finalizar o capitulo, damos um exemplo do calculo da
entropia para as transformacoes no grupo de Heisenberg generalizado induzidas pela agao

canonica do grupo simplético.

O ultimo capitulo desta dissertacao é dedicado ao calculo da entropia de transformagoes

em variedades flag induzidas pela acao de Grupos de Lie. Para desenvolver o capitulo,
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foi necessario dar uma caracterizagao dos pontos recorrentes para transformagoes nos
espacos projetivos induzidas pela agao candnica do grupo linear. Essa caracterizacao
estd em funcao da decomposicao multiplicativa de Jordan de uma transformacao linear
inversivel. Mais especificamente, os pontos recorrentes para essas transformacoes nos
espacos projetivos sao os pontos fixos das suas partes hiperbdlicas e unipotentes. Com
essa caracterizacao, mostramos que a entropia destas transformacoes nos espagos pro-
jetivos é sempre zero. Isso era esperado ja que, restringindo aos pontos recorrentes, a
transformacao coincide com sua parte eliptica que age por isometrias. Utilizamos o mer-
gulho de Pliicker das grassmannianas nos Projetivos para mostrar que a entropia da agao
canonica do grupo linear na grassmanniana também é zero. E para finalizar, mostramos
que a entropia de translacoes nas variedade flag é zero olhando esta como a érbita da agao
adjunta dentro de uma grassmanniana.

O apéndice A tem como objetivo demonstrar a decomposicao multiplicativa de Jordan.
Preferimos uma abrodagem mais detalhada por meio de matrizes para que fique realmente
claro quais sao as partes elipticas, unipotentes e hiperbdlicas dessa decomposicao. O
apéndice B é um breve resumo de grupos e algebras de Lie. Além das defini¢oes basicas,
indicamos como relacionar os grupos e as algebras de Lie e seus principais “conectores”:
a aplicacao exponecial e a representacao adjunta. Definimos também as subdlgebras e os

subgrupos parabdlicos, necessarios para a construcao das variedades flag generalizadas.



CAPITULO 1

Teoria Ergodica

Neste capitulo apresentamos alguns resultados fundamentais da teoria ergddica que
serao uteis para o desenvolvimento do texto. Demonstramos a existéncia de medidas
invariantes para transformagoes continuas em espacos compactos e também a compacidade
do conjunto de todas as medidas invariantes. Colocamos ainda alguns resultados sobre

recorréncia, incluindo o teorema de recorréncia de Poincaré e sua versao topologica.

1.1 Medidas invariantes

Nesta secao provaremos a existéncia de medidas invariantes para transformacoes continuas

em espacos compactos.

Definigao 1.1.1. Sejam (X, %, u) e (Y, Q,v) espagos de medida. Dizemos que uma trans-
formagao mensurdvel T : X — Y preserva medida se u(T~1(A)) = v(A) para todo A € Q.

Observe que se T': X — Y é mensuravel e p é uma medida em X | pondo T,u(A) =
w(T~1(A)), temos que T,u define a tnica medida em Y para qual a transformacao T
preserva medida. Sendo assim, uma transformagao 7' : (X, %, u) — (Y,Q,v) preserva
medida se, e somente se, T, = v.

Considere agora (X, d) um espaco métrico compacto e denote por M(X) o conjunto

de todas as probabilidades sobre os borelianos de X. Seja Cy(X) o espago das fungoes

4



CAP. 1 ¢ Teoria Ergédica 5

continuas em X. Se p € M(X), definimos um funcional em Cy(X) pondo u(f) = [ fdp.
Podemos entao considerar a topologia em 9t(.X) induzida pela topologia fraca® em Cy(X).

Essa topologia tem como subbase de abertos os conjuntos da forma
Vip, fre) ={v e Go(X)" | [u(f) —v(f)] < €}

Lema 1.1.2. 9(X) € um espagco métrico compacto na topologia fraca*.

Antes de demonstrarmos esse lema, vamos introduzir uma métrica em 9(X) que gera
a topologia fraca*.

Como X é um espago métrico compacto, Cy(X) é separdvel (ver [10] pag. 276).
Considere entao {go, g1, g2, ...} C Cp(X) um subconjunto enumerdvel contido e denso em
B ={f € Co(X)||Ifll <1}, onde ||f] = su)y; |f(z)|. Definimos entao uma métrica em

Te

M(X) pondo
(1.1)

/gjdu—/gjdV

Lema 1.1.3. Considere uma sequéncia p, € M(X). As sequintes afirmagoes sao equiv-

=1
d(ﬂ?”) :ZE
j=1

alentes:
(@) im0 d(fin, p1) = 0
(b) lim,, .o [ g;dp, = [ gjdp para todo j > 1
(¢) limy, oo [ gdp, = [ gdp para todo g € Co(X)

Demonstracio: (a) = (b) E imediato da seguinte desigualdade

'/gjdun—/gjdu

(b) = (c) Seja g € Cyp(X) e € > 0. Tome g; tal que

< 2d(pun, 1)

g H € ,
g; — —|| < =, e também
T gl Bllgll
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ng € N tal que se n > ny entao ‘ [ gijdun, — fgjdu) < Entao se n > ng temos que

€
3llgll’

' / o — / gdy| < ‘ / (9 — lgllgy) dn| + / lglgsdptn — / lgllgsdu
T / (gllg; — ) du
. g
= ol [ (2= 9) dool + | [ i~ [ sy
g
+llg /(g'——) dp
lolll A9 = {1
< lgllz—+ llgllz— + llgll =
> 9\ g g =€
31all T 193 T 193

(c) = (a) Considere jy tal que 377, 5 <<enpeNtalquesen >mnge0<j<j
entao ‘ [ gidun, — fgjd,u‘ < 5. Assim temos que se n > ng entao

Jo 00
1 1
dlpn 1) <Y o /gjdﬂn—/gjdﬂh > 5 (/Igjld#mL/lgjldu)

j=1 j=jo+1
Jo 00
1 € 1

<Xyt 5l

Jj=1 Jj=jo+1
< S48

— —_ . = €
- 2 4

Lema 1.1.4. A métrica em 1.1 gera a topologica fraca® em M(X).

Demonstragao: Primero vejamos que V' (e, f, i) é aberto na topologia dada pela métrica
d. Para isto, seja v € V (¢, f, 1) e v, uma sequéncia em 9 (X) tal que d(v, v,) — 0. Pelo
lema acima temos que [ fdv, — [ fdv. Logo, existe n € N tal que ‘ffdvn — ffdv‘ <

[ fdu— [ fdv ffdu—ffdz/‘ < ‘ffdu—ffdz/n +‘ffdun—ffdy‘ <e
Assim v estd no interior de V(e, f, ). Logo V (e, f, ) é aberto na topologia dada ela

€— , e entao

métrica d.
Reciprocamente, se U C (X ) é um aberto na topologia dada pela métrica d, para

mostrar que ele é aberto na topologica que tem como subbase de abertos os conjuntos
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da forma V'(e, f, 1), basta encontrar, para cada pu € U, um ¢ > 0 e fungoes continuas

fi, oo fr tal que NE_ Vi(e, fi,u) C U.
Fixe pu € U, e escolha r > 0 tal que v € U se d(u,v) < r. Escolha também j, € N
tal que > 7 L < I Ponha f; = g; paral < j < joee=r/2. Entdo se v €

j=jo+1 27 = 1
N |
gjdp — gjdV‘ + E 2 \ [ lgsldu = lgjldv

N7,V (€, fj, 1) temos que

Jo 1

Jj=1 Jj=jo+1
Jo S
1 r 1
<Xyt 5l
J=1 J=jo+1
< Lyl
— B &
- 2 4
e assim v € U. ]

Demonstracao do lema 1.1.2: Como foi visto acima, 9(X) é um espago métrico e
entao para mostrar sua compacidade basta ver que toda sequéncia admite subsequéncia
convergente. Considere uma sequéncia p, € 9(X). Para cada termo da sequéncia
podemos definir uma fungao wu, : N — [—1,1] pondo u,(j) = [ gjdu,. Agora pondo
En = (pn(1), 1 (2),...) € [=1,1]N, temos que essa sequéncia admite uma subsequéncia
convergente, pois [—1, 1]N é compacto com a topologica produto. Assim &, possui uma
subsequeéncia &,,, tal que para todo j € N, a sequéncia f,,,(j) = [ gjdpn,, é convergente.
Isso implica que [ gdu,,, é uma sequéncia convergente para toda fungdo g € Co(X). De
fato, dado € > 0 tome g; tal que Hﬁ —gj|| < e Entao | [ i din,, — [ 9idpin,,| < € para

todo m € N. Seja ¢; = limy, oo [ gjdptn,,. Assim temos que

c;—€e< limsup/ ”‘;%”dunm <c¢j+e, e

—cj—€< —liminf/ ﬁdunm < —cj+e
m g

Somando as desihualdade obtemos —2¢ < limsup,, [ H%”dunm — liminf,, [ H%”dunm < 2e.
Como € é arbitrdrio concluimos que [ gduy,,, converge.

Agora fica bem definido um funcional linear positivo ¢ : Cy(X) — R pondo ¢(g) =
limy, oo [ gdfin,,. Pelo teorema da representagio de Riez, segue que existe inica medida

v € M(X) tal que ¢(g9) = [ gdv. Assim lim,, . [ gdpy,,, = [ gdv, o que pelo lema 1.1.3
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implica que pu,,, — v. [

Teorema 1.1.5. Seja (X, d) espago métrico compacto e T : X — X uma transformagao

continua. Entao existe uma probabilidade p € IM(X) que € invariante para T .

Demonstracao: Encontrar uma medida invariante para 7" : X — X ¢é encontrar um
ponto fixo da transformacgao T, : M(X) — M(X) definida por T,.u(A) = p(T-1(A)).
Como T é continua, T, também o é, pois se u, é uma sequéncia em 9(X) convergindo

para p na topologia fraca®, entao para qualquer fungao continua g € Cy(X) temos

/ng*:un:/gon/an_’/gOTdN:/ng*N

ou seja, Ty, converge para T i.

Para construir esse ponto fixo, considere o € MM(X), defina a sequéncia

1 n—1 A
Hn = o ZZ:;T*MO

e passando a uma subsequéncia convergente se necessario, podemos supor que i, converge
para uma medida p € 9M(X). Essa medida p é invariante para a transformacao 7. De

fato temos que
1 mn
Lopn = pon = — (T3 o — o)

e lim,, o % (T o — po) = 0 pois Tipg e po sao probabilidades. Assim temos que
Top = lim Typ, = lim p, = p
[ ]

Proposicao 1.1.6. O conjunto Mr(X) das probabilidades sobre os borelianos de X que
s@o invariantes para a transformagao continua T € fechado (na topologia fraca*). Conse-

quentemente, My (X) também é compacto.

Demonstragao: Isso é consequéncia de que M(X) é um espago métrico, a transformagao
T, : M(X) — M(X) é continua e M7(X) é o conjunto dos pontos fixos dessa trans-

formacao. [ ]
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1.2 Recorréncia para transformacoes mensuraveis

Seja (X, d) um espago métrico e T': X — X uma transformagao qualquer. Dizemos
que um ponto y € X é um w-limite de um ponto x € X se existe uma sequéncia de
tempos ny indo para +oo tal que lim,, ., 7™ (x) = y, e denotamos por w(z) o conjunto
de todos os w-limites do ponto z. Analogamente, se T' é uma bijecao, dizemos que y
é um a-limite de x € X se existe uma sequéncia de tempos n; indo para —oo tal que
lim,, oo T () =y, e denotamos o conjunto desses pontos por «(z).

Um ponto é recorrente para uma transformacao 7' : X — X se ele esta no seu w-limite.
Equivalentemente, x € X é recorrente se para qualquer vizinhanca V' de z existe n € N
tal que T"(x) € V.

Teorema 1.2.1 (Teorema de recorréncia de Poincaré). Seja (X, X, 1) um espago de me-
dida finita e T : X — X uma transformagcdo mensurdvel que preserva medida. Se A € X

entao quase todo ponto de A retorna para A infinitas vezes. Mais precisamente,
p{zeAlImeN,n>m=T"(x)¢ A}) =0

Demonstracao: Seja B, = {v € A|n > m = T"(x) ¢ A}. Observe que B,, =
A\ Ujsm T77(A). Logo B, é mensurdvel. Agora se j > m entao B, N T 4(B,,) = 0.
Assim, se j — k > m entdao T/ (B,,) N T *(B,,) = 0.

Deste modo segue que a colegao de conjuntos {T7™(B,,)};>0 ¢ disjunta e, como T
preserva medida, todos esses conjuntos tem a mesma medida. Como X é um espaco de

medida finita, segue que u(B,,) = 0. n

Note que o teorema acima nao diz respeito a recorréncia como definido no inicio da
secao. Para fazer a relacao entre os dois tipos de recorréncia, precisamos assumir que o

espago métrico (X, d) possui uma base enumeravel.

Teorema 1.2.2 (Versao topolégica do teorema de recorréncia de Poincaré). Seja (X, 3, u)
um espaco de medida finita e suponha que X tenha uma base enumerdvel. SeT : X — X
¢ uma transformagao mensurdvel que preserva a medida i, entao quase todo ponto v € X

¢ recorrente (no sentido topoldgico) para T.

Demonstracao: Considere {U, },eny uma base enumeravel de X. Denotando por R o

conjunto de todos os pontos recorrentes, temos que X\R = UpenYy, onde Y, = {z €
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Up| 3k e Nym > k= T"(x) ¢ U,}. Pela versdo mensuravel do teorema de recorréncia,

segue que u(Y,) =0 e assim u(X\R) = 0. |

Definigao 1.2.3. Seja (X, d) um espago métrico com base enumerdvel e u uma medida

de Borel. Definimos o suporte de i por

supp(p) = {z € X | u(U) > 0 para toda vizinhanca aberta U de x}

Proposicao 1.2.4. supp(u) € o menor fechado de medida total, ou seja, € o complementar

do mazor aberto de medida nula. Em particular, qualquer conjunto de medida total é denso

em supp(f).

Demonstragao: Se z,, é uma sequéncia em supp(u) convergindo para z, entao para qual-
quer vizinhanga aberta U de z, existe x,, € U. Como x,, € supp(u) segue que u(U) > 0
e logo x € supp(u), provando que supp(pu) é fechado. Agora se um aberto U tem medida
nula, entdo U C X \supp(u), o que prova que supp(p) é o menor fechado de medida total. m

Proposicao 1.2.5. Seja (X, d) espago métrico com base enumerdvel e p uma medida de
Borel. SeT : X — X é uma transformacao mensurdvel que preserva a medida p, entao

supp p estd contido no fecho do conjunto dos pontos recorrentes.

Demonstragao: Essa proposicao é apenas um corolario da versao topoldgica do teorema
de recorréncia de Poincaré. De fato, se x € supppu, entao qualquer vizinhanca U de x tem

medida positiva e assim possui pontos recorrentes. [

Um resultado interessante que iremos utilizar mais a frente e que nao envolve medidas

invariantes ¢ o seguinte.

Proposicao 1.2.6. Seja X um espaco métrico compacto e T : X — X wma imersao
isométrica, 1.é., d(T(x),T(y)) = d(x,y) para todos x,y € X. Entdo todo ponto é recor-

rente para T'.
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Demonstragao: Basta mostrarmos que dados z € X e € > 0, existe n € N tal que
T™(z) € B(x,e). Como X é espago métrico compacto, existe uma subsequéncia 7" (x)
de T™(z) que converge. Logo, existem n; < n; tal que d(T™(x),T™(x)) < e. Pondo

n = ng —ny temos que d(1T"(z),z) = d(T™ (x),T™(z)) < €, como queriamos. n

Exemplo 1.2.7. Um bom exemplo da proposicao acima se da quando tomamos T &
O(n+1) eT : S* — S" sua restricio a esfera unitdria. A transformacio T preserva
a distancia canonica em S™ dada pelo comprimento de arco, e entdo todo ponto de S™ é

recorrente para T



CAPITULO 2

Entropia

Dado um sistema dinamico 7' : X — X, sua a entropia mede o quao desordenadas
sao suas Orbitas. O conceito de entropia em sistemas dinamicos foi introduzido na mesma
época por Kolmogorov [9], em 1958, e por Sinai [15], em 1959. A definigdo dada por
eles depende de uma medida invariante para o sistema, e essa entropia é hoje conhecida
como entropia métrica. Baseados na definicao de Kolmogorov, em 1965, Adler, Kon-
heim e McAndrew [1] definiram o conceito de entropia de modo puramente topoldgico
para transformacoes continuas em espacos compactos, substituindo o conceito de particao
mensuravel por coberturas abertas. Em 1971, Bowen [2] estendeu a defini¢ao de entropia
topoldgica para espacos nao compactos.

Neste capitulo apresentamos uma breve introducao a Entropia, provamos as equivaléncias
das defini¢oes de entropia topoldgica e também o resultado principal que relaciona os
conceitos de entropia métrica e topologica, conhecido como Principio Variacional da En-

tropia, provado em partes por Goodwyn em 1969, Dinaburg em 1970, e por Goodman em
1971.

2.1 Entropia Métrica

Seja (X, u) um espago de probabilidade. Dizemos que uma colecao finita ou enumerdvel

de subconjuntos mensuraveis de X, A = {A, | « € I}, é uma particio mensurdvel de

12
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X se pu(Ay) > 0 para todo o € I, u(Aa N Ag) =0 quando o # [ e pu(Unerda) = 1. A

entropia de uma particao é definida como

H, (A) = = —> 1(Ad)log(Aq) (2.1)
acl

Dadas duas parti¢oes A e B, dizemos que A é mais fina do que B (ou que B esta
subordinada a A) e denotamos por B < A se todo elemento de A estd em algum elemento
de B a menos de um conjunto de medida nula. Isto define uma relagao de equivaléncia
no conjunto das particbes mensuraveis pondo A = B mod0 se, e somente se, A < B e
B < A. As partigoes sao independentes se (A N B) = p(A) - u(B) para todos A € A e
B € B. Também podemos formar uma nova particao de X pondo AVB={ANB|A¢€
A, BeB e pu(AnB) > 0}. Com isso definimos a entropia condicional da parti¢ao A

com relagao a B por

HAIB) =~ 3 u(Aun By)log MA20150) (2.2)

acl,ped K (Bﬁ)

A proposicao a seguir fornece as principais propriedades da entropia de uma particao

e que serao usadas fortemente no decorrer do texto.

Proposicao 2.1.1. Sejam A = {An}aer, B = {Bs}pes e C = {C,} e particoes men-
surdveis do espago de probabilidade (X, ). Entao

(a) 0 < —log (sup,cs it (An)) < H (A) <log(#A). Se a particao A for finita, na ultima
inequacao vale a igualdade se, e somente se, todos os elementos de A tem a mesma me-
dida.

(b)) 0 < H(A|B) < H(A); HLA|B) = H(A) se , e somente se, A e B sao partigoes
independentes; H(A | B) =0 se, e somente se, A < B.

(c) HAVB|C)=H((A|C)+ H(B|AVC).

(d) se A< B entao H(A|C)< H(B|C)eH(C|A) >H(C|B).

(e) HAVB|C)<H(A|C)+ H (B|C)

(f) H(A|B) <H(A[C)+ H(C|B)

(9) Se A é outra medida em X tal que a colecao A é uma particio mensurdvel para X,
entao para todo t € [0, 1] vale tH, (A) + (1 —t) Hx (A) < Hyypq-nx (A).
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Demonstracao: (a) E claro que

> (A o) log 7 >Zu

ael

—log <SUP p (Aa)>

— 2
Supyel H (A'y> acl

o que mostra a primeira desigualdade. Para a segunda, observe que a fungao ¢ (z) =
xlogx é estritamente convexa, e logo ¢ (Zle aimi> < Zle a;¢ (z;) se Zle a; = 1e
a; > 0, com a igualdade se, e somente se, x; = x; para todos 4, j. Assim, pondo k = #A,

a; = 1/k e z; = u(4A;), segue que

k k
_%logk‘:qb(%):Qﬁ(%;M( >§Z% —%H(A)

com a igualdade se, e somente se, i (A4;) = % para todo i.

(b) A primeira parte segue da convexidade da funcao ¢ (x) = xlogz. De fato

H(A[B) = =) ) 1(Bs)¢(u(Aa|Bs))

ael peJ

< =Y 0 (Zu(Bﬁ)u(Aa | Bﬁ))
acl psedJ

= -3 o) = H (A

Se A e B sao independentes, entao a férmula H(A | B) = H(A) segue facilmente da
definicao de entropia condicional em 2.2. Por outro lado, pela convexidade de ¢ temos

que, para todo «, vale

= 1(Bs)d (1 (Aa| Bp)) < =9 <ZM Bg) i (Aq | Bﬂ)) = —¢ (u(Aq))
BeJ BeJ
com a igualdade se, e somente se, (A, | Bz) ndo depende de (3. Mas pela hipdtese de
que H(A|B) = H(A), vale a igualdade na desigualdade acima, e entao, para todo o € I
e § € J temos que (A, | Bg) = u(A,), ou seja, as parti¢oes sao independentes.

Para a tltima parte, é claro que se A < B entao H(A | B) = 0, pois para cada a € [
e 0 € J, temos que ou (A, N Bz) = u(Bg), ou u(A, N Bz) = 0. Por outro lado, se
H(A|B) = 0 entao para todos « e 3 temos que p(A, N Bg)log 1(Aq | Bg) = 0, e assim ou
w(A, N Bg) = pu(Bg) ou (A, N Bg) = 0. Isso implica que cada By estd contido (a menos

de um conjunto de medida nula) em algum A,, ou seja A < B.
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()

(A, N BzgNC,)
1 (Cy)
1(A.N BN C)
n(Aana;)
1A N C)
(@)

H(AVB[C) = =Y u(A.NByNC,)log”

a,B,y

= —Zu(AaﬁBﬁﬂCv)log

a,B,y

—Z,u(AaﬂBgﬂC’w)log

o8,y

= HB|AVC) +H(A|C)

(d) Se A < B entao AV B = B. Assim temos que

H(B|C)=H(AVB|C)=H(B|AVC)+H(A|C)> H(A|C)

e também
H(C|B) = _Zu(C”ﬂBﬁ)'logMiz—;ﬁ)Bﬂ)
o Z (%)

) —§“<Aa>'¢<—“%f“>

_ 1 (Cy N Ag)
= —Zu(CyﬂAa)-logW

(e) Como C < AV C, temos que

H(AVB|C)=H(A|C)+H(B|AVC)<H(A|C)+ H (B|C)
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(f) Utilizando sucessivamente o item (c) com C sendo a parti¢ao trivial temos

H(A|B) = H(AVB) - H(B)
< H(AVBVC)—H(B)
< H(AVBVC)—H(B)—(H(B|AVC)—H(B|C))
= H(AVC)+H(B|C)— H(B)
= H(AVC)+H(CVB)—-H(C)— H (B)
— H(A|C)+ H(C|B)

(g) Isso segue diretamente da convexidade de ¢ (x) = xlogx. De fato

—tY d(u(A) = (1=1)) ¢(A(4A)) < —¢ (Ztu (Aa) + (1 - t)A(Aa)>

= Hypa-ox(A)

Um corolario importante dessas propriedades é que podemos munir o conjunto de

todas as particoes mensuraveis de X com uma métrica.

Corolario 2.1.2. dg(A,B) = H(A|B) + H(B | A) é uma métrica no conjunto de todas
as classes de equivaléncia mod0 das partigoes mensurdveis de (X, u). Essa é a chamada

métrica de Rokhlin.

Agora seja T : X — X uma transformacao que preserva medida. Entao a colecao
T'A={T"'(A) | A e A} é ainda uma particio de X. E facil ver que T (AV B) =
T AV T™'B e como T preserva medida também vale que H (T~'A) = H (A).

Definimos uma nova particdo pondo A" = AV T AV ...V T~ DA Segue das
observagoes acima e da parte (e) da proposicao 2.1.1 que a sequéncia H (A™) é subaditiva.

De fato, H (A™™) = H (A" V T~ A™) < H (A") + H (A™)

Lema 2.1.3. Se a,, € uma sequéncia subaditiva de nimeros reais positivos (apim < a, +

an
ay,) entdo existe lim —
n—oo N

Demonstracao: Fixado m, escreva, para cadan > 0, n = km +r, com 0 < r < m.
Assim temos
Qp, o QlemA+r < Qr Qem, < Gy kam Gy A,

n  km+r — km km — km km km m
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Se n — oo entao também k£ — oo e assim temos, para cada m € N,

, a, _ a
limsup — < =%
n—oo n m

e assim

. Gy, . »0m .. .0y
limsup — < inf — < liminf —

Assim definimos a entropia métrica da transformacao T com respeito a particao A por

1
h(T, A) = lim —H (A") (2.3)
n—oo M,
A proposicao a seguir fornece algumas das principais propriedades da entropia métrica

de uma transformagao com respeito a uma particao.

Proposicao 2.1.4. Sejam T : X — X wuma transformag¢dao mensurdvel que preserva a
medida do espago de probabilidade (X, pn) e A, B duas particoes mensurdveis com entropia
finita. Entao

(a) h(T,A) =1lim, ..o H(A|T'AV..VT™A).

(b) A sequéncia ~H (A™) € decrescente.

(¢) limsup,, o, —= log (sup 4 4n pt (A)) < h (T, A) < H (A).

(d) h(T, AV B) < h(T,A)+ h(T,B).

(e) h(T,B) <h(T,A)+ H(B|A).

(f) | h(T,A) —h(T,B) | <H(B|A)+H(A|B).

(9) h (T, T A) =h(T,A)

(h) h (T, A) = h (T, A") para todo n € N.

(i) Se A € outra medida invaritante para T e A é uma particio mensurdvel com respeito

a A, entao para t € [0, 1], vale que

thy (T, A) + (1 — 1) ha (T, A) < e (T, A)

Demonstragao: (a) Utilizando a propriedade (c) da proposigao 2.1.1 e que H (T~ (A)) =
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H (A) temos
H(A") = H (\i/ T (A)) +H <A| \i/Tj (A))
= H(A")+H <A\ \i/Tj (A))
= HA" ) +H <A| VT‘j (A)) +H (A\ \7T‘j (A))

e, prosseguindo indutivamente, concluimos que

H (A = H (A) + iﬂ (Al \/ 77 (A)) .

Assim segue que

n k
h(T,A):JLIEO%ZH<A| \/T‘HA)) —JLIEOH<A| \/ 17 ( ) .

7j=1

(b) Como no item anterior temos

() en(ary

H(A") =H +ZH<A\\/TJ ) (n+1)H <A|j\n/1T‘j(A)>.

Multiplicando a primeira equagao por (n + 1) e substituindo na desigualdade acima

||‘<:

T (A)) e

temos

(n+1)HA™) < (n+1)H <\n/Tﬁ >+H(A”“)

J=1

= (n+1)H(A") + H (A™)

e entao segue que —5H (A™™) < L H (A").
(c) Pelo item (a) de 2.1.1 segue que — log (sup ge4n pt (A)) < H (A™) e assim obtemos
a primeira desigualdade. A segunda desigualdade segue do item (b) acima.

(d) Como (AV B)" = A"V B", a desigualdade segue do item (e) de 2.1.1.
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(e) Pelo item (c) de 2.1.1 temos que H (B") < H (B"V A") = H (A") + H (B" | A").
Agora utilizando sucessivamente os itens (c) e (d) de 2.1.1 temos que
H(B"|A") = HB|A)+H (T (B"") |BVA")
H(B|A)+H (T (B"") | TH(A™))
HB|A)+H (B A
2H (B|A)+ H (B" | A"?)
< nH(B|A)

IA

IN

Assim L[ (B") < 1H (A") + H (B | A).
(f) E imediato a partir do item anterior.

(g) Como (T (A)" =T (A") e H(T'(B)) = H (B), temos que
H((T71(A))") = H (T (A") = H (A")

(h) Como (\/f:0 T (A))n = A" segue que

h (T,\/Ti (A)) ~ lim LH (A™*) = lim H (A"") = h(T, A)

n—oo 1 n—oo 1, k?

(i) E imediato a partir do item (g) da proposicao 2.1.1. |

Definimos a entropia métrica de um transformagao mensuravel T': X — X por
h(T)=suph(T,A) (2.4)
A

com o supremo tomado sob todas as particoes mensuraveis finitas de X.
O supremo na defini¢ao acima pode ser tomado com relagao a familias menores do que

a familia de todas as partigoes mensuraveis, como veremos a seguir.

Definicao 2.1.5. Uma familia B de particoes mensuraveis é dita suficiente com relag¢ao
a uma transformacao mensurdvel T : X — X que preserva medida se

(i) para T nao inversivel, o conjunto das parti¢oes subordinadas as particoes da forma
\/f:0 T(A) comk € N e A€ P ¢ densa no conjuto de todas as partigoes mensurdveis
com a métrica de Rokhlin, dada no coroldrio 2.1.2.

(ii) para T inversivel, o mesmo vale para particoes subordinadas as partigoes da forma

Vi, TH(A).
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Teorema 2.1.6. Se P é uma familia suficiente de particoes mensurdveis para T : X —
X, entio W(T) = sup geq M(T', A)

Demonstracao: Seja C uma partigao mensuravel de X com H,(C) < oco. Dado € > 0,

tome A € B e k € N tais que
dr(A,B)=H(A|B)+ HB|A) <e

para alguma particio B < \/I_, T~*(A) se T nao é inversivel e B < \/*__, T*(A) se T ¢

inversivel. Assim, utilizando (f), (e) e (h) da proposigao 2.1.4, temos

W(T.C) < h(T,B) + e < (T,\/ T7(A)) + e=h(T,A) +e

=0

Como € é arbitrario, o Teorema segue [ ]

Como corolario, temos o importante Teorema de Kolmogorov-Sinai.

Coroldrio 2.1.7. Se A € uma particio geradora (i€, P = { A} € uma familia suficiente)
para T : X — X entao h(T) = h(T, A).

Proposicao 2.1.8. Sejam (X,u) e (Y,v) espacos de probabilidade, T : X — X e
S Y =Y transformagoes mensurdveis que preservam medida.

(a) Se existe f : X — Y mensurdvel que preserva medida (fupu =v) tal que So f = foT
entdo h, (S) < h, (T).

(b) Se A C X éinvariante paraT e ju(A) > 0 entao hy, (T) = p (A) by, (T)+p (X\A) by, (T),

onde j14 € a probabilidade condicional em A.

(c) Se X € outra probabilidade em X invariante para T entao para qualquert € [0, 1] temos
que hypy - (T) = th, (T) + (1 —=t) hy (T).

(d) h, (T™) = mh, (T). Se T for bijetiva e T~ for mensurdvel e preservar p entao
hy (T71) = hy (T).

(e) Definindo T'x S : X XY — X XY por (T xS)(z,y) = (T (x), T(y)) epuxv a

medida produto em X XY, temos que

hyxy (T x S) = h, (T) + h, (S)
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Demonstragao: (a) Se B é uma partigao de Y, entao f~'(B) = {f~'(B) | B € B} ¢
uma particao de X. Como f preserva medida, segue das defini¢oes de entropia de uma
partigao e do fato que Sof = foT que H, (f~* (B)) = H, (B) e h,, (T, f~* (B)) = h, (S, B).
Logo, para toda particao de Y, existe uma particao de X com a mesma entropia. Assim

h, (S) =suph, (S,B) =suph, (T, [~ (B)) < h, (T).
B B
(b) Seja A uma partigdo mensuravel. Sem perda de generalidade podemos supor que
B = {A, X\A} é uma particdo com B < A, pois caso contrario definimos uma nova
particdo pondo A" = AV B. Agora como A é T-invariante, é imediato que H, (A") =
p(A) Hyy (A") + p(X\A) Hy ., (A"). E o resultado segue tomando-se os limites.

(¢) E imediato aplicando-se o item (g) da proposicao 2.1.1 & particao A™.

(d) Primeiro observe que

i i i) ()

assim h,, (T'f VLT (A4 )) = khy, (T, A) e entio kh, (T) < h,, (T*).

Por outro lado, como A < \/f;ol T (A), segue que hy, (T*, A) < (T’C Vi T (A )>
e entao h, (T*, A) < kh, (T, A).

(e) Sejam A e B particoes de X e Y e X = {X} e Y = {Y'} partigoes triviais. Assim
AxB={AxB|Ac A BeB}=(AxY)V (X xB). Além disso A x Y e X x B sao

particoes independentes. Logo

Hua(AXx B) = Huy(AXY)+ Hu(X x B)
= H,(A)+ H\(B)

Como (A x B)" = A" x B", segue que h,x\(T x S, A x B) = h,(T, A) + h\(S,B) e
assim Ay, (1) + ha(S) < hur (T x S).
Por outro lado, a familia das particdes de X x Y da forma A x B, com A particao de

X e B particao de Y ¢ suficiente com relagao a qualquer transformagao mensuravel em

X x Y. Logo, utilizando o Teorema 2.1.6 temos h, (1) + hr(S) = huxx (T x S). |
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2.2 Entropia Topologica

2.2.1 Definicao de AKM (Adler, Konheim e McAndrew)

Seja (X, d) um espago métrico compacto e aw uma cobertura aberta de X. Definimos o
nimero da cobertura «, N («), como sendo a menor cardinalidade de uma subcobertura
de a. Se a e 3 sao coberturas de X, entao definimos uma nova cobertura a V  cujos
elementos sao da forma AN B, com A € a ¢ B € 3. Denotamos por 7! (a) a cobertura
cujos elementos sao da forma T~ (A), com A € a. Essa cobertura é ainda uma cobertura
aberta, pois T é continua. Tendo isso definimos a” = a VT~ (a) V... VT~ (q).

Com esses ingredientes, definimos entao a entropia topoldgica da transformagao T com

relacao a cobertura a por
1
h(T,a) = lim —log N (a™) (2.5)

n—oo N,

Para verificar que o limite utilizado nesta definigao realmente existe, pelo Lema 2.1.3
basta verificar que a sequéncia log N (a™) é subaditiva, isto é, que log N (a™*™) < log N (a")+
log N (a™). Equivalentemente, basta ver que N (o) < N (") - N (a™).

Para verificar essa desigualdade, obseve primeiro que se a e  sao duas coberturas de
X, entdao N (aV ) < N (a)-N (B). De fato, se o’ e ' sdo subcoberturas de finitas de a e
3 respectivamente, entao # (o’ V 3') < #a’ - #3'. Também é facil ver que N (T~ (a)) <
N (@).

Agora temos que

"™ = av. . . VTV (VT (a) V... vT " (q)
= a"VT ™" (aV...vT~ "V (a))
= oa"VT " (a™)

E entao segue das observagoes feitas que
N (a™™) < N (a™)- N (T (™)) < N (a")- N (™).
E finalmente temos a seguinte definicao

Definicao 2.2.1. A entropia topoldgica de uma transformacdo continua T : X — X,

onde X € um espaco métrico compacto, € dada por

hiop (T') = sup h (T, @)
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com o supremo tomado sobre todas as coberturas abertas de X.

2.2.2 Definicao de Bowen

Seja (X, d) um espago métrico e T' : X — X uma transformacdo uniformemente

continua. Para cada n € N definimos d’ (z,y) = ,Jnax 1al (T" (x),T" (y)). Essa ¢ uma
<i<n—

métrica em X chamada de métrica dinamica. Para essa métrica, temos o conceito de bola

dindmica, que é dada por BT (z,¢) = {y € X | d¥ (z,y) < €}.

Definigao 2.2.2. (a) Um subconjunto E C X € dito (n,€)-separado se para todos x,y €
E, comz #vy,d,(x,y) > €.

(b) Dado K C X, um subconjunto F' C X € dito (n,€)-gerador de K se para todo x € K
existe y € F tal que d,, (x,y) <.

Informalmente falando, em um conjunto (n, €)-separado, a 6rbita de dois pontos quais-
quer sempre se distanciam mais do que € antes da n-ésima iterada de T'. E F' é um (n, €)-
gerador de K se a érbita de qualquer ponto de K estd a uma distancia menor ou igual a
€ da orbita de algum ponto de F' antes da n-ésima iterada de 7T

Agora dado um subconjunto K C X compacto, denotamos por s? (¢, K) a maior car-
dinalidade de um conjunto (n, €)-separado contido em K, e por 7 (¢, K) a menor cardi-
nalidade de um conjunto que (n, €)-gera K. Para medir a taxa de crescimento exponencial

dessa quantidade, definimos

1
31 (6, K) = limsup — log s® (¢, K) (2.6)
n—oo N
e
1
7r (6, K) = limsup — logr?! (¢, K) (2.7)
n—oo M
observacao: Quando nao se fizer confusao, omitiremos 7' nas notagoes das definigoes
acima.
Lema 2.2.3. (a) r, (e, K) < s, (6, K) <1, (3¢, K) < 00
(b) Se e; < ey entaoT (€1, K) > T (€2, K) €5 (€1, K) >3 (€2, K)

Demonstracao: (a) Se £ é um conjunto (n, €)-separado maximo em K, entao ele (n, €)-
gera K, pois caso contrério, devera existir y € K tal que d,, (z,y) > € para todo xz € E, e

logo {y} U E serd um conjunto (n, €)-separado maior que E. Logo r, (¢, K) < s, (¢, K).
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Agora seja E um (n,e)-separado em K e F um (n, %e)—gerador de K. Entao para
todo z € E, existe g (z) € F tal que d, (z,g(z)) < je. Assim, se g (z) = g(y), entao
dy (z,y) < dp(x,9(x)) +dn(y,9(y)) < e. Como E é (n,e)-separado, segue que r = y
quando g (z) = ¢ (y). Assim, existe uma fungao injetora de F em F. Logo #E < #F e
entao s, (¢, K) < ry, (3¢, K).

(b) Se €1 < €5 entao conjuntos (n, €1)-geradores sao (n, €2)-geradores. Logo 7, (€1, K) >
rn (€2, K). Do mesmo modo, conjuntos (n,e;)-separados sao (n,€;)-separados, e logo
sp (€1, K) > s, (€2, K). u

Definicao 2.2.4. Seja T : X — X wma transformacdo uniformemente continua do
espago métrico (X,d) e K C X compacto. Definimos
ha (T, K) = EEI(%_FT (e, K) = GET&ET (e, K)

e entao definimos a entropia topologica de T por
hg (T) = sup{hy (T, K) | K C X, K compacto}

E importante observar que se Ky C Kj entio hg(T, K1) < hy(T, K>) e assim, se (X, d)
¢ compacto entao hy (T, X) = hy (T).

2.2.3 Equivaléncia das definicoes

Provaremos a seguir que, para o caso de um espac¢o métrico compacto, a definicao de
entropia topolégica dada por Bowen é equivalente aquela dada por AKM.

Considere entao (X,d) um espago métrico compacto e 7' : X — X uma trans-
formagao continua (e logo uniformemente continua pela compacidade de X). Somente
nesta subsegao iremos denotar por hy,, (1') a entropia topégica definida por AKM e por
h* (T') a entropia definida por Bowen. Com essas notagoes iremos provar o seguinte Teo-

rema:
Teorema 2.2.5. hy,, (T') = h* (T).
Dividiremos a prova em alguns lemas.

Lema 2.2.6. Se o € uma cobertura aberta de X e |a| = sup{diam (A) | A € a} entdo
rn (Jaf, X) < N (o).
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Demonstragao: Os elementos de a” = aV...VT~"V (a) sdo da forma AgNT~* (4;)N
. .NT~™=D (An —1)), com A; € a. Seja entdo 3 uma subcobertura de a”. Para cada
B € 3, tome x € B e considere S o conjunto de todos esses pontos. Afirmamos que
S é um (n,e)-gerador. De fato, seja y € X e tome AgN...NT-""Y(An—1)) € 3
contendo y. Tomando z € S tal que x € Ay N ...N T~V (A(n — 1)) teremos que
d (T (y),T" (x)) < |a|, para todo i € {0,...,n — 1} pois T* (z), T (y) € A;.

Logo, para toda subcobertura 8 de a V...V T~ (q) existe um conjunto (n, |a|)-
gerador S com #5 = #S5. Assim N (a V..oVl (a)) > 1y (o], X) ]

Tomando logaritmos e limites, segue do lema acima que

1 1
limsup —logry, (|af, X) < lim —log N (") = h (T, ) (2.8)
n n—oco 1

n—oo

Lema 2.2.7. Se a. € uma cobertura de X formada por bolas de raio € entao N (af) <

rn (€, X).

Demonstracao: Se S = {z1,...,2;} é um conjunto (n,e¢)-gerador de X, entdo f =
{B(z,e)N...NT~"D (B (T Y(x;),¢)) | 2; € S} é uma subcobertura de a”. De fato,
dado z € X, existe z; € S tal que d(T'(2),T"(z;)) < e para 0 < [ < n — 1, isto &,
zeT (B (T"(z;),¢)) para 0 <1 <n-—1.

Logo, dado qualquer conjunto S que é (n, €)-gerador de X, existe # uma subcobertura
de a” = a,V...VT~"V(a,) tal que #S = #5. Assim r,(e, X) > N(a?). |

Novamente tomando logaritmos e limites temos que

1 1
h(T, o) = lim —log N (af*") < limsup —logr, (¢, X) . (2.9)

n—oo M n—oo 1

Agora se «, é uma cobertura de X por bolas de raio € entao |a.| < 2¢. Assim segue
de 2.8 ¢ 2.9 que

1 1
limsup — logr,, (26, X) < h (T, a,) < limsup — logr, (€, X) (2.10)
n

n—oo n n—oo

e entdo, fazendo € — 07 nas desigualdades acima,

1
R*(T) = lim limsup — logr, (¢, X) = lim h (T, a.) . (2.11)

e—0t pooo N e—0F



SEQAO 2.2 ¢ Entropia Topolégica 26

Para completar a prova, basta demonstrar que

lim h (T, a) = sup{h (T, @) | a é cobertura aberta de X}

e—0t

Lema 2.2.8. Para toda cobertura aberta 3 de X, existe € > 0 tal que a cobertura o,
formada pelas bolas de raio € satisfaz N (") < N (a).

Demonstracao: Tome ¢ um nimero de Lebesgue da cobertura 5. Entao a cobertura .
formada pelas bolas de raio € satisfaz a desigualdade enunciada neste lema. De fato, se
AoNT(A))N...NT~"(A,,) é um elemento da cobertura o™, entao existem By, ..., B, €
B tais que A; C B; para 0 < i < n. Consequentemente teremos Ay N...NT"(A,) C
Bon...NnT7(B,).

Deste modo, para cada subcobertura o/ de o', existe uma subcobertura ' de 3"+

tal que #3’ < #a’, e assim segue que N (") < N(a™t). .

Tomando logaritmos e limites na desigualdade do lema acima temos que

hiop (T) =sup h (T, ae) = lim b (T, ;) (2.12)

e>0 e—0

e logo, por 2.11 e 2.12, segue que hyop (1) = h* (T'), demonstrando o Teorema 2.2.5. m

Um corolario 1til dos lemas acima diz que se X é uma espaco métrico compacto,
entao ¢é possivel substituir os limites superiores da definicao de entropia topoldgica dada

por Bowen por limites inferiores, isto é:

Corolario 2.2.9. Se (X, d) é espago métrico compacto eT : X — X é uma transformagdo

continua entao

1 1
h*(T) = hiop(T') = lim lim inf — log r,, (¢, X)) = lim lim inf — log s,, (€, X)

e—0 n—oo N e—0 n—oo N

Demonstragao: Primeiro observe que se a é uma cobertura de X por bolas de raio 2¢
e ( é cobertura por bolas de raio €¢/2 entao os lemas 2.2.6 ¢ 2.2.7 e a parte (a) do lema

2.2.3 fornecem que

N(an) S TTL(2€7 X) S Sn(2€7X) S Tn(e, X) S N(ﬂn)
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e assim temos

1 1
MT, ) < liminf —logr,(2¢, X) < liminf — log s,,(2¢, X)) < h(T, 3)

n—oo M n—oo M

Tomando € — 0, o resultado entao segue da equacao 2.12. ]

2.2.4 Propriedades da Entropia Topolégica

Apresentaremos a seguir as principais propriedades da Entropia Topoldgica de uma
transformacao uniformemente continua 7" : X — X. No que segue, utilizaremos a
definigdo de Bowen (onde (X, d) é um espago métrico nao necessariamente compacto),

e quando necessario explicitaremos nas hipéteses a compacidade de X.

Definigao 2.2.10. Sejam (X,d) e (Y, d') espagos métricos. Uma transformagio T : X —
X € um fator de uma transformacao S :Y — 'Y se existe uma transformacao continua e
sobrejetora f 1Y — X tal que foS = Tof. A transformagdo f é dita uma semiconjugacao

entre T e S.

Proposicao 2.2.11. Se (X,d) e (Y,d') sdo espagos métricos compactos e T : X — X é
um fator de S :Y — Y entdo hy (T) < ha (S)

Demonstracao: Seja f : Y — X uma semiconjugacao entre S e T. Como Y é com-
pacto, f é uniformemente continua, e assim temos que dado € > 0 existe § > 0 tal que
d(y1,y2) < d = d'(f(y1), f(y2)) < € para quaisquer y1,y» € Y. Assim, se {y1,...,yr} é
um conjunto (n,d)-gerador de Y, entao {f(v1),..., f(yx)} é um conjunto (n,€)-gerador
de X. Com isso temos que 75(8,Y) > rI(e, X) e logo, tomando logaritmos e limites,
ha(S) > hg(T). |

Corolario 2.2.12. Sejam T : X — X e S :' Y — Y transformacgoes uniformemente
continuas, (X,d) compacto e f: X — Y continua e injetiva tal que foT = So f. Entao
ha(T) < ha (S)

Demonstracao: Como X é compacto, a transformagao 7' é um homeomorfismo de X so-
bre sua imagem f(X). Pela proposi¢ao 2.2.11 acima temos que hq(T, X) = ha (S, f(X)).
Por outro lado, é claro que hg (S, f(X)) < ha(S) e o resultado segue. |
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Definicao 2.2.13. Duas métricas d e d em X sdao uniformemente equivalentes se as
transformagoes identidade id : (X,d) — (X, d') eid : (X,d") — (X, d) sao uniformemente

continuas.

Proposigao 2.2.14. Se T : X — X € uniformemente continua e d e d' sao duas métricas

uniformemente equivalentes em X entao hy (T) = hg (T)

Demonstracao: A demonstracao segue as mesmas linhas da proposi¢ao acima. Dado
e >0, sejad > 0 tal que d'(x,y) < d = d(z,y) < € para qualquer x € X. Agora dado K
compacto, pela implicacdo acima temos que todo (n,d)-gerador de K com respeito a d’
é um (n, €)-gerador de K com respeito a d. Assim temos 1, (¢, K,d) < r,(d, K,d") e logo

ho(T, K) < hg(T, K). Com o mesmo argumento conseguimos a desigualdade contraria. m

Proposicao 2.2.15. Sejam (X, d) e (Y,d') espagos métricoseT: X - X eS:Y =Y
transformacoes uniformemente continuas. Entao:

(a) hq (T™) = mhy(T). Se X for compacto e T um homeomorfismo entio hg (T™') =
hq (T')

(b) Definindo T x S: X xY — X xY por (T xS)(x,y) = (T (x),T (y)) e

d" ((z1,91) , (72, y2)) = max{d (z1,72) ,d’ (y1,92)}
temos que
hd” (T X S) < hd (T) -+ hd/ (S)

com a igualdade valendo se X ou'Y € um espaco métrico compacto.

Demonstracao: (a) Fixe m > 0. Entao

A" (z,y) = max d(T"(z),T™(y)) < max d(T"(x),T"(y)) = df_ppi1(2,9)

n 0<i<n—1 T 0<i<m(n—1)
e assim

BT

mn—m-+1

(z,€) € B (2,¢)

Logo , para qualquer K compacto,

TTm (67 K) S T;{m—m—i—l(ev K) S TT

n mn

(€, K)

e assim, tomando logaritmos e limites, hq(7™) < m - hq(T).
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Por outro lado, segue da continuidade uniforme da transformacao 7" que dados m > 0

e € > 0, existe § > 0 tal que B(z,8) C BL(z,€) para qualquer z € X. Assim temos que

B (0) = ()77 (B(1(2).5))

1=0

_ Q (6 T (T (B (17 (T () w))))

= BL (z,¢)

e entdo rl (e, K) < rl™(§, K) para qualquer K compacto. Tomando logaritmos e limite
segue entao que m - hy(T) < hg(T™), como queriamos.

Agora se T é inversivel, entdao B (x,¢) = BT ' (T" (), €). Assim temos que, se X é
compacto, entdo 77 (e, X) =1 ' (e, X) e logo ha(T) = hg(T1).

(b) Considere K C X e L C Y compactos. Se E é uma conjunto (n,€)-gerador de
K e F é (n,e)-gerador de L entdo E x F' é um (n,¢)-gerador de K x L. Assim temos
rI>S(e, K x L) <rl(e, K)-r5(e, L) e assim Trys(e, K x L) <Tr(e, K) +7s(e, L).

Agora tomando M C X x Y compacto e pondo K = wx(M) e L = 7y (M), onde 7x
e my sao as projecoes de X X Y em X e Y respectivamente, teremos que M C K X L
e assim Trys(e, M) < 7r(e, K) +Ts(e, L). Logo ha (T x S, M) < hg(T, K) + ha (S, L) e
assim
ha (T x S) = sup hg(T xS, M) < sup hg(T,K)+ sup he(S,L) = ha(T)+ha(S)

MCXxY KCcX LCY
compacto compacto compacto

Se X for compacto (o caso Y compacto é idéntico), entdo qualquer subconjunto com-
pacto de X x Y é um subconjunto de X X L para algum L C Y compacto (basta por
L = my(M). Assim temos que

hd//<T X S) = Sup hd”(T X S,X X L) (213)

LCY
compacto
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Agora seja E um conjunto (n, €)-separado em X e F um (n,¢€)-separado em L C Y.
Entdao E x F é (n,€)-separado em X x L. Segue entdao que s:*%(e, X x L) > s (e, X) -
s9(e, L) e assim

Srxs(e, X X L) > limsup% [log st (e, X) + log 53 (e, L)]

1
> liminf —log s% (e, X) 4 limsup s (¢, L)

n—oo 1 n—o0
Tomando ¢ — 0 temos, utilizando o coroléario 2.2.9, que
hd//(T X S,X X L) > hd(T) + hd/(S, L) (214)
e a proposicao segue de 2.13 e 2.14. [

Observagao 2.2.16. A sequnda parte do item (a) da proposi¢ao acima nao € verdadeira
se X nao for compacto. Um contra exemplo simples se da pondo T : R — R dada
por T'(x) = 2x. T € uma fun¢do uniformemente continua da reta e, pelos resultados do
capitulo 3 sobre entropia de transformacoes lineares, temos que h(T) = log2 enquanto

que T~ = 2a tem entropia h(T~') = 0.

Observagao 2.2.17. Existem exzemplos onde vale a desigualdade estrita hg: (T x S) <

hq (T) + hg (S) na proposi¢ao acima. Um exemplo pode ser encontrado no artigo de P.
Hulse, [6].

2.3 Principio Variacional na Entropia

O principio variacional da entropia fornece a principal relagao entre a entropia topolégica
e a entropia métrica. Ele estabelece que a entropia topolégica de uma transformacgao
continua num espaco métrico compacto é o supremo das entropias métricas tomado sobre
todas as probabilidades invariantes para essa transformacao.

Ainda hoje existem pesquisas para se saber sobre quais condicOes esse supremo é
atingido e encontrar tais medidas. As medidas que satisfazem essa condi¢ao sao chamadas
de medidas de entropia méxima. Mais a frente (capitulo 3) apresentaremos o con-
ceito definido por Bowen de medida homogénea para uma transformacao continua e

mostraremos que essa ¢ uma medida de entropia maxima.
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O objetivo desta secao é provar o Principio Variacional da Entropia. Esse resultado
nos ajudara a calcular a entropia topolégica de algumas transformagoes nos Espacos Pro-
jetivos (capitulo 4) apenas caracterizando seus pontos recorrentes. Apresentaremos nesta

se¢ao uma demonstracao devida a Misiurewicz.

Lema 2.3.1. Seja (X, d) espago métrico compacto e p € M (X). Entdo para todo § > 0,
existe uma particao mensurdvel A = {C1,...,Cy} tal que diam (C;) < § e p (0C;) =0

Demonstracao: Primeiro observe que dado § > 0 existe ¢’ com 0 < ¢ < ¢ tal que

(0B (x,0")) = 0. De fato, U OB (z,0') é uma uniao disjunta, ndo enumeravel, com
6'€(0,9)
medida finita, e logo deve existir ¢ tal que p (0B (x,d")) = 0.

Considere entao {Bj,..., By} uma cobertura finita de X por bolas de raio menor
que §/2 e tal que p(0B;) = 0. Pondo C; = B e C; = B;\ ﬂ E temos que

0<j<i—-1
A ={Cy,...,Cr} é uma particdo como no enunciado. [

Lema 2.3.2. Seja (X, d) um espago métrico compacto. Se p,, € uma sequéncia de proba-
bilidades sobre os borelianos de X que converge (na topologia fraca*) para a probabilidade

W, entao para todo boreliano A com pu(0A) = 0 temos que lim,,_, iy, (A) = p (A4).

Demonstragao: Primeiro mostraremos que se F' é um conjunto fechado entao lim sup p,, (F') <
i (F). Tomando complementares, temos da desigualdade acima que liminf p,, (A) > p(A)
se A é aberto.

Para mostrar isso, seja F' fechado e defina, para cada m € N, a funcao

fm (@) =g (m-d(z, F))

onde d (z, F) = sup{d (z,y) |y € F'} e g é definida por

g(t) =

1—t, 0<t<1
0, t>1

Definindo B,,, = {z € X|d (x, F') < 1/m} temos que ﬂ B, = F elogo lim,, .o it (By,) =
meN
i (F). Observe ainda que xr < f,,, onde xr é a fun¢do caracteristica do conjunto F'.
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Assim temos:
lim sup p,, (F) < lim sup/fmdun = /fmdu < u(Bp)

e logo lim sup, jin (F) < limo it (B) = s (F).
Agora a desigualdade limsup p, (A) < limsup p, (4) < p(A) = p(A) junto com
liminf p, (A) > liminf u, (A4°) > p(A°) = p(A) implicam que limy, o ity (A) = p(A). =

Segue do lema acima que se A é uma particao mensuravel de X por conjuntos de
fronteira com medida p nula, e p, é uma sequéncia de probabilidades convergindo (na

topologia fraca®) para p, entao lim,, ., H,, (A) = H, (A).

Lema 2.3.3. Seja (X, d) um espago métrico, T : X — X continua e E, C X um conjunto
(n, €)-separado. Seja 6, a medida de Dirac suportada em x (i€, 0, (A) =1 — x € A).

Defina as sequintes probabilidades

1
Vn::#E Zéx,

n xel,

1 n—1 '
M = E;T*Vz

Entao existe um ponto de acumulagdao de {u,} (na topologia fraca*) que é T-invariante
e satisfaz
1
limsup — log #E,, < h,, (T)
n

Demonstracgao: Seja n; uma sequéncia de indices tal que

1 1
lim —log #FE,, = limsup —log #FE,
n

NE—00 T n—o00

e seja u um ponto de acumula¢do qualquer da sequéncia p,, (que existe pois IM(T') é
um conjunto compacto na topologica fraca*). Entao pu é T-invariante pois Ty, — fn, =
L(Trvy — 1) € limy oo =(TI'v, — v,) = 0 pois v, sdo probabilidades e assim se pu =

lim g, entao Tip = limy,, oo Tifln, = limy,, oo fin, = [

nj— 00
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Para mostrar a desigualdade do lema, seja ¢ > 0 considere A = {C1,...,C;} uma
particao de X com diam(C;) < € e u(9C;) = 0 para 1 < ¢ < k. Entao cada elemento C' de
A" contém no maximo um elemento de E,, pois como diam(C;) < € quaisquer dois pontos
de C nao podem ser (n, e)—separados. Assim existem exatamente #FE,, elementos em A"
com medida v, igual a . Logo temos que H,, (A™) = log #FE,,.

Agora fixe n e q tals que 0 < g < n. Para cada k, 0 < k < ¢ defina a(k) = [”—_k}, isto

q
é, a(k) é a parte inteira do nimero %. Pondo

S={0,1,....kk+a(k)g+1,...,n—1}
conseguimos uma parti¢ao do conjunto {0, 1,2,...,n — 1} na seguinte unido disjunta:
{0,1,2,....,n—=1}={k+rq+i|0<r<ak)—1,0<i<q}US

Observe ainda que #S < 2q. De fato temos que #S =n —a(k)qg < k+ q < 2q.

Assim temos

n—1 a(k)—1
At =\/T7(A) = \/ T ) (A7) (\/T‘Z )

€S

e entdo, utilizando os itens (e) e (a) da Proposicao 2.1.1 segue que

a(k)—1
log #E, = H,, (A") < ZH@ SO (An) 1+ H,, (T7/(A))
i€s
(/’ﬂ)—1
< Z Hrpirra,,, (A7) + 2qlog #A
r=0
Da desigualdade acima temos que
q—1 q 1
qlog#E, => H, (A") < Z Hopiira,,, (A?) + 2qlog #A
k=0 0
n—1

< HT «Un, Aq) + 26] 10g #"4
1=0

< nH,, (A7) + 2’ log #A

onde a ultima desigualdade segue do item (g) de 2.1.1. E com isso concluimos que

1 1 1
lim sup -~ log#E, < lim —-H,, (A?)=-H,(A?)
q

n—>ooq
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e assim .
lim sup - log#E, < h,(T,A) <h,(T)

E finalmente temos o principio variacional da entropia
Teorema 2.3.4. Seja (X, d) um espago métrico compacto e T : X — X continua. Entdo

hqe(T)= sup h,(T) .
peM(T)

Demonstracao: Seja C = {C},...,Ck} uma particao de X. Como X é um espago
métrico, uma medida p nos borelianos de X é regular e assim pu(C;) = sup{u(B) | B C
C; fechado}. Com isso podemos tomar uma particao B = {By, By, ..., By}, com By =
X\ UF_, B; tal que cada B; é um fechado contido em C; e H(C|B) < 1. Assim temos pelo
item (e) da Proposigao 2.1.4 que

h(T,C) < hy(T, B) + H,(C | B) < h,(T,B) + 1

Ponha o = {Al, ce ,Ak}, com Az = BO U BZ Como BO U BZ = X\ Uj#i Bj e cada Bj
¢ fechado, temos que o é uma cobertura aberta de X. Por 2.1.1(a) temos que H,(B") <
log #B". Mas como #B" < #a"-2", temos que H,(B") < log(#a™-2") e entao h, (7T, B) <
(T, ) +1log2 < hy(T) +log 2. As desigualdades acima junto com 2.1.4(e) implicam que

h,(T,C) < h,(T,B)+ H,(C|B) < hq(T) +1og2+1

Assim temos que

hy(T™) _ hq(T") +1og2 +1
n n

e entao h,(T) < hq(T).
Por outro lado,fixado ¢ > 0 e escolhendo para cada n € N um conjunto E, que é

(n, €)-separado de cardinalidade méaxima (#E, = s (e, X)), temos pelo lema anterior que
1
lim sup — log s’ (e, X) < h,(T)
n

para alguma medida invariante p € M(7'). Assim temos que Sr(e, X) < sup h,(T) e logo
o

ha(T) < sup h,(T). |
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2.4 Entropia e pontos recorrentes

Essa secao é apenas para observar que para se calcular a entropia de uma trans-
formacao continua 7" : X — X, com (X, d) espago métrico compacto e com base enu-
meravel, basta restringir a transformacao 7' ao fecho do conjunto dos pontos recorrentes.

De fato, é facil ver que para calcular a entropia métrica de T' com respeito a uma
medida invariante p, basta calcular a entropia de T restrita ao suporte de u. E pela
Proposicgao 1.2.5, um coroléario da versao topoldgica do Teorema de recorréncia de Poincaré,
o suporte de uma medida invariante p esta contido no fecho de conjunto dos pontos recor-

rentes. Assim, a observacao desta secao segue do principio variacional da entropia.



CAPITULO 3

Entropia em Espacos Homogéneos

Neste capitulo apresentamos uma férmula geral para o calculo da entropia de trans-
formacoes afins em Grupos de Lie. Como caso particular obtemos a classica férmula para
a entropia de endomorfismos no toro. Em seguida mostraremos como calcular a entropia
de algumas transformacgoes em espagos homogéneos da forma G/T", com I' um reticulado
uniforme. Isso nos fornecerd a entropia de algumas transformagoes interessantes, como
as provenientes da agao dos elementos do grupo simplético no grupo de Heisenberg que

fixam as coordenadas inteiras desse grupo.

3.1 Medidas T-homogéneas

Definicao 3.1.1. Uma medida de Borel p em X é dita T-homogénea se satisfaz as
sequintes condigoes:

(1) W(K) < oo se K é compacto;

(11) p(K) > 0 para algum K compacto;

(111) Para todo € > 0, existem nimeros positivos § e ¢ tais que

1(Bn(y,0)) < ¢ p(Bn(z,€))
para todos x,y € X en € N.

36
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A partir de uma medida T-homogénea, definimos

1
k(u,T) = lim limsup —— log pu(B,(y, €)) (3.1)
n

e—0 poco

Como p é T-homogénea, entao a quantidade k(u, T') nao depende de y. De fato, se x
é outro ponto de X, entdao dado € > 0, existem ¢y, c9, 01 € d3, com dy < d; < € tais que

para todo n € N vale

c2 - i(Bn(y,02)) < c1 - p(Bn(x,01)) < pu(Bn(y,€))
e logo

1 1 1
lim sup - log p(Bn(y, €)) < limsup - log p(By(x,61)) < limsup - log p(Bn(y, 02))

n—oo n—oo n—oo

Assim, tomando € — 0, segue que

1 1
lim limsup —— log (B, (y, €)) = lim limsup —— log pu( B, (z, €))
n n

—0 5500 =0 noco

Proposicao 3.1.2. Seja T : X — X wuma transformagdao uniformemente continua e p
uma medida T-homogénea em X. Entao hy(T) = k(u,T). Mais ainda, se X € compacto,
w(X) =1 ep éT-invariante entiao também vale que h,(T) = k(p,T). Em particular essa

¢ uma medida de entropia mdxima.

Demonstragao: Seja K compacto e U uma vizinhanca de K com u(U) < oo, que existe
pois X é localmente compacto e medidas de compactos sao finitas.

Seja € > 0 tal que B(K,e) C U. Se E C K é um conjunto (n,e€)-separado entao
UzepBE (2, 1€) é uma uniao disjunta contida em U. Tome § e ¢ > 0 tais que (B, (y,6)) <

¢+ p(By(z, 2€)) para quaisquer z,y € X e n € N. Entdo

1(Bn(y,0)) - sule, K) < ¢ p(Bn(z,€/2)) - sn(e, K)
< ¢ pu(U)
assim
, 1 . 1 c-wU)
limsup — log s, (¢, K) < limsup —log ————
n n & ( ) n n g’u(Bn(y,(S))

1
= limsup ——log pi(Bn(y, 9))
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e consequentemente hy(7T, K) < k(u,T).

Por outro lado, seja K compacto com pu(K) > 0. Se F' é um conjunto (n,d)-gerador
de K entao K C UyepBy(z,20).

Dado € > 0, tome ¢ e ¢ tais que u(By,(x,20)) < c¢- u(B,(y,€)) para todos z,y € X e

n € N. Assim temos

e pu(Bu(y,€) - ma(0,K) > p(Byn(z,20)) - 1,(9, K)
> u(K)

e do mesmo modo feito acima, tomando limites e logaritmos, concluimos que hy(T, K) >
k(p,T).

Para provar a segunda parte da proprosi¢ao, suponha X compacto e p T-invariante.
Entao ja sabemos pelo principio variacional que h,(T") < hq(T) = k(p, T).

Dado € > 0, tome 6 > 0 e ¢ > 1 tais que pu(By(z,9)) < c-u(Bn(y,€)) para todos z,y €
X eneN. Seja A= {A,...,A,} uma partigdo mensuravel de X com diam(4;) < o

Os conjuntos de A" = AVTHA) V... VT~ D(A) sio da forma A; := A i, i, =
NPZAT7*(A;). Se z € Ay entdo A; C By,(,0) e assim u(A;) < c- u(Bu(y,€)) para

quaisquer y € X e n € N. Assim temos

H(A") = — Z 1(Ar) log p(Ar)

v

8 (Ba(. )

= —loge- u(Bn(y,e))
e assim h(T, A) = lim,,_.oc ~H(A") > limsup,, —= log u(B,(y, €)), provando que h,(T) >
k(p, T) = ha(T). m

3.2 Entropia de transformacoes afins

Definicao 3.2.1. Uma transformacao T : G — G de um grupo G € dita afim se € a
composta de um endomorfismo com uma translagao. Mais especificamente T = R, 0 A,

onde A: G — G € um endomorfismo do grupo e R, : G — G € a aplica¢io Ry(x) = zg.
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Proposicao 3.2.2. Seja G um grupo metrizdavel, localmente compacto com métrica in-
variante a direita d e T : G — G uma transformacao afim. Entao a medida de Haar

wmvariante a direita em G € T-homogénea.

Demonstracao: Seja A : G — G endomorfismo e g € G tal que T'= Ry, 0 A. Como p é

invariante a direita, é suficiente mostrar que B (z,€) = B (e, ¢) - x para qualquer = € X,

pois assim teremos que (B (x,¢€)) = p(BA(e, €)), para quaisquer z,y € X en € N.
Como BI(z,€) = N}Z\T~*(B(T*(x),¢)), basta mostrar que

T7H(B(T"(x),€)) = A™*(B(e,€)) - x

para qualquer k£ € N. Por inducao, se k£ = 0 entao a igualdade acima é obvia pois d é

invariante a direita. Agora

T_(k+1)(B(Tk+1($),6)) — T—l(T—k(B

Como consequéncia dessa proposicao, temos o corolario abaixo afirmando que a medida
de Haar para grupos compactos é uma medida de entropia maxima para os endomorfimos

sobrejetores desse grupo.

Corolario 3.2.3. Seja G um grupo compacto, d uma métrica invariante a direita e L
a medida de Haar em G invariante a direita com p(G) = 1. Se A : G — G é um

endomorfismo sobrejetor entdao

hu(Rg 0 A) = hy(A) = k(p, A) = ha(A)

Demonstracao: A medida de Haar num grupo compacto € invariante para qualquer

endomorfismo sobrejetor do grupo. De fato, se u é a medida de Haar invariante a direita
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e A: X — X é endomorfismo sobrejetor, entdao a medida definida por v = A,u é uma
medida de Haar invariante a direita, pois v(Cg) = u(A7Y(Cgq)) = u(AY(CA(h))) =
u(A7HC)h) = u(A~HC)) = v(C). Assim v = A,u = p pela unicidade da medida de
Haar.

Pelas proposigoes 3.1.2 e 3.2.2 acima segue imediatamente que h,(A) = k(p, A) =
hd(A> |

A seguir apresentamos uma proposicao que nos permitira calcular a entropia de en-
domorfismos em Grupos de Lie conhecendo apenas a entropia dos homomorfismos corre-

spondentes na algebra de Lie.

Proposicao 3.2.4. Sejam N e M wvariedades diferenciais, T : N — N, S : M — M e
7 : N — M mapas diferencidveis que comutam (i.é. moT = S omx). Considere uy uma
medida (diferencidvel) em N que é T-homogénea com relagdo a uma métrica dy e iy

uma medida (diferencidvel) em M que é S-homogénea com rela¢ao a uma métrica dyy.

Se T(z) = x em € um difeomorfismo local numa vizinhanga U de x entio k(uy,T) =
k(:uf\/b S)

Demonstracgao: Seja U; C U uma vizinhanca de x tal que T(U;) C U, U, é compacto e
U, C U. Considere ¢ tal que B(z,¢) C U;. Como 7 é difeomorfismo em U, existem a, e

b. tais que

B(n(x),a.) C 7(B(x,¢)) C B(r(x),b.)

o que implica em
By (r(z),a.) C n(B, (w,¢€)) C By(m(x),be)
Como py e pp sao medidas diferencidveis (provenientes de uma forma volume), 7 é

difeomorfismo em U e U; C U é compacto, segue que existem constantes C; e C, tais que

para todo conjunto mensuravel £ C U; vale

Crpm (m(E)) < pn(E) < Coppr (n(E))
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Assim temos que

Cy - pa(m(B,, (2, €)))
(B, (@, ¢))

Cy - pat (m(By, (2, €)))
Ca - (B (m(x), b))

Cr -y (B; (m(2), ac))

IN AN A

IN

logo

v

1 1
timsup ——log (B3 (r(z). a0)) = lmsup ——log pv (B (z )

1
> limsup 0 log MM(BS<7T($)7 be))

Tomando ¢ — 0 concluimos a proposicao. [

Corolario 3.2.5. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g. Considere A : G — G
um endomorfismo e dA. : g — g o homomorfismo na sua dlgebra dado pela diferencial de

A na identidade. Se d é uma métrica invariante o direita em G entao

ha(Ry o A) = ha(A) = h(dA,)

Demonstracao: Pela proposicao 3.2.2 a medida de Haar em G é A-homogéna com
relagdo a métrica invariante a direita d em G, e a medida usual de Lebesgue em g é dA.-
homogénea com relagao a qualquer norma em g. A aplicacao exponencial exp : g — G é
um difeo local numa vizinhanca de 0 € g e satisfaz A oexp = exp odA, (ver B.5.3). Logo,

o corolario é imediato da proposicao acima e da Proposicao 3.1.2. [ ]

A seguir calcularemos a entropia topolédgica de transformacoes lineares explicitamente
a partir dos seus autovalores. Com a ajuda do corolario acima obteremos a entropia
topoldgica de qualquer transformagao afim num grupo de Lie G.

Vejamos primeiramente a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.6. Seja M uma variedade diferencial de dimensao m e f : M — M

uma aplicagao diferencidvel. Se d € uma métrica em M determinada por uma métrica
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Riemanniana entao

ha(f) < max{0,m - log(sgﬂg ldf [z acl1)}

Demonstracao: Sejaa = sup,¢,, ||df |7, am||. Suponha que a < oo (o caso a = oo é 6bvio).
Se a < 1, pela desigualdade do valor médio, temos que d(f(z), f(y)) < a-d(x,y) e logo f
nao expande distancias, implicando que os conjuntos (1, €)-geradores sao (n, €)-geradores
para todo n € N. Assim hy(f) = 0.

Suponha entao que 1 < a < co. Seja K C M compacto e € > 0. Considere || [, a
norma do méaximo em R™ e B(0,r) a bola em R™ nessa norma. Escolha agora sistemas
de coordenadas ¢y, ...,¢, : B(0,1/2) - M em M de forma que K C U]_;p;(B(0,1/2)).
Tome c¢ tal que d(y;(p), ¢i(q)) < c-||p — ql|m para todos p,q € B(0,1/2) e 1 <i <.

Agora para cada § € (0,1), ponha E(0) = {(k10,...,k,d0) € R™|k; € Z e k;0 < 1/2}.
Entao #E(5) < (1/0)™ e qualquer ponto de B(0,1/2) estd a uma distancia < § de algum
ponto de FE(0).

O conjunto F'(0) = Uj_;p;(E(5)) é (n,a"bd)-gerador de K. De fato, seja z = ¢;(p)
K com p € B(0,1/2) e considere ¢ € E(J) tal que ||p — ¢|| < 0. Ponha y = ¢;(q) € F(9).
Se 0 < k <n entao

d(f* (), f*y)) < a"-d(z,y)
< a"-d(ei(p), ¢i(q))
< a"-c-p—dl
< a"-c-0
Agora dado € > 0, ponha ¢ = . Assim
a” - c

IR av-c\"  av™.r

e K)<H#F@S)<r-[2) =r- -

R e e

e logo 7¢(e, K) < m -loga, como querfamos. [ ]

Corolario 3.2.7. Seja T : R™ — R™ uma transformagao linear e X o autovalor de maior
modulo. Entao
ha(T) < max{0, mlog|Al}
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Demonstracgao: hq(T) = thy(T™) < L max{0,mlog||T"(|} = max{0, mlog |T"||=}. E
como lim,_.. [|T7]|= = ||, segue que hq(T) < max{0, mlog |A|}. |

Proposicao 3.2.8. Seja T : R™ — R™ wma transformacgao linear e Ay, ..., N, Seus

autovalores (possivelmente repetidos). Entao

ha(T) = ) log |\l

[Ai|>1

Demonstracgao: Pela decomposicao de Jordan do operador 7', conseguimos uma decom-
posicdo R™ = E; x ... x Ly, onde cada Ej; é invariante por T e cada T; = T|g, tem
todos os autovalores com médulo «;. Entao podemos escrever T' =T} X ... X T}. Assim,
pela parte (b) da proposicao 2.2.15 segue que hy(T') < 2521 hq(Tj). Pelo corolario 3.2.7
acima, hq(T;) < max{0, dim Ejlog a;}, e logo ha(T) < 37, 1o, log [Asl.

Para a outra desigualdade, considere o subspaco V' de R™ formado pelo produto dos
subspacos F; tais que a; > 1 e 1 a medida de Lebesgue em V. Entao pelas proposigoes
3.1.2 € 3.2.2, segue que hy(T|y) = k(u, T|y). Mas como Bg'V(O,e) C (T]y)™(B(0,¢€)),

segue que

p(BIV(0,6) < u((Tlv) ™(B(0,¢)))
= w(B(0,¢€)) - [det(T|y)™"|
1(B(0,€))
[det T[y |

e assim

ha(T) > ha(Tly) = k(i Tlyv) > log|det Tly| = Y log|A;]

[Aj1>1

Temos a seguir, como resultado imediato das proposigoes acima, uma férmula para o

calculo da entropia topoldgica de transformacoes afins num grupo de Lie.

Corolario 3.2.9. Seja G grupo de Lie, A : G — G um endomorfismo e \i,..., A\ 08

autovalores do homomorfismo dA. : g — g. Se d € uma métrica invariante a direita em
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G entao
ha(Rgo A) = ha(A) = ) log |\
‘)\j|>1
Demonstragao: E consequéncia imediata do corolario 3.2.5 e da proposicao 3.2.8. [

3.3 Entropia em Espacos Homogéneos

Para comecar o estudo da entropia em espagos homogeéneos, vejamos a seguinte proposicao
que fornece uma relagao entre a entropia de um transformacao num fibrado em termos

da transformacao induzida na base.

Proposicao 3.3.1. Sejam (X,d) e (Y,d') espacos métrico compactos, T : X — X,
S:Y =Y en: X — Y transformacoes continuas com m sobrejetora e moT = S o .
Entao

ha(T) < har(S) +sup ha(T, 7" (y))

yey

Demonstragao: Suponha que a = sup, ¢y hq(T, 77" (y)) < 00 (0 caso a = oo é trivial) e

seja € > 0. Fixado a > 0, para cada y € Y escolha um nimero m(y) € N tal que

a+a>hy(T, 7 (y) +a>

1 T -1
) log rm(y)(e, T (y)) (3.2)

Esse ntimero existe pois 7r(e, 7 '(y)) = lim sup%log rL(e, 77 (y)) cresce quando e de-
cresce e hy(T, 77 (y)) = lim_o 77 (e, W‘l(y)sl.ﬂoo

Para cada y € Y seja E, C X um conjunto (m(y), €)-gerador minimal de 7~ !(y), i.é.,
com rﬁ(y)(e, 7 (y)) elementos. Entao U, = U.cp, B;L(y)(z, 2¢) é uma vizinhanga aberta de
71 (y) e contém Ny=om 1 (B(y,7)). Assim, temos que (X\U,) N (M=o (B(y,7))) =0 e
entdo, pela propriedade da interseccao finita em conjuntos compactos, existe W, = B(y, v)
tal que 7~ H(W,) C U,.

Considere W,,, ... W, uma cobertura de Y e  seu nimero de Lebesgue. Seja E,, um

conjunto (n,§)-gerador de Y com r9(4,Y) elementos. Para cada x € E, e 0 < j < n,

escolha um ¢;(x) € {y1,...,y,} tal que B(S7(x),d) C We, ().
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Construa, para cada x € F,,, a seguinte sequéncia por inducao

to(l’) =0
tor1(z) = ts(x) + m(cy@)(r))

e pare quando t,1(x) > n. Escreva ¢ = ¢(x) para expressar que ¢ depende z.

Parax € E,, 21 € E. S Zq@) € B

Ctq(x)

g (2)(T) - ()5 defina

V(z;21,. . 2gw) = {u € X | d(T0(u), T(z,)) < 2,
para todo 0 <t < m(c,@)(x)) e 0<s <q(x)}

e Afirmacgao 1: U V(z; 21,05 %) = X
(.Z’;Zh...,Zq(m))

De fato, dadou € X, tome x € E,, que (n,d)-acompanha 7(u). Fixado s, 0 < s < ¢(x),
temos que 0 < ¢,(z) < n—1 eentdo d (5@ (m(u)), 5@ (z)) < 6. Dai segue que

(T (w)) = §%@(x(w)) € B(S")(z),8) C W,
e assim

T (u) € W_I(W6t8<z>(w)) C Ve, (@) = U Bﬁ(Ctsu)(I))(z’ 2€)

ZEEcts (z) (@)

Logo existe z; € E, ) tal qued (T9(T*) (), T?(25)) < 2e para0 < t < m(cy, () (),
demonstrando a afirmacao.
Agora se F' é um conjunto (n, 4€)-separado entdo FNV (z; 21, . . ., 24(z)) tem no maximo

um elemento, pois para quaisquer dois pontos u,v € V(x; 21, ..., Z4x)) temos que
d (TH (T (), THT™") (v))) < 4e se 0<t<mlc,w(z) e 1<s<qx)

e assim, d(T7(u), T7(v)) < deparaj € {0,1,...,n} C {t+t5(x)|0 <t < m(cry@)(z)) e 1 <
s < q(z)}.
Como #E., ., (x) = rm(cts(z)(x))(e, 7 (¢, (¢))) temos que para cada x € E,, a quan-

tidade maxima de ¢(x)-uplas é

q(z)
N:c - #Ects(z)(x)
s=0
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e entao
q(x) q(x)
log Ny = Y log #E,, @) < (a+a) > m(c,@) (). (3.3)
s=0 5=0
q(x)-1
Agora observe que tq) = m(ce,(z)(2)) e entao, pondo M = max{m(y1),...,m(y,)}
5=0
temos que
q(x)
> (@) (@) = tog) + mlc,,, @ (@) <n+ M. (3.4)
5=0

Segue entao das desigualdades 3.3 ¢ 3.4 que log N, < (a + «a)(n+ M) e assim N, <

e(a—i—a)(n—i—M

). A partir dessa desigualdade e lembrando que para cada = € E,, os conjuntos
V(x;21,. .., 24)) tem no maximo um elemento de qualquer conjunto (n,4e)-separado
temos que

sT(4e, X) < #E,, - elato)ntM)
Deste modo segue que

1. . 1 1

—log s, (4e, X) < —log#FE,, + —(a+ a)(n+ M)

n n n

e assim
1
limsup — log s (4¢, X) <75(6,Y) +a+a < hg(S) +a+a

n

Tomando € — 0 na desigualdade acima e como « é arbitrario, temos entao
hd<T) S hd/(S) +a
[ ]

Observagao 3.3.2. A hipdtese da compacidade na proposi¢do acima € necessdria. Em
[16], Ssembatya constréi um exemplo de uma transformacdo uniformemente continua T

com entropia positiva mas que hy (S) = sup,cy ha(T, 71 (y)) = 0.

Considere agora (X,dx), (Y,dy) e (G,dg) espagos métricos compactos, 7 : X — Y
uma aplicagao continua e sobrejetora e p : X x G — X uma aplicagao continua, denotada
por p(x,g) = xg e com as seguintes propriedades:

(i) 7~ (m(2)) = 2G = p(z, G)

(i) zg=2g' = g=4¢
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Sejam ainda7': X — X, S:Y —- Y e7:G — G aplicagoes continuas e suponha que
T é uma (G, 7)-extensao de S, isto é, Somr =7woT e T(xg) = T'(x)7(g) para todos x € X

e g € G. Com essas hipdteses temos a seguinte proposicao
Proposicao 3.3.3. ha, (T) = hay (S) + hp,(7)

Demonstragao: Mostraremos primeiro que hg, (T, 77 (y)) < hg.(7) para todo y € Y.
Para isso, fixe y € Y, 2 € 7 !(y) e € > 0. Pela continuidade uniforme de p, escolha § > 0
tal que dx(xg,zg') < € se dg(g,q’) < 9.

Se E, é uma conjunto (n,d)-gerador de G com respeito a 7, entdao zFE, é um (n,€)-
gerador de 77! (y) = m7'(w(2)) = 2G com respeito a T. De fato, se d (%(g),7%(¢')) <
§ entdo dx (T%(z9),T*(zg")) = d(T*(2)7*(g), T*(2)7*(¢')) < e. Logo rl(e, 7 (y)) <
r7(0,G) e assim hg, (T, 7 ' (y)) < hg.(7). Pela proposi¢ao anterior 3.3.1, segue que
hay (T) < hay (S) + hag (7).

Por outro lado, dado € > 0, existe d tal que:

(a) dx(z,2) <d=dy(n(x),m(2)) <ee

(b) da(g,4") > € = dx(xg,xg") > ¢ para qualquer x € X

A afirmacdo (a) segue da continuidade uniforme de 7. Agora para ver que vale
(b), supondo o contririo temos que existem sequéncias x, € X e g,,¢, € G tais que
dc(gn, g),) > € mas dx(zngn, xng,) — 0. Passando a subsequéncias se necessario, pode-
mos supor que &, — &, g, — g ¢ g, — ¢'. Com isso teremos que dx(xg,zg’) = 0
(xg = x¢') mas dg(g,9') > € (g # ¢'), contradizendo a hipétese (ii) feita acima. Logo,
também existe 0 de forma que (b) é valida.

Tome agora (G, um conjunto (n, €)-separado em G com respeito a 7 e Y,, um conjunto
(n, €)-separado em Y com respeito a S. Escolha X,, C X tal que 7 fornece uma bijegao
entre X,, e Y,,. Temos entao que
e Afirmagao : X,G, é um conjunto (n,d)-separado em X com respeito a T’

De fato, sejam xg # x’'¢’ dois elementos de X,,G,,. Supondo primeiro que = # 2/, pela

escolha de X, temos que 7(z) # 7(2'). Logo existe k € {0,1,...,n — 1} tal que

ds (7 (T*(zg)) , 7 (T*('g)) = ds (5" (n(xg)), S" (w(2'g)))
= ds (8" (n(x)), S* (n(a")))

> €
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e por (b) acima, temos que dy (T*(zg), T*(2'¢’)) > §. Agorase x = 2’ entdo g # ¢'. Entéao
existe k € {0,1,...,n — 1} tal que dg (7"(g),7"(¢')) > € e assim, por (a) acima, segue
que dx (T*(zg), T*(2'q')) = dx (T*(x)7*(g), T"(x)7"(¢')) > 6. Como isso concluimos que
X,G, é (n,d)-separado em X com respeito a T.

Deste modo segue que s2 (8, X) > s(e,Y) - s7(¢,G) e, tomando logaritmos e limites

inferiores temos
o] T o] s o] -
liminf —log s, (6, X) > liminf —log s (¢, Y) + lim inf — log s7 (€, G)
n n n

Como X, Y e G sao compactos, tomando ¢ — 0 e utilizando o corolario 2.2.9 segue
que th (T) > hdy (S) + hDG(T). |

Agora suponha que G é um grupo localmente compacto e metrizavel. Seja d uma
métrica invariante a direita e u a medida de Haar invariante a direita. Considere I' um
reticulado uniforme em G, isto é, I' é um subgrupo discreto de G de forma que o espaco
homogéneo G/I" é compacto.

Seja A : G — G um endomorfismo e T': G — G a transformacao afim dada por
T(x) = g- A(X). Se A preserva I, isto é, se A(I') C T, entéo fica bem definida uma
transformagao no quociente a partir da transformacao afim 7. Basta definir S : G/T" —
G/T pondo S(z') = T'(z)I' = g - A(z)I". Se 7 : G — G/I' denota a projegdo candnica,
entao pela definicao de S temos que Somr =moT.

Como I' é um subgrupo discreto de GG, podemos definir uma medida * e uma métrica
d* em G/T" a partir da medida p e da métrica d de G. A medida em G/I" fica definida
por p*(m(E)) = u(E) se 7|g é injetora, e a métrica é dada por d*(«T",yI') = }Lrellﬁ d(z,yh).

Teorema 3.3.4. A medida p* é S-homogénea com rela¢ao a métrica d* e k(u*,S) =
k(u,T).

Demonstragao: Como I' é discreto, existe uma vizinhanga N da identidade (que de-
notaremos por e) tal que N NT" = {e}. Assim, para cada z € G, existe § > 0 tal que
7 'B(z,40) NT = {e}.

e Afirmacgao 1: : Se y,z € B(z,9) = B(e, ) - x entao d*(yI', 2zI') = d(y, z), ou seja, a

projecao 7 restrita a bola B(x,d) é uma isometria.
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Por um lado é ébvio que d*(yI', 2T") < d(y, z). Agora suponha que exista h € I, com
h # e tal que d(y, zh) < d(y, z). Entao temos

d(z,zh) < d(z,y) +d(y, zh) + d(zh,zh)
< 0+20+0=49

e assim xh € B(x,49), ou seja, h € x~1B(x,46), contrariando a escolha de §. Com isso
demonstra-se a afrimacao.

Agora se yI' € B(zI',d) entao existe h € I" tal que d(x,yh) < § e assim yI' = yhl' =
n(yh) € m(B(z,6)). Ou seja, 7|, € uma isometria sobrejetora de B(x,0) em B(«I',9).
Observe ainda que para qualquer i € I', 7|p(zn,6) também é uma isometria sobrejetora de
B(zh,0) em B(xI',d). Assim, para todo zI" € G/I, existe um § = §(«I') tal que 7 é uma
isometria sobrejetora de B(xh,d) em B(zl,J).

Considere entao {B (z1I', §(z1I")), ..., B (z,I',§(x,I')) } uma cobertura de G/T" e seja €
um nimero de Lebesgue dessa cobertura. Entao para qualquer y € G, 7|y : B(y,€) —
B(yl', €) é uma isometria sobrejetora

Tome agora o > 0 tal que o < e e T(B(y,«)) C B(T'(y),€) para todo y € G.

e Afirmacao 2: 7 (BI(y,a)) = B3y, )

Por indugao em n, temos que para n = 0 segue das afirmacoes acima. Suponha valido
o resultado para n — 1.

Se z € BY(y, ) entao d (T%(z), T"(y)) < o < epara0 < k < n, elogo d* (S*(zI), S*(yI')) =
d* (T*(2)I, TH(y)T) < a, ou seja, 2I" € By (yI', o). Assim 7 (BL(y,)) C B (yI', ).

Por outro lado, seja zI' € B3 (yI',a) C By, (yI',a) = 7 (BI_|(y,a)), onde a igual-
dade vale pela hipétese de indugao. Tome h € I tal que zh € BT |(y,a). Entdo zh
estd em BI(y,«a). De fato, supondo o contrario, temos que d (7" %(zh),T"*(y)) < «
ed (T 1 (zh), T" Y (y)) > a. Mas T" 1 (zh) = T (T"%(zh)) € B(T"'(y), €) (pela escolha
de ) e m é isometria em B (T" ! (y), €). Logo d* (S"~*(2T), S" Y (yI')) = d (T™ ' (zh), T (y)) >
a, contradizendo o fato zI' € BS(yl',a). Logo zh € BI(y,a) e assim BS(yl') C
(B (y, @)

Segue entdo dessa afirmacao que p* (B2 (yI', a)) = u(BI(y, «)). Como p é T-homogénea,
segue imediatamente dessa tultima igualdade que p* é S-homogénea e que k(u*,S) =

k(p,T). ]
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3.4 Exemplos

Essa se¢ao é destinada a dois exemplos que representam os teoremas acima. O primeiro
deles fornece a bem conhecida formula para o calculo da entropia de endomorfismos no

Toro, e o segundo fornece exemplo para o Teorema 3.3.4.

Exemplo 3.4.1. Toda matriz A € SL(n,Z) induz um automorfismo no toro T" = R"/7Z".
Esses sao os chamados automorfimos lineares no toro. Pela Proposi¢do 3.2.9, a entropia

desse automorfismo € dada por h(A) = 37, o, log|Ai|, onde os A; sdo os autovalores de

A.

Essa entropia pode ser calculada sem o auxilio do Corolario 3.2.9. Na realidade,
o corolario estende para endomorfismos em qualquer grupo de Lie essa formula bem
conhecida para endomorfismos do Toro.

O exemplo a seguir ilustra o teorema 3.3.4

Exemplo 3.4.2. Seja V um espago vetorial (real e de dimensao finita) e w uma forma
simplética em V' (ié, w € uma forma bilinear, nao-degenerada e antisimétrica). O grupo
simplético Sp(w) € definido como o grupo das transformacoes lineares T : V. — V que
preservam w, isto €, w(T(x),T(y)) = w(z,y) para quaisquer x,y € V.

O grupo de Heisenberg generalizado é definido por H =V x R e o produto é dado por
(@, ) % (y,1) = (x +y,t + s + w(z,y)).

Assim podemos definir uma agao canonica do grupo Simplético no grupo de Heisenberg
pondo

¢: Splw)x H — H
(T (z,5)) — (T(x),s)

Como w € uma forma bilinear, antisimétrica e nao degenerada, existe uma base de V'
0

tal que a matriz de w com relagao a essa base € J —( 1

I((i)" ) . Em particular temos

que a dimensao de V € par.

Fizada essa base e identificando H com R* L, podemos considerar o subconjunto Hy,
de H formado pelos elementos que tem todas suas coordenadas inteiras. Hy €, de fato, um
subgrupo discreto de H, e seu quociente é difeomorfo ao toro T*"1 = R*+1/720+1 ogo

H/Hy é compacto. Assim, se T € Sp(w) € tal que T(Hz) C Hgz, teremos pelo teorema
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3.3.4 que a entropia de T e da transformagao induzida por ele no quociente H/Hy sao
1GUALS.
Para que T' deixe Hy invariante, basta que sua matriz na base escolhida anteriormente

tenha apenas entradas inteiras. F para que T preserve a forma simplética w € necessdrio e
suficiente que TJT' = J. Pondo Tz( g i ) , essa relagio implica que AB' = (AB")",
AD'— BC*=1d,,, CB' — DA = —1d,, e CD' = (CD")".

Para dar um exemplo de tal transformacao ponha B = 0. As relagoes acima implicam
que D = (A™Y)". Como C'D' = (CDY)t, podemos tomar, por exemplo, C = —D. Como A

e A~! devem ter coordenadas inteiras, basta tomar A € SL(n,Z).

Tome entao Az( i 1 ) . Assim A1:< 11 _21 >: (AN, A matriz da trans-

formacao T serd dada por

2 1 0
1 1
T —
-1 1 —1
1 -2 -1 2

Para calcular a entropia da transformacao T : H — H dada por T(z,s) = (T'(x),s) e

da sua induzida no quociente H/Hy, basta calcular os autovalores da matriz acima. Eles

3+/5
2

sao dados por , cada um com multiplicidade 2. O autovalor de moédulo maior do que

1¢ % Logo a entropia dessa transformacgao no grupo de Heisenberg é dada por

3+V5
. .

h(T)=2"log (



CAPITULO 4

Entropia em Flags

Neste capitulo iremos calcular a entropia de translacoes em variedades Flag. Como
notado no final do Capitulo 2, podemos calcular a entropia de transformagoes restringindo-
as ao fecho do conjunto dos pontos recorrentes. Considerando a inclusao das variedades
Flag nos espagos Projetivos, reduzimos o célculo da entropia de translacoes em variedades
Flag ao calculo da entropia de transformacoes no espaco Projetivo induzidas pela acao do
grupo linear GL(n,R). Para o calculo desse tltimo necessitamos de uma caracterizacao
dos pontos recorrentes em espacos projetivos através da decomposicao multiplicativa de

Jordan de operadores lineares.

4.1 Recorréncia em Espacos Projetivos

Nesta se¢ao iremos dar uma caracterizagao para os pontos recorrentes de transformacoes
nos espagos projetivos reais induzidas a partir de operadores lineares. Essa caracterizacao
é a chave fundamental para mostrar que tais sistemas dinamicos tém entropia nula.

Consideramos o espago projetivo RP" como o conjunto de todos os subpagos de di-
mensdo 1 de R"™!. Podemos identificd-lo com R™™ — {0}/ ~, onde = ~ y se existe A # 0
tal que x = \y. Detotamos por [z] o conjunto das classes de equivaléncia do ponto x.

Um operador linear inversivel g € GL(n + 1,R) induz uma tranformacao no espago

projetivo g : RP" — RP" pondo g([v]) = [g(v)]. Um ponto [v] € RP" é ponto fixo de g

o2
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se, e s0 se, v é autovetor de g. Considerando a decomposi¢ao multiplicativa de Jordan do
operador g = heu, com h hiperbdlico, e eliptico e u unipotente (ver apéndice A), cada
fator induz uma transformacao em RP™. Posto isso, o resultado principal desta secao
mostra que os pontos recorrentes para esse tipo de transformacao no espago projetivo sao
exatamente os pontos fixos das partes hiperbélica e unipotente.

A seguir daremos dois lemas que irao facilitar as contas posteriores com as matrizes.

Lema 4.1.1. Considere R*™!' =V & W e x, = v, + w, uma sequéncia com v, € V e

w, € W. Suponha que |v,| # 0 para todo n € N e lim konl — 0. Passando ao projetivo, se

vn|

a sequéncia [r,] € RP" converge para [z] € RP" entdo x € V.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, podemos supor que |v,| =1 e limw, = 0,

pois [z,] = [% + ﬁ] e fq‘}’—"‘ converge para zero. Agora como |v,| = 1, essa sequéncia
n n n

possui uma subsequéncia v,, convergente. Se v = limwv,,, entao v € V, pois subspagos

vetoriais sdo fechados. Assim [z] = lim,, oo[®n,] = limy,, —oo[Un, + Wy, ] = [v]. Logo

zelV. [

Lema 4.1.2. Seja g : R® — R" um operador linear inversivel.

(a) Se ||g"|| converge para zero, entdo para todo v € V', g"v converge para zero.

(b) Se g nao possui a parte hiperbélica da decomposicao multiplicativa de Jordan (i€, g
tem apenas autovalor de mddulo 1), entdo para cada x # 0 em V', existe € > 0 tal que

lg"x| > € para todo n € N.

Demonstracdo: (a) E consequéncia imediata da desigualdade |g"v| < ||g"|||v].
(b) Como g nao tem parte hiperbdlica, existe uma base de V' onde a matriz de g nessa
base é o produto de uma matriz eliptica por uma triangular superior com 1 na diagonal.
Se u é triangular superior com 1 na diagonal e x # 0, entao u fixa a tltima coordenada
nao nula de z, isto é, se x = (xy, ..., x4, 0,...0) com x # 0, entdo a k-ésima coordenada
de ux é zx. Logo |uzx| > |zx| e, do mesmo modo, |u"x| > |z)| para todo n € N.
Agora pondo g = eu, onde e é a parte eliptica da decomposicao multiplicativa de

n

Jordan, temos que g" = e"u”. Mas como e é uma isometria (pois é ortogonal), temos

que |g"z| = |e™u"x| = |[u"x| > |z |
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Ao colocar um operador g na sua forma de Jordan, obtemos uma decomposicao de R™
na soma Jo, @ ... ® J,, onde cada J,, ¢ um subespaco invariante por g e tal que todos
os autovalores do operador g; = g| Jo, tem modulo a;. Além disso podemos supor que

ap > Qg > ... > Q.

Teorema 4.1.3. Seja g € GL(n + 1,R) e g = heu sua decomposi¢ao multiplicativa de

Jordan. Se [x] € w-limite para g de algum ponto em RP™ entdo [x] é ponto fizo de h.

Demonstracao: Seja [v] € RP" tal que [z] € w([v]), isto é, existe uma subsequéncia

n; — oo tal que lim g"[v] = [z]. Escreva v = v; + ... + vg, com v; € J,, € sejal o
primeiro indice tal que v; # 0.
n;
Olhando para a acao de g em cada v;, com [ < 1 < k temos que g—njvi converge
para zero se | < ¢ < k ou é maior que um € > 0 se ¢ = [. De fato, se [ < i < k, os
U]
. o .
autovalores de 2 tem médulo = < 1, e entao lim gzn. = 0. Pela parte (a) do lema
(67 (67 n;—00 O./l]
g" g
4.1.2, lim =Z-v; = 0. Se i = [ entdo os autovalores de == tem médulo 1, e pela parte (b)
U]

do lema 4.1.2, segue que =5-v; > € para todo n;.
Q@

!
Temos entao que

b = lim g
5 g
= lim |:gnj2)l+...+ gnjvk]

: g"
= lim —
n;—o0 | J
e pelo lema 4.1.1, x € J,,, ou seja, « é autovetor de h com autovalor ;. Logo [z] é ponto
fixo de h. [

Proposicao 4.1.4. Se [x] € RP" € ponto recorrente para g entao [x] € ponto fizo de 1,

onde u € a parte unipotente de g.

Demonstracao: Considere n; — oo tal que lim g"[z| = [z]. Pela proposigao anterior,

sabemos que [z] é ponto fixo de h, a parte hiperbdlica de g. Sendo assim, somente éu age

em [z].
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Considere o operador nilpotente 7' = u — Id e seja r > 0 tal que v = T"(x) # 0 e
T (z) = 0. Entao v é ponto fixo de u pois u(v) = (T +1d)(T"(z)) = T"(z) = v.
Para n; > r, temos que
gh[z] = [e"u"]
= [e" (T +1d)" x]

= enj (Z C:j Tkl,‘)
k=0

= D cpTt (e"jx)]
L k=0
1 - N5k n;
L k=0

s
Agora como hm C = 0 quando k < r segue que
lim glz] = hm C’n”Tk ezr)
gl = | o)

= lim [T" (e™x)]

n;—0oo

= lim [e"v]

E assim,

o
£l
Il
g\
=
)
5
=,
N———

Com isso concluimos que se [z] € RP" é recorrente para a transformacao g entao ele

é ponto fixo tanto de h quanto de u. A reciproca deste resultado também é verdadeira
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como mostra a proposi¢ao abaixo.

Proposicao 4.1.5. Se g € GL(n,R) € uma transformagado eliptica, entao todo ponto é

recorrente.

Demonstracao: Isso é uma consequéncia imediata do exemplo 1.2.7 [ ]

Proposigao 4.1.6. Se [x] € RP" ¢ ponto fizo de h e & entio [x] é um ponto recorrente

para a transformacao g.

Demonstracao: Como [z] é ponto fixo de h e & entdo apenas & age nele. Como e
é eliptica, pela proposicao acima segue que x é recorrente para e. Assim [z] € RP" é

recorrente para € e também para g. [ ]

4.2 Entropia em Espacos Projetivos e em

Variedades Flag

Proposicao 4.2.1. A entropia de qualquer transformacao no projetivo RP"™ induzida por

uma transformacao linear g € GL(n + 1,R) € zero.

Demonstracao: Pela observacao no final do capitulo 2, basta calcularmos a entropia da
transformacao restrita ao fecho do conjunto dos pontos recorrentes. Decompondo a trans-
formacao g em g = heu, onde h é hiperbdlica, e é eliptica e u é unipotente, temos que
os pontos recorrentes da transformacao induzida g : RP" — RP™ sdo os pontos fixos de
h e de @, e assim, é um conjunto fechado. Restringindo entdo a transformacio g ao con-
junto dos pontos recorrentes, temos que a transfomacao g coincide com a transformacao
e. Mas a transformacao e é um isometria, e assim tem entropia igual a 0, o que também
acontecera com €, pois é um fator da primeira com a semiconjugacao dada pela projecao
canonica 7 : R"™1\{0} — RP" (ver 2.2.10). n



CAP. 4 ¢ Entropia em Flags 57

Do mesmo modo feito para os projetivos RP", uma transformacao g € GL(n, R) induz

uma transformacao na Grassmanniana Gry(n) pondo

g: Gri(n) — Grg(n)
Vioo— g(V)
Como no projetivo, essa transformagao também tem entropia zero, e o ponto funda-
mental para demonstrar isso é considerar o mergulho de Pliicker da Grassmanniana num
espaco projetivo.

Considere entdo o produto exterior A¥R™. O mergulho de Pliicker é uma aplicacdo
i : Grg(n) — P(A*R™)

construida da seguinte maneira: Para cada V' € Grg(n), escolhe-se {vy, ..., v} uma base
de V' e poe-se entao i(V) = [vy A... Avg]. Para ver que essa aplicacao estd bem definida,
se {uq,...,u,} é outra base de V, entdo existe t € R tal que vy A...Avg =t-uyg A... Aug
e logo [vr AL A ] = [ug AL A ).

Cada g € GL(n,R) também induz uma transformagao g’ : A*R" — A*R™ pondo
g'(vi Ao Avg) = g(v) A...Ag(vr) e extendendo por linearidade. Essa por sua vez induz

uma transformacao no projetivo P(A¥R™) pondo
§: P(A*R") — P(AFR")
Wl — [g'W)]

Temos assim o seguinte diagrama

Cry(n) —2— Gry(n)

| ]

P(AMR") — P(A*R")

que é comutativo. De fato, se V' € Grg(n) tem base {vy,..., v}, entdo g(V) tem base

{g(v1),...,8(vk)} elogo i(g(V)) = [g(v1) A ... Ag(vg)]. Por outro lado

goi(V) = g([vti A... ANugl)
= [g'(vi A... \vg)]
= [gv) A Aglu)]
= iog(V)
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Como a aplicagao i ¢ um mergulho de Gry(n) em P(AFR") e goi = io g temos,
pelo Coroldrio 2.2.12, que entropia de g é igual a entropia de g restrita & imagem de
Grg(n) pelo mergulho de Plucker i. Como g tem entropia zero, o mesmo ocorre com a

sua restricao a qualquer subconjunto compacto e entao temos
Proposicao 4.2.2. A entropia da transformacao g € zero.

Os Espacos Projetivos e Grassmannianas sao casos particulares das variedades Flag.
Esperamos entao que se considerarmos agoes lineares em variedades Flag, a entropia dessas
transformacoes continuard sendo zero. Isso de fato acontece como veremos a seguir.

Seja G um grupo de Lie com algebra de Lie g semisimples. Considere p uma subalgebra
parabdlica de g e P o subgrupo parabdlico definido como o normalizador Ng(p) de p em
G. A variedade Flag é o quociente G/P.

Considere a acdo canoénica de G em G/P
GxG/P — G/P
(9, hP) +— ghP
Seja k = dim(p). A acado adjunta de G em g induz uma agao de G em Gry(g) pondo
G x Grp(g) —  Grg(g)
(9, V) = Ad(g)-V
Como P é o normalizador Ng(p) de p em G, fica bem definido a aplicagao injetiva

i: G/P — Gr(g)
gP — Ad(g)-p
De fato, para ver que i estd bem definida e é injetiva, observe que gP = hP < gh™! €
P = Ng(p) & Ad(gh™')p = p & Ad(g)p = Ad(h)p. Com isso podemos considerar a
variedade Flag G /P como a érbita de p pela acao de G em Grg(g).
Considerando as agoes de G em G/P e em Grg(g), temos que a inclusdo i é G-

equivariante. De fato
iog(hP) = Ad(gh)p = Ad(g)Ad(h)p = Ad(g)i(hP) = g o i(hP)
Assim, novamente por 2.2.12, concluimos que a entropia da transformagao

g: G/P — G/P
hP +—— ghP
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¢ no maximo a entropia da transformacao

Ad(g) : Gri(g) —  Gri(g)
V — Ad(g) -V

Pela Proposicao 4.2.2, a entropia dessa ultima transformacao é zero, e assim temos

Teorema 4.2.3. A entropia das translacdes nas variedades Flag € igual a zero.



APENDICE A

Decomposicao Multiplicativa de

Jordan

Comecemos lembrando que um operador num espago vetorial real é dito semisimples
se é diagonalizavel sobre C. Um operador semisimples g € GL(n,R) é hiperbdlico se todos
seus autovalores s@o reais e positivos, e é eliptico se todos seus autovalores (possivelmente
complexos) tem moédulo igual a 1. Um operador u € gl(n,R) é unipotente se u — Id é
nilpotente.

O objetivo desta segao é mostrar que todo operador g € GL(n,R) pode ser decomposto
como g = heu, onde h € GL(n,R) é hiperbdlico, e € GL(n,R) eliptico e u € GL(n,R)
unipotente. Tal decomposicao é a Decomposicao Multiplicativa de Jordan.

Como operadores hiperbodlicos, elipticos e unipotentes sao invariantes por conjugacao
(mudanca de base), encontrando uma decomposi¢ao multiplicativa de Jordan para ma-
trizes na sua forma de Jordan real, teremos também a tal decomposicao para operadores
arbitrarios mediante a escolha de uma base de Jordan.

Seja entao g € GL(n,R). Achando uma base de Jordan para o operador g, con-
seguimos uma decomposicao de R™ em subspacos invariantes J;, tal que a matriz do
operador g, = g, com relacao a essa base escolhida é um bloco de Jordan real ou com-
plexo. |

Se o autovalor de g; ¢ um nimero real \;, entao a matriz de g; com relagao a base de

60
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Jordan é da forma:

i 1 0 0

0 X\ 1 0
Jr(Ai) = :

0 O 1

0 O i

Ai 0 0 0 1At 0 0
0 N\ 0 0 0 1 0 0
Jr(Ai) = :
0 ;0 0 1At
0 0 N 0 0 1

Essa decomposicao mostra como obter a Decomposicao Multiplicativa de Jordan para
os blocos de Jordan Reais Jg(A;). No caso de A; ser um autovalor negativo, toma-se a
matriz diagonal com |\;| na diagonal para ser a parte hiperbélica e —Id para ser a parte
eliptica da decomposigao. Assim temos a decomposicao do operador g; = h;e;u;, com h;
hiperbdlico, e; eliptico e u; unipotente.

Do mesmo modo, se o autovalor de g; é um nimero complexo z; = a; + ib;, entao a

matriz de g; com relagao a base de Jordan ¢ um bloco de Jordan da forma

D(z) 1d 0 0
0 D(z) Id 0
Je(z) = : :
0 0 0 1d
0 0 0 D(z))
onde Id = ( Lo ) eD(zj):< G b ) .
0 1 —b; aj
Considerando a decomposi¢ao polar do nimero complexo z; = p;(cos8; + isen 6;)

podenms s Dz = (%0 ) (00 ) cada oo de Jordan

0 —sen 0; cos0;
Jc(z;) pode entdo ser decomposto do seguinte modo:
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u;j 0 0 0 R(9;) 0 0 0 Id D(z;)~! 0 0

0 py 0 0 0 R(6;) 0 0 0 Id 0 0
J(z5) = :

0 0 pj 0 0 0 R(0;) 0 0 0 Id D(z;)!

0 0 0w 0 0 0 R(9;) 0 0 0 Id

0; 0;
onde R(0;) = ( oSl SR Oy ) .
—sen ¢; cos0;

Assim conseguimos também a Decomposi¢ao Multiplicativa de Jordan para cada bloco
de Jordan Complexo J¢(z;).

Escrevendo R" = J; & - - - & J,,,, onde J; sao os subspacos invariantes associados aos
blocos de Jordan, podemos decompor o operador g = g, & --- B g,,, onde g, = g,
Como em cada J;, g; possui uma decomposicao Multiplicativa de Jordan g, = h;e;u,,
conseguimos a decomposicao Multiplicativa de Jordan de g pondo g = g, ® ... & g,,,
e=e D..De,eu=u; PD... Ouy,.

Com relagao a base de Jordan escolhida para g, a matriz de h é diagonal e os valores da
diagonal sao exatamente os médulos dos autovalores de g. A soma do espacos invariantes
J; que correspondem a autovalores de mesmo mddulo sao os autoespacgos de h. A matriz
de u é triangular superior com 1 na diagonal e a de e é formada por blocos do tipo R(0)
ou por +1 na diagonal.

Olhando para a decomposicao multiplicativa de Jordan de cada bloco de Jordan, é
facil ver que as partes hiperbdlica, eliptica e unipotente comutam. Segue entao que para
qualquer operador inversivel, essas partes também comutam. Além disso, a Decomposi¢ao

Multiplicativa de Jordan é tinica (ver [5]).
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Algebras e Grupos de Lie

B.1 Definicoes basicas

Definicao B.1.1. Um grupo G € dito um grupo de Lie se G possui uma estrutura de
variedade diferencidvel de tal forma que as operagoes de multiplicagdo e inversao do grupo

sao diferencidvers.

Definicao B.1.2. Um subgrupo H de um grupo de Lie G é um subgrupo de Lie se H ¢é
uma subvariedade (ndo necessariamente mergulhada) de G e o produto e inversio de H

sao diferencidaveis com relagao a estrutura intrinseca de H.

Um resultado importante para determinar subgrupos de Lie é o teorema do subrupo

fechado de Cartan enunciado abaixo.

Teorema B.1.3. Se H é um subgrupo fechado de um grupo de Lie G entao H é um
subgrupo de Lie.

Demonstracao: Ver [13] n

Na verdade, o resultado mais geral da uma caracterizacao para os subgrupos mergu-

lhados de G. Um subgrupo H é subvariedade mergulhada se, e somente se, H é fechado.
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Exemplo B.1.4. O grupo linear GL(n,R) das matrizes inversiveis é um grupo de lie pois
¢ um subconjunto aberto do espago vetorial gl(n,R) e o produto e inversio de matrizes
sao operagoes diferencidveis. O grupo SL(n,R) das matrizes com determinante 1 é uma
subvariedade mergulhada de GL(n,R) e assim também é um grupo de Lie. Outros exem-
plos importantes de grupos de matrizes sio O(n,R) = {g € GL(n,R) | g¢* = ¢'¢ = Id}
das matrizes ortogonais, SO(n,R) das matrizes ortogonais com determinante igual a 1 e

. . L, Id,,
Sp(n,R) das matrizes 2n X 2n que preservam a forma simplética J :< IOd 0 ), o

seja, Sp(n,R) = {g € GL(n, R) | gJg' = J}.
Definicao B.1.5. Seja H um subconjunto de G. O centralizador e o normalizador de H

em G sao respectivamente
Zo(H) = {g € G| gh = hg, Vh € H}
No(H)={g€ G|gHg™" = H}

Se H é subgrupo de G entao Zg(H) e Ng(H) sao também subgrupos. Se G é grupo
de Lie entdao Zg(H) é um subgrupo fechado e assim é um subgrupo de Lie de G. Se H é

subgrupo fechado entdo Ng(H) também o é, sendo assim um subgrupo de Lie de G.

Definicao B.1.6. Uma dlgebra de Lie é um espaco vetorial g munido de uma aplicagao
[-,-]:gxg— g, denominado colchete, que satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Bilinear

(ii) Antisimeria: [X,Y] = —[Y, X]

(i11) Identidade de Jacobi: [X,[Y,Z]| + [Y,[Z, X]] + [Z,[X, Y]] =0

Definicao B.1.7. Uma subdlgebra de Lie de g € um subspaco vetorial by fechado pelo
colchete, isto €, [X,Y] € h se X, Y €.

Exemplo B.1.8. Alguns exemplos de dlgebras de Lie sao dados por dlgebras de ma-
trizes com o cochete dado pelo comutador [X,Y] = XY — Y X, tais como gl(n) =
espago vetorial das matrizes n x n, sl(n) = {X € gl(n) | tr(X) = 0}, o(n) = {X €
gl(n) | X+ X" =0} esp(n) ={X €gln) | XJ+ JX'=0}.

Definicao B.1.9. Dado h um subconjunto de g, definimos seu centralizador e seu nor-

malizador respectivamente por

3(h) ={X eg|[X,Y]=0,VY € b}
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n(h) ={X eg|[X,h] Ch}

Se b for uma subagebra de Lie de g entao seu centralizador e seu normalizador também

serao subalgebras.

B.2 Algebras de Lie de um grupo de Lie

Podemos associar a cada grupo de Lie uma tnica algebra de Lie. Reciprocamente, toda
algebra de Lie estd associada a um tnico grupo de Lie conexo e simplesmente conexo.

Essa relagao é brevemente descrita abaixo.

Primeiro recordemos o conceito de colchete de Lie de campos de vetores. Se X :
M — TMeY : M — TM sao dois campos de vetores, entdo o colchete [X,Y] é um
campo de vetores dado por [X,Y]|(p)-f = X(p)-Yf—Y(p)- Xf,onde f:V — R ¢
uma funcao diferencidavel numa vizinhanca V de p, Xf : V — R é a funcao dada por
Xflq)=X(q) - f=dfy- X(q) e Y[ édefinido de maneira aniloga a X f.

Dados os campos de vetores X : M — TM,Y : N — TN e uma aplicagao diferenciavel
¢ : M — N, dizemos que esses campos sao p-relacionados se dy,(X(p)) = Y (¢(p)) para
qualquer p € M, ou seja, a diferencial dp leva o campo X no campo Y. Da definicao de
colchete e utilizando a regra da cadeia, segue que se X; e X5 sao dois campos de vetores
em M que estao -relacionados, respectivamnete, com os campos Y; e Y; em N, entao

[ X7, X5 também estd p-relacionado com [Y7, Ys).

Se ¢ : M — N é um difeomorfismo e X é um campo de vetores em M, entao existe
um unico campo de vetores ¢, X em N que é p-relacionado com X. Esse campo é dado
por . X (¢(p)) = dp.(X(p)).

Agora seja G um grupo de Lie e considere sua translacao a esquerda, L, : G — G
dada por L,(h) = gh. Dizemos que um campo de vetores X em G ¢ invariante a esquerda
se Ly, X = X para qualquer g € G. Cada campo de vetores invariante a esquerda fica
bem determinado se conhecermos apenas seu valor na origem do grupo. De fato, se X é
invariante a esquerda, entao X (h) = d(L;),- X (e). Reciprocamente, se v € T, M, podemos
definir um campo de vetores invariante a esquerda X em G pondo X(h) = d(Ly), - v.

Para ver que esse campo é, de fato, invariante a esquerda, basta fazer o seguinte céalculo
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utilizando a regra da cadeia

Ly X(h) = d

Munindo o conjunto X¢(G) dos campos de vetores invariantes a esquerda em G com
o colchete de Lie de campos de vetores, temos que X¢(G) é uma dlgebra de Lie. Pela
discussao acima essa dlgebra de Lie é naturalmente identificada com o espaco tangente a G
na origem, 7.G. Essa é a dlgebra de Lie do grupo G, e daqui em diante a denotaremos por
g sem fazer mengao se estamos a considerando como espago tangente ou como conjunto
de campos de vetores. QOutra observacao é que se tivéssemos comecado com campos
invariantes a direita, todas relagoes seguiriam de maneira semelhante.

Para ver a demonstracao de que toda algebra de Lie esta associada a um tnico grupo

de Lie conexo e simplesmente conexo sugerimos a leitura do capitulo 6 de [13].

B.3 Aplicacao exponencial

Iremos definir agora uma aplicagao exp : g — G que fornece a principal conexao entre
grupos e algebras de Lie.

Considere X uma campo invariante a direita no grupo de Lie G e X; seu fluxo, isto é,
a solucdo da equacao diferencial ¢ = X (g). Pela invariancia de X, temos que X;(hg) =
X;(h)g, e com isso pode-se mostrar que o campo X é completo, ou seja, todas as solugoes
X;(z) se extendem para todo ¢t € R.

A partir dessas trajetérias define-se a aplicagdo exponencial pondo exp(tX) = X;(e).
A aplicacdo t € R — exp(tX) é um homomorfismo de grupos e sua imagem é chamada
de subgrupo a 1-parametro. Pela invariancia temos X;(g) = exp(tX)g.

A aplicacao exponencial é um difeomorfismo numa vizinhanca de 0 € g. De fato
d(exp)o - X = Lexp(0 + tX)‘tZO e como exp(tX) é solucao de § = X(g) com condigao
inicial g(0) = e temos que d(exp)o- X = X (e) = X onde a tltima igualdade é, na verdade,

o isomorfismo entre o espaco tangente de G e o conjunto dos campos invariantes a direita.
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Assim segue que d(exp)y = id e consequentemente, pelo teorema da aplicagao inversa, é
um difeomoerfismo de uma vizinhaga de 0 € g numa vizinhanca de e € G.

Se G é um grupo conexo, entao para qualquer vizinhanca V' de e, temos que G =
Un>1V". Logo, como exp ¢é difeomorfismo numa vizinhanga de 0, segue que se GG é conexo
entao todo elemento de GG pode ser escrito como produto de exponenciais, isto é, g =
exp(X7) - exp(Xs) - - -exp(X,), com Xq, Xo, -+, X,, € g.

B.4 Acao de Grupos e Variedades Homogéneas

Definicao B.4.1. Uma ac¢ao a esquerda de um grupo G num conjunto X é uma aplica¢ao
¢: G x X — X com as sequintes propriedades

(1) ple,x) =z

(ii) ¢(g, o(h, x)) = ¢(gh, x)

Geralmente quando trabalhamos com agao de grupos omitimos ¢ e utilizamos apenas
a notagao gx para indicar ¢(g, z). Nesse caso as propriedades (i) e (ii) acima se traduzem
como ex = z e g(hx) = (gh)x. Cada g € G define uma bijecdo g : X — X pondo
g(x) = ¢(g,x) = gx. Suponha que G atua nos conjunto X e Y. Uma fungdo f: X — Y
se diz G-equivariante se cada uma das aplicacoes definidas pela acao de G comutam com
f,isto é, go f = fog, para todo g € G.

Para cada x € X associamos um subgrupo de G, cujos elementos fixam x. Isto é,
definimos

Go={9€CGlgr=ux}

Esse grupo é chamado subgrupo de isotropia da acao de G no ponto z. Se G for um grupo
topoldgico, X um espaco topoldgico Hausdorff e a acao for continua, entao cada subgrupo
de isotropia serd um subgrupo fechado de G. Essa natureza topoldgica dos grupos de
isotropia é muito importante, pois ela nos permite concluir que se G for um grupo de Lie
entao G sera um subgrupo de Lie de G. Se algum subgrupo de isotropia G, é formado
apenas pelo elemento neutro, dizemos que a acao é livre.

Dada uma acao, podemos definir uma relacao de equivaléncia em X pondo = ~ y <

dg € G tal que gr = y. A partir dela definimos a érbita de um elemento x como

Go={yeX|y~a}={gz|geG}
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Dizemos que uma acgao ¢é transitiva se todos os elementos de X estao relacionados. Em
outras palavra, a ébita de qualquer elemento é todo o conjunto G. E imediato verificar
que G atua transitivamente Gz para qualquer x € X. Nesse caso dizemos que X é um
espago homogéneo e podemos identificar X com o quociente G/G,.

Agora se tivermos um subgrupo H de (G, entao temos uma acao natural de G em
G/H dada por ¢(x,yH) = xyH. Essa acdo é claramente transitiva, pois para qualquer
rH € G/H temos que vH ~ H jad que ' -oH = H.

Os resultados a seguir sao importantes para o estudo de espagos homogéneos sob agoes

diferenciaveis de Grupos de Lie

Proposicao B.4.2. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado. FEntao existe
uma unica estrutura diferencidvel no quociente G/H que € compativel com a topologia
quociente. Com essa estrutura, a agao candnica (por multiplicacdo a esquerda) de G em
G/H ¢ diferencidvel. Além disso a projecao candnica m : G — G/H € uma submersao

sobrejetiva e a a¢ao de G em G/H € aberta.

Demonstracao: Ver capitulo 5 de [13]. n

Agora seja G um grupo de Lie agindo diferenciavelmente numa variedade M. Podemos
identificar o quociente de G por um subgrupo de isotropia GG, com a orbita de x € M.
Para isso basta ver que a aplicagao @ : G/G, — Gz definida por ¥(gG,) = gz é uma
bijecao.

Proposicao B.4.3. Considere uma acao diferenciavel de G em M. FEntao cada orbita
Gz € uma subvariedade (quase-reqular) de M. Mais ainda, a aplicagio ¢ : G/G, — Gz

definida acima € um difeomorfismo.

Demonstracao: Ver capitulo 5 de [13] n

B.5 Homomorfismos e representacoes

Definicao B.5.1. Um homomorfismo entre grupos de Lie € um homomorfismo de grupos

que é continuo (e consequentemente C*). Se o homomorfismo for um homeomorfismo
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dizemos que ele é um isomorfismo de grupos de Lie. Se o dominio coincide com a ima-
gem dizemos que o homomorfismo ¢ um endomorfismo. Ao endomorfismo que também é

isomorfismo damos o nome de automorfismo.

Definicao B.5.2. Um homomorfismo de dlgebras de Lie € uma trasformacao linear ¢ :
g — b tal que ¢([X,Y]) = [¢(X), o(Y)].

Cada homomorfismo entre grupos de Lie induz um homomorfismo de suas algebras de

Lie associadas.

Proposicao B.5.3. Seja ¢ : G — H um homomorfismo entre os grupos de Lie G e H.
Entao sua diferencial na identidade do. : g — b € um homomorfismo entre as dlgebras de
Lie g de G e b de H. Mais ainda ¢p(expsX) = expy(dp.X) para todo X € g, ou seja, o

diagrama abaizo é comutativo.

doe
gy
expG\L lepo
G 5 H
Demonstracao: Ver capitulo 3 de [13]. n

Definicao B.5.4. Seja V um espaco vetorial. Uma representacao do Grupo de Lie G em
V' € um homomorfismo de entre os Grupos de Lie G e GL(V'). E uma representa¢do da

dlgebra de Lie g é um homomorfismo entre as dlgebras de Lie g e gl(V')

Uma representacao importante em grupos de Lie é a representacao Adjunta. Essa
é uma representacao do grupo de Lie G na sua dlgebra de Lie g definida da seguinte

maneira. Para g € G, considere a conjugagdo Cy : G — G, C,(h) = ghg™".

Sua
diferencial na identidade do grupo é uma transformacao linear d(Cy). : g — g. Essa é
a chamada Adjunta de g € G e denotada por Ad(g) = d(Cy).. Fazendo isso para cada

g € G temos uma representacao de G em g

Ad: G — GL(g)
g —— Ad(g)
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Essa representacao ¢ diferenciavel e sua diferencial na identidade do grupo é uma
representacao da algebra de Lie g nela mesma. Essa representacao ¢ dita representacao
adjunta da algebra de Lie g e denotada por ad(X) = d (Ad),.

ad: g — gl(g)
X — ad(X)

Um resultado importante é que ad(X)(Y) = [X, Y], para quaisquer X,Y € g, onde o
colchete é dado pelo colchete de campos de vetores em G.

Utilizando a proposicao B.5.3, temos as seguintes féormulas importantes
g-exp(X)- g~ =Ad(g) - X (B.1)
Ad(exp(X)) = X) (B.2)

Definicao B.5.5. Seja G um grupo de Lie com dlgebra de Lie g e b uma subdlgebra. O

normalizador e o centralizador de b em G sao, respectivamente, 0s subgrupos

No(h) = {g € G| Ad(g)h = b}
Zo(h) = {g € G| Ad(g)H = H,VH € b}

Proposigcao B.5.6. As dlgebras de Lie de Zg(h) e Ng(h) sdo, respectivamente, 34(h) e

ng(h). Se H é um subgrupo de Lie conexo com dlgebra de Lie by entao valem as igualdades
Za(h) = Za(H) e Ne(h) = No(H).

Demonstracao: E uma consequéncia imediata das formulas B.1 e B.2 acima. [

B.6 Grupos e algebras Semisimples

Definicao B.6.1. Uma dlgebra de Lie g é dita semisimples se nao possui ideal solivel

além do 0

Proposicao B.6.2. Seja g uma dlgebra de Lie. Sao equivalentes

(a) g é semisimples

(b) a forma de Cartan-Killing B(X,Y) = tr(ad(X)ad(Y)) € ndo degenerada
(c)g=91D - D gn, com g ideais simples
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Demonstracao: Ver [14] u

As dlgebras semisimples possuem decomposicoes interessantes que permitem estudar
decomposigoes dos grupos de Lie semisimples.

Para comegar, toda algebra de Lie semisimples possui uma involugao de Cartan (ver
[5]), isto é, um automorfismo 6 : g — g tal que #> = id e By(X,Y) = —B(X,0(Y)) é
um produto interno, onde B é a forma de Cartan-Killing. Com isso conseguimos uma
decomposi¢ao de g na soma direta dos autoespagos da involugao de Cartan . Para ver
isso basta escrever X € g como

X = %(X+0(X))+%(X—9(X))

E facil ver que (X +0(X)) € aut(l) e 3 (X +6(X)) € aut(—1). O autoespaco

associado ao autovalor 1 é dito subspago compacto e denotado por
E— {X €g]0(X) = X}

e 0 autoespaco associado ao autovalor —1 ¢é dito subspaco simétrico e denotado por
s— X €g]6(X) = X}

Contas simples mostram que [¢, €] C €, [¢,s5] C s e [s,8] C €. Assim temos que £ é uma
subalgebra, o que nao ocorre com s. A decomposicao g = € ® s é dita decomposigao de

Cartan.

Exemplo B.6.3. Dois ezemplos de dlgebras semisimples sao sl(n,R) e sp(n,R). Para
essas dlgebras, um involugao de Cartan é dada por 0(X) = —X" e as respectivas decom-

posicoes de Cartan sao dadas por

e 5l(n,R) =s0(n,R) @ s, onde s € o conjunto das matrizes simétricas.

B
-B A
onde A= —A" ¢ B= B!, e 0 subspaco simétrico s € formado pelas matrizes do tipo

<A B >0ndeA:AteB:Bt
B —-A

e Parasp(n,R) o subspago compacto € é dado formado pelas matrizes do tipo (

)
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Proposicao B.6.4. Considere g semisimples e g = € @ s sua decomposicao de Cartan.
Entao

(i) ad(X) é By-antisimétrica se X € ¢

(ii) ad(X) é By-simétrica se X € s

Demonstracao: (i) Seja X € teY,Z € g. Entao By(ad(X)Y,Z) = —B(ad(X)Y,0(2)) =
—B(Y,ad(X)0(Z)) = —B(Y,0ad(X)Z) = By(Y,ad(X)Z).

(ii) andlogo ao item (i) n

Se X € s entdo ad(X) é By-simétrica, e assim temos que ad(X) é diagonalizavel.
Tomando a C s uma subalgebra abeliana maximal, temos que a familia de operadores

{ad(X) | X € a} é simultanecamente diagonalizavel. Assim podemos escrever

9= Gao D bay D+ D ga,
onde cada g,, ¢ dado por
0o, = {X €gl|ad(H)X = o(H)X, VH € a}

Cada «a; é um funcional linear em a*. Os funcionais « € a*\{0} tal que g, # {0}
sao chamados de raizes de g e o espaco g, ¢ dito espaco de raiz associado. Denotamos o

conjunto de todas as raizes associado ao par (g,a) por Il =1I(g,a) = {a € a*\{0} | g0 #

{0}}.

Proposicao B.6.5. Toda dlgebra de Lie semisimples se decompoe em

g=m®a@29a

acll

onde m = 3¢(a) € o centralizador de a em t.

Demonstragao: Pelos comentérios acima temos que g = go® )y da, onde go = {X €
glad(H)X =0, VH € a} = 3(a). Assim basta ver que 3(a) = a & m. Para isso, observe
que o centralizador 3(a) é invariante por 6, pois para X € 3(a) e Y € a C s temos
0(X),Y]=0([X,00Y)]) =—-0(]X,Y]) =0. Logo 3(a) = (3(a) NE) & (3(a) Ns). Como a
¢ abeliana maximal em s temos que 3(a) Ns = a. E claro que 3(a) N€ = 3¢(a) = m e assim

go=adm. n
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Dizemos que um elemento H € a é regular se a(H) # 0 para todo o € II. As
componentes conexas de {H € a|«a(H) # 0, Va € II} sd@o chamadas de camaras de
Weyl associadas ao par (g, a). Escolhida uma camara de Weyl a*, definimos ITT = {« €
II|a(H) >0, VH € at}. Essas raizes sao ditas raizes positivas. Definimos a partir dessa

escolha as subdlgebras nilpotentes

n+:zga € n*:Zgia

a€cllt+ aellt

e a dlgebra g pode ser escrita como g=¢t@adnt &n".

Uma raiz o € IIT é dita indecomponivel (ou simples) se & nao pode ser escrita como
soma (nao trivial) de outras raizes positivas. O conjunto ¥ de todas as raizes inde-
componiveis ¢ uma base de a* e além disso, toda raiz positiva pode ser escrita como
combinagao linear de raizes simples com os coeficientes inteiros positivos. ¥ também é
chamado de sistema simples de raizes.

A partir de uma escolha de uma algebra abeliana maximal a C s e de uma camara de

Weyl a™, conseguimos a seguinte decomposi¢ao:

Proposicao B.6.6 (Decomposicao de Iwasawa). Toda dlgebra de Lie semisimples g se
decompoe em g =t D adnt, onde & € o subespaco compacto associado a uma involucao
de Cartan 0, a € uma subdlgebra abeliana mazximal em s e n" € a subdlgebra nilpotente

definida acima a partir da escolha de uma camara de Weyl a*.

E a partir da decomposicao da dlgebra conseguimos uma decomposi¢ao do Grupo de

Lie associado

Proposicao B.6.7 (Decomposigao de Iwasawa global). Considere G um grupo de Lie
semisimples e conexo. Seja g =€tDHadn® a decomposicao de Twasawa da dlgebra de Lie e
K, A e N os subgrupos conexos gerados, respecivamentes, por expt, expa e expn®. Entdo
a aplicagao (k,a,n) € K Xx Ax N — kan € KAN € um difeomorfismo entre K x A x N
e G.

As demonstragoes das proposigoes acima podem ser encontradas em [5].

Exemplo B.6.8. Para g = sl(n,R) = so(n,R) & s, uma escolha de uma subdlgebra

abeliana mazimal a contida no subespaco s das matrizes simétricas pode ser o conjunto
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das matrizes diagonais de trago zero. O centralizador de a em € € m = 3q(nr)(a) = {0}
e logo sl(n,R) = a® > cpf Ga-

Para essa escolha da dlgebra abeliana maximal temos que o conjunto de raizes, dado
pelos autovalores da representacao adjunta restrita a a, sao os funcionais o;; definidos
por a;;(H) = N — Aj quando H = diag(M, ..., \,) et # j. O conjunto a™ = {H €
a| H = diag(Ay, ..., A\n) e Ay > ... > A\, } € uma camara de Weyl e o conjunto das raizes
positivas determinada por ela é IIT = {ay; | i < j}. Com isso temos que n™ é formado
pelas matrizes triangulares estritamente superiores e n~ pelas triangulares estritamente
inferiores. As raizes indecomponiveis (simples) sio as raizes a1 .

A decomposicao de Twasawa diz entdo que sl(n,R) = so(n,R)@a®n™, com a formada
por matrizes diagonais de trago 0 e n por triangulares estritamente superiores. Expo-
nenciando essas matrizes, obtemos a decomposi¢ao de Iwasawa global do grupo SL(n,R).
A exponencial de uma matriz antisimétrica € uma matriz ortogonal, a de matriz diagonal
¢ ainda uma matriz diagonal e a de matriz triangular estritamente superior € uma matriz

triangular superior com 1’s na diagonal.

B.7 Subgrupos e Subalgebras Parabdlicas

Seja g uma algebra de Lie semisimples com involucao de Cartan 6. Fixe a uma
subdlgebra abeliana maximal, a™ uma camara de Weyl, IT o conjunto das raizes e ¥ um
sistema simples de raizes.

Dizemos de que subconjunto A C II é fechado se a + § € Il sempre que «, (5 € A.
Agora fixado © C 3, definimos (©) como o menor subconjunto fechado em IT que contém
©. Esse conjunto é formado por todas as combinacgoes lineares de 6 que estao em II.
Colocamos ainda (©)" = (©) N1II*.

Definindo g(©) como a menor subélgebra gerada por n*(©) + n~(0), onde n*(0) =
Zae<@> goen (O) = Zae<®> g_a, temos que g(©) é uma subdlgebra semisimples com
involugao de Cartan dada pela restrigao de 6 a g(©). Com relagdo a essa involugao,
temos que g(©) = €(0) @ s(0) é uma decomposigao de Cartan, onde ¢(0) = g(©) N ¢
e 5(0) = g(©) Ns. A subdlgebra a(©) = {H, |« € (©)} é uma subélgebra abeliana
maximal em 5(0), m(0) = g(O©) Nm = 3¢e)(a(0)) é o centralizador de a(©) em £(O), e

um sistema de raizes é [1(0) = {ag = afq0) | @ € (©)}. Assim temos a decomposicao
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9(0) = a(0) ®m(O) & 3, cro) Jao € também a decomposi¢io de Iwasawa g(©) =
t(O) e m(O)®ent(O).

Definicao B.7.1. Com as notagoes acima, a subdlgebra parabdlica minimal de g € definida
porp =m®adnt. Escolhido © C 11, a subdlgebra parabdlica de tipo © € definida por
pe =p@n~(O).

Definindo ag como o complemento ortogonal de a(©) em a e £g como o centralizador

de ag em & temos a seguinte proposicao.
Proposicao B.7.2. A decomposicao de Twasawa da subdlgebra parabdlica pe € dada por
po=to®adn’
A partir dai definimos o subgrupo parabdlico Pg de tipo # como sendo o normalizador

Po = Ng(pe) = {9 € G| Ad(g9)pe = pe}

de po em G. A algebra de Lie de Py é pg e Po = KgAN ¢é a decomposicao de Iwasawa
global do subgrupo parabdlico, onde Kg = exp peo.

Exemplo B.7.3. Para determinar os subgrupos e subdlgebras parabélicas de g = sl(n,R)
e G = SL(n,R), considere, como no exemplo B.6.8, a dlgebra abeliana mazximal a formada
pelas matrizes diagonais de trago 0, o conjunto das raizes Il = {ay; € a* | gqo,; # 0}, 0
conjunto das raizes positivas II™ = {a;; € 11 |i < j} e o conjunto das raizes simples
Y=Aaj1]i=1,2,...,n—1}.

Nesse caso, a subdlgebra parabdlica minimal é p = a ® nt, que € a subdlgebra das
matrizes diagonais superiores de traco 0, e o subgrupo parabdlico é dado por P = ANT,
ou seja, P € o conjunto das matrizes triangulares superiores de determinantes 1.

Agora considere © C X. Um intervalo em ¥ € um conjunto da forma 3(i,j) =
{agrs1]i <k < j}. Podemos escrever © como uma uniao de intervalos disjuntos de 3,
isto €, © = X(i1,71) U...UX(i,, j.). Assim, tanto a subdlgebra parabdlica pg quanto o
subgrupo parabolico Pe sdo formados por matrizes triangulares superiores em blocos de
tamanhos (j; —i;+1) X (j; —i;+ 1), s que a subdlgebra é formadas por matrizes de trago

0 enquanto o subgrupo é formado por matrizes de determinante 1.
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B.8 Variedades Flag

Definigao B.8.1. Uma variedade Flag € o quociente G/Pg de um grupo de Lie semisim-

ples G por um subgrupo parabolico Pg.

Essa definicao de variedade Flag generaliza o conceito de Espacos Projetivos e Gras-

manianas, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo B.8.2 (Flags de SL(n,R)). Seja © = (ky, ..., k.) uma sequéncia v de inteiros
tais que 1 < k1 < kg < ... < k, <n. Um Flag de subspacos de tipo © € uma sequéncia
de subspacgos encaixados Vi C Vo C ... C V, tais que dimV; = k;. Defina Fg como o

conjunto de todos os flags de tipo O, isto é,
Fo={WVcV,C...CV,|dimV; = k;}
Vejamos que SO(n,R) age transitivamente em Fg. A agdo é definida por
gVic...cV,)=gW) C...Cg(V)

com g € SO(n,R) e (V; C...CV,) € Fo.

Considere {ey,...,e,} a base canonica de R™. Defina Ey = (e1,...,ex) como o sub-
spagco gerado por {ey,...,ex} e também bg = (Ey, C ... C Ey,) € Fo. Agora dado um
flag b= (Uy C ... C U,), vejamos que existe g € SO(n,R) tal que g-bg = b. Para isso,
tome uma base {uy,...,u,} de R™, ortonormal e tal que {us, ... ,uy} € base de U; para

todo i € {1,...;r}. Defina a matriz
(o)

cujas colunas sao os vetores ortonormais da base definida acima. FEntao € claro que

g € SO(n,R) e g-bg = b, ou seja, SO(n,R) age transitivamente em Fg. Em particular,
SL(n,R) também age transitivamente em Fg.

Agora vejamos que Fg € de fato uma variedade Flag de acordo com a defini¢ao B.8.1
acima. Para isto, precisamos ver que o subgrupo de isotropia dessa a¢ao € um subgrupo
parabolico, o que pelo exemplo B.7.3, implica em ver que o subgrupo de isotropia dessa

agao € formado por matrizes triangulares superiores em blocos.



O subgrupo de isotropia dessa agdo em bg € formado pelos elementos g € SL(n,R) tal
que g(Ey,) = Ey, para todo i € {1,...,r}. Para que isso ocorra, a matriz de g na base

canonica deve ser da forma

ou seja, o subgrupo de isotropia é um subgrupo parabolico e Fgo € uma variedade Flag.
Mais ainda, como SO(n,R) € compacto, seque que Fg também o €.

Em particular, se escolhermos a sequéncia © = (k), temos que Fg é o conjunto de
todos os subspagos de dimensao k de R™, ou seja, Fj, = Gri(n). Se k =1 temos o conjunto

de todos os subspacos de dimensdo 1, isto é, o espaco projetivo RP" !

7
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