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Introducao

As desigualdades de Morse, vistas de uma maneira intuitiva. estabelecem
uma relagio entre a topologia da variedade M e os pontos criticos de uma fungio
com valores reais em M e também estabelecem uma tvelagio com a dimensdo
do nicleo do operador de Laplace-Beltrami em p-formas e o nimero de pontos
criticos da fungao de Morse em uma variedade 1, como veremos no decorrer do
trabalho para uma variedade Riemanniana compacta M.

Nosso objetivo é desenvolver de forma razoavelmente autosuficiente (to-
mando como base o programa comumente coberto pelos alunos de Mestrado em
Matematica da UNICAMP) a demonstracdo das desigualdades de Morse ao es-
tilo de E. Witten em M (encontrado em [E.W.] ou [B.S.2]) isto é, usando alguns
fatos do operador de Laplace-Beltrami sobre o espago de p-formas de uma varie-
dade Riemanniana compacta M, o Laplaciano deformado de E. Witten e a teoria
de super-simetria. A demonstra¢do usual pode ser encontrada em [Mi], com
esta finalidade, desenvolveremos o material basico que consiste, por um lado,
das defini¢des e propriedades e, por outro, do estudo local de alguns operadores
diferenciais. Assim, todos estes conceitos dividimos em quatro capitulos e um
apendice.

O primeiro capitulo contém propriedades referentes ao operador de
Schrédinger num espago de Hilbert, especificamente apresentaremos a demons-
tracao do teorema do limite semi-classico que sera de muita valia para a demons-
tracdo de uma das desigualdades de Morse.

No segundo capitulo trataremos de algumas propriedades da teoria da Morse
e o enunciado das desigualdades de Morse, as quais demonstraremos no capitulo

quatro.



No terceiro capitulo desenvolveremos alguns conceitos basicos da teoria de
Hodge, apresentando defini¢des e propriedades do operador de Laplace-Beltrami
e super-simetria.

No quarto e ultimo capitulo apresentaremos o Laplaciano deformado de
E. Witten com a finalidade de demonstrar as desigualdades de Morse ao estilo
de E. Witten (i.e. usando super-simetria). Além da importincia que tém estas
desigualdades, também é importante apresentar exemplos especificos citados no
final do capitulo quatro no caso de dimensao dois.

No apéndice demonstraremos de maneira formal o tecrema 4.2.2 do capitulo

quatro e para isso damos alguns conceitos basicos de Geometria Riemanniana.

1



Capitulo 1
O Limite do Autovalor Semi-classico

Comecaremos a desenvolver o chamado “Teorema do Limite Semi-cldssico”
com o qual demonstraremos duas das desigualdades de Morse, trata-se de uma
aplicacdo de analise funcional, e como primeiro passo fomaremos um operador de
Schrodinger definido em L2(JRY).

Consideramos o operador auto-adjunto da forma
H(X) = -A+Xh+ g

definido como um operador diferencial fechado sobre CS°(MR”). Aqui, h,¢ €
C*>(R¥), g élimitado h > 0 e A > constante > 0 fora de um conjunto compacto.
Além disso, assumiremos que % é zero apenas em um namero finito de pontos

{:z:(“)} e a Hessiana

a=1

[A(a] l[ d%h

i ] - 5 Br.i-ﬁxj

(=),

e definida positiva para qualquer g ou (¥ € R”. Nosso objetivo é estimar os au-
tovalores de H () para A grande. A idéia é que para X grande o potencial A2+ Ag
asseme]ha-se ao de osciladores harmonicos centrados nos zeros de h, e separados
por grandes barreiras de potencial. Assim, esperamos que para ) grande o es-
pectro de H(A} seja similar ao espectro de uma soma direta de operadores da
forma
HOO) = A+ XY AP (1 — 2@)i(2 - 21); + Ag(z)
iJ
Esta ultima ignaldade néo é mais gque o desenvolvimento de Taylor de & no

ponto z{?' em segunda ordem.



Sejam T(b), para b € IR” e D(A), para A > 0 operadores unitirios de
Translagdo e Dilatagio em L*(JR*) dados por:

(T(8)f)(z) = f(z — )

(D) =) = A" f(xz).
Também seja

K@ =-A+S A%z 4 (=)

15

é facil estabelecer a seguinte igualdade
DOMATA 2 eONK T (=X 2z D(AY2) = HE()

assim H(®)(1} é equivalentemente unitdrio a AR (%),
Agora os autovalores de JK{®) sio féceis de calcular, a menos da constante
g(z'®)), @) é o operador de Schérendinger associado a um oscilador harménico.
Fntdo, faremos o cdlculo de todos os autovalores de JK(#), Para isto segui-

mos os passos abalxo.
1.1 Calculo de autovalores de K

Suponhamos que encontramos os autovalores de [AE;)], dados por

14
{(wg(va))g} com w® >0

=1
isto é possivel pois a matriz A é simétrica e positiva em cada ponto critico.

Agora calculemos os autovalores de (). Para tanto obteremos primeiro

7

d s :
os autovalores do operador de —53 + (wf ))23:? gue corresponde a umn oscilador
£

harmoénico 1-dimensional. dado que K (*) é uma soma. direta de tais operadores.



Entao nos preocupemos em encontrar ¢ espectro de B = — 73 + (w™ Y22,
L

1.3 Definigao. Definamos o operador de Aniquilamento por

a d

e 0 operador Criagdo (ou adjunto de A4)

N d
A‘:w})x———

dr’
os operadores 4,4~ e B podem ser definidos com dominios no espago de
Schwartz S(IR) onde

S(R) = {f € C®(R) : |P(z)| < 00, Plz)= 52?1(1 — 23y i |f°’(:c)]}

Temos
AA" = (w(a]*c—l-—i) ( (a)r—i)
‘ dz ! T
_ (@Y & @ od  d o
= (wa )7: ) wy xd$+d€w,
2 d? d
_ (N2 ¢ w]e ]
(w’ )$ d.r2+ : [dx’m
= B+w¥I
d , . .
onde ] = [a,x] é o operador identidade.
Do fato

{Ed; 'r] o(z) = (—f;(*rw(a:)) - ’Eﬁ—ﬂ('z)



_ @ dy _
T Tz +(2) _md:r; -
= (x)
Similarmente
AA=B+ulz, i‘f—]
dx
logo A*A = B —w!¥T (0)

A segunda identidade demonstra que w?‘} é o menor autovalor possivel de

B, entao estas identidades implicam que:

a) [B.A] = —2w*4
no fato AB = A(A"A + w(”) = AA*A + Awl”)
BA=AA"A — Auw®
[B,A] = BA— AB = —2Aw!*).

b) [A", B] = A*B — BA®
= A"(AA" — V) — (A"A + ™) A*
— _QwEG)A*

também BA = A(B— 2w )
BA~ = A*(B+2w®)

1.3 Definicdo. (O estado fundamental)

Estado fundamental de B é uma fungao v € L% IR) satisfazendo a equagao

diferencial Avy = 0 e tal que ||2o|| = 1.

=



Claramente, entdo por (0) Byp = wﬁ“)%? assim 1y € uma autofuncdo
correspondente a um autovalor nulo do operador A.
Podemos calcular yq exphatamente Assim também verificar que é de qua-

drado integravel

d¥o
dr

o o9 [ do

+ w iy = 0

()
Yo(z) = Ce™™ w1

— (w(a))l,fzﬁ-l,u_

onde € € o normalizador constante para ||y
Agora para k& > 1 defipimos um auto-estado ou autofungao de B indutiva-

mente por

1

WA!@[)I:—I {2)

e =

1.4 TLema 1. iy pertence a classe de Schwartz. Ou seja, € uma autofuncao

normalizada de B, com autovalor {2k + 1)w; (e},

Demonstragao. Temos que

1
. = MBA‘ -
B (k)12 it
= -———»—1-—-—[A“B - QIUia)A*)tﬁ‘kﬁI
(2w )12 PO

it



1 i *
= Gpae A By 20 A)

1

= ———AM((2F - 1)l 20t
oA (2~ Dl 2

= (21!3 + 1)101}0)'91};; por (2)

portanto fica demonstrado que (2k + 1)w§“‘) ¢ autovalor de B.

Normalizando ¥,

1
[sl)® = B (A 1, A'Pr_1)

kai

1
2?{:105[1)

1 £
= W(AA Pro1, Pro1)
]

{AA™Pr_1,4Yn-1) Iintegrando por partes

1 o
= W((B 4wy, 15y
o,

1 o
= S kel i)

= 1

i

1.5 Lema 2. ¢(x) = Pk(x)e‘wgq]"’zf"’, onde Py é um polinémio de grau k.

Demonstragao. Usando relagio de recorréncia

1 K] !
(2w x Py (x) = Piy(2))

PL(J;) = (2;;’{,{}(3))]‘(

seguindo de



! {a) 2 d () 2
_ —ur .rf?____ W x/2
(‘)kujga))lfz (?.L’g xPL'—l(x)e Iz PL_,](T) )
1 “ —w{-a]x- 2 r et 2
) (‘7kw(a))1fz( 2Py (2)e T = P (a)e L
+ Pk-]('E]w‘-(a)xe"w{ )332}(2)
wEﬂ)a:z;’z
= a2 e Pheal) = Fa(e))
w;
portanto, Pi(z) = W(‘waﬂ’k-ﬂx) — Fi_y(z)). e

Nota. A menos de normalizac¢do, os P[s s8o conhecidos como polinomios de

Hermite. Seja

P =z P(z)e" /2 | P(2) éum polindmio} , P C L{R).
1.6 Proposigido 1. P é denso em L*(IR).

Demonstracao. Podemos assumir w{® = 1. Seja
fi(x) = 2l
calculamos

2 9 —x2 w eV
Il = /_mi‘”ﬁ d$:+2f0 y"ﬁdy-



Substituindo y = &%, podemos ter um limite para f;.
o1 :
AP = TG +5) <t

escrevendo

A S 15

A
=0 I
as L? normas dos termos desta série sio limitados por [A[(§1)71/% assim, é con-

vergente em L?. Segue-se
f;€P easfungoes zr— e P T2 e P
Agora suponhamos que f € L? é ortonormal para P; entdo

joo e__x?f?,—-t')\zdx — 0} V)\ c R

pelo teorema de Plancherel  f(z)e ™2 =0 q.t.p.
f=0 q.tp. 5

Os autovalores de JK(* como jd falamos sio soma de autovalores dos os-
: : L d* e
ciladores harménicos 1-dimensionais 73+ (0{*)?2? adicionados & constante
T
g(z\*)), ou seja, o espectro de K@ é
5
S = ”Z w®(2n; + 1)] 4 g(@®) : nay..imy € N}.
=1
Pela colecio de todos os autovalores de IK(®) para @ = 1,..., k, obtemos o
espectro de @}K(“] definido em @,L*(IR") por

5(@ H-{(“)) = st

@

Para uma fntura referéncia, notamos que as autofuncées de JK) sdo funcoes

da forma



eXp(d Zw(“) )

i=1
onde P é o polinémio encontrado anteriormente para cada oscilador harmdnico
1-dimensional e v.° ‘e R, i = 1,...,v sdo autovetores ortonormais de [A‘(;)]

Assim, as autofuncdes de H{®)(}) sdo

P, = P(AY?(z — 20) exp( Zw(a} N2 (g — gl fa)}z)-

1.2 O Teorema do Limite Semi-classico.

Para demonstrar o Teorema do Limite Semi-classico primeiro faremos o

enunciado e demonstragao de algumas propriedades como segue.

1.7 Definigao 2. (Parti¢ao da Unidade).

Uma familia de fun¢des {J,}.e4 indexadas por um conjunto A onde J, :
IR — IR para qualquer a € A é chamada partigdo da unidade se:

(1) 0 J ()1, Vese R

(i) TJHz)=1, Vre R’

{11i) {J.} é localmente finita, i.e. sobre qualquer compacto K temos que
Jo. = 0 a menos de um nimero finito de indices a € A.

(iv) J, € C*(R")

{(v) sup ST VL) <o

R gy

1.8 Teorema 1. ( Férmula de Localizagio).

Seja {Ja}ees uma particdo da unidade e

H=Hy+V onde V:IR' >R Vel

e H, é uma representacdo auto-adjunta do Laplaciano (—A).



Entao
H=S JHI -3 IV
e A acA

Demonstragao. Usando as identidades:
1) oo [Jo, Hl} = =2(V J,)?
2} U Jen H=JZH + HJ2 -2J,HJ,
Entdo —[J, |/, H]]=—~J2H — HJ*+2J,HJ,.

Somando 1) e 2) temos
JEH A+ HI? = 2J,HJ, - 2(V.],)*

SWEHAHID = Y 2LHJL -3 2V

ecA €A €A
9H = 2(2 JHJ, — Z(VJQ)Q)
aEA eE€A
H = S LHL - (VL) .
agA acA

1.9 Teorema 2. (Min-Max. Principio).
Seja H um operador auto-adjunto limitado infeiormente, i.e., H > CI para

alguma constante positiva C. Definamos

#n(A)=£SU£p Q& &1, A) onde

Qo) = ipd (0 HY)

'f-’E[el -----fn-—‘] ]J'

10



Entao, para cada n fixo, um ou outro é vélido:

a} Existem n auto-valores menores do que o infimo do espectro essencial, e
itn(H) é 0 n-ésimo autovalor contando multiplicidade, ou

b) ¢ é o infimo do espectro, i.e., pt, = inf{A / A € b..s(H)} eno caso que
Pn = Bnt1 = fnsa = ... existem n — 1 autovalores a menos (contando multiplici-

dade) menores que p,.
Demonstragao. Veja [B.S.1].

1.10 Teorema 3. Seja H um operador igual ao do teorema 1.8 com V limitado
com respeito a Hy. Entdo A € é.,,(H) se, e somente se existe uma sequéncia de

fungées ¢, € CP(R” \ B,) com

lleall? =1 tais que
“(H - A)‘r”n“ — 0.
Aqui B, :={z/lz] < n}.
Demonstrac¢oes dos teoremas 1.9 e 1.10, podem ser encontradas em B. Si-

mon [B.5.1] ¢ [B.5.2].

1.11 Teorema 4. Seja H um operador igual ao do teorema 1.8 com V limitado.

Entao
L
cormpacto I« l=1
Prova. “ > 7: seja do 0 Infimo de é.55(H). Entdo A € é.5s(H) e pelo teorema
(1.10), podemos encontrar uma sequéncia p, € C&(RY — B,) com ||pn|j=1 e

(H — X))o, — 0. Assim

sup inf o, Ho) = Tim inf JH
(e He) im e g,y 2 )
compacto =ll=1 -

11



< @n(somﬂt.on)

< @(@ns (H - AD)@H) + lim((pn, /\0[197;)

= ,\0.

“<”. Definamos

fn 1= SUP inf {0, Hp).

. 3
Y1t veCq
wl{ry vt _g Llell=1

Pelo teorema (min — max), p, é n-ésimo autovalor de H em ordem crescente
contando multiplicidade, se existem apenas ngy autovalores menores que Ay =
inf s (H), entdo pn,11 = pnge2 = -.. = Ag. Mas se sio infinitos autovalores

menores que inf §..,(H), entido p, — infé.(H) quando n — oco. Assim para

demonstrar
Ao = infé s (H) £ su inf o, Ho) = vg
0 ess(H) < sup wécgo(w_m(% ©)
compacto l1ell=1

é suficiente demonstrar que vg 2> ., para todo n.
Segue-se

mo= _inf (o, Hp),

wECow(JR”)
lell=1
obviamente vy > 1.
Suponhamos agora n > 1 e vy > fn-1. S€ f,-1 = Ag, acabamos a
demonstracio. Se p,_; < Ag. entio
Hp = inf }(LP, H%P)a

wL{py,..pn=1
[l l{=1

12



onde os p; sdo autofun¢des normalizadas correspondentes ac autovalor p; e
{p1,.. ., Pa=1} € 0 espaco gerado pelos p; (1.e. auto-espaco correspondente a ;).

Agora escolhamos ¢ > 0 um K, compacto grande, tal que

(2)Pde < a i=1,...,n—1L
fmhh lpi(2)*dz <& para i

Definamos, para qualquer fungdo v um (= )= {wipi)pi(z). Entdo
t=1
$Lp;. Temos
vy > inf  {p. Hp) (1)

PECI(RY —Ip)
N fi=2

= inf  {{5, H@) + (Q,Z(% i) Piti) +Z(‘~P;P:’)#fﬁi)}

PECE (RY—FKo)

para qualquer ¢ € CF(IR” — Ko), {2, p:)| < €|}l por (1). Assim,

Vo 2 ecml(ﬂ?f”—hg)((’g’ HQ)
Ilwll 1
. 5, Hp
v 2 (1-¢%) inf i(’i;—uhfl—cz—:
vecgiE -0 (3 0)
wli=

~ (1 — c’g) inf ‘(‘ETTET?_) -
wl{o1,...pn_1} (‘1‘91 (:9)

> (1 —=ce)py, — ce
Como ¢ é arbitrario, temos
vp 2 Mo e segue-se o resultado.

Agora apresentaremos o Teorema do Limite Semi-classico.

13



1.12 Teorema 5. Seja H()\) e @, K* como definimos acima. Seja E.,.(\) o
n-ésimo autovalor de H{A} contando multiplicidade, denotemos por e, o n-ésimo
autovalor de @, JK'® contando multiplicidade. Entdo para n fixo e A grande,

H()) tem ao menos n autovalores e Jim E.N/x=e,.

Demonstragao. Primeiro provaremos
im E.(0)/) <e,.

)\—)QC

Seja J € C§°(IRY) wina fungdo com 0 < J < 1,

|1 para |z} €1 iy
J(z) = { 0 para o] > 2 definamos também

JN) = J(AYz —2@)) para a=1,....k

k

Jo(3) = \}1~ SO

a=1
claramente para um A suficientemente grande, temos
k
ST =1
ﬂ,-'._—'a

conforme a construgdo. Observamos que {.J,} € localmente finito. Também J, €
C=(IR) e sup > [VI(A)(2)|* < 0. Assim {J,}E_ é uma partiio da unidade

z€BRY je g
no sentido da definicao 1.7.

Afirmamos que para qualquer a € {1,...,k}
ITANH(X) — HO L) = 0(3*?),

Com efeito, temos que: J,{A\)[H(A) — H®{(A)]J,(A) é dado por dois termos

14



J[H(A) = HOM) T = [T(AN)[-A + X*h(2) + g(z) +

£ A=Y ALz — )z~ 2); = Aglal]], (M)

tJ

< PLWR(z) ~ 32 A (@ — 2®)ile — )10 +

+ Ma(N)g(2) — g(= )]V (*)

mas Come

X J(N)h(z) = 3 Az — 2 )iz — a1 =

Bl

s (@) — Ty ANz — @)@ — 21);]

[z — 2P

= XNz — 21
< X2ATHEO(1)

< O(A4j5)
Empregamos que J,(A) tem suporte compacto em

Az — 2 <2 e z AL (g — g (x — 2@,
1.3

é a expansdo de Taylor de segunda ordem em torno de z(2),
Da mesma maneira para a segunda parcela de (), como g é limitado, segue

que

AL (Ng(2) - g(2)7) T (X)] = O(X7F)

assim dessas duas igualdades temos

| TNH () ~ HEOAL(A)]] = O(A?), (3)

15



Agora, fixando um inteiro n, ndo negativo, existe um a(n) e um ¥, tal que
H* D (A)py = dertp.

Isto porque K@ e H*") diferem sé pelo fator A.
Definamos ¢, = Jy(n){A)ts- Entdo para inteiros n ndo negativos

(&n.-, L.-'5'1-11) = 5ﬂ.m + O(exp(”CAlﬁ))

para alguma constante c. Isto é claro para o caso em que a(n) # a(m), segue-se
neste €aso Jy(A) € Jogm)(A) t€m suportes disjuntos para um A grande, assim

{Pnspm) = 0. Se a(n) = a(m), entio {pn, @m) = Spm. Assim,

‘((r’jm@m) —bum| = |/(Ui"nwm - f{n]"#ﬁn@bm)duﬂ

= | [0 = T hbntim )

1o

(a)y1/2 (@) (@ 2) y
<< “ ( _ (
- /lx—-_r(ﬂ)lzl\—2/5 lpﬂpmle}{p( Zw‘ (A (m T )',! U-‘ ) d xr

=1

isto porque:

1-Jz) =0, Vee B={zc R [ |z — 2] < x7¥/%}
e 1-Ja)=1, VzeB ={z € R" [ |z — 2| > 22" > x72/%}

e substituindo os ¥,., ¥,, femos

Hons Pm) — bam} < comst fo;sexzn(-c/\#z)d#
e RN
< const fw'\m exp{—cA™u)du
= Ofexp(—cAt®)) (4)

16



Agora, pelo teorema 1.8 “Férmula de Localizagdo”
1
J,H@ ], = §(J3H(ﬂ> + H@JYH 4 (V)P

e a estimativa sup | V(A2 = O(AY%).
Para estimar (0,, H{A)pm), de novo, se a{n) # a(m), entdo {¢n, H{A)om) =
0, para. A grande, por outro lado, se a(n) = a(m) =«

(on HNom) = {Jo(XN)n, H(A)Ja(A)om)
= (¥n, Ja( AV H(MN) T2 (A)thm)

= {n, JLOVHS T, (N + 0N

= (a3 TEOVH) + HOJZ0))hn) + OO)

= (s 2 (JANHO )+ {0, S HEO T W) + O)

i i}

L s J0) Nenth) + % (1o Aemtbmn J2(N)) + OAYS)

B S

(en + em){Pn, Pom} + O(/\:t,fs)

agora como {pn, Pm) = bum + O(exp(—cAl/®), obtemos
(ny H(N)pm) = Aenbum + 8(A*) (5)

agora pelo teorema 1.9 (“min-max™), H(A) tem n-autovalores e p,(A) = E, (A) ou
() = inf 8., ( H(M)), e demonstraremos que s6 é vélida a parte (a) do teorema
1.9.



Seja € > 0, e para cada X, escolhamos £7,...,£}_; tais que
1N S QEX, ., 25 M) e (6)

Como os ¢, sdo ortonormais para um /\'gra.nde, {¢1,...,¢n} é 0 espago gerado
pelos ©; de um espago n-dimensional, assim podemos encontrar, para A suficien-
temente grande, uma combinagao linear i dos {p;}%, tal que ¢ € [£},...,E)_;]*.

Entdo usando (5) temos
Q- Eaps X) € (o, HO)@) < deg + O(A?)
por (5} e do fato de que ¢ é arbitrario
Ha(X) € Nep + ONY) (7)

Como % > const > 0 fora de um conjunto compacto, e g é limitado, segue-se

pelo teorema 1.11

. 3 _ . 2
infbess[(H(A) + AR = sup  dnf, (& + Ag)e, o) + X (R)llell)
compacto [l ll=1 H

inf &.pe (H(X)) = inf bess (T(A)) + A2||R|| > cA? para alguma constante positiva ¢,
segue-se de (7), pn(A) # inf{é..:(H(N)), para X suficientemente grande. Assim,
tn(X) = E,(X) de (7) implica }?n ER)EA) <e,.

Agora demonstraremos a desigualdade

B
A

_— L1

lim
A—o

Para demonstrar esta desigualdade, é suficlente demonstrar que para qualquer
€ E 5(689 ﬂ'{(“)), afirmando € € (e, €m+1)

H(A\) 2 de+ R+ O(X), (8)
onde R é um operador simétrico de posto m.
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Suponhamos que isto é valido, para cada e, > € € € € (€m, €mi1).
Tomando um vetor ¥ e o espaco das m + 1 primeiras autofung¢ées de H(A)

com ||#|| =1 tal que ¥ € Ker(R), entao como
HAX) =Jde—R+0AN) 20 (9)
(O, ) — (etpo i) + (Bipo ) — (O(N), ) 2 0
Enr1 2 (H(N)Y,9) > de + O(})

que implica

E.(A
lim 2(}) > e,

A —oo ,\
para n = m+1 com e,y > €, Nocaso e =enp = e, seguese de (9).

Agora provamos a aflrmagao feita para e € (e, emy41). Pelo teorema 1.8, temos

k

HO) = S LHO = S(VLY

a=0 a=0
k
= JoHNJo + 3. LHD ), + O(AY5) (10)
a:g

Aqui usamos (3) e (4). Como Jy = Jo(A) tem suporte compacto fora das bolas
de raio A=%/% em torno dos zeros de h e h anula-se quadraticamente em cada um
de seus zeros, h{zr) > ¢(A7%/*)? sobre o suporte de Jy. Assim, JoH (A\)Jo cresce

como AZ-A45 = )\6/5 ¢ para A grande
JoHJy > Xed?.

Para a # (, temos
JHO(NT, = JLREN, + Xed?, (11)

onde R(*) é a restricio de H'®) para o espago de todos os autovalores de H(*)

menores que re. De fato seja ¢ € espaco das m primeiras autofungdes de H®)
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associadas aos autovalores menores que Ae, com |lp|| = 1 tal que ¥ € Ker(R)

(J.(H®(X) — R 4 Xe)Jop, ) =
= (L (HO W) oy ) — (RN, )
+ (T e, v).
Podemos escrever 1 = i(v,{;, Vil

{v,}", C span{Autofuncdes de H%}

= (J,H@ (Z(«p i) ) )+ JoAed ; b, @i ¢

=1

n

= {J; Z(ﬂ),tpg)tm)\e“ )+J2’\'3(Z("ba(‘9i>ﬁoiu¢)

i=1 =1

= ‘]3 Z )\65(1;"), Laoé}g + Jer Z(¢1 [191')2

i=1 i=1

= P el e P + I Xl P 2 0

logo J(H@(X) — R® 4 Xe)J, > 0, para todo ¥ € span(autofuncées de H(®(1)),
portanto
Posto(J,R(®)J,) < Posto(R®)

= # {autovalores de J{{*) menores que ¢}

como Posto(A + B) < Posto(A)+ Posto(B}, isto implica

k k
Posto )y JaR(")()\)Ja] < > Posto[ R (A)J,]

g=1 a=1

— # {autovalores de & (®) menores que e}

= n



seguindo, por (10} e (11) temos

k k
HN) = Xedi +A3 72+ 5 LLREO T, + 025
a=0 a=0

H()) > e+ R+ 0009

onde K tem posto quanto muito =, isto implica (8). Fica demonstrado assim o
teorema. X



Capitulo 2
Algumas Propriedades da Funcao de Morse
2.1. Pontos Criticos, Fun¢io de Morse e Indice de uma
Funcao de Morse

2.1.1 Definicao. Seja f uma funcao diferenciavel com valores reais em uma
variedade diferencidvel Af compacta n-dimensional, p € M ¢é chamado ponto
critico de f se a aplicagdo induzida por df : T,(M) — IR é nula. Se escolhemos

um sistema de coordenadas (a',...,z") em uma vizinhan¢a U de p, isto significa
af of

que —— —= ... = ——n ZO

yue 5-+(p) 5o (P)

O niimero real f (p) € chamado valor critico de f.
Lembremos que a Hessiana de f : M — IR ¢ definida como um operador
linear

Hessf : T,(M) — T,(M), (Hessf)Y = Vy gradf,Y € T,(M),

onde ¥V ¢é a conexao Riemanniana de M.

2.1.2 Definigao. f é uma fungio de Morse numa variedade diferencidvel se
todos seus pontos criticos sao ndo-degenerados, 1.e, em coordenadas locais a Hes-
o f
6‘.1:1;83:3-

siana ( ) é nao-singular em tals pontos.

2.1.3 Defini¢@o. O indice de um funcional bilinear H, sobre um espago vetorial
V. € definido como a dimensio maximal de um subespago vetorial de ¥, no qual
H é negativo definido. Em particular se p € M é ponto critico da fungio de
Morse f : M — IR. dizemos que o {ndice de f em p ¢ o indice da Hessiana de f

no ponto p.



2.2 Lema de Morse

O Lema de Morse e sua demonstracdo nos indicam o comportamento de
fun¢ées de Morse em coordenadas candnicas locals; para cada um dos pontos

criticos.
2.2.1 Lema. Seja f uma funcdo C*° e V uma vizinhanga convexa de 0 € IR,

com f(0} =0 entdo

n
flry, . 20) =D zigi(z1, . - -, 8,) para fungdes C, g
=1

of

definidas em V, com ¢;(0) = 5;:—(0)
Demonstragio.
14 1n af
fleg oo z,) = ]0 a—{(txl, ootz )dt = [) ;mi E(f:ﬂh ety )dE

entao nos podemos escolher os g;(Z) como

1 9f
gi(zy, ... 2,) = ; E(txl,...,txn)dt.

2.2.2 Lema. (M.Morse) seja M uma variedade diferenciavel, f uma fungao
diferenciavel em Af, e 29 um ponto critico nao-degenerado de f. Existem co-
ordenadas locais y',...,y" em alguma vizinhanca de zo, em termos das quais a

funcdo f é dada em tal vizinhanga por
Ft oy == = = ) TP )

onde A é o indice do ponto c¢ritico xo.



Demonstragdo. Preparando caminho para a demonstragdo geral primeiro de-
monstraremos para o caso n = 2, quando podemos restringir nossa atencao ao
disco D2(0} de radio € > 0 e centro no ponto xg = (0,0). Claramente assumamos
sem perda de geralidade que f{0) =

Aplicando o Lema 2.2.1, existem fungdes ¢q, g2 tais que

a
.f=$1gl+$2923 g9; = 8;( )_

ondegj—[8 (tzt,tz¥)dt ,7=1,2

e pelo mesmo argumento podemos aplicar o lema 2.2.1 para cada g;, entdo existem

funcées diferenciaveis h;; tais que

g;(z}, 2% = z¥hy;(T). Assim

f(z}, 2%) = z'27h;;(T) onde por simetrizacio podemos supor que hy;(z',z?) =
*f

dz'0x!

hij(z!, z?). Temos que a matriz (h;) = ( (0 )) é ndo-singular. Observemos

.0¢;
x‘—%:(t:rl, tz?), daf

d
que ggj(t;rl,tacz) =zt

1 dg;
g;(z*, z* f dtgj(t'r: tz?)dt = =* o = = (txt tr 2)dt
A prof
raal A | e
gj(:z:,x)_xfo 33:‘5( e t'r:c)dt-—xj j 33:*8:1: (trZ)drdt

L 9%f
e explicitamente temos h;; = / / ——(rtz)drdt.
oJ o Oxtdxt
Agora nossa funcao f fica definida no disco D?{0) por

flat, 22) = (27)?hy; + 22 2%hy, + (27)2hey
, C o*f ,
onde a matriz (hy(0)) é simétrica e como (h;(0)) = (5 o j(O)), (hi;(0)) é
nao-singular. Lembramos que qualquer matriz simétrica & similar a uma matriz
diagonal com entradas nao nulas. Assumamos que hy,(0) # 0 para aplicar uma
troca de coordenadas apropriada. Temos que h13(%) # 0 em alguma vizinhanga
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da origem, pela continuidade de hy;. Em tal vizinhanga a expresssdo da fungdo

f € equivalente a

= 1\2 1 2h12 zzh% 232 _h:{z
@) = (hu(e) +22°2°—= + (2%) + (27)7| ha
i1 hiy hyy

h ) h?
= hn (:E + 2 2) + (%) (hzz - —1—2“)
hi1 A1y

como a matriz (k;;{0)) é nao-singular, temos hyyhyy — (h12)® # 0 nalguma vizi-

nhanga da origem. Sejam novas coordenadas y',y* dadas por

yl __ ( 1 h]} 2)
f hZ
y2 12! 2

relagbes estas inversiveis em alguma vizinhanga do origem. Em termos destas

coordenadas f tem a forma
flyhy*) = 2" £ (v

isto completa a prova para o lema no caso n = 2

Agora demonstraremos o Lema para o caso geral n-dimensional. Procede-
mos como no caso n = 2 acima, obtendo fungbes h;; 1,7 = 1,...,n, ki = hy;,
com as propriedades que det{%;;{0}) # 0, e em termos de algumas coordenadas

zl ..., 2" em alguma vizinhanc¢a do ponto critico zp = 0, femos
flz) = 2z hy (1)

Suponhamos indutivamente que encontramos as coordenadas y',...,y" em

alguma vizinhanga de zo = 0 tal que,

Fay =+ £ 26+ S vy P

ij2k

o
(1)



onde [P;;(y)] é matriz siméirica nao-singular (o caso inicial da indugao segue-se de
(1), com os P;; no lugar de h;;). Segue-se que [P;;{0)] é simétrica e nio-singular
tendo a forma mostrada na figura (a), e pode ser levada na forma diagonal por
meio de uma troca linear de ao menos n — k + 1 coordenadas y*....,y*. Em
particular podemos supor as coordenadas y*,...,y™ assim escolhidas antecipada-
mente tal que F;,(0) # 0, e consequentemente Pir(y) # 0 em alguma vizinhanga
da origem. Escrevemos ¢(y) = 1/|Pri(y)|, € definimos com a troca de coordenadas

(y') — (&%) sobre a vizinhanca por

=y paral <i<k—1

(y + 3y ’k(J) parak+1<:i<n

ik

é claro que a Jacobiana desta transformacao na origem é

ay = q(0) = \/Pr(0) #0

l.e det I{y — z) # 0 onde




[ +1 0 \

0
0 .
[Pyl = 41! P;=x1i=73t€e{l,...,k—1}
VP %
\ 0 | * )
Figura (a)
Segue-se pelo teorema da funcéo inversa que as funcgdes z',...,z" servem

como coordenadas locals em alguma vizinhanca de 0. Em termos destas coorde-

nadas a fungéo f tem a seguinte forma.

kN2 ; Lk Lk
f(z) — Z ( )2 P.U.( ) __2Pkk~ _)P.U» ZP‘HL (zy ak)

i<h—1 q (y) Q(y) (y) i>k
N 2( 2* _Zy"&)ZyiP-k-F vyl P,
qv) 517 P/ 53 t i3> k42 Y
= :1:(31)2 ﬂ:i(.?lk)z-i- Z Ziszt'j
1,72 k+1

isto completa o passo indutivo, e entéo fica demonstrado o teorema.

Comentdrio. Este lema é de especial importancia para a investigacdo do
comportamento de uma superficie de nivel da funcio f em
torno de um ponto critico nio-degenerado. Desde que a to-
pologia de uma tal superficie ao redor destes pontos é essen-
cialmente ja determinado (via teorema de Taylor) pela forma
d*f.

Para maior informagéo ver Milnor.[Mi]

[C~]
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2.3. Desigualdades de Morse

As desigualdades de Morse descrevem uma relagéo entre os nimeros de Betti
(b,) de uma Variedade diferencidvel compacta A e o comportamento dos pontos
criticos de fungoes de Morse definidas sobre M. Para ilustrar informalmente a

natureza destas desigualdades, consideremos a classe de superficies 2-dimensionais
2 — X{M)

compactas conexas com n-buracos ou ¢ = chamado génus de M. Os

nimeros de Betti de tais superficies M sdo dados por

bo(M) = b(M}=1
bi(M) = 2 x {ntmero de buracos de M)

Agora imaginemos esta superficie mergulhada no espago 3-dimensional com
alguma escolha de exios de coordenadas. Entdo qualquer ponto m € M tem a
representacdo m = (my, my, m3) e podemos definir a fungio altura f : M — R
dado por f(m) = ms. Suponhamos que os pontos criticos sao tais que: 56 um
nimero finito de pontos cumpre a igualdade df = 0, e cada um destes pontos
criticos € um maximo, minimo local ou um ponto de sela. Nessas condigdes as

desigualdades de Morse sao:

mg := numero de minimos locais de f > b( M)
my := mimero de pontos selas de f > (M) mo = (2)
m; ;= ndmero de mdximos locais de f 2> b, (M)

max max
sela . -- _ selas
min -
{b.1)
sela - - sela
min. _ min
. min .- -

(]
o]



mo = 1= by mo=3>1=bo
m1:2=b1 ?n1=4_>_2:bl
my=1=by my=1>1=1h

A primeira e a terceira desigualdades estdo sempre corretas pois bo(M) =
b2(M) = 1 enquanto f tem ac menos um maximo € um minimo global. E também
intuitivamente claro que cada buraco em A produz a menos dois pontos de sela
de f. Fazendo uma deformacgdes ao buraco de (b.1) obtemos desigualdades de
Morse estritas, vide figura (h.2).

Para enunciar as desigualdades de Morse para uma variedade M wv-
dimensional definiremos os nimeros de Betti b, ¢ os numeros my, de pontos

criticos de f com Indice p.

2.3.1 Definicao. Definimos O p-ésimo grupo de cohomologia H”i(ﬂ/f s IR)

(um espago vetorial) de uma variedade diferenciavel M de dimensao » de-
notada MY, é o grupo quociente do grupo de todas as formas fechadas de grau p
sobre M" pelo subgrupo de p-formas exatas, assim os elementos de HP{M", IR)
sao classes de equivalencia de p-formas fechadas onde duas formas sdo equivalen-
tes se diferem por uma forma exata:

wy ~ ty significa wy — wy = dw.

No que segue M é sempre uma variedade compacta orientdvel sem bordo
de dimensio v. Seja AP(M) para 0 < p < v 0 espago das p-formas diferenciaveis
sobre M, e seja d : AP{M) — AP*1(M) o diferencial exterior. Como d* = 0, entao

Im (d: AP (M) — AP(M)) C Ker (d: (AP(M) — APT (M)
Assim podemos definir o grupo quociente para 0 < p < v
HY(M”,R) = Ker (d: A”(M) — APF (M) / Im (d : AP"1(M) — AP(M))

Mostraremos no capitulo seguinte que H?(M, R), chamado o p-ésimo grupo
de cohomiologia de Rham de M, é um espago vetorial de dimenséo finita quando
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M é compacta.

2.3.2 Definicao. Os nimeros de Betti de M sao dados por
bp(M) := dim(H?) onde HP = HP(M) = HP(M”, R}, para 0 < p < v.

2.3.3" Definigao. Para cada funcio de Morse f,m,(f) é definido como o nimero

de pontos criticos de f com indice p para 0 < p < ».
2.3.4 Teorema “Designaldades de Morse”

Seja M uma variedade compacta orientavel sem bordo, e suponhamos que

f € uma fungio de Morse em M. Entio,

?"’:p(f) > by, 0_<_P.<_kV (1)
S=1Pmy(£) > Y (=1, 0< k< (2)
p=0 =0

S (-1yml ) = S(-17%, (3

Comentario. Sao chamadas desigualdades fracas de Morse (1), (2) e en-
quanto gue (3) sio chamadas desigualdades fortes. E o lado
direito de (3) é a caracteristica de Euler-Poincaré de M, usu-
almente denotado por X(M).

A demonstracéo dessas desigualdades, segundo E. Witten, serd apresentada
ao final desse trabalho. A demonstragao usual pode ser encontrada em Milnor
[Mi].
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Capitulo 3

Teoria de Hodge

Neste capitulo sempre nos referiremos a uma variedade compacta orientavel
M (i.e., temos definida uma v-forma de volume em M). Em adigdo, assu-
mimos que M tem uma métrica riemanniana, i.e., para cada m € M, temos
um produto interno ¢, {+,*) no espaco tangente T,,(M), o qual varia diferencial-
mente no sentido que para campos diferencidveis X (m) e Y () numa vizinhanca
Vo € M. gn(X(m),Y({m)) é uma funcao diferencidvel em V,,. Os resultados
abaixo sdo validos para qualquer métrica ¢,,. Isto serd conveniente no capitulo
seguinte para uma particular métrica escolhida.

Usando a métrica, tornamos A?( M) um espaco pré-Hilbertiano (para cada p)
onde o operador de Laplace-Beltrami A é autoadjunto. O resultado fundamental
da teoria de Hodge é que o espago H?(M) € isomorfo ao espaco de p-formas
anuladas por A, i.e. HP(M) = Ker(Alprap). Assim, b, = dim(H?(M)} =
dim[Ker(Alaran))-

Lembramos que b, independe da estruturé. Tlemanniana, assim
dim{Ker(A|ar(an)] ndo depende da escolha de uma estrutura riemanniana em M,
embora tal estrutura seja empregada para definir A.

No restante deste capitulo, daremos uma breve exposicio da teoria de Hodge
e algumas propriedades do operador de Laplace-Beltrami.

O produto interno sobre T,,( M) induz um isomorfismo natural ¢ de T,,,(3M)
sobre T (M) por:

Tn(M)y — Tr(M)

_¥ — (l_’;y

ey (X) = gn(X,Y).

Usamos ¢ para transterir o produto interno de 7., (M) para T (M). Assim,
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o produto interno em T (M) é notado por {-,-)}, definido per {(wy,w,)} =

In {9y (w1), 7" (w2)) onde

o7 To(M) = TulM) e p*(w) € Tn(M)
o7 (102) € Ton(M)

Este produto interno sobre T7; (M) pode ser usado para definir um produto
interno sobre AZ (M) = AP(T.(M)) a p-ésima poténcia exterior de T (M). Dado

uma base ortonormal wy,.. ., w, para T (3), declaramos que os elementos

wil

/\.../\w,:p, 15f1<f3<...<2},§b’

1

formam uma base ortonormal para @3 A2, (M).
=0

(dim(.-\il(M)) - (;) se p<v

dim(AZ.(M)) =0 se p> y).

Assim temos definido um produto interno no espago 2“-dimensional, € A? (M)
=0

de forma que cada um dos subespagos A? (M) (;) -dimensionais sao ortogonals
aos outros. Com esse produto interno (denotado por {-,-}2,) temos

) A AG(X) $lH) A A (¥}, = det((X:, )
onde » é o isomorfismo ¢ : T,,(M) — T (M) acima definido.

3.1 Integracao

3.1.1 Definicdo (Elemento de volume). Como a variedade 3 é orientavel,

entao ¢ possivel definir uma »-forma nao nula p globalmente em M. Podemos
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escolher tal de forma que {g, g} = 1 (elemento de volume unitdrio), entao num

sistema de coordenadas locais esta tal y-forma é dada por:

= J/gdz' AL A ds”

onde definimos o simbolo g = det(g;;) e ¢i; = gm(%, %
x

Seja B uma v-forma definida em um conjunto aberto e limitado de IR” e
suponha que suporte(8) estd contido em um subconjunto fechado D C R”.

fB=/5

onde b é a fungéo real dada em 3 = bdz* A ... A dz?. Considere agora uma
variedade C™ orientada e uma v-forma a sobre M tal que K = suporte(a) é um

subconjunto compacto de M. A compacidade de K assegura a existéncia de um
¥

Definimos entéao

nimero finito de cartas locais {(;, U;)}; em M, tais que K C {JU; e oi(U;)
i=1
é um subconjunto limitado de IR” para cada . Assegura também a existéncia de
funcoes p; € C*(M,R), ¢ = 1,...,N comsuporte (p} CU; , 0 <p; <1 e
F

> pi(m) =1, para todo m € K. Através de uma troca na ordem das coordenadas
i=1
de ;. podemos assumir que o bull-back @f{dz! A ... A dz”) é mdltiplo positivo

da orientacdo. Definimos entio a integracdo da v-forma

/M o= ;L(Ui}(go;l)“(pia)

os detalhes a respeito de existéncia das fungdes p; e o fato que a definigdo acima
independe da escolha destas fungdes e da escolha da cobertura coordenada de K

podem ser encontradas em Warner [W)] ou [B].

3.1.2 Definigdo {Produto Interno). Notamos que até agora definimos um
produto interno local para as p-formas em M. Como M é compacta podemos
tornar esse produto interno global da seguinte maneira: Sejam o e 3 duas

p-formas, entio
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(e,8) = [ {am), B(m)),p.

O completamento de cada AP{M) respeito a este produto interno é um
espaco de Hilbert o qual denotaremos por A°(M). O diferencial exterior fica

definido como um operador fechado sobre A*(M). Assim,
d: D(d) Cc K (M) — A7TH(M).
O adjunto de d é denotado por d*, i.e.,
d*: D(d") ¢ Y (M) — K*(M)

com
{a,d3) = {d"e, ) para o, 8 nos respectivos dominios.

1) Notemos que APT{M) C D(d~), pela prdpria defini¢io de d".
2) Se d? = 0 entdo d*° = 0. De fato para Va € AP, 8 ¢ A

0= {a,d*B) = (o, ddB) = (", dB) = (d" &, B)
logo d™* = 0.

3.2 O Laplaciano sobre A”(M)

3.2.1 Definigdo. O operador Laplace-Beltrami A em A(M) & definido como
operador fechado A = d*d + dd*.
Notemos que A : A”(M) — A7 (M).

3.2.2 Defini¢io. Uma forma o é chamada harménica se Aa = 0 ou equivalen-

temente, se do =0 e da=0.

Definamos os seguintes conjuntos
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AL (M) := {p — formas harménicas}
AY(M) := Imld : D(d) C A" (M) — R*(M)]

AL (M) = Im[d" : D(d*) ¢ K" (M) — RF(M)].

Estes subespagos serdo usados para decompor A’ (M) como o seguinte teo-
rema mostra, este teorema nao é mais que o “tecrema de Hodge”. S6 o enuncia-

remos, pois sua demonstragéo estd bem ilustrada no livro de Warner [W].

3.2.3 Teorema (de Hodge). Sejam A"(M), AL (M), AL(M). A(M) e

A% (M) definidos como acima. Entio
(1) A'(M) = AL (M) ALM) o AL(M)
(Y AP(M) = AL (M) @ AR(M) @ AL (M)
(1) ker(d: AP(M) — APYYM)) = AL (M) @ AP(M)

(i)  AR(M) =A% (M) é de dimensio finita.

3.2.4 Coroldrio ao teorema. b,(M) = dim(ker(A|span)).
A% (ML) é por definicio ker(A|ar(pr)) e por (i) do teorema 3.2.3

HY(M,R): = ker(d: AP(M) — APH(M)/ Im(d : A7~H(M) — AP(A))

— AL @ AP(M /  ~ AL,
(M) 3 AY( )Aﬁ(ﬂ.f) 2 (A1)
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assim, por (iii) do teorema 3.2.3, H? é de dimensio finita e igual & dimensio do
nucleo de Ajsr(ar), pensando este como um operador auto adjunto sobre o espago
de Hilbert A"(M), ou como um operador diferencial definido sobre p-formas di-

ferenciaveis. Com isto termina a demonstracgao. n

3.3 Operador de Hodge. Definiremos o operador de Hodge denotado
por *. Seja W um espago vetorial v-dimensional com produto interno e com
uma orientagao fixada. Vamos definir, para cada p, um operador * : AP(W) —
AY7P(V), chamado operador de Hodge, que terd um papel essencial nas nossas

consideragdes futuras.
Este operador é obtido estendendo por linearidade a aplicagdo

Iy A ANTL) = (25 A AR} onde {zy,...,3}

é uma base ortonormal “positiva” de ¥ e {Z1,...,Z,} a base dual em ¥V~ e os
indices ji,...,jy.p 580 determinados a menos de permutacdes pares pela condigéo
de que {zi,,...,Zi,, Tjp,....Z;_,} seja também uma base positiva para V.

* ¢ caracterizado pela condi¢do
1‘1':‘1'1 A...A%{FA*(‘%{]_ f\...f\:f,'p):itil /\.../\i",;p

Agora definimos * em uma variedade riemanniana orientada compacta M.
Temos observado que a orientacdo de M induz uma orientagdo em cada espaco

tangente e portanto para cada z € M é definido o operador de Hodge
o s AT (M)) = A2(Tu(M)
o qual induz um operador a nivel de formas
%1 AP(M) — AY"P(M)

3.3.1 Proposicao. Seja y a forma de volume sobre uma variedade riemanniana

orientada. Seja qualquer 3 € AP(T 7 (M)}, entdo aqui existe um iunico elemento
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*xB € AV7P(T2(M)) com
(o *¥B)77 = (B Ao, ), (1)

para qualquer o € AY"?(T7(M)). Ademais, * tem as seguintes propriedades:
a) *(a+ f)=*a+*3; «(fa) = f(xf) para f € A°(T*(M)),
b) (xa,x8), 77 = o, B),,
¢) o€ AP(M), B € A" P(M) entio (xa, ) = (—1)""?Na, «f),
d) se a € AP(M) entdo x x o = (—1)P—Plq,
e) aA(xf) = {a, B u para todo o, 3 € AP(M)
f) aAxa=ila|fZ

Demonstragao. O lado direito de (1) {8 Aw. p)2, = ¢(a) é um funcional linear
em AY7P(T) (M)) pois v : A ?(TF(M)) — R,

platey) = ola) teply), ce R,
plater) = BA(atorhum={Bra+cBA v, um
(BN c,pym + B Ay, pin = wla) + ep(7)

w & bem definido, e assim por dualidade, existe um unico elemento #5 de
AP (M), tal que (@, #8),7F = ola) = (B A o, ity

(a) (e *8 + 9" = (a, 857 + {awy)”
(8o, + (v A e, phr,
(BAa+yAa,piy,

= ((B+7)Aa, i)

{a, *(B+ )P

logo *{F+ ) =3+ *y.
igual *(fa) = f(xa), f e A(T; (M)
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(b) Seja wy, ..., w, uma base ortonormal de T% (M) com g = w; A ... Aw,.

Entdo observamos que pela definicao de *
#(wy, Ao Aw ) = (1w A Ay,
onde
i1 <...<1, € j1<...<j,—p, éo conjunto complementarde {i5,...,%,}

e 7 é o sinal da permutagio que leva (1,...,p) em (23,...,%,) e (p+1,...,v)

em (jla ot '.-.}‘u—p)-
Assim * leva uma base ortonormal de A?(M) em uma base de A¥~P(}),

logo (b} é valido.

(c) (B.ve) = (e ABiu) = (1" PG Aayp)
= (~1)FNa, +p).

(d) Pomos em (¢} B = *a, o € AP(M) entio xa € A""P(M), segue
(*a’ *Cl’) = (_._1).'9("—?)(0,, * % a-)_
Por (b) {xa,*a) = {a,a) = (~1)? P o, xxa), logo *xa = (—1)P"Pa.

(e) como a A (¥8) = gu para alguma fungdo g e como

g={anxfu) = (x8,%a) = (B,a) = (a, f)
entio  a A (x8) = {a, Bip

Poder{amos ter definido * como a A xa = ||aj|?u, como outros textos fazem.

Também podemos definir o produto interno,

{a, 8} = ﬁj(a(m), Blm)ye.n = /M a(m) A*F(m}).
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3.3.2 Proposigao. (a) d*a = (—1)*" xdx o se @ € AP(M),
(b) A*xa = *xAw

Demonstragao. (a) Seja o uma p-forma e § uma (p—1)-forma arbitraria, entao,
pelo teorema de Stokes, a v — 1 forma 3 A *a obedece /M d(8 A xo) = 0 pois M

¢ compacta.

0= fM d(BA*a) = [ﬁ{(dm va+ (—1)P18 A d{xa)

= dJ/\m+ pl/ﬁ/\dm) (2)
como

]M df Axa = A (43, Q)0 = (dB,0) = {8,d"a)

d B PR ) f Aexd ]
[ andee) = [ [ Baxxdra
isto porque d * @ € AY"PT1( M), entao pela proposicdo 3.3.1 (d)

sx(dxa) = (—1-rDlre-lgyq = (=11 s o

] BAd a = (—1)(”_1)(”"?’“} f B A *(xd * @)
M
— ( 1) p—- 1}(" p+1] / *d % a Iu — (,_1)[33’—1}(‘/—?'1'1)(8’ *d * a)

e por (2) temos
0=(8,d"a)+ (—1)r1 . (=1)le- 123 wd x o)

comop—l4+vp—v—(p—Up+p—1=vp—v—plp—-1)+2p—2
pa,l' pa.r
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0= (,d"a) + (—1)"""V(B,%d * a)

(.00) = (1) (g dxa)

= (1) (=1)7(=)}B, *d + a)
= (=1)"PPB 4d * &)
(—

o = 1)V(p+1}+1 sd*a

b) se v é par entdo por (a) d'a=—*dxa
entdao A = (—d*d++xd+d) eseja A,_, = Alp-ran

A, pxa = —[dxd**a+xd*d=*a
= —[(vl)?’(”_*’}d* da + *d * d x o
#Apa = —[*d* dx o +*+dx*dal

como d*da € AV"P(M) entio
# ok (d x do) = (-—l)p(”"p]d* do

* Apa = —[xdx d*x a+ (~=1)""P)d x da]
com (3) e (4) A, *a=x*xA,0
Se v é impar de forma analoga segue-se
A, = (m1)P[dxd*x—xd=xd
Ay xa = ddxa+dda=
= (—1)P[xd*d* a —d*d * xa]
= (—1P[xd*xd*x o —**xd*da) = +A e
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logo *A = Ax.

3.3.3 Proposigio. a) d e d* sdo operadores adjuntos, i.e.,
{dw,7) = {w,d"7), paratodo w € AP} (M), 7€ A?(M).

b) A é um operador auto-adjunto,

c} A é positivo.

Demonstragio. (a)
d(w A *7) = dw A *7 + (=177 w A d(*7)
= dw A x1 + (—1)P"lw A d(*7)

= dw A *7 + (—l)p—”(”‘p"'””H”_pH] wAs*xd'T

N

I
como d*7 € AP M)
=dwAxr —JwAsxxdx7 pois **w= (1w
por
& = (1) g
= dw A1+ (_1)p—1+(V—p+1}v+(V—P+1]+V(p+1}+1w A xd™T
= dw At —w Axd'
pelo teorema de Stokes, temos
0= L d(w A +7) = L« dw/\*T—l-/Mw/\*T = (dw, 7 — (w,d"7)
b) A é o operador auto-adjunto para o, 8 € AP(M)
(Aa, B = {dd"a+d'de,B) = {d"a,d"f) + {da, d3)
(0.dd"B) + (0, d"dB) por (a)
= {a.(dd" + d"d)B)
(a. AB).
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c) {Ac, ) = {(dd*a + d*do, o) =
= {d"a,d"a) + (da, da) > 0.

3.3.4 (Teorema da Dualidade de Poincaré).
Seja M uma variedade qualquer compacta orientdvel de dimensdo v, entao

k(M) = (Hy g(M)),
on
ker (A|A9{Mf}) ~ ker (A|Ab-—p(ﬂd’))
Demonstracgao.
Hlp(M) x Hy (M) — R
{oh 1)) — [ one
define um funcional bilinear (este funcional depende da orientacdo de M). ¢
e 1 sio formas fechadas e sdo harmdnicas. Representaremos uma classe de
cohomologia por {p} em HE (M) e {1} em Hp P(M).
Demonstraremos que esta fun¢ao € bem definida. Se ) é uma representativa

da classe de Rham {}, entdo ¢ = ¢ -+ de para alguma forma ¢, e pelo teorema

de Stokes temos

[onw = fgo/\t!)-i—f denyp= [ ga/\z,-’;—i—f{—l)ps/\dﬁ)-{-/ dz A 3
A M M JAL M M

- ]ﬂﬁwa-fMd(mdvp)Jrfdelp:/mc.,ow

é bem definida. Demonstraremos agora que a funcdo é nio singular.

Seja {p} € HR(M) uma classe de cohomologia n3o nula, temos que achar
uma classe de cohomologia ndo nula {1} € Hp ?(M) tal que ({o},{¥}) # 0,
escolhamos uma. estrutura riemanniana sobre M. Assumamos que ¢ € a repre-
sentante harménica de {¢}. segue-se de que a classe de cohomologia {¢} é ndo

nula, ¢ nao é identicamente nula.



Como *A = A segue-se que *¢ é também harmodnica e portanto é fechada,
(Aa =0 & da =0 e d*a = 0), e como *p é o representante de uma classe de

cohomologia {xp} € Hg "(M). Agora
Axel) = Aw = 240
({e}: {x0}) /Mso v = |lol|” #

assim a fungdo é ndo singular e o isomorfismo segue. =
3.4 Super-simetria

Para concluir este capitulo faremos algumas aplicagdes de super-simetria

(Susy).

Observagao da secao anterior.
Se v = 4k entdo * : AZ(M) — A=) obedece

W2 =k = (—1)2RE20 )

pois A = —(dxd* 4+ x d x d)

Podemos entdo simultaneamente diagonalizar A e * e
§:=dim{u/Ap =0, *p=p}—dm{u/Apx =0, *p=—p}
é de interesse em outros contextos sendo chamado indice de Hirzebuch de .
3.4.1 Definicao de Super-Simetria. Consideremos o espago de Hilbert H e
sejam A, @ operadores auto-adjuntos e P limitado em H tal que:

A= QP
Pr=17
{Q.P}=QP+FPQ=0

entdo, dizemos que {H, A, P, Q) tem super-simetria.
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Observagdes. P é auto-adjunto, P2 =1, P temsdé 1, —1 como autovalores.

Designaremos os auto-espagos associados dos autovalores, 1, —1

Hy:={p € H | P = —p}
Hy={¢oeH | Po=+¢}
Entdo temos a decomposicado  H = H; D H, (5)

e sejam os autoespacos de Q com autovalores F=v/A

Hiy={peH|Qp= Vg, A autovalor de A}
Hoy={pcH|Qo=—VIp, A autovalorde A}.

Pela decomposigao (5), podemos escrever

(1, 0
P_(U ﬂf)

onde I, e 1; sio operadores identidade em H; e Hy respectivamente, como P

e ( anti-comutam e ¢} é auto-adjunto, entio @ tem a forma:

0 A
o= (4 %)

onde A ¢ um operador que aplica Hy em H; e sen adjunto aplica H; em H;.

Isto implica que

Q:Hf—)Hb
Q:Hb——-}Hf

A pode também ser escrito pela defini¢do de super-simetria

A A*4 0
B 0 AA°
assim, P comuta com A e H;. H; sao invariantes com respeito a A.
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Seja A um autovalor de A e seja Py projecao ortogonal de H sobre o cor-

respondente auto espago. Identificaremos a projecio P, e o subespaco PyH.
3.4.2 Teorema. Seja A > 0 um autovalor de A, Entao

PA=H,hoH =Ty g Ty,
H_, e H_, sio auto espagos isomorfos de ¢} com autovalores +vAe Ty, I't séo
auto-espagos isomorfos de P com autovalores £1 e I'y = HyN Py, Ty = Hi NP
Demeonstragdo. ¢ e P comutam com A pois

Q’=QA=AQ=>AQ=QA, ¢ Q°P+QPQ=0 por QF=-PQ

entdo Q*P +(-1)PQR* =10
logo Q°P = PQ*= AP = PA

também comuta com Py. Seja Hiy = (2vVA)"HAY2 £ Q)P,. Observamos aqui
cada Hi) sdo projecdes sobre subespagos ortogonais de F. Estes sao auto-espagos

associados a +v/\. Também
P.=H,+ H_, ecomo H\nH_, = {0},

Py=H, o H_,
mas como PyP=PP, PQ=-QP, P*=1

PHi‘\P = H;. De fato

entao

PHu P = PI2VAYIOYVR L QNPP = P2V TIOY?P £ QPP
= P2V (PP £ PQ)Py
= P2VN)T (N F Q)R
= Hx



logo

PH:E_\P = H:F/\

(no caso em que eles sejam de dimensdo finita isto significa que dim(Hy,) =
dim{H_5), entdo Hy ~ H_,).

Mas com isto demonstra-se em caso geral que Hy, =~ H_;.

De igual maneira I'y; = 3(1 + P)P, sdo projegoes sobre os auto-espagos de
Pem P,. Assim, P, = I +[; e mais ainda, T,NT; = {0} entdo P\ =T,&T;.

Também, como Py comuta com @ e QP = —P(@ temos

(A]?Q)Q %(Q + PQ)P, = (,\1?1’)2 %(Q + (-1)QP)P,

L

1
= FAFPIAH =Ty

Q
logo Wrbf/\_]la = Fﬂ,
isto mostra que I's = I'y. Fica demonstrado o teorema. =

Como consideramos o espago A’ (M) um espago de Hilbert, entao aqui apli-
camos todas as propriedades de super-gimetria
Qp: AT(M) — T (M)
Qo=d+d"

ou geralmente

Q H=EPAN M —PAM=H

p=0 =0
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e P ¢é definido sobre H por P|asary = (—1)?, entdo temos

Q*=dd"+d*d=A, P'=1]
e {@Q,P}=0. Defato

Pd+d)w=Pldw+dw) = (=1)"dw+ (~1)P"'d*w para we A°(M)
= =1(d+d)(~1)w
= —(d+d")Pw.

Assim, (H, A, P, Q) tem super-simetria.
Aplicando o teorema de super-simetria para auto-valores A > 0 de A, entao

como Hyym H_, e I'y=T; temos
Ple:dp = Xy . Ay p par} =
F
~ Dle:Ap=Xxp , Al p {mpar}
"

entao

> dim{ker[(A = Maepnl) = > dim{ker[(A — Mlaran]}- *q

p iImpar p par
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Capitulo 4
O Laplaciano Deformado de Witten

No capitulo anterior mostramos que os nimeros de Betti de M sio dados
pelo numero de autovalores nulos de A ou pela dimensio do ker(A) definido sobre
p-formas. Na pratica é dificil calcular o espectro de A, Para isto a observacdo de
Witten que os resultados das se¢Ses anteriores sao vélidos quando d,d* e A sao

trocados por
dt — 8_tfdef'f
4 = etfdre
Ny = ddi + didy,
Onde t € R e f &€ uma funcio de Morse.

Como no capitulo anterior nos temos Aj,, Az (M) e Al (M) e seus L%-fechos
Kﬂt(M),Kzg(ﬁ{] e A% (M) sio definidos analogamente ao capitulo anterior.

4.1 Super-simetria com o Laplaciano Deformado
4.1.1 Teorema b, = dim| ker (A,/A"(M))} = dim[ker(A/A?(M))).

Demonstragdo. Definamos d; : A?(M) — AP (M)
e d7 : AP"H (M) — AP(M) como acima.
Entdo ker(d, : AP(M) — AF+1(M)) / Fm (d; : AP-1(M) — AP(M)) = T2, (M)
mas como
ker(d;) = e™/ ker(d)
Im(d;) = e™ Im (d), assim que
K2, (M) 2 ker(d) / Im (d) & HL(M).

48



E verificamos o resultado,

Note que todas as propriedades de super-simetria também valem para as
deformagdes

¢ = d; + d; definido sobre @Kp(ﬂ/{),

P AP (M) - (M) i
o (—1Pa
Po =(-1)Px

Qf = A,

logo (D, AP(M), A, P,Q,) tem super-simetria.
Entao os resultados das propriedades de super-simetria obtidos anterior-

mente sao validos, e implicam que

S dim(ker(A — A/AP(M)) = 37 dim(ker(As — N)/AP(M)),

p Impar p par

No teorema 4.1.1 obtivemos que para estimar b, € suficiente estimar a di-
mensio de A% (M) = ker(A/A7(M)) para qualquer . A idéia principal do
método de Witten é estimar quando ¢{ — oo empregando o chado limite semi-
cldssico para o operador A,.

Os autovalores de A; podem ser usados para caleular a dimensio de
ker(A,/A®(M)} para um grande {. Uma consequencia ao estimar os nimeros
de Betti dessa forma produz as desigualdades de Morse fracas.

Estudando A,/AP{M) no limite ¢ — oo, seremos capazes de calcular que o
mimero de autovalores F(t) obedecendo t]i)lgl} Ei(t)/t = 0 é m,, enquanto que o
nimero de Ei(t) = 0 é b, entdo m, > b,. Todos estes resultados obteremos na
secao seguinte.

Para prosseguir precisamos encontrar uma expressido de A;, a qual torne

clara a regra de comportamento de pontos criticos de f. Para isso obteremos
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algumas propriedades.
4.2 Operadores a', (a’)".

4.2.1 Definigao Seja FE um espaco vetorial € € um elemento para qualquer p > 1,

definimos uma aplicagao linear
ale): AP(E*) — AP E™)

chamado contragado por ¢ como segue:

para qualquer &« € AP(E") e gq,...,5,.1 € .
Empregando coordenadas seja F um espaco vetorial que tem dimensio p,

fixamos uma base {ey,...,¢,} de E, tomamos o € A?(E™) e um elemento ¢ =
P
Z:rjej de E
=1
»
Temos (a(e){a))(er, - 8, . 5e,) = a(z L5, €1y nns iy, Ep) ==
r=1
p 3
(=1 (e, 60 ep)

i=1
onde é; significa ¢; é omitido, segue-se a € AP(E”), existe um escalar ¢ tal que

a=cleA...Nej)

P P
a(d zie)a = (—1)lezie] ALLAE AL NE] (1)
=] f=1
segue-se as que formas ef A...AETA ... Ae; 2=1,...,p, formam uma base para

AP-Y(EM),

Definicdo do operador contragdo para uma variedade M. Para qualquer

a € AP(T;(M)) a contragdo de a pelo campo vetorial € € da forma a(e)a tal que

((a)(e)a)(x) = ale(x))(a(z)); € M, & € T(M)
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Aqui calcularemos explicitamente a(aa ) o, quando diim(T,(M)) = p, {=*}j=1,.»
mi

coordenadas locais sobre U C M entao.

g
- UCM M
ozt = - T( )
- .. a
sa0 campos vetorials sobre U tal que {—8_} é uma base para T,(M}, (sua
z) iz

base dual é {dz*(z)}r_, de T(M), para qua,lque.:f zel).

Entao com a notagao 9
(&r )a =a'(a)

calculamos ¢ quando « = dx? A ... A dz’?. Entdo por definicio ai(dz® A ... A
dxjp)(gl} T 1633-—1) =

(a(%)dle A A d:cj”) (E1y.0036pa1) =
. /8
=(dz A...A dIJP)(B—;,al...,ep_l),el,...,ep_l € IT'(M)

= det(dz?™(g;)) onde i = 0,...,p— 1,60 = —0—
oz
p —— .
Z d:c““‘ de'ydz™ A ... Adxik A cd2P (e, 6)
k=1

Logo
. . . P . . —— .
a'(de”? AL Ade??) = Z(—l)k‘l‘g‘“‘dx-” A oAz AL A daP
k=1
onde ¢ = {dz*,dz?) é a métrica de T (M) note que g7 e g;; sdo matrizes inversas.
Definamos o operado adjunto de &' denotado por (a*)*
(a')" : AP(M) — APTY(M)
o (&) {a) =dz' A e
Aqui os operadores a*,{a‘)” s&o operadores de gran -1 e 1 {com respeito & p-

graduagao). Também é facil provar que a* é antiderivagio de A(T=(M)) de grau
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—1, isto é para todo «, 8 € A(T™(M)) temos

a'(e)(@n B) = (a'(e)a) A B+ (~1)7a A (a'(e)(8))

No que segue assumiremos que as formas tém suporte compacto numa regido onde

o sistema de coordenadas esta definido. Concluimos o seguinte
(@' (@)} = @(@) + (@) e = ¥

4.2.2 Teorema. A; tem a forma
Ay = A+ 2||dfif* 4 tA

onde A é um operador de grau zero. Se a métrica é plana em alguma vi-

zinhanga. Entdo (num sistema de coordenadas local ortonormal), z',...,z%,

e gi

A= Z(@ﬁ:aaﬂ) y.el

Demonstragio. dia = e VdeYa=da+tdf Ao e
df = Z af o de ‘

assim, notemos f; = —— entao

Jrt

dto::da+tzg—fd$':/\a=da-{-thsdf/\ﬂ——“da-i'fog(a )
=1 i 4

H

e por conseguinte

& = &4ty fid
Ay = {dodi} = {d.d"} +{d,tD 0 fia'} + {t 3 fila')", d} + {tgllﬁ(a")ﬁfiffa"}
onde A= A; + A}, Ay = {dstjﬂj}

Ay=A+3Y fifi{a', (a?) ) + 1A

t-}

Ut
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Para demonstrar que A é um operador de grau zero, introduzimos o operador
derivada J; em coordenadas locais, definido por

a;( > ujl___jpdxﬁ/\.../\dxjp): 3 3@;1 e dait AL dar
Tt

<. <ip 1< p ;
entdo d esta definido por
d= Z(a")*&-
Assim A, = {Z Vo, ijaj}
= Z{ a')* éij a'} usando {AB,C} = {4, B}B + A[B, (]
= Z )", £a}0: 4 (@)1, fia'])
= Zg’jﬁ@ + (a*)"[;, f;e7).

Az
Agora A; é um operador de grau zero envolvendo derivadas de segundo

ordem de f e derivadas de ¢, assim

A=A+ AT == (0,7 fi] + Ay + 43

6J

De fato como d* = Z(_Ej‘-)(af)

Ay = {Z(—@;)(a"],ij(aj)*}
_ {Z{( 8)¢', £,(a?)"} usando {A,BC} = B{A,C} + 4, BIC
= Z_(_ai{fj(aj) @'} + [fi(a?), ~dia’)
= —JZ Big” f; + A3

A = =Y l0ng"fi] 4 At A5

ij
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¢ um operador de grau zero. Para calcular a expressio de A em pontos m onde
a métrica é plana, (i.e. ¢g¥ = &Y em uma vizinhanga de m num sistema de

coordenadas adequado) voltamos a expressao
= YA )+ (@10 i)
1.7
quando a métrica é plana em uma vizinhanga, [8;,a’] = 0 (i.e. 8¢’ = a’8;), assim

A = 350+ () (e fidd — f,078))

i=1

= y*,:a +Z(a V(007 + 07 — frd8,)
- Zﬁ-aﬁ ' Z(a Y (fisa® + 1105 ')
= Z fia ‘I' Z fz_; aj

o2 f
EIE e

onde f;; = =——=—f. Nestes termos A, é Hermitiana desde que f;; é simétrica, e

assimi
~Yak + L) e
1,j
A=A+ A =

= s Zg”é‘ fi
= Zafj ~5"]

Os calculos acima de A em geral nao sdo inteiramente satisfatérios, mas
isto é suficiente para provar que A é operador de grau zero e calcular sua forma

explicita para pontos especiais. O formalismo com derivadas covariantes é feito

no apéndice.
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4.3 Demonstracao das desigualdades de Morse.

Seja M uma variedade compacta orientavel sem bordo, f uma funcio de
Morse em M, provaremos as desigualdades de Morse. Para isto escolhemos uma
métrica Riemanniana sobre M e aplicaremos todas as consideragbes do Capitulo
1 para o operador A\; = A + ¢*||df|}* + tA definido sobre p-formas para estimar
a multiplicidade do autovalor nulo, (i.e dimensio do ker(4;)), para um grande 1.
A fungéo [|df||* anula-se 56 num mimero finito de pontos onde f é uma funcio
de Morse, e A é um operador de grau zero. Com algnmas alteragdes aplicaremos
o teorema do limite semi-cldssico. Escolheremos uma métrica de uma maneira
mnito especial dependendo de f. Pelo lema 2.2.2 de Morse do capitulo 2 temos
que se {m(*}¥_ sio pontos criticos de f com {ndice de m(*) (igual a ind(a)) entdo
existe, uma vizinhanca de cada m(®) e um sistema de coordenadas z,...,z, tal
que

2 2 2 2
f =T E . + m1;--i:r1d(a.] - xu—ind[a)+] —..e— I,

com f escrita no sistema de coordenadas de Morse.

4.3.1 Proposicao. Uma Variedade diferencidvel M (Hausdorff e com base enu-

merave}) possui uma métrica Riemanniana.

Prova. Seja {©,} uma particdo da unicidade de M subordinada a uma cobertura
{V.} de M por vizinhanca coordenadas. Isto significa que {V,} é uma cobertura
localmente finita (i.e., cada ponto de M possui uma vizinhanga U tal que UNV, #
B apenas para um ndmero finito de indices) e que {¢,} é um conjunto de fun¢Ses
diferencidveis em M satisfazendo:

1) o > 0,4 = 0 no complementar do fecho V.

2) > (@) =1 para todo p em M.

E claro que podemos definir uma métrica Riemanniana {,)}* em cada V,: a

induzida pelo sistema de coordenadas. Fagamos entdo {u,v}p = > va(p){u, v)s

o
para todo p € M,u.v € T,( M), E imediato verificar que isto define uma métrica
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Riemanniana em M. @

Em particular entio em nossa variedade orientdvel compacta sem bordo,
escolhemos uma métrica plana nas vizinhangas de m{%. J4 que os pontos criticos
s&o isolados, entio podemos juntar as métricas definidas em cada vizinhanga dos
pontos criticos € com uma métrica arbitraria definida nas outras regides fora de
cada vizinhanca.

E facil escrever a expressio abaixo do operador A, dado pela métrica plana
em coordenadas de Morse em uma vizinhanca de cada ponto critico m{® pelo

Teorema 4.2.2

AI = '_A'i'tZH(?'Il:?‘r?;---azxu—ind(ah_'ng—ind(a]-i-la-"1_“23:1/)“2+tA
Ay = A4t 1A

Aqui 2? Zm ,1€4l,...,v—ind{a),y —ind(a) + 1,...,7}

=1

Caleulando
(100...00 \
010...00
f (v —ind(a)) x v 0
2 000...10
[Feam )=
2:0%; -10...0
0 —-1...0
0 : ind(a) X »
\ 00...—1 )
v—ind{a) ] i " ) )
Entio A, = —A+41222+2t > [(a')",a']-2t > [(e)*,a'] aqui A esta definido
i=1] i=v—ind{a)+1
sobre p-formas como segue
13 32

Afdzy A A da;) Zd,dx A Adxg

Definamos IK(® sobre A?(IR”) por
K® = A +4:7 4+ A para t=1
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v—ind{a}

onde AW =2 3 [(a),a]—2 3 [(a),d]

i=1 i=v—ind{a}+1

Fazendo todos os passos do capitulo 1, os valores assintéticos dos autovalores
de A, sio dados em termos do espectro de @, JK{* o qual agora calculamos.
Sobre p-formas, —A+4x? atua como um operador escalar, i.e atua da mesma

forma sobre todas dzy A ... Adz;,. Assim, seus autovalores sio os do ossilador

I
harmonico, ou seja {¥_ 2(1+2n:);n1,...,n, € {0,1,2,...}}. Para cada um destes

‘I‘: 1

autovalores existem v!/{y — p)!p! auto formas independentes dadas por

pdri AL Adzi, 1<4; <... <, <v,

onde 1 € o autofunc¢do correspondente do oscilador harménico.

4.3.2 Proposigao

e _ _f fdrgo AL Adey, i€ i,
[(a) ,a]fd:r” A-"Adxipm{—fdl'gll\---/\di'{p, ze{zl‘

oy iy}

Demonstragdo. Fazendo para {i1,1;}, usando os operadores (a‘)*, a’ localmente

((a)ya’ — a'(¢"))(fdzsy, Adryy) = (¢)d'(fdzy Aday) — (' )a)) (fdas, A dayy)

como  (a')"a'(fdzi, Adi,) = (a')(fgidei, — foday,)

= fg"ds' A de;, — fg"2dzt A dxy,

e (a)(&)(fdxiy Adryy) = d'(fde* Adey, Adesy)

= fg“dxgl Adzy, — fg'dz' A dr;, + fg"‘adx" A dz;,

. . L=y
~ L SR 4 J J— ‘
entdo para g 6 { 0.i 4 j
o fdey, Adazi,, 1€ {is,12}
a"t ‘al d o /\d in = 1 21 . . .
[( ) ]f Liy Tip { ‘-fd.T/i] A d&,"h} A ¢ {31332}



Entio em geral temos:

L P .
(a)a'(fdey Adzyy AL Ndzy)) = (@) S(=1)* g dr, A Adri AL A day,

p -
= Z(—1)k_lfg,f{”‘(..‘f.’s';a ANdzy A Ndei, AL A dxg,
=1

k
(@) () (fdziy, A .. ANdz;) = a'{(fdz* Adzi A... Adxi) = fg'ldey AL A day,

p . - ~
+ S (1Y fgrdat Aday AL Adzg, AL A da,
k=1

Entio destas duas igualdades e usando a métrica plana temos demonstrado o
resultado. B
Notamos que A®) age diagonalmente sobre estas autoformas e da proposigio
4.3.2:
AN fdr AL A dei, = 2Xa(i, i) fdmi AL Ad,

onde Ag(ty,...,%5) =#{INK)—#(JNK)-#UINL)+#(JNL)
com I = {ig,...,4,}, J={1,...,»NI, K ={1,...,v —ind(a)} e L = {v -
ind(a)+1,..., v}
Assim o espectro de K™ & {D2(1 + 2n;) 4+ 2Xu(y, .. -, ip);m,...,n, € N} e
=1

1 <4 <15, £... L1, £veoespectro de @H{m é a unido dos espectro de cada
Kla), ’

Estamos interessados na multiplicidade do autovalor zero, i.e. a dimensio
do nucleo de A;.

Dos resultados acima temos que A,(%y,...,7,) = —v 86 quanto ind(a} =
pedi,...,5,} = {v—ind(a) +1,...,7}. De fato temos I = {r —ind(a) +
1,...,v}, J=A1,...,v —ind{a)}

0 — (v — ind(a)) — ind(a)
1. gquando {1,2,...,v — ind(a)

entdo A (4,....7,)

dim(ker( I () /AP(R¥))

Il
I
b,
.,
iy
s
i
——
4!
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ind(a) # p, Aalit,...,Ap) = v entdo dim(ker(K{*/AP(IR")))} = 0 {i.e. nenhum
dos autovalores de JK(®) é nulo).

Assim no caso em que ind{a) = p, existe um autovalor A;(t1,...,%p)

tal que Y 2(1 + 2n;) + 2X,(i1,...,i,) = 0 para algum n; € IN entdo
i=1

dim (ker(K(/A?(IR))) = 1. Portanto concluimos que a dimensio de

ker(€P) I ®)/ AP(JR")) é igual ao ntimero de pontos criticos de f de indice p, i.e.
dim(ker(EB K@ /AP(R?)) = m,

Agora estabelecemos o teorema do limite semi-classico para p-formas sobre uma
variedade. Sua demonstracio é igual a demonstracdo do Teorema do Limite.
Semi-cldssico com pequenas altera¢des. Agora consideramos variedades e fungdes
C®(M) (M é uma variedade compacta de dimensao v).
E®(t) sio autovalores de A,/A”(M), contando multiplicidade, ¢ €2 sio au-
tovalores de Ef I ¥/ AP(IR¥), contando multiplicidade, entdo
a

lim ER(t)/t = el (x1)

Para ¢ grande, é verdade que de (x1) ndo podem existir mais EZ(t) iguais a
zero dos que existem ef iguais a zero. Assim,
b, = dimlker(A,/A*(M))]
< dim[ker((P K/ AP(R"))]

= m

D

Estd provada a primeira desigualdade do teorema 2.3.4 de Morse.

Agora demonstraremos as outras desigualdades usando idéias de super-
simetria. Por (1) conhecemos ef,_.; é o primeiro dos {ef }52, diferente de zero.
Para um grande £, E?(t) cresce como t para n > m, + 1. Dentre os autovalores
{ET(t),..., B}, ()} sabemos pelo teorema 4.1.1 os primeiros b, autovalores sdo

nulos. Aos autovalores restantes {E} |, (t),..., B2 _(t)} chamaremos autovalores
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sao nulos. Aos autovalores restantes {E} ,,(t),..., E}, ()} chamaremos autova-
lores de baixo crescimento. Eles ndo sao nules, mas sdo pequenos para t — oo.
Entao empregando o teorema 3.4.2 e a igualdade %, (i.e. para cada autovalor de
baixo crescimento, E? com p impar existe outro E,,f: com g’ par). Temos

> (mp—b,) = Y, (mp—b,) assim

p Impar P par
Z(_‘l)p(mp) = Z("l)%p + Z (mp - bp) - Z (mp - bp)
p=0 =0 p par P impa.r
= > (-1)%,.
p:ﬂ

Seja o espago Zy (m, — b,)-dimensional dos autovalores de baixo cresci-

mento. y
Seja @, = dy + d; definido sobre @KP(M), como @ = A, (Q; preserva o
p=0
auto espago de A;. Assim.
Qu: 27 — 27 s &

I

Além disso, segue-se o micleo de (J; e A, coincidem, Q¢ é um a um sobre @Zf.
=0

Assim, Q; é uma aplicagdo um a um

251 . 2; '
) J 5
Q: b zZi- P Z
j Impar ; par
1=l =0
25 ] 2741 ]
i
Q: D Zi- D Z,
i par ; impar
= 5=1

os quals implicam que as dimensoes dos espagos do lado direito sdo mailores que

a dimensdo dos espagos do lado esquerdo. Entéo
(my —b1) + .. 4 (mojer = byym1) € (mo—bo) + ...+ (ma, — byy)
(mo—ba) + ...+ (Mg — b)) < (ma—b)+...4+(m2,, —b,,,)

o que ¢ a segunda desigualdade do Teorema 2.3.4, ®
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4.4 Exemplos

Nesta parte do capitulo pretendemos apresentar exemplos em variedades
2-dimensionais, seguindo todos os passos da demonstragio das desigualdades de
Morse e encontrande de maneira explicita suas coordenadas para uma funcio de
Morse dada.

Entdo pelo lema 2.2.2 no caso em que a dimensdo de M é dois, e para
uma funcao de Morse f : M — IR com ponto critico py € M nédo-degenerado,
podemos encontrar coordenadas de Morse para f. O faremos a partir de uma
parametrizagdo ¢ : Uy € IR* — V4 C M com ¥(0,0) = po. Seja g = f o), um
procedimento similar ao desenvolvimento de Taylor de 2% ordem com férmula

para o resto da
g{z1, 22) = 9(0,0) + ¢'(0,0)(z1, 22) + H(z1,7;) com

H(l'h T3) = h11($1; ’Cz)ﬁif + 2h1a{zy, 22) 2125 + hoo(21, $2)$§ onde

-

1 9
hu(:rl,s:g) = /0 (1 — t)g'x—zg(tthxg)df
1

2

3m13$2

1
hlg(l'h.’f:g) = f[} (1 —_ t) g(tm,txﬂdt

1 a2
hoa(z1, 22) = fo (1— f)a—xgg(mh tx,)dt.

2

E as coordenadas de Morse ficam dadas como lema 2.2.2 para no caso de dimensao
dois, ver também [G.T.].

4.4.1 Exemplo. Na esfera 5% seja
S?={(2y.20,23) ER* 2 + 22 +22=1} e f:S* =R
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uma fungao de Morse definida por
_f(.’l','l..’fzg.'l';;) = ’BE—FTE —33'%., (371.,.'1'2,.’173) - 52

(0,0, £1) € 5% sdo pontos criticos ndo-degenerados.
Dai para encontrar as coordenadas de Morse em cada ponto critico de f em

5%, consideramos os seguintes abertos de 52
IK71 = {(‘T'l‘a-r?-*r-?) € SZ L I3 > G} VZ = {(Il'. I21$3) € SZ tx3 < U}

Tome U = {(x,. 72} € R*: 2?4 13 < 1} e as seguintes parametrizacdes

o U — ¥V @y Uy — V)
(,'1'14_.'172) [ — (.‘I' (41?17 ;1:-2) f—r (‘1:1., Ta, — 1 — .I,% — 1,%)
Entao
g=fop: UCR' — R
glar, 12) = f opa{zy, 22) = 20} + 227 — 1
com isto
1 1
hi(zi.14) = 3 hg(z,22) = 0, hog{ag, 22) = 3

entao pelo Lema de Morse

L)'+ (4]

g(xy, x2) = ¢(0,0) + (‘_—4171

< I2
3 3
2, 2 V3
g=-—1+uv;+u; onde wu(xy,z;)= —_3-—.-1:1,
ty{ri.x;y) = —3—1?3 sdo as coordenadas de Morse numa vizinhanga do ponto critico
(0.0,—1). Pela simetria da esfera, as coordenadas de Morse no ponto critico

(0.0, 1) sdo as mesmias. porém temos § = 1 — v} —u2.
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Estamos interessados em encontrar o Laplaciano deformado de Witten na
esfera §? com estas coordenadas e a métrica plana definida na vizinhanca de cada
ponto critico € sua métrica usual fora de cada vizinhanca.

a} No ponto critico (0,0,1) fazemos a mudanga de coordenadas com as

novas coordenadas:

u1—?$1 s Uz—'"?,—‘ﬂ?z
VIV D B\ By
A —(?) Gl (%) 3 (5) e+ -

Entdo I %0 definimos como segue: K@% = Ayl o ey, p=01,2

3 3

2(LY iy, o - 2( 2 ity o).

KO8 =~ (%) 51;1 (_@)2 622 + 4(\/3:) 2(“% + Ug)

[

1.- O espectro de K (%1 definido em A°(IR?) é

5(1{{("'0'1) o Bg)) - {(‘?—)'(2(2n1+1)+2(2n2+1)+2+2) naymp=0,1,2,.. }

entao

ker (f&'(o’o‘l}/‘_@(mzﬁ = {0}.

2.~ O espectro de %% definido em A'(IR?) é
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7 2
5(f1’(0’0’1]/‘\1(ﬁz)) = {(—?) (2(2n+ D) +2{2n,+1)£2F2) : ny,ne = 0,1,.. }

pois

o [ fdu; je{1,2)
[(a')", @) fdu; = { —fdu; 7 ¢ {1,2} !

IA
e,
A

=

entao

ker(ﬂr(m’o’l}/‘_v(mz)) = {0}.

3.- O espectro de I{®%Y) definido em A?(IR?) é

5(11\-'(0,0-”/‘\2(&2)) _ {(‘—é—g)z(ﬂ?nl—|—1)—!—‘2(2n2+1)—2—2) s = 0,1, }

quando ny; = 0, nz =0 existe um autovalor milo de multiplicidade um, ou seja
dim (IK(O‘O‘”/AQ(IRQ)) =1.
b) Fazendo os mesmos calculos no ponto critico (0,0, —1) com a funcido
g=—-1+u?+u? entdo
Ar = —A + Pldf||* + 2t[{aV)", a'] + 2t[(a®)", a7,
porém com a mudanca de coordenadas temos

| VNI VBN VBN, . L s
Br= = (7> 5@*(?) 5@*4(?) #u + ) +

r 2 - 2
+ 2(—\?) tlah)" a'] + (?) t[(a?}", a?).
definindo (001 = 51/;_\;;(33)-
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1.- O espectro de JK(©%D definido em A%(IR?) é

5( F00— )/ADURQ)) - {(?)2(2(2n1+1)+2(2n2—t—1)~2-2) ngmy =01, }

quando n; = 0, n, = { existe um antovalor nulo de multiplicidade um, ou seja
dim (E{[O'D'_l)/j\%m.ﬁ)) = 1.

2.- O espectro de IK{®®~Y) definido em A'(IR?) é

6(.&'{(0’0‘1)/1\1(1?%2)) = {(—?)2( 22n1+1)+2(2na+1)E2F2) : ny,ny = 0,1, }

entao
ker (j{((o,o,—n/Al(ﬂz)) = {0}.
3.- O espectro de K91 definido em A2(JR?) é
V3

5(433’(0'0'_1]/}&2(32)) = {(-3—) 2(2(2n1+1)+2(?n2-{—1)+2+2) tnp,ng =0,1,.. }

quando ny =0, ny = 0 existe um autovalor nulo de multiplicidade um, ou seja

dim (E\’(O’O’_l)/ﬁg(ﬂz)) = {.
Agora definimos

(KO @ KOO)] o, 0<p<2

5(&((0,0,1} ® E{(O,O,—l)) — (5(5{(0’0’1)) U(S(I{(O’G’_l)).

Pt
Entio pelo teorema de limite semi-classico hm —L(—) = ¢? onde EE(1) é

f—ro0 1
.. EER(E)
. ~(0,0,%1) n —
autovalor de At/Ap(ng e e autovalor de K /A P(RY): Aqui rhm ;= 6
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2
sé quando €} = e = (@) (2(2n; + 1) + 2(2ry + 1) — 2 — 2} = 0 para

ny =0, ny =0.
Como b, = dim[ker[Af/j{p(Sg)]] e usando o fato de que

HY(S%,R) = ker(Aifgr ga)) entdo by =0, b= by =1

com isto existem b, autovalores de (Af;ﬁp(qg]) obedecendo EZ(t) = 0, quando
n=1,....b, (i.e. p =1 ndo existe autovalor EY(#) nulo, mas quando p = 0 oun
p =12 existe um autovalor nulo).

Disto concluimos que:
b, = clim[ker((A,/Kp(Sg]]] < dim[ker((ﬂf(o’o‘l) o E‘L’(O?Oj—l))/j\p(}}??,))] = m,
onde m, =1para p=0,2 e m; =10
m, = dim[ker((f**V @ IRP{O’D,_I))/{X;U(BZ))]

pois quando p = 0, p = 2 o operador (K% & H{(O‘O"”)/AP(BQ) 56 tem um
autovalor nulo, mas quando p = 1 ndo tem autovalor nulo.
As outras desigualdades também obtemos de maneira andloga.

4.4.2 Exemplo. Seja M? a superficie com simetria de rotagdo do eixo xy dada

por
: 4 v
=2 —21+2.
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\

x, = \pat pra® P}

‘! -
\—* = ¥+ X, +

—

PR
\a:*,,,n!:r +.x:1"*

Nés podemos encontrar em cada ponto critico desta superficie paraboldides

definidos em intervalos abertos e faremos com seu auxilio os calculos como do

exemplo anterior, i.e., os pontos criticos

fm
=]
h T

P, z3=\/oo+ oz +aur] =y/zi—2i{+2, Vn € (a, az}C(

Py :rz=\[3u+ 51:1+Sg:§=\f:f-r{+?, ¥r; € (g, cg}c(

Ii=\/;+ -Hrl+1'1‘r{= I%—'I!'i'i. ‘F'IIthabz}C("}«ﬁ)

Hl%

As superficies de revolucio de cada uma destas curvas s3o pedagos de su-

perficies de M?, dado pelas seguintes equagdes:

5 P
I; + .rj = Gp T 0Ty T a;:f. Yr, € (a;.403)




15+ 73 = fo+ By + Bazd, Vi € (a1, 02)
22 b2l =+ ol Vi, € (b D).
Consideremos os seguintes abertos de M>:
Vi = {({x1. 23, 23) € M2 2,>0, 2, € (a1 az)},
Vo = {({x1. w0, 23) € M? 125 <0, 79 € (a1,a9)}
Vi={(x1- 20 13) € M?: 2y >0, 71 € (by, b))},
V= {{r1. r2,05) € M2 125 < 0, a1 € (b1, ba)}
Vi={{z1.12,23) EM? 125> 0, 21 € (e, )},

‘rs = {(.'131, Xa. I3) c A'fz B < U} I & (01}62)}
e os abertos em IR?

Uy ={{zy,z2) e R 22 < 2242, 71 € (a1, a2)},
U:z = {(.’L’I,.'I'g) = IRQ .'fb‘g < 1-'% —- 3'3;1 + 21 x € (Clch]}‘a

Uy ={{x,03) € B2} <22 — 2! +2, 2, € (b, b))



Entao temos as seguintes aplicagdes:

or: Uy C R — V¢ M? , o1 U CIRP —V, C M?
(1, 23) — (21, \[O‘o + a7y + aoxt. 73) (21, 23) r— (71, —\/’}’0 + Yazy + Y27l z3)
o3 Uy CIR? — V3 C M? , pa U, CIR? — V, C M?

(1. 23) — (1. 4/70 + 1111 + Y211, 3) (21, 23) — (11, —\/')’o + ey + i, r3)

w5 Us CIR? — V; C M? . we iUy C IR — Vy C M?
(11, r3) ¥ (21, \/.30 + B + Baxi. 1) (r1,73) — (1, —\/50 + Brx1 + Bzt x3).

Com estas consideracdes encontramos as coordenadas de Morse com a se-

guinte fungdo de Morse

Ik — IR
(11, 13.23) — (6 —4/2)02 — 622 + (=12 + 9V2)
5] 9
esta funcao tém pontos criticos P = (——-_\/)—:, 3/2, U) Py = (—\/5: 3/2, U)
2 -2
P, — (% 43/2,0) . P= (—;£ —3/-2,0) . P=(0,v2,0) e
Ps = (0,—/2,0). Encontramos as coordenadas de Morse em cada ponto critico.

A

No ponto critico P, com a definicdo 1 temos
gi{z1,23) = f owr(wy,23) = (6 — 4\/5)(0.0 + o2y + apxy) — 625 4 (=12 + 9\/5)
e entao encontramos
(21, 23) = é(ﬁ —4V2)ay, hys(r1,23) =0 e has(z,25) = —1.

Também temos que

det(ff[g])(\/i,[})):_—;-(6—\/5)(12>0 pois  ay < 0.

9

2
Substitui-se g; por —g;. entao existe wma vizinhanca de (—;, U) tal que

o~ () = (1506~ 2fosfer) + 22
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. 1
g1 = 3/2 — U% —_ 'U,g aqui 'Uq(&:j, 133) = \/6(6 - 4\/5)‘0‘2]121, u2($1,$3) = I3.

Para o ponto critico P; seguem-se os mesmos passos anteriores usando ¢, e

encontramos a fungao
g;=—3/2—l—u%+u% i

De maneira analoga encontramos as coordenadas de Morse no ponto critico

P; com a aplicagao v

ga(z1,23) = f ows(21, 23) = (6 — 4v/2) (70 + Y121 + 7aw2) — 623

1
hi1{zq, 23) = 6(6 — 4\/5)72, his(z1,23) =0 e haa(z,23) = —1,

entdo existe uma vizinhanca no ponto (%i,{)) tal que

5 1
g2=3/2-u -ul onde w= \/5(6 - 4\/§)|"‘{g|5’31,u2 = I3
e no ponto P usando ¢4 encontramos
gs = —3/2 + u? 4 ul.

Também para os pontos de sela Ps, Ps enconiramos as coordenadas de Morse

usando as aplicagdes s e g

2
2

gs = V2 + (\/%(6 — 4\/§)ﬁ2$1) — T3,

g6 = —V2— (\/%(6 - 4\/5)/9231)2 + 15 -

Como no exemplo 4.4.1 encontramos a expressao de A; em cada ponto

critico com suas respectivas coordenadas de Morse.



a) No ponto critico P, usando a aplicagao ¢4

2

A= - ( éﬁ—4f)|a2|) t?(\/%(a—at\/:inagl)iuf+4tzugw

dul  Oud

- ’Zf(\/é(ﬁ - 4\/§)|02|). [(a)", al] = 2t[(a®)", a%)]-
Definindo H{PI = Al/;\p(ﬂ%z)’ 0< P S 2,

1.- O espectro de AP definido em A°(JR?) e AM(JR?) é

5(1?1’}’1/‘\0(&%2)) = {2(\/2(6 — 4\/§)|ag|) 2(2?11 +1)+2(2n,+ 1) +

(1/*(6—4\/_1021) +2:m,n=0,1,. }
5(111’P1(,\1(E2)):{- (Jé()-;f |03|) Iy + 1)+ 2(2n, + 1) +

)

todos os autovalores sao nio nulos, entao

dimfker (I fgo, ﬁz)ﬂ: 0 para p=0,1.

F2:ny,0N, :071,...}

2.~ O espectro de N definido em A?(JR?) ¢

6(1?\""01/‘&2(};{2)):{ (1}(13 6 — 4/2 [azl) (2ng + 1)+ 2(2ny + 1) -

-1
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e existe um autovalor nulo quando n; = 0, n; = 0 e tem muitiplicidade um.

Entio dim(ker( K /‘,\z(ﬁz)) = 1.

b} No ponto critico P, da mesma forma que em (a) encontramos A; usando

a aplicacdo ¢z € vemos que existe um autovalor nulo para

K™ [\ pgay entdo  dim(ker(IC™ fyz ppay) = 1.

<) No ponto ciitico P; usando a aplicagao g,

| o o 6—4v2, N4 s
A= — (\/6( —~4V2)la, |) a2 d%—|—4t( 5 |O’2|) uy +4ttug +

b ou( 546 sl Ty ) 2, )
Definindo 5 = A1/Ap(ﬁ?2)n 0<p<2

1.- O espectro de A" definido em ANIR?) e A?(R?) ¢é
—4
5(H{P3/A1(R2)) = {2( 6 \/_ltl.fgl) g + 1]
i?(}} g\/_lo:g) +2(2?12+1):|:2:??-1:?1-2_—'0,1}...}
—4V2
o) - o 4

[6 —4/2
—i—Q( —'-—E—Q|Cfg|) + 220+ 1)+ 2: 0,2y = 0,1, }

todos estes autovalores sdo nao nulos, ou seja,

dim[ker(E{P‘ /Kp(mg)) =0 para p=1.2.

-1
)



2.- O espectro de K™ definido em A®(IR%) é

5(11{P3/Ao(ﬁz)) = {2( 6~ ;\[1“20 (201 +1) —

( 6 — 4\f)1 2|> (2n2+1)—2:n1,n2=0,1,...}

logo existe um autovalor nulo quando n; =90, n, = 0 e tem multiplicidade um

ou seja, dim(kBI(E{P3/AQ(R2)) = 1.

d) No ponto critico Py da mesma forma que em (c¢) encontramos A, usando

a aplicagdo ¢4 € podemos ver que existe um autovalor nulo para

K™ oy ouseia dim(ker(K™ [y ) = 1

e) No ponto critico Py usando a aplicagio gs

sem = (BB T Gyl o) s

+ o i _gﬂﬁz)zl(al)’, a'] - 2t[(a?)", a%)).

Definindo K = Al/Ap(le), 0<p<

1.- O espectro de JK¥* definido em A%(IR?) e A?(R?) é

(1 o) = (2({ 28, m+ 1) -



ﬁz)2 +2(2n2 + 1)+ 2:nq,n, =0,1,...}
() = (=) om0+

+2(116 4\/—;82) +2(2n2+1) — 2 0y, nz—{],l,...}

todos estes autovalores sio nao nulos, ou seja

dim[ker(ﬂ'fps/xp(ﬂg)) =0 para p=0,2.

2.- O espectro de K™ definido em A'(IR?) ¢é

5(3(%/1\1(3%2)) = {2( 0 ﬂg\/ﬁ_ﬁzy(gnl +1) -

_9( 6— 42
- 6

,82)‘+2(2n2+1)—2:n1,ng = 0,1,...}.

Aqui existe um autovalor nulo quando n, =0, n; =0 e tem multiplicidade

um, iStO é, dim(ker(H{P5 /1\1(&2)) =1.

f) No ponto critico Fs, de maneira anéaloga ao item precedente, encontramos
At usando g4 e vemos que existe um autovalor nulo quando K% /Al(JRZ) ou seja

dim(ker(E{PG/A1(H2)) =1.

Agora encontramos as desigualdades de Morse.

Definimos (@}K /Al(JRZ ) para 0 < p € 2. Como

=1

6(@ K%)= U 67

=1

74



e pelas desigualdades {a) (no caso 2) ¢ (b}, temos

6
dim (ler (D K™z o)) ) =2
=1
pelas igualdades (¢) (no caso 2) e (d), temos
6
dim (et (B K o }Rg))) — 9,
i=1

e pelas igualdades (e} (no caso 2), (f) temos

6
dim (ker(@ E{R'/M(Rz))) = 3.
i=1
Aqui pelo teorema de limite semi-cldssico o nimero de autovalores EZ(1) de

B2

At’/Kp(ﬂ/IZ) satisfazendo fl_chso =0 é m,=2 para 0<p<2

e pelo teorema 4.1.1 existem b, autovalores de Af/v(_Mg) obedecendo EF(#) =

0 para n = 1,.... h,. Como M? é homotopicamente equivalente a S? entdo
HP(M?) = H?(S5%) pelos teoremas 3.2.3 (coroldrio) e 4.1.1, by =by =1, b; = 0.

Com isto

by = dimher( At )| < dlm[kef(@”‘ o)

f=1
= m, para p=0,12

A terceira desigualdade de Morse € dada como segue:

=622 4V2) |cx2|) 46

é o primeiro autovalor de KTt @ K2 n3o nulo, entdo EZ(t) cresce quando ¢ — oo
para n > 3, mas dos antovalores {FZ(¢), E5(t)}, apenas um deles é nulo, EZ(t) =
0, enquanto que o outro € chamado autovalor de baixo crescimento.

e§=6( 6#4\[)132)
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é o primeiro autovalor de > @ JK™ nio nulo, entdo E}(¢) cresce quando ¢ — co
para n > 3, portanto os autovalores {£](¢), P}(¢)}, sao nulos, e sdo chamados

autovalores de balxo crescimento.
4
eg:-:—s( 6~ 4v2) 17«,1) +6

¢ o primeiro autovalor de K™ @ K™ nao nulo, E9(#) cresce quando t — oo para
n > 3, e os autovalores { E(¢), EJ(#)}, um deles é nulo, e o outro é chamado auto-

valor de baixo crescimento. Entio temos quatro autovalores de baixo crescimento

e pela igualdade (*g) temos

dim (Ler( N (M2)> — dim (ker(At )0 (Mg)) + dim(ker(/_\: N
2 = 1 + 1
mp — b = mo — bo -+ (mq — ba).



Apéndice

O Cilculo do Operador A; no Teorema 4.2.2
com Derivadas Covariantes

Como nosso operador A, estd definido em AP(M), onde M é uma variedade
Riemanniana entdo tem sentido falar de derivadas covariantes e conexdes.
O formalismo de derivadas covariantes introduzidas em nossa variedade, nos

da uma nova {érmula para o operador A,.
Ay =dd* +d*d +2(df ) + 3 ; v?.jf[(ai)*a a’) (0)

aqui (df)? = g”(%) (%) ¢ o quadrado do gradiente de f, calculado
com respeito & métrica g/ de M e V2, f é a segunda derivada covariante. (Tudo
isto feito num sistema de coordenadas ortonormais centradas em m ou, abrevia-
damente, s.n.).

Para tanto faremos algumas definicdes e apresentaremos fatos de geometria
riemmaniana. Indicamos por ¥ (T'(M)) o conjunto de campos de vetores de classe
C* em M, o conjunto de p-formas denotado como AP{M) e por C®(M) o anel

das funcées reais de classe C'™ definidas em M.

1. Definicdo. A derivada covariante ou conexao é uma aplicacio

VX (T(M) X % (T(M)) — X (T(M))
(X, V) —  VxY

e que satisfaz as seuintes propriedades:
) VixeaZ = fVxZ 4+ gVvZ se f,ge€ C(M)
H) Vx(Y+2Z)=VxY+VxZ
(i) Vx(fY)=fVxY +X(f)Y.



Existem muitas possiveis conexdes em M, mas sé6 se M é Riemanniana,
podemos selecionar dentro delas uma tdnica conexdo especial chamada conexao
de Levi-Cevita. Entao as seguintes propriedades mostram que tal conexio é
compativel com a métrica A:

Existe e é unica uma conexao V numa variedade Riemanniana que é

1} livre de torcéo ou seja
VY =V X = [X Y]

e 11} € compativel com a métrica em M ou seja

X(Y,Z) = (VxY,2) +{Y,Vx2), X, Y € X(TM).

Demonstracéo. Vide Do Carmo [d.C.] ou Boothby [B].

Escolhamos um sistema de coordenadas em (2!, 2% ... ") em torno de m
€ escreveos 3
.-Y,‘ = 0, A’i, X,
dzt ( i)
e g”" a matriz inversa para ¢;; entdo uma vez que [X}, XJ-] =0 {(Vy, =V,)
1( 0 d d
0 = H g+ L L) 1
( Ll 4 k) .2 a:rlg_?k“i_@xjg}\ dmkjj ¥ ( )
assim
- k ~r ‘
&
Th = STTH(V.X;, X4, (3)
.

Aqui ¥ ; sdo chamados os simbolos de Christoffel da conexao.

Um caminho diferenciavel v : [0,1] — M é wma geodésica se o campo de
aceleracido V.5 = 0. ao longe de ~.

E um fato basico da geometria Riemanniana que para todo m € M. pode-

mos escolher uma vizinhanca 7 de m e um nimero real ¢ > 0 tal que Vo € T,,(M)



com ||T]] < &, existe uma tinica geodésica vz : {—2,2) — M satisfazendo as
condicdes ¥5(0) =0 e 47 = ¢. O ponto y3(1) € M serd denotado por exp,,(?)
(exponencial de 7).

A geodesica v se escreve entao, ¢(t) = exp,, (7).

Note que exp,. (0) = m e (dexp,, )o(?) = ¥5(0) = ¢. Uma aplicacio do
teorema da funcao inversa permite concluir que, ¥m € M existe uma vizinhanga
1V de m e um numero ¢ > 0 tais que exp,, aplica a bola de raio ¢ centrada na
origem de T,,(M) (B.(0)) difeomorficamente sobre W. Se {e1,...,e.} é uma

base ortonotmal de T, (M), entdo

exp,, + B:(0) C R* = W

1
(zh,..... ') — exp,(r7er + ...+ 27,)
define um sistema de coordenada normais centradas em m.

Teorema. Seja m um ponto da variedade Riemanniana A com respeito ao

sistema de coordenadas nnormais centradas em m
A) gr'j'(?n) = :l:ét'js V?.?
B} [f(m)=0, Vijk
0 C
C) &;gm(m) = {], VI.I_}j k.

Demonstragao.

A) gi;(m) = (3%, 75 Hp)
{(%:{0), 7;(0)), onde

vi(t) = exp,,(te;) como 7;(0) = e; temos o sequinte

= (ei€5)

= =£d;; pois e, €; sao ortonormais.



B) Seja 3%} uma base dos campos coordenados do s.n. sobre W.

Observe que, se t — ~(f) é uma geodésica que parte de m. Entdo, em s.n.

definido acima, y(t), escreve-se
te— (tvy,...,10,)

onde (vy,...,v,) é um vetor constante de R". A velocidade vale

A{t) = Z’Ufa—i—t_

“r'(t)

a partir das propriedades fundamentais da conexao temos

. v a u a
0= V,?, = v:y(ézzlvgg) = ?Zj:vjv,;vég_j-a;:.
se escolhemos (vy,...,v,) talque v; =v; =1 e v, =0 se k #4, 7, entdo
a 0
0=V V o —.
6_??8:.9_,; + 3%63:;
Além disso,
J 0 g 0
Ve — — — = [z—,— =0
20z, " % O, B axj]

de forma que V 5 -2 = 0 a0 longo da geodésica particular escolhida acima, o
az; 8‘7"1 ?

que prova por (2) todas as componentes I‘fj sdo nulas para k,?, 7.

3
C) por (1) o9 = Z(gkgl"fj + g;gffk) e por (B) tem-se o resul-
T r
tado. m

Precisaremos transferir derivadas covariantes para formas. Dado uma 1-
forma w, e X € ¥ (T(M)), define uma 1-forma V yw assim que

(Vxw)(Y) = X[w(¥)] - w(VxY)
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o lado direito desta expressio é tensorial em Y, em coordenadas locais
Vilde?)y = =3 Iid
entao definimos Vy sobre p-formas por

v_x((}f A ,'.‘}] = (VX{Y) A 6 +ah (VX[;)

se
Z (Yfi___fpd-.?"-h ALUA d;l:ip.,
11 <. iy
entao
d (EF0 1p
(v (}')11 1p _ er%ra'u T!"--."Le":l'Q ﬂ'p (6)
Interpretamos Vy sobre C* (M) por V_\rf = Xf. Entac
2. Teorema. d =Y (a')*V
Demonstragao. Seja @; o operador definido no teorema {4.2.2). Entao
d = Y (a')"0,;
As equagbes (4) e (5) implicam que V; é dado em p-formas por
Vi=& =Y meLirgim(at)*a™ (6.a)
de maneira que (Zm gimam) dr* = &, Assim, o teorema é equivalente a

Z Ff;og.;m(a.")*(af)“a” = 0.

nh{

Esta equacio & valida se notamos que {{a*),(a')*} = 0 em ¢, £, enquanto

[}, é simétricoem 1.¢. m



Sobre p-formas diferencidveis

em coordenadas se
. 0 a
- L fuams b%—'-—. . " r.' e (—'—)
X Z oxt X dz?
bt

VxX; = Z_Y + 3 WTEX
v.',k

e assim,

div(X) = Z + Zb'

entao por (1)

Vi=-V,- Y. I (Ta)
.
e por outre lado, por (3), (1), (5) implica que
[Vi,(a’)] = erk(a : (3)
Entao d" = — Z Vid'.

2. Definicao. Sejam dois campos de vetores X, Y, a sesunda derivada covari-
o q K [

ante Viy y, € definida por

. v(?x,v} =VxVy — Vg 7 =VyY.

Sejam {X;}{.,. coordenadas do campo de vetores X. Denotamos Viy i, por

Yy temos

jo
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Vi =V, - Zrkvk

A demonstragdo de (0} atraves de cdlculos num sistema de coordenadas

normais fica da seguinte maneira:

dy=d+ty Vifla')
d; =d" + 13 Vi flah),

Ar={didi} = dd" + d"d+ 3 (Vif NV, ){a (o))} + 24

1.7

onde
A= {d. Y Vif(a) + {g Vg_f(ai)",d’“}.

Pelo teorema 2. d = (a')'V, e d= > Via

Num sistema de coordenadas normais centradas em mg, (Vial(mg) =
(dic)(m), (Via)mg) = —(3iar)(mo) pela igualdade (6a), (7a) e pelo teorema
(1). Também (g7 a)(mo) = ¢ {dra)(mg). Como ([Vi, (¢?)]a)(me) = 0. isto

por (8) temos o seguinte

(Ac)(imo) = KZ{ V.V fa} — Z{afvj,v flaiy }) ](mo)
— [Z({m VL f@ Y+ (@[ Vi fl] — (Vi fla))Y,

— @'[V;. V;_f(a")“o a] (1mg)

33



= [Z(g"j ViV (@YYl + ()Y, Vi — ()Y, fal T,

~g ViV = &V, Vf(a) — Vi f V(@) + afvi:fwvj)a] (o)
= [Z(g“"vffvi — ¢V Y + ViV, fla), asf'na] (o)

_ [Z V2 flia') o'l (mo)

isto pela definigio 2, pelo teorema 1, e as condigdes acima. m
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