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Resumo

Sejam L uma &algebra de Lie metabeliana sobre um corpo k, sendo L uma extensao
cindida de A por B, onde A e B sao algebras de Lie abelianas, ou seja, temos A — L — B
extensao cindida de dlgebras de Lie. Denotemos por U(L) a algebra universal envelopante
de L. E consideremos () um grupo abeliano finitamente gerado agindo sobre A e B tal que

a acao sobre B é trivial tal que temos a seguinte extensao cindida de algebras de Hopf
U(A) % UL)#kQ 2 U(B) ® kQ

Denotemos H = U(L)#kQ e R = U(B) ® kQ, onde B é abeliana e comuta com @, isto
é, R é anel comutativo.
Suponhamos também que A seja um R-mddulo finitamente gerado a direita e

dimpB < 0o, com
(1) Agado de U(B) sobre A: aob=a,b],Vb€ Beac A
(2) Acao de kQ sobre A: aoq=q taq, Vg€ Qea € A.

Nosso objetivo principal nesta tese foi o de demonstrarmos o seguinte:

Teorema: As sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) k& tem tipo homolégico F P,, como H-mddulo;
(2) ®™ A € finitamente gerado como R-mddulo via a¢do diagonal de R;

(8) A™ A € finitamente gerado como R-mddulo via agdo diagonal de R.

1X



Para demonstracao deste teorema estudamos as propriedades homolégicas F' P, de modulos,
definicoes e algumas propriedades sobre as algebras de Hopf, fizemos uma generalizacao do

invariante definido em [13], através do qual generalizamos os resultados de [13] e [21].

Palavras-chave: Tipo homolégico F'P,,, Algebras de Hopf, Invariante A .



Abstract

Suppose L is a metabelian Lie algebra over a field k£ such that L is a split extension of
A by B, where A and B are abelian Lie algebras, ie, there is a split extension A — L — B
of Lie algebras. We denote by U(L) the universal enveloping algebra of the Lie algebra L.
Furthermore we suppose (@ is a finitely generated abelian group that acts on A and B and

the action on B is trivial. Consider the split extension of Hopf algebras:

U(A) % UL)#kQ 2 U(B) ® kQ

Denote H = U(L)#kQ and R = U(B) ® kQ, where the abelian Lie algebras B comutes
with @, ie, for all b in B, ¢ in ), we have bq = gb. We further suppose that A is a finitely
generated (right) module over R and dimyB < oo, with

(1) Action of U(B) on A: aob=[a,b], Vb € B and a € A.

(2) Action of kQ on A: aoq=q lag, Vg € Q and a € A.

The main purpose of this thesis is the proof of the following:

Theorem: Under the assumptions above, the following conditions are equivalent:
(1) k is of homological type FP,, as a module over H;

(2) ®™ A is finitely generated as a module over R via the diagonal R-action;
(8) A™ A is finitely generated as a module over R via the diagonal R-action.

In order to prove this theorem we study the homological property F'P,, for modules and

some properties of Hopf algebras. We generalise the Bryant-Groves invariant defined in [13]

x1
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and obtain generalisations of the main results of [13] and [21].

Keywords: Homological type F'P,,, Hopf algebras, Bryant-Groves invariant.
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Introducao

0.1 Introducao Histérica

Nesta tese estudamos propriedades homoldgicas de dlgebras de Hopf do tipo
H = U(L)#kQ,
onde L ¢ édlgebra de Lie sobre um corpo k£ e () é grupo agindo sobre L via conjugacao.
Estamos interessados na propriedade homologica F' P, da algebra de Hopf H.

Historicamente, o tipo homoldgico F'P,, de grupos foi estudado primeiro, com motivagao
que vem da Topologia Algébrica. Esta propriedade surgiu como uma versao homoldgica de
uma propriedade homotépica chamada F,, definida por C. T. C. Wall, em [29]. Mais tarde
o tipo homolégico F P, de grupos foi definido por R. Bieri e B. Eckman, em [5]:

“ Um grupo G ¢ dito ser de tipo F'P,, se Z visto como um Z[G]-médulo trivial admite
uma resolucao projetiva P — Z, com P; finitamente gerado para todo ¢ < m. Se os médulos
P; sao finitamente gerados para todo i, entao dizemos que G é de tipo F'P, ”.

Uma explicacao bésica sobre tipo homoldgico F' P, esta feita no Capitulo 3 desta tese,
seguindo o livro de R. Bieri ([5]).

R. Bieri também foi um dos criadores da X.-teoria, que estuda propriedades homoldgicas
de submondides G, = {g € G | x(g) > 0} de grupos G, onde x : G — IR é homomorfismo
nao nulo. Esta teoria surgiu durante as tentativas de classificar grupos metabelianos (ie,
grupos que tém um subgrupo normal abeliano A com quociente @) = G/A também abeliano)

de tipo F'P,,. A classificagao foi sugerida em [6], mas, embora muitos casos sejam conhecidos,

XV



Secao 0.1 e Introdugao Historica xvi

a F'P,,-conjectura, que sugere a classificagao de grupos metabelianos, ainda esta em aberto.
Em todos os casos em que a conjectura foi resolvida foram usadas idéias que misturam
técnicas de topologia algébrica (grupos que agem sobre CW-complexos) e idéias de algebra
comutativa.

Nos fins dos anos 90, R. Bryant e J. Groves estudaram os mesmos problemas, porém
mudando da categoria de grupos para a de algebras de Lie. Numa seqiiéncia de dois artigos,
[12] e [13], eles classificaram &lgebras de Lie metabelianas de tipo F'P,, usando técnicas
completamente algébricas (bem diferente do caso de grupos, pois para estes existem técnicas
muito 1teis de topologia algébrica; por exemplo, acao de grupos sobre CW-complexos, o que
nao existe no caso de algebras de Lie). Os métodos usados por Bryant-Groves sdo da teoria
de valorizagoes e tais métodos ja foram usados no caso de grupos em [7]. A idéia nova de
Bryant-Groves ¢é a da existéncia de um invariante A, o qual tem o mesmo papel do invariante
Y de Bieri-Strebel da teoria de grupos, mas tem definicao bastante diferente. Apresentamos
os resultados de Bryant-Groves no Capitulo 5. Embora este invariante A seja dificil de
calcular, este tem um importante papel tedrico, sendo muito 1til em demonstragoes. Alguns
exemplos de algebras de Lie de tipo F'P, e outros que nao tém tipo F P, foram considerados
na Secao 5.3.

Os resultados de Bryant-Groves foram generalizados em [21], onde todas as algebras
de Lie metabelianas cindidas ( ie, extensoes cindidas de &dlgebras de Lie abelianas) de tipo
FP,, foram classificadas, através de propriedades do invariante A. O caso de extensoes
nao cindidas de algebras de Lie abelianas ainda estd em aberto. Vale a pena observarmos
que, para o caso de grupos, o caso cindido da Conjectura F'P,,, que classifica os grupos
metabelianos de tipo F'P,,, ainda nao esta resolvido para dimensoes maiores que 3.

Mais resultados sobre propriedades homoldgicas de algebras de Lie podem ser encontrados
em [14] e [19]. Em [14] foi demonstrado que, se L for uma algebra de Lie de tipo F'P, tal
que [L,[[L, L], [L, L]]] = 0, entdo [[L, L], [L, L]]] tem dimensao finita. Os resultados de [19]
tratam &algebras de Lie nilpotentes-por-abelianas de tipo F'P,, tais que a parte nilpotente é
também livre (sobre uma base provavelmente infinita) como algebra de Lie.

O motivo inicial dos estudos de R. Bryant e J. Groves (conforme o segundo) sobre pro-
priedades homoldgicas de algebras de Lie metabelianas foi a esperanca de que, resolvendo o

caso mais simples (élgebras de Lie sdo mais faceis de trabalhar do que grupos), daria para
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voltar e resolver o mesmo problema para grupos, mas isto nao funcionou.

Ainda existem problemas interessantes que sao resolvidos para grupos, mas cuja versao
para &lgebras de Lie fica em aberto (pois o caso de grupo usa agoes de grupos sobre CW-
complexos), como os seguintes: Seja L uma &lgebra de Lie finitamente apresentavel (no
sentido de geradores e relagoes) que nao contém subdalgebra de Lie livre nao abeliana, entao
cada quociente metabeliano de L é uma algebra de Lie metabeliana finitamente apresentavel?
Esperamos que a resposta dessa pergunta seja positiva e que a propriedade finitamente
apresentavel possa ser trocada por tipo homolégico F'P;. Outro problema interessante é
mostrar a existéncia ou a inexisténcia de uma &lgebra de Lie L que tem tipo homoldgico
F'P, mas nao é finitamente apresentdavel. No caso de grupos esse problema foi resolvido
apenas recentemente, de forma espetacular, usando métodos homotépicos ([4]). Também
ainda nao existem invariantes A para &algebras de Lie nao metabelianas, embora a teoria
¥, funcione para qualquer grupo finitamente gerado (mas a primeira versao do invariante X

funcionava somente para grupos metabelianos ([7])).

0.2 Resultados sobre Algebras de Hopf

Algebras de Hopf generalizam propriedades de algebras de Lie e de &lgebras de grupo. O
nosso objetivo é o de tentar unir a -teoria de Bieri-Strebel e a teoria A de Bryant-Groves
no caso de algebras de Hopf. Estudamos dlgebras de Hopf especificas, H = U(L)#k(Q), onde
L é algebra de Lie e Q é grupo abeliano agindo sobre L, com A — L — B uma sequéncia
exata curta cindida de algebras de Lie, com A, B abelianas, () agindo sobre A e B, sendo a
agao sobre B trivial, ie, R = U(B) ® k@ é anel comutativo, onde kQ ¢é a algebra do grupo @
com coeficientes em k, e U(B), U (L) sao as algebras universais de B e L, respectivamente.

O nosso resultado principal (Teorema 6.1) mostra quando H tem tipo F P,.

Teorema Principal As sequintes condicoes sao equivalentes:

(1) k& tem tipo homoldgico F'P,, como H-mddulo;

(2) ®™ A € finitamente gerado como R-mddulo via a¢do diagonal de R;

(8) \™ A € finitamente gerado como R-mddulo via agio diagonal de R.

Este resultado generaliza os resultados ja existentes ([21]) e faz uso dos mesmos métodos
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de élgebra comutativa (Teoria de Valorizagoes). Assim, os métodos sao algébricos e nao
homotépicos como no caso de grupos metabelianos. Seria bastante interessante termos um
resultado onde H = U(L)#kQ, com @) grupo metabeliano mas nao abeliano e H algebra
de Hopf metabeliana, no sentido de extensoes de Hopf. Isso parece bastante dificil pois é
necessario misturar métodos algébricos com métodos topoldgicos e, por enquanto, estd em
aberto.

Nesta tese estendemos de maneira natural a definicao classica do invariante de Bryant-
Groves, na segao 6.1, e usamos ([22], Corolério 3), o qual liga agoes sobre grupos homoldgicos
com comultiplicacao em &lgebras de Lie. Tratamos somente o caso cindido (ie, L é extensao
cindida de ideal de Lie abeliano por subdlgebra abeliana), pois o caso nao cindido ainda
nao estd resolvido nem mesmo para o caso de dlgebra de Lie (os resultados de [21] tratam
somente o caso cindido de m > 3).

O caso m = 2 para &lgebras de Hopf nao necessariamente cindidas (ie, H = U(L)#kQ,
com U(L/[L, L)) ® k@ anel comutativo e [L, L] ideal abeliano de L) foi tratado em [23], onde
é apresentada uma conta bem extensa, generalizando a demonstracao do mesmo resultado
para ) = 1 em [12].

Esperamos que a nossa pesquisa possa ter continuacao. Em [18] foi mostrado que uma
algebra de Lie metabeliana L sobre corpo k de caracteristica car(k) mergulha em uma algebra
de Lie metabeliana de tipo homoldgico F'P,,, se car(k) < m. O mesmo tipo de problema no
caso de grupos é bem mais complicado e foi recentemente resolvido em [24]. Um problema
interessante para uma futura pesquisa é resolver o mesmo problema na categoria de algebras
de Hopf especificas tratadas nesta tese. Para algebras de Lie e grupos o caso especifico de
dimensao baixa m = 2 foi primeiro tratado por G. Baumslag, em [2] e [3]. Vale a pena
observarmos que os resultados de Baumslag nao usavam > ou A-teoria alguma, pois as duas
ainda nao existiam e sem estas teorias nao foi possivel resolver nem o caso m = 3, embora

G. Baumslag tenha resolvido o caso m = 2.



CAPITULO 1

Preliminares

1.1 Algebras de Lie

Nesta secao apresentamos uma teoria basica sobre Algebras de Lie e alguns resultados
importantes. Também sao apresentadas as definicoes de algebra universal envelopante de
uma algebra de Lie, adlgebras de Lie livres e finitamente presentadas, conceitos de grande

importancia no decorrer de nosso trabalho.

Iniciamos definindo uma algebra, nao necessariamente comutativa ou associativa, e a

partir disto, definimos a algebra de Lie.

Definicao 1.1. (Algebra) Uma algebra ¢ um espaco vetorial A sobre um corpo k, no

qual € definida uma operacgao bilinear denominada “produto”:

x  Ax A — A

(z,y) — z *xy

Definicao 1.2. Uma dlgebra A ¢ dita associativa se seu produto respeita a Lei da Asso-

ciatividade, ie, (x xy) * z = x x (y % 2), para todos x,y, z € A.
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Definicao 1.3. (Algebra de Lie) Uma algebra de Lie L ¢ uma dlgebra nao associativa,

cujo produto satisfaz:
(1) zxx=0, Ve € L;
(2) (Identidade de Jacobi) (xxy)*z+ (y*2)xx+ (zxx)*xy =0, Vo,y,z € L

Notagao: Se L é uma algebra de Lie, denotamos seu produto por [—, —], ou seja, teremos:

[,]:LxL— L
(z,y) — [z,9]

(1) [x,z] =0, Vx € L;
(2) (Identidade de Jacobi) [[z,y], 2] + [[y, 2], ] + [[#,x],y] =0, Vz,y,2 € L

Definicao 1.4. (Subdlgebra) Uma subdlgebra L' de L é um subespago vetorial de L

fechado para a operacao produto.

Tomemos uma algebra associativa A sobre k e definimos o Produto de Lie ou Comu-

tador como:

[T,y =xxy —yxx, Yo,y € A
Lema 1.1. A munida com tal produto é uma dlgebra de Lie e serd denotada por A7),

Definicao 1.5. Sejam Ly e Ly duas dlgebras de Lie. Um homomorfismo de algebras

de Lie ¢ uma aplicagao k-linear ¢ : Ly — Ly tal que, para todos x,y € Ly, temos

o([z,y]) = [w(x), p(y)]-

Dada uma &lgebra de Lie L, podemos construir uma &lgebra associativa U(L) que
“contém” L (no sentido de que L estd mergulhada), de forma que toda representagao de L

se estende a uma representacio de U(L) e L é subélgebra de Lie de U(L)(7).
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Defini¢do 1.6. (Algebra Universal) Seja L uma dlgebra de Lie. Um par (U(L), i), onde
U(L) ¢ uma dlgebra associativa e i : L — U(L)™) é um homomorfismo de dlgebras de Lie,
€ dito algebra universal envelopante de L se, dada qualquer dlgebra associativa A e um
homomorfismo de dlgebra de Lie 6 : L — A existe um tinico homomorfismo (de dlgebras

associativas) 0 : U(L) — A tal que 0 = 0 o1, ie, o diagrama sequinte é comutativo

Vamos escrever simplesmente algebra universal para a dlgebra universal envelopante.

Teorema 1.1. (Propriedades da Algebra Universal) Sejam L uma dlgebra de Lie e
(U(L),i) uma dlgebra universal de L. Entao:

(1) Cada duas dlgebras universais (U(L),i) e (B(L),0) de L sao isomorfas (existe um iso-
morfismo de dlgebras de Lie ¢ : U(L) — B(L) tal que poi=10).

(2) U(L) € gerada por i(L) como dlgebra associativa.

(3) Se L e Ly sdo duas dlgebras de Lie tais que existe o : L — Ly um homomorfismo de
dlgebras de Lie, entao existe unico ' : U(L) — U(Ly) homomorfismo de dlgebras associativas
entre suas dlgebras universais, o qual estende a.

(4) Sejam I wum ideal em L e R o ideal em U(L) gerado por i(I).  Entao,
j:L)I — (UL)/R)), tal que | + I + i(L) + R, ¥l € L, é homomorfismo de dlgebras de
Lie e U(L)/R € a dlgebra universal de L/I.

(5) Eziste um unico homomorfismo de dlgebras associativas:
6:U(L) — U(L)®, U(L)
ifa) —i(a) ®1+1®i(a),Va e L

Demonstragao : [20].

De agora em diante, a menos que seja dito o contrario, todos os produtos tensoriais sao

considerados sobre o corpo k.
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Podemos mostrar que, dada uma algebra de Lie L, sua algebra universal envelopante
¢ dada por
U(L)=T/R,

onde 7 ¢é a &lgebra tensorial definida como 7 = k@ LB IL? S L3P ... o L' ...,
sendo L' = L® L ®...® L, i vezes (ou seja, seus elementos sdo combinagoes lineares
finitas de monomios da forma X; ... X}, com o produto indicando o produto tensorial dos
elementos X; € L, 71 = 1,...,k) e R é o ideal em 7 gerado pelos elementos da forma
la,b] —a®b+b®a, a,b € L. Ou seja, podemos ver U(L) como combinagoes lineares finitas

de mondmios nos elementos de L em que se identifica ¢ ® b — b ® a com |a, b].

Exemplo 1.1. Seja L uma dlgebra de Lie abeliana (ou seja, [a,b] = 0,Va,b € L). Desta
forma, a identificacao que se faz em T para obter U(L) € dada por a®b = b® a e, portanto,
U(L) é abeliana. Neste caso, a dlgebra universal U(L) de L é chamada de dlgebra simétrica

e € denotada por S(L).
Podemos definir S(L) como o maior quociente comutativo de T, ie, S(L) = ZS”L,
n=0

onde S"L = (Q" L)/I, sendo I gerado pelos elementos da forma a — o(a), para todas as
permutagoes o de {1,2,...,n} ea € Q"L

Consideraremos o caso em que L € uma dlgebra de Lie abeliana e finitamente gerada.
Se B ={X1,Xs,..., X} € uma base ordenada de L, os elementos de U(L) sao combinagoes
lineares de monomios do tipo X, ... X5, com X;, € 3. Como dois elementos quaisquer de
L comutam, € possivel reescrever os monomios como Xi* ... X:*. O produto de dois desses
monomios € dado como o produto de dois monomios comutativos nas varidveis Xy, ..., X,.

Portanto, neste caso U(L) €, nada mais nada menos, que uma dlgebra de polinémios.
O Teorema 1.1 nos da a existéncia do homomorfismo de algebras associativas:
d:U(L) - U(L)®U(L)

i(a) —i(a) ®1+1®i(a),Va € L

Pode-se mostrar que 0 é injetivo e, desta forma, a imagem 6(U (L)) C U(L) ® U(L)

é isomorfa a U(L).

Definicao 1.7. Chamamos §(U(L)) de subdlgebra diagonal de U(L) @ U(L).
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Vamos considerar C' um U(L)-mdédulo a direita. Entao, seu quadrado tensorial C'® C'

¢ um U(L) ® U(L)-médulo a direita via:
(Cl & CQ)(f ®g) - (le> ® (029)7 VChCQ € O) vf?.g € U(L)

Restringindo esta agdo a 6(U(L)), temos C' @ C' como um 0(U(L))-médulo e, como
U(L)~6(U(L)), C®C étambém um U(L)-mbdulo e

(Cl (%9 Cg)l = (Cll) RCr+ 01 ® (Cgl), VCl,CQ < O, Vie L.

Definicao 1.8. (Acgao Diagonal) Esta a¢do de 6(U(L)) ~ U(L) sobre C @ C ¢é chamada

de acao diagonal.

Definicao 1.9. (Algebra de Lie Livre) Seja (Fy,i) um par, onde Fy é uma dlgebra de
Lie ei: X — Fy € uma aplicacao tal que, se existe 0 : X — Ly, com Ly uma dlgebra de
Lie, entdo existe um unico homomorfismo de dlgebras de Lie 8 tal que o diagrama abaizo é

comutativo, ou seja, existe inico homomorfismo 8 de dlgebras de Lie tal que 6 =6 o1.

o N

Dizemos que Fy € livre com base X e a denotamos por F(X).

Definicao 1.10. (Algebra de Lie finitamente presentada) Uma dlgebra de Lie L €
dita finitamente presentada se existe dlgebra de Lie livre F(X) e epimorfismo de dlgebra
de Lie m: F(X) — L tal que F(X) € livre com base um conjunto finito X e Ker(n) = Y%
¢ 0 ideal de F(X) gerado porY, ondeY € um subconjunto finito.

1.2 Séries Formais sobre um anel comutativo

Sejam A um anel comutativo. Denotamos por A[[t]] o conjunto de todas as somas formais

[e.9]

Zant”, com a, € A.

n=0
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Dados dois elementos de A[[t]], digamos Z a,t" e Z b,t", definimos sua soma e produto

n=0 n=0
da seguinte forma:
D ant” + ) bat" = (an + by)t"
n=0 n=0 n=0

iant”. ibnt" = icnt”, onde ¢, = Z a;b;
n=0 n=0 n=0

i+j=n

E, deste modo, A[[t]] torna-se um anel, o qual chamados de anel de séries de poténcias
formais em uma variavel sobre A.

Seja f = Z a,t" um elemento nao nulo de A[[¢]]. Entao, o menor inteiro n para o qual

n=0

a, # 0 é chamado ordem de f e serd denotado por o f). Por convencao, o(0) = oc.

As seguintes propriedades sao conseqiiéncias das definigoes:
(1) o(f + g) = min{o(f),o(g)}, o(f.g) = o(f) + o(g);
(2) o(f.g) = o(f) + o(g), se A é um dominio integral;

(3) f é uma unidade de A[[t]] se, e somente se, ay é uma unidade de A,

para todos f = Zant”,g = ant" e A[[t]].
n=0 n=0
Lema 1.2. Se A é um corpo, A[[t]] € anel local.

Demonstragao : Por (3) acima, um elemento ag + a1t 4 ast? + - - - + a;t* é invertivel em A[[t]]

se, e somente se, ag # 0 ([1], pg.11). Logo, o tnico ideal maximal é tA[[t]].

Corolério 1.1. Se A é um corpo, os tnicos ideais de A[[t]] sdo da forma (¥), para j € IN.

Coroléario 1.2. Se A € corpo, A[[t]] € dominio de ideais principais, logo integralmente fechado

no seu corpo de fracoes.
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Portanto, se A é corpo, Al[t]] é um anel de valorizacao discreta com corpo de residuos
igual a A.

Denotamos por A((t)) o corpo de fragoes de A[[t]]. Este consiste de séries de poténcias
formais de Laurent em ¢. Assim, cada elemento f de A((t)) pode ser escrito na forma
f=t"g,comn>0egec Alt]]. Aordem de uma série de poténcias de Laurent ndo nula
é, como usual, o menor inteiro n tal que t" aparece com coeficiente nao nulo. Denotamos a

ordem de f por o(f), com a convencao que o(0) = oco.



CAPITULO 2

Uma introducao a teoria de Algebras

de Hopf

Neste capitulo introdutoério apresentamos os conceitos de algebra, codlgebra, bidlgebra,
algebra de Hopf e nogoes associadas a eles, visando construir um alicerce tedrico suficiente

para que a idéia de acao de uma algebra de Hopf em uma algebra pudesse ser explorada.

Seja k um corpo. Estamos interessados em k-algebras de Hopf H e k-algebras nas quais
elas atuam. Salvo mencao ao contrario, espagos vetoriais, produtos tensoriais e aplicacoes

lineares aqui serao tomados sobre o corpo k.

2.1 Algebras e coalgebras

Nesta secao a idéia de coalgebra é introduzida como sendo o conceito categoricamente
dual ao conceito de algebra. A propriedade associativa da multiplicagdo e a existéncia de
unidade em uma algebra podem ser expressas através de diagramas, como podemos ver nesta

outra forma de definir uma &lgebra.
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Definicao 2.1. (Algebra) Uma k-algebra A com unidade € um espaco vetorial A munido
de duas aplicagoes lineares, a multiplicacdo i1 : A @ A — A e a unidade i : k — A, tais que

[ € associativa, ie, o diagrama

pe1

ARARA AR A

1®up K

A A —*L A

¢ comutativo, a aplicacido po (1®i) : A®rk — A®y A — A é a mesma que a aplicacao
multiplicacao de k-espagos A ®i k — A, e também po (i ® 1) é a mesma que a multiplicacao

k®r A — A, ou seja, temos os seguintes diagramas comutativos:

1®1
A®Lk A, A
(*) g
A ®k k mult. escalar A
(§
k®i A AR, A
’
k ®k A mult. escalar A

A definicdo dada acima pode ser naturalmente dualizada, obtendo assim a nocao de

coalgebra.

Definicao 2.2. (Codlgebra) Uma k-codlgebra (com counidade) é um espacgo vetorial C

munido de duas aplicagoes lineares:
A:C— C®C (comultiplicagio)

¢:C — k (counidade)
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satisfazendo as seguintes propriedades:

Coassociatividade: O diagrama

A
C — (O®C
A A®1

Coc ‘2%, cgowC

é comutativo (este é o diagrama “dual” ao para a associatividade da aplicagao multiplicacao

1);
Counidade: os diagramas

C — ([l

1®€

c " cosk

— ([l

— k®C

comutam, onde m é o isomorfismo natural (multiplicagdo por escalares).

Definicao 2.3. Sejam C e D codlgebras, com comultiplicacoes A¢c e Ap e counidades ec
e €p, respectivamente.

(1) Uma aplicacao f: C — D é um morfismo de codlgebras se Apo f=(f® f)oAc e
€c =€pof;

(i1) Um subespago I C C é um coideal se Ac(I) CI@C+CR1I eec(l)=0;

(111) Um subespago I C C' é um coideal a direita se Ac(I) C I ® C;

(iv) Um subespagco E C C' € uma subcodlgebra se A¢(E) C E® E.
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2.2 Bialgebras

Nesta secao, olharemos para espacos que tém estrutura de algebra e coalgebra simultane-
amente e de modo a haver uma compatibilidade entre elas. Tais objetos serao denominados
bidlgebras.

Dados C' e D espacos vetoriais, definimos 7 : C ® D — D ® C' como sendo a aplicagao
de mudanca,

T(c®d) =d®ec.
Se C' e D sao codlgebras, o espago vetorial C' ® D tem estrutura de codlgebra, onde Aggp

é a composta
CeDP DD 'E2' CeDRC®D e ewuplc®d) =cc(c)ep(d).

Definicao 2.4. (Bidlgebra) Seja B um espago vetorial dado com aplicagoes lineares
u:B®B — Byi:k— BA:B— B®Bec: B —k, tais que (B, u,1) seja uma
dlgebra e (B, A, €) seja uma codlgebra. O sistema (B, i, i, A, €) é chamado bidlgebra, se A

e € forem morfismos de dlgebras (ou, equivalentemente, p e i forem morfismos de codlgebras).

Definicao 2.5. Uma aplicacio f : B — B’ de bidlgebras é chamada de morfismo de
bidlgebras se f for morfismo de dalgebras e de codlgebras. Um subespaco I C B é dito

bi-ideal se I for um ideal e um coideal.

Exemplo 2.1. Sejam G um grupo e kG sua dlgebra de grupo. FEntdo, B = kG € uma
bidlgebra, onde A(g) = g® g e €(g) =1, para todo g € G.

Exemplo 2.2. Sejam L uma dlgebra de Lie e B = U(L) sua dlgebra universal envelopante.

Entao, B é uma bidlgebra, definindo A(l) =1®1+1®1 ee(l) =0, para todo | € L.

Definicao 2.6. Sejam C' uma codlgebra e ¢ € C.

(a) ¢ € chamado elemento de tipo grupo se A(c) = c®c e €(c) = 1. O conjunto de
elementos de tipo grupo € denotado por G(C).

(b) Para g,h € G(C), ¢ é chamado g, h-primitivo se A(c) =c® g+ h®c. O conjunto de
todos os elementos g, h-primitivos € denotado por P, ,(C). Se C' € uma bidlgebra e g = h =1,

entao os elementos de P(C) = P, 1(C) sao simplesmente chamados de elementos primitivos

de C.
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2.3 Algebras de Hopf

Algebras de Hopf sao bidlgebras com uma estrutura adicional, a chamada antipoda.
Veremos nesta secao que nossos exemplos mais familiares, as dlgebras de grupos e en-

velopantes de algebras de Lie, sao algebras de Hopf.

Definicao 2.7. (Algebra de Hopf) Uma k-bidlgebra H é uma k-algebra de Hopf se

existe um homomorfismo de k-maodulos
A H — H (chamado de antipoda)

o qual € tanto um antihomomorfismo de k-dlgebras quanto de k-codlgebras, isto €,

() AMh@Rh) = XR) @A) e
(1) Aod=To (AR A) o A,

e satisfaz:

Propriedade Antipoda (1 ® \)A =ie e p(A @ 1)A = ie.
Definicao 2.8. Uma k-dlgebra de Hopf H é cocomutativa se
To A=A,

e comutativa se H € comutativa como uma dlgebra (ie, mo1 = m, em H® H, para m
a aplica¢ao multiplicagdo de H como dlgebra). Uma dlgebra de Hopf H é abeliana se H é

comutativa e cocomutativa. ([16], pdg.8)
Usando a notagao de Sweedler ([28]),
A(h) = Zh(l) %Y h(g) € H®H.

(h)
Pela coassociatividade, (A ® 1)A(h) = (1 ® A)A(h), entdo denotaremos ambos por

> ha) @ hy @ he),
(h)
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etc. A cocomutavidade torna-se a condigao:

Z hay @ hy = Z he) @ h.
(h) (h)

E, a condicdo (i) da definigao de algebra de Hopf pode ser escrita

> W) @ M) = Y Mh) @ Alha)).
(h)

A(h)

A notacao de Sweedler é um tanto quanto misteriosa, mas é muito eficiente nas pro-

priedades derivadas de algebras de Hopf, observando o que acontece com seus elementos.

Exemplo 2.3. (A &lgebra de grupo) O exemplo cldssico de uma k-dlgebra de Hopf é
H = kG, a dlgebra de um grupo finito G. Como A € e X sao k-homomorfismos lineares, eles

sao unicamente determinados por seus valores nos elementos de G, os quais sao:

Alg) =g®y,
e(g) =1,
Mg) =g,

para g em G. A dlgebra de grupo kG € evidentemente cocomutativa.
Mais geralmente, se H ¢ uma dlgebra de Hopf arbitraria, a propriedade antipoda im-

1

plica que X(g) = g, para todo g em G(H) (elementos de tipo grupo, Definicio 2.6). Em

particular, todo elemento de tipo grupo € invertivel em H e o conjunto G(H) é um grupo.

Exemplo 2.4. (Algebra Envelopante) Seja H = U(L), a dlgebra envelopante de L, onde
L € uma dlgebra de Lie. Temos que H é uma dlgebra de Hopf, definindo

A H—-HQH
I—Ill1+1®I1

e: H—k
[—0
AN:H—H
[ — —I

para todo | em L.



Secao 2.3 e Algebras de Hopf 14

Mais geralmente, se H € uma dlgebra de Hopf arbitrdria, a propriedade antipoda implica

que \(1) = —l, paral € P(H). Sel € P,;,(H), prova-se que \(1) = —h~tlg~".

Definicao 2.9. Seja C' uma codlgebra.

(1) C é dita simples se C' nao possuir subcodlgebras proprias nao nulas.

(17) C' é pontual se todas as subcodlgebras simples de C' tém dimensdo um.

(731) O co-radical Cy de C' € definido como a soma de todas as subcodlgebras simples de C'.
(iv) C' € conexa se o co-radical Cy de C' tiver dimensdo 1.

(v) C € irredutivel se quaisquer duas subcodlgebras nao nulas de C' tiverem intersec¢do nao
nula.

(vi) Uma subcodlgebra D de C' é uma componente irredutivel de C' se D for uma

subcodlgebra irredutivel mazimal de C.

Observemos que uma subcodlgebra de dimensao 1 deve ser da forma kg, para g € G(C).

Portanto, C' é pontual se, e somente se, o co-radical Cy coincidir com kG(C).
Exemplo 2.5. Se G é um grupo, entao C' = kG € pontual e Cy = C.

Exemplo 2.6. Toda dlgebra de Hopf cocomutativa H sobre um corpo k algebricamente
fechado é pontual.

De fato, seja C' uma subcodlgebra simples de H, entio C* = Hom(C, k) (a dlgebra dual)
€ uma dlgebra comutativa simples, de dimensao finita sobre k e, portanto, C* ~ k. Assim,

C ~ k tem dimensao 1 e, consequentemente, H é pontual.
Teorema 2.1. Toda codlgebra cocomutativa é soma direta de suas componentes irredutiveis.

Demonstragao : [25], Teorema 5.6.3.

Agora, para descrever a estrutura das algebras de Hopf cocomutativas e pontuais,
precisaremos da noc¢ao de acao de uma algebra de Hopf em uma &lgebra e da construgao do

produto smash. Ambos os conceitos serao definidos a seguir.
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Definigao 2.10. (Agao) Sejam H uma dlgebra de Hopf e A uma dlgebra. Dizemos que H
age em A a esquerda ou que A ¢ uma H-modulo algebra a esquerda se forem satisfeitas:
(1) A é um H-mddulo a esquerda (com a¢do de h € H em a € A denotada por h - a),

(2) h-(ab) = Z(h(l) ~a)(h) - b), para todos h € H; a,b € A,
(h)

(3)h - 14 = €(h)la, para todo h € H.

Definigao 2.11. (Produto Smash) Seja A uma H-mddulo dlgebra a esquerda. Entao, o
produto smash de dlgebras A # H ¢ definido como seque, para a,b € A; h,h' € H:

(1) como k-espacos, A#H = A® H. Escrevemos a#h para o elemento a @ h.

(2) a multiplicagao € dada por

(agth) (b#h') = " a(hqy - b)F#hoh
(h)

Exemplo 2.7. Nesta tese vamos considerar o caso especifico em que A = U(L), H = kQ,
onde k € um corpo, L é uma dlgebra de Lie e Q) um grupo agindo sobre L. Desta forma,
usando o produto em U(L)#kQ, temos qLq~" = L.

O produto smash H = U(L)#kQ €é exemplo de dlgebra de Hopf, com

AH—-HQH
l—I®1+1®I, paral € L
g—g®g, para g € G

e:H—k
[— 0, paral € L
g—1, para g € G

E, podemos definir através de A, a m-ésima comultiplicacdo, da sequinte forma:

A":H— Q" H

= > 1919 - ®19lele - ®1 pual €l

0<j<m j—1 m—j
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A primeira parte do teorema de classificagao de algebras de Hopf cocomutativas pontuais

vem a seguir.
Seja H uma &lgebra de Hopf arbitraria. Para cada x € G = G(H), no restante desta

se¢do, H, denotard a componente irredutivel (conexa) de H contendo x.

Proposicao 2.1. Com a notacdo acima, temos

(1) H,H, C Hyy e N(H,;) € H,—1, para todos x,y € G. Em particular, Hy é uma subdlgebra
de Hopf de H.

(ii) Hy é uma kG-mddulo dlgebra, via x - h = xhx™"', para todos x € G e h € H;.

(111) Se H é cocomutativa e pontual, entdo Hi#kG ~ H, via h#x — hz.

Demonstragao : [25], Coroldrio 5.6.4.

A decomposicao obtida na Proposi¢ao 2.1 reduz o estudo da estrutura de uma algebra de
Hopf cocomutativa e pontual ao estudo de sua componente irredutivel contendo 1. Como as
componentes irredutiveis sao conexas, ¢ suficiente estudar a estrutura de dlgebras de Hopf
conexas cocomutativas. Para corpos de caracteristica zero, a estrutura de tais algebras foi

descrita, independentemente, por Cartier e Kostant.

Teorema 2.2. (Cartier-Kostant) (/25/, Teorema 5.6.5) Seja H uma dlgebra de Hopf
conezxa e cocomutativa sobre um corpo k de caracteristica zero. Entdo, H ~ U(L), para

L= P(H).

Como conseqiiéncia imediata da Proposicao 2.1 e do Teorema 2.2, temos

Corolario 2.1. Se H € uma dlgebra de Hopf cocomutativa e pontual sobre um corpo k de

caracteristica 0, entao

H ~ U(L)#kG,

onde L=P(H) e G=G(H).
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Como vimos acima, toda algebra de Hopf cocomutativa H sobre um corpo k algebrica-
mente fechado é pontual. Logo, o coroldrio acima pode ser aplicado para algebras de Hopf
cocomutativas sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Em particular,
se além dessas hipdteses, a algebra de Hopf tiver dimensao finita, ela serd isomorfa a uma
algebra de grupo. Obtemos, assim, um dos primeiros resultados sobre a classificacao de

algebras de Hopf, conhecido como Teorema de Cartier-Kostant-Milnor-Moore.

Teorema 2.3. ([17], Teorema 4.4.3) Uma dlgebra de Hopf cocomutativa sobre um corpo
algebricamente fechado k de caracteristica zero é um produto smash de uma dlgebra de grupo
por uma dlgebra universal envelopante de uma dlgebra de Lie.

Em particular, uma dlgebra de Hopf cocomutativa de dimensdao finita sobre k é uma

algebra de grupo.



CAPITULO 3

Critérios Homoloégicos de Finitude

3.1 Propriedades Homolégicas F'P,, de mdédulos

Sejam A um anel com unidade e A um A-médulo.

Todo médulo A tem resolucoes projetivas, mas nao necessariamente finitamente geradas.

Nesta secao, veremos condigoes homolégicas em A que sao equivalentes com a existéncia
de resolugoes livres finitamente geradas.

Todos os resultados das Secoes 3.1-3.3 sao conhecidos e a maioria deles pode serem

encontrados no livro de R. Bieri ([5]).

Definigao 3.1. (Médulo de Tipo FP,,) O A-mddulo A é dito ser de tipo F'P,, se existe
uma resolugao projetiva P — A, com P; finitamente gerado, para todo i < m. Se os modulos
P; sdo finitamente gerados para todo i, entdo dizemos que A € de tipo F P.
Observacgoes 3.1. e A ¢ de tipo FPy se, e somente se, A € finitamente gerado.

o A € de tipo FP, se, e somente se, A € de finitamente presentado.

o Se A é de tipo (FP)p, 0 <m < oo, entdo podemos construir uma resolucao livre que

¢ finitamente gerada em dimensdes menores ou iguais a m.

De fato, seja ... — P, — P, &, Py — A uma resolucao projetiva, com Py finitamente

gerado. Entao, existe um modulo projetivo finitamente gerado @) tal que Py & @) é um

18
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modulo livre. Deste modo, substituindo Py por Py @ Q) e P, por P, @& @ e estendendo d;
por Idg construimos uma nova resolucao que ¢é finitamente gerada e livre na dimensao 0.

Continuando este processo teremos o resultado.

3.2 Limites Diretos e Limites Inversos

Apresentamos nesta secao os conceitos de limite direto e limite inverso e alguns resultados
utilizando tais conceitos, sendo um deles de grande importancia na classificacao de médulos
de tipo F'P,,.

Sejam I um conjunto quase-ordenado (ie, I tem uma relagdo bindria < reflexiva e tran-
sitiva) e C uma categoria. Temos que I pode ser considerado uma categoria, com objetos os
elementos de I e exatamente um morfismo ¢ : ¢ — j se, e somente se, i < j.

Definigao 3.2. (Sistema Direto) Um sistema direto em C, com conjunto de indices I,
¢ um funtor F': I — C tal que, para cada i € I, existe um objeto F; e, se 1,7 € I satisfazem
1 < 7, existe um morfismo gpé- : Fy — Fj tal que:

(i) ¢! : F; — F; € a identidade, Vi € I;
(i) Sei < j <k, o diagrama

i

k Fk
N
F;

F;

é comutativo.

Definigao 3.3. (Limite Direto) Seja F = {F;, ¢’} um sistema direto em C. O limite
direto deste sistema, denotado por lim F;, ¢ um objeto e uma familia de morfismos
a; : F; — (im F}), com a; = aj o <p§-, sempre que 1 < j, satisfazendo o sequinte problema

universal de aplicacoes:
hsz, — Q 7___)X

para todo objeto X e toda familia de morfismos f; : Fy — X, com f; = f; o go}, com i < j,

existe um unico morfismo 3 : (im F;) — X fazendo o diagrama acima comutativo.
—
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Definicao  3.4. (Sistema Inverso) Sejam I wum conjunto quase-ordenado e C uma
categoria. Um sistema inverso em C, com conjunto de indices I, é um funtor contravari-
ante F': I — C tal que, para cada i € I, existe um objeto F; e, set,) € I satisfazem 1 < 7,
existe um morfismo wf : Py — F; tal que:

(i) ! : F; — F; é a identidade, Vi € I;

(ii) Sei < j <k, o diagrama

F,

k
P -Fz
F;

€ comutativo.

Definigao 3.5. (Limite Inverso) Seja F = {F;, 1)} um sistema inverso em C. O limite
inverso deste sistema, denotado por lian € um objeto e uma familia de morfismos
Q; (121 F)) — F;, com a; = wf o aj, sempre que © < j, satisfazendo o segquinte problema
universal de aplicagoes:

llnFﬂ———ﬁf -- X

para todo objeto X e toda familia de morfismos f; : X — F;, com f; = 1/113 o fj, comi < j,

existe um tnico morfismo 3 : X — (lim F}) fazendo o diagrama acima comutativo.
pu—

Seja F' um funtor covariante da categoria de A-mdédulos na categoria de grupos
abelianos.
As aplicagoes F; — (lim F) e (lim F,) — F; induzem um sistema compativel de

aplicagoes

F(F;) — F(lim F,)

F(lim F.) — F(F)
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respectivamente e, temos os homomorfismos
li_n} F(F,) — F(lﬂl F.),
F(lim F,) — (lim F(F.)).
respectivamente.

Definicao 3.6. Dizemos que F comuta com limite direto ou limite inverso se o homo-

morfismo correspondente é um isomorfismo.

Os funtores lim e lim nao sao exatos em geral, mas existem casos especiais interessantes
=

em que esta propriedade é vélida. Neste caso, chamamos de limites diretos exatos e

limites inversos exatos, respectivamente.

Exemplo 3.1. Produto direto ¢ um exemplo de limite inverso exato. Limite direto sobre

um conjunto de indices direcionado I (ie, para todos o, 3 € I, existe v € I tal que o < 7y e

B <) € exato ([5], pg. 08).

Proposicao 3.1. Para todo A-mddulo A e todo k > 0, temos:
(a) O funtor Tor(A,—) comuta com limites diretos exatos;

(b) O funtor Exth (A, —) comuta com limites inversos exatos.

Demonstragao : [5], Prop.1.1.

Proposicao 3.2. (Resultado importante:) As sequintes condigées sao equivalentes, para
um N-mddulo A:

(i) A é de tipo FP,,;

(ii a) Para todo limite inverso exato, a aplicagdo natural Tori (A, lim M,) — lim Tor(A, M,)
€ um isomorfismo, para todo k < m, e um epimorfismo para k = m;

(ii b) Para todo limite direto exato, a aplica¢ao natural 11;11 Exth (A, M,) — Extk (A, liin M.,)
€ um isomorfismo, para todo k < m, e um monomorfismo para k = m;

(iii a) Para um produto direto [[A de cdpias arbitrdarias de A, a aplicagdo natural
Tort (A, TTA) — [[Tord(A,A) é um isomorfismo, para todo k < m, e um epimorfismo

para k = m;
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(iii b) Para o limite direto de um sistema direcionado de A-mddulos { M.}, com lim M, = 0,

temos lim Extk (A, M,) = 0, para todo k < m.

Demonstragao : [5], Teorema 1.3.

Observacao 3.1. (Sobre a condigao (iiia))
(01) Observemos que Tort(A,A) = 0, para k # 0. Entdo, para m > 1, a afirmagcio de
(tiia) pode ser escrita:

(idia) p: A2x(JTA) — [T A € um isomorfismo e Tor (A, T[A) =0, para 1 <k <m—1;
(02) A condigio pn : A @, ([TA) = [[A, para todos produtos diretos, é equivalente com
“A ¢ de tipo FP,”. Logo, (itia) € também equivalente a

(idia)" A € finitamente presentado e Tort (A, [[A) =0, para todo 1 <k <m — 1.

(03) A prova de (iiia) = (i) nos dd um resultado ligeiramente importante. E suficiente,

na condi¢ao (iita), considerarmos produtos diretos HA sobre um conjunto de indices de

X
cardinalidade x < maz(|A|,|A]). Assim, se A € finitamente gerado (por exemplo, na

condicio (iiia)" ), somente precisamos considerar produtos diretos HA, com x < |A].
X

Como uma aplicacao desta proposi¢ao, podemos provar a seguinte:

Proposicao 3.3. Seja A" — A — A" uma seqiiéncia exata curta de A-mddulos. Entdo, as
sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

(a) Se A" € de tipo FP,,_y e A € de tipo FP,,, entio A" ¢ de tipo FP,,;

(b) Se A € de tipo FP,,_, e A" ¢ de tipo FP,,, entio A" ¢ de tipo FPp,_y;

(c) Se A" e A" sio de tipo FP,,, entdo A também ¢é de tipo FP,,.

Demonstragao : (a) Por hipétese e (i7ib) da Proposi¢ao 3.2 temos, para cada sistema dire-

cionado { M.} de A-mdédulos,

lim Ext*(A, M,) =0,se k <m e limM, =0,

limExtk(A/,M*) =0,sek<m-—1 e limM,=0.
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Sendo lim funtor exato para um sistema direcionado, temos a seqiiéncia exata longa

—

.o = lim Bzt (A", M,) — lim Ext* (A", M,) — lim Ext*(A, M,) —

— lim E:vtk(A/, M,) — lim Ea:tkH(AN, M,) — lim Bzttt (A, M,) — - -

Agora, com as condicOes acima, ou seja, limEmtk(A,,M*) =0,s¢e k <m-—1c¢e
lim Ext*t (A, M,) = 0, se k+1 < m (k < m — 1), devemos ter lim Exzt’(A", M,) = 0,
se k+1=j <m. Assim, por (i7ib) da Proposi¢ao 3.2, temos que A" é de tipo FP,,.

(b) Como acima, por (i7ib) da Proposigao 3.2, temos
lim Eat*(A, M,) =0,se k<m —1e limEattk(A”, M,) =0, se k <m,

para {M,} um sistema direcionado de A-médulos, com lim M, = 0.
Assim, na seqiiéncia exata longa de (a), se k < m —1, teremos lim Extk(A/, M,)=0.

Logo, A" é de tipo FP,,_;.
(c¢) Novamente, por hipdtese e por (iiib) da Proposi¢ao 3.2, temos
lim Ext*(A", M,) = 0 e lim ExtF (A", M,) = 0, se k < m.

Na seqiiéncia exata longa de (a), teremos entao lim Ext*(A, M,) = 0, se k < m.

Portanto, A é de tipo FP,,.
|

Lema 3.1. Todo mddulo A finitamente gerado sobre um anel A noetheriano e comutativo

tem tipo F P, sobre A.

Demonstracao : Consideremos a seqiiéncia

O
Ker9; — A% = A.

Sendo A® finitamente gerado sobre A, o qual é noetheriano, temos que A*0 é A-mddulo
noetheriano.
Logo, Ker (0;) é finitamente gerado sobre A, conseguindo A®* — Kerd; e, assim por

diante, teremos



Secao 3.2 e Limites Diretos e Limites Inversos 24

S:... PZopst O ase D4 g

resolucao livre de A sobre A, onde cada moédulo é finitamente gerado. Logo, A é de tipo

FP sobre A.
[ |

Observagao 3.2. Se A for modulo a direita, no Lema 3.1, é suficiente A ser anel noethe-

riano a direita, nao necessariamente comutativo.

Exemplo 3.2. Seja X uma classe de grupos. Um grupo G é dito poli-X se G contém uma

série subnormal (ie, G; < Git1, com G; nao necessariamente normal em G)
{1}:G0<]G1<]...<]Gn:G

tal que cada fator G;/G;_1,1 < i <n, pertence a classe X.

Em ([26], Cap.10, Teorema 2.7), temos: Sejam S um anel com 1g, R um subanel noethe-
riano 4 esquerda (respectivamente a direita) com 1g = 1g € G um grupo de unidades de S,
sendo poli-{ ciclico, finito}. Se R = R® = {grg~'|g € G,r € G} ¢ S = (R,G) (ie, S como

anel € gerado por R e G), entao S é noetheriano a esquerda (respectivamente a direita,).

Lema 3.2. Sejam A um mddulo de tipo F'P,, sobre um anel A, S um anel, com ), S funtor

exato. Entdo, A ®x S tem tipo F P, sobre S.

Demonstracao : Sendo A um médulo de tipo F' P, sobre A, temos que existe uma resolugao

projetiva

=P .. =P =P = F A,

com P; finitamente gerado, para todo ¢ < m. Agora, como ®,.5 é funtor exato, temos
.—>Pj®ASH...—>P2®AS—>P1®AS—>PO®AS_»A®AS’

resolucao projetiva de S-modulos, com P; ®, S finitamente gerado, para cada i < m. Logo,

A®p S tem tipo FP,, sobre S.
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3.3 Grupos de tipo F'P,

Seja R um anel comutativo com unidade 1 # 0.

Todas as demonstracoes dos resultados desta secao podem ser encontradas no livro de R.

Bieri ([5]).

Definigao 3.7. (Grupo de Tipo FP,) Um grupo G ¢ dito ser de tipo FP,, sobre R,
m = oo ou um inteiro > 0, se o G-mddulo trivial R (ie, G age como 1) é de tipo F'P,, como
um RG-mddulo.

Se G é de tipo F'P,, sobre Z, entao dizemos que G ¢é de tipo F'P,,.

Observacao 3.3. R ¢ finitamente gerado como um RG-mddulo. Assim, todo grupo € de

tipo F'Py sobre R.

Proposicao 3.4. Um grupo G € de tipo F P, sobre R se, e somente se, G € finitamente

gerado.

Definicao 3.8. Um grupo G ¢ dito ser quase finitamente presentado sobre R se existe
uma seqiéncia exata curta de grupos K — F — G, com F' um grupo livre finitamente gerado

e Rz K/ K, K] finitamente gerado como RG-mdédulo, onde a agdo de G € por conjugacao.

Grupos finitamente presentados sao, claramente, quase finitamente presentados sobre

algum anel R. A reciproca deste fato é falsa ([4]).

Proposicao 3.5. Um grupo G € de tipo F'P, sobre R se, e somente se, G € quase finitamente

presentado sobre R.

3.4 Algebras de Tipo F'F,

Sejam L uma algebra de Lie sobre um corpo k, () um grupo que age sobre L via con-

jugacao e H = U(L)#k@Q uma algebra de Hopf.
Observacao 3.4. O U(L)-mddulo k ¢é dito trivial se L age como multiplica¢ao com 0.

Definicio 3.9. (Algebra de Tipo FP,,) Uma dlgebra de Lie L sobre um corpo k tem
tipo FP,, se o U(L)-mddulo trivial k tem tipo F'P,,.
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Observagao 3.5. O H-maodulo k é dito trivial se L age como 0 e G age como 1.

Defini¢ao 3.10. (Algebra de Hopf de Tipo FP,) Uma dlgebra de Hopf H = U(L)#kQ
tem tipo FP,, se o H-mddulo trivial k (ie, via counidade U(L)#kG — k) tem tipo FP,,.

Lema 3.3. Seja H = U(L)#kQ dlgebra de Hopf e IK um corpo extensao de k. Entao,
H tem tipo F P, se, e somente se, H®y IK = U(L ® IK)#IKQ tem tipo FP,,.

Demonstracgao : (=) Sendo H de tipo F'P,,, por defini¢do, existe uma resolu¢do projetiva

de H-modulos

P:w-—P—.- > P—k—0,

do H-moédulo trivial k£, com P; finitamente gerado, para todo ¢ < m.

Agora, como — ®; — € funtor exato, temos que
PrlK: - =P IK — - =Bt IK -k, K=K —0

¢ uma resolucao do H ®; IK-médulo trivial K, onde cada é = P, ®; IK é H®;, IK-mbdulo
projetivo e finitamente gerado para i < m.

Logo, H ®;, IK tem tipo F'P,,.

(<) Suponhamos que H ®j, IK tenha tipo F'P,,. Logo, H® IK tem tipo F'P,,_1. Provaremos

por inducao. Assim, vamos supor que
H ®;, IK de tipo FP,,_1 = H de tipo F'P,,_.

Deste modo, existe uma resolucao projetiva de H-mddulos

arn aTn 1

P P, 2P, PPk,

onde cada P; é finitamente gerado, para cada i < m — 1.

Agora, como — ®;, IK é funtor exato, temos que
PRRIK: s Pr oy KB Py @ KT o PL@y K2 Py@y K — K — 0,

¢ uma resolucao projetiva, onde cada ISZ = P, ®; IK é H ®;, IK-mddulo finitamente gerado,

Vi<m-—1.
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Assim, temos
0 — ker(dm—1) = Ppa @ IK — -+ — Py IK — Py ®p IK — IK — 0,

seqiiéncia exata, onde P; ®j IK tem tipo F' P, sobre H ®; IK, para todo 0 <7 < m — 1, pois
sao projetivos e finitamente gerados, e IK tem tipo F'P,, sobre H ®; IK. Logo, por ([11],
Proposigao VIII. 4.3), ker(d,,—1) ¢ finitamente gerado sobre H ®;, IK.

Sendo P um complexo exato e ®;IK funtor exato, temos que P ®; IK é complexo exato.

Logo,
Ker(dy,—1) = Im(dy,) = Im(Pp,@kIK — P 1@kIK) ~ Im(P,, — Pp,_1)@kIK = Im(0,,) @K,

de onde temos I'm(0,,) ®; IK finitamente gerado sobre H ®;, IK.

Afirmacao: Seja M um H-moédulo tal que M ®; IK é finitamente gerado como H ®y IK-

modulo. Entao, M é finitamente gerado como H-médulo.

De fato, se M ®;, IK = Z (m; @ fi).(H @y IK) = Z m;(H) ® IK, temos que

m;EM, f; €IK m;EM
M= > mi(H)

m;EM
Assim, aplicando esta afirmagao para M = Im(0,,) = Ker(0py—1), temos que I'm(0,,) é

finitamente gerado sobre H. Deste modo, existe P, —» Im(0,,) = Ker(0m,-1) projetivo e

finitamente gerado sobre H. Portanto, H é de tipo F'P,,.



CAPITULO 4

Teoria de Valorizacoes

Neste capitulo veremos algumas defini¢oes e resultados interessantes de [13] sobre a teoria

de valorizacoes, os quais sao muito importantes nas demonstracoes dos resultados obtidos.

Seja ' um grupo comutativo totalmente ordenado escrito aditivamente. Denotaremos

', o conjunto obtido de I'" adjuntando um elemento denotado por +oco tal que:
(1) o < 400, para todo a € T
(2)(+00) + (+00) = 400, a4+ (+00) = +00, para todo a € I'.
Pode-se verificar que esta operagao é associativa e comutativa e, que arelacao a < f € '

implica a + v < 3 4 v, para todo v € I'.

Definicao 4.1. (Valorizagao de um anel) Seja C' um anel com unidade 1 e I' um grupo
comutativo totalmente ordenado escrito aditivamente. Uma valorizagao de C' com valores
em I' é uma aplicagao v : C' — 'y que satisfaz as sequintes condigoes:

(VL) v(ay) = v(@) +v(y), para z,y € C;

(VL) v(z+y) = inf{v(z),v(y)}, para z,y € C;

(VLi)v(l) =0 e v(0) = +oo.

28
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Proposicao 4.1. (Valorizagao de um corpo) Sejam k um corpo e v uma valoriza¢ao
de k com valores em I'. Entao,

(i) z # 0 = v(z) # +oo;

(ii) A={z € k:v(z) >0} é um subanel de k;

(iii) Para todo a € T, os conjuntos V, = {x € A :v(z) > a} eV, ={z € A:v(z)> a}
sao ideais de A e todo ideal diferente de (0) de A contém um dos V. ;

(iv) O conjunto m(A) = {x € A : v(x) > 0} € o unico ideal mazimal de A (ie, A € um
anel local), U(A) = A\ m(A)(elementos de A que nao pertencem a m(A)) é o conjunto de
elementos invertiveis de A e o anel quociente k(A) = A/m(A) é um corpo.

(v) Para todo x € k\ A, ' € m(A).

Demonstragao : [8], VI.3.2, pag 387.

Definicao 4.2.

e O subanel A da proposicao anterior é chamado anel da valorizagao v em k;
e m(A) € chamado ideal da valorizagao v em k;
e k(A) é chamado corpo de residuos da valorizagao v em k.

e U(A) é o kernel do homomorfismo v : k* — ' e a imagem v(k*) é um subgrupo
do grupo aditivo I', chamado grupo ordem ou grupo de valores de v, o qual €,

portanto, isomorfo a k*JU(A).
e Para x € k, o elemento v(zx) de 'y, € chamado a valorizagao ou ordem de z em v.

. ~ ’ ~ . . A
e Duas valorizacoes v,v em k sao ditas equivalentes se elas tém o mesmo anel.

Definigao 4.3. (Valorizagao Discreta) Sejam k um corpo, v uma valorizagio de k e T o
grupo ordem de v. A walorizacdo v € chamada discreta se existe um isomorfismo do grupo

ordenado I em Z .

Definigao 4.4. (Valorizagao boa) Uma valorizagao de uma k-dlgebra comutativa R é

dita ser boa se esta € discreta, trivial em k, e tem corpo de residuos igual a (a imagem de)

k.
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Se v é uma valorizacao de R entdo, para a € R, escrevemos v(a) para o valor de v em a.

Observemos que a valorizacao ordem no anel de séries de poténcias de Laurent k((t)) é
boa.

Os resultados apresentados a seguir sobre valorizacoes boas sao muito importantes para
a demonstracao da Proposi¢ao 5.1, apresentada no proximo capitulo, a qual é suficiente ser
provada no caso em que k é algebricamente fechado. Logo, vamos assumir, no decorrer desta

secdo, k = k.

Lema 4.1. Se v é uma valorizagao boa de uma k-dlgebra comutativa R, onde v tem grupo
de valor Z, entao existe um k-homomorfismo de dlgebras o : R — k((t)) tal que v coincide

com a restri¢cao da valorizagao ordem, ie, v(a) = o(o(a)),Va € R.

Demonstragao : [13], Lema 3.5.

Lema 4.2. (01) Uma valorizagdo equivalente a uma valoriza¢ao boa € boa;

(02) A restricao de uma valorizagdo boa a uma subdlgebra com grupo de valores nao nulo é
boa;

(03)Se v é uma valorizagdo boa de um corpo Fy contendo k e se Fy € uma extensao finita

do corpo F, entao toda extensao de v a Fy € também boa.

Demonstragao : [13], Lema 3.6.

Valorizagoes boas estao em conexao com homomorfismos de anéis de séries de poténcias

e, entao, veremos algumas observacoes nos anéis de séries de poténcias.

Lema 4.3. (01) O grau de transcendéncia de k((t)) sobre k € infinito;

(02) Para inteiros dados ny, ..., ny, existe um subconjunto {f1,..., fi} de k((t)) que € alge-
bricamente independente sobre k e tal que f; tem ordem n;, para todo i =1,...,1;

(03) Para elementos dados ai,...,oq € k, existe um subconjunto {fi,..., fi} de Kk[[t]]

que € algebricamente independente sobre k e tal que f; tem termo constante oy, para todo

i=1,...,1
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Demonstragao : [13], Lema 3.7.

Agora, traduziremos estes resultados para resultados de existéncia de boas valorizagoes.

Lema 4.4. Seja k(Xq,..., X)) o corpo de fragdes do anel de polinémios k[ X1, ..., X].
(01) Para inteiros dados ny,...,n;, existe uma valoriza¢ao boa v de k(Xy,..., X)) tal que

v(X;) =mng, parai=1,....1;

(02) Sejam a e b elementos nao nulos de k[Xy,...,X;] e suponhamos que b { a. Entao,
existe uma valorizagao boa v de k(Xq,..., X)) tal que v € nao-negativa em k[Xy,...,X;| e
v(a) < v(b).

Demonstracao : [13], Lema 3.8.

Os Lemas 4.1 a 4.4 sao usados na demonstracao da Proposigao 4.2 e serao utilizados no

ultimo capitulo.

Proposicao 4.2. Seja T uma k-subdlgebra finitamente gerada de uma k-dlgebra finitamente
gerada comutativa S. Entao, S € integral sobre T se, e somente se, toda valorizagao boa que

€ nao-negativa em T € também nao-negativa em S.

Demonstracgao : [13], Lema 3.9.

Lema 4.5. Sejam M um k-espaco, S uma k-subdlgebra de Homy (M, M) e T uma subdlgebra
central finitamente gerada de S. Suponhamos que M seja finitamente gerado como um S-

modulo. Entao,
M ¢ finitamente gerado como um T-modulo < S ¢é finitamente gerado como um T-maodulo.

Demonstragao : [13], Lema 3.10.




CAPITULO 5

O Invariante de Bryant-(Groves -

Resultados Existentes

5.1 A definicao do invariante A de Bryant-Groves

Para o objetivo desta secao, ) é uma algebra de Lie abeliana de dimensao finita sobre
um corpo k e M é um Q-médulo (ie, M é um U(Q)-médulo). Denotaremos o fecho algébrico
de k por k. O anel de séries de poténcias formais sobre k na indeterminada t sera denotado
por k[[t]] e k((t)) serd o corpo de fracdes de k[[t]]. Este consiste de séries de poténcias formais
de Laurent em ¢. Assim, cada elemento f de k((t)) pode ser escrito na forma f = t~"g, com
n>0eg¢€k[t]. Aordem de uma série de poténcias de Laurent nao nula é, como usual, o
menor inteiro n tal que t" aparece com coeficiente nao nulo. Denotamos a ordem de f por
o(f), com a conven¢ao que o(0) = oco.

Seja I'1(Q) o k-espaco consistindo de todas k-aplicacoes lineares de Q em k((t)), ie,

[1(Q) = Homy(Q, k((t)))

e consideremos I'y(Q) o subespaco consistindo das aplicacdes com imagem contida em k[[]],

ie,

T9(Q) = Homy (Q. K{[1]).]

32
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A propriedade universal de dlgebras envelopantes garante que cada elemento y de I'1(Q)
estende, unicamente, a um k-homomorfismo de &lgebras ¥ de U(Q) em k((t)). Para
X € I'1(Q), escrevemos [x] para o elemento y +1'(Q) do espago quociente I'1 (Q) /T'o(Q). De-
notamos por Aq(Q, M) o conjunto de elementos x de I'1 (Q) que satisfazem X (Annyg)(M)) =

{0} e, o invariante de Bryant-Groves é definido como:

Definicao 5.1.

AQ, M) ={[x] | x € A(Q, M)} CT1(Q)/To(Q).

Na secao 5.3 deste capitulo, vamos discutir alguns exemplos basicos deste invariante.

5.2 Alguns resultados sobre o invariante A

Através deste invariante R.Bryant e J.Groves demonstraram um importante resultado
sobre classificagao de dlgebras de Lie finitamente presentadas, o qual é apresentado a seguir.
A implicagao (3) = (1) do seguinte teorema esta feita em [12] e as demais sao apresentadas

em [13].

Teorema 5.1. Seja L uma dlgebra de Lie finitamente gerada sobre um corpo k. Suponhamos
que L tenha um ideal abeliano A tal que L/A tem dimensao finita. Consideremos R a dlgebra
envelopante de L/A. Entdo, as sequintes condi¢des sao equivalentes:

(1) L € finitamente presentada;

(2) O quadrado exterior AN A € finitamente gerado como um R-mddulo via a¢ao diagonal;

(3) O quadrado tensorial A® A € finitamente gerado como R-mdédulo via a¢do diagonall.

Observacao 5.1. A definicao de acdo diagonal foi apresentada no primeiro capitulo, na

Definicao 1.8.

Suponhamos agora que ()7 seja uma algebra de Lie abeliana de dimensao finita sobre k
e que 0 : ()1 — @ seja um homomorfismo de k-algebras de Lie. Como M é um @-mddulo,

devemos ter M também @);-mddulo via 6.
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Se x € A(Q,M), temos x : @ — k((t)) homomorfismo de k-dlgebras, com
X(Anng@yM) = 0. Denotemos x; = x o6 : Q1 — k((t)) homomorfismo de k-algebras.
Se q1 € Anny g, M, temos

Mg =0& MbO(q1) =0« 0(q:) € Anny (M) C Kerx < x(0(q1)) =0 < x1(q1) = 0.

Logo, x1(Anny g, M) = 0. Portanto, x; = x 00 € A(Q1, M) e, deste modo, ¢ induz uma
funcao

0" A(Q, M) — A(Q1, M),

na qual 0*([x]) = [x o 0], para todo x € A(Q, M).

Proposicao 5.1. Com a notagao acima, suponhamos que M seja um Q-maodulo finitamente

gerado. FEntao,

M é finitamente gerado como Q1-mddulo se, e somente se, (6*)71([0]) = {[0]}.

Demonstragao : A demonstragao pode ser encontrada em ([13], Proposigao 3.1).

Observamos que para esta demonstracao sao usados os seguintes resultados: Lema 4.5,
Proposigao 4.2 e Lema 4.1, pois é suficiente trabalharmos no caso em que k é algebricamente

fechado, ou seja, k = k.
[ |

Suponhamos que M; e Ms sejam modulos finitamente gerados sobre as algebras de

Lie abeliana de dimensao finita @)1 e ).

Lema 5.1. Anny(qu)eu(@x) (M1 ® M) = Annyq,) (M) © U(Q2) + U(Q1) © Anny(qy) (Mz).

Demonstragao : [13], Lema 3.2.

Os mergulhos 0; : Q; — Q1 @ @2, para ¢ = 1,2, definidos por

o1(q1) = (¢1,0) e 02(q2) = (0,¢2), para todos ¢1 € @1, ¢ € Q2,
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induzem aplicacoes
I (Q1 @ Q2) — I'i(Qi)

e, entao, induz uma aplicagao
v T(Q1® Q) — I'(Q1) x T (Q2)
para o produto cartesiano, dada por
v(¢) = (¢poo1,¢002),

para todo ¢ € I'1(Q1 ® @Q2).

Proposicao 5.2. Com a notacdo acima, v induz uma bijecdao
V' A(QL @ Qo My @ My) — A(Qr, My) x A(Qa, My).

Demonstragao : [13], Proposi¢ao 3.3.

Como uma consequéncia das proposicoes 5.1 e 5.2 temos o seguinte resultado:

Proposicao 5.3. Sejam Q) uma k-dlgebra de Lie abeliana de dimensdo finita e M um
Q-maodulo finitamente gerado. Entdo,
M ® M ¢€ finitamente gerado sobre Q via agdo diagonal < se A(Q, M) nao contém dois

pontos nao-nulos cuja soma € zero.

Demonstragao : [13], Proposicao 3.4.

Agora, diretamente do Teorema 5.1 e da Proposicao 5.3, temos o seguinte Teorema.

Teorema 5.2. Seja L uma dlgebra de Lie metabeliana finitamente gerada sobre um corpo k
e consideremos A o ideal abeliano de L tal que L/A é abeliano. Entao,

L ¢ finitamente presentada se, e somente se, sempre que [x1], [x2] € A(L/A, A) satisfazem

D] + Dxa] = (0], temos [xa] = [x2] = [0].
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Demonstragao : [[13], Teorema B] Pelo Teorema 5.1, L é finitamente presentado se, e somente

se, A® A é finitamente gerado via agao diagonal de L/A. Entao, o resultado segue aplicando

a Proposicao 5.3 com Q = L/Ae M = A. [ |

Lema 5.2. Sejam Q uma dlgebra de Lie abeliana de dimensdo finita sobre k e A um Q-

modulo, entao

A(Q,A) = [0] & dimpA < 0.

Demonstracao : Primeiramente, observemos o seguinte

u(Q)

o (A)—>ZUootem

Afirmagao: Sendo A(Q, A) = [0], temos que cada valorizagao boa de

valores em Z>o, U oo. De fato, se v : AZS(?A) — Z U oo é uma valorizagao boa, pelo Lema

4.1, existe um k- homomorfismo de &lgebras o : AZ&%&) — k((t)) tal que v(q) = o(o(q)),

U
\V/q € Angz?))

Agora, por definicao, A(Q A) {Ix] | x : @ — k((t))}, sendo x estendivel a um

homomorfismo de anéis Y : A — k((t)). Assim, o|g = x e [x] € A(Q, A) = [0]. Logo,

Im(x) € K[[t]] = Im(c) < K[[t]]

Como oo o = v, devemos ter entdo Im(v) C Z>o U 0.
Deste modo, pela Proposicao 4.2, 4 (Ca) é integral sobre k. Logo, dimy, vQ)

Ann(A)

< 0Q.

Agora, como A é finitamente gerado como U(Q)-médulo, temos

A=alU(Q) +aU(Q) + -+ +aU(Q) = a1 5By + ar oy + - + Ay iy

u@)

Portanto, dim,A < s.dimy, Ton(d) < OO
Reciprocamente, se dimpA < oo, entao dimy Aiff(ﬁ) < oo e cada homomorfismo de
k-dlgebras X : A%f() 5 k((t)) deve ter imagem em k[[t]] (observamos que k[[t] é inte-

gralmente fechado em k((t)) e, como A%fa) é integral sobre k, Im(X) é integral sobre k).

Logo, A(Q, A) = [0].
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5.3 Exemplos

Vamos discutir nesta se¢ao alguns exemplos que sao versoes cindidas dos exemplos de
[[13],Secao 5.

Consideremos uma algebra de Lie L, com A — L — (@ sequéncia exata curta cindida

de algebras de Lie abelianas. Vamos supor que dim;Q = 2, com {z,y} base de @) sobre k

(ou seja, @ = kx @ ky), e definimos A = k[z] um kQ-mdbdulo, onde x age via produto e y

age via multiplicacao por z". Por definigao,

AQ,A) ={[\ | x € Ai(Q, A)} € T'1(Q)/To(Q).

Temos AnnyA = (y —2™) <U(Q) = k[z,y], onde k[z,y] é o anel de polinomios nas

varidveis comutativas x e y com coeficientes em k. Assim, X(Annyg)(A)) = 0 se, e somente

n

se, X(y — ™) =0, o que equivale a X (y) = X(x)", ie, x(y) = x(x)
Agora, queremos saber se existem [y1], [x2] € A(Q, A) tais que [x1] + [x2] = [0].
e 1° caso: n impar;
Neste caso, se tomarmos
xi(z) =t e xo(x) = —t !, teremos
xi(y) =xi(z)" =t"e
Xa(y) = xa(z)" = (—t~H)n ET g,
Assim, x1 + x2 = 0, de onde temos [x1] + [x2] = [0], com [x1], [x2] € A(Q, A) \ [0].

Logo, pelo Teorema 5.2, L nao ¢ finitamente presentada.
e 2° caso: n = 2; car(k) # 2.
Temos:
xi(x) + xa(@) € K[[t]];
xX1(2)? + x2(2)* = x1(y) + x2(y) € K[[]].
Para yi1(z) = a, x2(x) = [, temos entao

a+ 3 € K[[t]],
a? + 32 = (a+B)?—2a8 € k[[t]].
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Devemos ter, entdo, que 203 € k[[t]].

Assim, se car(k) # 2, devemos ter a3 € k[[t]]. Logo,
afB € Kk[[t]], a-+ B € k[[t] e, deste modo, a? — (a + B)a + a = 0, com af € k[[t]],
o+ 3 € k[[t]], ou seja, a é raiz de 22 — (a + B)z + a8 = 0, isto é, a é integral sobre
k[[#]].

Agora, como k[[t]] é integralmente fechado em k((t)), devemos ter o € k[[t]].

Analogamente, 3 € k[[t]].

Logo, Im x1 C k[[t]] e Im x» C K[[t]], ou seja, [x1] = [0] e [x2] = [0].

Portanto, pelo Teorema 5.2, temos que L é finitamente presentada, se car(k) # 2.

e 3° caso: n > 2, com n : par e car(k) # 2;

Devemos ter

Xi(2) + xa(w) € K[[t]],
x1(y) + x2(y) € k[[]],
x(z)" = x(y), para x € {x1, X2}
Para y1(z) = , X2(z) = 3, teremos entdo

v =a+ 8 € k[[t],

o B R[] = an+ (y—a) el = an+ S | ] (~1)r i e Rl

0<i<n ¢
Se car(k) # 2, teremos 22" # 0, entao f(z) = 22" — Z (=) T 8
1<i<n \ ¢

um polinémio de grau n com coeficientes em k[[t] e f(c) € k[[t]]. Agora, sendo k[[t]]

integralmente fechado, devemos ter o € k[[t]] .
Analogamente, 3 € k[[t]].
Logo, Im x1 C k[[t]] e Im x2 C K[[t]], ou seja, [x1] = [0] e [x2] = [0].

Portanto, pelo Teorema 5.2, temos que L ¢ finitamente presentada.
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e 4° caso: Analisemos agora para car(k) = 2.

Pelo Lema 5.2, temos que A(Q, A) = [0] se, e somente se, dimA < oo, entao,
como dimpA = dimyk[z] = 0o, devemos ter A(Q, A) # 0. Logo, existe [x] € A(Q, A),
com [x] # 0. E, como car(k) = 2,

Portanto, pelo teorema 5.2, L nao é finitamente presentada neste caso.

5.4 A Conjectura FP,, para Algebras de Lie: o caso

cindido

Se L é uma algebra de Lie finitamente gerada sobre um corpo k, A um ideal abeliano
em L, com ) = L/A abeliano e, além disso, L é uma extensao cindida de A por @, entdo,

em [21], foi mostrado o seguinte:

Teorema 5.3. Sao equivalentes as sequintes afirmacgoes:

(1) k& tem tipo homoldgico FP,, sobre L (ie, L tem tipo homoldgico FP,,);

(2) ®™ A € finitamente gerado sobre U(Q) via agdo diagonal;

(3) Se [v1],...,[vm] € A(Q,A) e [vi] + ...+ [vn] = [0], entao [v;] = [0], para todo i.

Assim, temos que
k tem tipo homolédgico F'P, sobre L (ie, L tem tipo homolégico F'P,) se, e somente se,
A ® A é finitamente gerado sobre U(Q). Logo, podemos colocar no Teorema 5.1 mais uma

condicao: a de L ter tipo homoldgico F'P,, conseguindo que

L tem tipo homoldgico F'P, < L é finitamente presentada.

A demonstragao do Teorema 5.3 segue dos seguintes resultados de [21], no caso especifico

em que B = k.
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Lema 5.3. Se L € uma extensdo cindida de A por Q e B é um U(Q)-mddulo de tipo
homoldgico FP,, sobre U(L), entio B @ (\N" A) € finitamente gerado sobre U(Q), onde

U(Q) atua via o homomorfismo diagonal

m+1

U@ — QU@

levando q € Q a Z I1®1®... 1qe1®...®1

0<i<m i vezes m—i vezes

Teorema 5.4. Suponhamos que A e B sejam U(Q)-mddulos finitamente gerados.

(1) B(Q™ A) é finitamente gerado sobre U(Q) via agdo diagonal < sempre que [va], . .., [Umi1] €
A(Q, A), [n] € A(Q,B), e [0] = [v1] + ...+ [Ums1], temos [v;] =0, Vi.

(2) B&(A\™ A) finitamente gerado sobre U(Q) via agdo diagonal = BR(QR™ A) finitamente

gerado sobre U(Q) via agdo diagonall.

Teorema 5.5. Se A e B sao U(Q)-mddulos finitamente gerados e B&(Q™ A) € finitamente
gerado sobre U(Q) via a¢do diagonal, entao B é de tipo F' P, sobre U(L), onde a dlgebra de
Lie L € extensao cindida de A por Q).



CAPITULO 6

A generalizacao do invariante de

Bryant-Groves

6.1 A definicao do invariante

Para o objetivo deste capitulo, £ é um corpo, Q@ = Z™ = {(q1,...,q¢n) ¢ um grupo
abeliano finitamente gerado e livre de tor¢ao, e M é um R-médulo, onde R é a algebra de

Hopf

R=U(L) ® kQ,

sendo L = kxy @ ... ® kx, uma algebra de Lie abeliana e finitamente gerada.

O fecho algébrico de k serd denotado por k, k[[t]] serd o anel de séries de poténcias
formais sobre k na indeterminada ¢ e denotaremos k((t)) o corpo de fragdes de k[[t]].

Seja I'; (R) o conjunto consistindo de todos homomorfismos de k-dlgebras de R em k((t)),

isto é,

[1(R) = Homy (R, k((t)))

e consideremos sobre este espaco a seguinte relagao de equivaléncia:

X1~ x2 < x1(qf) — x2(qf) € k[[t]], para cada e = +1, e

x1(xi) — xa(z:) € K[[t]].

41
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Para x € fl(R), escrevemos [x] para a classe de equivaléncia de y e denotamos por
fl(R)/ ~ o conjunto de todas as classes de equivaléncia. Denotamos por 0 o homomorfismo
de R em k((t)) que envia L para 0 e Q para 1 e o chamamos de homomorfismo trivial.

Denotamos por Zl(R, M) o conjunto de elementos x de fl(R) que satisfazem
X(Anng(M)) = {0} e, generalizamos de forma natural a definicdo do invariante de Bryant-

Groves na seguinte definicao:

Definigao 6.1. (Generalizagao do Invariante de Bryant-Groves)

A(R, M) ={[x] | x € Ay(R, M)} CT\(R)/ r~, ie,

AR, M) ={[x]| x: R— k((t)) ¢ homomorfismo de k-dlgebras tal que x(AnngM) = 0}.

Exemplo 6.1. Sejam R = k[x,y,z, 27 = klz,y| @ kl[z,27Y], L=kr @ ky e Q = () ~ Z.
Entio, R =U(L) ® kQ.

klz, 271, gy, 2]
(y—an)

produto em M. Por definicdo,

AR, M) ={[x]| x: R— k((t)) é homomorfismo de k-dlgebras tal que x(Anng(M)) = 0}.

Temos que Anng(M) = (y — a™). Assim, x(Anng(M)) = 0 se, e somente se,

Tomemos M = Temos que M ¢é um R-mddulo, onde x,y,z agem como

n

X(y —a™) =0, o que equivale a x(y) = x(z)".

Portanto,

] € AR, M) & x(y) = x(x)".

6.2 Resultados Auxiliares

Agora, suponhamos Ry = U(L;) ® kQ1, onde Ly, Q)1 sdo outras dlgebras com as mesmas

condicoes de L e ) da Secao 6.1, e que
0:R — R

seja um homomorfismo de algebras de Hopf. Entéao, 0(L;) C L e (Q1) C Q.

Como M é um R-modulo, devemos ter M também R;-mddulo via 6.
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Se x € A(R, M), temos y : R — k((t)) homomorfismo de k-dlgebras, com
X(AnngM) = 0.
Denotemos x; = x o6 : Ry — k((t)) homomorfismo de k-dlgebras. Se r; € Anng, M,

temos
Miry=0< MO(r) =0« 0(r1) € Anng(M) C Ker x < x(0(r1)) =0 < x1(r1) = 0.

Logo, x1(Anng, M) = 0. Portanto, y; = y 08 € Ay(Ry, M) e, deste modo, # induz uma
funcao

0* : A(R,M) — A(Ry, M),
na qual 6*([x]) = [x o 8], para todo x € Ai(R, M).

Proposicao 6.1. Com a notagao acima, suponhamos que M seja um R-mddulo finitamente

gerado. Entao, M € finitamente gerado como Ry-mddulo se, e somente se,

(07)~*([0]) = {[0]},
onde 0 € o homomorfismo trivial definido antes da Definicao 6.1.

Observacao 6.1. Primeiramente, observemos que € suficiente provarmos esta Proposi¢ao
no caso em que k € algebricamente fechado.

De fato, pelo Lema 3.3,

M ¢ finitamente gerado sobre Ry se, e somente se, M @ k € finitamente gerado sobre

R ®k

Seja 0 Ri®k — R®k o tinico homomorfismo de k-dlgebras que estende 6.

Precisamos mostrar que

()71 ([0)) = {[0]} < ()" (o)) = {[0]}  (+)
Consideremos o sequinte diagrama comutativo

R, 0 R X (1))

3! 22 ident.

Rk
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onde i1(r1) = r1 ® 1, is(r) = r® 1, x € homomorfismo de k-dlgebras e X é homomorfismo
de k-dlgebras. Entdo, X € o tinico homomorfismo de k-dlgebras que estende x e x = X|r-

Agora, observamos que
0"([X]) = [0] & [x 0 0] = [0] & [0 6] = 0] & 6°([x]) = [0].
Portanto, (x) € verdadeira.

Logo, vamos supor em todo restante desta secao que k = k.

Demonstragao da Proposi¢ao 6.1: [Demonstracao andloga a de [13], Proposicao 3.1]

Consideremos 7 o epimorfismo natural
m:R— R/Anng(M)

e vamos denotar S := w(R) e T := 7(0(R;)) as k-algebras finitamente geradas e comutativas,
com T subdlgebra de S. Pelo Lema 4.5, temos que M é finitamente gerado sobre R; se, e
somente se, S é finitamente gerado sobre T'. Agora, como 7(R) = S é k-algebra finitamente
gerada, isto acontece se, e somente se, S ¢é integral sobre T

Mostremos entao que
S ¢ integral sobre T se, e somente se, (6*)71([0]) = {[0]}.

Suponhamos primeiramente que S seja integral sobre 7.

Seja x um elemento de A (R, M) tal que 6*([x]) = [0]. Entao, x(6(R1)) C k[[t]].
Como x(Anng(M)) = {0}, segue que x se fatora através de 7 .

R - k(1))

7

R/Ann(M)

Entao, sendo S = m(R) integral sobre T" = 7(0(R;)), devemos ter também que x(R) é
integral sobre x(0(R;)) C k[[t]] e, entdo, x(R) ¢ integral sobre k[[t]].
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Mas, k[[t]] ¢ integralmente fechado no seu corpo de fragoes (pois cada dominio de ideais
principais é dominio de fatoracao tnica, logo é integralmente fechado) e, deste modo,
V(R) € Kf].

Logo, [x] = [0] e, portanto, (6%)~'{[0]} = {[0]}.

Suponhamos agora que S = 7(R) nao seja integral sobre T = 7(0(R;)). Entao, pela
Proposigao 4.2, existe uma valorizagao boa de S = 7(R) que é ndo-negativa em T mas isto
nao acontece em S. Pelo Lema 4.1, existe um homomorfismo ¢ de S em k((t)) tal que
domo8(Ry) C K[t], mas 6o n(R) ¢ k([

Seja g =por: R— k((t)). Entao,

&€ Di(R, M), 0°([6]) = {[0]}, mas 9] # [0].
Logo, (6*)~'{[0]} # {[0]}, completando a demonstragao da Proposicao 6.1.

|

Suponhamos que M; e M, sejam modulos finitamente gerados sobre as algebras

Ry =U(L) ® kQ1 e Ry = U(Ly) ® kQ2, respectivamente, onde Ly, L, sao algebras de Lie
abelianas finitamente geradas sobre o corpo k e Q)1,Qs sao grupos abelianos finitamente

gerados.

Lema 6.1. Anng,ggr,(M; ® My) = Anng, (M;) @ Ry + Ry ® Anng,(Ms).

Demonstracao : [Andloga a demonstragao do Lema 3.2 de [13]]

O anulador de M; ® M5 é o kernel do homomorfismo de k-algebras

€: Ry ® Ry — Homy(M; @ My, My @ M),
associado com a acao de médulos de Ry ® Ry em M; ® M;. Mas, pela definigao desta acao

de modulos,
§=T70(p1®@pa),

onde p; e ps s@0 0s homomorfismos
p1: Ry — Homy(My, My), ps: Ry — Homy(Ms, My)
dados pelas acoes de modulos de Ry e Ry em My e Ms, respectivamente, e onde

T Homk(Ml, Ml) X Homk(Mg,MQ) — Homk(Ml & MQ,Ml ® Mg)
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¢ o homomorfismo natural associado com o produto tensorial.

Como p; tem kernel Anng, (M;), para i = 1,2, segue facilmente que p; ® py tem kernel
Anng, (M) ® Ry + Ry ® Anng,(Ms).

Mas, pela parte (ii) da Proposigao 16 de ([9], I1.7.7), 7 é um mergulho. Assim, & e p; ® po

tém o mesmo kernel. Logo,

ATLTLR1®RQ (M1 X MQ) = k?@’l"(g) = ker(pl X pz) = ATL’I’LRI (Ml) X R2 + R1 X A’I’L’)’LR2(M2).

Consideremos os mergulhos o; : R — R ® R, para ¢ = 1, 2, definidos por
o1(r)=r®1r e o9(r) =1g ® r, para todo r € R.

Estes induzem aplicacoes

fl(R ® R) — f1(R)

e, entao, induz uma aplicacao
v:T1(R® R) — I'1(R) x T'1(R)
para o produto cartesiano, dada por
v(f) = (flrokar flkirer),
para todo f € fl(R ® R).
Proposicao 6.2. Com a notagcao acima, v induz uma bijecao
v A(R® R, My, ® My) — A(R, My) x A(R, My).

Demonstragao : [Andloga a demonstragao de [13], Proposigao 3.3]

Primeiramente, mostremos que v induz uma aplicacao
v A(R® R, My @ My) — Ay(R, M) x Ay(R, My),

dada por 1(9) = ($ 001,00 0v).
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Suponhamos ¢ € Al(R ® R, M1 ® My). E suficiente mostrarmos que ¢ o g; € El(R, M;),

para ¢ = 1,2, ou seja, devemos mostrar que

Agora, o1(Anng(M;)) = Anng(M;) @ k.1gr C Annger(M; @ Ms), pelo Lema 6.1. Assim,
¢ o o1 (Anng(M,)) = {0}, de onde temos ¢ o o1 € A (R, M;). Analogamente, ¢ o g5 €
€ A(R, Ms).

Logo, v; estd bem definida.

E facil verificar agora que v; induz uma aplicagao
v A(R® R, My @ M) — A(R, M) x A(R, M)

tal que v*([¢]) = ([0 0 1), [6 0 02]), Yo € Ay(R @ R, My @ M)

Mostremos que v* é injetiva. Suponhamos [¢p] € Ker(v*), ou seja, temos
¢ : R® R — k((t)) homomorfismo de k-dlgebras tal que ¢(Ann(M; @ Ms)) = {0} e
v*([¢]) = ([0], ]0]). Assim, devemos ter

[poa;] =[0], parai=1,2= Im(poa;) Ck[[t]], parai=1,2.

Logo, como ¢ é homomorfismo de k-algebras,
Im(¢) = §(R® R) = 9(R©1).6(1® R) = ¢ 0 01(R).¢ 0 02(R) C K{[t]}, ie, [¢] = [0].

Portanto, v* ¢é injetiva.

Provemos agora que v* ¢ sobrejetora. Seja ([¢1], [¢2]) € A(R, My) x A(R, M,), onde
0; € Al(R, M,), para i = 1,2.
Definamos ¢ € fl(R ® R) por ¢(r; @ o) = ¢1(r1).¢P2(r2), para 11,2 € R. Entao,

pooi(r)=d(r@1g) = ¢1(r).¢2(1r) = ¢1(r).1r = ¢1(r)

pooa(r) =o(lpg®@1) = ¢1(1r).¢2(r) = 1r.@a(1) = Pa(r),

ou seja, ¢ ooy = @1 € Y 00Ty = Pa.

Afirmacgao: ¢ € ﬁl(R ® R, M; ® M,), ou seja, ¢(J) = {0}, onde J = Annggr(M; @ Ms).
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De fato, pelo Lema 6.1,
¢(J) = p(Anng(M1) ® R+ R® Anng(Ms)) C k((t))¢(Anng(M1)) + ¢(Anng(Ma))k((t) €
C k((t))¢ 0 o1(Anng(My)) 4 ¢ 0 oa(Anng(Ms))k((1)).

Mas, para i = 1,2, ¢ o 0;(Anng(M;)) = ¢;(Anng(M;)) = {0}. Logo, ¢(J) = {0}.

Agora, temos
vi([¢]) = ([p o o1, [¢ 0 02]) = ([¢1], [¢2]),

concluindo que v* é sobrejetora.

Portanto, v* é bijetora, como queriamos.
[ |

Definicdo 6.2. Para ¢y, ¢s,...,¢x : R — k((t)) homomorfismos de k-dlgebras, definimos

o(¢1, P2, .-, D)

0 tinico homomorfismo de k-dlgebras R — k((t)) cuja restricio sobre L ¢

O1lL + d2lr + -+ Dkl

e cuja restricao sobre () é dada por

d1lo-d2lq- - - -9klo.
O seguinte resultado é agora uma consequéncia das Proposicoes 6.1 e 6.2.

Proposicao 6.3. Seja R = U(L)®kQ, onde L é uma k-dlgebra de Lie abeliana de dimensao
finita e QQ é grupo abeliano finitamente gerado, livre de tor¢ao. Se My e My sao dois R-
modulos finitamente gerados, entao

My ® M, € finitamente gerado sobre R via a¢do diagonal < se, para todos [¢;] € A(R, M;),
i = 1,2, tais que [p(d1, ¢2)] = [0], entdo [p1] = [po] = [0].

Demonstracao : Seja 0 : R — R ® R a aplicacao diagonal, ie,

d)=11+1el, VieL, g =q®q YqeqQ.

A acao diagonal de R em M; ® M, é definida via d e, entao, como ja vimos ao enunciar

a Proposigao 6.1, existe homomorfismo induzido

5 : A(R® R, My @ My) — A(R, My, @ Ms)
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tal que 6*([¢]) = [0 8], Vo € Ay (R® R, My ® M,).
Lembremos que, na Proposi¢ao 6.1, M; ® M, é finitamente gerado como R-mdédulo via ¢

se, e somente se,
(6*)7H([0]) = {[0]} (%)

E, na Proposicao 6.2, temos o isomorfismo
v A(R® R, My @ My) — A(R, M) x AR, My),

com v*([¢]) = ([¢1], [¢2]) = ([P|rsr.1r); [Pleinor]) € (V)7 ([01], [¢2]) = [¢], onde ¢ satisfaz
¢(T1 (059 7"2) = ¢1(?"1).¢2(7’2),V?"1, Tro € R.
Definamos y = §* o (v*)™!, como no diagrama abaixo.
~ - ~

A(R®R7 Ml ®M2) A(Ra Ml ®M2)

xmgto()

A(R, My) x A(R, My)
Logo,
X : AR, My) x A(R, M) — A(R, My, @ My).
Sendo 1* bijetora, temos que
(6%)([01) = {[0]} < x*([0]) = {([0], [0])}. (=)
Agora, como ¢(r1 ® 12) = ¢1(r1).¢2(r2), temos:

e VieL, ¢od(l) = p(Il@1+101) 2™ ¢(1@ 1)+ d(1@1) = $1(1).da(1) + d1(1).¢a(l) =
= ¢1(1) + ¢2(1).

° Vg €Q, poi(q) = d(q®q) = ¢1(q)-92(q).
Logo, ¢ 0 0(L) = ¢1]r + ¢alr € ¢ 0 6(Q) = ¢1lq-P2]q e, entao,

X([¢1], [92]) = [0(@1, P2)],
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onde ¢(¢p1, P2) é como na Defini¢ao 6.2.
Logo,

([61], [@2]) € X7 ([0]) < [ (61, d2)] = [0].

Portanto, por (*) e (**), concluimos o resultado.
|

Esta proposicao pode ser generalizada para um numero finito de médulos, como

apresentamos a seguir.

Proposicao 6.4. Seja R = U(L)®kQ, onde L € uma k-dlgebra de Lie abeliana de dimensao
finita e QQ € grupo abeliano finitamente gerado, livre de tor¢ao. Se My, M, ..., M, sio R-
modulos finitamente gerados, entdo

M @ My ® -+ ® M, € finitamente gerado sobre R via acdo diagonal < se, para todos
[¢:] € A(R, M;),i=1,2,...,m, tais que [p(¢P1, ..., 0m)] = [0], entao [¢1] = ... = [dm] = [0].

Demonstracao : Andaloga a anterior, para dois modulos, sendo agora a aplicacao ¢ definida

da seguinte forma:
§:R— QR

[ Z I11l® - lele®l® ---®1, paral € L
N ~~ —
P

0<j<m

m—j
g—qRqR---®q, paraq € Q
—————

m vezes

Corolario 6.1. Sejam R = U(L)®kQ, onde L é uma k-dlgebra de Lie abeliana de dimensao
finita e Q) € grupo abeliano finitamente gerado, livre de torcao. Suponhamos M um R-mddulo

finitamente gerado. Entao, Q™ M € finitamente gerado sobre R via agdo diagonal < sempre

que [¢1], ..., [bm] € A(R, M), tais que [p(1, ..., bm)] = [0], temos [¢5] = [0], para todo i.
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6.3 O Teorema Principal

Sejam L uma &algebra de Lie metabeliana finitamente gerada sobre um corpo k, sendo L
uma extensao cindida de A por B, onde A e B sao algebras de Lie abelianas, ou seja, temos
A — L — B extensao cindida de algebras de Lie abelianas. E, consideremos () um grupo

abeliano finitamente gerado tal que temos a seguinte extensao cindida de algebras de Hopf
U(A) % UL)#kQ 2 U(B) ® kQ

Sejam

H = U(L)#kQ

R=U(B)® kQ,

onde B ¢ abeliana e comuta com @), isto é, R é anel comutativo.

Suponhamos também que A seja um R-médulo finitamente gerado a direita e
dimyB < 0o, com

(1) Agao de U(B) sobre A: aob=[a,b], Vb€ B eac A.

(2) Agao de kQ sobre A: aoq=q taq, Vg€ Q e a € A.

Nosso objetivo principal aqui é demonstrar o seguinte:

Teorema 6.1. (Teorema Principal) As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) & tem tipo homoldgico F P,, como H-mddulo; (ie, H tem tipo homolégico F'P,,)

(2) ®™ A € finitamente gerado como R-mddulo via ag¢do diagonal de R;

(8) A\™ A € finitamente gerado como R-mddulo via a¢ao diagonal de R.

Observamos que para demonstrarmos este Teorema principal é suficiente provarmos para
H=U (L)#k@, onde @ é um subgrupo de indice finito em (). Portanto, podemos supor que
Q seja livre de torcao.

Para tal demonstragao, precisamos dos seguintes resultados:
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Lema 6.2. Suponhamos 0 — M; — M — My — 0 uma seqiiéncia exata curta de R-modulos

finitamente gerados. Entao,

A(R, M) = A(R, M;) U A(R, My).

Demonstragao : (2) Observemos que A(R, M) é definido em termos do anulador de M.

Mais precisamente, este é definido em termos dos ideais primos contendo o anulador, ja que
o kernel de , para [x] € A(R, M) ¢ um ideal primo.
Afirmagcio: Se Ann(M) C Ann(N), entdo A(R,N) C A(R, M).

De fato, se [x] € A(R, N), por defini¢do, Ann(N) C Ker x. Assim, Ann(M) C Ann(N) C
C Kerx, ou seja, x : R — k((t)) é homomorfismo de k-dlgebras tal que x(Ann(M)) =0, o
que implica [y] € A(R, M).Logo, A(R,N) C A(R, M).

Sendo a seqiiéncia 0 — M; — M — M, — 0 exata, temos M; C M e My ~ M /M.

Assim, como o anulador de um submédulo préprio ou quociente de M contém o anulador
de M, pela afirmacao acima, devemos ter A(R, M) C E(R, M) e Z(R, M) C A(R, M).
Logo, A(R, My) U A(R, My) C A(R, M).

(C) Por outro lado, suponhamos que I e I5 sejam os anuladores de M; e My, respectivamente.
Entao, I,.1, anula M.

Suponhamos que [x] € A(R, M) e que Ker y = P. Entao, I;.I, C Ann(M) C P e, deste
modo, como P ¢é ideal primo, I; C P ou I, C P. Segue entao, como no paragrafo anterior,

que [x] € A(R, My) ou [y] € A(R, Ms). Logo, A(R, M) C A(R, My) U A(R, Ms).
|

Lema 6.3. Suponhamos que M seja um R-mddulo finitamente gerado. Se [x| € A(R, M),
com Im(x) # 0, entao existe uma aplica¢ao linear nao nula
w: M — k(1)
tal que
w(mr) =w(m).x(r),Ym e M,r € R.

Demonstragao : Andloga a demonstragao do Lema 2 de [21], a qual usa propriedades de

k-algebras comutativas, como decomposicao primaria de médulos sobre anéis comutativos.

Neste caso, o anel comutativo é o anel R. L
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Lema 6.4. Se L ¢ uma dlgebra de Lie, a qual € extensao cindida de A por B, onde A e B
sao dlgebras de Lie abelianas, e k € de tipo homoldgico F'P,, sobre H = U(L)#kQ, entao
(\'A) € finitamente gerado sobre R = U(B) ® kQ, para cada i < m, onde R atua via agdo
diagonal, ie, via m-ésima comultiplicacio R — @™ R.

. s o o .
Demonstracao : Suponhamos p : --» — M; —= .- 5 My — k — 0 uma resolucao

livre de k sobre H tal que M, é finitamente gerado para i < m (esta resolugao existe pois k
é de tipo homoldgico F'P,, sobre H).

Consideremos N a resolugao padrao do médulo trivial & sobre U(A), ie,
N:ioi = N=NAQU(A) = Ny =AN"TAQU(A) — -+ — Ny = U(A) — k — 0,
com diferencial d;, tal que
di((ar A+ Na) @N) =) (=1 (ar A+ Ay A+ A a) @ az
J
(tal complexo é exato, por [[15], Cap.13, Teorema 7.1]).

Construiremos uma aplicacao de cadeia
a:M—-N

sobre U(A).
Primeiramente, como M; é finitamente gerado sobre H, para i < m, temos M; = H™ e,

para algum U(A)-submédulo livre L; de M;, temos

Assim, L; @py H = UA™ ouw H = (P UMA) ovu H =

m; vezes

= @ (U(A)) ®ua H = @ H = H™ = M;, ou seja,

para algum U(A)-submédulo livre L; de M;.
Queremos definir a tal que o;(If) = ;(1)7, para todo | € L;, f um mondémio em U(B),

onde o indice superior f denota a imagem sobre a agao diagonal de f.
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Provemos por inducao em 1.
Suponhamos que temos construido «;_1 : M;_1 — N;_;. Entao, por [[27], Teo.6.9], existe

um homomorfismo de U(A)-médulos §; : L; — N; tal que o seguinte diagrama comuta

0;
L, M;_4
Bi Qi1
\
d;
N; Ny

ou seja, dzﬁz = Oéi—lgi-
Tomemos o;(Lf) = 3i(1)/, para | € L;, f um monémio em U(B).

Temos que «; é um homomorfismo de U(A)-médulos e d;o; = ;_10;. De fato,

e ai(tfa) = ai(tf)a:

Vamos provar por indu¢ao em n = |f|. Paran = 0(= f = 1), temos
a;(tfa) = a;(ta) = Bi(ta) = Bi(t).a = ay(t).a = a;(tf)a.

Suponhamos n > 1 e o resultado verdadeiro para |f| =n — 1.

Se |f| =n, f = fi.q, onde |fi| =n — 1. Temos:
fa= fi.qga= filag—(aoq)) = a;(tfa) = a;(t frag—t fi(aoq)) = a;(t frag)—ai(tfi(aoq)) =aey.

= a;(tfia)'—a;(tfi(aoq)) =pm.1. [cu(tfi)al'—ai(tf1)(aoq) =diagonar (i(tf1)?)a+ai(tfi)(a?)—

—ai(tfi)(aoq) = (au(tfi)")a = (B:(H)")a = Bi(t).a = ai(tf)a.

o dio; = 0j_1.0;;

De fato,
dici(tf) = di(Bi(t))) = di((B:(1))) = (difB;(t)) = (i-10:()) = (i1 (0s(1)))! =

= a;1(0i(t) f) = 10 (Lf).
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Agora, M ®y(ay k é um complexo de R = U(L) ®y(a) k-mddulos e

Mi®U(A)k:U(L)mi®U(A)k:( @ U(L))@U(A)k?: @ (U( Ru A)k? @ R=R™,

o qual ¢ R-anel noetheriano.

Assim, Hi(Maa Sua) k) = Tt 6 e v

A aplicagao «; induz um isomorfismo entre os grupos de homologia H; (N Quay k) €
Hi(Mge ®Quay k), ie, Hi(Naet @ua) k) ~ Hi(Mga Queay k), o qual é finitamente gerado
sobre R. (*)

Agora,

¢ finitamente gerado sobre R.

Ker ((A'A @, U(A)) ®U(A) k— (NTTA®y U(A))) Qua b _
Tm(NFA) & U(A) @00 b — (NA @x U(A)) Soa B

H;(Naet ®uay k) =

~ Ker (NA — ANT1A) (+4)
— Im(ATIA — ALA)
Vamos mostrar que d; ® idy =0, 7 > 1.

De fato, temos que existe um isomorfismo o; : A"A @ U(A) ®ya) k — A'A tal que
Ui(&l N ANa; ® A® k’l) =a; N--- N\ (ale()\)kl)

Observamos que

(di @ idp)(ar A Aa; @ A®@ky) =D (=1 (a1 A+ AGG A=+ Nay) @ a;A @ ky
J
Seja d; : A'A — N7'A, onde d; = 0;(d; ® idy)o; ', Entdo,

(/- -Aa;) = o3(di@idy) (A - -Aa©101) = 0,3 (~ 1P (@A AG - -Aa))©a;©1) =
J

= Ji(Z(—l)j(al A ANaj--- Nae(a;))) = 0;(0) =0, pois e(a;) =0

J
Logo, d; ® idy, = 0.

Deste modo, voltando em (x*), teremos que H;(N ®pa) k) = A' A. E, em (x), teremos
entao H;(N ®ua) k) ~ H;(M Qua) k), o qual é finitamente gerado sobre R.

Logo, /\Z A é finitamente gerado sobre R, para cada i < m. O fato que acao de R sobre
/\i A é dada pela comultiplicagao foi estabelecido em [22].
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Teorema 6.2. Seja R = U(B) ® kQ, onde B € dlgebra de Lie abeliana e QQ um grupo
abeliano finitamente gerado. Suponhamos que A seja R-mdodulo finitamente gerado.

(1) ®™ A € finitamente gerado sobre R via agdo diagonal < sempre que [v1], ..., [vn] € &(R, A),
[o(v1, ... vm)] = [0], temos [v;] = [0], para todo i.

(2) A'A finitamente gerado sobre R wvia agdio diagonal, para cada i < m S

< Q™ A finitamente gerado sobre R via ac¢ao diagonal.

Demonstragao : (1) Corolério 6.1.

(2) Suponhamos que esta afirmagdo nao seja verdadeira, ie, que /\iA seja finitamente
gerado, mas ®Z A nao seja finitamente gerado. Entao, pela 1* parte deste teorema, existem
(1], ..., [om] € A(R, A) ndo todos nulos, tais que [v1|p+- - ~+vm|5] = [0] € [v1]o- - .. mlg] =
= [0].

Seja p; : k((t)) — k((t;)) o isomorfismo de k-algebras, levando t a ;.

Aplicando o Lema 6.3, existem aplicacoes lineares ndo nulas &; : A — k((t)) tais que
wi(ar) = w;(a).v;(r),Vr € R,a € A;1 <i<m.

Entdo, para w; = p1; 0 @; : A — k((t;)), temos
wi(ar) = w;(a).a;(r),Vr € Rya € A,1 <i<m,

onde o; = p; 0 v;.

U

R k((t))

Hi
a;
Q

k((t:))

Usando as aplicagoes w; construiremos outra aplicagao linear

D=w R Quy: @"A— C=k((t))® - @k((tm)),

que sera importante para a conclusao da prova deste teorema.
Sejam
a:m"A — ™A
4@ @y Y (1)) @+ ® ()

gESH
ev:®mMA — A™A a projecao canonica.
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®mA ®mA
7
y
- aplic.linear
A A

Como todas as aplicagoes comutam com agao diagonal de R, temos que Im(«a) é R-
modulo finitamente gerado (Im(«) se fatora através de A™A).

Consideremos S = {\ € "R | 0(\) = \,Vo € S,,,} subanel de ®™ R e o grupo simétrico
S,, atuando sobre ®™ R permutando os fatores do produto tensorial, ie, o leva \{ ® - - - ® A,
A A1) @+ D Agm)-

Notemos que I'm(a) é um mdédulo sobre S e o ¢ um homomorfismo de S-médulos (mas
nao de ®™R-mddulos).

Afirmagao: ®™R D S é extensao integral de anéis.

Vamos mostrar que cada elemento de ®™ R ¢ integral sobre S, ie, um elemento t € ™R

satisfaz um polinomio moénico com coeficientes em S. De fato, um elemento arbitréario

t € R é uma raiz do polindmio

I[ (= —o®)) € S[a].

ocESm
Logo, t é integral sobre S. Além disso, como R é finitamente gerado como k-dlgebra,

®™R é uma 4lgebra abeliana finitamente gerada sobre k = k. Portanto, R D S é extensao

integral, ie, ® R é finitamente gerado como S-moddulo via produto.

Mostremos agora que V' = Im(«)(®™R) é finitamente gerado sobre R.

Como ®™R é finitamente gerado como S-moédulo, podemos escrever
®™R = Sty + Sty + --- + St;, para alguns t,--- ,t; € "R

e, assim,
Vo = Im(a)(®@"R) = Im(a)Sti + Im(a)Sty + -+ + Im(a)St; fmle) S mie)
= Im(a)ty + Im(a)ty + - - - + Im(a)t,.

Agora, sendo Im(«) é finitamente gerado sobre R,

Im(a) = @10(R) + - + @0(R),



Secao 6.3 e O Teorema Principal 58

onde § : R — ®™R é a aplicagao diagonal, ie, m-ésima comultiplicacao.

Deste modo,

V=Im()(@"R)= Y  a@d(Rtr= Y  aityd(R),

1<i<s,1<k<j 1<i<s,1<k<j

St xoy Lt vy,

o que implica que V ¢ finitamente gerado como R-mddulo via acao diagonal.

Vamos supor que W(V) # 0 ( no caso em que isto nao acontece, vy, ..., v, podem ser
trocados com outros para os quais o novo W(V') # 0, como foi demonstrado em [19]) e seja

s o inteiro nao-negativo com as propriedades
o(VycJ e w(V)¢ Jot

onde J é o ideal de C gerado por t; — to,to — t3,- - ,ty_1 — t,, €, por definicao, J° = C
(recordamos que C' foi definido na pagina 55). Podemos tomar s com tal propriedade pois

ﬂ J* = 0. De fato, C' mergulha em S = U 77Kty .. . tm]], 0 qual é localizagdo de
ZiE€EX
k[[t1, ..., tm]] com respeito a {t&V ... tN}. Agora, sendo k[[t1,...,t,]] um anel noetheriano

(ver [1]), temos que S é localizacao de anel noetheriano. Portanto, S é anel noetheriano.
Seja T ideal de S gerado por t; — to,...,t,_1 — t,,. Por definicao, J C T. Logo,
N J? C N T7. Mostremos que ()77 = 0.
Sabemos que S/T ~ k((t,)), pois existe

S — k((t1))

ti’—>t1

com ntcleo T'. Logo, podemos aplicar o resultado de [1](10.18)(“Se A é dominio noetheriano,
I éideal de A tal que A # I <A, entdo (I°=07), para A= S e I =T, conseguindo entao
que ()77 = 0. Portanto, () J* = 0.

Parav =a; ®...® a,, € V, calculemos a imagem da agao diagonal de b € B em w(v).
Temos:
Wwob) =w0(a1 ®...Q%ay)ob) = wW((a10b)®az® ... A, +a1 @ (az0b) ®...®
Uy + .o+ a1 ®az @ ... @ (a4 0b)) = wila; 0b) @ we(az) ® ... ® wylam) + wila)®
Rws(a20b)®. . . QW (am)+. . .+wi(a1)Qws(ag)®. . . QW (am,0b) = wi(ar)ar(b)@ws(a)®. .. ®
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QWi (Am) Fwi(a1) Q@wa(az)as (D) ®. .. QWi (am)+. .. Fwi(a) @ws(a) ®. .. QW () (b) =
=0(a1®a®...Qa,)(a1(b)+. ..+ a,(b)) entdo, §(b) age via produto com Z a;y1(b).

0<i<m—1
Calculemos agora a acao de ¢ € (). Temos:

O(woq) =0(m1®...®am)oq) =0(010¢®...Ray0q) =wi(a10¢)®...Qwy(a,oq) =
=wi(a1)a1(q) @ ... Q@wm(am)am(q) = 0(a1 ® ... Q ap)(a1(q) ® ... ® a,(q)), entdo §(q) age
via produto com a1(q) ® ... ® an(q).

Agora,

G(v) Y ai(b) = B(v) Y mo(b)(mod J*)

o) [Jeila) = B(v) | [ ma(q) (mod J*),

onde 7; : k((t;)) — k((t1)) é o isomorfismo de k-algebras levando t; & t; e s como definido
anteriormente, ie, s é o inteiro ndo-negativo com as propriedades @(V) C J* e w(V) € J¥.

Como Z[’l)i|3] = 0 e H[UZ|Q] = [0], temos que Zm o a;(b) € Kk[t]] e

)

Hm o a;(q) € k[[t1]], ie, a acdo diagonal sobre

D= (V) + Jt) /It £ 0

corresponde a produto com elementos de k[[t;]]. Agora, sendo J* um C-médulo via produto,

temos que J*/J*t! ¢ C'//J-médulo. Consideremos
f:C—k((tr))

ti [— tl-

Como Ker(f) = J, temos C/J ~ k((t1)). Logo, J*/J**1 é k((t1))-médulo, com a imagem
de t; agindo como t;.
Como k((t1)) é corpo, J¢/J*T' é k((t;))-médulo livre e finitamente gerado, com base

(tl — t2)81 (tg — t3)82 R (tm—l — tm)Sm_l, com Z S; = S, ie,

T I = @D ek((t)),

eckE

sendo E uma base de J*/J*T! como k((t;))-médulo.
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Temos que D C Z f-k[[t1]], sendo F' um subconjunto finito de J*/J**!. Seja k > 0 tal
fer
que F' C @ e.t;"k[[t,]]. Deste modo,

ecE

D C P eti k[[t])].

ecE

Finalmente, tomemos v; tal que [v;] # [0], ie, Im(a;) ndo é um subconjunto de k[[t;]], e

r € R tal que a4(r) ¢ k[[t;]] e definamos
h=(@ M) ere (@™ ') c®™R.

Para v € V, temos

D 5 &(v.h) = O(v).ai(r) = O(v).m;(a;(r))(mod J**1) e, assim, (O(V) + J*H)/J5F é
invariante sobre multiplicacio com f7, para todo j > 1, onde f = m;(a;(r)) € k((t1)) \ k[[t.]],
ou seja, D é fechado via produto com {f7};51, onde f € k((t1)) \ k[[t1]], ie, se d € D,
d =) et;"\, com X\, € K[[ti]], temos dfi = > et;*fIN. € D C et k[[t]]

eclE eclk ecl
e, 0:k((t1)) — Z U oo é valorizacao principal, o(t;* fIX.) = —k + j.o(f) + o(\.) < —k, para

j suficiente grande, pois o( f) < 0, entdo ;" fI\, ¢ t;*k[[t1]], chegando a uma contradicao.
|

Teorema 6.3. Se A é R-mddulo finitamente gerado e /\iA é finitamente gerado sobre R,

para cada vt < m, via acao diagonal, entao k € de tipo F'P,, sobre H.

A demonstracao deste teorema é baseada na existéncia de algumas seqiiéncias exatas

longas especiais dadas no lema a seguir.

Lema 6.5. Para todo k > 1, o complexo

O,k itk 4 Ok

0 — Ak 2t Tk i g g ghmig Dk K ek g

com diferenciais

82-7k((a1/\. . /\az)®(b1® . ®bk_2)) = Z (—1)i_j(a1A. . ./\ij/\. . ./\ai)®(aj®b1®. . -®bk—i);

1<j<i

para todos ay, ..., a;, b, ..., by_; € A, € exato, sendo S7A definido como no exemplo 1.1.
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Demonstragao : [21], Lema 7.1.

Agora, definimos V;, para ¢ > 1, o subespaco de ®iA gerado pelos elementos
Z(—l)"ag(l) ® ... ® ag(), para todos ay,...,a; € A. E, seja W; o U(A)-submédulo de

og€S;

X" A® U(A) gerado por

Vi (®A)®AC (®A)®U(A).

Lema 6.6. A aplicacio ¢; : V; @ U(A) — W;, levando Z(—l)”aa(l) Q... ® o) A a4
og€ES;

Z(—l)"ag(l) ® ... ® Gp(i—1) D e, tem kernel Wiyy.

og€ES;

Demonstragao : [21], Lema 7.2.

Observamos que U(A) ~ @SmA, entdo ®’ A ® U(A) ~ @(@J A) ® (S™A) e
m>0 m>0

R = U(B) ® U(Q) age sobre ®’T™ A via acio diagonal. Esta acéo induz acdo de R so-
bre (Q’ A) ® (S™A) e, portanto, R age sobre R’ A ® U(A). Assim, ' A® U(A) é um
H-médulo com U(A) atuando via multiplicacdo na coordenada de U(A) e R atua como ja

explicamos.

Lema 6.7. Seja A um R-mddulo finitamente gerado e /\iA finitamente gerado sobre R,
para todo © < m. Entao, o modulo W; é de tipo F'P, sobre H se, e somente se, W; 1 € de

tipo F'P,_1 sobre H.

Demonstracao : Pelo Lema 6.6 e definicao de W;, temos a seqiiéncia exata curta de U(A)-

modulos

0— Wi =kerg; = Vi@U(A) 25 W, =0 (¥)
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Observamos que V; ~ /\Z A. Assim, o submédulo V; é finitamente gerado sobre R, para

1 <me,

Vi@r H >V, @5 R® U(A) ~ V; ®, U(A),

pois H=U(L)#kQ ~U(A)@U(B)@kQ =U(A) @ R~ R U(A).

Agora, sendo V; finitamente gerado sobre R, o qual é anel noetheriano, pelo Lema 3.1
temos que V; tem tipo F'P,, sobre R.

Sendo L = A @ B, temos que U(L) é U(B)-médulo livre, entdo H = U(L)#kQ ¢é
U(B) ® kQ = R-mdédulo livre. Deste modo, H é um R-médulo plano (todo médulo livre é
projetivo, logo plano), de onde temos ®gH funtor exato.

Logo, pelo Lema 3.2, V; ®g H é de tipo F P, sobre H.

Portanto, V; ®; U(A) ~ V; ®g H ¢é induzido de um médulo de tipo F' P, sobre R e é de
tipo F'P,, sobre H.

Aplicando a Proposicao 3.3 a seqiiéncia (x), temos
0 — Wi =kerp; — V; @ U(A) 25 W; — 0,

com V; ® U(A) de tipo F Py, sobre H (ou seja, F'P,, Vn), portanto, W; tem tipo F' P sobre
H se, e somente se, W, tem tipo F'P,_; sobre H, para k > 1.

Finalmente, estamos prontos para completar a demonstracao do Teorema 6.3.

Aplicando o Lema 6.7 varias vezes, obtemos que:

Wy é de tipo F'P,,_1 sobre H < W,, é de tipo F'F, sobre H (ie, finitamente gerado).

Notemos que V,, é um conjunto gerador de W,, sobre U(A). Por hipGtese, \™ A é
finitamente gerado sobre R e, entao, V,, é finitamente gerado sobre R, de onde devemos ter
W,, finitamente gerado sobre H, ie, W,, é de tipo F'F, sobre H. Logo, W, é de tipo F'P,, 4
sobre H.

Assim, falta mostrarmos que

Wi tem tipo FP,,_1 sobre H < k tem tipo F'P,, sobre H.
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De fato, temos V; = A, W; é o U(A)-submédulo de U(A) gerado por A C U(A), ou seja,

W, é o ideal aumentado dado em
W, = Ker(r) — U(A) = k (counidade),

isto é, 7(A) = 0.

Agora, como R ¢é anel noetheriano e k ¢é finitamente gerado sobre R, pelo Lema 3.1,
k tem tipo F'P, sobre R. Assim, pelo Lema 3.2, k ®z H tem tipo F P, sobre H. E,
U(A) ~k®,U(A) ~ k®g H. Logo, U(A) é de tipo F P, sobre H.

Portanto, usando a Proposicao 3.3,
Wy é de tipo F'P,,_1 sobre H < k é de tipo F' P, sobre H,

concluindo a prova do Teorema 6.3. -

’Prova do Teorema 6.1:‘

Pelo Lema 6.4, temos que (1) = A’A finitamente gerado sobre R, para cada i < m.
Logo, (1) = (3).

No Teorema 6.3, provamos que (3) = (1).

Pelo Teorema 6.2, temos (2) < (3).
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