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i 

O objetivo desta tese ~ analisar sob o ponto de vista 

numérico ~:;e as condi propostas por Bus [1976j para sistemas 

n~o lineares sao e licativas da performance real do m~todo de 

.. 
O numero de solubilidade definido por Bus, tenta expli-

car o comportamento de métodos de "tipo Newton" em sistemas -na o 

lineares. Portanto, assemelha-se ao número de condição de sistemas 

lineares já que este, corno mostramos no Capítulo I, também expli-

ca performances de m~todos para resolver problemas (no caso o mé-

todo LU) • 

No Capitulo II introduz-se o conceito de aproximação do 

Jacobiano. Este conceito é essencial ã compreensao da teoria pois 

Jacobiano analítico exato nunca existe na prática computacional. 

Tal conceito gera a noção de métodos de "tipo Newton". 

No Capitulo III foram obtidas as condições para conver-

g~ncia desses métodos e no Capitulo IV generalizamos a teoria com 

a consideração do erro de arredondamento. Por fim, neste capitulo 

defiw~-se o número solubilidade de Bus. 

Bast?ados nesta teoria escrevemos um programa Fortran p~ 

ra calcular o nGmero de solubilidade de Bus usando precis~o dupla 

para simular aritm5tica exata. Esse programa ~ discutido no Cap!-

tulo v. 
... 

Usando esse programa, calculamos o numero de Bus para 

um conjunto de problemas n5o lineares com diferentes pontos ini-

ciais. l"o mesmo ternpo, resolvemos tais sistemas com o método de 
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Newton, e comparamos esses resultados com os calculados 
,. 

numeras 

de solubilidade de Bus. Tais experi~ncias e as conclus5es das mes 

mas s5o apresentadas no Capitulo VI. 
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Ci\P I 

DE SIS'I'El'11\S LINEAHES 

1.1) CONCEITO DE HO DE CONDIÇ.ÃO 
·--·----~------ .. ---"""'*--

Para desenvolver um trabalho sobrr~ 
... numero de condição 

de s .istemas não l1 nf:,::res, que é o tema desta tese, é preciso ma i~ 

res informaç&es sobre o que ~ nfirnero condição no caso do siste 

1 ' .. . . f - .. ma ser inear e ta.nmem qua~s as 1n.:ormaçoes que esse numero pode 

nos trazer. 

O número de condição é um dado muitas vezes difícil de 

se obter, mas que tc:!rn papel significante quando temos vários sis-

temas para resolver e a diferença entre seus elementos é pec1uena. 

Neste caso, atrav6s do número de condição podemos saber se a sol~ 

ção varia muito ou não dependendo da oscilação dos elementos. 

Considere o sistema Ax=b onde A é uma matriz nao singu-

-1 
lar de ordem n e que este sistema tem solução Única do tipo xo=A b. 

Se a matriz A permanecer a mesma mas o vetor b sofrer uma varia-

ção êb a solução x também terá uma mudança ôx que deve satisfazer 

-a equaçao 

A(x+óx) b+ôb 

desse modo temos: 

ÔX 

aplicando norma 

llbll < I! AlI I! xll e 

llóxll < jiA- 1 '1 
1 I, llt.b 11 



multiplicando as duas temos: 

< 

< 

< 
llxl! 

I!AI 1 IIA'- 1 11 lli~JL 
llb!l 

K Jlob 11_ 

llbll 
(1) 

llób 11 

Jlbll 
pode ser interpretado como a mudança rela·tiva em b. 

llóx .lJ 
llxll 

indica a mudança relativa no vetor x. 

Se ocorrer do vetor b ser o mesmo e a matriz 

uma perturbação 6A de tal modo que (A+óA) -l ~~xis ta, 

X ::= A-lb 

(x+<Sx) -- (A+ôA) -lb 

OX = [<A+óA) -l - A -1] b 

Seja 

B = A+óA 

então 

ox = [ -1 B - A-i] b => 

1Sx = [A-1 AB- 1 - A-l BB- 1] b => 

óx - [A-1 (A-B) B-1] b => 

A sofrer 

então 
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ÓX = [- A-l 6 A (A+óA) -l] b => 

=> 

-1 
- .A o A (x+ôx) 

aplicando norma: 

llóx J! < !IA-1 11 !:óA !I l!x+ óx 11 

_lli~ < ~~-111 !lóA 11 
llx+ox 11 

llóxjJ < li Ali I!A-lj! llóAII 
!lx+óx 11 liA!! 

_ _llix I i < K [lóA [! ( 2) 
11x+óx li I t · .. li liA II 

O n6mero K das express5es anteriores ~ chamado 
... 

numero 

de condição, que depende da norma usada. Para norma Euclideana. te-

mos: 

onde A1 e A2 s~o respectivamente os m6dulos do maior e menor 

valor singular de A. 

Quando o numero de condição é próximo d<:1 unidade dize-

mos que o sistema é bem condicionado, isto é, uma pequena mudança 

na matriz A ou no vetor b irã causar uma pequena variaç~o na so-



lução. 

.. 
Devemos observar que o numero K, das expressoes ante-· 

riores, di um limite superior da sensibilidade da soluç~o com re-

laç~o a uma mudança nos dados do sistema inicial. Dessa forma, 

mesmo que K seja grande (>> l) a soluç~o ainda pode variar pou-

co se houver uma pequena mudança nos dados iniciais. Isto ocorre! 

com a matriz 

cujo nfimero de condição é K = 10 6 e se 
- [ 1 ~ 

b - l pelo método de 

Gauss 

Se a matriz mudar para 

:] 
Se a mudança for 

:] 

e x 2 = 1. 

x,, = 0.999 
L 

l.2)UMA INTERPRETAÇÃO GEOM~TRICA DO NÚMERO DE CONDIÇÃO 

LE~·11\ l: Seja A uma matriz real nxn A = (a 1 •••• ,an) e seja. 

a 1 = TI/2 e aj, j = 2 .•• n o ângulo entre a:i e [a 1 ••• aj-l]. En-· 

tão 

I ' I ;det A = 
n 
TI 

i=l 
11 a .11 I sen a. I 
' l 1 

2 
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LEMl\ 2: Seja A uma matriz mxn de posto completo ~~om rn > n; 

A= (a1 ... an); e define-se 

- l .•. n. Define-se tarnb~m 

a. == 
J 

p (A) -

a. (A) corno no lema 1 para 
J 

n -n !sen a. 1. Entao P(A) é 
i==l 1 

variante a menos de permutaç5es entre as colunas de A. 

j = 

in-

LEMA 3: Seja A como no lema 2 e seja (3i = (3i(A), i= l ••• n, o 

ângulo entre ai e [a1 •.. ai-l' ai+l"""an]· Então lsen Sil ~ P(A). 

LEMA 4: Seja A como no lema 2 e define-se = (AtA)-1 At = 

Então !!b .11 < 
1 2 

1 I (P(A) l!a.ll) para todo i= l. .. n. 
1 2 

TEOREMA 1: Seja 11 .11 uma norma em Rmxn. Então existe K > O , 

K == K(m,n) tal que para todo A como nas hipóteses do lema 4 

!IA+!! < K max ~ l!a
1

11 

i 1. • .n) 1 , = 
P(A) 

1 2 

Se K(A) 
~ 

de condição da matriz A e o numero nxn, 

singular, então do Teorema 1, segue que 

K(A) 
I i li a .11 , i 
l 1 2 

r 1 . } max l , 1 = 1 •.• n. 
!la .11 

1 2 

< K rnax 

.. 
Esta desigualdade mostra-nos que quando o numero 

condição cresce, ou a matriz é mal escalada ou suas colunas 

quase dependentes. [~ 

1. 3) O EFEITO DO ERRO DE .ARREDONDAMENTO 

na o 

1 

P(A) 

de 

-sao 

Na prática quando resolvemos um sistema, qualquer que 
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seja o método cometemos um tipo de erro chamado erro de arredon-

damento, agora vamos ver que t.ipo de influência terá este erro na 

solução do problema. 

Um sistema do tipo Ax = b pode ser resolvido pelo 

m~todo da Eliminaçio de Gauss com pivotamento e a solução encon-

trada x satisfaz urna equação perturbada do tipo (A+ôA) x = b onde, 

óA é uma matriz cujos elementos são próximos de zero. 

Lembremos que o método da Eliminação de Gauss é basea-

do na decomposição da matriz A em um produto de duas matrizes tri-

angulares L e U. A decomposição consiste em computar uma sequen-

cia de matrizes 1 2 k n A, A ••• A ••• A a partir da matriz original A, 

onde Ak é zero abaixo da diagonal nas primeiras k-1 colunas. 

A matriz Ak+l é obtida de Ak subtraindo um mGltiplo 

- k da K-esima linha de cada linha abaixo dela, o resto de A nao mu-

d - . k 1 k .. 1 lh . d d a. Entao, seJa A com e ementas a .. , o multip o esco 1 o usan o 
l.J 

aritmética de ponto flutuante, -sera: 

i > k+l 

e 

o para i > k+l, j = k. 

k k k 
i k+l, j k+L. a .. = f 9, (a .. - mik akj) para > > 

1.] lJ 

k 
outros. a. para 

1.. 
J 

finalmente depois de n passos obtemos a matriz triangular supe-· 

rior que chamamos de U. A matriz L é formada pelos multiplicado-

res desta maneira 
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1 o 

1 

L = 1 

.......................... 

L mnl 
1 

As matrizes calculadas L e U, atrav~s desse processo 

satisfazem a equaçao 

L • u = A + E I 

onde E ~ uma matriz cujos elementos sao pr6ximos de zero,que apa-

recem devido ao erro de arredondamento. Naturalmente, esses erros 

têm efeito na solução do sistema Ax = b. Esse sistema inicial é 

equivalente aos dois sistemas triangulares e sabemos que as solu-

ç6es computadas dos sistemas triangulares obedecem a: 

(L+oL)y = b e (U+ôU) X = y 

Portanto solução computada 
... 

solução exata de a X e a 

(L+óL) (U+oU)x = b 

Usando a relação A+E ::::: L.U, temos: 

(A + E + ÔL.U + L. óU + óL ôU)x = b 

ou 

(A + óA) X = b 

onde 

E+ LóL + óL.U + óL.óU. 
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~~) CONCLUSÃO 

Vimos cuc a soluçâo x, obtida pelo m~todo de Gauss com 

pivotamento, ~ a soluç~o exata do sistema perturbado (A+6A)x = b. 

O erro relativo entre essa soluç5o e a soluç5o verdadeira do sis­

tema original tem como majorante uma quantidade proporcional ao 

n6mero de condiç5o. 

Desse modo nfimero de condiçâo ~ a grandeza que limita 

o crescimento do erro na soluç~o de um sistema resolvido pelo m~­

todo de Gauss. 
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CAP!'l'ULO II 

API!;OXH!li.ÇÕES CONSIS'I'ENTES 

Os m~todos mais conhecidos para resolver sistemas de 

equaçoes são os métodos de Newton, Quase-Newton e Secante. 

Na pr~tica, quando se trata de resolver um sistema, ~s 

vezes e difícil calcular a matriz Jacobiana e se ela for calcula-

da no computador com precisão finita nunca ser& obtida exatamente. 

Por isso precisamos analisar situações onde, na fórmula clássica 

de Newton, o jacobiano ~ substituldo por uma aproximação. 

Um exemplo de aproximação para a matriz Jacobiana 
.. 
e 

usar a fórmula das diferenças finitas, outra aproximação ~ ava-

liar as expressoes anallticas das derivadas parciais com precisão 

finita no computador. 

Se a aproximação da matriz Jacobiana nao for uma boa 

aproximação, ocorrerão erros que terão muita influªncia na ordem 

de convergªncia do m~todo, por isso devemos escolher esta aprox! 

maçao com muito cuidado. 

Para o sistema F(x) = O o m~todo de Newton discreto 

se define por: 

= ( 2 .1) 

onde J(xk' hk) ~uma aproximação por diferenças finitas de J(xk)• 

Os métodos do tipo Quase-Newton e Secante têm a forma 

( 2. 2) 

onde M(x,h) é uma outra aproximação de J(x). 



.lO. 

Vejamos agora uma definição que tenta exprimir o fato 

de que uma matriz ~ uma ~)oa aproximaç~o do Jacobiano. 

DEFINIÇÃO 2.1: Seja I' n n ;DCH , .. R uma funç~o diferenci~vel em 

D0 c D e o operador 

uma aproximaç!â'o c~on.s1:ct:ente de J (x) = F' (x) 

~ um ponto limite de D e 

1 im te! ( x, h) ::;; F ' ( x) 

h -+O; heoh 

para x e :o 0 

Se houver constantes c e r > O tais que 

IIF' (x)-M(x,h>ll < cl!hll , v x e o0 

h e oh n s (o, r) 

( 2 . 3) 

ent~o M se diz uma aproximaç5o fortemente consistente de F' em o0 • 

Quando M (x, h) é uma aproximac;ão consist:ente, o me-

todo definido em (2.2) converge com uma ordem alta, como expressa 

o seguinte teorema. 

TEOREMA 1: Seja F : D c Rn ~ Rn diferenci§vel em uma vizinhan-

ça aberta s 0 c D de um ponto z e o para o qual F(Z) = O e que 

F' é continua em Z e F' (Z) é nao singular. Seja ,J: DJxD1,cnnxRm -+ 
'· l 

L(Rn) uma aproximação consistente de F' em s 0 • Então existe ~ > O 

e r > O tal que a funç~o 

G(x,h) x - J(x,h)-l F(x) (2.4) 

est~ definida para todo x e s S(Z,ô), o11 n s (o, r) 

e satisfaz 
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I!Z-G(x,h)!l .::_ W(x,h) llx-ZJI ( 2 • 5) 

V X e S, h e D 1 h 

onde 

W(x,h) + O X + Z e h + o (2.6) 

h e D'h 

Entretanto, se J ~ uma aproxirnaç~o fortemente consis-

tente de F' em s 0 e se 

I!F' (x)-F' (Z)J! < y !lx-z 11 ( 2 • 7) 

ent~o existem constantes a 1 e a 2 tais que 

!IZ-G {x,h)J! < (2.8) 

v x e s, h e D'h 

PROVA: Seja - I' I -1,, f3 - JF ( Z) e seja 

Sendo J urna aproxirnaç~o consistente em s 0 , existe um 

r > O tal que D'h é n~o vazio e 

I ! F I (X ) -J (X , h) li < 
1 
- E 2 

h e D'h 

Entretanto pela continuidade de F' em Z existe 

tal que s = S(Z,ó) c s 0 e 

J!F'(x)-F' (Z)J! < 
1 
2 E: f 

v x e s 

então 

I 1F I ( z) -J (X I h) !I .::.. E , v x e s, h e D'h 

o > o 

a, p.el(J lema da p.n.r.turbaç~ao (Pa-g. 4~ r·. 2 l) J.( h)-l ._ "'- , _, _ .I segue-se que .x, 

existe e satisfaz 



onde 

8 

l-f3E 
Y x 8 S, h e D'h 

Assim, G ~ bem definido em S x D'h e 

!iG(x,h} -z :1 !IJ(x.,h) -l [~(x,h) (x-Z)-Fx] i! 

< N[!!J(x,h)-F' (x)!l + I!F' (x)-F' (Z)!I] !lx+Z 11 + 

N li F X - F z - F I ( z ) (X-z ) li 

Por (2.5), terr~s: 

V'l(x,h) == N[IIJ(x,h)-F' (x)ii+IIF' (x)-F' (Z)II+q(xil 

q (x) 
j 1Fx- FZ- F' (Z~ 

lrx-z I! 
para x f. Z 

q(Z) -- O 

.12. 

( 2. 9) 

Para concluir que (2.6) ~ verdade, devemos observar 

que a continuidade de F' em Z implica que q(x)+O e F' (x)-F' (Z)+O 

se x+Z enquanto a converq~ncia uniforme da definiç;o 1 implica 

que J(x,h)-F' (x) -i> o se h -+ o e X -+ z. 

Agora, F D c Rn Rm .. 
C-diferenciável se : -+ e num con-

junto convexo Do c D então para qualquer x, y, z e oo. 

IIFy-Fz-F' (x} (y-z)ll < sup IIF' (z+t{y-z) )-F' (x)l!y-zl! 
O<t<l 

(ver ! 2. -_1 f ~ -- - pag. 7 o) • 

Logo, por isto Gltimo, e assumindo (2.6) 

Y !lx-Z 11 
1 I 1 1_ I Y x e s (2.10) 
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e (2.8) segue-se imediatamente de (2.5) e (2.9) com (" 

'l 2 y N 

e a 2 = Nc onde c ~ a constante de (2.3). 

teorema mostra que a ordem de con-

ver~rênci.a da sequência (2.1) íS ordem superli.nea.r quando .lim t/' =O. 
}<,. ··~CO 

O conce to aproximaç~o consistente 
~ 

ser<c1 u,;ado no 

pr5ximo capitulo. 



CAP1:TULO III 

ANÂLISE DA CONVERG:f!:NCIA DE H~TODOS DE "TIPO NEWTON", 

PARA EQUAÇÕES NÃO LINEARES 

O objetivo deste capitulo ~ encontrar condiç6es 

.14. 

para 

que a sequência de pontos obtidos por métodos do "tipo Newton" 

convirja para urna solução do sistema. 

-Seja o sistema de equaçoes 

F(x) ==O ( 3 .1) 

onde F : 5 c R11 -+ R11 urna função continua numa região D. Um 

rn~todo iterativo que resolve esse sistema ~ o rn~todo de Newton, 

mas podemos considerar tamb~m os métodos do tipo Newton onde usa-

mos a fÓrmula definida em (2.2). Para esses métodos deve existir 

um operador M chamado aproximação consistente e que foi visto no 

capitulo anterior. 

Estudando a convergência dos métodos de "tipo Newton", 

vamos compará-los com o método de Newton definido em (2.1) e (2.2). 

Seja F definida corno em (3.1), numa região convexa 

D c D, F duas vezes diferenciável, J(x) nao singular em D, 

x 0 e D um ponto inicial e Z e D a solução de F. Definimos no­

vamente o método de Newton 

~(x) = x-[J(x)]-l F(x) ( 3. 2) 

e um método de t:ipo Newton como: 

x-[M(x,h)]-l F(x) ( 3 • 3) 
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Então usando o teorema do valor médi.o obtemos a se-

guinte expressao para o erro em 0(x) como aproximaç~o da solução 

z . 

11.0 ( X ) - Z ! l = li X- ,J ( X ) - l F ( X ) - Z li -1 = li ( x- Z) -J (X) . F (X) li 

!IJ(x)-l(~(x) (x-Z) - F(x,JII < S ( x , Z } llx- Z I' 2 

logo 

2 s (x, Z) l!x-z I! 

Esta f6rmula merece uma explicação detalhada. 

Se tomarmos o método de Newton e fizermos seu 

k volvimento em Taylor na vizinhança de x , então de: 

obtemos: 

logo: 

k+l 
X = k [ k J -1 k x - _F' (x ) F (x ) onde F ' = J == ~ Cf') 

dX] 

:::; 

k+l 1 t Analisando o termo T(x ) , termo comp emen ar 

ordem temos: 

( 3 • 4) 

desen-

de 

k k k+l k 1 k+l k T 2 k+l k 
fj (x )+fj (x ) (x -x )~(x -x ) íJ fj (~) (x -x ) = 

Mas 
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') v-- f. (S} -· hessiano de f. e 
J J 

r e [xk, xk+l] (segmento em Rn) 
,:;1 

2 V f. (Ç) ~uma matriz sim~trica, logo pode-se escrever como: 
J 

') 

í!"- f (') " .. j ' 
'1' 

QDQ Q(E;) D(Ç) Q(E:)T 

onde Q(~) ~ ortoqonal (QQT = QTQ- I) e D e a matriz diagonal 

dos autovalores de v2 fj(Ç). 

onde 

escrevendo 

com 

Logo 

T. = 
J 

11 11 'I!!Xk+l_Xkll,. t y(t;), = . 

y(() = 

y ( ç) = 

= autovalor j de '72 f.(t;) 
J . 

=> < 4 Mj I ti u:) I! 2 

! M 11 k+l_ k 112 
2 . 1 X X 

J 

= 
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e Mj ~ o maior dos m6dulos dos autovalores de v2 fj (Ç) ou seja 

MJ. ... I., I v. 2 f J' ( ~ .. •.· ) !_, ? ( t . . ]' ) . .. s _ norma ma r1c1.a. 

Então 

T(xk+l) 

-\ r-·--···-· .. ····· .. 

\ / n ll k+l k T 
\, / !: 2 (x ·-x ) v .i=l 

_,_, ____ 1 

v2 -F <c ) ( k+l_ k.-_]2 
~j "'j' X X ) < 

., 
\ n 2 

< \i -4 M 
v 

!I k+l k 11 4 
IX -x I 

Se z i a soluçfio de F(x) = O e 

I' k+l_z I' ':X ·' I 
< 

então 

a) 1'. k+l k ,1 'x -x 
" I 

< < 
k 

2 llx -z 11 

Mas tinhamos obtido que: 

< 
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b) < 

Logo substituindo (tl) en1 (ll) 

IIL,( k+l)l! 
!;L X I < \fn«---~ '1 lj k_,z- 112 

v 1' i X ,A !I 

A O ~ F'('') 0 l·nvr·.'>r~l"'vol _ g r'" , se · ,, ,_ _ "' _, _ ""' 

logo 

ou, com a notação anterior, 

< S(x,Z) 2 llx-z 11 
V x suficientemente prÓximo de 7.. 

Com isso mostramos que o m~todo de Newton tem conver-

g~ncia quadritica. 

Usando o lema da perturbação temos: (secção 10 [ 1 1) • 

= [-J(x)-1F(x)+ M(x,h)-1 F(x)] 

= [-r+J(x) M(x,h)- 1] J(x)-1 F(x) = 

Logo, 

-1 c (X I h ) IIJ (X) F (X ) ! I ( 3. 5) 

onde 
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C(x,h) -11 
IIJ <x> 11 ( 3. 6) 

-c e o fator de consist~ncia de M e 

,, h li < - ' ·-1 
1 I (2c I!J(x) !I> 

entretanto 

-1 
!iJ(x) F'(x>ll = !lx-0(x)lj < !ix-zl! + j!,0(x)-zl! (3.7) 

i! ~l{x) -.0 (x) li > llw (x) -z li - 1!.0 (x) -z li 

combinando (3.4), (3.5) e (3. 7), 

ll~(x)-lJ;(x)!l < C(x,h) llx-zll + C(x,h) llfl'(x)-ZII, 

logo, por (3.4) 

!l~(x)-~•{x)l! < C(x,h) llx-zll + C(x,h)S(x,Z) llx-z112 

mas, 

!l.0(x)-1J;(x)l! < i!9J(x)-zl!- llw(x)-ZII < C(x,h) llx-zll + 

+ C \x,h) S (x, Z) 11 x-Z 1!2 • 

Logo, 

ou seja, 

!i~;(x)-zj! < C(x,h) 'lx-zjl+c(x,h) S(x,Z) llx-zll2 +s(x,z}Jix-zi!2 

e fi.nalmente 
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t~(x)-Z!I < C(x,h) llx-zll + [c(x,h)+l] S(x,Z) !lx-ZI!2 ( 3 • 8) 

Observamos, de (3.8) que se C(x,h) == O!lhll então pode-

se esperar uma converg~ncia quadr~tica. 

Os resultados anteriores justificam a seguinte defini-

çao: 

DEFINIÇÃO 3.1: Seja o sistema nao linear definido em (3.1) e se-

ja X E D o uma aproximação da solução z de (3.1). Ent~o diz-se 

que o sistema ~ solGvel por um m~todo de "tipo Newton" se as se-

guintes condiç6es forem satisfeitas: 

a) J(x) e H(x) existem em D e J(x0 ) ~ não singular. 

b) Se C(x,h) ~definido como em (3.6), então h 0 satisfaz 

C(x 0 , h 0 ) < 1 e r 0 = C(x 0 ,h0 >!1.0'<x 0 >-x 011+11.0<x0 )-zll < llx0-zl! 

c) 

d) K = sup c (x,hk) < 1 

X e uo 
k = 1, 2 .•. 

e) o(F,z,x0 ,M) = K + (K+l) sr0 < 1 

onde S = sup S(x,Z) 

"" e J (x) e nao s.inqular em u0 • 

( 3. 9) 

Se todas essas condiç6es forem satisfeitas ~(F,Z,x 0 ,M) 

~ chamado de n~mero de solubilidade do m~todo que resolve o sis 

tema não linear F'(x) ~ O com x 0 ponto inicial e Z uma solução. 
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Se uma dessas condições nao for satisfeita o núme :•o de r: o Z ub z: l·1:-

dade será definido corno lnfinito. 

Vejamos agora o seguinte teorema. 

TEOHEMA 3.1: Se um sist:.ema não linear definido como em (3.1) com 

uma aproximaç~o inicial x 0 e soluç5o Z 5 solGvel por um m6todo do 

tipo Newton, então a sequência de pontos gerados por este método 

converge para z. Se entretanto o método é tal que 1\hkl! =O llxk- Z I! 

para k+oo então a convergência é quadrática. 

Prova: 

mas pela combinação (b) anterior 

então 

por (c), (d) e (e) podemos usar (3.8), desse modo com a 

(3.9) temos o resultado. 

Na prática a condição (3.9) é muito forte. Ela nos dá 

condiç6es de falar sobre o grau de dificuldade para se resolver 

t...,n sistema com um determinado método. Veremos isso nas experiên-

cias numéricas. 
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CAP!TUI.O IV 

O EFEITO DO ERH.O DE l\RREDONDAMEN'I'O 

Neste capitulo seri estudado o efeito do erro de arre-

dondamento na convergência de métodos de "tipo Newton ... Se consi-

derarmos a teoria dada no capítulo anterior para sistemas calcu-

lados no computador, teremos os métodos de "tipo Newton numéri-

cos ti • 

Daqui para frente usaremos a seguinte notação: 

E - a precisão do computador. 

f~e::(.) -a expressão entre parênteses calculada com aritmética de 

ponto flutuante em precisão E. 

Usando o computador, o próprio método de Ne\vton apre-

senta problemas de erro de arredondamento pois por mais exato que 

seja calculado o Jacobiano, só se pode garantir que 

( 4 .1) 

sendo 

e Ô > E 
.. ... 
e um valor que depende de E e do modo como Mk e calcu-

lado. 

Far6nos uma ampliação da teoria dada anteriormente, co 

meçando com um conceito mais geral de aproximação consistente. 
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DEFINIÇÃO 4.1: Seja F, diferenci~vel em D c 5 c Rn e seja um 

operador ~1 como na definição ( 2.1) , para um número real r > O e 

um inteiro m > O. Então M(x,h) é chamada aproximação numeri-

camente consistente de ,J (x) em o0 c D, se existe uma constan­

te c 1 e a função c 0 (c,h) a qual é continua em c para h~ O fi­

xo e c > O, tal que as seguintes condiç5es sejam satisfeitas: 

e 

para todo X e D0 , 

l im c 0 (c, h) = O 

c-+0 

e chamada de fator de consistência. 

h e um I {o} r , ( 4 • 2) 

para h ~ O ( 4 • 3 

(4.4) 

DEFINIÇÃO 4.2: Chamamos um método de "tipo Newton Numérico" pa-

ra resolver (3.1) se existe um operador M como na def. 2.1 tal 

que 

= 

e M(x,h) é a aproximação numericamente consistente de J(x) em 

Vamos usar a notação ~(x) para o vetor o qual satis-

faz exatamente a equaçao 

( 4 • 5) 
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do mesmo modo que em (3.5) temos: 

( 4. 6) 

onde 

C(x,h,c) = 2c(~:,h) I!J(x)-1 11 < 1 { 4 • 7) 

e c (c, h) é dado por ( 4. 4) • 

Seja f! (~(x)) urna aproxirnaç~o numérica de $(x). Ent~o 
f: 

onde f1E(${x)-x) é a soluç~o numérica de (4.5) e F(x) é 

tulda por fl (F(x)). 
E 

( 4. 8) 

substi-

Suponha que vamos resolver o sistema linear Ax = b pe-

lo método de Gauss no computador com precis~o E, mas o vetor b 

nao ~ fornecido exatamente. Então seja a perturbação de b dada 

por Jlóbll . Assim o erro na soluç~o nurnér ica x corno aproximação da 

solução exata x* É! dada por: 

jlx-x* I' 
li x*!! 

K (A) [ Eg (n) + ~_lj 
Ll-K (A) cg (n) llb 11 

( 4. 9) 

onde K (A) = I! Ali !I A-~ li e q (n) urna funç~o dependendo da ordem n, 

da norma usada e da estratégia do pivotarnento. Ainda deve-se as-

sumir que 

IdA) .e:.q(n) < 1 

Usando o lema da perturbaç~o (secç5o 10 l.lJ ) podemos 

dizer que 
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K(f9 ~1(x,h))) < 3K.(~T(x)) 

aplicando isso em f .9. • ... ( t;· ( x) -x) obtemos 
~~ 

(4.10) 

onde 

a(x,c,n) 'l' ('J( ') r- cq(n) "] '· X) -·--------- + u 

1-cK (J (x)) E:cr (n) L ... 
(4.11) 

e 8 satisfaz 

l!f.tE(F(x))-·F(x}ll < Ó I!F(x)!l (4 .12) 

Assumimos que 3K(J(x)) rq(n} < 1. 

Combinando (4.8) e (4.10) 

I 'f r c ( ~ ( x) > - ~ ( x) li == 1 !f 9. t:: ( f 9. E ( ~ ( x) - x) + x) - ~ c x > I! 

I ~ 9 c ( ~ ( x ) ) - ~ ( x ) li = i ( 1 + s) [f :Q, c ( ~ ( x ) - x) + x] - ~ ( x) ! I 

l;flr (~ (x) -x) +X+[ L~. F(~ (x) -x) +r:x-~ (xlll 
~ -

: ~= <'. C ( ~ ( X ) -X ) + E f Q, E ( ~ ( X ) -X ) + E X- ( ~ ( X ) -X ) ~~ 

11 (1. + t) f 9 c ( ~ ( x) -x) +c x- ( ~ ( x) -x) li 

Por (4.10) temos: 

(chamando (l+E)a(x,s,n)+c - B(x,c,n) ) (4.13) 
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Finalmente, combtnando (3.4), (4.6) e (4.13) obtemos: 

Por (4.13) e considerando B '""' B(x,c,n), C =( (x, h,c) e 

S =S(x, Z): 

l!f1 ~{x)-ZII < e:ilxll +S ll~(x)-zll +BI!x-zll +ll~(x)-ZI! 
E 

l!fi ~(x)-zll < cllxll + (1+8) l!~(x)-zll + s !lx-zll e: 

com 

Então 

Por ( 3. 4) , 

(4.15) 

! I f R- E~ ( x) - Z 11 < E I! x 11 + ( 1 + 8) C 11 x-Z 11 + ( 1 + 8) C 11 ~ ( x) - Z 11 + ( 1 + B) S 11 x- Z 11 2 + B 11 x-Z 11 ; 

llf1t:~(x)-ZI! < cl!xll I (l+B)C+Bjllx-zll + I (l+B)CS+(l+)s/llx-z!l 2 , 

ou seja 
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onde 

L(x,c,h,n) = 0(x,s,n) + (l+f::(x,r:,n)) C(x,h,c) (4.17) 

Q(x,r,h,n,Z) = ( 1 + e ( ;.~ , C , n.) ) ( 1-t·C ( X 1 ll , c ) ) S ( X , Z ) (4 .lB) 

-A equaçao (4.15) mostra que nao devemos esperar que a 

soluç~o do sistema n~o linear tenha precis~o relativa melhor que 

a do computador. Mas se existe convergência, ela depende das qua!! 

tidades: 

S(x,Z), fator de convergªncia do m~todo de Newton. 

C(x,h,c), i a medida do erro em 

nurnirica de J(x}. 

f! (M(x,h)) como uma 
E 

aproximação 

B{x,c,n), reflete o nfimero de condição do subproblema linear. 

Isto tudo justifica a seguint.e definição: 

DEFINIÇÃO 4.3: Seja o sistema nao linear definido em (3.1) e 

x 0 e D urna aproximação da soluç~o Z de (3.1). Ent~o este proble-

ma e solúvel por um rnétodo de "tipo Newton numérico", se as se-

guintes condiç6es forem satisfeitas: 

a) J(x) e H(x) existem em D e 

K(J(x 0 )) < 1 I (3cg(n)) 

onde g(n) depende do m~todo usado para resolver o sistema li-

near. 

b) h 0 satisfaz C(x 0 ,h 0 ,c) < 1 e se 

r 0 = r /lx 0)1 + ll.0<x0 )-·7 ij + [rnx0 ,r:,n)+(l+B{x 0 ,c,n} )C. (x 0 ,h 0 ,t::)-~ • 

11.0 (x 0 ) -x 0 I f 



então 

l - < llx -z 11 o ~ '1 o .J i • 

e 

sup K(J(x)) < 1 I (3cg(n)) 

xeu0 

d) K = sup C(x,hk,~::) ent~o hk satisfaz k < 1. 

e) 

xeu0 
k=1,2 •.• 

B+ (l+B) K+ (l+B) (l+k) Sr0 

a(F,z,x0 ,M,E) < l , onde 

S = sup S(x,Z) 

xeu0 

B = sup B(x,c,n) 

.28. 

(4.19) 

Assim, se forem satisfeitas estas condiç6es, a sera o 

número de so1ubi.1idade para resolver o sistema não linear F (x) = O 

com x 0 como pont.o inicial e Z solução, através de um método de 

"tipo Newton". 

Caso não seja satisfeita uma dessas condiç5es, o núme-

ro a serã defini.do como infinito. 

TEOREM-A 4.4: Se um sistema nao linear definido como em (3.1) com 

aproximação inicial x 0 e solução Z é solúvel por um método de "ti 

po Newton", a sequência de pontos qerada por este método converge 

ao ponto x* com 

!!x*-Z 11 < E l!x* !I • 
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CAPiTULO V 

PHOGRJ\J1A DISCUTIDO 

No capitulo anterior vimos as condiç6es para que um 

sistema seja solfivel por um m~todo de "tipo Newton". Estas condi-

ç6es ser~o aplicadas em alguns sistemas para que possamos compro-

vá-las ou n~o. 

Com este objetivo foi realizado um programa no compu-

tador, usando aritm~tica de precis~o dupla para simular a aritm~-

tica exata. Com a execução desse programa obtemos o número a, ta~ 

b~m chamado de Bus que nos dará informaç~o sobre o grau de difi-

culdade na resolução do sistema. 

As condições que devem ser testadas sao: 

a) K(J(x0 )) < 1 I (3cg(n)) 

b) C(x0 ,h0 ,E) < 1 C(x0 ,h0 ,E) dado por (4.6) 

r 0 = cllx0 1! +I!Yf(x 0 )-ZII+ [s<x 0 ,c,n)+(l+B(x0 ,c:,n))C(x0 ,h0 ,c)J 
II.Yf<xo> -xo I! 

< 

c) sup K(J(x}) < lI (3Eg(n)) 

d) K = sup C(x,hk,c) < l. 

e) a (.F', z, x 0 , H, e) B+ (l+B) K+ (l+B) (l+K) Sr0 

onde S = Sup S(x,Z) B = Sup (3(x,c.,n) 

O programa está dividido em várias subroutinas cujos 

diagramas estão a sequir. 



5.1) DIAGRAMAS DAS SUBROUTINAS 

Programa Principal 

G) c~nl~ -·---·---- 7 

-·----·-.. ·----------~------ .. ------- G) 

Subroutine Jacobi 

Q 

Subroutine Fun 

DADOS 

N9 DE VARI~VEIS = N 
N9 DA FUNÇÃO = NF 
PONTO INICIAL = X(I) 
~~or.Juc~Ão -·-· z (r) 

a = NQ DE SOLUBILIDA 
DE DO PROBLEMA 

[ --~;obiano do ~i~ I 
terna em questao - ó 
( in~cio\ 
~--~ .. _) 

[ Funções em 
_ questão 

.30. 



Subroutine Beta 

~ 
~-"-~R = 2 X l0- 27 -~ 

~~--~--=·~ 

r 
! 

Calcular F(x) em P.S. 
= FS 

Calcular F(x) em P.D. 
== F 

Cl + 3C.6 o. = 
1-Cl 

f', = (l+PR) et + PR ~ 

. 31. 

ó = o 
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Subroutine Cond 
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Subroutine Esse 

c-·---~:-~c~:C~) 

1===--------------Íg\ 
r----------=·r~---------r ·· \.:::_} 
I___:Y_{_>:) • Ft) -~ _ _I 

[~------~-~-) =: X~!-~ X =] 
I 

r····-----~fY (;):.· zfl _______ ll 
I !lx-z!l ! i~ .. I 

L ... ·----------~~c-------------~ 

~ .___ r-----
~~ S(x,Z) =0 }--o 

,--------·---------'-l!i(~) -z 11 

1 S(x,Z) = 2 

~-

Subroutine Cxeps 



Subrout.ine Bus 
.34. 
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(0 Subroutin~ 
-....._ .. ? Calcula autovalores com precisão dupla de matrizes reais 

e simétricas. 

( 9 J Subroutinc Siste 

"'---/ Tirado do Livro - Computer Solucion of Linear Alqebraic 

~ 

Systemr::; - Forsythe-t-loler paq. 6B-6 9. 

Subroutine Nelme 

M.inirniza funç6es de N vari~veis, sem restriç6es pelo m~-

todo de "Nelder-Mead" que não usa derivadas. 

Tirado do Laborat6rio de Matem~tica Aplicada - IMECC 

- UNICAMP. 
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CAP1:TULO VI 

6.1) EXPERI~NCIAS NUM~RICAS 

Usando as subroutinas do capitulo anterior obtivemos o 

numero a. Para que pud~ssemos avaliar a medida em que esse nGmero 

explica o comportamento de um método numérico, os mesmos sistemas 

foram resolvidos pelo método de Newton, para os mesmos pontos ini 

ciais e anotamos o número de iterações para convergência. 

OBSERVAÇÃO: O número o pode ser infinito de maneiras diferentes. 

a) Quando nao obedece as condiçÕes de Bus ent~o define-se a = oo. 

b) Quando obedecendo as condições de Bus ele ~ calculado com va­

lor infinito. Exemplo a= O.lll2968xl0 38 . 

Com esses dados constru.imos as tabelas: 
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1 -

solução = (1,1) -J(x) e sempre nao singular 

Ponto inicial (J N9 de iterações 
Newton 

-5 11 00 2 

-4 11 00 2 

-3 11 a> 2 

-2 11 0.9153333xl0 1 2 

-1 ll 0.4020742xl01 2 

o 11 0.1001617xl01 2 

1 11 0.1791397x10 -3 1 

2 11 0.1007956xl0 
1 2 

-3 11 ()!) 2 

-1 7 0.401999lx10 2 

1 7 0.1791397x10- 3 1 

2 7 O.l005532xl0 2 

3 7 0.4031844xl0 2 

4 7 00 2 

0.9 0.9 O.l791397xl0-3 2 

1.1 1 ? ··"" . ,.. O.l791397xl0 -3 
2 
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2 -
F (x) 

2 
1 = x1 - x2 -1 

F 2 (x) 2 2 
1 = (x1 -2) + (x 2-0.5) - . 

soluções: A = ( 1. 54 6, 1.391) 

B - (1.067, 0.139) 

J(x) singular se x 1 • x 2 = 1 

Ponto inicial a N9 de iterações 

3.2 6.0 "" 6 A 

3.2 1.1 00 5 A 

1.3 0.2 O. 8.564867xl0 -5 3 B 

0.8 0.2 0.8564867xl0 -5 3 B 

1.7 1.3 0.1006262x10 -4 3 ]\ 

1.4 1.2 0.1006262x10- 4 3 A 

0.3 3.7 00 10 A 

2.0 3.0 0.3606562xl0 6 5 A 

0.8 0.3 0.1303395 3 B 

1 -1 0.6585745 4 B 

0.73 0.23 0.1724944 4 B 

-1.38 1.29 00 9 B 

l.G 1.33 0.1066262x10 -4 2 A 

0.98 0.12 0.8564867xl0 
-5 

2 B 

1.13 0.14 0.8564867x10 -5 
2 B 

1.23 0.28 0.8564867xl0-S 3 B 

0.1 2.0 "" 23 B 

1 0.99 00 13 B 



3 -

F1 (X) 

F,)(x} 
.. :.. 

2 x 1 - 2x2 ,. 1 

X + 
1 

soluç:ão: 

B = (-1.402, 1.4B31) 

J(x) singular se x1 . x 2 = -l/4 

Ponto inicial a 

-3.1 3.2 0.3691643xlo 34 

1.8 2.8 0.9503452 

0.3 4.0 "" 

1.0 1 c· -1 . :;. 0.6219589x10 

-1.8 1.8 0.1056818x10 
-4 

2.2 -3.1 ro 

1. 02 0.98 0.7160059x10 
-5 

1.13 0.68 0.7160059x10 -5 

1. 25 0.36 0.4268993 

1. 29 0.98 0.7160059xl0 -5 

0.96 1.3 0.7160059x10 -5 

0.68 1.5 0.1104562 

0.4 0.2 co 

-1.4 1.3 O.l056818xl0 
-4 

-1.36 1.52 
-4 

0.1056818xl0 

-0.86 O.f39 0.3189728xl0 
34 

-1.26 0.98 0.9861792x10 33 

-1.48 1.68 0.1056818xl0- 4 

.39. 

N9 de iterações 

4 B 

4 A 

6 A 

3 A 

3 B 

10 A 

2 A 

3 A 

4 A 

3 A 

3 A 

4 A 

5 A 

3 B 

2 B 

4 n 

4 B 

3 B 
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4 -

]0 4 - .·L -- . xl x2 
-x1 -x 

- e + e 2 - 1.0001 

solução: (0.109815, 9.106227). 

Ponto .inicial (j N9 de .i t.erações 

O.l098x10- 4 9.1 "" 1 

o 9.0 CX> 2 

1.x10-S 3.0 00 9 

o 8.0 00 3 

l.x10 
-5 8.0 00 3 

o -1 00 14 

o -2 00 14 

o -1.5 00 13 

1.xl0 
-5 

9 0.6ll6326x108 2 

1.12x10-S 9 0.3553555xl0 12 
2 

1.021x10 -5 9.,31 0.6432029x1o 8 2 

0.5x10-S 8.9 "'"' 2 

-5 9.1 2 0.8xl0 (l(l 

0.986x10 
-5 9.2 0.4899897xl0 

-1 
2 



5 ~-

solução: 

2 
- 2(x1-l) - 400x1 (x 2-x1 ) 

= 200(x 2-x1
2 ) 

( 1, 1) 

J (x) sincpJlar se 

Ponto inicial cr 

1.1 1.0 

2.5 3.1 

3.2 -1.8 

-0.3 8 

1.1 -2.1 

2.5 -3 

6 -6 

-3 2 todos os pontos 

-3.6 5.1 deram a = oo 

2.3 3 .l 

-8.2 3.1 

2.3 3.3. 

l. 01 0.99 

1.0 1 

-1.2 1.0 

-1 .1 

.41. 

. 
N9 de iterações 

4 

5 

4 

4 

3 

4 

5 

5 

5 

5 

5 

5 

3 

o 

5 

2 



6 --

solução: 

F1 (x) -

F'2(x) --

( 1 1 1) 

X - 1 1 

x 1 .x.., - 1 
.:. 

J(x) singular se X -- 0 1 

Ponto inicial o 

1.4 2.2 0.1558685 

-1.1 -3.2 00 

2.3 1.6 0.1541738 

2.3 1.8 0.2055617 

6.1 5.0 00 

4.2 -3.4 00 

0.98 0.84 0.9370357xl0- 5 

1.01 0.98 
-5 

0.9370357xl0 · 

1.08 0.83 0.9370357xl0 -5 

c 
1.13 0.96 0.93703S7xl0-.J 

_i:: 

0.95 1. 32 0.9370357 o -' 

0.84 1. 08 0.9370357xl0-S 

0.94 l. 07 0.9370357xlo- 5 

0.46 l. 38 0.2027968 

.42. 

N9 de iterações 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 



7 -

F1 (x) - -13+x1 ((-x2+5)x 2-2)x 2 

F 2 (x) = -29+x1 crx 2+l)x 2-14)x 2 

soluc~ão: (5, 4) 

Ponto inicial a 

3.0 5.0 "" 

-4.0 7.0 00 

4.0 3.0 00 

2.0 1.0 (X) 

6.0 5.0 00 

8.0 6.0 00 

5.23 4.32 00 

4.98 3.86 ro 

5.0 4. o co 

15.0 -2 0.1112968xl0 38 

38 
-"5. o (l O.l455062x10 

-5.0 3 0.1457622xl0 
38 

o 2.24 '" 

• 4 3 • 

N9 de .iterações 

4 

5 

5 

38 

4 

5 

3 

3 

o 

36 

21 

5 

15 



e -

so 1 ução: (O, O) 

J(x) 

2 
.. lOxl I (x1 +0.l) + 2.x 2 

singular se xl ·- o ou 

Ponto inicial o N9 

0.01 -0.001 00 

0.032 -0.0021 00 

-0.002 -0.008 00 

0.3 -0.2 00 

1.0 -1.0 00 

0.902 0.3 00 

-3 1 00 

o 1 00 

-1 1 00 

-·o. 9 0.24 00 

• 4 4 • 

x2 = o 

de lberações 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

o 

1 

1 
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9 -

F 1 (x) 3x1 2x3 
2 

3 :::: + x2 + -
F2 (x) -3x + Sx 2 + 2x1 x 3 1 - -1 2 

so1uç,3:o: A-· (0.2960~)23, 0.6874306, -0.8492385) 

B:::: (1.1, -0.~\, 0.5) 

Ponto inicial a N9 de iterações 

o o o 00 6 A 

1.2 -0.75 0.5 0.1362366xl0 -3 
2 B 

0.28 0.67 -0.74 0.747409x10-4 3 A 

1.1 2.1 3.1 00 5 A 

1.0 0.5 -1 0.2832019x10 6 4 A 

0.82 0.51 -0.84 0.7474094x10 
-4 

3 A 

2.0 3.0 l.O 00 11 A 

0.1 0.2 0.3 0.8949503x10 7 5 A 

l. 295 0.686 -0.848 Cü 2 A 

1.15 -0.79 0.48 0.1362366x10 -3 2 B 

0.3 0.7 -0.9 0.7474094x10-4 2 A 

1.3 -0.9 0.6 fl.l362366xlo- 3 3 B 



.46. 

lO -

Fl(x) ') .. xl + 3x 2 - x3x4 

(X) 2x 2 
2 

3 F --- X - + x3 x4 + 2 1 

F3 (x) Bx1 
2 

6x 2 +· - x3x2 ·+ 8 ,, 
"4 

F 4 
(X) -- x:lx2 - x3x4 + ') •. xl 

solução: .A (1, o, -2, -1) 

B = (3, 0.342, -0.756, -9.2) 

Ponto inicial a N9 dE~ iterações 

1 0.1 -2 -1 0.923082lx10 -2 1 A 

1.2 0.8 -2 -0.9 100 

1.3 0.9 -2.1 -1.2 00 6 B 

0.9 0.1 -2.2 -0.9 100 

1.0 o -1.8 ·-0. 3 00 6 A 

1.3 0.9 -2 -0.8 00 7 B 

2.0 L. O 3. o 1.0 r r· )_) 

0.1 0.8 0.3 0.6 (l'"J 40 A 
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11 ·-

6 
F. = ~ cot ( s. X.) i = 1 ••• 6 .. 

1. j=1 
1. J 

j:r'i 

s - 0.02249 (34 - 0.02000 
1 

s2 --· 0.02166 B r: = 0.01918 

03 - 0.02083 s6 - 0.01835 

solução: (121.850, 114.161, 93.6488, 62.3186, 41.3219, 

30.5027). 

Ponto inicial a NQ de iterações 

x. = 75 "'' 5 
1. 

121, 114, 931 0.316643x10 
6 

2 

62, 41, 30] 



12 -

F . (X) -- ( 3-kx . ) X . + 1 - X • l - 2 X . + 1 
1 l l l- 1 

k = 0.1 i =-~ 1,2 .•• 10 

soluç~o: -0.6854835 

·-0. 5516827 

·-0.5086049 

-0.4947104 

-0.4902261 

-0.4887785 

-0.4883113 

-0.4881604 

-0.481117 

-0.480960 

Ponto inicial C1 N9 de iterações 

-0.6, 

-0.4, 

-0.4, 

-0.4 

X = -1 i 

-0.5, 

-0.4, 

-o. 4 , 

-0.5 

-0.4 

-0.4 

0.1001086x10 6 10 

~ 

l 
I 
i -3 

8 I 0.8733329x10 

I 
I 

.48. 



.49. 

CONCLUSÕES 

Através da teoria desenvolvida ternos que, um sistema é 

fãcil de ser resolvido por um método de "tipo Newton", se o nGme­

ro o, dado por (4.18) tem ordem de grandeza em torno da unidade. 

Caso contrãrio o sistema é difÍcil de se resolver. 

Neste trabalho apresentam-se algumas experiências nu­

méricas que nos permitem dizer que do mesmo modo que em sistemas 

lineares, quando o nGmero a é pequeno o sistema é facilmente so­

lúvel, porém a reciproca não é verdadeira. 

ra, 

Para alguns casos essa classificação é muito 

pois o é um majorante e corno foi dito no Capitulo I, 

grossei­

para 

pos-sistemas lineares, se o número de condição é pequeno ( ~ 1 

so afirmar com certeza que a convergência é rãpida. Mas em muitos 

casos onde a = oo a convergência ainda pode ser obtida com rapi­

dez. ~o caso dos problemas 7, 8 e 11. 

Além disso devemos observar que no caso da solução 

pertencer 3 região o,de o Jacobiano é singular podemos afirmar a 

priori que o faz uma classificação grosseira. ! o caso do proble­

ma 8. 
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c:.1Nli~.u 

r r c f .. u .,., N ~"··. ~ • l 3 , • , J 
S C A L F. ;., C l ) :: I • r h .; "' .. t: 
(;,..~ ru ' 
CAL,L SI:.!.. f1J 
s;:ALF:6{.1.);:; " 
C:;N 1' I rHit. 
"'·Ml;:N•l 
O.J 17 K;:;l, 1 
IHG=o.o 
OJ 11 I:~:,~., 

IP=:lPSCl) 
S .I Z t:; 11 iJ A b S ( 111,. ( lY 1 k. ) ) * A t. t' ;; ( I P ) 
IF(SIZ€•RlG}t1,11,10 

1' SIG:~HZt. 

HJXPlV=l 
1 CUiliTVhlt: 

lf(BlGl 11 1 t ;,,1·.~ 
t. CALL 51~~(2) 

Gd 1'0 \7 
1 HClOXPlV ... '1')1l,l:'! 1 t1 
1. ~h•lP~(K) 

t 

H' S ( ~ ) :: l P ;; l l • '~·; P,~ V) 

I f' S ( I 0 X i' l v l ;:;;: J 
1\P::lPSf~.l 

P,iVJT:U,,f t r,") 
~:i:'l=~+·t 

!),; 11'1 J;:;;kl'1, 
lF:lP6(1) 
~ .. ~ = -u t,,( r P, "' ) ll r 1 1 r 
ll~..;(lt-< 1 1'\):::•i 'i 

Od 1n J.;;:l'.f't, • 
UL(lP,Jj~i•! .. (l •,,J)t l*::r,(i<i ,J) 

1· C',jl>frr~;,,~ 

i r C.JNl'I :.,lJ,, 
I( p = 1 ~) 5 ( f ) 

H' ( u L { K p, h ) ) 1 tj ' 1 H I 1 ) 

i• CALL SI:•;G(t} 
2 '' J:'i. l'd 't U H N 

fi;,,o 

S li 8 K D li r I r~ L .> I <; C 1 ~>i d ~ ) 
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lP:tiP~ll) 
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I"it:I•t 
SUIWI:O.O 
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I P: I P S ( ·' l 
X ( N) :A ( ) /I· u ( 1 ~>, i• J 
p J 4 r b A c. r. = 2 , il 
t .: N f' 1 • l .. , ~C i< 

IP:IPS(ll 
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~,;~o~~:n. u 
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Í": L 1' li f 
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C'v'<~".f!\ I,;~\' 1~ /ri!' 
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A~FA:l. 

~t!:TA:.:O.·:.:. 

GA~A=2. 

K~)i\1:::0 

AkMAP D Slh'I'L,L;( Ir• JCI,.J., 
DJ t I=l,t 
P(I,Nl):X(l) 

OJ ;, J:t. ' 
o,; 3 l=n. 

) P(l,J):A(lJ 
2 P ( J 1 d ) : ,. ( ,i , J ) t ~; T FT ( J ) 
C AVALIAI(,\ F\,r,ç:,u ;JO~» VEhT.if.f':L,~'; DU SI'·'PL,~:.: .l•'JIC1~·L 

O;J 4 l=t.•:t 
I(JN.t:I<UNt1 
H' ( K O N. ~;f". 1 Pf i' ... ( ) Gu LI 3 u 
~:.r E ( n • ru :1 r r ( 1, I> l 
tf(~VE(ll.Gf.f1GOT01 

f'aEff(l) 
fhJ 37 Kl:::t,H 

31 X(Kl):P(~l,l) 

4 CJPc !HWt. 
C CJU,CifLAr: XL 1:: l·t 
1 .. O F' 1"1 EJHI K •1 • r. l v 

f~Al0K:: ... 1..,FJO 
f>ü 5 l=1,t:1 
IFft:Ft::OJ ... GT.f1t:NtJ~)GJ rn t> 

Ili•l 
~· Xt..:f'f'i:; (I) 
Fl'ilENOt<:f'XL 
00 7 J::t,~. 

7 X~(J):P(J,ILJ 

b lf'(t:.n..:Cl).Lf.T~AJt,f;)G~J ru S 
Id:l 
fXH.:r:f'Ell} 
f'l"'llOR::F'XH 
ou a J=t,r, 

9 XH(J).::P(.J,ld) 
5 CONflN:Jt. 

At=v. 
00 9 J = t. r; 
Oú 9 l ::1, r; 

9 '1alJ~hK1(/,l,!.lJ\M,J(I'( I,.J)•i'(l,;,t))) 

1 r· ( il. 1 • (:r •. L. r-.:.. > c ' r L 1 ·.·• 
I t:.~:O 

1 I f ( 1\ flt• .. Ll • l TI~ ;; O C ~. :· q L:' 
lt It.R:1 

c C:ALCiiLA!· iJ Cí<:id.:d)~IJL, 

1 . O J 1 5 I ; 1 , .. , 
l'· Xtl(l):O., 

DD 14 J:1 6 N1 
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1 r f J • t:. \J • r n 1 ,~ ' r 1 ,., 
(l J 1 ~ 1 :: 1 1 ~. 

2.. Xü(l)::XiJCl)+P(;[,,J} 
1 , C J 1'11 1'.1 tdJ L 

fhJ 11 1.::. t , i. 

t 7 X 11 ( I) :: H1 ( l ) I íl r t,, i 3. T C • ) 
C C:..l,CIILAr< U· 

D;) lfi 1;;;;1, 
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FAR:FU,..(>.tl 
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D;J 3~ Kl::l,<• 

).~ X.(Kll:X·t<(rl) 
)• ~JN::kJNt! 
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r f f; c Hi ) ::F' x 1 

GJ 1'11 1liC· 
1 1 o.; :iD I= 1 , 
2 .l p ( I' l ti).; X I ( .í. ) 

f n~ ( l tl ) ::F / r 
GJ tr1 tt•• 

1 · A.<i:•1.F:J•> 
Dd ~~ .J;;l, 1 
lf(J.t.O.I·d·.;·l l'u 24 
A '"i= u ~ .. "' x 1 r , "', r· r~· ( ,J) ) 

2, C..JNTT:dl 

c 
2', 

I f ( ;\ '" • L l • , :~ ,~ ) ; 1 T . .l 7 ;:, 
[I;J Lh f:;;.1,,• 
P(l 1 lrJJ;:.: (l} 

V F' F ( I ~i ) :.:: '-' >. I 
GJ n 1 ., 
C~<. L C 1; L a,.. < u 

t f' { F >. ri • :, : ... V "p ) 
[!.] 2~ J,;:,1,1i 
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X ttl. ( l ) :.: X L ( l ) 
1'-"XHí.i:f (;:-: 
G:1 rn ;. .; 

27 OJ ]O I:l,~ 

J XdL(J):;>.H(!) 
F' .\tH.~:F X I 

C CUNfFJ!.CAn 
2 0\J l 1 I=:: t , 
~ l X C ( 1 ) : X ó ( 1 l Hl r ,\ • { X H L ( I ) ..,. X k ( I ) ) 

F'XClliôfU"-i(X(.) 
rrcrxc. .r>Guru4~ 

f'·::rxc 
DO <il Kl::t, .. 
X(Kl:)::lÇO.l) 
K0fH&KO~t1 

I f ( K O N • G f: • l T ~"~A I: } 
If(fXC.GT,.fXH~)GU 

00 ll [:1,N 

:l! P(l,tb):l.C(Il 
Efr:(JH>::n.c 

1'036 
TU 32 

H(J .. [,,>.,IL)(;•\ Tt. J·~ 

U,J l~ I;:1,r. 
J ') P ( I , .J ) :;; f' f I , J l + • l .. 5 !t f ,>; .L ( I ) '"'I , ( i , J ) ) 

~. n:: < J > =f u -. f P c 1 , J > J 

DO i5 1\l=l,:, 
4 X(Kl):P(kl,J) 
4~ kJ~=~UN+1 

lf(KtH~ .. ~;r,..lT~.,~X)GuTd1') 
)1 CJNflhU,. 

GO 1'0 1~·0 

ENO 

SUBPOll1'1 1J d\l,,(r<,Â!l 1 7., rHJSiHP1l 
C Ot.flNlCAU 3.1 H•t'l.v • .:7·;)) 

I~Pl..lCl! hEALtt(< (~t-d,;.J'"'l) 

C Ol"l"'!(lt« I h F"tf ~I tJ r 
CJM,..II'Hdi.PU GIH<I,Z4~(2 ),>;r, 
~:XTUN~AL fl,F'2,FJ,Fl 
Oi~eN61UN ~A(20J,P(42 J,Z(201 
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1 . F u W·l A 1' ( 1 X 1 ' . · · ; - · ' C; ' , I:.>' 
rutt, 1:=1,~. 

i .. ·' ,J :. ~ -)H l .r, . í ') f' I; ' r. : • I ': l r_, • 7 ) 

7 ... (.!)::::1'..(1) 
f\~ ,. :: " 

~.t i< :: ;, • Lr i) * * - ) 7 
l f ( 2 • l, T' • \ • l I ( l ., i' ,dj f' ~ • ": , ) ) r; ,J f I J i 

4·JS:Híiil::l.;• L 
R,_ f UI-·~. 

C .::, I, L C l '-' P •• f , , .·. . 1 C ,, ) 
.,. t-; 1 r F. c 3 , 2 ~. > ::; ~· 

~JM~AT(1X 1 '~(LP~(~ );',~lo.Sl 

I F ( C X • L l' • l • ~· > ) •. : u l• J 9 
HJSNIJM:t.fl.il 
R~tURN 

Q CALL bEIA(h,Xu.u) 
illliUTF:(l,'i7)u 

27 fQHHATC1X,'u~TA(XU);',~lb.R) 

C C A L CU L O DO P. h r d ;.J F>.; il I rJT F ( i\ I r E P ~>.C 1d1 'I R U U 
CALL JACO~I(~,~O,Al 
C A L L f' U 'i O~ • .. : J , lo' ) 

C ALL SlSTE. L',, til F', .O) 
DJ 12 1::1,~• 

Xl(l):Xu(J)•Ai(l} 
lf<i K 1 tF-: ( 3, 1) X 1 ( "' ) 

7 I'' .) ~ !•Í A 1 ( 1 X , ' F f( .( ) :: ' , ~ 1 t~ • 7 ) 
XCiLl{ l ):oXt..( l )-Z,( l) 

X1L~(l):Xtril•lll) 

! . X 1 L < >l ( I j : .( t ( ; ) - .·. · ' ( I ) 

~ i, 1 r :,· < ~ , 1 t> ·• 
~ -,J t-' ''1 ... T ( 1 t I t l ' . • ~· ', I ::: f ) 

".., 1 r~ ( 3 , t 7 ) t 1 r 1 1 • ·1 .::; , , ·, ; 

1 7 F .J 1-<: ··: ;'\. T ( 1 X I l i t ' \ • J I 
A 1 : ·, '• u k ' ' ') ( l 1 L,~ , , , ) 

A.,:,\ d~ ')(;.ti.\ • 1 'J 
l 3 = .1', -'4 (J ~ ·' ) ( ). < , . 
A ~ :: A N U I~ '·i 2 ( J, , L .:, , . ) 

"~ ri.l r 1•. t -~ , .~ ) h 1 _ .• 2 , i'· J , ;. -+ 
4 F~; 1<1 ·I A f ( 1 X , • I/ F I ( X ,J) • (.,/I.::: ' , F l '"> • 7, ' 'I , ' I!;;- l ( X r, ) -I. i)//: • , f:: 11'.,. 7 1 l • 

* 1!.. • ' li X O li::' •: to. 7, ) X, '/I..;. o-z I I: • , V 1 ti. 7) 
R \J : t' I l* A 3 + r. 1 + f 1 + l 1 • D J+ i • ) Ji C ;; ) !t 1\ ~ 1 

~ :-: 1 r ~, c J , 2 3 ) , . : 
'2 ·' f JH >1 A T ( 1 X, ' l:;::' 1 l 16 • 1) 

l~(t,O.Ll.f,~) ;.; Ti ti 

t . 

·~ ;J s ·~ u ti = 1 • p 3 .: 
R.:. T d!'l (J 

11 ~AX .-: 2i:HI 

[,,) 1 1=1, 



StEPCl):::O.t 
u>s~~:t o.•••4 
DO 1 9 l: 2 , t;: 

19 Xlfl)aZ(Il 
c 4 L t. N ~:L M H r~ , X,;,, F' 1 , s T p, ;; (JP c n r; , E p ~ I f( o ~l , T T ~u .\ , p , r r p ) 
If(SUPCO~.Gt.O.)~~I!PCl,7a1 

28 FURMATC1X,•H• fRR0 EM F'1') 
SIJPCON••SOPCU!i 
~RIT!(l,2C) UPCON,l 
IF'CSUPCON.Vl'.ll(l.DG*P!HtGln)GO rn 1.t 
SUSNUM•1.[JlJ 
Rt:TURN 

21 DO 22 Iat,N 
2j Xl(l)aZ(J) 

CAL~ NELM[(N,XX,Fl,ST~P,Cl,lPS,KnN,IT~lX,P.IfRl 

lf(CA.Gt.O.)dHIT€(3,29) 
:F.; FORMAT(1X,'HA SHHU t~1! fl') 

CA••CA 
li R l ·r € ( 1 , S ) C 1. 

5 fJ~MAT(p:,•&UPRt;i'ií'J DE (':::',E1f).7l 
00 25 tat,~~ 

2~ XX(I):Z(l) 
C.AJ,.~i, N~:LJoff{íJ,l.'f.,F,.;,.;TcP,~i.,~<'PS,KO~i,.IT"Í X,P, T !-') 

I f (S. GT • O) 1',1! r r~· ( 3, 3 :; ) 
]i, FúRMATC1X,'nA Rk ~~F~') 

s=-s 
OU 24 I:t, 

2~ XXCIJaZ(I) 
CALL NELMl(~ 1 XX,Fl 1 5TLP,8A,tPS,KON-lT~lX,P.IfRl 

tF(BA.GT.O)~HITE(3,J1) 

11 FDRMlTCIX,'HA gAROE~ Fl') 
SA••SA 
iNRiflt( ) 1 6)5, Bi~ 
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6 F'OfH'IlTC1X,•~UPr<CI,~O DF ~:s.sc:•,Etb.,?,l,tX.,•SUPR["~l í)E BE:Tl;•',E16., 
8USNUM•8A+C1.00+RA)*CA+(I.OO+BA]*(1.DO+CA)•S•~O 

Rt;tiJRN 
2v FORMATCIX,'~JPR~MQ DE NRU COND DO JAC081ANO:',Pl6.7 1 3X,'IERa'I4 

f:ND 

f'UNCTION f' I (0 

Hl P L I C I r H i:;~:.. t. ~t ( J\ ""H , O ... Z ) 
CíJ!oi!.MO~J/Nf'll i4/'< !' 
Cú~' 1 Wi'í/t,Rl~:! l!'ü,Z(:.?. ),"', 
Ul•~NSlU~ X(1Jl,XLZ(2J) 
DJ 1 l•l,~i 

U.Z(ll•XC I ) ... L( O 
K~,Zfi:I;N'.JR.I·ll( XLlt ) 
I f ( X L Z N • n: .. r. }) : ,,; In ·~ 



3 

3 

5 

2 

Ft:l.I:,J· 
f;!:. T ü ~" 
c.u,~.. cxtT:;r:;, ... ,·.·) 
F'l:•V 
Hi;.TUf··H 
~:I'<{) 

rur.crio;,, FJ< :o 
H" P L r c 1 r 1 Y ;., L * .; p, -H , o ... :r ) 
Cui'>'!''Ur./;;Fii'J/ a· 
c v "' :-: n r. 1 i:•n u.: 1 , n , :~ ( 1 ; 1 , ~~ 

Ol~~N~~~~ X(l ),X~Z(~v) 

();:; 3 1=1,• 
XLZ( l ):;..r l l•7.( I) 
X~ZN:A~URM~(lLl,~) 

lf(XL:lN.L,!· ..• rW) TD 4 
r2=1.E H: 
R!:.TUfiN 
CAL~ lS~~(~,X,SXZ) 

F.t.=•SXl. 
~-<C. TU\.'~'~ 

ft~ND 

F.JN~rH.i,. rHi) 
{l'\ p L I ::: ll i • ~d. ... .1 ( J< -H , J .. z ) 
C.J~·•fH,/.> t:,fJ~ 

(" d ~ •; 1 J '; I .. ;.; i f ~> Ir l 1 J., { / , ) 1 .'1 

lll 11'1 L ._ :> I ~ '• X l .~ ~: ) , X L Z ( /. · i ) 
PJ 4 1:;;1,', 
X!...Z( J)::.d l) .... .t,(I) 

XL?.;,:AN ~<"/(.<.L/.,t,) 

lf(f..f,~l't.l.t .:;•)) ;,.J U .. ' ') 
F'l=1.t:h: 
Rc..TUPN 
C A L L b r: lh ( \l , X , ~ J 
!'"}a ... H 
l-<i::TlJP1'1 
F. NO 

". J N c 1 r u , r ·1 í ,( ) 
I "'~ P L I C I í f F ,, L • •; ( :, "" i 1 , , J ... ~: ) 

C ~,í M ·;Ui' I , ,, i. r. :.,. I !I , Z ( 2 ; ) , ; J 

n I ~ U'< ..) 1 . . ·~, ( 1 ) , X: .,, ~. ( ~· '· l 
fi.; ~> 1::1,:. 
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5 X~Z{t):X(l)•!(l) 

X L Z. i :: ;., N cil· , :;; ( X L Z. ~ ) 
H c x I. L N. L... ) ; ·' ·r H 

f4=1. 
l<i..T\JPN 

ij CALí.. CO fl L·•A•F'4) 
F':f:•F4 

2 Pt.TliH!\ 
f NO 

SUBfl:íHJ'flr~L. ;:rl,i:1(N, X,CUNUI) 
I~PLICir R~AL•4 (A•~,O·Zl 

C OMMON li•1 Fl;N /~f F 
OlMt:NSiú~ A(20,.20),d(20 1 20),X(20l,C':'C210),JdfT(20) 
C A L L JACO B I ( lJ, X, A ) 
00 1 1=1,N 
I);J 1 J=1.~1 
S(I 1 J):O.PO 
DO 1 Kzl, 
A(J 1 ,J)::f:',(l,J)+II.(K,I)* (r,,,J) 
K::t 
j)Q ;, J=l·'· 
DO l 1:1,,..1 
C(K)::b(J.,.J) 
f';:oKtt 
C'Af..l .. D[lt~u,;(C,,;,,t,,1) 

~<.:t 

AJT(l):(:'{l) 

OJ J r=;,:· 
K::Ktl 

J IUT(J):CfW) 
DJ * l,:::::l,' 

4 AllT(l):úil>i·S(~Ur(!)) 

A.'1AlOR:;J.PO 
Al"tE:Nflk::: l .. C.~ 
OJ 5 J:t,l. 
6. .~ A l O f<: ::: L' •·• ;I X 1 ( ~·, "' ,\ IlA< , A ti T ( J ) ) 

5 A ><!. EJHl k: sJ ~.q N 1 { f• '>1 ::: N U R , A U ·r ( ,} ) ) 
CJN!t:·~ut. 

C,Jah.MA I ;Jk I A.:1CI~ li\ 
CONO I =v~~~H T ( Cil l 
IH.TURN 
f!:.-.o 

FJNCTHH• .fJIU~ 'l(Z,N) 
IMPLtCIT n~AL•~(A•G,n•Z) 
C0M~~mli/ f.'tíiUHF 
D l M t. N & I U ~J Z ( l ·H 
A&O.nc 
00 l t:.t,;; 

I l~A+Z(I)•*2 

A i~ Old.t 1: [1 S ,J!-< T ( .'. ) 
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t 
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f.l c.. r ,.J ~~ r• 
F .1 I 1 

S..;hFUüTifli!:. ,,,.'~, ( .,, •• :.') 
f',PyTCIT Pr,.d,ll·l (;,•.;,t. ... ,} 

C Q.., ~: n t, I~~ r U H I ·J f 
n1~~~SION X(lv),f(2;l,Fu(20),V(20) 
~">iH :2 .OC** C -~7 l 
CALCULO O~ ~PLTh (PAG 276) 
CALL fUN{Jii,X,f) 
F'ru:ANOiH~ 2 (F',·.~) 
H (fN.Nl.Oil(r)(;,t Tu li' 
Dt:L!Aaú. 
GJ TU 11 
1 1 J 1 I I : t , ~~ 

,, ;f ( I } 
~.)(L):H 

fl ,J l J I :: 1 , t. 

V(J)::::rS(I)•f(lJ 
lí Í:: f• ;; J t( ~Í 7 ( V 1 ·· ) 

C C' A(., C n L J P t ,, L:: :\ ( ! · ;. ; ,: ·r .. .) 
t : c A t. ;... ç t.J :·; n ( ;, , " • c ) 

c 1 :: 3 • u o • c • r- í· ~ z .1 • •. :• • P r r"'-; •• , r ( :. 1 • •· 3 

f> L F' J, = C 1 I ( t • ,; '' - ~ 1 ) t i • 1 l 1 • ,: • iJ r· r 
C C.U,COLD Dt c.·! (('h·; .:.h) 

h~(l.DOtPU )* .. L.ltHP;,L 

c 

~ i:.:Tll h!J 

r. :'tD 

SJRfíllUflNt CA; '~..)(.,,!\,V) 

o~rl~lCAO 1.1 P;G L77 
I ."!PL~IC lT fH· td·"' ~ (~, ... c;, o-,~) 
C J"'~(lf'i /NF'ON/'~ i 
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D l J4 L. !'.I:) I U N A ( l .· , i O ) , :"r~ ( l , 2 O ) , X ( 2 n ) , fi ( 2 li l , D JC C ( 2 n ) , íi X R ( 2 f1 ) , D l f ( 2 O 
CALL JACOBI c~,A,~J 

9 

0.) 4 i:t,~'t 

f;J .1\ J = 1, r, 
11•A(l,J) 
SHI,J):tl 

:: ~L 1.. s 16 r 1· < ,, •. '· , r , , , x ~- ) 
C' ; L... 5 l ~ T t. ( :. " ' ,, , F' ' I i h ) 
;, J 9 1 = 1 , r: 
n l F ( l ) :t D X ! . ( i l .. l ,,, I ( 1 ) 
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O .1. F',,: A tí ,J ~~ '~ I' ( · l l ;: , ; , ) 
1 ~ c o r r r. .. r) .. • ~ :• J c r 1 ~~ 

li.:::O.U\..1 
R t. T UH~. 
OXF"N:A~~JH' / l ,;_< •. , \, J 

H'CCJXt:'~.~·'\ •' .li\i;t:) CIJ d 
11:.-t.l.:lJ 
~i:;f!Jt!'• 

1/:0llt'I!/,;X' t· 

~-<c·run :~ 

t:.'.D 

Si..ibf•OUtlt,: ,;, ( ,X.,:; t:.) 
iJ c F' 1 N 1 C ,i;tl i • 7 ~· "' G 2 i ~ 

I·1PJ..lClf I :.nl,il"i(,~ .. H.u-1,) 
C j~ 110.'11 li1 FI! i'l I 1J f 
C;J..,"'ON /t>.fHLJ/1~._·,:;.( ).n), ;~. 

D l l<i E N .'::.I,) N X 1 ( i;>) 
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OlM~NSlO~ A(/ ,20),f(21),DX{2~),Xf20),~1LZr20),XLZ(20) 
CALL JlCObi(~,X,A) 
c ALt.. flHd !; , A, f) 
C.\LL .SIS'f1 .• ( .,,~,r,p:t,:) 

00 1 P"l, '• 
X 1 (I) :X (I) ... U.H O 
AlLZ(J):Xl(l)•Z(I) 
Xt..Z( I) :li.( ll ..,z (I) 

X 1 L Z. r.. R : A •H Jl; l ( X 1 L ;:, , , ) 
Xl..Zr,k:ANfH'''•:(,\l,;;;, ) 
f. f ( A (, l~ N I"- .. t I • i,' • J ) u U T :) 

sxz:o.o& 
Rif'lJQN 
S A Z: X 1 L i. t. i\ I A L ,J 'i * • ;• 
R~:- rmu. 
fND 

"' \J • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

... 
'· 

f!JhPuS:c. 
ru~PUT; ··'·';.r.\!f<..,l;:) llifl FJ(;;'IVí~rTJR LW A i;.:~L :.:Y.!' 1 ~:TtdC 
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c 
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c 
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c 
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c 
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c 
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t•2 N!UST fH :··,·:i\.jí; [, T,; :;.!~;,s .. t'dt ("fl <\1'.\ T f,, ::;r,:;rrJ~frJT ~' SH;J!!Lfl 
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p {, Í'l .:; f~;: 1 • [I ... 1 i 
1 f ( ~~ v ... 1 ) 1 ~) , 7 ) , 1 l 

l·~=·N 

r1J :t.v ,J:t,N 
LJZltJtN 
lhJ -' O I :: 1 , N 
IJ•lO+I 
ROJl=o.o 
IF(l•Jl 20,15,2) 
ROJl=t.o 
C•iNJ'lNIJE 

A.or;;~:.:o.n 

fhJ j 5 l = 1 , ti 
n;.~ 3S ,J:I 1 N 

I t ( l•J) 3 v, J S, J 

! '' I ,: :: 1. + ( .T * J ... ,J) l .. ; 
A •, 0 H, M; fHW P M _.. ,\ ( f;, ) tt' i\ ( ( , ) 

"~ C' ·~d I:iUE. 
1 l ( A N J l! ~; ) 1 t.> t:, I 1 t> "'i I , • .; 

A . o f\ M = 1 .. 4 1 4 • o "' J i· r c i\ ; • 1 \ 1 ,, ) 

1\ i j:( ·"• X =A N i} H ~ • ~- ,;, 'J ,, I [Í i" L 'l f, T ( :' ) 

r •.n:.;n 
1'.;f.<'::o!\.~]b,l<l 

5 1',1k:THh/0fLL't;l( l 
~"$ L;.;: 1 

·~; "':~L+1 

'·· (i "' ' ' = ( !>! * "-'~ • M ) I '1 

{,, '· : ( L* L• • L) I .i: 
(, ·:t.+BU 

•] lt ( D•\fiS{A(LM)l•1'llP.) lJ 1 t.>5,n~; 

5 Ir,(l:J 
[, t •L+ t.(.J 

x~n.s•tA(LLJ-~c ~ll 

R 'í::•A(LM)/ I)[,.J,,T(r,(L~:)l!'I'·(L''ltX*-X) 
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<;u'~AJ::spu.• .. 1 . .: 
:1 c 1,: s À= f• .:.,. ,,Ji, 1' ( 1 .. - " .. \ ... í' ) 

c: ~A2::.r.Js., ... .;: '.H. 
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JL~:.I:N*H,•l) 

l"\(.p::Nit Ui•l) 
PU 125 l.::t,~. 

t •.J= (I ~tl• t) l ;.~ 

H ( l• L) k u, 1 1 ~', ~ •) 
lf(!•M) H~,11),0U 

P~=J.+MY 

c;u ro ~~ 

I ,,, = •1 + l1.J 

Hfi•Ll tv,LJ'),! 'i 
lL=l+L\J 
(;p ro 11 n 
lL=u+I,J 
l( .;;; A ( I L ) 11 C , . - ,.( Ã r.. .. I . ,\ 
4 ( l .'4 ) .;. A ( t ._ ) li ;', l ; i. t •· • ( • · ) .,. ~: .. ) . · X. 

l'q}L>).:.X 

1 : ''\ 1 F f ~: V ... 1 ) i -' , 1 ; ' , i I ,, 
t, • lLfl;.J LJt! 

I· f..t;; 1 ":'Jt 1 
X:: P l I i.J } 11" 1 .( ... 1: ( 1 '· ) • ·' I ><. 

k ( I ~ k ) = t> ( I 1.. í ) " ::; 1 i ·" .. i ( 1 I ; : ) li(' ) •:; ·'· 
I~( ILH):A 

t . " CuPoi l'l '.tiL 
X :;;; 2 • O a A ( L ' l ~> ;-, L ) C ·• 
Y::; A l (; t..) *C ;; ;.; 'I. t \ ( 1 ; ) \11- .> i '• i·.? ..... -. 

X;; .t. ( (,L) i! S 1 r: A l t ~~ ( ·1. i)* CU:;:\.? t- X 

A ( L ~H :::; ( /;, ( LU .. ,, ( ~ ', ~ ) ) * ::>1 n >... :·; t ~ ( L' 1 ) ll ( C O c; X? ... ::1 I . ;l'. 2 l 
A(LL,):::;'f 
A ( ,._,,q :::); 

1 r .} r r , 

H L•• • r.) 1 3 <, , 1 I ' 1 t .) 5 
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c~i, rn h(, 

l F ..:>T V . 

.69. 



c 

r· 
'--
,~ 

\.,. 

c 

c 
r 
r• 
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" L;;;Ltt 

~ lt( o~,l'I1Ll•1) 

• , r.J);..f, 
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1 S T\J:t'"'N 
h.! 18~ l::q .. < 

!<.;:l(HN 
l·L=l+(l•t•ll/.t.: 
,N::-,:*(1•2) 
Du !SS J:::l,L 

.J(.i:::J()+N 

!-j•::J+("l*J•,f)/i 
I f ( h C t, L ) • ;, ( J ) 1 Hí , ! ,·; 'i , t ~~ 

t ; 1 X :; ~ ( l1 lo l 
1\(L~,;)..;A(~'l 

11(~ 1 1):!:). 

r r ( ,, v ... 1 l 1 7 .• 1 ·i , 1 1 ";, 

I [,R:l • . .oH' 
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P(lLR):.fdl ) 

1·'R(l•1R):A 
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SUBROUTINE SISTE, SING, SOLVE, NEWTON. 

I 
2 

3 

5 

SUfHIOUTPd . ..,y;;,r~u~,.:üu,.:H) 

OlMLNS(~lN II(!'J.llt),.;Jt,(1 ,.10).P(1'1),.rrX'(l'·) 
CALL orcn~P(~,-,u~> 
C A L L & O t. V t. ( N , 11L , d ,. iJ X ) 
Rt::TURN 
E' NO 

SUB~OUTI~S 0FCO P C~~,A,ULl 
f) 1114 t; N ~ I J 'J A ( 1 J • 1 O ) ,. Uf_, ( t ü ,. 1 n ) , S (' f.d, V S ( t O ) , H· s ( I •.1 ) 

C Qlli?ION l PD 
1'4::NN 
n,J ) 1=:1, ' 
IPS( l):J 
R ~JiOIN!;,,I:::: • ; 
11,) ;. ,j:J,;. 
Ul.>(l,J):A{ r,J) 
T f (h O fi N í• '<.1 .. ,'. t. S ( f.., ( .1.. • -•• J) ) } l • J • 2 
R J ~ .• ~; ,'·1:;; ,IH~' ( J i.J ( f , ,J ) ) 

CJNI'I~dl 

lf( !·'fll'illlt1 '-") 3, ~, :t 

~;CALf-0( l )::! .Ofil.,,,. "~ 
r.,; Tfl 5 
CAl,L ~,r,r: r 1) 
S: \L F 5 f 1 ) ;:: 'I .. 11 

C;jN'flt-.. U::.• 

nu 1 7 k = 2 • ,~ ~ ·, t 
HlG::~ .. n 
ou 11 l.::Jr:,!'; 
TPalPS(l) 
SI ZLa/;F{.:;, ( Ut, (H' ,r,;)) ·~:>C~L~:'.~ C Tf') 
IFf~IZF•HI~)lt•lt,l 

l' RIG;Sll. 
roxrtv::l 

I l C 0 N 1' 1 N 11 ;:; 

Tf(biGll J, 12,1 ~ 
lt CAL~ SI~G(2) 

G:; ro 1 1 
t> If(ll'lXPl\1•1\)H.lS,H 
1 i 3:]p:;(l<) 

1 t [\(li ) :r I P ,, ( 111 ,,y 1 V J 
TtS(TUX?T\'l:;;J 
"'t'=l p;;, ( ·~) 
Pli/JT:::Ut,( f,h.) 
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\i v { .l. t• , K ) :: ... ~ 

'•,.: 1n ,J::l<PI,. 
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r li tH I r~ U •:.: 
~.; ~~ t1 1· u '-: 
~P=lPSC:l) 

I f ( IH. ( K p • i• ) } t '} ' l -~ I 1 
C,~LL SI~G(?) 

~r.TUPi1 

!'' .o 

SuE:H.tlU1'1Nt< ~·f:~: ( lwr;Y J 
v.JH are' ·~AiTí .. X' ,·i.P': ;>.,,c, fc . .~.~ TI· ,.,F·cu·~P •::;t;•) 
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!t p ' ) 

·~ d fJ 1':: 3 
.~ . .~ n 1 c 1 , ;; , ., 1 , 1 , :• 1 
<~~ rd r F ( N d U T 1 1 l ) 
r;t.J .i ;"l 1 ~, 
w c{ T -~ F ( ~~ J li r. , 1 / 1 

,..i"IP.-(N;Jlll, l1; 

1-'t.:.. TJP >'• 
~·,.,.o 

,') J b ;:: nu T l ~4 L. .... j ;. v ; ( .. r, , ll L , 11 Á l 
!) l 'i~ ;;:: tJ 5 I ,J N li~. ( 1 i , 1 t ) , H ( J ·~· ) , X ( t ;; ) , I P;, ( t (l ) 

C0M•·,nr. iP.:i 
N:oNit 

"iPt::N+l 
H'=lPS(l) 
Xl1):i.HIP) 
lij i 1=2. 
J t-·= l p s ( 1) 
t 1=1-l 
,c:; ;.s to~ :; o • i) 
r .... 1 J=l.r~·l 
:.,_; ... ::;;{-'\_)lv\tll:J(J I f)•A(Jl 

..; { 1 ) : ~-' ( I P ) ... , 

r; =IP..>( ,) 

X(~•)::l\( ,)/•',,( ,_:', .,J 

n,;4 r:,A,:r:;;, 
l :: '• '' 1 .. I :, f, C ~ 



J 
4 

r ;· = I P v r .1 l 
H· h• I t 1 
S. íl M:.:: () • (} 
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r, 1 ~,~ ,_ :..; ~> t d t.J X ( t .. · ) , :,, ( 1 . • , 1 •) ) , t' f l 1! ) , ( 1 O ) , D X ( 1 o ., 
~ .JN ::;;;•'l 

c ld.L FIF• (;,,A. 

r: A L L ,J A C n I ( , / , .~, J 
"~t·d 1'f. ( J 1 t,} I( .J i 

r. ~~ K ., "T < 1 x , ' r,'' .. ::: ' , l s 1 
'r. I fr( i, 3) 

f· , • H · , -~ r ( 1 x , • .\ = • , ., l 
hi.I1'•(! 1 4)lr.fl) 1 [:;;1.,) 

f ._1 ~ ; li T ( t X I !':'• ;·. ' i . ~ 7 ) 
vr-.IJ'r.()IP'i) 

~-~iR:iliTC 1 X' I t !':::'.;,) 
.. " r r!:'< 1, 4l r i ( 1 1 , r.:: 1 , , .. l 

f:J 7 l=l.•h 
~=A~AA1(Z,Au~(~([))) 

li"f3.(:1'.t.f-•::!):, f'l t.~ 

~. r< T 1' F ( 3, 1 .3 ) ( i- ( f ) , .i. :: 1 , d ) 

F J"" · 1 A r ( 1 x , • • :. ,. 1, . , r i,·" • , 1 •. ; , . 1 o • 7 • ' l 
i' r<. r r~· ( 3, 1 -t l r. 1.1 , 

1-JK'l~'t(lX,'';:t, r• 11: .. IT .. Y,,C.J(·:S :•,rq 
í- t TU P t• 

lf(Kíl~ ..... T.l.) íJ •. _. .._.) 1 .. 
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