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INTRODUCAO

0O objetivo desta tese e analisar sob o ponto de vista
numérico se as condic¢oes propostas por Bus |1976]| para sistemas
nao lineares sdo explicativas da performance real do método de
Newton,

O nimero de solubilidade definido por Bus, tenta expli-
car o comportamento de métodos de “"tipo Newton" em sistemas nao
lineares. Portanto, assemelha-se ao numero de condic¢do de sistemas
lineares ja que este, como mostramos no Capitulo I, também expli-
ca performances de métodos para resolver problemas (no caso o mé-
todo LU).

No Capitulo II introduz-se o conceito de aproximagao do
Jacobiano. Este conceito & essencial a compreensao da teoria pois
Jacobiano analitico exato nunca existe na pratica computacional.
Tal conceito gera a nocao de métodos de "tipo Newton".

No Capitulo III foram obtidas as condigGes para conver=
géncia desses métodos e no Capitulo IV generalizamos a teoria com
a consideragao do erro de arredondamento. Por fim, neste capitulo
define-se o nimero de solubilidade de Bus.

Baseados nesta teoria escrevemos um programa Fortran pa
ra calcular o niimero de solubilidade de Bus usando precisao dupla
para simular aritmética exata. Esse programa é discutido no Capi-
tulo V.

Usando esse programa, calculamos o numero de Bus para
um conjunto de problemas ndao lineares com diferentes pontos ini-

ciais. Ao mesmo tempo, resolvemos tais sistemas com o método de
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Newton, e comparamos esses resultados com os calculados nimeros
de solubilidade de Bus. Tais experiéncias e as conclussces das mes

mas sao apresentadas no Capitulo VI,



CAPTTULO T

NOMERO DE CONDIQﬁO DE SISTEMAS LINEARES

1.1) CONCEITO DE NOMERO DE CONDICRO

Para desenvolver um trabalho sobre nimero de condigao
de sistemas nao lineares, que & o tema desta tese, & preciso maio
res informagoes sobre o que & nimero de condi¢do no caso do siste
ma ser linear e também quais as informagOes que esse numero pode
nos trazer.

O numero de condigao & um dado muitas vezes dificil de
se obter, mas que tem papel significante quando temos varios sis-
temas para resolver e a diferenca entre seus elementos & pequena.
Neste caso, através do nlmero de condigao podemos saber se a solu
¢io varia muito ou nao dependendo da oscilacdao dos elementos.

Considere o sistema Ax=b onde A & uma matriz nao singu-
lar de ordem n e gque este sistema tem solu¢ao unica do tipo x=Ab.
Se a matriz A permanecer a mesma mas o vetor b sofrer uma varia-
¢do &b a solugdo x também terad uma mudanga 8x que deve satisfazer

a equagao

A(x+8x) = Db+éb

desse modo temos:

aplicande norma




multiplicando as duas temos:
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[x]! ol
ﬂﬁéﬂ_ pode ser interpretado como a mudanga relativa em b.

[Ib]]

iﬁ};L indica a mudanca relativa no vetor x.
[[x ]
Se ocorrer do vetor b ser o mesmo e a matriz A sofrer
uma perturbagio §A de tal modo que (A+<SA)“l exista, entao

-1

X = A Db
-1
{(x+8x) = (A+S8A) "D
§x = [_(A+6A)'l - A~l] b
Seija
B = A+dA
entao
§x = thl - Aul] b =>
sx = |(atas™t-a"t BB"IJ b =>
§x = _A_l (A-B) B“I] b =>




§x = [f 2"t s (A+6A)—l] b =>
sx = - A Taa [}A+§A)‘l§] =>
: -1
dx = = A 7 §A (xtdx) ;
aplicando norma:
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O numero K das expressoes anteriores & chamado numero
de condicao, que depende da norma usada. Para norma Euclideana te-
mos :

A
i -1 1
N N

Y2

onde kl e A2 sao respectivamente os modulos do maior e menor

valor singqular de A,
Quando o nimero de condigao & proximo da unidade dize-
mos que o sistema & bem condicionado, isto €, uma pequena mudanga

na matriz A ou no vetor b irad causar uma pequena variacao na so-



lugao.

Devemos observar que o numero K, das expressoes ante-
riores, da um limite superior da sensibilidade da solucdo com re-
lagao a uma mudanga nos dados do sistema inicial. Dessa forma,
mesmo que K seja grande (>> 1) a solugdo ainda pode variar pou-
Cco se houver uma pequena mudanga nos dados iniciais. Isto ocorre

com a matriz

10 0
0 1
6 1] )
cujo numero de condicdo & K = 10 e se b = 1 pelo metodo de
Gauss x, = 10°° o x. = 1.

1 2

Se a matriz mudar para

rlaG 1
{01 L= o0 ,

Se a mudanga for

-
10° 0 e

x, = 10" X, = 0.999
1 -

>
i
O
o]
x
1
-

1.2) UMA INTERPRETACAO GEOMETRICA DO NOMERO DE CONDICAO

LEMA 1: Seja A uma matriz real nxn A = (al....,an) e seja

=1/2 e a,, 3 = 2...n o angulo entre aj e [al...aj“l]. En-

ldet Al =

ha s
]

la.|! |sen a,
i, i
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LEMA 2: Seja A uma matriz mxn de posto completo com m > n;

A = (al...an); e define-se aj = uj(A) como no lema 1 para J =

- n Lad -
= 1...n. Define-se também P(A) = 7 |sen ail. Entdo P(A) & in-
i=1
variante a menos de permutagOes entre as colunas de A,

LEMA 3: Seja A como no lema 2 e seja Bi = Bi(A)’ i=1l..un, O

dngulo entre a; e [al"'ai—l’ ai+1...an]. Entdo |sen B,| > P(n).

. X + -1 t
LEMA 4: Seja A como no lema 2 e define-se A = (AtA) 1 A =

= (by...b )t.  Entdo ol < 1/ (P(n)]a,]l) para todo i=1...n.
n i, = ity

mxn ~ .
uma norma em R . Entao existe K > 0 ,

TEOREMA 1: Seja

.|

K = K(m,n) tal que para todo A como nas hipoteses do lema 4

A < K max » 1i=1...n 1
la, | P(n)
2
Se K(A) & o numero de condig¢ao da matriz A nxn, nao
singular, entdo do Teorema 1, seque que
1 . 1
K(A) < K max Hain , 1 = 1...n} max , 1= 1l...n
2 llall P(A)
2
Esta desigualdade mostra-nos que quando O numero de

condicao cresce, ou a matriz & mal escalada ou suas colunas sao

quase dependentes. | 5]

1.3) O EFEITO DO ERRO DE ARREDONDAMENTO

Na pratica quando resolvemos um sistema, qualquer que



seja o método cometemos um tipo de erro chamado
damento, agora vamos ver que tipo de influéncia
solugcao do problema.

Um sistema do tipo Ax = b pode ser
metodo da Eliminacdo de Gauss com pivotamento e
trada x satisfaz uma equacdo perturbada do tipo
SA & uma matriz cujos elementos sdo proximos de

Lembremos que o método da Eliminac¢ao

do na decomposigao da matriz A em um produto de

.6.

erro de arredon-

tera este erro na

resolvido pelo
a solugcao encon-
(A+8A)x = b onde
zZero.

de GCauss e basea-

duas matrizes tri-

A decomposicdo consiste em computar uma sequén-

cia de matrizes Al, Az...Ak...An

angulares L e U.
a partir da matriz original A,

& zero abaixo da diagonal nas primeiras k-1 colunas.
k+1

onde Ak

- k - .
A matriz A e obtida de A" subtraindo um multiplo

- k.
da K-esima linha de cada linha abaixo dela, o resto de A nao mu-
da. Entao, seja Ak com elementos a?j, o miltiplo escolhido usando

aritmetica de ponto flutuante, sera:

k k
My = £2 (aik / akk) i > k+l
e
.
0 para i > k+1, Jj = k.
k k k . .
= > +1 .
aij { £9 (aij m akj) para i > k+1, j > k+l
k
aj para outros.
L J
finalmente depois de n passos obtemos a matriz triangular supe-
rior que chamamos de U. A matriz L & formada pelos multiplicado-

res m desta maneira

ik



1 0
le 1
L= |my My 1
L.mnl mn2 mn3 ees 1
p—

As matrizes calculadas L e U, atraves desse processo

satisfazem a equagao
L .U = A+ E,

onde E & uma matriz cujos elementos sao proximos de zero,que apa-
recem devido ao erro de arredondamento. Naturalmente, esses erros
tém efeito na solugao do sistema Ax = b. Esse sistema inicial e
equivalente aos dois sistemas triangulares e sabemos que as solu-

¢coes computadas dos sistemas trianqulares obedecem a:
(L+8L)y = b e (U+8U)x = y
Portanto a solugdo computada x & a solucao exata de
(L+8L) . (U+8U)x = b

L.U, temos:

]

Usando a relagao A+E

(A + £E + SL.U + L.S8U + 8L 8SU)x = b

ou

]
o

(A + SA)x
onde

A = E + LSL + SL.U + 8L.GU,



1.4) CONCLUSAO

Vimos cue a solugao x, obtida pelo método de Gauss com
pivotamento, € a solugao exata do sistema perturbado (A+8A)x = b.
O erro relativo entre essa solugao e a solucdo verdadeira do sis-
tema original tem como majorante uma quantidade proporcional ao
namero de condigao.

Desse modo nimero de condicao & a grandeza que limita
o crescimento do erro na solugdo de um sistema resolvido pelo me-

todo de Gauss.



carItTuLo 11

APROX IMAC@ES CONSISTENTES

Os métodos mais conhecidos para resolver sistemas de
equagoes sao os métodos de Newton, Quase-Newton e Secante.

Na pratica, quando se trata de resolver um sistema, as
vezes & dificil calcular a matriz Jacobiana e se ela for calcula-
da no computador com precisao finita nunca sera obtida exatamente.
Por isso precisamos analisar situac¢oes onde, na formula clissica
de Newton, o jacobiano & substituldo por uma aproximacao.

Um exemplo de aproximacao para a matriz Jacobiana e
usar a formula das diferencas finitas, outra aproximacdao &€ ava-
liar as expressdes analiticas das derivadas parciais com precisido
finita no computador.

Se a aproximac¢do da matriz Jacobiana nao for uma  boa
aproxima¢do, ocorrerdo erros que terao muita influéncia na ordem
de convergéncia do método, por isso devemos escolher esta aproxi
macao com muito cuidado.

Para o sistema F(x) = 0 o método de Newton discreto

se define por:

-1

onde J(x,, hk) & uma aproximagao por diferengas finitas de J(x)) .
Os metodos do tipo Quase-Newton e Secante tém a forma

X = My (%, hk)’l F (x, ) (2.2)

i

X+l

onde M(x,h) @ uma outra aproximacao de J(x).
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Vejamos agora uma definigao que tenta exprimir o fato

de que uma matriz & uma hHoa aproximacao do Jacobianc.

DEFINIGAO 2.1: Seja F' : D C R" » R" uma funcdo diferencifvel em

DO < D e o operador M : DM X Dh c R x R™ - L(Rn). Entao M &

uma grroximacac consictente de J(x) = F'(x) em D. T D se 0€R
r & 0 M

m

€ um pontco limite de D, e

lim M{x, h) = F'(x) para x € D
h-+0; heD

0
h

Se houver constantes c e r > 0 tais que

IF' (x)-M(x,h)]] <« <clhl], ¥ xeD (2.3)

0
h e Dh n s{o0,r)

entdo M se diz uma aproximagdo fortemente consistente de F' em DO'
Quando M(x, h) & uma aproximagdo consistente, o mé=-

todo definido em (2.2) converge com uma ordem alta, como expressa

0 seguinte teorema.

TEOREMA 1: Seja F : D c r™ » R"™ diferencidvel em uma vizinhan-
¢a aberta S0 CD de um ponto 72 € D para o qual F(Z) = 0 e gue

- v @ ~ . . e 0 | m
F' e continua em 2 e ¥F'(Z) e nao singqular. Seja J :DTthLR XxR" >

n . -~ : ] \ e .
L(R") uma aproximagao consistente de F' em § Entao existe & > 0

On

e r >0 tal que a funcao
- ,
G(x,h) = x = J(x,h) F(x) {(2.4)

esta definida para todo x € 8§ = 5(2,8), h € Dy = ns{o,r)

Dy,

e satisfaz
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[2-G(x,h)|| < W(x,h) ||x-2]]| (2.5)

¥ x€5S, hebD'h

onde
W({x,h) - 0 X =+ Z e h -+ 0 (2.6)

h € D'h

Entretanto, se J & uma aproximacdo fortemente consis-

tente de F' em S, e se

0
P x)=-F' (2] < v Ix=2|] ¥ x e Sy (2.7)
entao existem constantes ay e oy tais que
lz-c e, < ayllx=z|f + a,llnll lx-zll  (2.8)

¥ x € S, h € D'h

PROVA: Seja B = HF'(Z)'llI e seja € € (0, % p~1y.

Sendo J uma aproximacdo consistente em SO' existe um

r >0 tal que D'h & n3ao vazio e

h € D'h

Noj =

P (x)=J(x,h)|] < 5 € ¥ xe€s

OI
Entretanto pela continuidade de F' em Z existe § >0

tal que S = S(Z,8) C S0 e
['F'(x)=F'(2)]| < % e, Y¥xe€8
entao
IF'(z)-0(x,h)l| < e, ¥ xe€8, henDb'h

e, pelo lema da perturbagcdo (Pag. 45 [ 2 ]) segue-se que J(x,h)ml

existe e satisfaz
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HJ(x,h)ﬁlf < N = £ ¥ x€ S, hendh

- 1-Re

Assim, G @ bem definido em S x D'h e
lG(x,h)-2!] = HJ(x,h)-l [ﬁ(x,h)(x—Z)-Fx]ﬁ
< nlloegn-Fr ol + IF oo =F @)]] [[xez ] +
N|Fx = FZ = F'(2Z) (x~2)||

Por (2.5), temwos:

W(x,h) = N[HJ(x,h)—F‘(x)H+HF'(x)—F'(Z)[1+q(xﬂ (2.9)
onde
g(x) = 'Fx - FZ- F'(2) (x=2)]] para X # 7
k=2 |! a(z) = 0
Para concluir que (2,.6) & verdade, devemos observar

que a continuidade de F' em Z implica que q(x)=+0 e F'(x)=-F'(Z)~0
se x+2 enquanto a convergéncia uniforme da definicao 1 implica
que J(x,h)=-F'(x) -~ 0 se h~+0 e x » 2.

m

n - . , =
Agora, se F : D TR =+ R e G-diferenciavel num con-

junto convexo D, C D entao para qualquer x, y, z € Dy .

|Fy-Fz=F' (x) (y=2)] < sup [[F'(z+t(y-2))-F' (x)||y-z]
0<t<l

(ver [ 2 ], pag. 70).
Logo, por isto ultimo, e assumindo (2.6)

la)l < v [x-2]], ¥ xe€es (2.10)
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e (2.8) seque-se imediatamente de (2.5) e (2.9) com o= 2 YN

e a. = Nc onde ¢ & a constante de (2.3).
“
b

Uma aplicagao deste teorema mostra que a ordem de con-

- . - ) - - . . . k
vergencia da sequencia (Z2.1) € ordem superlinear quando lim ho = (),
k ~p Xy

O conceito de aproximagao consistente serd usado no

proximo capitulo.
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cAPITULO IIT

ANALISE DA CONVERGENCIA DE METODOS DE "TIPO NEWTON",

PARA EQUACOES NAO LINEARES

O objetivo deste capitulo & encontrar condicdes  para
que a sequéncia de pontos obtidos por métodos do "tipo Newton"
convirja para uma solugdo do sistema.

Seja o sistema de equagoes
F(x) = 0 (3.1)

onde F : D CR' » R" uma func3o continua numa regifo D. Um
método iterativo que resolve esse sistema & o método de Newton,
mas podemos considerar também os métodos do tipo Newton onde usa-
mos a formula definida em (2.2). Para esses métodos deve existir
um operador M chamado aproximacao consistente e que foi visto no
capitulo anterior.

Estudando a convergéncia dos metodos de "tipo Newton",
vamos compara-los com o método de Newton definido em (2.1) e (2.2).

Seja F definida como em (3.1), numa regiao convexa
D C 5, F duas vezes diferenciavel, J(x) ndo singular em D,

X, € D um ponto inicial e % € D a solugao de F. Definimos no-

0
vamente o método de Newton

px) = x=[70]t P (3.2)
e um método de tipo Newton como:

P = x=Me,m ] Feo (3.3)
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Entao usando o teorema do valor médio obtemos a se-
guinte expressao para o erro em #(x) como aproximacao da solugao
Z.

1

i

Hx~J(x)-lF(x)~ZH = | (x=2)=3(x) "Fx)|| =

o (x) -2 ]

.
i

1oco Moo e - ool < sz ez ? .
logo

weo-z| < s(x,2) |x-z|° (3.4)

Esta fdrmula merece uma explicacgdao detalhada.
Se tomarmos o método de Newton e fizermos seu desen-

. s k ~
volvimento em Taylor na vizinhanga de x ', entao de:

- xk~[F'(xk)]"l F(x") onde F' =g = (2L
ax]
obtemos:
P o P 4 o8 R 69T P ] oD
logo:
Pty = 0+ T

a
Analisando o termo T(xk+l), termo complementar de 2=

ordem temos:

T
Se F = (fl"'*i'lfn)
T
k+1 k
fj(xk+l) - fj(xk)+fj(xk)(xk+l~xk)+%(xk+l-xk) szj(g)(x -x5)

Mas

fj(xk) + f'j(xk)(xk+l-xk) = 0,
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)
U fj(E) = hessiano de fj e

Eoe [#k, xk+¥] (segmento em Rn)

]

v° f£.(£) @& uma matriz simétrica, logo pode-se escrever como:

il

v £.(c) = oDt 0(E) D(E) Q(E) T

onde O0O(£) & ortogonal (QQrl = QTQ

dos autovalores de V2 fj(i).

I) e D e a matriz diagonal

it

Logo

1
2

k+1 k. T T, k+1 _k
S(x7 T-x X -x)

) Q(g) D(E) 0(&) (

= 2y@®To@ y@
onde

vl = |

1
e

(&
~
.

Y (£)

escrevendo

2
T, = % M) v (B) T Haik A (E) v (E)

com hk(ﬁ) = autovalor Jj de V2 fj(g)

12 1 2
j Ik@l® = 3 uglive|” =

”Xk+1_xklﬁ

1
= ! —
> gl < g oM

_ 1
= 5 Mj
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e Mj é o maior dos mddulos dos autovalores de VZ fj(g) ou seja

Mj = Hvz fj(a)ﬂz (norma matricial)
Entao
T —
1 k+1 k 2. k+1 k
5 | =x) VUL (E) (X7 T=xT)
T(xfth = :
+ T 2 +
S T vt ) T
R /'_-"'" T N - - "2"‘
\ 'f! n L 2 - 1
‘V: i=1 2 ] J -
"\ ‘;{”-mm By ~ e
\ N )
| / 5: }.._ M 2 I|xk,+‘l_xk“4 i x\uﬁ % MZ }'Xk+l‘ k”4 i

< “\[%;M ”Xk+1_xk”2

2

2 .
onde M = max {||v fl(ilﬂlz,...,ﬂv fn(Sn)Hz}
Se 7 @ a solugao de F(x) =0 e
PR A N |
entao
S TR ] I e A R My

Mas tinhamos obtido que:
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) Jrath = re®Th <  - §}"»« 5 o)
Logo substituindo (a) em (b)
O L e IR P &
Agora, se F'(Z) & inversivel
e L]
logo
ez < s, 7y K-z

ou, com a notagao anterior,

g () -zl < S(x,2) lix-7 ||2

¥ x suficientemente proximo de Z.

Com isso mostramos que o método de Newton tem conver-
géncia quadratica.

Usando o lema da perturbacdo temos: (sec¢do 10 [ 1 ]) .

gx)=-y(x) = [—J(X)’lF‘(XHM(x,h)_l F(x)] =

[—I+J(x) M(x,h)-l] g0t P =

li

I- ¥ (I-J(x)
e n= O

1

Il

M(x,h))n] Tt Fx)

Logo,

1

7 (x)-y ()| < c(x,h) [lII(x)" " F(x)]] (3.5)

onde



Sx,h) = 28 [n] Joeo”h

c é o fator de consisténcia de M e

ol

Ihil < 1/ (2cljam)”

)

entretanto

1

D)™ Fooll = k=gl < llx-g] + (18 (x) -2z

My =gl > )=zl - |8 )=z

combinando (3.4), (3.5) e (3.7),
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(3.6)

(3.7)

Hgeo-voll < Cx,h) [Ix=zfl + c(x,h) )P (x)-2] ,
logo, por (3.4)

1) -v ()| < Ex,h) ||x-2] + C(x,h) 8 (x,2) [x-2 |
mas,

g x)-vll < MBea-zl] - wx)-zl] < Cix,h) |[x-2] +

+ Tix,h) s(x,2) x-z|Pf .
Logo,

Hex)-2| < E(x,§> |x-2 |1+ T (x,h) S(x,2) |x-2[+ 7 (x)-2]

ou seija,

Hy(x)-2z]! < C(x,h) |x-2z|l+ C(x,h) S(X,Z)‘B*Z"2+S(x,2}“x-znz

e finalmente
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Wx)=2l] < C(x,h) [|x-2] + [6(x,h)+;] S(x,%) Hx-z;f (3.8)

Observamos, de (3.8) que se C(x,h) = 0]/h|| entdo pode-
se esperar uma convergéncia quadratica.
Os resultados anteriores justificam a sequinte defini-

cao:

DEFINICAO 3.1: Seja o sistema nao linear definido em (3.1) e se-
ja x, € D uma aproximacgao da solucdo 2 de (3.1). Entao diz-se
que o sistema & sollvel por um método de "tipo Newton" se as se-

guintes condigoes forem satisfeitas:
a) J(x) e H(x) existem em D e J(x,) € nao singular.

b) Se C(x,h) e definido como em (3.6), entao hO satisfaz

) <1 e ry= E(xo,ho)ilﬂ(xo)-XOIHHﬂ(xo)"Z” < ”xo'Z”
c) Uy={yeRr / ly-z] <ry} cD e J(x) & ndo singular em Uj.

d) K = sup C (X’hk) < 1
X € UO

k =1,2...

e) Oo(F,Z,xy,M) = K+ (K+l) Sry < 1 (3.9)
onde S = sup S(x,2)

X € Uﬂ

Se todas essas condigoes forem satisfeitas S(F,Z,XO,M)
é chamado de numero de solubilidade do método que resolve o sis

tema nao linear F(x) = 0 com Xg ponto inicial e Z uma solucao.
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Se uma dessas condigOes nao for satisfeita o numere de colubili-
dade sera definido como infinito.

Vejamos agora o seguinte teorema.

TEOREMA 3.1: Se um sistema nao linear definido como em (3.1) com
uma aproximagao inicial Xy e solugao Z @& sollvel por um método do
tipo Newton, entao a sequéncia de pontos gerados por este método
converge para Z. Se entretanto o método & tal que ”hﬂ%=O'Wk“ZH

para k-+= entao a convergéncia e quadratica.

Prova: “W(XO)'Z”

i A

o (xg) =B (xp) || + |8 (xp) -2l

A

Clxqrhg) B (xg)=xp || + [I8(xq) -2 |
mas pela combinagao (b) anterior
Clxghy) (17 (xg)=xoll + I8 (xg)-21l < lxg=2]

entao

|

W)=zl < Ixger ]

por (c), (d) e (e) podemos usar (3.8), desse modo com a condigao

(3.9) temos o resultado.

Na pratica a condicdo (3.9) & muito forte. Ela nos da
condi¢Oes de falar sobre o grau de dificuldade para se resolver
wn sistema com um determinado método. Veremos isso nas experién-

cias numericas.



.22,

CAPITULO IV

O EFEITO DO ERRO DE ARREDONDAMENTO

Neste capitulo sera estudado o efeito do erro de arre-
dondamento na convergéncia de métodos de "tipo Newton". Se consi-
derarmos a teoria dada no capitulo anterior para sistemas calcu-
lados no computador, teremos os métodos de "tipo Newton numéri-

cos".

Daqui para frente usaremos a seqguinte notagéo:

€ - a precisao do computador.
fe () - a expressao entre parénteses calculada com aritmética de

ponto flutuante em precisao e.

Usando o computador, o proprio método de Newton apre-
senta problemas de erro de arredondamento pois por mais exato que

seja calculado o Jacobiano, s60 se pode garantir que

M, -T (x < sxp) ] (4.1)

Ol

sendo

e § > ¢ é um valor que depende de € e do modo como Mk e calcu-

lado.

Faremos uma ampliagdo da teoria dada anteriormente, co

mecando com um conceito mais geral de aproximagao consistente.
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DEFINICAO 4.1: Seja F, diferencidvel em DC D C R" e seja um
operador M como na definigcao (2.1), para um numero real r > 0 e
um inteiro m > 0. Entaoc M(x,h) & chamada aproximagao numeri-
camente consistente de J(x) em DO C D, se existe uma constan-
tec, e a fungao cyle,h) a qual e continua em ¢ para h # 0 fi-

xo e € > 0, tal que as seguintes condigaes sejam satisfeitas:

I3 =£2_(M(x,h)) || < Cple,h) +Cylin]l

para todo x € Dy, h e U? | {0} (4.2)
lim co(e,h) = { para h # 0 (4.3
e+0

e
c(e,h) = cy(e,h) + cthH (4.4)

e chamada de fator de consisténcia.

DEFINICAO 4.2: Chamamos um método de "tipo Newton Numérico" pa-

ra resolver (3.1) se existe um operador M como na def. 2.1 tal
que

Mk = ﬁﬂe (M(xk, hk)
e M(x,h) @& a aproximacidoc numericamente consistente de J(x) em
DO.

Vamos usar a notagﬁo Y (x) para o vetor o qual satis-

faz exatamente a equagao

£8_(M(x,h)) (P(x)=x) = F(x) (4.5)
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do mesmo modo que em (3.5) temos:
) -vx)l] < c<x,h,eM![J<x>]"l f<x>u (4.6)
onde
C(x,h,e) = 2cle,h) o)t <1 (4.7)

e c(e,h) & dado por (4.4).

Seja fﬂ{(@(x)) uma aproximacao numérica de V¥ (x). Ent3o
£2_(B(x)) = £L_(£2_(D(x)=x)+x) (4.8)

onde fze(ﬁ(x)-x) € a solucao numérica de (4.5) e F(x) é substi-

tuida por fe_(F(x)).

Suponha que vamos resolver o sistema linear Ax = b pe=-
lo método de Gauss no computador com precisao €, mas o vetor b
nao é fornecido exatamente. Entao seja a perturbagdao de b dada
por |lébll. Assim o erro na solucdao numérica x como aproximacdo da

solugdo exata x* & dada por:

[e=x* _ gay egn) , [6b] (4.9)
x|l 1-k(A)eg(n)  |b]

onde K(A) = [/A]l HAnll§e g(n) uma fungdo dependendo da ordem n,
da norma usada e da estratégia do pivotamento. Ainda deve-se as-
sumir que

kK(A).e.g(n) < 1 .,

Usando o lema da perturbacao (secgdo 10 [1]) podemos

dizer que



KEL (Mix,h))) < 3K(J(x))

aplicando isso em fﬁr(w(x)~x) obtemos

ﬂfﬁc(@(x)-x)~(5(x)-x)ﬁ < alx,e,n) fb(x) -x|| (4.10)
onde
aix,e,n) = 3IK(T(x)) ea (n) + 8 (4.11)
1-eK(J(x))eqg(n)

e § satisfaz

HflE(F(x))mF(x)H < &8 |IF )l (4.12)

Assumimos que 3K(J(x)) eg(n} < 1.

Combinando (4.8) e (4.10)

g2 @ =Pl = [ (fL_ (0= -F0f v

i

2 (0 )Y =P ()] 3H1+a>[fz€<a(x>-x>+x1»a<xnl b

2 (B =bll = [ (e =x)+x+ef (000 -x)+ex-p )| o
P (W)=l = e (D) =x)+eER_ (D (x) =x) +ex= (1 (x) =x)]|
2 ) =0 = [l £2_ (D (%) =x) +ex= (0 (x) =x)|

'Fr_ (b)) =Bl < gu1+e>[fz€<$(x)—x)-($(x)-x>}H+€H$<x)-xn+enxu
Por (4.10) temos:

Hfﬁg(@(x))-@(x)ﬂ < gﬂxﬂ-+[}l+e)a(x,a,n)+e] v (x)=-x]|

{(chamando (l+e)al(x,e,n)+e = B(x,e,n) ) (4.13)
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NE2 ) =bx) ]| < elfxf+8(x,e,n) Y (x) -x] (4.14)

Finalmente, combinande (3.4), (4.6) e (4.13) obtemos:
2 0 x)=z] < e () =p )|+ (x) -2

Por (4.13) e considerando B = B(x,e,n), C =((x, h,e) e

S =\{€7(X, Z) :

lee b=zl < elkll+8 [Woa=x] + v x)-z]l

g2 b=zl < elxl] +8 10 x)=2]l +Bllx-2] + [0 (x)-2]|
ufzeﬁ(x)-zu < ellx]] + (1+8) W (x)-2|| + B8 ||x-2]| (4.15)
15 =-2] < [veo-gx|l + |8 x)-2]
Entao

le2 B-z] < elxl+@m) [Te0-g 0|l + (4B (|80 -2] + 8lx-z]|
Por (3.4),
ler o=zl < ellxle (148) [T 00 =g Goll + (1+0)s [x-z ] +sllx-z]

Hsz&(x)~zu < enxn+(1+3)cnx—zn+(1+a)c”¢(x)—z“+(1+B)snx~zn2+eux-z";

ellx| ’(l+8)c+e

Hfzea(x)-zu [lx-2] + ,(1+e)cs+(1+)s “x-ZH2 ,

| A

ou seja

|

3
z

I£2 B ix)-2] < ellx|+L (x, €,h,n) |x=2]| +Q(x,€,h,n,2) |x-2]|* | (4.16)
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onde

L(x,e,h,n) = B(x,e,n) + (1l+3(x,e,n)) C(x,h,e) (4.17)

Q(x,e,h,n,2)

i

(1+f (x,e,n)) (1+C(x,h,e)) S(x,2) (4.18)

A equacao (4.15) mostra que nao devemos esperar que a
solugdo do sistema ndo linear tenha precisdo relativa melhor que
a do computador. Mas se existe converaéncia, ela depende das quan

tidades:

S(x,2), fator de convergéncia do método de Newton.

C(x,h,e), € a medida do erro em fQE(M(x,h)) como uma aproximacao

numerica de J(x).

R(x,e,n), reflete o numero de condigcao do subproblema linear.

Isto tudo justifica a sequinte definicao:

DEFINICAO 4.3: Seja o sistema nao linear definido em (3.1) e
x, € D uma aproximagdo da solucao Z de (3.1). Entao este proble-
ma & sollvel por um método de "tipo Newton numérico"”, se as se-

guintes condigoes forem satisfeitas:

a) J(x) e H(x) existem em D e
K(J(xo)) < 1/ (3eg(n))

onde g(n) depende do método usado para resolver o sistema li-

near.
b)  hy satisfaz C(xo,hO,a) < 1 e se
r, = fHXOH+Em(xo)~?§§+{%(xo,e,n)+(l+ﬁ(x0,a,n))C(xo,ho,e)J .
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entao

vy < xgzl

0

c) Uy ={yer"/ |y-z]l < rglcop
e
sup K(J(x)) < 1 / (3eg(n)) .

erO

d) K = sup C(x,hk,g) , entao hk satisfaz k < 1.

xEU0
k:l’z...
e) o(F,Z,xO,M,c) = B+ (1+B) K+(1+B)(l+k)8r0 (4.19)
O(F,Z,XO,M,E) < 1, onde
S = sup S(x,2) B = sup B(x,e,n)
erO x€U

Assim, se forem satisfeitas estas condig¢des, o sera o
nimero de solubilidade para resolver o sistema nao linear F(x) =0
com x, como ponto inicial e Z solucdo, através de um método de

"tipo Newton".

Caso nao seja satisfeita uma dessas condi¢des, o nime-

ro o sera definido como infinito.

TEOREMA 4.4: Se um sistema nao linear definido como em (3.1) com
aproximagdo inicial x, e solugdo Zz & solivel por um método de "ti

po Newton", a sequéncia de pontos gerada por este método converge

ao ponto x* com

Ix*-z ]l < efx*] .
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capITUuLo Vv

PROGRAMA DISCUTIDO

No capltulo anterior vimos as condigOes para que  um
sistema seja solGvel por um método de "tipo Newton". Estas condi-
¢Oes serao aplicadas em alguns sistemas para que possamos COmMpro-
va-las ou nao.

Com este objetivo foi realizado um programa no compu-
tador, usando aritmética de precisao dupla para simular a aritme-
tica exata. Com a execuggo desse programa obtemos o numero o, tam
bém chamado de Bus que nos dara informacao sobre o grau de difi-
culdade na resolug¢ao do sistema.

As condicoes que devem ser testadas sao:
a) K(J(xy)) < 1/ (3eg(n))

b) C(xo,ho,s) < 1 C(xO,ho,e) dado por (4.6)

r, = enx0|!+nﬂ(xo)~ZH-+{B(xo,e,n)+(l+6(x0,€.n))C(xofho,e)]

Hg(xo)'xol

ry < ﬁkO-Z
c) sup K(J(x)) < 1 / (3eg(n))
d) K = gsup C(x,hk,e) < 1.

e) o(F,Z,xO,M,e) =z B+(1+B)K+(1+B)(1+K)Sro
onde S = Sup S(x,2) B = Sup R(x,e,n)

O programa estd dividido em varias subroutinas cujos

diagramas estao a seguir.



5.1) DIAGRAMAS DAS SUBROUTINAS

Programa Principal

A

P )
<jmlnlClO

DADOS

N¢ DE VARIAVEIS = N
N¢ DA FUNCAO = NF
PONTO INICIAL = X(I)
SOLUCRO = Z(TI)

o = N? DE SOLUBILIDA

DE DO PROBLEMA

Subroutine Jacobi

&

( inicio )

Jacobiano do sis
tema em questao

Subroutine Fun

e

i < .
inicio )

Fungoes em
questao

O




Subroutine Beta

. hg 3
@ { inicio

PR = 2 x 10727

Calcular IF(x) em P.S.
= F8

Calcular F(x) em P.,D.
= F

5 = lrs-f|
Ral
11

i
@]

Calcular K(J(x))

| 1 = 3.PR.C.q(n)

P = (1+PR)a + PR




Subroutine Cond

{  inicio :)

Calcular A* . A

Calcular os auto

valores de ATA.

maior autovalor

amaior

menor autovalor

amenor

i

]

a maior
CO = e

a menor

coND = \/Co

.32,
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Subroutine Esse

<i::> { inicio )
®

/ =
lx=zl] # 0 ] S(x,2) = 0 m”__*~<:::>
/

Subroutine Cxeps

. -+ .
inicio
®

{

J(x)_l:F(x) = DxE
Precisao dupla

t ©

J(x) L.F(x) = DxR
Precisao simples

IDxE-DxR|

< e ()
B | - _ e
! o - |pxE-Dxg]

joxz]

.

i
f—




Subroutine Bus

©

( inicio )

e
—

.34.

J(XO) ’ F(Xo)

X1 = J(xo)"l

.F(xo)

ﬂ(xo) = xo—Xl

Al
A2

I8 xg)-2l, 23 =Ixgl
19 (xg)=xg]l, 28 =[xyl

|

PR,A3+Al+ (B+ (1+B) .CX) .A2

>

supremo de K(J(x))

supcon

e ‘“/L\\\

R
—

——

>

{ ) o o

5 B <
g i )
supremo C(x) = CA
supremo S(x) = 8
supremo B(x) = BA
[ o = BA+(1+BA)+CA+ (1+BA) . (14CA) S.r
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Subroutine Deigen

Calcula autovalores com precisao dupla de matrizes reais

e simetricas.

Subroutine Siste

Tirado do Livro - Computer Solucion of Linear Algebraic

Systems - Forsythe-Moler pag. 68-69.

Subroutine Nelme

Minimiza fun¢bes de N variaveis, sem restricSes pelo me-
todo de "Nelder-Mead" que ndao usa derivadas.
Tirado do Laboratdrio de Matemadtica Aplicada - IMECC -

- UNICAMP.
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CAPITULO VI

6.1) EXPERIENCIAS NUMERICAS

Usando as subroutinas do capitulo anterior obtivemos o
nimero o. Para que pudéssemos avaliar a medida em que esse nimero
explica o comportamento de um método numerico, os mesmos sistemas
foram resolvidos pelo método de Newton, para Os mesmos pontos ini

ciais e anotamos o numero de iteragoes para convergéncia.

OBSERVACAO: O nimero ¢ pode ser infinito de maneiras diferentes.,

a) Quando ndo obedece as condicdes de Bus ent3ao define-se o = =,
b) Quando obedecendo as condicdes de Bus ele & calculado com va-

lor infinito. Exemplo o = 0.1112968x1038.

Com esses dados construimos as tabelas:



Fl(X)

Fz(x)

solugao = (1,1)

i

Ponto inicial

11
11
11
11
11
11
11
11

11

[

J(x) e sempre ndoc singular

a

o

0.9153333x10%

0.4020742x10%

0.1001617x10T
0.1791397x10

0.1007956x10l

0.4019991x10
0.1791397x10
0.1005532x10
0.4031844x10
0.1791397x10

0.1791397x10"

3

3

3

3

N® de iteragoes
Newton

2
2
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2 -
Fy(x)
F,(x)
solugoes: A
B
J(x)

Ponto inicial

-1,38

1.6

= X12 T X, - 1
= xm2) %+ (x,70.5)°
= (1.546, 1.391)
= (1.067, 0,139)
singular se X} o Xy =
a
6.0 w
1.1 w
0.2 0.8564867x10"
0.2 0.8564867x10
1.3 0.1006262x10"
1.2 0.1006262x10"
3.7 o
3.0 0.3606562x10°
0.3 0.1303395
-1 0.6585745
0.23 0.1724944
1,29 w
1.33 0.1066262x10"
0.12 0.8564867x10
0.14 0.8564867x10
0.28 0.8564867x10
2.0 o
0.99 o

1

5
5
4

4

4

5

5
5

1

NQ de iteracoes

6

5

23

13

A

[es]

e -

os}
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PLx) = xt - 2x, 41
FE(X) = Xy + 2x2 - 3
solugao: A= (1, 1)
B = (=1.402, 1.4831)
J(x) singular se Xp o« Xy, = ~1/4
Ponto inicial o
3.1 3.2 0.3691643x10°"
1.8 2.8 0.9503452
0.3 4.0 -
1.0 1.5 0.6219589x10 %
1.8 1.8 0.1056818x10™ "
2.2 -3.1 -
1.02 0.98 | 0.7160059x107°
1.13 0.68 | 0.7160059x107°
1.25 0.36 | 0.4268993
1.29 0.98 | 0.7160059x107°
0.96 1.3 0.7160059%107°
0.68 1.5 0.1104562
0.4 0.2 o
-1.4 1.3 0.1056818x10 "}
~1.36 1.52 | 0.1056818x1077
~0.86 0.69 | 0.3189728x10°"
-1.26 0.98 | 0.9861792x10°>
-1.48 1.68 0.1056818x10

Ne de iteragoes

4
4

B

oA A

-

- A

o3}
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== 4 & —
Fl(x) = 10 X%, 1
"¥1 X2
Fz(x) = e + e - 1.0001

solugdo: (0.109815,  9.106227).

Ponto inicial
4

0.1098x10 9.1

0 9.0
1.x107° 3.0

0 8.0
1.x107° 8.0

0 -1

0 -2

0 -1.5
1.x107° 9
1.12x107° 9
1.021x107° 9,31
0.5x107° 8.9
0.8x107° 9.1

5

0.986x10 9.2

(=]

0.6116326x108

0.3553555x%1012

0.6432029x10°

o

o

0.4899897x10  *

NQ de iteragoes
1

2

14
14

13



]

F.(x)

2(xl~l) - 400xl(x2-xl )

Fz(x) = 200(x2-~xl )

solugao: (1, 1

J(x) singular se

Ponto inicial

1.1 1.0
2.5 3.1
3.2 -1.8
-0.3 8
1.1 -2.1
2.5 -3
6 -6
-3 2
-3.6 5.1
2.3 3.1
~-8.2 3.1
2.3 3.3
1.01 0.99
1.0 1
-1.2 1.0

todos os pontos

deram o = ®,

X7 = X, - 1/200

Ne de iteragoes
4

5



[

solugao: (1

Fl(x) =

F‘z(x) =

r 1)

J(xX) singular se X, =

Ponto inicial

1.4
-1.1

2.3

2.2
-3.2
1.6
1.8

5.0

o
0.1558685
0.1541738

0.2055617

a0

w0

0.9370357x10

0.9370357x10 °

0.9370357x10
0.9370357x10"

0.9370357x1.0

0.9370357x10

0.9370357x10

0.2027968

5
K
5
5
5
5

5

N? de iteragoes
2

2
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Fl(x) = ~l3+xl((—x2+5)x2~2)x2
Fz(x) = ~29+xl({x2+1)x2~l4)x2
solucao: (5, 4)
Ponto inicial o NQ de iteragoes

3.0 5.0 © 4
-4.0 7.0 ® 5
4.0 3.0 o 5
2.0 1.0 o 38
6.0 5.0 o 4
8.0 6.0 © 5
5.23 4.32 o 3
4.98 3.86 © 3
5.0 4.0 © 0
15.0 -2 0.1112968x10°° 36
-5.0 0 0.1455062x10°° 21
5.0 3 0.1457622x10°0 5
0 2.24 © 15
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Fl(x) = Xy

P.(x) = 10x1 /

2

solugao: (0, 0)

J(X) singular se

Ponto inicial

0.01
0.032

-0.002

-0.001
-0.0021

-0.008

x,+0.1) + 2.x 2

-

)

N¢ de iteracoes
1
1



Fl(x) = 3xl + x2 + 2x3 -3

o 12 —
Fz(x) = -3xl + sz + 2xlx3

= D
F3(x) Lgxle + 20x3 + 12

i

solugao: A (0.2960523,

B = (1.1, =-0.9,

Ponto inicial
0 0 0
1.2 -0.75 0.5

0.28 0.67 -0.74

0.82 0.51 -0.84

1.295 0.686 -0.848

1.15 -0.79 0.48

2

1

0.6874306, -0.8492385)

0.5)

o

0.1362366x10

0.747409x10 2

foo]

O.2832019x106

0.7474094x10

o0

O.8949503x107

0.1362366x10
0.7474094x10

0.1362366x10

3

4

3
4

3

N? de iteracoOes

6
2

11

4]

A

B

= e - -

o

B

.45,
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Fl(x) = 2xl + 3x2 - XyX,

Fz(x) =Xy 2x2 + x32x4 + 3
F3(x) = 8x12 + 6x2 T XX, * 8x4
P4(x) = XXy = XX, 4 2x1

solucao: A = (1, 0, =2, -1)

8 - (3, 0.342' _0.756p "9.2)

Ponto inicial o Ne de iteragles
1 0.1 -2 -1 | 0.9230821x1072 1 A
1.2 0.8 -2 -0.9 100 -
1.3 0.9 =-2.1 -1.2 o 6 B
0.9 0.1 =~2.2 -0.9 100 -
1.0 0 -1.8 =0.3 o 6 A
1.3 0.9 -2 -0.8 oo 7 B
2.0 1.0 3.0 1.0 65 -
0.1 0.8 0.3 0.6 w 40 A .
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11 -
6
F, = £ cot (8, x.) i=1...6
i =1 i ™y
j#AL
Bl = (0.02249 34 = 0,02000
82 = (,02166 85 = 0,01918
g, = 0.02083 g. = 0.,01835
3 6

solucao: (121.850, 114.161, 93.6488, 62.3186, 41.3219,

30.5027).

Ponto inicial o NQ de iteracoes
X; = 75 ® 5
121, 114, 93 0.316643x106 2

62, 41, 30

Sy s



solugao: ~0.6854835
-0.5516827
~0.5086049
~0.4947104
-0.4902261
-0.4887785
-0.4883113
-0.4881604
-0.481117

-0.480960

Ponto inicial

0.1 i=

ag

0,1001086x106

0.8733329x10

1

3

1,2...10

N? de iteracoes

10

.480
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CONCLUSOES

Atraves da teoria desenvolvida temos que, um sistema é
facil de ser resolvido por um método de "tipo Newton", se o nime-
ro o, dado por (4.18) tem ordem de grandeza em torno da unidade.
Caso contrario o sistema e dificil de se resolver.

Neste trabalho apresentam-se algumas experiéncias nu-
mericas que nos permitem dizer que do mesmo modo que em sistemas
lineares, quando o nimero o & pequeno O sistema & facilmente so-
lavel, porem a reciproca nao & verdadeira.

Para alguns casos essa classificacao & muito grossei-
ra, pois ¢ & um majorante e como foi dito no Capitulo I, para
sistemas lineares, se o numero de condicdo & pequeno ( ~ 1 ) pos-
so afirmar com certeza que a convergéncia & rapida. Mas em muitos
casos onde ¢ =« a convergencia ainda pode ser obtida com rapi-
dez. £ o caso dos problemas 7, 8 e 11.

Alem disso devemos observar que no caso da solugao
pertencer 3 regido onde o Jacobiano & singular podemos afirmar a

priori que o faz uma classificagdo grosseira. E o caso do proble-

ma 8.
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NDAte 1=,

! 7.00)=22(71)
Moy

FaZmLa Litese?

IS LTt 2 e )yl T 3
BuSNUmey o0l

{‘C’,ri]¥ ]

3 C:’;l!;,} (_XVP‘.{(, s 5'{"&)
WRITE(3, 26004
PES PJH?AT(XX.'»)(;,P,,;(AT):.',‘Sg,’;;)

IFCCX LYoo 3n T 9

HJSHNUMEY D31

RaoTURN

CALL BETA(N, Xu,8)

WRITFE(3,727)u

FURMAT(IX,, 'V TA(XU)S,F16,.8)

CALCULD DO POaTy SEGUINTE(A TTERASAD NMRO 1)

CALL JACOBI (N, £0,3)

CALL FUN(N, LD, )

CALL SISTECu,neFaiY)

00 12 1=1,n

X1 (D) =Xu(l)»x1(])

WRITF(3,T7)Xx1¢,)

7 FOMMATOIX, ()=, in,T)
XoLLCA)=Xe (Y =2(1)
XiLaCl)sxdi y=i(1)

L]

[ K. S]
-

1. slbau(i)=sl{i)=n0(1)
w3, 100

1 EURAT (L, Yo o=ty
Ar LR (3,170 (i, 15, %)

1"1 "JR"“‘T(‘[X' 3.!&!,}}

BI=ANORE2{7 Lo )
Aeaahdr 2 (ati i, +)
AJTANUR=2(X .,
AGBANURMZ(A L0, )
Nﬂlrﬁ(!,’:)hi:.t?; Blyind
§ FubaATCLE, "/ I (XY me /7= 615, T, 30, V2R X0 mad/ /610 ,T,7,
2V YV I/KG/ 72 s il T e dX Y /Al /2t 0, T)
RUSPRRAZ+at el (1 DU+ RC YRAD
wRITR(3,23)0
25 FORMATOLY, Yoz,
e (G LT A4 33 TO
RUSNUMesY D3
& Tung
1 TIMAXZ2:0)
DU I=t,u

1)

ws @



26

24
2:

25

25

ry

3!
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STERP(]I)=0.1%

EPSB1I0numyg

D3 19 I=f,wn

XXCI)YSZ(I)

CALL NELMECGW X5, Fa,5TUR, AUPCON, RPS,KEOMN, TTHAL, P, [FR)
IF(SUPCUNGT O IWHTITE(3,253)

FORMATCOLIX, *Ha ERREG EM F4Y)

SUPLONBS=SUPCON

NRITE(3,20)5UPC0N, TER
IFC(SUPCON LT IZ(3, D0x*PR®GHYIGD T 23

BUSNUMEL 3]

RETURN

Du 22 Izifﬂ

XX{1)=2(Y)

CALL NELMECH XX FloaTUP ChaEPS,KNNGITHAX,P, TER)
TFCCAGTLOLJARITE(I,27)

FORMATCOLIX, YHA FRRQO oM F1Y)

CA==Ch

ARITE(3,5)CH

FORMATCIX, *OUPREMY DE C=',E16,T)

DU 4% Ist,n

XXCI1=2(1)

CALL NELME (i, XX, F e 3TiP 0, FPS, KON, ITHAX, P, THR)
IF(&.GT.‘“)M‘I{?‘tju 35)

FORMATCOLIY, Yua CLKG o8 FEY)

S3ed

ou 24 l!‘.f‘

XX (1)=2(1)

CALL NELME (L XX F 3 0TEP, RALLPS, KON, ITHAK, P, TFR)
IFEBAGT.OYWRITE(I,31)

FORMATCLX, 'tA ERRY EM P3")

BAS=RA

WRITE(3,6)5,84

FORMATCIX P SUPREMO OF ESOEs,E 10,74/, 1K, 3UPREY] DE BETA=Y ,E16,.
BUSKRUMSBA+(1,004B84)2Cae (i, DG+BAYRIL DD+CAYS58RD
RETURN

FORMATCLX, 'ouUbPREMO DE NRBO COND DO JACOBRIANO=',F16,7,3X,'TER='T4
END ‘

FUNCTION FL(X)

IMPLICIT HuAL #8 (Aeii,0=%)
COMMON/ANFUR S W
COMMON L REF G0, 0(d0) N
OIMENSTUN A0 20), XLT(22)

00 1 I=mt,.n
XLZ(1dea iy =2(0 )
NLZNBANURMZ (KA, 7))
TFOXLEN L L3S0 T 3



Fisl.w

Fp Ty

CabLn CXLEPLEN, 4,0
Flaey

Wi Tk

iy

FUNCTION F20%)

ToPLICIL LELL #0 (Amn,0wd)
CuMyOn/luiin/ iy
CUMMNNZEREEC LD, 223 ¢ N
DIMENSTUN X(20), XL (20
DO 3 I=1.
XLZ(1)=X(1)=72(1)
XuZhsANUORM2{(XL4s )
TFOXLINLLEJRVIGO TO 4
Fiml, e 3lC

RETURN

CALL LSLE(MNaX,53482)
FeozmSX/Z

HeTUrwn

END

FUNCTLIOw F3(X)

TMPLICTIT Frai, % (hewiiy ded)
CuMmGhN b Ln fdy

CuMMNA w3, 002 ) o
DIMENSTUN X(20) e KLZL{24)
ATV B B S
XLZOT)=al 1 d)=2(1}
XLZLEANUHDP 2 (AL e0)
IF(ALAN L o)) 5w T B
Fl=f. 630

ReTUEN

CALL bETA(H, X, 4)

Fismh

RETURN

F.aD

FOUNCZTIOL FA(X)

ITwPLICIT FEal wg (A=t d=d)
CaMMON LV F N At
COMSON i e Vg (20 0
DIMebolie t(20), Xua{2)

Do % 1=1,1

.63,
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Xpd{l)=a(ly=~2(1)
XL2ZbamanNokr 20XLL, ¥ )
TEORLAN L) T
Fa=l,

KLTURN

Call COMND (hgngt s}
Faowl 4

RELTURN

FnD

SUBROUTING TOHDIN, X, CONDT)
IMPLICTT RHEaL#A (A=, 0=7)
COMMONZNFUR/NE

DIMENSTON A(20,20),8020,20),%X020),C(210),40T(20)

CALL JACORTI(H,X,A)

DO § Ist.n

DO § Jel,n

B{I,J)=0,00

DO 1 K=,
BeLeJ)=B(l,JYer (K, T)®a(r,])
K1

DU & J=1,i.

DU & I=i.J

C{K)=sb(1l,J)

KEK+1

CALL DELGeu{Carighgl)
Kz

RUT(1)=CC1)

Do 3 I=z.0

KK+ T

AUT(Y)=C(¥)

D3 ¥ I=l,s
BUT(L)=0UanS(AUT(I))
AMAINIRED LU

AMENONT) DA

03 5 Jd=ieh
AMALOR=0MAXICAMATUR, AUT (I
AAENDRSOMINL(AACNUR, AUT(I D)
CUNT Il

CUSAMATIORZAVMERIK
CUNDI=RLIET (W)

RETURN

EsD

FUNCTION ANIRI2{Z,t)
IHPLICIT REAL®A({A=(G,01m2)
COUMHMON/LFUN /YUY

DIMewnsIon 2(2D)

Az, 00

D3 Y I=ien

Ashel(I)en?

.64'
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HLTJH@&
Eoale

SURRUOUTING o7 0 (ipnadh)
I‘pu!cxr Pl alie (.{x"‘».;'?_""':;}

COMMOLZNFUNZNF

MAMUNSTON X(20)F(Z2.),FL20),V020)
PREZ2,05%%(=»27)

CALCULD Db LYLTA (PG 276)
CALL FUN(Kh,X,})

FNBANDRMZ2(F, )

If'(FNONE"G”Q){;!, T 10
DelLTAsb,

Gd T 1}

g 12 I=t,w

“3F(T1)

tF5CL)=H

D 1y Ist,n

VI1)=ES(Y )=l (1)

Vashngra2(v,

e LTASVAH/IFH

CALCHLD D auya Cra 2750

CALL COND(ng, 4,0

Cles3 poeCebiie 2y i DeOFLUATL L ) es]
FLFA=CI/ZC L u=T0 e 3 0w, T
CALCULO Do Lota (PAS &78)
Re(l.00ePEE Yo 1L AeP L

R Tl

ﬁND

SJIBENUTINL CaiPalie ke V)
DeFINICRO 3,7 PAG &1
ITMPLICIT REALRA(Am(,l1ml)
COMRMUONZNFUN/ N

DIMUNSTUN A(Y 10 d0)0uh (20,2030 X(2M),F(20),0XEC20), 0XR02G),D1IF (20
CALL‘ JAC”E] (j"(,t\o;a)

D3 4 l=t,n

Do 4 Jsi.n

HaA(1,J)

SACL s J)=H

CALlt, FUNCHghet )

CALbk SI5TeCuy ol i X))
Cabi SIoTeluens bV ink])
RICTEES I S W
DIFCL)=0XE (LY =0k (1)



T2 0300 03T

[

“lF":I“AH.}N',’(“}; *w‘ ?‘)
TECUTEN ML 0060 T
Ve, 00

RETURG
DXENSANUR2{X7, N}
TECOUXEN G NE gu b0 o
Val,k33

Re. TUE N

VEDIFN/0X

RoTubN

E&D

y

g

SUBROUTING (oot (n, X, 5172}

DeFINICAD 2.7 Pats 773

THPLICTIT Fhabs( b=t li=d]

COMMONZuV U /HE

COMMNON /ELRLO/RUe L0 ) il

DIMENSTON X1(&0)

.66.

DIMENSION A(LU D) e FULD)p0X(23),X€20), XVLZC20), LL2(27)

CAaLL JACORTI(HY,A)
CALL FUN(HyAlE)

CALL SISTalCusiaslFoinX)
DI 1 I®L.n
X{(I)aK(1)=UA(Y)
AMLI(IDI=X1()Y=72(1)
XLZ(I)=al1Y=2(1
AILZNREANON A2 (XN ILT e )
XLZoHEANGE L aulen)

TECALLNR S g UYLt T

SRLaG DU

Frturl
SAZBXILENRA AL L i vu?
PeTURN

END

SUpPOUTILr ey

FURPUSL

CuMPbUT 000NV AL

MATHIX

L

B

BN

EIGEAVECTIRS

(¥

A

Ko AL

.,.,;.."‘ll.w..."..’.-t.'ﬁ.l..‘...‘QO..‘Q.O‘.....'."....Q.O".‘

SYHHAETRIC
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Ceat g,
RN Y]

Calels BTGy alleg o ip 'V

JELCATIeTION e Dobov Tow,
Ao BETGTaMNL AT E DL (LY ETE T Y, DR sTEOYED [ CORPATRETT e,
e EULTM o7 v LG wya LS A D Ve aPE O [y DY RGNS OF
MATEH TN o a DLOH0F il (H0ERE,

boe BoSULTALT e Tely aF e TGLave TR (ATHRED SOl aT o

4
Iro o olits o e JD - AN FIGravALHESR)
oo UIGDLENE AT IC LG A At W
e THPYT T,
) Cogm DTS WINEaVALUEE ANDY FIG NVECSTORS
1 Corap b0 ULGRMVALYRS ONGE (R O wEFD 0T #F
ivew i tonoh »UT Au3T STILL APPEAR 1d CALLLING

KENBRKS
ORTGTNAL MATKIX & 4UST OF REAL SYYM-TRIC (STOCAGE #MuDE=1)
SATHIX A CANNUT Bo Lt Tl SAME LOZSATION AS MATRIX R

SUBRDUTINES Anl FPUNCTLION SUBPRHOGRA®S RFEQUIRED
NUNE

sETHGD
DIAGONALIZATTI Ly METHOL SRIGISNATED RY JACORT A4 AUGAPTED
B VON SEUMAN Fi LARGE COMPHTERS 58 FOUND T4 *MATHEMATIZA
METHODS PUR GLOLTNL CoMPUTREESY, ERITED #Y A, #ALSTON LHD
HeBe wWILF, JOon wiLUY BaD 30458, HEA YORY, 19872, CHAPTER 7

AL IR B K B BN IR BN IR K IR IR IR B BN AR B B IR R R BN B BN B BB NE AN SR B RN BB A B AR RN N Y R B N O BE BN R R R A B N I AR

SURKOUTING DVISLM{ 8, ,0,4Y)
THPLIZIT PEALSN(Awme,ilm2)
DIMOGNGTON A(Y),i(1)

LA AL B B BB IR 2 B K IR I 2R IR IR B N I B R B I B I AR 2 B N N Y R NI R B AN 2R I N R R

IF & OUULLe PRUCISIN WE ST DF Tels 0OUTING IS U-STIHED, THD
o 1y CubUMi § SboNLD o so pbaUVED FRGE TR DuUsLE PReCLSLO
:)TMY‘LMC,»“F "‘“‘ICQ“ * ’;‘i-i,u.-""’\u.

D ’“Z‘»L;.; ;p:’.trl‘c‘iutt .3.‘.'; ':A\y'u%:' \..;*‘dir'*“'x.'l_'ﬁ‘f,)‘,Y.BU&X,SIN"’(?;V@Q,".

Cillukgeul {Lopihnty

e O MULT ALso b HrHMoVED FROY nOUBLE PRECTSTON STATHBENTS
aPPr aRIHG I8 Jib Rk 200V Tues 50D IN O3 ATUNCTION 41T {H THIS
AUT N,

PO ODURLE PRECYLTO6 VoboTod UF THIS SUBROUTING JUST ALSY
SOHTAYS DOUBLE Pael1oTol FURIRAN FUSNITIONS. SURTOSTATEMEWTSHET
40, o8, 715, ANU TH MUST oF CHANGFD T O5UPT. ARs LN STATEMENT
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e NS Re]

I

T30 Y

v

oy
e

]

-t

£

£

W

bd MUST Br THALG00 To vanS, e COnvarta T T sTATE#ENT

SE CHANGLD Tu 1e.00=14,

LR IR AR B AR B RN B A A LA A R I O A B A B BN B N B A LI R I R B O B B L B L T A L B A A 4

GENERATE 1o nVITH MATHLX

BLuGEsl Del

I tmyml) J00,20,10
j EWE-2 1 N

Iy o0 Js1,W
Tasllden

D <0 I=1,N
TJ21Q¢X
R(TIJI=SOL0
IF(Im]) 20,415,290
R(IJI=1,0
CONTINUE

COMPUTE INLITIML AND FINAL AURMS CANORM AND ANOH“X)

RUORMaG,0

iy 3% Izmi,N

DU 39 Jsl,nN

Ir(led) 3Ue3b, 3
lamie(Indel)/
ALTIRMIANDORMeA(T ISR (T L)
CoNTIHUE

Ti(anunm) 15,105, 94
ACDRMEZY 414D 30T (ALOEM)

A HAXASANDPEMeR  nGe A0 LAOAT ()

INSTIALTCE YTuniC.Tobe by COWPUTS THRERIHGLE, T

fr.bzxh

TobRaANTRM
T:&H:Tr-i!«:/DFLi}’A,i'( )
Loy

Mzl et

SOMPUTL ST AR o

Mim(MamMeM) /2

Lis(L¥L=L) /2

=L+ 8Q

[P € DARSCACLM)Y=TLR; (37,455,805
11.0s§

LisLeiLU

MiomE e

KO St A(LL)=0(i))

swALLMYZ DSQCT(A(LEYRA(L )4 X %X )

'68Q
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My

CI IO

Yy o

i

i}

PRy Tugl®,ThH

Yowy

SIRASYS DL T2 e, v LSLRT (L ey s¥ ) ) )0
SINALSHINAL® | &

CuBas NIV g hmn h 7

Cunadnluba®eliLa

SINSS =olruxsun:

sOTaTR L0 G W UQLijens

TLIsNe(L=1)

IMOSNS (tim])
DO 125 1=1.0

Tuz(Islel}/2

It (leL) Bu,11D,20

IF(ieM) Hh, 115,90

IM=seny
GU IO 95

ITHzre L

I CLlef,) Y0, 005,105

| EVES X FNE]
Gie PO 140

L=+l

Xebh (RLYRCL o= 00 43*L 1 0a
A(THYSR(LLY RS tnen (el
AT )=

Y (wVel) 70, 107%0 120
TLHsT LU ]

YrHalmael

TR0 SN N TR N GU R S |
ROTMR)SHOILE YRS daen (Lm0 57
RIuK)=A

CunTInuL

XSZ.OIA(L“)*“W{J{: &)
YZA(LOLIST N e A Vi) e 2mX
XA (LU)RSIHA24A (A1 4CURAZ ¢
A(LAYSCACLI Y en () )RS anlOrb (L) R{0O8X?=51
Atbh)zY

A(Mu)=X

FEOTS Bob Do LT T L
FELT Fus b oz La3T Joadvi
TE Comn) 135,100,135
Mg

Gl 10 8o

TELT #oe b= S 0uh s TR L ST ooy

XY

.6€’0



]

€3

Y0

i

LF e (h=10 Y an, 1o0,14%
Lalied

GUoTD sy

Foano=1y dore, b, tyn
LNl

Gor T B

Wbl pe s Thoe Lol T b e EENETRN
IFCIHEmEN Y fun, 0%, 80

ST FIGodv At S ALl wlGoLayoTavs

TuzeN

Bu 185 I=i,.
JusiQen
LLEle(InI=T1)/s
Juzsn#(I=2)

Do $8% Je2l,

JUBJQeN
Mrig e (IR I=1)/y
Ie(alll)=00"5}3 ‘74«3,11’1'}3,}&.5
XA (LL)

A(LLYSA( )

A{¥aYmi

TFOAVel ) 175 045,175
Iy IHu heil,!

TLR2] wer

InE=sJa+h

YaR{ILE)
RETLR)SROI )
R{I#R)=4A

C‘».”\irlwniu

By TUKRN

whD



SUBROUTINE SISTE, SING, SOLVE, NEWTON,

SUBROUTING olnToChelhetie XD

DIMENSTON AL10,00) UL{i0,10)eB201M,0X(1)
CALL DECOMP(N,a,UL)

CALL S50LVy (N, Uusts0X)

RETURN

END

SUBEDUTING LECOHAP (i, A1)
DIMUNSTOMN A{ VU103 L (1010 0SCALESCINY, TRS()
CONNHON 1PS
NENN
N Y 1=1,:
IPS(T )=}
HOWwhRME O,
Ny & Jsi.n
BLllasaddY=za(l,J)
TEOROWNEY e A0S (000 0)) )10 led
Bownkmsano UL, 0))
CUNTING
TE(ENunpeY3, 4,4
3 SCALESO Y=Y 0/ 0w 0w ]
Ga TS
4 Cabil T0 (1)
SCALFH( )z, D
5 CUNTInUL
NizhNet
Dy 17 Ket, vt
HIGzn, 0
STV I B | Izhgm
IP=IPS1)
SIZLeARSIULL{IDyR) ) euCALuS (T
IFC(STLr=HIGIttsa1t, 10
1 BIG=&IL:
ToXpive]
i CUNTTINUL
TECHIGYII 3, 18,03
1. CALL BT14HG(2)
G T 17
13 TECIDXP V=K T14,15,11
1 J=IPS(K)
TeS{K )z PL{iDap V)
TER(YLXDTVYI=)
1 Kp=lbsix)
PIVOTsULOAT, K}

L
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[ N Y

N .

Lelsked

RIVERY. K,
TEslPoLlid
Fazewlp 0P, ¥ )20y
Hu(lb,K)seiy

e 1o JsKPY, .

HL L , J)=in TV, e iwd (K, 0)
CUNT T hRUR

TunTIRULY

kbelPs0N)
FTFOUL(RKE Y )1, 18,170
CALL SING(?)

Ry, TURN

(RS

SUBROUTING LTod (iWeY) )

FORMATOY MATRUE ST CSEpt kunN T DECOEP R

FURBMATCOY STnGiihar My TwTs iy DECurernE&R 2R L IVTGy UL S0 Ve

FORSATOY G0 CoaVEnGonDE Ty IHPRUY O MATRTY 1S fpRLLY O S1ROHLA
#0220

WwullT=3

S I (L edead bty

Wl TE(NJUT, 11

STUREUAI I

WaTTe(HIUr, 1/

MTERS I B

WM T TR (NDUT, 13

Pe Tt

s

SUBRDUTING oLVl U, oe i)
DIMONSTON HLOTD, 1L B, X (1), PSS
CuMnlin PG

NSN

Nplaigt

1e=lPsC1)

X¢1)sB(C[P)

hu & I=s2.4

Te=lIPSC1)

IEAEAE D!

SiMz0 0

Do 3 JdsieiMi
SoMzEUMeH L0 r, T2 0D
A(T)sSH(IP)e. |

frzsiPofl)

X M)Al Y/ f 0,0y

Ho4 TuAlYs2, .

Tshpiwl o2k



TesiPoli)
Te1=T¢1
SyMzan 0

ne3 I=1iy,
SUMSSUMULI IV, Ti#,(J)
XCIIs (X (D)t /L0, T )
R TUF

END

.73,



SuMPOUTING Wb Pub (X, 1)
DAMUNSTUN X0 ) 8010, 100,080, v 00), X0
K N

CALL FUMOG, AT

CALL JACF‘K( ‘e "«‘o:ﬁj

s ITE(, 0% 50
FORSAT( X Yt mt [ R”)

e ITH (3, 3)

PurBAT 01X, 'az2,0)
ALETV(3,8)0a00),021,0)
FORIAT(IX, met L 7)

v R ITH(I,5)

FURSATOIX, Y=,
wEITF(3,3)F (i), 0=1,0)

720,

S 7 i=ted
TEAARAY(T,ALN(F(T)))
TECO.GT =5 )0 0 12
wanTTE(II3)(X(T)einleu)
FORIATOIX Y WAL e OTIaaY, /7,30106,7.7)
we TTR(3, 14 00,

FORATOLX Yt D IT RACUSE =, T1T31)
ke TlURy

1FCEON LT Yo ) v 00 1o

A ITE(I LY

FURMATOIX P Pan LIV 2AZ0EsY)
FoTUry

KINZK{ N+ 1

Ga b I=1s4 .

#{I)==F(I)

CALL SISTE (7, v.f,D1)

DI 9 1=j,0

X(I)=ACEY+DX( )

GJ 1h 2

FD
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PROGRAMAS PRINCIPAIS E SUAS RESPECTIVAS SUBROUTINE FUN, JACOBI.

DIW RGO o)
w2
TYPL S
S FORIATOY o2 lo 3" B ctos CousPIntel BRT L CLuiay
ALCObT oty
t FOrRGATOLE )
TP LT aa® VYT
TP 10
1 FORMBTOY DOuTl (WICLALY, /2 £(1)=',8)
AICURY Z20,%(1)
2 FORMRTOMH, v}
TyPL 36
3 FORAATEY S 02)3%,8)
BOCUPT 20, X{2)
wrTTx(3,1)
i Fur AATE IR, "Ll oo da 0 Fllaf i A S&e P8,V ity
W IT# (3, 72)
? FOREaTOLR, PP (Xm0 (nl @) =X (1) wa2) 0, /, 10 ' F)=1=x (1))
NETTO(3, V20000, T, )
3 FORMATOLXN, *VaL e JuIC{AL Yy /e 34816.T7)
Cably ubia™un (age.s)
uT a4
Pty

B

SubpiEaUTin JACT Cisaed)
DaMono oy X{TeY, A (Yo, 10)
Ay, == 80 (1)
A1,7)=tn 00

Al2,1)==1 000

Al2y7)=0 000

FrTidda

oD

SURLCT . Pl seane )
"}XH..M‘”‘&W!‘,i“ vitf‘)';’"ft)

i, a2yl Y e )
T, e ()
£



t

Bl vol o (1o
Mo d

TP o

SN BRI L S
ROC by iy

PR AT )

Teluti,.

v, e {0
bR EDEY T
ALC BT (1)
FoH4aT 00

TPy 40

FukMET(?
AZCLPRT o 1,2(2)
Wi TIe(3,1)

FJR%AT( ; x' 'u[‘_,‘:ﬁhﬂ"yi;\

wRITE(3,72)

(\(:):'

PR AU TR

A'*l( r

PER]

3 3.1”

—1,!4")#'/1

P ACOES

Al1)=",351)

LN

B SV Imat)

FURSAT(IX "X 1802m2a241 % o /7,1X," X 142X 2% 822"
MRITE(3,3) A0, 0= ,4)

FURMARTOI X, *VAaLD
(asi)

CALL MNE..Tuh
GuTJ4
EsD

SUBKNUTE w
DIM_NETL
A, 1)zcarc(t)
A1,2)=-7,
A(2,1)=1.
A(2,2)=3.%502)
PoTu™u

E N

SUBLOUT
fyami e nf i

I |
L O I O A

raet )

JAECOST (g ien)
L), A (Y0 18)

FY)sx (1o, w, aX{/ )4}
FL2)sa03ve 2 i g)on wi,

BaT
Wl
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DEM_NST H X (1)
Na?

TIPS 5

FURSAT(Y BATA ™1™ S0 GUIW CudTslar BRREL Canont)
ASCLEPT wolTT

FORSAT(IL )

TECLTT % L) sT

TiPL 19

FuRARTOY POLTY LulCiant, /Y Z(1)=',3)

RSCHEPT L0, X(1)

FORAAT ()

TiPs 30

FURMAT(Y X(2)=',5)

ACCEPT 40,X(2)

WRITE(3,1)

FORMATOLX, *OIoTuMa DY EGUACULS A BER RELOLVIOG')
SRITF(3,2)

FOREAT( LA, CatenimiZa 10,/ 15, (K1=2) 0824 (X720, 5)xuda1t)
WRITF(3,3)(aC1), T2, )

FORMAT(LIX, "VAL M INICIAL Y, /%6 1b.T)

CALL ofaTun Che i)

GuTie

Fad

SuBrnuTing JaChul C(heasa)
DEMUESTU BT 0Y,A(Y el D)
A{l, 1 )= X (1)

B(l,7)==1,
A(2,1)=0.%0A(1)=2,)
BR(2,2)2 .80 (i)Y=,5%)
pdTﬂWh

D

SUBRROUTIND U CisAef)

DIMINIT Y 20230 (2)

F{l)=a(iYre c=p(Q)=1,
FU2)(X{1)ms )80 )md S} 0é2ml
ReTunih

€410
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DIMERSTUN (1)

Nz

TiPL 5

FURMATCOY Bata "1™ &8 GUUR CONTIAUAR RRIVCANTO®)
ACCEPT ol LTT

FORMATCI1D)

IFCLTTHE V) Tap

TYPL 10

FURART( Pon T [8ICIALY, /7' X(1)=',5)

ACCEPT 20,5(1)

FURAATI(S)

TYP: 30

FURAAT( X(2)=',5)

ACCOPT 20,%(2)

WRITE(3,1)

FURSATOIX, 'S loToma b FiUACOES A SFR OPESOLVIDUY)
W ITH(3,2)

FURMATCIX, 1000 et aXDal b /,1X, '8P (=X ) 4+EXi (=X )=, 0001 10)
we TT8(3,3)30400), 21, 0)

FORSATOIX "oyt (niClaL, 7, 4516.T)

Caln NEATUY (a4, t)

GCaTu4d

-
AND

SURRIUTING Jalaul Cleled)
DIMENSTON K{10),2(10,10)
A(Y,1)=10000 2% (2)
A(1,2)=10000.%4(1)
A(2,1)==FXP(=X(1))
R(2,?2)seb D (=al2))

RETURN

Fab

SOnnUTINE Flulipael)

NIMENSTUN X( ) el ()
F(1)=10unu.8X(1)»a()=1,
FU2)ZEXP (X (1)) +0 i0 (=i () )=l
ReTlwn

FaD
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D S ORI VLN S 5 W |
‘43‘&?

Fipe 5

FORARMTOY Lbpe 4™ S0 LUok CunaTYwitai Al Caneilr)

ACCERT H,uTl
FORAATOLL )
TFELTT L Y paial
TP, 1%

FURMATOY Drialo foaf g, /v {(i)=',¢)
AZCUPT 20,4(1)
FURMAT(S)Y

TYPL 30

FORMAT(Y 2{&)=',85)
ACCERT 27,%(2)
WRITE(3,1)

FORSATOIX, ol lTua oF EQUaCOrs a4 SF# BESOLVIDGY)

WRITE(3,7)

.79,

FURMBI(LY, " (Al joduX1( 2«0 ou2y9,/, 15,00 O(X2eitesl)?)

WeITFOI, 33 (A C0i), I,
FUORSBTIX, " Wa L, INICIALY, /7,316,
CALL NFUTHY (X))

GoTJ4e

Falh

SUBROUT IS JaLiol (iesea)d
NIMONSTUY XU, A (L. 10)

E(1,8 )2 a0, 0024120 X (V)wa?
B(1,2)zed 3t #,4(1)
A(2,1)s=4%0 8 (1)

R(2,7)=<00,

f"c*?’u'"‘:'a

Ve

SURKOUT 0 bl ipne )
DIMERST N K2 00)

FOI)2onfafldel dma i as(idn(a(2)mXl1)en?)

F 2)s=z0 .80 (=X {V)®uZ)
P Tdi
o)
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NDis v Tun {1
N 2

RS TOY o Tt a0 i o L utiad

e oty K
Ty P 1t
PORNATOY Don T TaiuiAaLt /a1y st
OO T e s )
Fokia )
Tgh 30

FURAAT(Y X(g)=',8)
BOCLPY stig&(2)
W TTW(3,1)

FURMATCL A, *HIo Pty ur VLiaCours 2

WnITH(3,7)
FORMATOIRy "al=l? o /e i, P AtuXi=t?)
we DT (3, 32000, T, 0]

e 5)

SF W

FORASTOIX, " Walin, LuiCihLY, /7,4t

CALL Ea Ty {ae )
GuTud
b

Suriargrl o NECNER IS S ¢ EREYEE
RSN IS SEATEEE N O I PR O I A
(1,1 =]

A(1,7)%

A{Zy Y )=mat 0D

B(2,2)=401)

KTyt

b

SLuEDUT I FV 0 isaned)
Did LY A{2).808)
Fll)sali) =1
Fl2)zaflani{(2)=1
BT,

D

PEIOLVINGY)

.80.
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25 S FOR TS BERNENEIE O N

No D

TiPL 4

FURGATOY 204 "™ S0 JUoR 0T TeHyi 8uT O danty
ASCLPT el
FORSaTLY
TECLTU 0y,
TP, 10
FORMATCY s o JHICLALY /Y A1)z ,8)

RCCURT 40, ¥ (1)

FURMATL.)

TYPE 34

FOURMAT(' X{(L)=',35)

ACCEPT 4D, X(2)

WRITE(3,1)

FORMAT(IX, "SILTeMA OF EQUACORS A Su# RESOLVIDO')
wRITF(3,7)

wWHITF(3,7)

FURMATOLIX , 'l ien( 1) ( (=i () ¢D)nX(2)=2)ux(2)",/)
FURMATOLIX , ' =20+ 0 1) ((X(2)+ 1) X (2¥y =142 0(2) )
WRTTE (3, )0 (i)Y, T=t,0)

FORMAT O, v dahdie JEICTALY /4t 10, T)

ChblL aEaTas (hel)

— gt

el

GuTu4
P.l‘!’"
SJHP\“"‘JTXH&Z u"hl\_‘?"r){ ( 3':5;'.—\‘

DIMoNS s Al to ey 3
A(t,1)=1.
.ﬂ[t,?):-}\i}'(,}}&#)v']',.k,(()]-f,
A(Z2,1)=1.
A(2,72)23.85(2)wx2e? a0 )=10%.
HoTub

ol

SUBKRDUT M, Pl iy iel)

PIMenLlun 2 (2).700)

FL1)mmi3 ot (1) e (len (245, )8x02)e? )20 (7)
F(2)zw22, (1) (00231, )X (Z2)=14)Y%Y(2)
RLTiR

Fun

08]-.
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DM NSTUN XELo)

Nl

Pyl 5

FJUNATE® BATA )" S0 Jbuk CUaTInllap IR CANLOY
"-.-.-" P73 ﬂ.;af?

F'.;r\..l'{";':‘

PECuTTuF 1)8T M

TAP 10

FUs4ATI1X," Puary LulCtany

Mg 42 131.“’!

TP, 3.1

lJV“lT{II,'nf'ci?:'la‘iél 1
ACCLPT 20,X(1)

FUnNATIG) |
CUMTTRUE

MRITECI, 300000, 121,1) I
FUFMATCLX, "VALOR INICIAL uD SISTEMA RE 10 VARIAVEIS' ./, 10816, T
CALL NEWNTON Ch,i)

GUTU

Enti

SURAOUTINE JACILT Cileked)
RIMINSTION: ALY C, 1 lJeal it}
lll.liij.'ﬂgfﬂﬁll

N 1 1=z, N

hy 1 Jel.n

TFflecd1)G0 T 2
FEtl.e0 T8 )Gy 71 1
"f‘a*l]!.';

GCa I0 1
MI,J)=3,=0_2eX(1}

Ga I g

ll!i'l}."-

CuNTINUE

h";},‘f.

H{.‘_F_J'tl.'

Fain

SUuRENOUTINE FUNT s ko F)

DLMINSTIN X(20),F(20)
rl‘]*ﬁ‘.'ﬁ.lliflIJ'«fI]tl.-a.lhE?1
D § I=l.h
P{I}‘{‘.'J.I‘LfliI'Jflit1.'1f['11
REeETU RN

Fnll
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DIMERSTON X(1i)
NED

TYPE 5

FORMATC(' BATA "1"® 5& QUEZR CUNTINUAR BRTHCANDD" )
ACCEPT baLTT

FORMATC(IIO)Y

IFCLTT NE 1)STOP

TYPE 10

FORMATL' POWTO ANICIAL® s /7,1X," Xt1)=',8)

ACCEPT 20,%(1)

FGRMATILS)

TYPE 30

FORMATC® Xx(2)=',8)

ACCEPT 20,X(?)

WHITE(3,1)

FORMATI1IX,'SISTEVL DF EJUACDES A SER RESODLVINO)
dRITE(3,2)
FuRHlTTII,'Fl(I}=AI'.f.'F2tﬁi=tn.lI!l}frIfl]+J.I:2.-1[?Jif?]'}
WRITE(3,3)(Xx(1),I=1,K)

FORMATCLIY, *VALOR INICIAL" . 7.4E16.7)

CALL REATON (X,1)

GOTO4

END

SUBRDUTINE JACOST (nieXsa)

DIMERSION KL1UY,A(10.10)

A(1,1)=1,

A(V,2)=m0.

llznlJl?ﬂ.'hf3}¥i2+l.1f[1{1}*5.11'*2+4.*IE?]"?lf£f11+“¢l}+4-:5
ennd)

l[?,?}i-ib.nxll]i;tl]![{:{I]+ﬂ.1}--?44.u1(?]4-2*fxt1]+G.l]+4.-1
sand) (3)

RPETURN

EHD

SUBRDUTINE FUN(lisX+F)

NIMENSION X(2).F(2)

F(ii=Xr1)
FUO2)=108X (1) /(X1 )40, 142 0X(2)0802)
RETURN

FND
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DiMeiinlon A0

Nz 3

TYRL 5

FURNMATCY wala "™1" 30 JUok CudTIntan BrRTCANGOY)
ACCHRT 6,070

FOURMATOLIE )

TECLTT ok Y )5TOR

TiPL 17

FORABTCY POaTh LjCiant, /7 A01)=',8)

ASCPT 29,x(1)

FOURKSAT( )

TYPy 30

Fam=aaT(r L0gya?,5)

AZCLPL o, %23

TPy 3t

FORSETOIXN,"A03)1=",3%)

ALCLET 0, x (1)

we I T (3,1)

FORAATOIX, "L To Vo s oF L, Cul™s A sFR RO VIODGY)
W ITH{3, 2)

FOURSATOL L, "E R ¥l e nlv S it /1l "From3 i eh 2ax24 X173t
LA, ' F3s,/ % 2a 25321 7%)

Wi I TR (3, DI (A, s,

FORMATOLIR, " van b JNitiat, /2,486,

CALL v sToY (ie i)

GaTu4

[ ¥

SURBENUT L J8C ST (ipkhaen)
DIMENSTLA XL ), A (e, 10)
A(t,1)=3.

A(1,2)=1.

A(1,3)=49.8%(3)
B(241)5=3,4%,5(3)
A{2,72)=10,.8A(0)

A (2,3)=s.%%(1Y)
AC3,1)=i5,0.08)
M(3,7)=i5,8a01)
A{3,%)=. 0,

o

Bl

Sutet:ygrio G Caeael)

DIMONOT N R (2) 000D

FU1)S 3. (V)40 42, (3)ars=3,

FU2)zed v 00 e o (2 muiv g e (1)sx ()t
FU3)zda, vl e V) e owil i)Yol

HLT\”‘S"

o)
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BIMENSTON X (1)

Nz4

4 TiPE 5

5 FORMATO® GARTA ™4™ 50 SUER CUNFIGUAR BRT Caniry
BICePT ©,0LT7

] FORMAT(LT )

TFCLTT . oF a7
TiPz 1D

i FORART(Y PonPu INECIALY /Y X(1)=',38)
ASCOPT o, 0(1)

2 FURMAT(,)
TyPe 30

3 FURMAT(Y A(2)=%,5)

ASCEPT #0,x(2)
TiPsL 31
3 FORMAT(IX, "Aa(3)=",8,3:,"X(4)=2%,3)
ASCEPT 20, X{3)sal i)
WRITF(3, 1)

i FORMABDEIX, "SToTeMy o mElACOFS & SEP RESOLVINDY)
IR (3, 2)
2 FURMAT(I Xy " FAS2, 14382« X 304" /41X FI2i1=2240 388244

AN R TR L S e R P A S PP Y S E AL R EPEVPELE T S EVR SR
WRITE(3,3)0AC1y, T=t, 1)

3 FURMATCOIX, "VALNE INICIALY, Z,585106,.7)
Cabilh HEATUN (X40)
GoTu4d
FaD

SUBROUTIHe JAC03T (iskea)
NIMENSTION K1Y A(1us10)
A(l1,1)=4.

A(1,2)=3,

B{1,3)z=d(43)
A(1,4)==X(1)

A(2,1)=1,

A{2¢?2)2-7,
A{243)5c.%a03)r0 (%)
A(249)ma0 3w}

A3, t)=it wi (1)

{3, )sn.~X (1)
R{3,3)=wi{2)

h(}.‘ﬁ):::-

A{A,1)=a00 )2/,
A(4,2)=,01)

A(d,3)3=i (1)
A(4;4)==x{ 1)

Rtk

D
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SubdUTIND rFULleaet’)

PAMONSTU X2, F(72 )

Fil)sd et X (V)4 3, eX (2= 0 3)ud(})

F 2)2a(i) =2, o a0 )48 {3)parax{i)+i,

FU3)Ts Xt son2efnd(Z)mo( Y00 ( )48 ni04)

FLd =AY (2= iYux (4 4 0%501)
Re T
EJD.

DIMINITION A (10)

NzH

TyPD S

FORSRTCY £a04 ™17 5o U0 CouTlangr ARINCAHY)
AZCLPT GLebLTy

FORMAT(11:3)

TECLTY gu¥ 1 yaYap

TYP. 10

FURMAT(Y Do 100038,/ J(1)=',5)
RICLPYT 20,0( 1)

EURYATS)

TP 40

FURaT(Y ol 32,0
IO SN R I

Tik o 31

Fow 3T 01K, " Chivet, 5
vOC By P

Tk ivd

LAVESNNE O I L I R PR
AoC i LR AR |

Tib. 33
SN S RPN S T
AOC BT Sarg il

TiP., 34

PurdaT 0, o (o= ,5
AL FT Jupain)

we LTR O )0 (LY, 0=,
LVESSEY 1 O 5 I QPRI S0 FE R N
Chli wtaT o () 4.4
G T 04

Fanf

CEAL w0 SELTHENMA DS s VR LV



SUmbOuric Jago

METACL Y=o Mo
BLTAl LY 20, T adns
HeTACSY =0 o3
mLTaCeyzn, o
BaTheh)ysn, it
HoTatod=li,Hilnad

(ETE IS S & - SR

DU L J=iev
ZEBETACI Ve X ()

FFCLLEQ )G T 2
BEOT(L) =10/ Caii(i))we2
BOLpd)&Ene Ta (1) syt (n)
Ga T

A(I’\}):’t’"

CONT LAl

MeTURry

b

SUBRDUTL . Fial cpnet’)

DIMENGT 0 2 (20, 60T 20), 00T

MeTLER )= b b0
seTha)=t,0atun
e TAL3Y s, hond

M TACAY T o, ot

R T Y,
LI N VR - D R
TV SE I R
Flli=o,

TR S B

davie Talay- ()

e Cland, gy ot
(:;,‘IT(L):’:’M;(H),/.»l;:(:?r)
FLID=E 00y a 390 u)
Coubiy Yiai,

[ S R

poihy

§ (;p‘\aw)
iMoo a0t (1o, 10), aw Tal1n), neaT (o)

Y 0F)
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