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Introducao

Como €é de conhecimento geral, muitos sao os tipos de problemas estudados
na Analise Numérica. Dentre estes, podemos mencionar aqueles relacionados com
a resolucao de equagoes algébricas, aqueles associados a obtencdo de autovalores,
bem como aqueles relacionados com a resolugdo numérica de equagdes diferenciais
ordindrias ou parciais.

Neste 1ltimo contexto, devido a sua enorme importancia pratica, as equacoes
diferenciais parciais associadas a fendmenos de transporte tém sido objeto de intensos
estudos, refletidos em um grande nimero de trabalhos publicados. Para tais tipos de
equacoes, nos casos em que ha predominancia dos chamados termos convectivos sobre
os termos difusivos, podem estar presentes ondas de choque (shock waves) , as quais
correspondem a regides de descontinuidade da solugao, ou entao regiGes de transicao
muito répida. Isto pode se dar tanto em regides internas (quando entao sao chamadas
de camadas interiores ou interior layers) quanto em partes da fronteira (chamadas
neste caso de camadas limites ou boundary layers), e a sua presenca torna dificil o
estudo destas equagdes, tanto do ponto de vista teérico quanto numérico. De fato,
a seguir comentaremos sobre alguns métodos que podem ser utilizados na resolugao
numérica desta equagdes, destacando alguns pontos sobre o seu comportamento.

Uma primeira possibilidade é a utilizacdo do método de diferencas finitas.
Neste caso, 0 bom comportamento de operadores diferencas centradas, com carac-
teristicas de boa estabilidade e boa ordem de aproximagao quando utilizados na
discretizacao de operadores elipticos, explicam o seu sucesso na aproximacao dos
termos difusivos da equagao. Por outro lado, quando diferengas centradas sao us-
adas na discretizacdo dos termos de convecgao, em muitas situagoes, elas fornecem
resultados erroneos. Em geral, tem-se observado que quando operadores de diferencas

centradas sao usados para discretizar operadores diferenciais de ordem impar, os es-



quemas numeéricos resultantes perdem estabilidade. No caso particular do seu uso
em problemas predominantemente convectivos obtém-se a solugbes numéricas com
oscilacoes espiirias naquelas regides em que a solugao exata do problema apresenta
descontinuidades ou gradientes com grande intensidade (regides de transicao rapida).
Pior ainda, quando se recorre ao refinamento de nestas regioes, tais oscilagdes nao de-
saparecem, tornando-se eventualmente piores. Certos autores interpretam que esque-
mas de diferencas centrais quando aplicados aos termos convectivos sdo responséaveis
pela introdugao de uma certa difusao artificial negativa. Propdem, para corrigir este
defeito, a utilizagao de esquemas de diferengas nao centradas adequados para dis-
cretizar tais termos, uma vez que estes esquemas somam uma difusividade artificial
positiva ao esquema numérico final. Os primeiros intentos nesta direcao foram feitos
em problemas unidimensionais e sao descritos nas referéncias citadas no Capitulo 3
deste trabalho. Esta técnica em geral fornece uma maior estabilidade e elimina as
oscilagOes espiirias. A técnica upwind cldssica, entretanto, fornece baixa precisao e
demasiada atenuacao dos choques. Foram desenvolvidos, entao, métodos que combi-
nam em forma ponderada esquemas de diferencas centradas para os termos difusivos
e one-sided upstream differences para os termos convectivos e, ainda. os esquemas
upwind generalizados (este métodos serao descritos no Capitulo 3).

No caso unidimensional, para problemas relativamente simples (sem termos
fonte). a quantidade mais adequada de difusividade artificial a ser introduzida pode
ser calculada e é possivel, assim, obter solugbes numéricas fornecendo valores exatos
nos nés da malha utilizada. Porém, quando este método € aplicado em problemas
contendo termos fontes ou coeficientes dependentes do tempo, as solugoes numéricas
apresentam ainda excessiva atenuacao dos choques e das camadas interiores e lim-
ites. No caso bidimensional os resultados pioram pela presenga de um outro efeito,
a chamada crosswind diffusion que se apresenta na diregao transversal as linhas do
fluxo. Este efeito, que é discutido por Krasnosel’skii et al. [29], acontece simplemente
pelo fato de que, se por um lado o operador de diferengas nao centrado aumenta
a estabilidade do esquema numérico, por outro lado ele compromete sensivelmente
a precisao da solugao, pois acrescenta ao esquema numérico difusdo em todas as

direcoes.



Outras técnicas possiveis de serem empregadas na resolugao numérica das
equacoes de transporte sao aquelas que usam elementos finitos. Neste caso, o cam-
inho percorrido foi semelhante aquele com o uso de diferecas finitas. Na utilizacao
do método de Galerkin usual (que forma a base tedrica do método de elementos fini-
tos), a presenca do termo convectivo destrdi a simetria do operador discretizado final,
fazendo com que a solugado aproximada correspondente nao tenha a propriedade de
corresponder a melhor aproximagao em uma norma adequada ao problema (o que é
verdadeiro para equacoes puramente elipticas, isto €, sem termos convectivos). Nos
casos em que os termos de conveccao predominam com relacao aos termos difusivos,
também a coercividade do operador discretizado é perdida. Nos correspondentes
problemas discretizados, obtém-se matrizes com uma pobre dominancia diagonal, pois
na discretizacao proveniente do método de Galerkin usual aparecem operadores de
diferencas centrais. Portanto, como antes, as solugoes numéricas correspondentes, ap-
resentam oscilagoes espiirias que se propagam ao longo dos pontos nodais no dominio.

Para corrigir este defeito, varios autores tentaram produzir efeitos upwind
com o método de elementos finitos, com resultados e dificuldades semelhantes aqueles
presentes no método das diferencas finitas. Pode-se tentar decentralizar o esquema
discreto associado ao termo convectivo adaptando a formulacao variacional de tal
forma que as equacoes discretas resultantes representem o melhor possivel o o fluxo de
informacoes do modelo fisico. Para isto, uma possibilidade é a modificacao do espaco
das funcdes peso através de uma escolha adequada das fung¢Ges que o compoem. A
primeira aplicagio deste método (chamado método de Petrov-Galerkin) apareceu em
Christie et al.[5], onde foram utilizadas fungdes peso continuas, construidas somando-
se as funcoes de interpolacao classicas, fungoes que ponderavam mais fortemente as
informagbes & montante (upwind) do fluxo. Da mesma forma, que em diferencas
finitas, um parametro upwind podia ser escolhido de forma de eliminar as oscilagoés.
Porém, no caso bidimensional, a situagao era similar aquela j& mencionada acima no
caso de diferencas finitas (Christie et al.[5], Heinrich e Zienkiewicz [16], Heinrich et
al. [17]), isto é, uma excessiva difuséo transversal 80 fluxo. Outro problema com
este procedimento é que para aplicé-los devemos conhecer a priori a direcao do fluxo

para depois fazer a escolha das fungdes peso. Em problemas de dimensao espacial
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maior ou igual a dois, com fluxo nao constante, isto pode ser extremamente penoso
(e caro) do ponto de vista da estrutura de dados dos programas a serem escritos para
a efetiva computagao da soluggo. O método de streamline-diffusion (ou Streamline
upwind Petrov- Galerkin- SU/PG) foi proposto de tal forma a nao apresentar tal
dificuldade. Ele consiste em uma formulagao variacional do tipo Petrov-Galerkin
onde as fungdes peso sao construidas somando-se as funcoes classicas do método de
Galerkin uma perturbagéo que atua automaticamente na direcao do fluxo. ‘Com este
método conseguem-se boa precisao e boas propriedades de estabilidade (Johnson e
Navert [24].

Para solugoes suficientemente regulares, obtém-se estimativas globais de erro
que sao “Otimas” e “quasi-Otimas” fora de uma pequena vizinhanga envolvendo as
camadas de transigao rapida. Isto significa que o método ”streamline-diffusion” pode
ter comportamento nao 6timo apenas em regioes localizadas préximas a tais camadas.

No caso de camadas internas de transicao rapida, uma estratégia para melho-
rar o método SU /PG foi apresentada por Mizukami e Hughes em [33]. Eles observam
que nem sempre as linhas do fluxo (streamline) sao a direcdo mais adequada para o
upwind (explicaremos melhor este ponto no Capitulo 3), e baseados nesta idéia, com
o auxilio do “principio do méximo discreto”, propdem outro método do tipo Petrov-
Galerkin. Segundo experimentos numéricos apresentados pelos autores, este método
parece ser melhor comportado que o método de Streamline-diffusion nas camadas de
transicao rapida; por outro lado, ele tem uma grande dificuldade em ser generalizado a
dimensoes espaciais superiores. Uma outra adaptacao do método streamline-diffusion
foi apresentada em Hughes et al. [12] combinando as caracteristicas deste (SU/PG)
com a idéia de Mizukami e Hugues [33], com bons resultados nas camadas de transicao,
mas que, por outro lado, apresenta uma perda de precisao em problemas regulares. A
seguir, faremos um pequeno resumo do contetido deste trabalho: no Capitilo 1, apre-
sentaremos alguns resultados basicos relacionados com o comportamento das solugoes
exatas das equagoes de convecgao-difusao. No Capitulo 2, serd discutido o método de
Galérkin padréo, explicitando suas deficiéncias na resolucdo numérica*de problemas
de convecgao-difusdo (com predominio da convecgdo); apresentamos éstimativas do

erro tedricas e comentdrios gerais. No Capitulo 3 serao discutidas técnicas derivadas
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do método upwind, nos casos unidimensional e bidimensional; a seguir apresentaremos
os métodos de Galerkin-Descontinuo e streamline-diffusion (método SU/PG) e fare-
mos a andlise do método, apresentando um resultado devido a Johnson e Navert [24]
acerca da localizagao de erros. Finalmente, mencionaremos uma versao melhorada do
método de streamline-diffusion: o método streamline-diffusion with shock-capturing
(método das linhas de corrente com um operador de captura de choques). Em suma,
nossa pretensao € a de introduzir o leitor nas técnicas do tipo Petrov-Galerkin, apre-
sentar algumas de suas vantagems e desvantagems, bem como motivar futuras anédlises

de equagbes que modelam fenomenos mais gerais de transportes.



Capitulo 1

Algumas Observacoes Sobre As

Equacoes De Conveccao-Difusao

Consideremos o seguinte exemplo simples de equacao linear modelando feno-
menos de convecgao-difusao:

%tu—+div(5u)+0u—eAu=f em QxI (1.1)

Aqui, a fungao incdgnita u, denotando a densidade de uma certa grandeza fisica de
interesse, é uma funcao escalar,isto é, u : 2 x I — IR, onde 2 é um subconjunto
aberto e limitado em IR" (n = 1,2,3,...) representanto a regido fisica de interesse;
I = [0,T] é o intervalo de tempo considerado. O campo de velocidade responsavel

pelo transporte convectivo é
G:0xI— R"

(aqui 2 denota o fecho de Q). O fluxo convectivo é fu e div denota o operador
divergente (recordamos que div(fu) = B - Vu + div(B)u, onde o ponto - denota o
produto escalar canonico em IR".

A fungéo 0 : @ x I — IR fornece a taxa de crescimento (decrescimento)
intrinseca da grandeza fisica de interesse.

O Jultimo termo a esquerda da equacao representa o transporte difusivo;
€ > 0 é o coeficiente de difusao. A fungéo f : Q x I — IR fornece a densidade de
fontes (ou sorvedouros) da grandeza fisica de interesse presentes em (2.

Do ponto de vista matematico, a equagao acima € do tipo parabdlico ou
hiperbdlico, dependendo do fato de ¢ ser respectivamente positivo ou zero. Porém,

do ponto de vista das aproximagoes numéricas, o efetivo cardcter da equagao (1.1), é



predominantemente parabdlico ou hiperbdlico, dependendo do tamanho relativo de ¢

ef (este tltimo medido em alguma norma ||.||). De fato, quando 0 < —%—- <1,(11)

apresenta efetivamente um carater mais hiperbdlico que parabdlico. Quando ¢ = 0 o
problema é puramente hiperbdlico.

Para facilitar as explicagdes abaixo, vamos considerar inicialmente o caso
puramente hiperbdlico (isto €, ¢ = 0) e estacionério (isto.é, todos os termos da
equacao sao independentes do tempo e estaremos procurando uma solucao também
indepentente do tempo, e, portanto, ?—E = 0).

ot

Nestas condicdes, sendo a(z) = o(z) + div(f(x)), reescrevemos (1.1) como
B(z) - Vu(z) + o(z)u = f(z) sobre €. (1.2)

As linhas de fluxo (streamlines) correspondentes ao campo de velocidades fornecido na
equacao, isto é, B(x) = (B,(z), Be(z), B3(x), ..., Bn(z)) sio dadas por curvas parametri-
zadas

z(8) = (z1(38), z2(s), z3(8), ..., zn(8)),

com s € R, que sdo solugdes, quando T € Q varia, dos problemas de valor inicial

seguintes
dz;
L = G . =1,2,3,...,n.
ds Bilz) " (1.3)
z(0) = =

Estas curvas parametrizadas pelo parametro, sao também chamadas de curvas carac-
teristicas planas (ou simplesmente caracteristicas) do Problema (1.2). Para garantir
a existéncia e a unicidade da solugao do (1.3) e simplicidade de exposicao, faremos a

hipétese de que 8 é uma fun¢ao Lipschitz-continua, isto é
|6(z) - By)| < Cle —y| Vz,yeQ (1.4)

para alguma constante C positiva.
Entdo, dado um ponto Z € {2, existe exatamente uma caracteristica z(s)
que passa por Z, quer dizer, existe uma fungéo z(s) satisfazendo o problema de valor

inicial (1.3).



Observamos que, quando z(s) é uma caracteristica, usando a regra da cadeia,

obtemos o d
Z dz; di' B-vu (1.5)
e, usando (1.2), temos que
L u(a(s)) + au(z(s)) = f(a() (1.6

Assim, como a equagéao (1.2) é reduzida a uma equacao diferencial ordinéria ao longo
das caracteristicas z(s), e, se a solugao u for conhecida em um ponto sobre uma
curva caracteristica, digamos um ponto correspondente a z(s;), com 8; € IR dado,
u pode ser determinada nos outros pontos dessa mesma caracteristica simplesmente

pela resolucdo da equacao (1.6). Obtem-se, entéo, a expressao
u(z(s)) = exp(~ [, (a(e(r))dr)u(z(s1))
(1.7)
+ Jo exp(— [, (a(z(r))dr) f(2(2))d2

Suponhamos agora que ) possui fronteira I" regular e consideremos a parte da fronteira
definida por
_={zeTl:d(z) B <0},

onde 7i(z) é o vetor normal unitario exterior em cada ponto de I', com z € T’

Analogamente, definimos

I'_ eI, saointerpretadas como as regioes de entrada e saida do fluxo, respectivamente

(veja a Figura 1.1).



Figura 1.1

Devido as consideragdes acima (veja (1.7)), para que a solugdo u nao fique sobrede-
terminada no problema (1.2), os valores na fronteira da funcdo u devem ser somente
prescritos na entrada do fluxo I'_ . E importante observar que solugdes de (1.2) (em
sentido generalizado) podem ser descontinuas ao longo de caracteristicas; de fato, se
os dados de fronteira tiverem uma descontinuidade em algum ponto zp € ', esta de-
scontinuidade se propagara para o interior de §2 ao longo da caracteristica emanando

de 9. Como exemplo, consideremos a equacéo

dyu+du = 0 em (0,1] x(0,1]
u(z,0) = 0 (1.8)
u(0,y) = 1,

onde = (1,1), a = 0 (veja Figura 1.2).



/
/

Figura 1.2

Neste caso, de (1.8) vemos que u é constante ao longo das caracteristicas e, portanto, u
¢ descontinua ao longo da curva y = z. Para entender o comportamento esperado das
solugoes no caso € > (), vamos considerar ainda o caso estacionario com 3 constante

e f suave, e comparemos os dois problemas abaixo:

—eAu, + 00 Vue +ue = f sobre (1.9)
ue = g em T .
que serd chamado de Problema Completo, e
Vu-f+u = bre
u-f+ f sobre (1.10)
u = g em [_

chamado de Problema Reduzido, correspondente a € = 0. O parametro ¢ é considerado
pequeno, mas estritamente positivo, no problema (1.9). Este é um problema eliptico
e observamos que, a condicao de fronteira deve ser prescrita em toda a fronteira I e
néo apenas em I'_, como € o caso do Problema Reduzido (1.10).

Passemos a comparar os comportamentos das solugoes u, e u destes dois
problemas:

u, € u assumem valores préximos na maior parte da regiao {1 quando € é
pequeno, podendo assumir valores bastante diferentes apenas em subregides onde as

derivadas das solugoes assumirem grandes valores.
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Com respeito a regularidade, como foi observado anteriormente, se o dado
g da fronteira for descontinuo em um ponto de I'_, a solugao exata u do Problema
Reduzido (1.10) serd descontinua ao longo da caracteristica emanando daquele ponto.
Por outro lado, no Problema Completo (1.9), a solugdo u, seré continua em todo o
interior de 2 mesmo que g tenha um ponto de descontinuidade (de fato u. serad
analitica em Q se f o for). O salto de descontinuidade da u, quando comparado
com o correspondente comportamento da u., é “espalhado” através de uma regiao
de transicao rapida de largura O(y/€) em torno daquela caracteristica. Portanto,
embora a presenca do termo eAu implique em uma a solucao u, suave, nesta regiao
de transicao ela muda de valores muito rapidamente quando € é pequeno. Isto pode
acontecer também com os valores de alguma derivada de u,. A regiao onde acontece
este fendmeno chama-se de “camada interior” (boundary layer) (veja a Figura 1.3). Se
os valores calculados da solucdo u do Problema Reduzido (1.9) néo coincidirem com
os valores prescritos para g do Problema Completo (1.9) em I, , entdo a solugao deste
ltimo problema apresentard uma “camada limite” na fronteira (boundary layer), jé
que u, é forcada a assumir os valores dados para g inclusive em I'y (veja a Figura

1.3). Prova-se, neste caso, que esta regiao de transigao é de largura O(/e).

Figura 1.3
Por outro lado, no seguinte problema dependente do tempo
%+5-Vu+au=0 sobre Q x [, (1.11)

11



substituimos t por zy e fazemos y = 1, logo (1.11) se expressa como

Zﬂ,—a—x—JJrau—o (1.12)

que é do tipo (1.2). As caracteristicas de (1.12) s&o curvas (z(t),t) no espago-tempo,

onde z(t) satisfaz a equagao diferencial ordinsria

dz; )
—E- = fGi(z,t) i=1,2,3,..,n

Portanto, comportamentos analogos aos descritos anteriormente se apresentam no

caso em que ha dependéncia temporal.
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Capitulo 2
O Método de Galerkin Aplicado

As Equacoes De

Conveccao-Difusao

Na primeira sec¢ao deste capitulo descreveremos uma aplicagao do método
de Galerkin a problemas de convecgao-difusao; a seguir descreveremos sua aplicagao

a problemas de conveccao pura. Na seccao final faremos comentdrios gerais.
2.1 Aplicagoes as Equagoes de Convecgao-Difusao

Consideremos o seguinte problema estacionario:

—eDu+fB-Vu+u = f, sobre
Ou

e-@; = (u—-g)f-7, em TI_, (2.1)

¢e— = 0, em T,

pe +
Aqui as func¢oes envolvidas nao dependem do tempo e a notacao é como a do inicio
do capitulo anterior. Além disso, denotamos com o 2 derivada na direcao do vetor

normal externo unitario 71. A constante € > 0 sera considerada pequena com respeito
de ||, (onde | - | denota a norma Euclidiana no IR?) , tendo assim (2.1) um carater
mais hiperbdlico que eliptico.

Vamos assumir também que o campo de velocidades 3 corresponde a um

13



fluxo incompressivel, isto é, que ele satisfaz

div(B) =0 (2.2)
Gostariamos de ressaltar que a condicao de contorno acima nao é essen-
cial e que outros tipos de condigoes de contorno poderiam ser impostas sem grandes
dificuldades. Esta foi eseolhida apenas por simplicidade da exposi¢ao, j& que a corre-
spondente formulagao variacional do problema, a ser descrita mais a frente, se torna
bastante simples.
Introduziremos agora notagoes que usaremos neste e também nos préximos
capitulos. Assim, Ly(2) denota o espago das fungdes quadrado integraveis segundo a
medida de Lebesgue, isto é

Ly(R) = {v Q- R /Q[v|2da: < oo}

O espaco L2(f2) é um espago de Hilbert com o produto escalar

(w,v) =/Qwvdx (2.3)

Agora, (2.3) define a norma do espago de Hilbert L,(f?), onde

w]| = (w,w)V? = [/ﬂ w2dx] 1/2

Além disso, para definir os espacos de Sobolev H¥(Q), com k enteiro, seja a =
. n .

(o1, ...,an) com @; enteiro e |a} = 37, |a;], logo expressamos convenientemente

as derivadas de ordem superior por

0 0 0

a__ (Y oy Y oo an
g _(Bml (6.’172) "'(6:1:,,) ’

assim, escrevemos
HYQ) = {w € Ly(Q),8%u € Ly(Q), || < k},

com a norma

ol = (3 [ 1o7wlda)t

lal<k
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Para o caso k = 1, temos o espaco de Sobolev

H'(Q) = {w € LQ(Q),% € Ly(Q),i = 1,2} ,

com o produto escalar

que define a norma correspondente

9 1/2
ol = (w,w)a)!”* = [ [+ 3 )ﬂdw] (24)

i=1
O espago H'(2) com a norma (2.4) é um espaco de Hilbert. Um outro espaco a ser
usado serd Hp (), o qual é definido por

Hy(Q) = {w e H() : w|r = 0}

e com a norma equivalente a norma

0 1/2
wla = [Z ||§“’5;u?] .
Além disso, definimos as seguintes not-agaes:.
(v,w) = /vwﬁ- Bds,
r
(v,w), = / vw - fds,
r.
(v,w)y_ = / VWA - gds,

172
lw| = {/ 1)2]ﬁ-ﬁ|ds] :
r

Lembramos também a seguinte desigualdade
2ab < ga® + 07 ?, Va,b>0, Vo >0, (2.5)
e que a férmula de Green, com a notagao anterior, é reescrita como:
(B Vu,w) = (v,w) — (v, - Vw) — (v,div(Bw). (2.6)
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Podemos fazer agora a formulagao variacional do problema (2.1). Multiplicando por

v € H() a equacgao de (2.1) e integrando sobre 2, temos

e /Q Auvdz + /Q (G- Vu)vds = /Q fodavo € H'(Q). (27)

Usando a seguinte formula de Green

/Vqudzzfv@_,ds—/vAudz,
Q r on Q

/Auvdm=/v?l—éds—/Vquda:. (2.8)
Q r On Q

Substituindo (2.8) em (2.7), finalmente se obtém, para todo v € H(f),

temos

e/Vqudx+/(ﬁ-Vu+u)vd1:+/ uvﬁ.ﬁds=/fvdx_/ vgﬁ.ﬁds
Q Q Q

Com esta ltima expressao, fornecemos a seguinte formulagao variacional com condigoes

impostas de forma fraca: Achar u € H'(Q) tal que

e(Vu, Vo) + (8- Vu +u,v) — (v,0)_ = (f,v) — {g,v)_ Yve H(Q). (2.9)

Para obter solugdes aproximadas para o problema (2.9) vamos a definir o espago de

elementos finitos como sendo
Va={ve H(Q):ve P(T),T eT.}.

Isto é, V} consiste de todas as fungbes polinomiais por partes de grau menor ou igual
a k, com k inteiro positivo. Além disso, por simplicidade, vamos supor que {2 é um
dominio poligonal convexo e T, = T é uma familia de triangulagtes indexadas pelo
parametro h € (0,1), que representa 0 méximo comprimento de todos os triangulos

em T};. Ou seja, se hy denota o diametro de T', onde T' é um triangulo de T}, entao
h =max {hr,T € T}

Assumiremos que a triangulacgio satisfaz a condigdo do angulo minimo, isto €, os

angulos dos tridangulos T' € T} sao limitados inferiormente por uma constante que

16



independe de h (ver Ciarlet [6]). A formulagéo discreta do problema de convecgao-

difus@o é a seguinte:
Achar u, € V,, tal que

e(Vuy,v) + (ﬁ Vay, + up, v) = {uy,v)_ = (f,v) = (g,v)_ Vv eV, (2.10)

Vamos agora obter uma estimativa de estabilidade para a formulacdo (2.10). Para

isso, substituimos v por u, em (2.10) e obtemos
ellunll + (B - Vun - +un, un) — (un, wn)_ = (f,un) — (g, un)_ (2.11)
Levando em conta a férmula de Green (2.6), temos
(B Vun, up) = (un, up) — (un, 8- V),
o que implica em

(uh,Uh>+ + l(u;-,,’u;,)_ (212)

— 1
(Vuh - 83, 'U'h) = §<‘uh,uh> = 2

1
clquhH2 + ll“»h”2 + §<uh’u’h)+ — = (un, un)_ — (up, up)_ = (f,v) — (g, un)_,
jé que 7 - /3 > 0 sobre ', e < 0sobre I'_, obtém-se
2 2 1
e Vun]” + flunll” + Slunl” = (f,un) = (g, un)_, (2.13)
e usando a desigualdade (2.5), no lado direito de (2.13), tem-se a desigualdade
2 2 2 1 12 1
ClVunl? + funlP + unl? = Shunle_ < 1717+ 2ol
Como 7 - 8 < 0 sobre I'_, temos
2 2 19 1o 1 4
IV 4 [l + glunl? < 2117+ Slal?
Assim, obtém-se finalmente a estimativa de estabilidade
VellVun|® + lunl® + Jul” < C(IF N+ 1gl,.) (2.14)
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Definamos agora a forma bilinear
be(-,)): H'(Q) x H'(Q) - R

por

be(w, w) = €(Vw, Vw) + (8- Vw + w,v) — (w,v),

e a forma linear
L:H(Q): > R
definida por
L{w) = (f,w) ~ (g, w)

Assim, reecrevemos (2.10) como se segue: Achar u € H(f) tal que
b(u,v) = L(v) Yve H(Q) (2.15)
e o problema (2.10) é reescrito como: Achar uy, € Vj, tal que
be(up,v) = L{v) Vv eV, (2.16)

Se u é solugado do problema continuo (2.15) e u; solugédo do problema discretizado

(2.16), fazendo a diferenca entre (2.15) e (2.16), obtemos
be(u —up,v) =0 Yo €V, (2.17)
Pondo v = w na forma bilinear b.(-, -), temos:
be(w, w) = €| Vw||* + (8 Vw,w) + [w]® = (w,w)_

Como (- Vw,w) = (w, w) — (w, § - Vw), pela expressao (2.6), obtemos
= 1

(Vw - B,w) = E(w,w).
Logo,
(G- Vw,w) - (w,w)_ = %(w,w)++%(w,w)_-(w,w)_
- %(w,w) %(w,w)_
_ 1.0
= Jp

—
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ja que f-fi<O0OemT_. Assim,
1
be(w, w) = €| Vw||* + Jlw]|” + 21wl (2.18)

Lembremos agora os seguintes resultados cléssicos (Ciarlet [6]): Dada uma funcao

u € H**1(1), existe um interpolante 4, € V}, tal que

llu — Tl + hllu — Tl < Ch |Jully,, (2.19)
lu — |l < CHF*E Jlul,, . (2.20)

Usando (2.19) e (1.20), obtemos entao seguinte resultado

Teorema 2.1.1 Sejam u solugdo do Problema (2.15) e upsolugdo do Problema (2.16).
Entdo, se u € H¥*1(Q), existe uma constante C dependendo de u e k, mas ndo de h,

tal que
Vel V(u —un)ll + lu = un]l + Ju — us| < CR*|Jully,, (2.21)

Demonstragao: Sejam 4, o interpolante que satisfaz (2.19). e, = up—p, 2n, = u—1u
ee = u—uy,. Entdo, e, = 2,—e Agora, usando (2.17), (2.19) e (2.20) com v = e, € W},
tem-se
el Vel + llenl” + %|€h|2 = b(en, en) = b(zn, €n) — ble, €r)
= b(zn, en) = €(Vzn, Ver) + (B Vzn, en) + (zn, €n) — (zn, €n)_
< SIVanl + £Vl + 1V A1 + Flenl?
Hlzall + Zllenl® + lanl? + 3leal?
Na ultima desigualdade, usamos (2.5) com o valor de ¢ convenientemente escolhido.
Como € < 1 temos que €||Vz;|| < ||Vzn|. Logo,
CIVenl? + 2 llenll + glenl® < SIVznl? + 21V A + Dzl + [zl
< IVzl® + 1V2n - Bl + lznll® + 2"
< (Chk”'“”k+1)2
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Assim,

Vel Ven|| + llenll + len] < Ch*|lullyy,

Como e = ep—~ 25, temos a estimativa (2.21). Ja que |le—exn| = ||2x]} logo |lell —|len]l <
llzr]l, entdo temos

lefl < lznll + lieal

Observamos que na estimativa (2.21) aparece um termo do tipo v/€||V(u — uy)||. Do
ponto de vista tedrico, este termo fornece uma estabilidade e observamos que, de
fato, o método converge com taxa O(h*) quando u for suficientemente regular. Esta
estabilidade é perdida quando € — 0 e, entao, o método apresentado nao garante um
bom comportamento das aproximacoes nos casos em que a solugao exata nao é sufi-
cientemente suave. Do ponto de vista numérico, principalmente aquele associado ao
refinamento da discretizacao, a situagao nao é tao simples. Quando € >> h, o compor-
tamento das aproximagoes numéricas € bom. Porém, quando quando a discretizagao
é tal que € <« h, o método produz solucdes com oscilagbes que se manifestam nas
camadas de transigoes rdpidas (tanto nas internas quanto nas de fronteira). Isto é
mostrado na Fig. 2.1, onde podemos observar que o método Galerkin-padrao apre-
senta grandes oscilagbes na camada de fronteira correspondente ao ponto z = 1. Na

literatura existem muitos exemplos ilustrando estas situagoes.
2.2 Aplicagoes as Equagoes de Convecgao

Vamos considerar agora o Problema Reduzido correspondente a (2.1), isto

[

B-Vu-+u = [ sobre 0 (2.22)
u = g em §_
A correspondente formulacao variacional é:
Achar u € H}(Q) tal que
B -Vu+u,v)— (wv)_=(f,v)—(gv). VeV (2.23)
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Neste caso, o problema discretizado correspondente é o seguinte: Achar u; € Vj, tal

que
(B Vup + un,v) — (un,v)_ = (f,v) = (g,v)_ Yo € Vi (2.24)

Definimos agora a forma bilinear a : H'(Q2) x H*(Q2) — R como
a(w,v) = (Vw - f +w,v) — (w,v)_, (2.25)
e o funcional linear L : H'(Q) — IR como
L(v) = (f,v) = {g,v). Yve HY(Q) (2.26)
Assim, o problema continuo (2.22) pode ser reescrito como: Achar u €

H'(Q) tal que
a(u,v) = L(v) Yve HY(Q), (2.27)

e, analogamente, o problema discreto pode ser reescrito como: Achar uy, € Vj, tal que

a(up,v) = L(v) Yv eV, (2.28)

Agora, como (,5 Vv, v) = (v,ﬁ- Vv)—(v,v), temos que (E-V, v) = %(v,v), e, levando

em conta que E n>0em T, e,[f- n < 0 em I'_, conclui-se que

av,v) = ol + 50,00, + 5000~ (2,0).

amﬂozumﬁ+%wf. (2.29)

Portanto, a(-,-) é coerciva na norma dada por (|| - ||* + 1K 1)1/2, Sendo u a solucao

do Problema (2.27) e uy, solucao do Problema (2.28), temos entao
a(u — up,v) =0 Yo eV, (2.30)
Agora, usando (2.29) e (2.30), com o mesmo raciocinio usado na demonstragao do

Teorema 2.1, prova-se o seguinte resultado:
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Teorema 2.2.1 Sejam u e uy, as solugoes respectivas dos problemas (2.27) e (2.28).

Entao eziste uma constante C > 0, dependendo de u, mas ndo de h, tal que
lu —unll + [u — un| < Ch*|lull; (2.31)

Observamos até aqui o seguinte fato: do Problema Reduzido (2.27), fazendo g = 0,

temos
(F- V) + (w,2) = () < SISIP + ol (232

Da mesma equacgao (2.2), temos

B-Vu=f-u

(B-Vu,B-Vu) = (f,8-Vu) — (u, 5 V).
Tambeém,
~ 6 1, = 6 1, =
16 Vul” < ST + 56l Vull + Gl + g8 vul. (233)
Somando (2.32) e (2.33), temos que

o 2 6 6 1 =
8- Ful” + Jul® + Slul? < (5 + D)l + (5 + ) ull? + (55 + )16 - Vuf

% % T 2
Escolhendo € e § adequadamente, como por exemplo § = 3/2, ¢ = 5/2,

concluimos que existe uma constante C > 0, independente de f tal que
16 Vull + llull + Jul < CI ] (2.34)

A estimativa (2.34) para o problema continuo mostra que existe um controle do
gradiente de u na direccao das caracteristicas. Este controle nao acontece no método

de Galerkin padrao porque neste caso conseguem-se apenas as seguintes estimativas

llunll + ua| < C| ]

18- Vunll < Ch~Y{uall < CRif]].
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Esta diferenca entre as estimativas dos problemas continuo e discreto nao € conve-
niente, uma vez que o problema discreto deve representar o melhor possivel o prob-
lema continuo no seu comportamento. Esta falta de controle sob a derivada na direcao
[7 apresentada no método de Galerkin-padrao é manifestada em grandes oscilagoes,
principalmente, nas regides das camadas limites como mostra o ensaio numérico da

Fig.2.1 na péagina 29.

2.3 Comentarios

Passamos agora a fazer comentérios gerais sobre o problema discretizado
(2.10) quando a discretizacao é feita por elementos finitos. Para facilitar a exposigao,
consideraremos apenas o problema unidimensional seguinte:
—€Uz, +u; = 0, z€(0,1),
u(0) = 1, (2.35)
u(l) = 0,

onde € > 0 é pequeno. A solugéo exata de (2.35) é

(o) =a[1- ()]

com
-1t
o= [1 - exp(—-——)J
€
A solugao u(x) para € > 0 pequeno apresenta uma camada limite ao redor de z = 1.

Nesta regiao u(z) passa rapidamente de valor um para valor zero. Seja agora
Vi = {ve H(0,1) : v|, € A{I),VI € T}

onde T} é a partiacao de elementos finitos e I é qualquer um dos elementos de Th.

Definimos T} por:

ThZIEi:ih, i=0,1,2,3,...,n

Zo=0 .'En=1
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Isto é, T}, é a malha uniforme de passo h sobre o intervalo [0,1]. Assim V}, consiste

de todas as fungoes lineares por partes nos subintervalos. Além disso, definamos
Vh = {'U eV ’U(O) = 'U(].) = 0}

Agora, multiplicando a equagao (2.35) por v € V), e fazendo integracio por partes,
obtemos a formulagao variacional seguinte:
Achar u € v, tal que
dup, dv dup, —
—_— —,v)=0 V 1%
C(da:’d:c)—i—(d:l:’v) vVEVR
ISB - 1171'!
h 2
(o1, Zi41), ©=10,1,2,3,..n e nulas fora do intervalo acima. Assim a discretizacao

Escolhemos a base de V}, composta das fung¢des definidas por: p;(z) = 1— ITE

do tipo Galerkin com polinémios lineares fornece o seguinte esquema:

1 .
_Eei(Ui—{'l_Ui"!_U'_])""ﬁ(Ui_{,] _U‘i—l) = 0 1= 1,“,1'1_ 1
U =1 (2.36)
U, = 1,

onde u, = 3.7 Uig;(z). Quando n é impar, a solugio U; de (2.36) tem valores
proximos de um para ¢ par e igual zero quando i € impar, produzindo assim uma
solucdo numérica oscilatéria em toda a regido (veja a Figura 2.1 no final deste
capitulo). Observamos que neste exemplo, nas equacoes discretizadas aparece um

Uiy1 — Uiz
termo de diferenga central de segunda ordem ——iIQh—Ul
du

termo convectivo 7, © due provém de aplicar o método de Galerkin na equagéo (2.35).
x

Este é o termo que € o responsével pelas oscilacoes da solugao numérica quando € é

para correspondente ao

pequeno relativamente & discretizagao. Coloquemos o esquema (2.36) na forma

€ 1 2¢ 1 €
+ —)UH.] -+ ﬁUi + (2——h - E)

para observar que ele tem uma matriz A definida por

___e_.+ 1)
‘2 T 2h
2¢
h?

Qi—1; =

a; =
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1 € .
Aii41 = 55—};’—2', 2=1,2,3,...,7l
ajp = 0
apn = 0

Esta matriz, quando ¢ é muito pequeno, apresenta uma fraca dominancia diagonal,
produzida pela presenga do termo % que destréi a simetria do operador e deixa
termos de diferencas centrais. Para que matriz A seja diagonal dominante é preciso
que

) (2.38)

L I

A condicgo (2.38) (cuja expressao a esquerda é conhecida como nimero de Peclet
local) é muito restritiva e reflete a dependéncia custo computacional com respeito
ao parametro €. Além disso, Segal [40] provou que o niimero de condicdo da matriz
para esquemas de diferengas centrais é O(;), 0 que para valores muito pequenos de ¢
pode causar problemas na resolucao do sistema linear, como é mostrado nas Fig. 2.1 e
Fig. 3.1, que mostram respectivamente resultados de testes numéricos fizemos usando
o método de Galerkin-Padrao e o método de diferéncas finitas centradas. Também
implementamos os métodos de upwind e streamline-diffusion para o problema uni-
dimensional (2.35). Isto serd apresentado no Capitulo 3. A tabela seguinte mostra
os coeficientes das incégnitas U;_1,U;,U;41 parai = 1,...,n para p = 1.0 + 0.5?

h
x = 1.0 — 0.5— em cada um dos métodos mencionados acima.
€

Incégnitas | Diferenca | Upwind | Galerkin | Streamline
Centradas Padrao Diffusion
Uiy —p —P —P —p—6b/e
U; 2.0 2.0p 2.0 2.0(1.0 + 6/¢)
Ui -X —-1.0 —X ~X +6/¢

Notamos que o método streamline-diffusion corresponde ao método Galerkin-
Padrio com a modificacio dos coeficientes das incégnitas do problema discretizado.
Esta modificacao é exatamente a adicao de — aos coeficientes e provém da escolha da
funcéo teste na forma v + 6Vv, ao invez deeapenas v como no método de Galerkin-

Padrao. O parametro é controla a quantidade de difusao necessiria para se obter a
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solucao aproximada; porém nao € claro como 6 deve ser escolhido. Os sistema lineares
produzidos pelos métodos mencionados foram resolvidos usando descomposicéao LU e

o erro cometido em cada método foi estimado usando a férmula
n

= wnll? = - () - )’

i=1
onde u(z;) é a solugéo exata no ponto z;.

Os métodos de Galerkin-Padrao e de diferéncas centradas possuem as mes-
mas equagoes discretizadas e mostram oscilagoes em todo dominio para € pequeno
relativamente a discretizagao, na presencga de camadas de transicao rapida na solugao
do problema continuo. Estas oscilagoes tém maior amplitude nas vizinhangas das
camada de fronteira em z = 1.

O parametro é para o ensaio numérico com o método streamline-diffusion
foi escolhido igual a 0.19, o passo da malha h = 0.1 e ¢ = 0.01. Nestas condicbes
este método apresentou um melhor comportamento que os outros. Mas, com § = h,
o comportamento da solucdo com o método streamline-diffusion foi similar aquela
obtida com o método upwind: a solugao aproximada é excessivamente amortecida na
camada de fronteira (veja Fig. 3.1).

Para dimensoes maiores que um, os mesmos problemas descritos acima para
o caso unidimensional ainda persistem.As estimativas mostradas nos teoremas anteri-
ores mostram uma caréncia de controle nas derivadas da solucgao discretizada; de fato,
erros sao produzidos e propagados em direcgdes transversais as caracteristicas (cross-
wind) e também na direcao, mas no sentido oposto, das caracteristicas (upwind). Isto
se manifesta por solugoes discretas oscilatdrias que sao bastante sensiveis as condigoes
de fronteira.

Para uma melhor discussao sobre este tema, recomendamos Segal [40], onde
se encontram exemplos unidimensionais sem camadas limites, onde os esquemas pro-
duzidos pelo método de elementos finitos sao bem comportados ainda que a matriz
de diferencas centradas nao seja diagonal dominante.

Morton e Parrot [34] mostram um exemplo unidimensional com condigdes
do tipo Neumann onde o método de Galerkin apresenta uma precisao fraca quando é

comparado com outros métodos. Johnson e Navert {25] fazem uma anslise do método
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de Galerkin para o problema

—elu+&+u = f em (0,1)x(0,1)

—€— + un, = gn;, em [I_
on
e?E = 0, em I
a’ﬁ‘/ ? +

onde 77 = (n3,ns) vetor nomal exterior a = (0,1) x (0,1). Quando ¢ = 0 (Prob-
lema Reduzido) eles também provam que, para polinémios lineares por partes sobre

triangulos, as seguintes estimativas sao validas quando u € suficientemente suave.

I = unll + |u — un] < C(llu = vf + [u - v| + [Juz —22l]) Vv e Vi (2.39)

inf{(|lu —v| + Ju—v| + |Juz — v |}) < ChM%y ¢ Wn}. (2.40)

Estas estimativas, quando sao levadas ao problema completo permanecem
de ordem h%/* para regides onde a solucio é suave. Impondo condicdes de Neumann
na saida do fluxo, aparece um termo que contribui para o erro total com erros de
ordem /¢; a presenca de camadas de transicdo, com erros de ordem €!/4.

Quando as condigoes de Neumann sao substituidas por uma condigao de
Dirichlet em I'; (na saida do fluxo), usando no problema discreto de Galerkin espagos
de fungoes de elementos finitos que sao nulas sobre I';, a estimativa (2.40) é perdida
porque as derivadas superiores da solugao exata de ordem k tém valores de ordem
O(e7*). Isto mostra que neste tipo de problema (¢ pequeno), discretizagoes com
diferencas centrais fornecem esquemas muito sensiveis as condigoes de fronteira. Neste
ponto adiantamos algumas informages que permitem uma comparacao do que discu-

timos com o método de streamline-difusion a ser estudado com detalhes no Capitulo

3. Para este ultimo método, podemos obter estimativas do tipo
VeIV (u = w)l| + VR|B - V(u—w)| + llu — up|| < CRE2|ful,, (2.41)

Observamos a presenca do termo VA8V (v — us)|| que melhora a estabilidade para
as derivadas na direcao do fluxo quando comparada com a do método de Galerkin.

Finalizamos esta seccao observando que para resolver os sistemas lineares produzido
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pela discretizacao por elementos finitos, os especialista recomendam o uso técnicas
iterativas tais como o método de gradiente conjugado com pré-acondicionamiento
ou entao “métodos multigrid”. Recentemente, novas técnicas de sobre-relaxacéo tém
sido construidas para resolver sistemas lineares que provém de esquemas de diferencas
centrais (veja Strikwerda [41]).

No préximo capitulo, juntamente com a estimativa (2.41), demonstramos um
resultado de localizacao que estabelece que os efeitos dos erros no problema discreto
sao propagados aproximadamente como no problema continuo. Este fato pode ser
expresso em uma estimativa de erro local que, no caso do método de Galerkin padrao,
nao se consegue obter por causa da forma em que sao propagados os efeitos dos erros
de discretizagao neste Ultimo método. Gostariamos de ressaltar que este resultado é
importante porque na teoria de elementos finitos, estimativas de tipo local existiam

somente para prblemas de tipo eliptico e parabdlico.
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—— : Solugao Exata;

¢ : Solucao do esquema Galerkin Padrao; Erro: 0.475 E +00;

%% : Solugao do esquema aplicando Streamline Diffusion (6 = 0.19));
Erro: 0.109 E -07;

n = 11; nimero de Peclet = 0.1000 E + 02; ¢ = 0.100F — 01.

1.2 —

Figura 2.1
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Capitulo 3
Métodos de Petrov-Galerkin

Aplicados as Equacoes de

Convecao-Difusao

Faremos uma breve descricao do método de Petrov-Galerkin, uma vez que
que as técnicas descritas mais & frente se baseiam neste tipo de método. Este método
pode ser aplicado a equaces diferenciais parciais e a equagdes integrais. Neste tra-
balho consideraremos somente o primeiro tipo de equagoes. Referéncias tedricas para
o método Petrov-Galerkin sao Krasnosel’skii [29], Morton [34].

O contexto geral é o seguinte: Sejam E e F Espacos de Banach reais (ou
complexos) e e L um operador linear (em geral nao limitado) com dominio D(L) CE

e imagem R(L) C F. Dado f € R(L), consideramos a equacao
Lu=f. (3.1)

Para obter aproximacgoes da solucéo de (3.1), existem vérios procedimentos,

entre os quais o seguinte:

3.1 Meétodos de Projegao

Sejam (Ep)n>1 € (Fn)n>1, 7 € N, seqiléncias de subespagos satisfazendo

E.CD(L)CE F,CF VaneN
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Além disso, sejam P,, operadores de projecao tais que
F,:F—->F, VneN,

isto &, para cada n C N, P? = F,.
Esta estrutura fornece a seguinte seqliéncia de problemas aproximados: para

cada n € N, achar u,, € F, tal que

Obviamente, escolhas apropriadas dos sub-espacos E,,, F,, e dos operadores de projecao
fornecem métodos de aproximagao. Também € claro que questoes acerca da existéncia
da obtencao de u,, bem como aquelas relativas a convergencia de u, a u, sao questoes
dificeis que dependem das propriedades particulares dos espagos dos operadores en-
volvidos. Queremos aqui apenas descrever as idéias gerais e passar a discutir uma
situacao especial daquela acima.

Sejam E, F espagos de Hilbert, (¢,);en C D(L) e (¥;);en C F seqléncias
dadas tais que (¢;)jenv seja completa em E. Para cada n € N, procuramos uma

solucado aproximada u,, da forma

U, = Z::IU].@, (3.2)

satisfazendo
(Lup — f,d) =0 i=1,2,3,...,n (3.3)

Isto é a exigéncia de que os residuos de Lu; — f sejam ortogonais aos n primeiros
elementos da seqiiéncia (1;). Esta situagao corresponde exatamente ao descrito acima

com
E, = span[éy, ..., ¢a],

F,= Span{i/)l, v awn]
e P, : F — F,, escolhida como a projecao ortogonal sobre o subespaco F,.

A equacéo (3.3) fornece um sistema de linear para as incégnitas Uj;:

STU(Lj ) = (f,) i=1,2,3,..,n

5=1
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Este método de obtengao de solugoes aproximadas é chamado de método de Petrov-
Galerkin. Observamos que o método de Galerkin padrac é um caso particular do
método de Petrov-Galerkin na situagao em que E = F e as seqiiéncias sao escolhidas
tais que ¢; = v;, Vj € N.

Um caso muito importante do método de Petrov-Galerkin pode ser obtido
da seguinte forma: Consideremos A : E — F um operador linear convenientemente
escolhido (isto pode depender do problema que esté sendo analisado), e, uma vez
escolhida a seqiiéncia (¢;) C D(L) C E, tomamos ¢; = A¢;.

Com esta escolha a equagao (3.3) se torna

n
> Ui(Le;, Ad) = (f, Ad:) i=1,23,...,n
j=1
Parte do objetivo deste capitulo é o de apresentar o chamado método streamline-
diffusion ( método das linhas de fluxo) para equagdes do tipo convecgao-difuséo, o
qual é do tipo Petrov-Galerkin.Nele, o operador A é tomado como A = (I + 63 - V),
onde [ é operador identidade sobre E = H1, ,5 € o campo de velocidades envolvido
no transporte convectivo e 6 um parametro positivo a ser escolhido.
Muitas vezes o problema a ser aproximado aparece naturalmente em uma
forma variacional (generalizada), ao invés da forma operacional descrita no inicio

desta secao:

Sejam H; e H, dois espacos de Hilbert e a : H; x Hy — IR uma forma
bilinear e F' : Hy — IR uma forma linear. O problema consiste em achar u € H; tal

que
a(u,v) = F(v) Vv € H,.

Observamos, entretanto, que como Hj nao é necessariamente igual a H,, nogoes usuais
no contexto de formas bilineares, tais como a de coercividade devem ser modificadas.

Também é natural nestes problemas utilizar o Método de Petrov-Galerkin. O
resultado abaixo, devido a Babtiska e Azis [3], fornece a base teérica para a aplicacao
do método de Petrov-Galerkin ao problema anterior ao generalizar o lema de Lax-

Milgram.
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Teorema 3.1.1 Suponhamos que H, e Hy sejam dois espagos de Hilbert com normas
-1y ell - ||y, respectivamente. Consideremos uma forma bilinear a(-,-) definida como

acima, satisfazendo
(1) la(u,v)| 2 erflufl,llvll, Vvi € Hy, Vwe€ H,,
: |a(u, v)|
(2) infuen,sup > ¢,
IR T T

(8) para todo u # 0 em Hy, supgs,ep, la(u,v)| > 0,

onde cy,cy sdo constantes positivas. Entdo, para qualqguer F € Hj (dual topoldgico de

H,), eziste uma tnica v € H, tal
a(u,v) = F(v) YV v € H,.
Além disso, existe constante C > 0 independente de F tal que

llull, < CIF|

Hj»
onde || - ”Hi denota a norma dual de H,.
Observacgoes:
1. A hipétese (1) no teorema acima significa que a forma bilinear é continua; (2)

diz que af-,-) é coerciva em um sentido um pouco mais geral do que o usual.

2. Quando H; é um subespaco de H,, em (2) é suficiente tomar o supremo sobre
H,, requerendo que

la(v,v)] 2 Callvllz, (3-4)

Neste caso, quando H; = Hj e (3.4) é satisfeita, o teorema anterior se reduz ac

lema de Lax-Milgram.

O método Petrov-Galerkin pode ser analogamente aplicado a formulacao variacional

acima, levando as seguintes equagoes aproximadas para a aproximacao u, cOmo em

(3.2):
S Uja(¢s ) = (f,#) i=1,2,3,...n.

=1
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No caso especial em que a seqiiéncia (1;),ev é tomada como ¥; = Ag;, as equagdes

aproximadas se tornam:

D Usa(¢;, Ad) = (f, Ad:) i=1,23,..,n.

=1

3.2 Técnicas Upwind

3.2.1 Efeitos Upwind em Métodos de Diferengas Finitas

Consideremos o problema

—€Ugr + YU, = 0,
u(0) = 0, (3.5)
u(l) =1,

com € > (0 e a constante 7 > 0. Sabemos que a solugao exata deste problema é
1 —exp(%)
)

—— (36)

u(x) =

Seja p = 1 o niimero de Peclet global e observamos que quando p é pequeno,
a solugao u é dominada pela difusao e é quase uma fungao linear desde z = 0 ( entrada
do fluxo) até x = 1 (saida do fluxo). Mas, quando p € grande, a solugéo u é dominada
pelo termo convectivo pelo menos em uma algumas regioes e possui uma camada
limite préxima de £ = 1. Os métodos upwind foram desemvolvidos para vencer
as dificuldades que se apresentam nos métodos padrdes (que apresentavam solugdes
numéricas oscilatérias).

Faremos uma discretizagao em diferecas finitas na equagao (3.5) para com-
prender como os termos de diferencgas centrais produzem oscilagoes quando p é grande,
ou seja, quando a equagao (3.5) tem um cardter mais convectivo que difusivo.

Seja z; = th, i = 0,1, ..., N uma particdo uniforme do intervalo [0, 1] com

passo h. Alem disso, sejam z;_1,Z;,T;;; trés pontos consecutivos desta particao.
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Utilizando a férmula de Taylor obtemos

Uil — U 2
g = — h .
u o T O (3.7)
Uy - Uy + U;—
Uga + o L+ 0(h?), (3.8)

onde denotamos u; = u(ih). As expressdes (3.7), (3.8) sdo chamadas de operadores
de diferencas centradas de segunda ordem. Entao aproximamos a solugao u no ponto
z; pela solugao numeérica U; no ponto z; e substituindo os operadores diferenciais da
equagao pelos correspondentes operadores diferencas, o esquema em diferencas finitas

se torna:

€ i

p(UH,] — 2U,, + U'_.l) + ﬁ(Ui-H — U,) = 0. (39)
O esquema (3.9) apresenta consideraveis oscilagoes, como podemos observar na Figura

3.1 no final desta subsecgao.

Uiy1 — Ui U; - Ui- f
Definindo P! = —i-l—h—-—— e Pm = ——h—l, que sao as inclinagoes respec-
tivamente para frente e para trds no ponto z;, (3.9) pode ser reescrita como
€ 1 €.
PH~-2)=P (-+= 3.10
G- D =BG+ ) (310)

Chamemos P, = »n o nimero de Peclet local. Observamos que quando P}, é maior do
que 2, Pt e PS tér€n valores com sinais opostos no ponto z;. Logo, a solugao numérica
U deve ser oscilatéria. Além disso, se P, = 2, concluimos que P e U sao nulos nos
pontos interiores, o que é claramente um resultado errado se u(z) # 0. Quando
P, < 2, entao P e P tém o mesmo sinal e a solu¢do numérica ¢ razoavelmente bem
comportada, aumentando monotonicamente desde z = 0 até z = 1.

Para eliminar as oscilagoes descritas acima quando o niimero de Peclet é
grande (P > 2), um possibilidade é modificar (3.9) pela introducdo de um termo
adicional de difusao (difusao artificial) s > 0, substituindo o parametro € por € + s
na equagao, a fim de reduzir o valor de P; no caso que seja maior que 2. Neste caso,
(3.10) se torna
€e+s v €+s

oy =h

P + %) (3.11)

1
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e, portanto, somamos uma quantidade suficiente a € de tal maneira que o novo nimero

de Peclet local, P, seja menor do que 2, isto €

h
="t <2 (3.12)
€+s

A solucao numérica, com essa modificagdo nao apresenta oscilagbes; porém, ela perde
precisao, o que se manifesta em solugoes numéricas bastantes atenuadas nas zonas em
que deveria haver transi¢des rapidas. Quando se escolhe s = 12—", obtemos o método
upwind cléssico (neste caso, backward diference) que produz resultados com baixa
precisio. E possivel interpretar diferencas upwind como a diferenca central (3.7)

mais um esquema de diferenca central correspondente a uma difusao artificial com

coeficiente s* = 723 De fato, temos que

h

-’ - -’

h
gH(UM U+ gﬁ(—UH1 42U, — Upy) = 2(U; - Usy) (3.13)

-’

v i o N
Dif .Central Dif .Central TermoUpwind

Observamos que os termos de diferencas centrais tem precisao de ordem O(h?), en-
quanto que o termo upwind tem ordem O(h), acarretando, portanto, uma perda
de precisado. Pela expressao (3.13) é possivel, assim, interpretar que os métodos de
diferencas centrais introduzem uma difusividade negativa. Como o parametro s pode
ser escolhido arbitrariamente, pergunta-se entao qual é a quantidade de difusao s mais
adequada a ser introduzida, a fim de se obter um resultado melhor. Prova-se (veja

Hugues [15]), neste caso, que a quantidade de difusao mais adequada é

h h 2
s=z—cot7— d

5 5 ) — e (3.14)
o que permite que a solu¢do numérica de (3.9) seja exata nos nés z;. A quantidade
(3.14) é determinada introduzindo diretamente a solugao (3.6) no problema discreto.
Existem, porém, técnicas para calcular, em algumas situacoes especificas, tal difusao
artificial “6tima” sem a necessidade de um conhecimento a priori da solucao exata.
Agora, observando as Figuras 3.2 e 3.3 (reproduzidas do artigo de Brooks et
al.[4]), que fornecem ensaios numéricos correspoﬁdentes as aplicagoes dos esquemas

descritos acima, vemos que o gréfico da solugdo numérica correspondente & diferenca

central aparece abaixo do grafico da solugdo exata (temos o fendmeno chamado under
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diffusion), enquanto que a solu¢ao numérica correspondente ao esquema upwind tem
o gréfico sobre aquele da solugao exata (over diffusion). Isto sugere a possibilidade da
construcao de solugoes numéricas “6timas” considerando adequadamente ponderagoes

adequadas de diferencgas centrais e diferencas upwind.
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—— : Solugao Exata;

@ : Solucao do esquema upwind; Erro: 0.222 E +00;

A : Solugdo do esquema com diferengas centradas; Erro: 0.475 E + 00,
n = 11; nimero de Peclet = 0.1000 E + 02; ¢ = 0.100F — 01.

1.2 —

]
- | | \’ A

\A/ 06 \ 08 | 1.0

Figura 3.1
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Exata

Diferenga Central
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a1,
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2

a

Figura 3.2

Exata

Diferenga upwind

L IR

e 2.5

Figura 3.3
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3.2.2 Efeitos Upwind em Métodos de Elementos Finitos no

Caso Unidimensional

As discretizagbes do tipo Galerkin para a equacgao (3.5) dao como resul-
tado final aproximagoes equivalentes aquelas obtidas por diferencas centrais, como foi
observado no Capitulo 2. Entao, néo é surpresa que aparecam solugses numéricas os-
cilatérias ao usé-los em equacgoes de convecgao-difusao em que predominem os termos
convectivos. Historicamente, os métodos de elementos finitos upwind foram inspira-
dos nas técnicas de diferencas finitas upwind. Para atingir o efeito upwind no caso de
métodos de elementos finitos para um problema unidimensional existem trés técnicas

basicas:

(i) Técnica da Difusao Artificial: A difusao dada pela expressao (3.14)
é somada a difusao fisica; usa-se, entao, a discretizagdo convencional de elementos
finitos (via método de Galerkin) para balancear a difusao negativa produzida pelo

método de Galerkin, (veja Kelly et al.[28]).

(i) Técnica da Mudanga de Quadratura: A regra de quadratura
numérica é trocada para se atingir o efeito upwind. No caso unidimensional o ”ponto

de quadratura” simples é escolhido, entao, como

= eot( My _ 2
§= oot~ 05

no elemento padrao, (veja Huges [15]).

(iii) Técnica de Petrov-Galerkin: A funcao peso correspondente a um
né é modificada para se obter um peso maior no elemento a montante (upwind) do
ponto do que no elemento a vazante (downwind). Para uma maior informagao veja

Christie et al. [5] e Heinrich et al. [17].

A aplicacao adequada de cada um destes métodos pode produzir solugoes
numéricas exataa nos nés no caso unidimensional. Estes fatos tém sido bastante
estudados e, para uma maior informagao sobre as técnicas descritas, veja as referéncias

citadas.
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3.2.3 Efeitos Upwind e Crosswind no Caso Bidimensional

A resolugao numérica de uma equacao de conveccao-difusao na forma tipica
—eAu+f-Vu=f em €, (3.15)

apresenta sérias dificuldades quando o termo de conveccao predomina. Estas mesmas
dificuldades também aparecem com termos convectivos cofrespondentes nas equacoes
de Navier-Stokes na Mecénica de Fluidos e em outras equagbes de transporte.

De fato, da mesma forma que nas secgbes anteriores, quando diferencas
centrais sao empregadas na discretizacao dos termos convectivos ou, com elementos
finitos, o método de Galerkin é aplicado diretamente, os esquemas numéricos resul-
tantes tém os mesmos problemas que antes quando o passo h da malha é tal que o
mimero local de Peclet bidimensional satisfaz

|18l1A

€

v = > 1 (3.16)

onde || 8]| denota uma norma de 3. Entéo o valor de 7 é critico na determinacao do tipo

de aproximagao a ser usada. A condigao (3.14) pode ser expressa equivalentemente

como
€
h > —. (317)
el
Sem perda de generalidade para as discussoes que se seguem podemos assumir a partir
de agora que ||8]| = 1. Entao, conforme descrito acima, teremos problemas quando
h > e.

Vimos que os métodos de elementos finitos do tipo upwind resolvem o prob-
lema das oscilagoes no caso unidimensional; no entanto, quando sao aplicados a prob-
lemas em dimensdes espaciais maiores, com € < h, dificuldades extras aparecem.

Uma primeira dificuldade é que em problemas de dimensao maior do que um,
em geral nao é tdo ficil a determinagdo e o controle de diregdes a montante (upwind)
e a jusante (downwind) em cada ponto para a adequada montagem dos esquemas
numéricos upwind. Voltaremos a djscutirk este ponto posteriormente neste trabalho.

Outra dificuldade é uma excessiva atenuacao de camadas de transi¢ao rdpida

por causa, como no caso unidimensional, de excessiva dissipacao na dire¢ao do fluxo.
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Também como no caso unidimensional, é possivel tentar diminuir esta atenuacao
tomando esquemas ponderados como na segao anterior. Porém, a seguir, queremos
ressaltar um outro aspecto do problema, caracteristico de problemas multidimension-
als.

Nos métodos upwind, aparecem também dificuldades por causa de uma ex-
cessiva difuséo transversal ao fluxo (crosswind diffusion), e, de fato, este fenémeno é
mais notério quando a malha nao esta orientada na direc¢ao do fluxo E Mostremos
a origem deste fendmeno com o exemplo seguinte:

Consideremos a equagao bidimensional
—eAu+f3-Vu=0, (3.18)

onde 3 = (31, 82) é um vetor constante

Serao adotadas as seguintes aproximacgoes para as derivadas parciais

Bou =~ —U_JL_A%—_M (3.19)
du ~ -’if";—%’“‘l (3.20)
R 21
G ~ 22 _(Zj;;' — (3.22)

onde uj = u(jAz,kAy) com j k = 1,2,3...,N: As expressoes (3.19) e (3.18), sao
as representagbes upwind nas direcgoes x e Y. respectivamente. Substituindo as ex-

pressoes (3.19)-(3.22) na equagao (3.18), obtemos

8, Ujk — Uj—1k + ﬂ2ujk — Ujk-1 Euj—lk — 2ujk + w1k
‘kAxl S + Ay (Az)? (3.23)
UK — 1L — 2Ujx + Ujr41
=0
(Ay)?

Fazendo um desenvolvimento de Taylor em duas varfaveis ao redor do ponto (z;,¥x),
temos que a equagao discreta (3.23) apresenta uma consisténcia da ordem O(Ax?, Ay?)

com

Br0zu + BoByu — (€ + 22)8u — (e + 2,)00,u = 0, (3.24)
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onde 2z, = 0.5Az0, , 2, = 0.5Ay/%.

A equacdo (3.24) coloca em evidéncia as difusividades artificiais em cada
um dos eixos coordenados, o que é uma extensao direta do caso unidimensional.
Reescreveremos (3.24) em um sistema de coordenadas em que um dos novos eixos
seja tangencial enquanto que o outro eixo seja ortongonal ao fluxo 5 As novas

variaveis associadas a este sistema de coordenadas sao

£ = biz+ Py (3.25)
n = Bx— [y (3.26)
Observamos que (3.25) é a equacado das caracteristicas para (3.18). Agora, a fim de

reescrever a equacao em termos das novas varidveis, aplicamos a regra da cadeia para

expressar as derivadas parciais contidas na equagao (3.24) nas coordenadas £ e :

8w = PiOu+ BoOyu (3.27)
du = b — fogu (3.28)
Fu = BPOELu+ 26:158u + B2°0%,u (3.29)
Ru = B’0u—2615:05u+ B’ u (3.30)
Substituindo as expressdes (3.27)-(3.30) na equagao (3.24), obtemos
Oeu — (adfu + bO u + O, u) = 0, (3.31)

onde os coeficientes de difusividade sao:

a=c+ B’z + Pz,
b=¢c¢+ 52221 + ﬁ]zzy,
¢ =201P2(2z — 2y).

Seja agora 6 o angulo que o fluxo 8 = (61, 32) faz com o eixo z. Entéo,

lembrando que ||3] = 1, temos

Py = cos(0)
By = sen(8)
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Usando estas relagoes para [,, B4y, 3,, obtemos

a = €+0.5(Azcos’(0) + Lysen®(0) (3.32)
b = e+ 0.5(Azcos(d)sen?(0) + Nysen(B)cos?(8)) (3.33)
¢ = 0.5(Azcos(8) — Aysen(6))sen(26). (3.34)

Agora, por simplicidade, vamos considerar o caso quando Az = Ay (isto é, no caso
em que a malha é uniforme).

A expresséo (3.33) corresponde ao coeficiente de difusao na diregio 7 normal
ao fluxo B Vemos que b atinge o seu maximo quando 6 = 45 graus e é minimo (nulo)
quando 6 = 0 graus on # = 90 grans (a difusdo normal é mila quando o fluxo /3 esta
na dire¢ao do eixo z ou y).

Por sua vez, da expressao (3.32), a qual dé o coeficiente de difusao na direcao
£ tangencial a 3, a atinge o seu méximo quando § = 0 graus ou # = 90 graus e o seu
minimo quando € = 90 graus. Como antes, os principais métodos tipo upwind séo o
método da difuséo artificial, que é descrito em Johnson [23], 0 método da técnica da
mudanca da quadratura, que é descrito em Hugues [15] e 0 método da fungao teste,
que é um método do tipo Petrov-Galerkin e é descrito em Huyakorn [18]. Estas formas
de produzir efeitos upwind apresentam o defeito de proporcionar solugdes numéricas
com amortecimentos excessivos nas camadas limites de fronteira, o que é interpretado
como perda de precisao.

Na proxima se¢ao vamos apresentar um método numérico para equages de

convecgao pura com boas propriedades de estabilidade e de aproximagao.

3.2.4 Um Método Upwind para Equagoes de Convecgao

Pura

Agora apresentamos um método chamado de método de Galerkin-descon-
tinuo que foi proposto para problemas puramente hiperbdlicos, tais como o Problema
Reduzido (1.10) e as equagoes de Euler no caso compressivel. Nestas equacoes, se-
gundo os especialistas, 0 método tem um comportamento notdvel (veja Pironneau
[37].



A idéia é a seguinte: Suponhamos que a solugao u do problema reduzido
(1.10) seja aproximada por fungbes polinomiais por partes, descontinuas sobre os
lados dos elementos. Entao, podemos introduzir um esquema upwind que calcula os
valores da solucao aproximada sobre cada elemento, de forma sucessiva e em uma
ordem adequada que depende do fluxo, usando informacgdes conhecidas em passos
anteriores (envolvendo certas integrais sobre os lados dos valores ja calculados da
solugdo aproximada).

Umas das caracteristicas importantes deste método é que pode ser aplicado
a problemas dependentes do tempo usando triangulacdes espago-tempo, cujas dis-
cretizagOes levam a esquemas de diferencas finitas explicitos e nao-usuais, os quais
apresentam boas propriedades de estabilidade e convergéncia superiores aquelas do
método de Galerkin padrao. Para descrever o método no Problema (1.10), consider-

emos uma triangulagdo {7} de Q2 e o seguinte espago de elementos finitos
Wh = {’U & L2(Q) . ’U|T S Pk(T)} ,VT € {Th}

que descreve o espago das fungOes polinomiais por partes sem exigéncia de con-

tinuidade sobre as fronteiras dos triangulos T" da triangulagao. Definamos
(ar)_ = {weBT:n(q)-B‘<O}
(aT)+={meaT;n(“)-B‘zo}

—

onde n(z) denota a normal exterior unitéria no ponto z da fronteira 9T do triangulo
T. Além disso, seja S o0 lado comim de dois triangulos T e T, e v € W},. Definimos
para todo z € S,

[’U] =¢t —v~

— —

onde v~ (z) = lim,_o- v(z + s8), vt(z)=lim,_o v(z + s0).
Ent8o, o método de Galerkin-descontinuo consiste em achar u, = ) . ux|r da forma
seguinte:

Dado u;, sobre (8T)_, achar uy, tal que uy|r € Px(T) e para todo v € FPi(T)
tenhamos

(B Vup + up, v)p — / ufvtf - fids = (f, V) — / u"vtf-Ads.  (3.35)
(6T)_ (8T7) _
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Para ilustrar o método damos a seguir dois exemplos, devidos a Johnson [23], Pag.

197 e 198.

Exemplo 1: Caso estacionario.

Suponhamos que queremos aproximar a solu¢ao u o do problema

du = 0 Q
{ v o (3.36)

u = g sobre TI'_

sobre a triangulacao da Figura 3.4.

(1,1)

Figura 3.4

Suponhamos também que v, é conhecida em (071)_U(9T3)_ e é dada pela expressao

U+ 'V, —-2<zr<0
u,;:{ 1+ T, se z (3.37)

Uy+Vox, sel<z<?2

Com base nisto, vamos determinar u; sobre (974)

Para isto, notamos que, como u; é conhecida sobre (97;)_, podemos trans-

portar os seus valores pelas curvas caracteristicas a um ponto qualquer no interior do
triangulo T, isto é,

u, =u; (z,0) V (z,y) € Th. (3.38)
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Este argumento permanece valido ainda sobre o triangulo 75; temos, portanto, que
Oyun, = 0 sobre Ty e T,.
Como achar u;, sobre (07}4)_, é equivalente a determinar u, sobre (97T3),,

aplicamos o método de Galerkin-descontinuo sobre o elemento T3, e temos que
(Byun, v)g, — / ut B - fids = —/ upvt B - 7ids Vv € Py(Ts) (3.39)
(6T3) _ (6T3) _

Se v(z,y) = w(z) onde w(-) é um polinémio de grau < 1, entdo d,v = 0. Utilizando

a férmula de Green (2.6) temos que

(Oyun,v)q, = —/ upvPnds = / uy, vfnds +/ ufvPnds
(8T3) (0T3)..

(8T3)

substituindo esta tltima expressao em (3.39) temos que

f(&Tg)T u vt B fids + f(aTs)_ uf vt nids
— Jiory_ unvtB-fds = = [, upvtf-fids.

Logo, temos

Agora, uma vez que 3 - 77 é constante, temos que

/(.3713

Como (973)_ é o lado comum entre T; e T3, podemos usar a parametrizagao

u vds = / uy vds. (3.40)
(0T3) _

)+

T =s,
y=—¢, com —1<s<0(.

Quando consideramos o lado comum entre T3 e T3 usamos a parametrizacao

=8,
y=38, com0<s<l

Concluimos entao que

f(3T3)+ u,vds = fjl uy, (z,1)vds = f_ll(Us + v3)vdz

-— 1 _
f(aTS)_ u,vds = f_l uy (z,0)vds.
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Finalmente, obtemos

/_ll(Ug + Vaz)vdz = /i(UI + Viz)vdz + /Ol(Ug + Vox)vdz, (3.41)
na qual tomaremos v = 1 ou v = z Substituindo v = 1 e depois v = z em (3.41),
temos que
e T
Vs = gy g

Na forma matricial, podemos reescrever a solugao como

Us \ _( w2 -\ (), (2 ys (0
i |\ =172 112 )\ v 12 172 ) \ v,

Observa-se que, de (3.40), u; (z,1), —1 < z < 1 pode ser interpretada como a projegao
em L, de u;, (z,0) sobre o espago de fungdes lineares por partes definidas em (—1,1).

Assim,
Uy = Hhu’;(', 0)
Note-se que a solucdo analitica do problema (3.36) é

u(z,1) = u(z, 0) = g(z).

Exemplo 2: Um problema dependente do tempo.
Neste exemplo, ilustramos o método de Galerkin-descontinuo para um prob-
lema dependente do tempo, usando uma triangulacao espago-tempo. Para isto, con-

sideremos o problema

du+vy9,u = 0 (z,t)€e RxR*
(3.42)
u(z,0)

g(z) z€R,
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onde § = (7,1) é constante e 0 < v < 1. Definamos agora a triangulacao de elemen-
tos finitos T, espago-tempo por

ny “ne

Tn={T},T; n=0123- e i=--,-3,-2,-1,0,1,2,3,--},

onde T}, é um triangulo com vértices (Zi_1,tn—1), (%, tn-1), (Ti,ts) € 0s vértices de

T,,; 580 (xi—latn—l)v (xi—l)tn)a (Ii, t'n)) onde

r = th i=-..,-3,-2,-1,0,1,2,3,---

tn = nh n=0,1,23,

Para uma melhor compreensao, veja a Figura 3.5.

T
tn+l
T
i1 T3
ln
Ti—1 Z;
Figura 3.5

calcular uy sobre qualquer triangulo T = T,}; se u; (-,t,—1) for conhecida e. entao,
resolver (3.33) para T = T, obtendo uj (-,t,). E possivel representar a solucao

aproximada do método de Galerkin-Descontinuo como

ur (te) = Guup(sta)) ,n2>1 (3.43)
U;(,O) = tha
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onde Gy, : W), — W)}, é um operador linear que independe de n e Il denota a projecao

Ly no espago W), que é definido por
Wy = {’U € Ly : ’Ul]'. € Pk(I),]i = (in_l,Ii),i =...,-2,-1,0,1,2,.. }

Notamos que a representagao (3.43) é explicita. Passaremos a explicitar o operador
Gh.
Como 7y foi escolhido em [0, 1}, podemos resolver (3.35) sobre o tridangulo

T =T, se u; (z,t,_1) é conhecida para z € (z;_;,z;). Logo
up = Uy (T — Yt — too1), tuz1),  (z,t) € T (3.44)
Aplicando (3.35) sobre T, para todo v € Px(T,;), temos que

/ (Owun + YO up)vdx — / wivf - iids = — / uyvf-iids.  (3.45)
(1.0 or,,) _

(0T5) _

Escolhendo v(z,t) = w(z — 4t), onde w é um polinémio de grau < k sobre R.
Aplicando a férmula de Green (2.6) e levando em conta que a fungao v(z,t) satisfaz

v + v0;v = 0, temos que (3.45) pode ser escrita como

/ u;vﬁ fids = — / uyvf - fids (3.46)
7,))_

(8T, .

Usando (3.44) e fazendo cédlculos similares aos feitos no Exemplo 1, temos finalmente

que '
/ [u;, (z,t) — uy (&~ Yh, 1) w(z — Y2, )dz = 0 (3.47)
zia

Como w é um polinémio qualquer de grau < k, temos que
Gr =1ILG,
onde G denota o operador solucao exata
(Gv)(z) = v(z — vh).
Definamos
Un(z) = U7, U7, R,
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onde

Ul = u(z,t,)
Uy = hou (z,t,)

UI?-H = hkg—x—;u;(x, tn)

onde z € {Z;y1p = (1 +1/2)h, i=---,-2,-1,0,1,2,3,- -}. Temos que U™ define
uj, (+,tn) de maneira tnica sobre (z;,;41). Como u, (-,tn-1) é determinada univo-
camente sobre (z;_1,z;), quando u; (-,t,—1) é conhecida sobre (z;_s,z;), temos que

(3.47) corresponde a um esquema de diferencas finitas da forma
UMz) = AU () + AU (z), z€R, (3.48)

onde Aj, A; sdo matrizes de ordem (k + 1) x (k + 1). Obtemos desta forma uma

extensao usual do esquema a todo ponto x € IR. Nota-se que quando k = 0, temos
Ai=1-7v, A=y
e, portanto, (3.48) corresponde a um esquema upwind usual
Ut(z) = 1 -"U""Yz ~ h) + U }(z)

e, se k =1, temos que

P A 1/2(v)
A =(1 7)(67 1_27_272>
A2=’7( Lo 1/21-9) )
—6(1 —) —3+67—24?

O método de Galerkin-descontinuo foi apresentado pela primeira vez num
trabalho de Lesaint e Raviart [31], onde foi aplicado a uma equagao de Transporte

de Neutrons. Lesaint e Raviart obtiveram uma estimativa de erro da forma
flu— ’U’h"Lg(Q) < Ch* ”u”HHl(n)a (3.49)
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a qual nao é 6tima. Mais tarde Johnson e Pitkaranta [27], assumindo que a trian-

gulacao T}, é quasi-uniforme e usando a seguinte estimativa de estabilidade
o 2 - 7
Junl® + 216 Vullp + ) / [un*|B - 7ilds < C(If I + / 9°8 - 7ids)
T S Js r_

(onde )¢ indica a soma sobre todos os lados S dos triangulos {T}}), obtiveram uma

melhor estimativa da forma
k41/2 -
llu - Uh”L,,(n) < Ch**/ ”u”w;“(s)) (3.50)

onde W: *1(Q1) denota o espaco de Sobolev usual das fungdes com derivada de ordem
(k+ 1) em Ly(R2). A estimativa (3.50) é melhor do que a estimativa (3.49) pois
permite usar polindmios constantes por partes. Ela foi obtida utilizando-se técnicas
variacionais e de Fourier. Usando um método de andlise diferente, Richter [39] obteve

uma estimativa do tipo
= unll L, 0 < Chk+1“u||Hk+2(Q) (3.51)

Observamos que (3.51) é uma estimativa de tipo otimo, requerendo uma derivada adi-
cional da fungéo u. Na anilise feita por Richter, é feita distingdo dentre os triangulos
da malha, segundo o caso do fluxo 3 entrar no elemento por somente um lado (ele-

mentos de tipo 1) ou por dois lados (elementos do tipo 2) (veja a Figura 3.6).

v

Elemento Tipo 1 Elemento Tipo 2

Figura 3.6
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Além disso, Richter assume curiosamente a condicao
1B-7 > C >0,

o que indica que a malha nao deve estar na direc¢ao do fluxo. A necessidade disto
foi confirmada experimentalmente por Peterson [36], usando a mesma equacao e uma
triangulacéo similar dquela do Exemplo 1, com g(z) = z2.

O trabalho de Richter sugere, que nos elementos de tipo 2, é produzido um
amortecimento do erro que é responsavel pela taxa otima de convergéncia em (3.51).
Este método apresenta carateristicas de estabilidade e de aproximagdes similares as

do método streamline-diffusion, que apresentaremos na préxima se¢ao.

3.3 O Método Streamline-Diffusion

3.3.1 Apresentagao do Método

Agora vamos a apresentar o método de streamline-diffusion, que também é
conhecido como método SU/PG, aplicado as equagdes hiperbdlicas do tipo transporte

(como a equagdo do Problema Reduzido (1.10)). Consideremos o problema

{ﬂ-Vu-{—oru = f em Q (3.52)

u = g em [I'_|

onde I'_ e I'; sdo definidos como no Capitulo 1.

Além disso, nesta segao estaremos supondo que exista & > 0 tal que

1 .
o - —-dzv( )27 >
Para obtermos o método streamline-diffusion, tomamos o método de Petrov-Galerkin,
com condigoes de fronteira impostas de forma fraca, e com fungoes teste da forma
v+ hfB- Vv, comv € V.
Também, para nao sobrecarregar a notagao, vamos escrever ug em vez de

Vu- (3 e B para indicar o vetor B
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Entao, o método streamline-diffusion corresponde a
Achar up € V;, tal que
(ug + ou® v + hvg) — (u",v)_ = (f,v+hvg) — (g,v). vEVR (3.53)

(a notagéo usada € a mesma do Capitulo 2). Observamos que a formulagao variacional
de (3.53) satisfaz o requerimento do método de Petrov-Galerkin, quer dizer que, se up,
for substituida pela solugao continua de (3.52), entdo a relacao (3.53) ainda ¢ vélida.
Este fato é importante , j& que isto significa que o método nao estd baseado em um
problema modificado que produz uma perda de preciséo jé no inicio do processo de
discretizagao.

Para analisar o método, definimos a forma bilinear

B(w,v) = (wg + ow,v + hvg) — (w,v)_, (3.54)
e o funcional linear
F(v) = (f,v+vg) ~ (g,v)_ (3.55)
Pondo
e=u—u"

como notagao para o erro cometido e usando as relagdes (3.52) e (3.53), temos a

seguinte equagao para o erro
Ble,v)=0 VY vel, (3.56)

Provaremos agora a propriedade de estabilidade da forma bilinear B(-,-), o que

fornecerd uma norma 1til para obtermos uma estimativa do erro global.

Lema 3.3.1 : Para qualguer v € H () e h suficientemente pequeno, temos
B(v,v) 2 C|loll%, (3.57)

onde |||[v]||| = [h”'Uﬁ”2 +7|v)* + %]vﬂ
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Demonstracao: Para todo v € H'(Q) temos que

B(v,v) = (vg+ ov,v+ hvg) — (v,v)_ (3.58)
= (v4,0) + (0, ) + hljug|” + b0, 1) — (v,0) _ |
Usando a férmula de Green (2.6), temos

(15,0) =5 (0, 0) ~ 3 (v, div(B)e).

Levando em conta que

%(U,'U) —(v,v)_ = -lé(v, v), + %(v,v)_ - (v,v)_
= %(‘U,v)_'_ - %(1’71])_
= %Mz

jdquef-n>0emI';ef-n<0emI_.
Assim, (3.54) torna-se

Br,w) = of®+ (0v,v) - 3(v,div(8)0) + hllus|> + h(ow, vs)
— 2o+ (v, — Ldiv(B)0) + hljus > + h(ov, vs)

Como 0 — 3div(3) > & > 0, temos que
Lo | o2
B(v,v) 2 glol? + 3ol + hlov, )

Agora, valem

hi(ov,vp)| < hlloll, llvlHivsl,

—hllofi, Nvllllvsll < h{ov,vs) < Aflefl, [vfllvsll

Portanto.

B(v,v) slel” +@lvl® + Allusl® ~ Bllol,llvlillusl
3+ @ = Sl )lol® + Sllvslt®

301”4 (27 = Rlloll, )livll® + Allvs)l®

IAVARRAVARR AV}

Escolhendo h suficientemente pequeno tal que 26 — h||0‘|lim > 7, vem que
1
B(v,v) 2 2[Zlvl2 +3lol|* + hflvgll’]-
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Portanto, B(v,v) > ||[v]|?.
Observamos que, pela presenca do termo ||vgl|, a forma bilinear acima tem melhor
estabilidade do que a forma bilinear do método Galerkin-Padrao.

Agora estamos em condigdes de provar a seguinte estimativa basica de erro global

Teorema 3.3.1 :Sejam u” satisfazendo (9.53) e u satisfazendo (8.52), entdao
1

PIV @ =) A1+ T =l + slu— o) < Rl (3.59)

Demonstragao: Seja @" o interpolante de u que satisfaz as propriedades (2.19) e

(2.20). Escrevendo
Ch =u- uh’
h

et =uh -t

e usando (3.54) e (3.57) com v = e, temos que, para quaisquer ¢, 0, €*, 0* maiores

que zero,

Cllell* < Ble,e) = Bfe,¢*) — Ble,e") = B(e, (")

(5, C") + hles, CB) + (o€, CB) + hioe, CB) — (e, ¢™)_
Lellesl) + £UCHI* + 26llesll” + ZICH" + S lloel?
+ o I + 26*|loel® 2 ICh N + 31cH”

Tomando € = C-’;, b=3,¢ = 2—Ch, 6* =C/2h, y=1/4,c=1/C, temos que

IA

Clel® < Ble.€) < Fllesl*(ch™ + OIS + (ch? + Cr)IGAI
+ 3l + 3lel” +elchl”
= (Llleal® + §cTlel® + Hel) + ("1 + O) ¢
+ (ch? + CRIGEI" + cl¢)
Usando (2.19) e (2.20) temos |[e]|® < CAZ+!|jull?, ,.
Observagao: O “gap” numérico de uma estimativa de erro num método numérico
édefinido como se segue: suponhamos que s € R é tal que existam constantes C > 0

e r € R tais que

llerro|| ;) < Ch®|jsolugao exata| 4 q)

Entao, definimos o “gap” numérico como o nimero r — s.

Assim, os ”gaps” nos métodos de Galerkin-padrao e diferencas finitas para problemas
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lineares hiperbdlicos de transporte tém valor 1. O método streamline-diffusion tem
precisao maior, com “gap” igual a %, ainda que estimativa nao seja 6tima.

Para problemas de tipo elipticos 0 método de Galerkin-padrao tem “gap” zero.

3.3.2 Um Resultado de Localizagao

Vamos provar um resultado de localizagao pra o método streamline-diffusion,
quando B constante, com [5] = 1. Dada uma triangulacao sobre 1, o espaco de
elementos finitos V), considerado serd o espago das fungdes continuas sobre ) e que
sao polinomios de grau k = 1 sobre cada triangulo da triangulacao.

Este resultado pode ser generalizado paraocasok > 1e 5 variavel; para isto consulte-
se Navert [35], que mostra que a solucao numérica produzida pelo método streamline-
difusion apresenta um comportamento similar da solucao exata do problema continuo
exceto em regides localizadas ao redor das camadas de transicao rdpida (mas mesmo
ali seu comportamento é bastante bom). Primeiramente consideramos a fungao peso

Y(z) da forma

Aqui, v > 0 é um parametro a ser escolhido mais tarde, no decorrer da
argumentacao.

6 € IR? vetor unitério satisfazendo 3 -6 > 0.
A funcéo ¢ : IR — IR é a seguinte fungio de corte (cut-off) com decaimento exponen-

cial (veja Figura 3.7):

2 —exp(r), ser <0
p(r) =
exp(—r), ser>0
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Figura 3.7

A funcéo @ satisfaz as propriedades abaixo para r € IR.

—p(r) >0
p(r +s)

o(r) =e
pr+s)

¢(r) ~
¢(r) < o(r)
lp(r)] £ —¢(r), r#0,

Maa:lslsl

]V[a:l?|3|_<_1

onde os pontos indicam derivadas.

A funcho i satisfaz para todo z € IR?.

Mazyi<yn

Ya(r + )
Ys(x)
Yo(z) = %w(%—) <0

(@) < (vh)"(z)

Un(z) < —Bl,—gwﬁ(a:)

Mazy<yn

D" (@) <~ 5 (k) ale)
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onde o vetor 7 = (33, —31) é um vetor unitario perpendicular ao vetor (3 e a expressao
D°y(x), com o = 2, indica quaisquer das seguintes derivadas de segunda ordem 134,
Yon (), Yyn(z). As propriedades (3.66)-(3.60) sao conseqiiéncia das propriedades
(3.60)-(3.64) para . Além disso, usamos a notagao seguinte:

oy = [fpevda®
v, = [frv2|;8-n[wds]E

iy

1

2 2
[huvﬁnd, +lulpuns, + 3

Agora estamos preparados para mostrar o resultado seguinte, obtido por Johnson,

Navert e Pitkaranta [24].

Teorema 3.3.2 : Suponhamos que i satisfaz as propriedades (3.66)-(5.70). Se v é

suficientemente grande, existe uma constante C tal que, sew € V}, e
B(w,v) = (f,v+ hvg) Vv €V, (3.71)
entao |[|lwll], < Cl|fll,.

Antes de provar o resultado acima, faremos alguns comentarios.
A relagao |l|wll|, < CJ|fll,, mostra que o efeito de uma fonte no problema discreto
decai como exp(?;lq) na direcao crosswind, onde d é a distancia da fonte. Este resultado

pode ser resumido em uma estimativa de tipo local

= oy < CHH [l gseney + W s + 19000 ], (372)

onde W C U e a distancia de um ponto z € W a Q\ U é O(hlog(})) nas diregoes
nao ortogonais a 3 e O(h%log(%)) na diregao crosswind:

SezeU,z=%— 3B coms >0 tal que z € §2, entao z € U. Em outras palavras,
OU_ C I'_ (consulte-se a Figura 3.8 abaixo), onde U_ denota a parte da fronteira

de U onde entra o fluxo.
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,

Figura 3.8

Observamos que este resultado implica que o efeito de uma descontinuidade da solugao
exata sobre uma caracteristica ficaré limitada a uma regido de largura O(lﬁlog(%))
ao redor da caracteristica (camada numérica), e nao polui globalmente a solugao
numeérica. Observamos também que o decaimento na direcao crosswind é mais lento
do que na direcao upwind. Isto mostra que o problema na direcdo crosswind ainda
persiste. Este fato possivelmente esteja refletido na estimativa de erro que é nao
6tima. com a perda de um ”gap” igual a um % Existem tentativas de trabalhar de
modo a melhorar o decaimento na direcao crosswind (veja. por exemplo, Johnson et
al:[26], Niijima [32]).

Mostraremos agora como se produz o decaimento nas dire¢coes nao ortogonais a 3, a
partir da expressao [|{w||, < C||fll,-

Consideramos uma funcéo f com suporte em
Hy={xeR*:0-z>d},
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com d > 0 (veja a Figura 3.9).

Figura 3.9

Entao,
=6 =z
Il < QUL < 15 =C [ fuda=c [ fea
Hg Hy
Mas 6 -z > d implica —0 - z < —d e obtemos que
c [ pedp=cedt / fdz = CeT | f|I%

Hd Hq

Logo,
__d
Iwll, < Cex (1 f11*

Como v >1em H_ = {z € IR*: §-z < 0} significa que o efeito em H_ de uma fonte

com suporte em Hy decai como O(exp(;—: )-

Observamos que a condigdo 8 - £ > 0 para definir a fungao peso permite obter este
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decaimento na direcao —# com componente positiva na direcao upwind —f3.

Demonstragao do Teorema: Consideramos a férmula de Green da forma seguinte

(wg, wy) = —(w, wpyp) — (w, wYp) + (w, wy). (3.73)

_Assim, temos que
B(w) ’U.)'l/)) = (wﬁ’ww) + (Uw’ w”d’) + h(wﬂv ’U.)'l/)ﬁ) + h(O'U), (wd))ﬁ) - (wa ’(U'L/))_

A expressao (3.73) € equivalente a

(wg, wp) = -;—(w, wy) — %(w, wsy) (3.74)
e
1 1 1
5(“’,“"/)) - <w7’w’/’>_ - 5(“’,11”/)) - E(w,wqﬁ)_
= %lwlé (3.75)

Pondo as relagoes (3.74) e (3.75) na férmula de B(-,-), temos

B(w,wy)

Lol + Ml + lwlZy + hllwsl? + h(ws, wis)
+ h{ow, (wy),)
> |lwlly + h(ws, wits)

Agora, por (3.67), temos que

[h(ws, wibs)| = h [ ws(~ta)iw(~1p) da |
< h Un wg—d)ﬁd;rP [fn 'wz(—l/)ﬁ)dl‘}i
= hlwsll_y,llwl_y, < Selwal’y, + 21Vw|2,,.

Escolhendo ¢ = 4 e usando as propriedade de 1, temos
_ h
|h(wg, wibp)| < 4hy " lwplly, + glwllg,-

Agora,
h(ow, (wi),) = h{ow,wgy) + h(ow, wig)
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e, usando (3.68), temos que

(h(ow, wis)] = | / ow?(~y)da] < 7| / owtydz| < v wl?,
9] Q

|h(ow, way))] h| [, Voywwsy/opdz|
Ll owrda)? [ usowas)’

hjwlgyllwsll,y
2 2 - 2
Flwllzy + glwsllzy, + 97wl

IN A CIA

Logo, compensando estes termos e escolhendo § = %, temos que

1 3 1 h -
Bw,wp) 2 S|of, + Sllwlly, + G = v lwlz, + (1 = 5 + 47 uwsly,

e para y suficientemente grande tal que 2 > (3 — 47'), temos que

- h -
Blw,wd) 2 Sholl+ (5 = v wl, +h(1 - 5 ~ 477w,

Concluimos que B(w,wy) > Clj|w|||,, onde a constante C vale
i 1 -1 h -1
¢ =min{(z-a-5 -0}
Seja agora (wi))" € Vj, o interpolante usnal de w1 nos nés de {T,} entao
B(w, (wy)") = (f, (we)" + h(we)y) =
e temos que

B(w,wy) = B(w,wp — (wyp),,) + (f, (wy),, + h(w)s. (3.76)

. . . . hy - , ~
Faremos primeiro uma estimativa para o termo (ws, wi—(wy)") incluido na expressao

B(w, wy — (wyp)"). Temos que

|(ws, wip — (w)")] < [lwgllyllwp — (w)* ||, (3.77)

por um resultado anédlogo a (2.19) para um tridangulo T, juntamente com (3.65).

Somando sobre todos os triangulos, temos

o = (w)"fy s <ChE S S D% we) | (3.78)

TET), ]a[ 2
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Como a fungao w é linear sobre cada T € {7} }, temos que

lww — (w)™llo < CRA(Jwpdsll’_, + llwgsll’ s + llwatnl®

+ “7“717/)7,”,2,,_1 + Z “'Il)Da‘l/J”iq) (3.79)
jex|=2

Agora, estimaremos os termos da direita de (3.79): usando (3.68), temos que
lwavsl® = / wggide < / w(yh) Yy~ de
Q Q
= (o) [ whwde = (b sl (350)

Portanto,
lwavsell® < (vh)?||wlf? (3.81)

Lembramos agora a chamada estimativa inversa, Ciarlet [6]:
Vol < Ch 7 vl Yo € P(T) (3.82)
e, usando (3.68), temos
||w,71[1,3HZ)_l < Ch"Q/ whppdz < C’y"h""/ wiiinh ™ hsda.
Q Q

Entao, temos que
”wn":bﬂ”u,—l < C’Y'_lh—sllw‘|3¢,5, (3.83)

e, portanto,

i

fQ (71),,1/)5)21/)‘1(1.7: + fQ (71)51/),,)21/)‘1dm

Ch~2 [ w*iy~tdz + Ch™2 [ wyyp~ldz
Ch [, wyiy~ldzx

Cy1h=3 [ wsdz

Cy R w]|Z,,-

lwntall g 1 + ||7“ﬁ1/)n”3, 1

(VAN VAN Pa

Para um valor conveniente de v, concluimos entao que

lwnthaly 1 + lwgtpnlly, + < Cy B3], (3.84)
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Finalmente, por (3.67), temos

Z|a|=2 “u)Daw”g-w-l = E|a| 2fn 1/) 'dr

< Dlap2 (V)™ o,efn y~ldz
< Cyhul,

e, assim,

> llwDy)?, o < Cy 'R wli?,,

|e|=2

Usando as estimativas (3.81), (3.83), (3.84), (3.85), a expressao (3.78) torna-se

2 _ —
lwe = (@) lys < Cht[(vh)wsly + Cr*h ],
Ch?y Hwgll}, + CTY 'hlw|?,,

Para +y suficientemente grande e h pequeno, temos que
2 * - 2
lwg — (wi), |12, < C*hy ™ (Rllwslly + llwll2,,),

com a constante C* = max {C’y"l, C-C—}.
Pela desigualdade de Minkowsky, temos

11,1
lwp = (wip)yll -2 < Ch2y 7 (h2||wplly, + llwll_y,)
Entéo, a estimativa para (3.77) é

|(wpwip — (W) < ChEMNT [Adllwall_y,] lwsl,
= Ch rz* [ gl + lw-u, s,
< Oyl

l
h32
1
2

Concluimos que

eh h
hllewll Jlwsll, < gllff’wlii + Ellwallf,,

Vhlow|,llwll_,, < ES—‘/——II awl)j + gllwlliw

Escolhendo agora € = ,—l ed= 7:, obtemos
1 2 b 2 _ 1 2
howllyllwslly, < Sllowlly + 5 llwally, < Sllwlizy + hlwslly,
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(3.86)

(3.87)



1 h 1
Vhlloull sl < Slowl? + Slly, < Sl + wlwe  (358)
Somando (3.87) e (3.88), obtemos

hllowllyllwsll, + Vhllowll,lwslly, < hllwslly + lwllyy <o

2 2 2
< hllwell, + iy, _ve + glwly, = llwlify

A func¢ao peso 1 definida antes da prova do teorema permitiu obter o decai-
mento nas dire¢oes nao ortogonais a 3. Para obter o decaimento na direcao crosswind

7, define-se a funcdo & como sendo

_(k
U=p ’7\/5) (3.89)

Observa-se que ¥4 € identicamente nula, o que impede que se usem as relagoes (3.67)
e (3.68).
A funcéo (3.89) satisfaz (3.69) e (3.70) e, além destas, uma propriedade suplementar:

ID°(z)| < (Wh) “(z) || <1,zEQ

Usa-se entao o mesmo raciocinio anterior para concluir que os efeitos decaem como

—d
O(e(m)) na diregdo crosswind.

Observagoes:

1. A hipétese de de {T},} ser quasi-uniforme nao é essencial, pois a formulacado

utilizando streamline-diffusion pode ser generalizada da forma seguinte:
(s + out, v 4 6ug) — (u,0)_ = (04 8u) = (0,0). Voe Vi,  (3.90)

com 6 = h; o maior diametro dos elementos da malha. Neste caso o resultado
do Teorema 3.3.2 ainda ¢ valido e o resultado de localizacao pode ser estendido
para o caso de familias de triangulagdes {7} localmente quasi-uniformes, isto é
familias para as quais existe uma fungéo suave H(z) tal que: existem constantes

positivas c e C tais que

chH(z) < h < ChH(z), =z€ TIBI%%:(;—)

|<C z€Q |af<2
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Nestas condigoes, o equivalente do Teorema (3.3.2) pode ser demonstrado uti-
lizando a funcdo peso ¥ definida como ¥(z) = (p(%), para obter o decai-
mento nas diregdes ortogonais a 3 e ¥(z) = w(#&—)) para obter o decaimento
na direcao crosswind.

. No caso € = 0 e ( constante, fazendo & = min,cqo(2), a estabilidade do
problema discreto com controle na norma Ly(Q) pode ser obtida do Teorema
(3.3.2), escolhendo a funcao peso

Bz) = w%em-zu T 1) - 2)b(),

onde (z) é definida como antes.

Observamos aqui que 9 < Tt — %Eﬁ e disto obtemos

— 2 2 2
Tl = w2 < lwiZ_ s,

A estabilidade Ly(Q) é obtida pela presenca do termo | - || na norma

- Wl

TY—3¥s

. Quando o fluxo f nao é constante, o parametro § pode ser escolhido como

he € _

s BFy % S ey
N

0, sehe2 iy

onde P, é um ponto do triangulo T'.

A condigao h; > m significa que existe predominancia do termo convectivo

no elemento T € T},

No caso 6 = 0 observamos que é aplicado o método de Galerkin-Padrao nas

regides de maior difusividade.
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3.4 Problema de Convecgao-Difusao

Nesta se¢ao estamos interessados em tratar o “Problema Completo”, isto é,

aquele com 0 < e < h:

{ eAu+ug + ou f sobre (3.91)

u = g em I'_,

onde assumimos que ¢ € identicamente nula para facilitar a exposicao. Para obter a
formulagéo variacional do problema (3.19), consideramosa fungéo teste v + évg com

v € Vj. Procedendo como antes, o problem torna-se entao:

Achar u® € V,, tal que para toda v € V}, tem-se
— eb(AuP,vp) + €(Vu, V) + (ou” + uf, v + bvg) = (f, v + bup). (3.92)

Aqui fazemos § = Ch, se € < h com C suficientemente pequeno e a ser escolhido conve-
nientemente, € § = 0 se € > h. O termo (Au”, vp) é definido como } 1o, [i. Aulvgda,
j& que as funcoes Au” e v; estao bem definidas no interior de cada triangulo. As es-
timativas obtidas anteriormente no caso € = 0 e o resultado de localizacao podem ser
estendidos para o método (3.92) com € < h.

A forma bilinear B(-,-) definida por

B(u,v) = e6(Au,vg) + (ug + ou, v + bug) (3.93)

possul boas propriedades de estabilidade. De fato, aplicando a estimativa inversa

(3.82) temos que

le6(Du,up)| < €63 rer, [(Du, up)| < e6Ch_y[[Vullllug]]

Cebh™!
< SO IVl + = gl
Denotamos v = CopT’ obtemos que
C?ebh~2
68(8u, ug)| < SIVall® + Z———6ljus | (3.94)
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Fazendo u = v em (3.93) e usando (3.94), vem que

B(u,u) = —e8(Du,ug) + €| Vul® + (us + ou, v + bvg)
= —ct(Du,us) + VI + gl + 7l
> —S1vul” - O s sl + ) + e Tl
> Spval® + ol + @ - L)l

onde F = Mingeno(x).

Definindo C tal que C%C < %, obtemos:

foumy

C%6h™? = C*Cehh™? < C*C < =,

oV

e entao vem o resultado,

1 |
Be(u,u) 2 5 (el|Vull” + 6 fusll® + [[ul®)

Observagao:

Para triangula¢des {T},} que nao sejam necessariamente quasi-uniforme, pode-se es-
colher § = Chy, de tal forma que a establidade da forma bilinear B.(:,-) nao seja
perdida. O método streamline-diffusion ainda apresenta alguns problemas na resolu-
¢80 de camadas internas e de fronteira quando elas existem no problema continuo.
Porém, este método tem um comportamento methor do que outros métodos de ele-
mentos finitos. Um aspecto interessante deste método é que, ainda que os efeitos de
transicoes rdpidas no problema continuo sejam propagados na direcao as linhas de
corrente (streamlines), nem sempre esta direcao é a direcao upwind mais adequada
para se ter um esquema eficiente. Para ver isto, consideremos o vetor & tal que

@ = 3+ M com 1 - Vu® = 0. Entao vale

Isto quer dizer que a diregio do vetor & com o vetor @ escolhido ortogonal ao Vu"
ainda preserva a direcao das linhas de corrente E Esta observacao foi feita em

[33], abrindo a possibilidade de melhorar o método streamline-diffusion. Para isto,
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modifica-se a fungao teste v+ vy acrescentando um novo termo; toma-se como fungao

teste o seguinte:

v+ vs + 68 - Vv, (3.95)
A
_ u -
onde (3 = IVZ|2 Vul. Isto é, B3 é a projecao ortogonal de 3 sobre Vu".

O termo adicionado em (3.95) é chamado de shock-capturing. Também

1B = cos(6)1], (3.96)

onde # é o angulo formado pelos vetores Vu” e 3 .

De (3.96), observamos que quando Vu" e 3 sao quase-ortogonais, o tamanho
de |B| é quase nulo. Portanto,a atenuagdo do termo shock-capturing é quase-nula na
diregao crosswind.

Pela presenca do termo Vu" em (3.95), o método é nao linear. Os parametros

8 e 6 sao escolhidos de tal forma que

h

5= 0()

G

e ) 2
§ = O(—s).
e

Para problemas dependentes do tempo, em [24] é definida uma 1inica diregdo up-
wind apropriada. No caso estacionério, esta diregao coincide com aquela do método

streamline-diffusion com shock-capturing .
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