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Introdução 

Como é de conhecimento geral, muitos são os tipos de problemas estudados 

na Análise Numérica. Dentre estes, podemos mencionar aqueles relacionados com 

a resolução de equações algébricas, aqueles associados a obtenção de autovalores, 

bem como aqueles relacionados com a resolução numérica de equações diferenciais 

ordinárias ou parciais. 

Neste último contexto, devido à sua enorme importância prática, as equaçoês 

diferenciais parciais associadas a fenômenos de transporte têm sido objeto de intensos 

estudos, refletidos em um grande número de trabalhos publicados. Para tais tipos de 

equações, nos casos em que há predominância dos chamados termos convectivos sobre 

os termos difusivos, podem estar presentes ondas de choque (shock waves) , as quais 

correspondem a regiões de descontinuidade da solução, ou então regiões de transição 

muito rápida. Isto pode se dar tanto em regiões internas (quando então são chamadas 

de camadas interiores ou interior layers) quanto em partes da fronteira (chamadas 

neste caso de camadas limites ou boundary layers), e a sua presença torna difícil o 

estudo destas equações, tanto do ponto de vista teórico quanto numérico. De fato, 

a seguir comentaremos sobre alguns métodos que podem ser utilizados na resolução 

numérica desta equações, destacando alguns pontos sobre o seu comportamento. 

Uma primeira possibilidade é a utilização do método de diferenças finitas. 

:\este caso, o bom comportamento de operadores diferenças centradas, com carac­

terísticas de boa estabilidade e boa ordem de aproximação quando utilizados na 

discretização de operadores elípticos, explicam o seu sucesso na aproximação dos 

termos difusivos da equação. Por outro lado, quando diferenças centradas são us­

adas na discretização dos termos de convecção, em muitas situações, elas fornecem 

resultados errôneos. Em geral, tem-se observado que quando operadores de diferenças 

centradas são usados para discretizar operadores diferenciais de ordem ímpar, os es-
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quemas numéricos resultantes perdem estabilidade. :\o caso particular do seu uso 

em problemas predominantemente convectivos obtêm-se a soluções numéricas com 

oscilações espúrias naquelas regiões em que a solução exata do problema apresenta 

descontinuidades ou gradientes com grande intensidade (regiões de transição rápida). 

Pior ainda, quando se recorre ao refinamento de nestas regiões, tais oscilações não de­

saparecem, tornando-se eventualmente piores. Certos autores interpretam que esque­

mas de diferenças centrais quando aplicados aos termos convectivos são responsáveis 

pela introdução de uma certa difusão artificial negativa. Propõem, para corrigir este 

defeito, a utilização de esquemas de diferenças não centradas adequados para dis­

cretizar tais termos, uma vez que estes esquemas somam uma difusividade artificial 

positiva ao esquema numérico final. Os primeiros intentos nesta direção foram feitos 

em problemas unidimensionais e são descritos nas referências citadas no Capítulo 3 

deste trabalho. Esta técnica em geral fornece uma maior estabilidade e elimina as 

oscilações espúrias. A técnica upwind clássica, entretanto, fornece baixa precisão e 

demasiada atenuação dos choques. Foram desenvolvidos, então, métodos que combi­

nam em forma ponderada esquemas de diferenças centradas para os termos difusivos 

e one-sided upstream differences para os termos convectivos e, ainda. os esquemas 

upwind generalizados (este métodos serão descritos no Capítulo 3). 

No caso unidimensional, para problemas relativamente simples (sem termos 

fonte). a quantidade mais adequada de difusividade artificial a ser introduzida pode 

ser calculada e é possível, assim, obter soluções numéricas fornecendo valores exatos 

nos nós da malha utilizada. Porém, quando este método é aplicado em problemas 

contendo termos fontes ou coeficientes dependentes do tempo. as soluções numéricas 

apresentam ainda excessiva atenuação dos choques e das camadas interiores e lim­

ites. No caso bidimensional os resultados pioram pela presença de um outro efeito~ 

a chamada crosswind diffusion que se apresenta na direção transversal às linhas do 

fluxo. Este efeito, que é discutido por Krasnosel'skii et al. [29), acontece simplemente 

pelo fato de que, se por um lado o operador de diferenças não centrado aumenta 

a estabilidade do esquema numérico, por outro lado ele compromete sensivelmente 

a prec1sao da solução, pois acrescenta ao esquema numérico difusão em todas as 

direções. 
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Outras técnicas possíveis de serem empregadas na resolução numérica das 

equações de transporte são aquelas que usam elementos finitos. Neste caso, o cam­

inho percorrido foi semelhante àquele com o uso de difereças finitas. Na utilização 

do método de Galerkin usual (que forma a base teórica do método de elementos fini­

tos), a presença do termo convectivo destrói a simetria do operador discretizado final, 

fazendo com que a solução aproximada correspondente não tenha a propriedade de 

corresponder à melhor aproximação em uma norma adequada ao problema (o que é 

verdadeiro para equações puramente elípticas, isto é, sem termos convectivos). Nos 

casos em que os termos de convecção predominam com relação aos termos difusivos, 

também a coercividade do operador discretizado é perdida. Nos correspondentes 

problemas discretizados, obtêm-se matrizes com uma pobre dominância diagonal, pois 

na discretização proveniente do método de Galerkin usual aparecem operadores de 

diferenças centrais. Portanto, como antes, as soluções numéricas correspondentes, ap­

resentam oscilações espúrias que se propagam ao longo dos pontos nodais no dormmio. 

Para corrigir este defeito, vários autores tentaram produzir efeitos upwind 

com o método de elementos finitos, com resultados e dificuldades semelhantes àqueles 

presentes no método das diferenças finitas. Pode-se tentar decentralizar o esquema 

discreto associado ao termo convectivo adaptando a formulação variacional de tal 

forma que as equações discretas resultantes representem o melhor possível o o fluxo de 

informações do modelo físico. Para isto, uma possibilidade é a modificação do espaço 

das funções peso através de uma escolha adequada das funções que o compõem. A 

primeira aplicação deste método (chamado método de Petrov-Galerkin) apareceu em 

Christie et al. [5], onde foram utilizadas funções peso contínuas, construídas somando­

se às funções de interpolação clássicas, funções que ponderavam mais fortemente as 

informações à montante ( upwind) do fluxo. Da mesma forma, que em diferenças 

finitas, um parâmetro upwind podia ser escolhido de forma de eliminar as oscilaçoes. 

Porém, no caso bidimensional, a situação era similar àquela já mencionada acima no 

caso de diferenças finitas (Christie et al.[5), Heinrich e Zienkievvicz [16], Heinrich et 

al. [17]), isto é, uma excessiva difusão transversal ao fluxo. Outro problema com 

este procedimento é que para aplicá-los devemos conhecer a priori a direção do fluxo 

para depois fazer a escolha das funções peso. Em problemas de dimensão espacial 
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maior ou igual a dois, com fluxo não constante, isto pode ser extremamente penoso 

(e caru) do ponto de vista da estrutura de dados dos programas a serem eséútos para 

a efetiva computação da solução. O método de streamline-diffusion (ou Streamline 

upwind Petrov- Galerkin- SU /PG) foi proposto de tal forma a não apresentar tal 

dificuldade. Ele consiste em uma formulação variacional do tipo Petro.v-Galerkin 

onde as funções pesq são constnúdas somando-se às funções clássicas do método de 

Galerkin uma perturbação que atua automaticamente na direção do fluxo. 'Com este 

método conseguem-se boa precisão e boas propriedades de estabilidade (Johnson e 

Navert [24]. 

Para soluções suficientemente regulares, obtêm-se estimativas globãis de erro 

que sao "ótimas" e "quasi-ótimas" fora de uma pequena vizinhança env.Qlvendo as 

camadas de transição rápida. Isto significa que o método "streamline-diffusion" pode 

ter comportamento não ótimo apenas em regiões localizadas próximas a tais camadas. 

No caso de camadas internas de transição rápida, uma estratégia para melho­

rar o método SU /PG foi apresentada por Mizukami e Hughes em [33]. Eles observam 

que nem sempre as linhas do fluxo ( streamline) são a direção mais adequada para o 

upwind (explicaremos melhor este ponto no Capítulo 3), e baseados nesta idéia, com 

o auxilio do "principio do máximo discreto", propõem outro método do tipo Petrov­

Galerkin. Segundo experimentos numéricos apresentados pelos autores, e~te método 

parece ser melhor comportado que o método de Streamline-diffusion nas camadas de 

transição rápida; por outro lado, ele tem uma grande dificuldade em ser-generalizado a 

dimensões espaciais superiores. Uma outra adaptação do método streamline-diffusion 

foi apresentada em Hughes et al. [12] combinando as características deste (81:/PG) 

com a idéia de Mizukami e Hugues [33], com bons resultados nas camadas d~ transição, 

mas que, por outro lado, apresenta uma perda de precisão em problemas rêgulares. A 

seguir, faremos um pequeno resumo do conteúdo deste trabalho: no CapítUlo 1, apre­

sentaremos alguns resultados básicos relacionados com o comportamento das soluções 

exatas das equações de convecção-difusão. No Capítulo 2, será discutido o método de 

Galerkin padrão, explicitando suas deficiências na resolução numérica.>de problemas 

de convecção-difusão (com predomínio da convecção); apresentamos :éstimativas do 

erro teóricas e comentários gerais. No Capítulo 3 serão discutidas técnicas derivadas 
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do método upwind, nos casos unidimensional e bidimensional; a seguir apresentaremos 

os métodos de Galerkin-Descontínuo e streamline-diffusion (método SU/PG) e fare­

mos a análise do método, apresentando um resultado devido a Johnson e Navert [24] 

acerca da localização de erros. Finalmente, mencionaremos uma versão melhorada do 

método de streamline-diffusion:. o método streamline-diffusion with shock-capturing 

(método das linhas de corrente com um operador de captura de choques). Em suma, 

nossa pretensão é a de introduzir o leitor nas técnicas do tipo Petrov-Galerkin. apre­

sentar algumas de suas vantagems e desvantagems, bem como motivar futuras análises 

de equações que modelam fenômenos mais gerais de transportes. 
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Capítulo 1 

Algumas Observações Sobre As 

Equações De Convecção-Difusão 

Consideremos o seguinte exemplo simples de equação linear modelando fenô­

menos de convecção-difusão: 

âu --ât + div(f3u) + (JU- E~U =f em n X I (1.1) 

Aqui, a função incógnita u, denotando a densidade de uma certa grandeza física de 

interesse, é uma função escalar,isto é, u : n X I ---+ IR, onde n é um subconjunto 

aberto e limitado em /Rn ( n = 1, 2, 3, ... ) representanto a região física de interesse; 

I = [0, T] é o intervalo de tempo considerado. O campo de velocidade responsável 

pelo transporte convectivo é 

(aqui n denota o fecho de n). o fluxo convectivo é /Ju e div denota o operador 

divergente (recordamos que div(/Ju) = iJ · Vu + div(/J)u, onde o ponto · denota o 

produto escalar canônico em JR'l. 

A função (J : n X I ---+ R fornece a taxa de crescimento (decrescimento) 

intrínseca da grandeza física de interesse. 

O último termo à esquerda da equação representa o transporte difusivo; 

E ~ o é o coeficiente de difusão. A função f : n X I ---+ R fornece a densidade de 

fontes (ou sorvedouros) da grandeza física de interesse presentes em n. 
Do ponto de vista matemático, a equação acima é do tipo ·parabólico ou 

hiperbólico, dependendo do fato de E ser respectivamente positivo ou zero. Porém, 

do ponto de vista das aproximações numéricas, o efetivo carácter da equação (1.1), é 
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predominantemente parabólico ou hiperbólico, dependendo do tamanho relativo de f 

e /i (este último medido em alguma norma 11-11). De fato, quando O<__;._< 1, (1.1) 
-llml-

apresenta efetivamente um caráter mais hiperbólico que parabólico. Quando f = O o 

problema é puramente hiperbólico. 

Para facilitar as explicações abaixo, vamos considerar inicialmente o caso 

puramente hiperbólico (isto é, f = O) e estacionário (isto. é, todos os termos da 

equação são independentes do tempo e estaremos procurando uma solução também 

indepentente do tempo, e, portanto, : = 0). 

Nestas condições, sendo a(x) = a-(x) + div(/i(x)), reescrevemos (1.1) como 

/i(x) · Vu(x) + a(x)u = f(x) sobre n. (1.2) 

As linhas de fluxo ( streamlines) correspondentes ao campo de velocidades fornecido na 

equação, isto é, /J(x) = ({31 (x), fh(x), {33(x), ... , f3n (x)) são dadas por curvas parametri­

zadas 

x(s) = (x1 (s), x2(s), x3(s), ... , Xn(s)), 

com s E R, que são soluções, quando x E n varia, dos problemas de valor inicial 

seguintes 

{ 

dxi 

ds 
x(O) 

i= 1,2,3, ... ,n. 
(1.3) 

Estas curvas parametrizadas pelo parâmetro, são também chamadas de curvas carac­

terísticas planas (ou simplesmente características) do Problema (1.2). Para garantir 

a existência e a unicidade da solução do (1.3) e simplicidade de exposição, faremos a 

hipótese de que iJ é uma função Lipschitz-contínua, isto é 

lf3(7r)- f30J)i ~ Clx- Yi \fx, y E n (1.4) 

para alguma constante C positiva. 

Então, dado um ponto x E n, existe exatamente uma característica x( s) 

que passa por x, quer dizer, existe uma função x( s) satisfazendo o problema de valor 

inicial (1.3). 
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Observamos que, quando x( s) é uma característica, usando a regra da cadeia, 

obtemos 
d I:n 8u dx, -
-u(x(s)) = -- = /3 ·\lu 
ds 8xi ds 

i=l 

e, usando (1.2), temos que 

d 
-u(x(s}) + o:u(x(s)) = f(x(s)) 
ds 

(1.5) 

(1.6) 

Assim, como a equação (1.2) é reduzida a uma equação diferencial ordinária ao longo 

das características x(s), e, se a solução u for conhecida em um ponto sobre uma 

curva caracterlstica, digamos um ponto correspondente a x(s1), com s 1 E IR dado, 

u pode ser determinada nos outros pontos dessa mesma caracteristica simplesmente 

pela resolução da equação (1.6). Obtem-se, então, a expressão 

(1. 7) 

Suponhamos agora que n possui fronteira r regular e consideremos a parte da fronteira 

defini da por 

r_ = {x E r: n(x) · ,8 < 0}, 

onde ii(x) é o vetor normal unítario exterior em cada ponto de r, com X E r 
Analogamente, definimos 

r 1 = {X E r : fi( X) · ,B ~ 0} 

r- e r+ são interpretadas como as regiões de entrada e saída do fluxo, respectivamente 

(veja a Figura 1.1). 
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Figura 1.1 

Devido às considerações acima (veja (1.7)), para que a solução u não fique sobrede­

terminada no problema (1.2), os valores na fronteira da função u devem ser somente 

prescritos na entrada do fluxo r- . É importante observar que soluções de (1.2) (em 

sentido generalizado) podem ser descontínuas ao longo de características; de fato, se 

os dados de fronteira tiverem uma descontinuidade em algum ponto Xo E r_, esta de­

scontinuidade se propagará para o interior de n ao longo da característica emanando 

de Xo. Como exemplo, consideremos a equação 

l 
8xu + 8yu = O 

u(x,O) = O 

u(O, y) - 1, 

onde iJ = (1, 1), a= O (veja Figura 1.2). 
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y 

r_ 

X 

Figura 1.2 

Neste caso, de (1.8) vemos que ué constante ao longo das características e, portanto, u 

é descontínua ao longo da curva y = x. Para entender o comportamento esperado das 

soluções no caso f > O, vamos considerar ainda o caso estacionário com iJ constante 

e f suave, e comparemos os dois problemas abaixo: 

{ 
-fÓ.uf.+v/3-Vuf.+u€ - f 

u€ - g 

sobre n 
em r 

que será chamado de Problema Completo, e 

{ 
"Vu· iJ+u = f 

u = g 

sobre n 
em r_ 

(1.9) 

(1.10) 

chamado de Problema Reduzido, correspondente a f = O. O parâmetro E é considerado 

pequeno, mas estritamente positivo, no problema (1.9). Este é um problema elíptico 

e observamos que, a condição de fronteira deve ser prescrita em toda a fronteira r e 

não apenas em r_, como é o caso do Problema Reduzido (1.10). 

Passemos a comparar os comportamentos das soluções uf. e u destes dois 

problemas: 

uf. e u assumem valores próximos na maior parte da região n quando f é 

pequeno, podendo assumir valores bastante diferentes apenas em subregiões onde as 

derivadas das soluções assumirem grandes valores. 
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Com respeito à regularidade, como foi observado anteriormente, se o dado 

g da fronteira for descontínuo em um ponto de r_, a solução exata u do Problema 

Reduzido (1.10) será descontínua ao longo da característica emanando daquele ponto. 

Por outro lado, no Problema Completo (1.9), a solução u( será contínua em todo o 

interior de n mesmo que g tenha um ponto de descontinuidade (de fato u( será 

analítica em n se f o for). o salto de descontinuidade da u, quando comparado 

com o correspondente comportamento da u(, é "espalhado" através de uma região 

de transição rápida de largura O( y€) em torno daquela característica. Portanto, 

embora a presença do termo f:~U implique em uma a solução uE suave, nesta região 

de transição ela muda de valores muito rapidamente quando f: é pequeno. Isto pode 

acontecer também com os valores de alguma derivada deu(. A região onde acontece 

este fenômeno chama-se de "camada interior" (bourui.ary layer) (veja a Figura 1.3). Se 

os valores calculados da solução u do Problema Reduzido (1.9) não coincidirem com 

os valores prescritos para g do Problema Completo (1.9) em r+' então a solução deste 

último problema apresentará uma "camada limite" na fronteira (boundary layer), já 

que UE é forçada a assumir os valores dados para g inclusive em r+ (veja a Figura 

1.3). Prova-se, neste caso, que esta região de transição é de largura O( yf.). 

Figura 1.3 

Por outro lado, no seguinte problema dependente do tempo 

au -
8t + {3 . v u + au = o sobre n X I' 
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substituimos t por x0 e fazemos /30 = 1, logo (1.11) se expressa como 

n a 
Lf3j a:.+ o:u =o 
j=l J 

(1.12) 

que é do tipo (1.2). As características de (1.12) são curvas (x(t), t) no espaço-tempo, 

onde x( t) satisfaz a equação diferencial ordinária 

dxi 
dt = /3i(x,t) i= 1,2,3, ... ,n. 

Portanto, comportamentos análogos aos descritos anteriormente se apresentam no 

caso em que há dependência temporal. 
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Capítulo 2 

O Método de Galerkin Aplicado 

' As Equações De 

Convecção-Difusão 

Na primeira secção deste capítulo descreveremos uma aplicação do método 

de Galerkin a problemas de convecção-difusão; a seguir descreveremos sua aplicação 

a problemas de convecção pura. Na secção final faremos comentários gerais. 

2.1 Aplicações às Equações de Convecção-Difusão 

Consideremos o seguinte problema estacionário: 

-E~u+iJ·V'u+u - f, sobre n, 
8u 

(u- g)iJ ·fi, r_, 
{~ 

- em (2.1) 

o, r+, E &fi - em 

Aqui as funções envolvidas não dependem do tempo e a notação é como a do início 

do capítulo anterior. Além disso, denotamos com :; a derivada na direção do vetor 

normal externo unitario fi. A constante E >O será considerada pequena com respeito 

de liJI, (onde I· I denota a norma Euclidiana no JR2
) , tendo assim (2.1) um caráter 

mais hiperbólico que elíptico. 

Vamos assumir também que o campo de velocidades iJ corresponde a um 
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fluxo incompressível, isto é, que ele satisfaz 

dív(/J) =O (2.2) 

Gostaríamos de ressaltar que a condição de contorno acima não é essen­

cial e que outros tipos de condições de contorno poderiam ser impostas sem grandes 

dificuldades. Esta foi esrolhida apenas por simplicidade da exposição, já que a corre­

spondente formulação variacional do problema, a ser descrita mais à frente, se torna 

bastante simples. 

Introduziremos agora notações que usaremos neste e também nos próximos 

capítulos. Assim, L2(n) denota o espaço das funções quadrado integráveis segundo a 

medida de Lebesgue~ isto é 

O espaço L2 (n) é um espaço de Hilbert com o produto escalar 

(w,v) =i wvdx 

Agora, (2.3) define a norma do espaço de Hilbert L2 (0), onde 

[ ]

1/2 

llwll = (w,w) 112 
= l w2dx 

(2.3) 

Além disso, para definir os espaços de Sobolev Hk(O), com k enteiro, seJa a = 

(ai.a2,···,an) com ai enteiro e jaj = E]=1jajj, logo expressamos convenientemente 

as derivadas de ordem superior por 

assim, escrevemos 

com a norma 

llwllk = (~= j lffkwj 2
dx)t. 

lol9 
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Para o caso k = 1, temos o espaço de Sobolev 

com o produto escalar 

1 2 a av 
(w, v)n = (wv + "'aw -a )dx, 

n ~X· X· 
" i=l t t 

que define a norma correspondente 

(2.4) 

O espaço H 1 (D.) com a norma (2.4) é um espaço de Hilbert. Um outro espaço a ser 

usado será HJ(D.), o qual é definido por 

e com a norma equivalente à norma 

[ 
2 2] 1/2 

lwlo= ~11!:.11 

Além disso, definimos as seguintes notações: 

(v,w) - l vwii · i}ds, 

(v, w) + - 1 vwii · i}ds, 
r+ 

(v, w) _ - 1 vwfi · /ids, 
r_ 

lwl - l r l v
2 ifi · iJids 

Lembramos também a seguinte desigualdade 

(2.5) 

e que a fórmula de Green, com a notação anterior, é reescrita como: 

(iJ· Vv,w) = (v,w)- (v,iJ· Vw)- (v,div(iJ)w). (2.6) 
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Podemos fazer agora a formulação variacional do problema (2.1). Multiplicando por 

v E H 1(D.) a equação de (2.1) e integrando sobre n, temos 

- t: i ~uvdx +i (iJ · Vu)vdx =i fvdxVv E H 1(n). (2.7) 

lJ sando a seguinte fórmula de Green 

i VuVvdx = l v~ds- i vfiudx, 

temos i ~uvdx = l v :ds- i VuVvdx. (2.8) 

Substituindo (2.8) em (2.7), finalmente se obtém, para todo v E H 1(n), 

t: f VuVvdx + f (f]· Vu + u)vdx + f uvf] · iids = f fvdx- f vgii · f]ds ln Jn }r_ Jn }r_ 

Com esta última expressão, fornecemos a seguinte formulação variacional com condições 

impostas de forma fraca: Achar u E H 1(D.) tal que 

t:(Vu, Vv) + (/J · Vu + u, v)- (v, v)_ =(f, v)- (g, v)_ Vv E H 1(n). (2.9) 

Para obter soluções aproximadas para o problema (2.9) vamos a definir o espaço de 

elementos finitos como sendo 

Isto é, Vh consiste de todas as funções polinomiais por partes de grau menor ou igual 

a k, com k inteiro positivo. Além disso, por simplicidade, vamos supor que n é um 

domínio poligonal convexo e Th = T é uma farm1ia de triangulações indexadas pelo 

parâmetro h E (0, 1), que representa o máximo comprimento de todos os triângulos 

em Th. Ou seja, se hr denota o diâmetro de T, onde T é um triângulo de Th, então 

Assumiremos que a triangulação satisfaz a condição do ângulo mínimo, isto é, os 

ângulos dos triângulos T E Th são limitados inferiormente por uma constante que 
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in depende de h (ver Ciarlet [6]). A formulação discreta do problema de convecção­

difusão é a seguinte: 

Achar uh E Vh tal que 

Vamos agora obter uma estimativa de estabilidade para a formulação (2.10). Para 

isso, substituímos v por uh em (2.10) e obtemos 

Levando em conta a fórmula de Green (2.6), temos 

o que implica em 

Substituindo (2.12) na expressão (2.11), temos que 

2 2 1 1 
t:jj\i'uhll + lluhll + 2(uh,uh)+- 2(uh,uh)_- (uh, uh)_= (!,v)- (g,uh)_, 

já que fi • fj 2 Ü sobre r 1 e fi · /3 < 0 sobre r_, obtém-se 

2 2 1 2 
t:IIV'uhll + lluhll + 2luhl = (!,uh)- (g, uh)_, (2.13) 

e usando a desigualdade (2.5), no lado direito de (2.13), tem-se a desigualdade 

2 12 2 1 1 2 1 
t:IIV'uhll + ll·uh I + iuhl - 2luhlr_ :::; 2ll/ll + 219lr_ · 

Como fi · iJ < O sobre r_, temos 

Assim, obtém-se finalmente a estimativa de estabilidade 

(2.14) 
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Definamos agora a forma bilinear 

por 

b((w, w) = E(Vw, Vw) + (/J · Vw + w, v)- (w, v), 

e a forma linear 

L: H 1(n) :-4JR 

definida por 

L(w) = (!, w)- (g, w) 

Assim, reecrevemos (2.10) como se segue: Achar u E H 1(0) tal que 

(2.15) 

e o problema (2.10) é reescrito como: Achar Uh E vh tal que 

(2.16) 

Se u é solução do problema contínuo (2.15) e uh solução do problema discretizado 

(2.16), fazendo a diferença entre (2.15) e (2.16), obtemos 

(2.17) 

Pondo v = w na forma bilinear b( ( ·, ·), temos: 

Como (/J· Vw,w) = (w,w)- (w,/J· Vw), pela expressão (2.6), obtemos 

- 1 (Vw · (3, w) = 2 (w, w). 

Logo, 

(/J · Vw, w)- (w, w)_ 
1 1 

- 2(w,w)+ + 
2

(w,w)_- (w,w)_ 

1 1 
-

2
(w,w)-

2
(w,w)_ 

- ~lwl 2 , 
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já que /J ·fi< O em r_. Assim, 

(2.18) 

Lembremos agora os seguintes resultados clássicos (Ciarlet [6]): Dada uma função 

u E H k+ 1 ( 0.), existe um interpolante uh E Vh tal que 

1 

llu- uh li+ hJiu- uh ih ~ Ch2 Jiullk+t 
llu- uh li ~ Chk+~ llullk+t· 

Usando (2.19) e (1.20). obtemos então seguinte resultado 

(2.19) 

(2.20) 

Teorema 2.1.1 Sejam u solução do Problema (2.15) e uhsolução do Problema (2.16}. 

Então, se u. E Hk+ 1 (0.), existe uma constante C dependendo de u e k, mas não de h, 

tal que 

v'fiiV(u- uh)ll + llu- uhll +lu- uhi ~ Chkllullk+t (2.21) 

Demonstração: Sejam uh o interpolante que satisfaz (2.19). eh =uh-uh, zh = u-uh 

e e= u-uh. Então, eh = Zh-e Agora, usando (2.17), (2.19) e (2.20) com v= eh E Vh, 

tem-se 

2 2 1 2 tJJVehll + llehll + 2lehl = b(eh, eh) = b(zh, eh)- b(e, eh) 

= b(zh,eh) = t(Vzh, Veh) + (/J· Vzh,eh) + (zh,eh)- (zh,eh)_ 
{ 2 { 2 ~2 1 2 

~ 21!Vzhll + 2IIVehll + IIVzh · /JII + 4llehll 
2 1 2 2 1 2 

+llzhll + 4llehll + izhi + 2lehl 

Ka última desigualdade, usamos (2.5) com o valor de a convenientemente escolhido. 

Como t « 1 temos que tJIVzhll < IIVzhll· Logo, 

{ 2 1 2 1 2 1 2 1 ~2 2 2 
2IIVehll + 21!ehll + 2lehl ~ 2IIVzhll + 2IIVzh · /JII + llzhll + izhi 

~ 11Vzhll2 + IIVzh · iJII
2 
+ llzhll2 + lzhl2 

$ (Chkllullk+t)2 
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Assim, 

vlfi!Vehll + llehll + leh! ~ Chk!lullk+1 

Como e= eh-Zh, temos a estimativa (2.21). Já que !le-ehll = llzhlllogo llell-llehll ~ 

llzhll, então temos 

Observamos que na estimativa (2.21) aparec~ um termo do tipo Vf:IIV(u- uh) li· Do 

ponto de vista teórico, este termo fornece uma estabilidade e observamos que, de 

fato, o método converge com taxa O(hk) quando u for suficientemente regular. Esta 

estabilidade é perdida quando E ---1- O e, então, o método apresentado não garante um 

bom comportamento das aproximações nos casos em que a solução exata não é sufi­

cientemente suave. Do ponto de vista numérico, principalmente aquele associado ao 

refinamento da discretização, a situação não é tão simples. Quando E > > h, o compor­

tamento das aproximações numéricas é bom. Porém, quando quando a discretização 

é tal que E « h, o método produz soluções com oscilações que se manifestam nas 

camadas de transições rápidas (tanto nas internas quanto nas de fronteira). Isto é 

mostrado na Fig. 2.1, onde podemos observar que o método Galerkin-padrão apre­

senta grandes oscilações na camada de fronteira correspondente ao ponto x = 1. Na 

literatura existem muitos exemplos ilustrando estas situações. 

2.2 Aplicações às Equações de Convecção 

V amos considerar agora o Problema Reduzido correspondente a ( 2.1), isto 

é: 

{ 
iJ. \7u . +u = f sobre n 

u = g em n_ 
A correspondente formulação variacional é: 

Achar u E H 1(n) tal que 

(Ji · \7u + u, v) - (u, v)_ = (f, v) - (g, v)_ Vv E Vh 
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Neste caso, o problema discretizado correspondente é o seguinte: Achar uh E Vh tal 

que 

Definimos agora a forma bilinear a: H 1(n) x H 1(n)--+ IR como 

a(w, v)= (Vw · iJ + w, v)- (w, v)_, (2.25) 

e o funcional linear L: H 1(n) -+IR como 

L( v)=(!, v)- (g, v)_ Vv E H 1(0) (2.26) 

Assim, o problema contínuo (2.22) pode ser reescrito como: Achar u E 

a(u, v)= L( v) Vv E H 1(n), (2.27) 

e, analogamente, o problema discreto pode ser reescrito como: Achar uh E Vh tal que 

(2.28) 

Agora, como (/J· Vv·, v)= (v, iJ. V v)- (v, v), temos que (/J· V, v)=! (v, v), e, levando 

em conta que iJ. fi ~ o em r+ e/J. fi < o em r-' conclui-se que 

e 

2 1 1 
a(v,v) = llvll + 2(v,v)+ + 

2
(v,v)_- (t•,v)_ 

2 1 2 
a(u, v)= llvll + 21v1 . (2.29) 

Portanto, a(·,·) é coerciva na norma dada por (11·11 2 + ~1·1 2
) 1 1 2 . Sendo u a solução 

do Problema (2.27) e uh solução do Problema (2.28), temos então 

(2.30) 

Agora, usando (2.29) e (2.30), com o mesmo raciocínio usado na demonstração do 

Teorema 2.1, prova-se o seguinte resultado: 
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Teorema 2.2.1 Sejam u e uh as soluções respectivas dos problemas (2.27) e (2.28). 

Então existe uma constante C> O, dependendo deu, mas não de h, tal que 

(2.31) 

Observamos até aqui o seguinte fato: do Problema Reduzido (2.27), fazendo g =O, 

temos 
--- f 2 1 2 

(11 · Vu, u) + (u, u) =(f, u) ~ 2llfll + 2f llull · (2.32) 

Da mesma equação (2.2), temos 

if· Vu =f- u 

e 

(iJ · Vu, iJ · Vu) =(f, iJ · Vu)- (u, iJ ·V). 

Também, 

Somando (2.32) e (2.33), temos que 

--- 2 212 f b 2 1 b 2 1 1--- 2 
11/1 · Vul + llull + 2lul ~ (2 + 2)11ull + (2f + 2)11ull] + (26 + 26 )11/1 · Vull 

Escolhendo f e b adequadamente, como por exemplo b = 3/2, f = 5/2, 

concluímos que existe uma constante C > O, independente de f tal que 

lliJ · Vull + llull +!ui ~ Cllfll (2.34) 

A estimativa (2.34) para o problema contínuo mostra que existe um controle do 

gradiente de u na direcção das características. Este controle não acontece no método 

de Galerkin padrão porque neste caso conseguem-se apenas as seguintes estimativas 

e 

22 



Esta diferença entre as estimativas dos problemas contínuo e discreto não é conve­

niente, uma vez que o problema discreto deve representar o melhor possível o prob­

lema contínuo no seu comportamento. Esta falta de controle sob a derivada na direção 

iJ apresentada no método de Galerkin-padrão é manifestada em grandes osdlações, 

principalmente, nas regiões das camadas limites como mostra o ensaio numérico da 

Fig.2.1 na página 29. 

2.3 Comentários 

Passamos agora a fazer comentários gerais sobre o problema discretizado 

(2.10) quando a discretização é feita por elementos finitos. Para facilitar a exposição, 

consideraremos apenas o problema unidimensional seguinte: 

0, X E (0,1), 

u(O) - 1, 

u(1) - O, 

onde E> O é pequeno. A solução exata de (2.35) é 

u(x) =a [1- exp(-
1 

E- x)l 
com 

[ 
1 l-I a= 1 - exp(-t-) 

(2.35) 

A soluç.ão u(x) para f> O pequeno apresenta uma camada limite ao redor de x = 1. 

Nesta região u(x) passa rapidamente de valor um para valor zero. Seja agora 

onde Th é a partiação de elementos finitos e I é qualquer um dos elementos de Th. 

Definimos Th por: 

Th:xí=ih, i=0,1,2,3, ... ,n 

Xo =O Xn = 1 
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Isto é, Th é a malha uniforme de passo h sobre o intervalo [0, 1]. Assim Vh consiste 

de todas as funções lineares por partes nos subintervalos. Além disso, definamos 

Vh ={v E Vh: v(O) = v(1) =O} 

Agora, multiplicando a equação (2.35) por v E V h e fazendo integração por partes, 

obtemos a formulação variacional seguinte: 

Achar u E vh tal que 

(duh dv) + (duh ) =O Vv E Vh 
E dx 'dx dx ,v 

Escolhemos a base de vh composta das funções definidas por: <Pi(x) = 1-lx ~ xil, X E 

[xi-b Xi+I], i= O, 1, 2, 3, ... n e nulas fora do intervalo acima. Assim a discretização 

do tipo Galerkin com polinômios lineares fornece o seguinte esquema: 

( 1 
- h2 (Ui+ I -ui+ Ui-I)+ 2h (Ui+ I -Ui-I) - o i= 1, .. , n- 1 

Uo - 1 (2.36) 

onde uh = E~=I Ui<Pi(x). Quando n é impar, a solução ui de (2.36) tem valores 

próximos de um para i par e igual zero quando i é impar, produzindo assim uma 

solução numérica oscilatória em toda a região (veja a Figura 2.1 no final deste 

capítulo). Observamos que neste exemplo, nas equações discretizadas aparece um 
u+I- v- 1 

termo de diferença central de segunda ordem t 

2
h t- para correspondente ao 

du 
termo convectivo dx e que provém de aplicar o método de Galerkin na equação (2.35). 

Este é o termo que é o responsável pelas oscilações da solução numérica quando E é 

pequeno relativamente à discretização. Coloquemos o esquema (2.36) na forma 

€ 1 2E 1 € 

- (h2 + 2h)Ui+I + h2Ui + (2h- h2)Ui-I =O (2.37) 

para observar que ele tem uma matriz A definida por 

~-li 

( 1 
- -(h2 + 2h) 

2E 
~i - h2 

24 



1 i 
i= 1, 2, 3, ... , n aii+I - ---

2h h2' 

aiO - o 

llnn - o 

Esta matriz, quando i é muito pequeno, apresenta uma fraca dominância diagonal, 

produzida pela presença do termo ~~ que destrói a simetria do operador e deixa 

termos de diferenças centrais. Para que matriz A seja diagonal dominante é preciso 

que 
h 
-:52 
t 

(2.38) 

A condição (2.38) (cuja expressão à esquerda é conhecida como número de Peclet 

local) é muito restritiva e reflete a dependência custo computacional com respeito 

ao parâmetro c Além disso, Segal [40] provou que o número de condição da matriz 

para esquemas de diferenças centrais é O(~), o que para valores muito pequenos de f 
i 

pode causar problemas na resolução do sistema linear, como é mostrado nas Fig. 2.1 e 

Fig. 3.1, que mostram respectivamente resultados de testes numéricos fizemos usando 

o método de Galerkin-Padrão e o método de diferênças finitas centradas. Também 

implementamos os métodos de upwind e streamline-diffusion para o problema uni­

dimensional (2.35). Isto será apresentado no Capítulo 3. A tabela seguinte mostra 
h 

os coeficientes das incógnitas Ui-I, Ui, ui+I para i = 1, ... 'n para p = 1.0 + 0.5-, 
{ 

x = 1.0- 0.5~ em cada um dos métodos mencionados acima. 
{ 

Incógnitas Diferença Upwind Galerkin Strearnline 
Centradas Padrão Diffusion 

ui-I -p -p -p -p- 6/i 
ui 2.0 2.0p 2.0 2.0(1.0 + 6/i) 

ui.+ I -x -1.0 -x -x +6/i 

Notamos que o método streamline-diffusion corresponde ao método Galerkin­

Padrão com a modificação dos coeficientes das incógnitas do problema discretizado. 

Esta modific.açÃo é exatamente a adiçÃo de ~ aos c.oefidentes e provêm da esmlha da 
f 

função teste na forma v+ b'Vv, ao invez de apenas v como no método de Galerkin-

Padrão. O parâmetro 6 controla a quantidade de difusão necessária para se obter a 
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solução aproximada; porém não é claro como 6 deve ser escolhido. Os sistema lineares 

produzidos pelos métodos mencionados foram resolvidos usando descomposição LU e 

o erro cometido em cada método foi estimado usando a fórmula 

onde u.(xi) é a solução exata no pqnto xi. 

Os métodos de Galerkin-Padrão e de diferênças centradas possuem as mes­

mas equações discretizadas e mostram oscilaçoes em todo domínio para E pequeno 

relativamente à discretização, na presença de camadas de transição rápida na solução 

do problema contínuo. Estas oscilações têm maior amplitude nas vizinhanças das 

camada de fronteira em x = 1. 

O parâmetro 6 para o ensaio numérico com o método streamline-diffusion 

foi escolhido igual a 0.19, o passo da malha h = 0.1 e E = 0.01. Nestas condições 

este método apresentou um melhor comportamento que os outros. Mas, com 6 = h, 

o comportamento da solução com o método streamline-diffusion foi similar àquela 

obtida com o método upwind: a solução aproximada é excessivamente amortecida na 

camada de fronteira (veja Fig. 3.1). 

Para dimensões maiores que um, os mesmos problemas descritos acima para 

o caso unidimensional ainda persistem.As estimativas mostradas nos teoremas anteri­

ores mostram uma carência de controle nas derivadas da solução discretizada; de fato, 

erros são produzidos e propagados em direcções transversais às características ( cross­

wind) e também na direção, mas no sentido oposto, das características ( upwind). Isto 

se manifesta por soluções discretas oscilatórias que são bastante sensíveis às condições 

de fronteira. 

Para uma melhor discussão sobre este tema, recomendamos Segal [40}, onde 

se encontram exemplos unidimensionais sem camadas limites, onde os esquemas pro­

duzidos pelo método de elementos finitos são bem comportados ainda que a matriz 

de diferenças centradas não seja diagonal dominante. 

Morton e Parrot [34] mostram um exemplo unidimensional com condições 

do tipo Neumann onde o método de Galerkin apresenta uma precisão fraca quando é 

comparado com outros métodos. Johnson e Navert [25] fazem uma análise do método 
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de Galerkin para o problema 

-E!:::.u + ~ + u - f em (0, 1) x (0, 1) 
&u 

-E-::+ Uni - gnt, em r_ atn 
E &fi 0, em r+ 

onde fi == (nt, n 2 ) vetor nomal exterior a n = (0, 1) x (0, 1). Quando E = O (Prob­

lema Reduzido) eles também provam que, para polinômios lineares por partes sobre 

triângulos, as seguintes estimativas são válidas quando ué suficientemente suave. 

(2.39) 

e 

(2.40) 

Estas estimativas, quando são levadas ao problema completo permanecem 

de ordem h514 para regiões onde a solução é suave. Impondo condições de Neumann 

na saída do fluxo, aparece um termo que contribui para o erro total com erros de 

ordem JE; a presença de camadas de transição, com erros de ordem E1/ 4 . 

Quando as condições de Neumann são substituídas por uma condição de 

Dirichlet em r+ (na saída do fluxo), usando no problema discreto de Galerkin espaços 

de funções de elementos finitos que são nulas sobre r+> a estimativa (2.40) é perdida 

porque as derivadas superiores da solução exata de ordem k têm valores de ordem 

O(ck). Isto mostra que neste tipo de problema (E pequeno), discretizações com 

diferenças centrais fornecem esquemas muito sensiveis às condições de fronteira. Keste 

ponto adiantamos algumas informaçes que permitem uma comparação do que discu­

timos com o método de streamline-difusion a ser estudado com detalhes no Capítulo 

3. Para este último método, podemos obter estimativas do tipo 

(2.41) 

Observamos a presença do termo YhllffV(u- uh) li que melhora a estabilidade para 

as derivadas na direção do fluxo quando comparada com a do método de Galerkin. 

Finalizamos esta secção observando que para resolver os sistemas lineares produzido 
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pela discretização por elementos finitos, os especialista recomendam o uso técnicas 

iterativas tais como o método de gradiente conjugado com pré-acondicionamiento 

ou então "métodos multigrid". Recentemente, novas técnicas de sobre-relaxação têm 

sido construídas para resolver sistemas lineares que provêm de esquemas de diferenças 

centrais (veja Strikwerda [41]). 

No próximo capítulo, juntamente com a estimativa (2.41), demonstramos um 

resultado de localização que estabelece que os efeitos dos erros no problema discreto 

são propagados aproximadamente como no problema contínuo. Este fato pode ser 

expresso em uma estimativa de erro local que, no caso do método de Galerkin padrão, 

não se consegue obter por causa da forma em que são propagados os efeitos dos erros 

de discretização neste último método. Gostaríamos de ressaltar que este resultado é 

importante porque na teoria de elementos finitos, estimativas de tipo local existiam 

somente para prblemas de tipo elíptico e parabólico. 
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- : Solução Exata; 

O : Solução do esquema Galerkin Padrão; Erro: 0.475 E +00; 

-7~t : Solução do esquema aplicando Streamline Diffusion (6 = 0.19)); 

Erro: 0.109 E -07; 
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Capítulo 3 

Métodos de Petrov-Galerkin 

Aplicados às Equações de 

Conveção-Difusão 

Faremos uma breve descrição do método de Petrov-Galerkin, uma vez que 

que as técnicas descritas mais à frente se baseiam neste tipo de método. Este método 

pode ser aplicado a equações diferenciais parciais e a equações integrais. Neste tra­

balho consideraremos somente o primeiro tipo de equações. Referências teóricas para 

o método Petrov-Galerkin são Krasnosel'skii [29), Morton [34). 

O contexto geral é o seguinte: Sejam E e F Espaços de Banach reais (ou 

complexos) e e L um operador linear (em geral não limitado) com domínio D(L) Ç E 

e imagem R(L) Ç F. Dado f E R(L), consideramos a equação 

Lu= f. (3.1) 

Para obter aproximações da solução de (3.1), existem vários procedimentos, 

entre os quais o seguinte: 

3.1 Métodos de Projeção 

Sejam {En)n;:::I e (Fn)n;:::1 , n E N, seqüências de subespaços satisfazendo 

En c D(L) c E Fn c F Vn E N 
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Além disso, sejam Pn, operadores de projeção tais que 

Pn : F ----!- F n Vn E N, 

isto é, para cada n C N, p;_ = Pn. 

Esta estrutura fornece a seguinte seqüência de problemas aproximados: para 

cada n E N, achar Un E En tal que 

Pn(LUn- f)= O. 

Obviamente, escolhas apropriadas dos sub-espaços En. Fn e dos operadores de projeção 

fornecem métodos de aproximação. Também é claro que questões acerca da existência 

da obtenção de Un, bem como àquelas relativas à convergência de Un a u, são questões 

difíceis que dependem das propriedades particulares dos espaços dos operadores en­

volvidos. Queremos aqui apenas descrever as idéias gerais e passar a discutir uma 

situação especial daquela acima. 

Sejam E, F espaços de Hilbert, (<Pi)iEN C D(L) e ('1/Jj)jEN C F seqüências 

dadas tais que (<Pi)iEN seja completa em E. Para cada n E N, procuramos uma 

solução aproximada Un da forma 

(3.2) 

satisfazendo 

(Lun- f, '1/Ji) =O i= 1, 2, 3, ... , n. (3.3) 

Isto é a exigência de que os resfduos de Luh - f sejam ortogonais aos n primeiros 

elementos da seqüência ('1/Ji)· Esta situação corresponde exatamente ao descrito acima 

com 
En = span [</JI, ... , <Pn], 

Fn = span['I/JI. ... , '1/Jn] 

e Pn :F---+ Fn escolhida como a projeção ortogonal sobre o subespaço Fn. 

A equação (3.3) fornece um sistema de linear para as incógnitas Ui: 

n 

L Ui(L</Ji, '1/Ji) = (!, '1/Ji) i= 1, 2, 3, ... , n 
j=l 
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Este método de obtenção de soluções aproximadas é chamado de método de Petrov­

Galerkin. Observamos que o método de Galerkin padrão é um caso particular do 

método de Petrov-Galerkin na situação em que E = F e as seqüências são escolhidas 

tais que c/>j = '1./Jj, Vj E N. 

Um caso muito importante do método de Petrov-Galerkin pode ser obtido 

da seguinte forma: Con_sideremos A : E -+ F um operador linear convenientemente 

escolhido (isto pode depender do problema que está sendo analisado), e, uma vez 

escolhida a seqüência (c/>i) C D(L) C E, tomamos '1./Ji = Acl>i· 

Com esta escolha a equação (3.3) se torna 

n 

L Uj(Lc/>j, Ac/>i) = (!, Acl>i) i= 1, 2, 3, ... , n 
j=l 

Parte do objetivo deste capítulo é o de apresentar o chamado método streamline­

diffusion ( método das linhas de fluxo) para equações do tipo convecção-difusão, o 

qual é do tipo Petrov-Galerkin.Nele, o operador A é tomado como A = (I + 8/] · V'), 

onde I é operador identidade sobre E = H 1
, /J é o campo de velocidades envolvido 

no transporte convectivo e ó um parâmetro positivo a ser escolhido. 

Muitas vezes o problema a ser aproximado aparece naturalmente em uma 

forma variacional (generalizada), ao invés da forma operacional descrita no início 

desta seção: 

Sejam H1 e H2 dois espaç.os de Hilbert e a : H1 x H2 -+ IR uma forma 

bilinear e F : H2 -+ IR uma forma linear. O problema consiste em achar u E H1 tal 

que 

a(u, v)= F( v) 'r/v E H2 . 

Observamos, entretanto, que como H1 não é necessáriamente igual a H 2 , noções usuais 

no contexto de formas bilineares, tais como a de coercividade devem ser modificadas. 

Também é natural nestes problemas utilizar o Método de Petrov-Galerkin. O 

resultado abaixo, devido a Babiíska e Azis [3], fornece a base teórica para a aplicação 

do método de Petrov-Galerkin ao problema anterior ao generalizar o lema de Lax­

Milgram. 
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Teorema 3.1.1 Suponhamos que H 1 e H 2 sejam dois espaços de Hilbert com normas 

11 · 11 1 e 11 · 11 2 , respectivamente. Consideremos uma forma bilinear a(-,·) definida como 

acima, satisfazendo 

{1} la(u, v)l ~ ciiiull 1llvll2 'Vv1 E H1, 'Vw E H2 , 

. la(u,v)l 
(2} mfuEH1 supvEH2 llullllvll ~ c2, 

(3} paro todo u =/=O em H1, sup0#vEH2 Ia(u, v)l >O, 

onde c1 ,c2 são constantes positivas. Então, paro qualquer F E H; (dual topológico de 

H2}, existe uma única u E H1 tal 

a(u, v)= F( v) 'V v E H2. 

Além disso, existe constante C> O independente de F tal que 

onde 11 · llw denota a norma dual de H 2 . 
2 

Observações: 

1. A hipótese (1) no teorema acima significa que a forma bilinear é continua; (2) 

diz que a(·,·) é coerciva em um sentido um pouco mais geral do que o usual. 

2. Quando H 1 é um subespaço de H 2 , em (2) é suficiente tomar o supremo sobre 

H 1 , requerendo que 

(3.4) 

Neste caso, quando H 1 = H 2 e (3.4) é satisfeita, o teorema anterior se reduz ao 

lema de Lax-Milgram. 

O método Petrov-Galerkin pode ser analogamente aplicado à formulação variacional 

acima, levando às seguintes equações aproximadas para a aproximação Un como em 

(3.2): 
n 

L Uia(cf>i, tPi) = (!, '1/Ji) i= 1, 2, 3, ... , n. 
j=l 
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No caso especial em que a seqüência (1/,j)jeN é tomada como 1./Jj = A</>j, as equações 

aproximadas se tornam: 

n 

.2:: Uja(</>;, A</>i) = (!, A<l>i) í = 1, 2, 3, ... , n. 
j=l 

3.2 Técnicas Upwind 

3.2.1 Efeitos Upwind em Métodos de Diferenças Finitas 

Consideremos o problema 

1
-EUxx + "fUx = O, 

u(O) =O, 

u(1) = 1, 

com E > O e a constante "f > O. Sabemos que a solução exata deste problema é 

1- exp(~) 
u(x) = (J:) 1- exp € 

(3.5) 

(3.6) 

Seja p = 7 o número de Peclet global e observamos que quando p é pequeno, 

a solução ué dominada pela difusão e é quase uma função linear desde x =O (entrada 

do fluxo) até x = 1 (saída do fluxo). Mas, quando pé grande, a solução ué dominada 

pelo termo convectivo pelo menos em uma algumas regiões e possui uma camada 

limite próxima de x = 1. Os métodos upwind foram desemvolvidos para vencer 

as dificuldades que se apresentam nos métodos padrões (que apresentavam soluções 

numéricas oscilatórias). 

Faremos uma discretização em difereças finitas na equação (3.5) para com­

prender como os termos de diferenças centrais produzem oscilações quando pé grande, 

ou seja, quando a equação (3.5) tem um caráter mais convectivo que difusivo. 

Seja Xi = ih, í = O, 1, ... , N uma partição uniforme do intervalo [0, 1] com 

passo h. Alem disso, sejam xi-b xi, xi+ 1 três pontos consecutivos desta partição. 
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Utilizando a fórmula de Taylor obtemos 

(3.7) 

(3.8) 

onde denotamos ui = u(ih). As expressões (3.7), (3.8) são chamadas de operadores 

de diferenças centradas de segunda ordem. Então aproximamos a solução uno ponto 

Xi pela solução numérica Ui no ponto Xi e substituindo OS operadores diferenciais da 

equação pelos correspondentes operadores diferenças, o esquema em diferenças finitas 

se torna: 

(3.9) 

O esquema (3.9) apresenta consideráveis oscilações, como podemos observar na Figura 

3.1 no final desta subsecção. 

D fi 
. d p+ ui+ I- ui p- ui- ui-I _ . 

1
. _ 

e mn o i = h e i = h , que sao as me maçoes respec-

tivamente para frente e para trás no ponto xi, (3.9) pode ser reescrita como 

(3.10) 

Chamemos Ph = "'(h o número de Peclet local. Observamos que quando Ph é maior do 
{ 

que 2, ~+e~- têm valores com sinais opostos no ponto xi. Logo, a solução numérica 

U deve ser oscilatória. Além disso, se Ph = 2, conclufmos que ~- e U são nulos nos 

pontos interiores, o que é claramente um resultado errado se u(x) =f. O. Quando 

Ph < 2, então pi+ e~- têm o mesmo sinal e a solução numérica é razoavelmente bem 

comportada, aumentando monotonicamente desde x = O até x = 1. 

Para eliminar as oscilações descritas acima quando o número de Peclet é 

grande (P > 2), um possibilidade é modificar (3.9) pela introdução de um termo 

adicional de difusão (difusão artificial) s > O, substituindo o parâmetro { por { + s 

na equação, a fim de reduzir o valor de Ph no caso que seja maior que 2. Neste caso, 

(3.10) se torna 

p-:1- ( { + s - 1.) = p.- ( { + s 1.) 
t h 2 t h +2 (3.11) 
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e, portanto, somamos uma quantidade suficiente a E de tal maneira que o novo número 

de Peclet local, P1, seja menor do que 2, isto é 

(3.12) 

A solução numérica, com essa modificação não apresenta oscilações; porém, ela perde 

precisão, o que se manifesta em soluções numéricas bastantes atem,1adas nas zonas em 

que deveria haver transições rápidas. Quando se escolhe s = ~, obtemos o método 

upwind clássico (neste caso, backward diference) que produz resultados com baixa 

precisão. É possivel interpretar diferenças upwind como a diferença central (3. 7) 

mais um esquema de diferença central correspondente a uma difusão artificial com 

coeficiente s'" = ~. De fato, temos que 

"t "t h "t 
-(U+l - u I)+ -(-U+l + 2U- u I) = -(U- U· I) 2h t t- 2h2 t t t- h t t-

(3.13) 

Dif.Central Di f. Central TermoUpwind 

Observamos que os termos de diferenças centrais tem precisão de ordem O(h2
), en­

quanto que o termo upwind tem ordem O(h), acarretando, portanto, uma perda 

de precisão. Pela expressão (3.13) é possível, assim, interpretar que os métodos de 

diferenças centrais introduzem uma difusividade negativa. Como o parâmetro s pode 

ser escolhido arbitrariamente, pergunta-se então qual é a quantidade de difusão s mais 

adequada a ser introduzida, a fim de se obter um resultado melhor. Prova-se (veja 

Hugues [15]), neste caso, que a quantidade de difusão mais adequada é 

"th "th 2E 
s = 2 cot ( 2;) -

1 
h, (3.14) 

o que permite que a solução numérica de (3.9) seja exata nos nós xi. A quantidade 

(3.14) é determinada introduzindo diretamente a solução (3.6) no problema discreto. 

Existem, porém, técnicas para calcular, em algumas situações específicas, tal difusão 

artificial "ótima" sem a necessidade de um conhecimento a priori da solução exata. 

Agora, observando as Figuras 3.2 e 3.3 (reproduzidas do artigo de Brooks et 

al.[4]), que fornecem ensaios numéricos correspondentes às aplicações dos esquemas 

descritos acima, vemos que o gráfico da solução numérica correspondente à diferença 

central aparece abaixo do gráfico da solução exata (temos o fenômeno chamado under 

36 



diffusion), enquanto que a solução numérica correspondente ao esquema upwind tem 

o gráfico sobre aquele da solução exata ( over diffusion). Isto sugere a possibilidade da 

construção de soluções numéricas "ótimas" considerando adequadamente ponderações 

adequadas de diferenças centrais e diferenças upwind. 
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-: Solução Exata; 

EB : Solução do esquema upwind; Erro: O. 222 E +00; 

~ : Solução do esquema com diferenças centradas; Erro: 0.475 E+ 00; 

n = 11; número de Peclet = 0.1000 E+ 02; f= O.lOOE- 01. 
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3.2.2 Efeitos Upwind em Métodos de Elementos Finitos no 

Caso Unidimensional 

As discretizações do tipo Galerkin para a equacção (3.5) dão como resul­

tado final aproximações equivalentes àquelas obtidas por diferenças centrais, como foi 

observado no Capítulo 2. Então, não é surpresa que apareçam soluções numéricas os­

cilatórias ao usá-los em equaçoes de convecção-difusão em que predominem os termos 

convectivos. Historicamente. os métodos de elementos finitos upwind foram inspira­

dos nas técnic-as de diferenças finitas upwind. Para atingir o efeito upwind no caso de 

métodos de elementos finitos para um problema unidimensional existem três técnicas 

básicas: 

(i) Técnica da Difusão Artificial: A difusão dada pela expressão (3.14) 

é somada à difusão física; usa-se, então, a discretização convencional de elementos 

finitos (via método de Galerkin) para balancear a difusão negativa produzida pelo 

método de Galerkin, (veja Kelly et al.[28]). 

(ii) Técnica da Mudança de Quadratura: A regra de quadratura 

numérica é trocada para se atingir o efeito upwind. No caso unidimensional o "ponto 

de quadratura" simples é escolhido, então, como 

Ç = cot(yh) - 2t: 
2t ,h 

no elemento padrão, (veja Huges [15]). 

(iii) Técnica de Petrov-Galerkin: A função peso correspondente a um 

nó é modificada para se obter um peso maior no elemento a montante ( upwind) do 

ponto do que no elemento a vazante (downwind). Para uma maior informação veja 

Christie et al. [5] e Heinrich et al. [17]. 

A aplicação adequada de cada um destes métodos pode produzir soluções 

numéricas exataa nos nós no caso unidimensional. Estes fatos têm sido bastante 

estudados e, para uma maior informação sobre as técnicas descritas, veja as referências 

citadas. 
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3.2.3 Efeitos Upwind e Crosswind no Caso Bidimensional 

A resolução numéric~ de uma equação de convecção-difusão na forma típic~ 

- E!:::.u + iJ o Vu = f em n, (3.15) 

apresenta sérias dificuldades quando o termo de convecção predomina. Estas mesmas 

dificuldades também aparecem com termos convectivos correspondentes nas equações 

de Navier-Stokes na Mecánica de Fluidos e em outras equações de transporte. 

De fato, da mesma forma que nas secções anteriores, quando diferenças 

centrais são empregadas na discretização dos termos convectivos ou, com elementos 

finitos, o método de Galerkin é aplicado diretamente, os esquemas numéricos resul­

tantes têm os mesmos problemas que antes quando o passo h da malha é tal que o 

número local de Peclet bidimensional satisfaz 

(3.16) 

onde llffll denota uma norma de ,8. Então o valor de 1 é crítico na determinação do tipo 

de aproximação a ser usada. A condição (3.14) pode ser expressa equivalentemente 

como 
f_ 

h > ---=:;-. 

11/JII 
(3.17) 

Sem perda de generalidade para as discussões que se seguem podemos assumir a partir 

de agora que llffll = 1. Então. conforme descrito acima, teremos problemas quando 

h>L 

Vimos que os métodos de elementos finitos do tipo upwind resolvem o prob­

lema das oscilações no caso unidimensional; no entanto, quando são aplicados a prob­

lemas em dimensões espaciais maiores, com E < h, dificuldades extras aparecem. 

Uma primeira dificuldade é que em problemas de dimensão maior do que um, 

em geral não é tão fácil a determinação e o controle de direções a montante ( upwiná) 

e a jusante ( downwind) em cada ponto para a adequada montagem dos esquemas 

numéricos upwind. Voltaremos a discutir este ponto posteriormente neste trabalho. 

Outra dificuldade é uma excessiva atenuação de camadas de transição rápida 

por causa, como no caso unidimensional, de excessiva dissipação na direção do fluxo. 

41 



Também como no caso unidimensional, é possível tentar diminuir esta atenuação 

tomando esquemas ponderados como na seção anterior. Porém, a seguir, queremos 

ressaltar um outro aspecto do problema, característico de problemas multidimension-

aiS. 

Nos métodos upwind, aparecem também dificuldades por causa de uma ex­

cessiva difusão transversal_ ao fluxo ( crosswind diffusion), e, de fato, este fenômeno é 

mais notório quando a malha não esta orientada na direcção do fluxo /J. Mostremos 

a origem deste fenômeno com o exemplo seguinte: 

Consideremos a equação bidimensional 

- E6u + jJ · \7u =O, (3.18) 

onde iJ = (/31, /32) é um vetor constante 

Serão adotadas as seguintes aproximações para as derivadas parciais 

Bxu ~ 
Ujk- Uj-1k 

(3.19) 
6.x 

8yu ~ 
Ujk- Ujk-1 

(3.20) 
6.y 

&';xu ~ 
Uj-1k - 2Ujk + Uj+1k 

(3.21) 
(6.x)2 

a;yu "' 
Ujk-1 - 2Ujk + Ujk+1 

(3.22) ......., 
( 6.y )2 

onde Ujk = u(j6.x, k6.y) com j, k = 1, 2, 3 ... , N: As expressões (3.19) e (3.18), são 

as representações upwínd nas direcções x e y. respectivamente. Substituindo as ex­

pressões (3.19)-(3.22) na equação (3.18), obtemos 

{3
1 

Ujk -::.XUj-1k + {3
2 
Ujk --::. Uyjk-1 Uj-lk - 2Ujk + Uj+ 1k 

u u -E (6x)2 

ujk- 1- 2ujk + Ujk+1 _ 
0 -{ (6y)2 -

(3.23) 

Fazendo um desenvolvimento de Taylor em duas varíaveis ao redor do ponto (x;, Yk), 

temos que a equação discreta (3.23) apresenta uma consistência da ordem 0(6.x2
, 6.y2

) 

com 

(3.24) 
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onde Zx = 0.56x,BI , Zy = 0.56y(h. 

A equação (3.24) coloca em evidência as difusividades artificiais em cada 

um dos eixos coordenados, o que é uma extensão direta do caso unidimensional. 

Reescreveremos (3.24) em um sistema de coordenadas em que um dos novos eixos 

seja tangencial enquanto que o outro eixo seja ortongonal ao fluxo /J. As novas 

variáveis associadas a este sistema de coordenadas são 

Ç - ,81x + ,82y 

11 - ,82x - ,81y 

(3.25) 

(3.26) 

Observamos que (3.25) é a equação das características para (3.18). Agora, a fim de 

reescrever a equação em termos das novas variáveis, aplicamos a regra da cadeia para 

expressar as derivadas parciais contidas na equação (3.24) nas coordenadas Ç e 71: 

8xu - ,818{u+,82871 u 

8yu - (h8{u- ,81871u 

a;xu - ,81 2 & çç u + 2,Bdhfit77 u + ,82 2 a;71 u 

{fyyu !h 2 fftf. u - 2,81 ,B2fft'1 u + ,81 2 &:,'7 u 

Substituindo as expressões (3.27)-(3.30) na equação (3.24), obtemos 

onde os coeficientes de difusividade são: 

a = t + ,81 2 Zx + ,82 2 Zy, 

b = t + ,82 2 Zx + ,81 2 Zy, 

c= 2,81,82(zx- Zy)· 

~ 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

Seja agora O o ângulo que o fluxo ,8 = (,81 , /h.) faz com o eixo x. Então, 

lembrando que 11/JII = 1, temos 

,81 = cos( O) 

,82 = sen( O) 
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Usando estas relações para /3z, f3XJJ, /311 , obtemos 

a - f+ 0.5(6xcos3 (0) + 6ysen3 (0) 

b - f+ 0.5(6xcos(O)sen2 (0) + 6ysen(O)cos2 (0)) 

c - 0.5(6xcos(O)- 6ysen(O))sen(20). 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

Agora, por simplicidade, vamos considerar o caso quando 6x = 6y (isto é, no caso 

em que a malha é uniforme). 

A expressão (3.33) corresponde ao coeficiente de difusão na direção ry normal 

ao fluxo /J. Vemos que b atinge o seu máximo quando O= 45 graus e é mínimo (nulo) 

quando (J = O graus ou (J = 90 graus (a difusão normal é nula quando o fluxo /i está 

na direção do eixo x ou y). 

Por sua vez, da expressão (3.32), a qual dá o coeficiente de difusão na direção 

Ç tangencial a /3, a atinge o seu máximo quando O= O graus ou O= 90 graus e o seu 

mínimo quando O= 90 graus. Como antes, os principais métodos tipo upwind são o 

método da difusão artificial, que é descrito em Johnson [23], o método da técnica da 

mudança da quadratura, que é descrito em Hugues [15] e o método da função teste, 

que é um método do tipo Petrov-Galerkin e é descrito em Huyakorn [18]. Estas formas 

de produzir efeitos upwind apresentam o defeito de proporcionar soluções numéric.as 

com amortecimentos excessivos nas camadas limites de fronteira, o que é interpretado 

como perda de precisão. 

Na proxima seção vamos apresentar um método numérico para equaçês de 

convecção pura com boas propriedades de estabilidade e de aproximação. 

3.2.4 Um Método Upwind para Equações de Convecção 

Pura 

Agora apresentamos um método chamado de método de Galerkin-descon­

tínuo que foi proposto para problemas puramente hiperbólicos, tais como o Problema 

Reduzido {1.10) e as equações de Euler no caso compressivel. Nestas equações, se­

gundo os especialistas, o método tem um comportamento notável (veja Pironneau 

[37]. 
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A idéia é a seguinte: Suponhamos que a solução u do problema reduzido 

( 1.10) seja aproximada por funções polinomiais por partes, descontínuas sobre os 

lados dos elementos. Então, podemos introduzir um esquema upwind que calcula os 

valores da solução aproximada sobre cada elemento, de forma sucessiva e em uma 

ordem adequada que depende do fluxo, usando informações conhecidas em passos 

ant~riores (envolvendo certas integrais sobre os lados dos valores já calculados da 

solução aproximada). 

Umas das características importantes deste método é que pode ser aplicado 

a problemas dependentes do tempo usando triangulações espaço-tempo, cujas dis­

cretizações levam a esquemas de diferenças finitas explícitos e não-usuais, os quais 

apresentam boas propriedades de estabilidade e convergência superiores àquelas do 

método de Galerkin padrão. Para descrever o método no Problema (1.10), consider­

emos uma triangulação {Th} de n e o seguinte espaço de elementos finitos 

que descreve o espaço das funções polinomiais por partes sem exigência de con­

tinuidade sobre as fronteiras dos triângulos T da triangulação. Definamos 

(ãi')_ = {x E ãi': n(-;;) · ff <O} 
(ãJ')+ = {X E âT: n(-;;) · tJ;::: 0} 

onde n(-;;) denota a normal exterior unitária no ponto x da fronteira ãi' do triângulo 

T. Além disso, sejaS o lado comúm de dois triângulos Te T,. e v E Wh. Definimos 

para todo x E S, 

{v]= 1'+- v-

onde v-(x) = lim8 --o- v(x + stJ), v+(x) = lim8 __.o+ v(x + stJ). 

Então, o método de Galerkin-descontínuo consiste em achar uh = Í:r uh Ir da forma 

seguinte: 

Dado u-;; sobre (âT)_, achar uh tal que uhiT E Pk(T) e para todo v E Pk(T) 

tenhamos 

(3.35) 
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Para ilustrar o método damos a seguir dois exemplos, devidos a Johnson [23], Pag. 

197 e 198. 

Exemplo 1: Caso estácionario. 

Suponhamos que queremos aproximar a solução u o do problema 

sobre a triangulação da Figura 3.4. 

em n 
sobre r-

Figura 3.4 

(3.36) 

Suponhamos também que uf: é conhecida em (ãTI)_ U (ãT2)_ e é dada pela expressão 

_ { U1 + Vjx, Se -2 <X < 0 
uh= 

u2 + V2x, se o <X < 2 
(3.37) 

Com base nisto, vamos determinar uf: sobre (ãl'4 )_. 

Para isto, notamos que, como uh é conhecida sobre (8T1)_, podemos trans­

portar os seus valores pelas curvas características a um ponto qualquer no interior do 

triângulo T1 , isto é, 

ut; = uh(x, O) V (x, y) E T1 . (3.38) 
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Este argumento permanece válido ainda sobre o triângulo T2 ; temos, portanto, que 

8yuh =O sobre T1 e T2. 

Como achar uf: sobre (8T4 )_, é equivalente a determinar uf: sobre (8T3 )+, 

aplicamos o método de Galerkin-descontínuo sobre o elemento T3 , e temos que 

(8yuh,v)T
3

- f u~/1· fid8 =- f u;:v+/]. fid8 Vv E P1(T3 ) 

~(ér.ra)_ ~(ér.ra)_ 
(3.39) 

Se v(x,y) = w(x) onde w(·) é um polinômio de grau::; 1, então 8y1' =O. Utilizando 

a fórmula de Green (2.6) temos que 

(8yuh, v)Ta =- f uhvf3nds = f uf:vf3nds + f utvf3nds 
~( ér.ra) ~( ér.ra) _._ ~( ér.ra )_ 

substituindo esta última expressão em (3.39) temos que 

Logo, temos 

f u-;;v/1 · fids = 1/J · iij f uf:vds. 
~(ér.ra)+ ~(ér.ra)_ 

Agora, uma vez que/]· ii é constante, temos que 

f u-vds = f uf:vds. 
~(ér.ra)+ }(ér.rs}_ 

(3.40) 

Como ( 8T3) _ é o lado comum entre T1 e T3, podemos usar a parametrização 

{

X= S, 

y = - 8, com - 1 < s < O. 

Quando consideramos o lado comum entre T2 e T3 usamos a parametrização 

{

X= S, 

y = s, com O < 8 < 1. 

Concluímos então que 

~tr.ra)_ uf:vds - J~ 1 u;:(x,O)vds. 
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Finalmente, obtemos 

(3.41) 

na qual tomaremos v = 1 ou v = x Substituindo v = 1 e depois v = x em (3.41), 

temos que 

u
3 

_ UJ+V2 + V2-V1 
2 4 

tT = U2-U1 + V1+V2 
V3 2 2 • 

Na forma matricial, podemos reescrever a solução como 

( u3 ) = ( 1/2 -1/4 ) ( ui ) + ( 1/2 1/4 ) ( u2 ) 
~ -1/2 1/2 VI 1/2 1/2 ~ 

Observa-se que, de (3.40), u;;(x, 1), -1 < x < 1 pode ser interpretada como a projeção 

em L2 de u;; ( x, O) sobre o espaço de funções lineares por partes definidas em ( -1, 1). 

Assim, 

Note-se que a solução analítica do problema (3.36) é 

u(x, 1) = u(x, O)= g(x). 

Exemplo 2: Um problema dependente do tempo. 

Neste exemplo, ilustramos o método de Galerkin-descontínuo para um prob­

lema dependente do tempo, usando uma triangulação espaço-tempo. Para isto, con­

sideremos o problema 

I 
8tu + "f8xu _- O (x, t) E R x_ R+ 

u(x,O) g(x) xER, 

(3.42) 
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onde (3 = (T, 1) é constante e O :S "f :S 1. Definamos agora a triangulação de elemen­

tos finitos Th espaço-tempo por 

n =O, 1, 2, 3· · · e i= ... -3 -2 -1 o 1 2 3 .. ·} 
' ' ' ' ' ' ' ' ' 

onde T~ é um triângulo com vértices (xí-1. tn-I), (xí, tn_I), (xi, tn) e os vértices de 

T~ são (xi-I. tn_I), (xi-1, tn), (xi, tn), onde · 

X = ih i=···,-3,-2,-1,0,1,2,3,··· 

tn = nh n = O, 1, 2, 3, · · · 

Para uma melhor compreensão. veja a Figura 3.5. 

Figura 3.5 

calcular uh sobre qualquer triângulo T = T~ se uh(-, tn-d for conhecida e, então, 

resolver (3.33) para T = T~ obtendo uh"(·, tn)· É possivel representar a solução 

aproximada do método de Galerkin-Descontínuo como 

uh" C tn) - Ghuh"(·, tn-1) , n ~ 1 

uh"(·, O) - IIhg, 
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onde Gh: Wh ~ Wh é um operador linear que independe de n e ITh denota a projeção 

L2 no espaço Wh, que é definido por 

Notamos que a representação (3.43) é explicita. Passaremos a explicitar o operador 

Gh· 

Como "'( foi escolhido em [0, 1], podemos resolver (3.35) sobre o triângulo 

T =r: seu;;- (x, tn-1) é conhecida para X E (xi-b xi)· Logo 

Uh= u;;-(x- "Y(t- tn-1), tn-t), (x, t) E Tft (3.44) 

Aplicando (3.35) sobre T;;i, para todo v E Pk(T;;i), temos que 

1 (âtuh + "'fÔx·uh)vdx -1 u~viJ· iids = -1 ·u;;-viJ· iids. 
(T~) (ar~)_ <ar:,>_ 

(3.45) 

Escolhendo v(x, t) = w(x - "'(t), onde w é um polinômio de grau ~ k sobre IR. 

Aplicando a fórmula de Green (2.6) e levando em conta que a função v(x, t) satisfaz 

Btv + "'fÔxV =O, temos que (3.45) pode ser escrita como 

1 u;;-viJ· iid~ = -1 u;;-viJ· r7d~ 
(aT~)_ (8T~)_ 

(3.46) 

Usando (3.44) e fazendo cálculos similares aos feitos no Exemplo 1, temos finalmente 

que 

1~: 1 [u;;-(x, tn)- u;;-(x- "'(h, tn-1)]w(x- )tn)dx =O 

Como w é um polinômio qualquer de grau ~ k, temos que 

onde G denota o operador solução exata 

(Gv)(x) = v(x- "'(h). 

Definamos 

un(x) = [U}, u:r, .. ·, ur]T, 
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onde 

- uh(x, tn) 

- hBxuh (x, tn) 

k [Jk -
= h Bxk uh (x, tn) 

onde X E {xi+l/2 =(i+ 1/2)h, i= o o o' -2, -1,0, 1, 2,3, o o·}. Temos que un define 

uh(·,tn) de maneira única sobre (xi,Xi+I)· Como uh(-,tn-d é determinada univo-

camente sobre (xi-t.Xi), quando uh(·,tn_ 1 ) é conhecida sobre (xi_ 2 ,xi), temos que 

(3.47) corresponde a um esquema de diferenças finitas da forma 

(3.48) 

onde A17 A2 são matrizes de ordem (k + 1) x (k + 1). Obtemos desta forma uma 

extensão usual do esquema a todo ponto x E IR. Nota-se que quando k =O, temos 

e, portanto, (3.48) corresponde a um esquema upwind usual 

e, se k = 1, temos que 

A2 = 1 . ( 
1 1/2(1-ry) ) 

-6(1 - ry) -3 + 6ry- 2ry2 

O método de Galerkin-descontínuo foi apresentado pela primeira vez num 

trabalho de Lesaint e Raviart [31], onde foi aplicado a uma equação de Transporte 

de Neutrons. Lesaint e Raviart obtiveram uma estimativa de erro da forma 

(3.49) 
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a qual não é ótima. Mais tarde Johnson e Pitkiiranta [27), assumindo que a trian­

gulação Th é quasi-uniforme e usando a seguinte estimativa de estabilidade 

(onde Es indica a soma sobre todos os lados S dos triângulos {Th} ), obtiveram uma 

melhor estimativa da forma 

(3.50) 

onde w;+I (O) denota o espaço de Sobolev usual das funções com derivada de ordem 

(k + 1) em Lp(O). A estimativa (3.50) é melhor do que a estimativa (3.49) pois 

permite usar polinômios constantes por partes. Ela foi obtida utilizando-se técnicas 

variacionais e de Fourier. "Usando um método de análise diferente, Richter [39] obteve 

uma estimativa do tipo 

(3.51) 

Observamos que (3.51) é uma estimativa de tipo otimo, requerendo uma derivada adi­

cional da função u. Na análise feita por Richter, é feita distinção dentre os triângulos 

da malha, segundo o caso do fluxo iJ entrar no elemento por somente um lado (ele­

mentos de tipo 1) ou por dois lados (elementos do tipo 2) (veja a Figura 3.6). 

I 
Elemento Tipo 1 Elemento Tipo 2 

Figura 3.6 
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Além disso, Richter assume curiosamente a condição 

o que indica que a malha não deve estar na direcção do fluxo. A necessidade disto 

foi confirmada experimentalmente por Peterson [36], usando a mesma equação e uma 

triangulação similar àquela do Exemplo 1, com g(x) = x2 . 

O trabalho de Richter sugere, que nos elementos de tipo 2, é produzido um 

amortecimento do erro que é responsavel pela taxa otima de convergência em (3.51). 

Este método apresenta caraterísticas de estabilidade e de aproximações similares ãs 

do método streamline-diffusion, que apresentaremos na próxima seção. 

3.3 O Método Streamline-Diffusion 

3.3.1 Apresentação do Método 

Agora vamos a apresentar o método de streamline-diffusion, que também é 

conhecido como método SU /PG, aplicado às equações hiperbólicas do tipo transporte 

(como a equação do Problema Reduzido (1.10)). Consideremos o problema 

{ 
iJ · V' U + O"U = f em f2 

u = g em r_, 

onde r_ e r+ são definidos como no Capítulo 1. 

Além disso, nesta seção estaremos supondo que exista Cf > O tal que 

1 ~ 

o- - "2div(f') :2: Cf > O. 

(3.52) 

Para obtermos o método streamline-diffusion, tomamos o método de Petrov-Galerkin, 

com condições de fronteira impostas de forma fraca, e com funções teste da forma 

v+ h/J · V'v, com v E l;h. 

Também, para não sobrecarregar a notação, vamos escrever u13 em vez de 

V' u · iJ e f' para indicar o vetor /i. 
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Então, o método streamline-díffusion corresponde a 

Achar uh E Vh tal que 

(3.53) 

(a notação usada é a mesma do Capítulo 2). Observamos que ~formulação variacional 

de (3.53) satisfaz o requerimento do método de Petrov-Galerkin, quer dizer que, se uh 

for substituída pela solução contínua de (3.52), então a relação (3.53) ainda é válida. 

Este fato é importante , já que isto significa que o método não está baseado em um 

problema modificado que produz uma perda de precisão já no início do processo de 

discretização. 

Para analisar o método, definimos a forma bilinear 

(3.54) 

e o funcional linear 

F(v) = (f,v+v13 )- (g,v)_ (3.55) 

Pondo 

como notação para o erro cometido e usando as relações (3.52) e (3.53), temos a 

seguinte equação para o erro 

B(e, v) =O V v E Vh (3.56) 

Provaremos agora a propriedade de estabilidade da forma bilinear B(·, ·), o que 

fornecerá uma norma útil para obtermos uma estimativa do erro global. 

Lema 3.3.1 : Para qualquer v E H 1(D.) e h suficientemente pequeno, temos 

B(v, v)~ C_lllvlll 2
, 

onde lllvlll = [hllvt3il
2 + õ'llvll

2 + !lvl2
] 
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Demonstração: Para todo v E H 1 (f2) temos que 

B(v,v) = (v13 +av,v+hv13 )- (v,v)_ 
= (v.a, v)+ (av, v)+ hllv!311 2 + h(at•, v,9)- (v, v)_ 

Usando a fórmula de Green (2.6), temos 

(v13 ,v) =-~(v, v)- ~(v,div(fJ)v). 

Levando em conta que 

~(v, v)- (v, v)_ - ~(v, v)++ ~(v, v)_- (v,v)_ 
~(v,v)+- ~(v,v)_ 

- ~lvl2 

já que /3 . n 2: o em r+ e /3 . n < o em r-. 
Assim, (3.54) torna-se 

B(v,v) - ~lvl
2 + (av,v)- ~(v,div(f3)v) + hllvt3112 + h(av,v13 ) 

~lvl
2 +(v, a- ~div(f3)v) + hllvi3ll2 + h(av, v.a) 

Como a- ~div(/3) 2: O'> O, temos que 

1 2 2 
B(v, v) 2: 2lvl + al!vll + h(av, v13 ). 

Agora, valem 

e 

Portanto. 

B(v,v) > ~lvl
2 + allvll2 + hllvt3112- hllaiiLJivllllvpll 

> ~+(a- ~llalli"'JIIvll
2 + ~llv.all 2 

> ~lvl
2 + (20'- hllviiLcxJIIvll2 + hllvi3ll2 

Escolhendo h suficientemente pequeno tal que 20'- hllallioo 2: 0', vem que 

1 2 2 2] B(v, v) 2: 2[41vl + allvll + hllv.all . 
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Portanto, B(v,v) ~ lllvlll2. 

Observamos que, pela presença do termo llvt311, a forma bilinear acima tem melhor 

estabilidade do que a forma bilinear do método Galerkin-Padrão. 

Agora estamos em condições de provar a seguinte estimativa básica de erro global 

Teorema 3.3.1 :Sejam uh satisfazendo (3.53) eu satisfazendo (3.52), então 
• 1 

h 2 2 1 h2 2 k l 
[hi!V(u- u ) · /JII + allu- uhll + 2lu- u I] ~ Ch +2 llullk+1 (3.59) 

Demonstração: Seja iih o interpolante de u que satisfaz as propriedades (2.19) e 

(2.20). Escrevendo 

(h= u- uh, 

eh =uh- uh , 

e usando (3.54) e (3.57) com v = e, temos que, para quaisquer E, a, E*, a* maiores 

que zero, 

Clllelll2 
~ B(e, e) - B(e, (h)- E( e, eh) = B(e, (h) 

(et3,(h) + h(et3,(~) + (ae,(~) + h(ae,(~)- (e,(h)_ 

< ~EIIet311 + iJChll
2 

+ ~bllet311
2 + : 6 11(~11

2 + ~ llaell
2 

+ 2!.I1Chll
2 + ~b* l!aell

2 
2 ~.11(~11

2 + ~'TIChl 2 

Tomando E= c~, b =~'E*= f,., b* = C/2h, 'T = 1/4, c= 1/C, temos que 

Cllell 2 < B(e,e) ~ c:llet3ll 2(ch-l + C)li(hll
2 + (ch2 + Ch)IIC~II 2 

+ ~callell2 + ile12 + cl(~l2 
- (c:llet3ll2 + ~cõ'jej2 + ilel2) + (ch-1 + C)jj(hll2 

+ (ch2 + Ch)jj(~ll2 + cj(hl2 

Usando (2.19) e (2.20) temos llell 2 
~ Ch 2 k+Ijjujj~+I' 

Observação: O "gap" numérico de uma estimativa de erro num método numérico 

édefinido como se segue: suponhamos que s E R é tal que existam constantes C > O 

e r E R tais que 

Então, definimos o "gap" numérico como o número r - s. 

Assim, os "gaps" nos métodos de Galerkin-padrão e diferenças finitas para problemas 
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lineares hiperbólicos de transporte têm valor 1. O método streamline-diffusion tem 

precisão maior, com "gap" igual a ~, ainda que estimativa não seja ótima. 

Para problemas de tipo elípticos o método de Galerkin-padrão tem "gap" zero. 

3.3.2 Um Resultado de Localização 

Vamos provar um resultado de localização pra o método streamline-diffusion, 

quando iJ constante, com liJI = 1. Dada uma triangulação sobre n, o espaço de 

elementos finitos vh considerado será o espaço das funções contínuas sobre n e que 

são polinômios de grau k = 1 sobre cada triângulo da triangulação. 
~ 

Este resultado pode ser generalizado para o caso k 2:: 1 e f3 variável; para isto consulte-

se Niivert [35], que mostra que a solução numérica produzida pelo método streamline­

difusion apresenta um comportamento similar da solução exata do problema contínuo 

exceto em regiões localizadas ao redor das camadas de transição rápida (mas mesmo 

ali seu comportamento é bastante bom). Primeiramente consideramos a função peso 

'l/J(x) da forma 
O·x 

'l/J(x) = cp( "(h ). 

Aqui, 'Y > O é um parâmetro a ser escolhido mais tarde, no decorrer da 

argumentação. 

() E IR2 vetor unitário satisfazendo f3 · () > O. 

A função <p : IR --+ IR é a seguinte função de corte ( cut-off) com decaimento exponen­

cial (veja Figura 3.7): 

cp(r) = { 2- exp(r), 

exp( -r), 

57 

se r< O 

se r 2:: O 



r 

Figura 3.7 

A função <.p satisfaz as propriedades abaixo para r E JR. 

-<.p(r) >O 
<.p(r+s) 

Maxisi9 <.p(r) ~e 

cp(r+s) 
J\;Jaxisi9 cp(r) ~e 

cp(r) ~ <.p(r) 

I<P(r)l ~ -cp(r), r# O, 

onde os pontos indicam derivadas. 

A função 1/J satisfaz para todo x E JR2
• 

1/J(x+y) ~ 
A1 axiYi:S"'h 1/J(x) ...::: e 

'l/Jf3(x+y) 
.MaxiYi:S"Yh 'l/J{3(x) 

/3·0 ().x 
'lj;8 (x) = -h cp( -h ) < O 

. "Y "Y 

-7/J13(x) ~ ("Yh)- 11/J(x) 
1 

'l/J11 (X) S - {3 , () 1/J {3 (X) 

c ID0 1/J(x) I ~ -/3. () ("Yh) -Ilj;13(x) 
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onde o vetor 7] = (/32 , -/31 ) é um vetor unitario perpendicular ao vetor /3 e a expressão 

D 0 '1jJ(x), com a= 2, indica quaisquer das seguintes derivadas de segunda ordem 'I/J{3{3• 

'I/J{371 (x), l/J7171 (x). As propriedades (3.66)-(3.60) são conseqüência das propriedades 

(3.60)-(3.64) para r.p. Além disso, usamos a notação seguinte: 

1 

llvii1P - [fn v2'1/Jdx J 2 
1 

lvi1P - [frv2 1/3 · nlwds)2 

lllviii1P - [ 2 2 ll hllvf3111P + llvllu1f-1P ~ + ~ lvlv· 

Agora estamos preparados para mostrar o resultado seguinte, obtido por Johnson, 

Navert e Pitkaranta [24]. 

Teorema 3.3.2 : Suponhamos que '1/J satisfaz as propriedades (3.66}-(3.10). Se 1 é 

suficientemente grande, existe uma constante C tal que, se w E Vh e 

B(w, v) = (f, v+ hvf3) Vv E Vh, (3.71) 

então lllwiii1P :S Cllfii1P· 

Antes de provar o resultado acima, faremos alguns comentários. 

A relação lllwiii1P :::; Cllfii1P mostra que o efeito de uma fonte no problema discreto 

decai como exp( ~~) na direção crosswind, onde d é a distância da fonte. Este resultado 

pode ser resumido em uma estimativa de tipo local 

(3.72) 

onde w c u e a distância de um ponto X E lV a n \ué O(hlog(k)) nas direções 

não ortogonais a /3 e O(h~log(k)) na direção crosswind: 

Se X E u, X= X- s/3 com s >o tal que X E n, então X E U. Em outras palavras, 

8U _ c r_ (consulte-se a Figura 3.8 abaixo), onde 8U _ denota a parte da fronteira 

de U onde entra o fluxo. 
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r_ 

Figura 3.8 

/ 
/ 

/ 

Observamos que este resultado implica que o efeito de uma descontinuidade da solução 

exata sobre uma característica ficará limitada a uma região de largura O(ht log(*)) 

ao redor da característica (camada numérica), e não polui globalmente a solução 

numérica. Observamos também que o decaimento na direção crosswind é mais lento 

do que na direção upwind. Isto mostra que o problema na direção crosswind ainda 

persiste. Este fato possivelmente esteja refletido na estimativa de erro que é não 

ótima. com a perda de um "gap" igual a um ~· Existem tentativas de trabalhar de 

modo a melhorar o decaimento na direção crosswind (veja. por exemplo. Johnson et 

al: [26], Niijima [32]). 

Mostraremos agora como se produz o decaimento nas direções não ortogonais a {3, a 

partir da expressão lllwlll?/> ~ Cllfllt~>· 

Consideramos uma função f com suporte em 

Hd = {X E IR2 : () . X ~ d} , 
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com d > O (veja a Figura 3.9). 

Figura 3.9 

Então, 

Mas () · x 2::: d implica -{} · x ~ -de obtemos que 

Logo, 

Como '1/J > 1 em H_ = { x E IR? : () · x < O} significa que o efeito em H_ de uma fonte 

com suporte em Hd decai como O( exp( ~~)). 

Observamos que a condição (} · x > O para definir a função peso permite obter este 
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decaimento na direção -0 com componente positiva na direção upwind -(3. 

Demonstração do Teorema: Consideramos a fórmula de Green da forma seguinte 

. Assim, temos que 

A expressão (3.73) é equivalente a 

e 

1 

2 ( w, w'ljJ) - ( w, w'ljJ) _ 
1 1 

2 (w, w'ljJ) - 2 (w, w</J) _ 

~lwl~ 

Pondo as relações (3.74) e (3.75) na fórmula de B(·, ·),temos 

B(w,w'I/J) - ~lwl! + ~llwfw 13 + llwll!11, + hllw!311!. + h(w!3,w'ljJ!3) 

+ h(aw, (w'I/J)f3) 

> lllwlll! + h(wf3, w'I/Jf3) 

Agora, por (3.67), temos que 

jh(w13, w'I/Jf3)1 - h fn wf3( -'ljJ13)~w( -'I/Jf3)~dx 
1 1 

< h [f 0 w~-1/Jf3dx]'2 [f0 w2 (-1/Jf3)dx)2 

- hliwf3il_,p
13

l!wll_w13 ::; ~E liwf3ii~w 13 + ~ 11Vwll~ 11 • 13 • 

Escolhendo E = 4 e usando as propriedade de '1/J, temos 

Agora, 
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e, usando (3.68), temos que 

jh(O"w, w1);13)l = I L O"w2( -'I/J13 )dxl ::; )- 11 L O"w21j;dxj ::; ,-1 llwll!,p 

e 

lh(O"w, w131/J)I - hl fn ../(iijjww13../(iijjdxl 
1 1 

< h Un O"lj;w2dx J 2 Un w~O"lj;dx J 2 

< hllwllutt>llwi3llutt> 

< ~ llwll!tt> + :.S llwi3ll!,p + /- 1 llwll!tt>. 
Logo, compensando estes termos e escolhendo b = 1;,, temos que 

12 3 2 1 1 2 h I 2 
B( w, wlj;) ?: 21vl,p + 4Jiwll_wi3 + ( 2 - ,- ) llwlluw +h( I - 2 + 4,- ) llwi311w' 

e para 1 suficientemente grande tal que~ ?: (~- ,-1), temos que 

12 1 1 h 1 2 
B(w, wlj;) ?: 2iwlw + (2- ,- )llwll_t/>

13 
+ h(l- 2 -4,- )llw13 11w· 

Concluimos que B(w,wlj;)?: Clllwlllw, onde a constante C vale 

C= min { (~- ,-1
), (1- ~- 41-1

)}. 

Seja agora (w11')h E vh o interpolante usual de W'I/J nos nós de {Th},então 

e temos que 

B(w,wlj;) = B(w,wlj;- (wlj;)h) + (!, (wlj;)h + h(wlj;)~. (3.76) 

Faremos primeiro uma estimativa para o termo ( w13 , wlj;- ( wlj; )h) incluído na expressão 

B(w, w'I/J- (wlj;)h). Temos que 

(3.77) 

por um resultado análogo a (2.19) para um triângulo T, juntamente com (3.65). 

Somando sobre todos os triângulos, temos 

Jlwlj;- (wlj;)hll~-1 ~ Ch4 L L JID0 ('l.U1b)JI!-1 (3.78) 
TETh joj=2 
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Como a função w é linear sobre cada TE {Th}, temos que 

llw1/J- (w1/J)hll~-1 < Ch4 (llwJ31/Ji3ll!_1 + llw7J1/Ji3ll!-1 + llwi11/J7JII 2 

+ llw7Jt/J7JII!-1 + L llwOot/JII!-1) 
lul=2 

Agora, estimaremos os termos da direita de (3.79): usando {3.68), temos que 

llwJ31/l.all 2 
- L w~1jl~1jldx ~ L w~(rh)- 2 1jl 2 1jl- 1 dx 

(3.79) 

- (rh)-2 .lo w~1jldx = (rh)-2 llwi3ll! (3.80) 

Portanto, 

Lembramos agora a chamada estimativa inversa, Ciarlet [6]: 

e, usando (3.68), temos 

llw7)1/J.all!-1 ~ ch-2 L w21/J.adx ~ or-l h-3 L w21jl1jl-11/J.adx. 

Então, temos que 

e, portanto, 

llw71 tb7JJI_tt, 1 + llw.at/J7JII!. 1 - In (w1JtjJ13 )
2
t/J-1dx +In (w13 tjJ1J)

2
tjr1dx 

< Ch-2 In w 2 1jl~1jl- 1 dx + Ch-2 In w21jl1J'IjJ- 1dx 

< C h-I In w2'1jJ~'IjJ-Idx 
< c "'-I h-3 In w21/Jt3dx 

- c"f-lh-311wll~,pfl· 

Para um valor conveniente de "', concluímos então que 
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Finalmente, por (3.67), temos 

L:lal=211wDawf,p-l - L:lal=2 Jn w2(Daw)2'1j;-Idx 

e, assim, 

< L:lal=2 ('yh)-2 9~13 fn w2( -1/J/3)21/J-Idx 

< O-y-Ih-31!wf1P!3 

L llwDQ'I/JII~,p-1 ~ c')'-lh- 3 llwii~1Pi3 (3.85) 
Jal=2 

Usando as estimativas (3.81), (3.83), (3.84), (3.85), a expressão (3.78) torna-se 

Para 1 suficientemente grande e h pequeno, temos que 

com a constante C*= max { cf'-1
, CC}. 

Pela desigualdade de Minkowsky, temos 

Então, a estimativa para (3.77) é 

l(w13,w1/J- (w'I/Jtl < Ch~('y) --.} [h~!!w/311-1/! 13 ] l!wt3!1/> 

- Ch~')' -/ [h~l!w/311! + l!w-~t·alll!w/31! 11 .] 

< C')' -21 1!!wl!!,p 

Concluímos que 

e 
r. b ..;Ti 2 ..;Ti 2 

v nl!awii1/JIIwi!_1/J
13 
~ - 2-!lawll,p + 2XIIwll_,p13 

Escolhendo agora f = * e b = 7h, obtemos 

1 2 h 21 I 2 
h!lawi!1/JIIw13 ll,p ~ 2!1awl!,p + 211w!31!,p ~ 21!w! u,P + hl!w/3111/1' 
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r. 1 2 h 2 1 2 vnjjawii1PIIwi3IIV> ~ 211awi11P + 2llwll-v11 ~ 211wllutt + llwll~ 
Somando (3.87) e (3.88), obtemos 

hl!awll 11.llwt3111J> + Vhllawll,pllwi311v < hllwt311! + llwlluV>-~ 

~ hllwt311! + llwll 1711 ,_~ + !lwl! - lllwlll! 

(3.88) 

A função peso 1/J definida antes· da prova do teorema permitiu obter o decai-

mento nas direções não ortogonais a {3. Para obter o decaimento na direção crosswind 

TJ, define-se a função <I> como sendo 

(3.89) 

Observa-se que W 13 é identicamente nula, o que impede que se usem as relações (3.67) 

e (3.68). 

A função (3.89) satisfaz (3.69) e (3.70) e, além destas, uma propriedade suplementar: 

Usa-se então o mesmo raciocínio anterior para concluir que os efeitos decaem como 

O(e(~)) na direção crosswind. 

Observações: 

1. A hipótese de de {Th} ser quasi-uniforme não é essencial, pois a formulação 

utilizando streamline-diffusion pode ser generalizada da forma seguinte: 

(3.90) 

com 6 = ht o maior diâmetro dos elementos da malha. Neste caso o resultado 

do Teorema 3.3.2 ainda é válido e o resultado de localização pode ser estendido 

para o caso de famílias de triangulações {Th} localmente quasi-uniformes, isto é 

famílias para as q\].ais existe uma função suave H(x) tal que: existem constantes 

positivas c e C tais que 

H( ) J.. ChH( ) TIDoH(x)l C n I I ch x ~ '"t ~ x , x E H ( x) ~ x E H a ~ 2 
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Nestas condições, o equivalente do Teorema (3.3.2) pode ser demonstrado uti­

lizando a função peso 1./J definida como 1./J(x) = t.p('l~(:r)), para obter o decai­

mento nas direções ortogonais a /3 e 1./J ( x) = t.p( "'Z:(:r)) para obter o decaimento 

na direção crosswind. 

2. No caso E = O e /3 constante, fazendo (f = mínxEno-(x), a estabilidade do 

problema discreto com controle na norma L 2(n) pode ser obtida do Teorema 

(3.3.2), escolhendo a função peso 

- 1 
1./J(x) = - 2 exp( -2(1 + lal)/3 · x)tb(x), 

l/31 
onde 1./J(x) é definida como antes. 

Observamos aqui que 1./J:::::; CJ'Ij;- ~'1/J,a e disto obtemos 

A estabilidade L2(n) é obtida pela presença do termo 11 · llu~-~~ 13 na norma 

111· 111~· 

3. Quando o fluxo /3 não é constante, o parâmetro ó pode ser escolhido como 

Ó={ ~' o, 

onde Pt é um ponto do triângulo T. 

se ht :::::; li3(h)! 

se ht 2: I.B(~t)l 

A condição ht > li3(~t)l significa que existe predominância do termo convectivo 

no elemento TE Th. 

No caso ó = O observamos que é aplicado o método de Galerkin-Padrão nas 

regiões de maior difusividade. 
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3.4 Problema de Convecção-Difusão 

Nesta seção estamos interessados em tratar o "Problema Completo", isto é, 

aquele com O < f « h: 

sobre n 
em r_, (3.91) 

onde assumimos que g é identicamente nula para facilitar a exposição. Para obter a 

formulação variacional do problema (3.19), consideramosa função teste v+ bv13 com 

v E Vh. Procedendo como antes, o problem torna-se então: 

Achar uh E Vh tal que para toda v E Vh tem-se 

(3.92) 

Aqui fazemos b = C h, se f < h com C suficientemente pequeno e a ser escolhido conve­

nientemente, e b =O se t: 2:: h. O termo (6uh, v13) é definido como ErET,. fr 6uhv13dx, 

já que as funções 6uh e v13 estão bem definidas no interior de cada triângulo. Ases­

timativas obtidas anteriormente no caso f = O e o resultado de localização podem ser 

estendidos para o método (3.92) com f « h. 

A forma bilinear B€(·, ·) definida por 

(3.93) 

possui boas propriedades de estabilidade. De fato, aplicando a estimativa inversa 

(3.82) temos que 

1 
Denotamos "f = C b h _1 , obtemos que 

t: C 2t:bh-2 

lfb(6u, u/3)1 ~ 211Vull 2 + 
2 

bllu/311 2 (3.94) 
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Fazendo u =v em (3.93) e usando (3.94), vem que 

Bc(u, u) -Eb(D.u, u13) + E!IV'ujj2 + (u13 +cru, v+ bv13 ) 

- -Eb(D.u, Uf3) + EIY'II2 + hilui3ll2 + crilull2 
f 2 t:bh-2 2 2 2 2 

> -211Vull - C-2-óllu/311 hllu/311 + <rllull + t:IIY'ull 

> ~ IIV'ull2 + <rllull2 + (1- t:óh~2C2 )bllutlll2 

onde O' = minxEncr(x ). 

Definindo C tal que C 2C < ~, obtemos: 

e então vem o resultado, 

Observação: 

Para triangulações {Th} que não sejam necessariamente quasi-uniforme, pode-se es­

colher Ót = Cht, de tal forma que a establidade da forma bilinear B€(·, ·) não seja 

perdida. O método streamline-diffusion ainda apresenta alguns problemas na resolu­

ção de camadas internas e de fronteira quando elas existem no problema contínuo. 

Porém, este método tem um comportamento melhor do que outros métodos de ele­

mentos finitos. Um aspecto interessante deste método é que, ainda que os efeitos de 

transições rápidas no problema contínuo sejam propagados na direção as linhas de 

corrente ( streamlines), nem sempre esta direção é a direção upwind mais adequada 

para se ter um esquema eficiente. Para ver isto, consideremos o vetor Ci tal que 

ã = fi+ À.1Ti c.om 1Ti · V'uh = O. Então vale 

h ~ h 
â · V'u = [3 · V'u 

Isto quer dizer que a direção do vetor ii com o vetor w escolhido ortogonal ao V' uh 

ainda preserva a direção das linhas de corrente /J. Esta observação foi feita em 

[33], abrindo a possibilidade de melhorar o método streamline-diffusion. Para isto, 
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modifica-se a função teste v+bv13 acrescentando um novo termo; toma-se como função 

teste o seguinte: 

v+ bv13 + b{3 · Vv, 

uh 
onde 7J = --13-Vuh. Isto é, 7J é a projeção ortogonal de {3 sobre Vuh. 

1Vul2 
O termo adicionado em (3.95) é chamado de shock-capturing. Também 

1!31 = cos(B)If31, 

onde O é o ângulo formado pelos vetores Vuh e {3. 

(3.95) 

(3.96) 

De (3.96), observamos que quando Vuh e {3 são quase-ortogonais, o tamanho 

de 1!31 é quase nulo. Portanto,a atenuação do termo shock-capturing é quase-nula na 

direção crosswind. 

Pela presença do termo Vuh em (3.95), o método é não linear. Os parâmetros 

b e b são escolhidos de tal forma que 

e 

b =O( ~) 
1!31 

- h2 
b = 0(-2). 

1!31 
Para problemas dependentes do tempo, em [24] é definida uma única direção up-

wind apropriada. No caso estacionário, esta direção coincide com aquela do método 

streamline-diffusion com shock-capturing . 
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