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Instituto de Matemática, Estat́ıstica e Computação Cient́ıfica

Departamento de Matemática
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“mas como está escrito: Nem olhos viram, nem ouvidos ouviram, nem
jamais penetrou em coração humano o que Deus tem preparado para aqueles

que o amam.”(1 Co 2:9)
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Resumo

Nesta dissertação o principal objetivo é introduzir na categoria de re-
presentações torcidas de um quiver Q as definições e resultados já co-nhecidos
para categorias de representações de quivers. O conceito de re-presentações
torcidas foi introduzido por Gothen e King em [11] para estudar problemas
envolvendo fibrados vetoriais sobre variedades algébricas. King também mos-
trou em [16] que, sobre certas condições, as representações semi-estáveis de
um quiver são parametrizadas por uma variedade algébrica projetiva, nor-
mal, irredut́ıvel. Mostramos que o mesmo vale para representações torcidas
de quivers.

Nosso principal resultado, que é original, mostra equivalência entre
a categoria de representações M− torcidas de um quiver Q, RepMQ, e a
categoria de representações de um quiver Q̃, Rep Q̃, onde Q̃ depende de Q
e dos espaços de M . Essa equivalência nos permitiu desenvolver um pouco
da teoria já conhecida para Rep Q̃ na linguagem de RepMQ, reescrever re-
sultados clássicos como o Teorema de Gabriel e de Kac para a categoria de
representações torcidas e também relacionar RepQ com RepMQ.
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Abstract

The main goal of this thesis is to introduce for the category of twisted
representations of a quiver Q the definitions and results one already knows
for categories of representations of quivers. The concept of twisted repre-
sentations was introduced by Gothen and King in [11] to study problems
concerning vector bundles over algebraic varieties. King also showed in [16]
that under certain conditions, semi-stable representations of a quiver are pa-
rametrized by an irreducible, normal projective algebraic variety. We show
that we have the same results for twisted representations.

Our main and original result provides an equivalence between the
category of twisted representations of a quiver Q, RepMQ, and the category
of representations of a quiver Q̃, Rep Q̃, where Q̃ depends on Q and on the
twisting factors. With this equivalence we developed the existing theory of
representations of quivers for twisted representations, we rewrote classical
results like Gabriel’s theorem and Kac’s theorem for the category of twisted
representations and found a relation between RepQ and RepMQ.
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Introdução

Um quiverQ nada mais é do que um grafo orientado. Representações
de quivers estão intimamente relacionadas com representações de álgebras as-
sociativas. Na verdade é posśıvel mostrar que, se A é uma álgebra associativa
de dimensão finita, então a categoria de representações de A é equivalente à
categoria de representações de um quiver com relações. Este resultado pode
ser encontrado em [6]. Quivers também estão relacionados com álgebras de
Kac-Moody, que são álgebras de Lie de dimensão infinita. Dado um quiver,
podemos associar uma matriz de Cartan generalizada e dela construir uma
álgebra de Kac-Moody e um sistema de ráızes. Kac mostrou em [14] que
existe uma correspondência 1−1 entre as representações indecompońıveis do
quiver e as ráızes positivas do sistema associado à matriz de Cartan.

Em 1994, a partir do conceito geométrico de estabilidade, King defi-
niu em [16] estabilidade para módulos de dimensão finita sobre álgebras asso-
ciativas de dimensão finita, e construiu espaços de moduli de representações.
Ele mostrou que as representações semi-estáveis de um quiver, para um ve-
tor dimensão fixo, são parametrizadas por uma variedade algébrica projetiva,
irredut́ıvel e normal.

Em 2005, Gothen e King introduziram em [11] o conceito de repre-
sentação torcida de quivers. Eles estavam interessados em estudar fibrados
vetoriais com alguma estrutura adicional, e esses fibrados poderiam ser vis-
tos como representações torcidas de quivers numa categoria adequada. Por
exemplo, um fibrado de Higgs sobre uma curva algébrica X pode ser visto
como uma representação M -torcida do quiver de Jordan

•a 99

na categoria de fibrados vetoriais, onde M é um fibrado de linha sobre X.
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Neste trabalho, estamos interessados em adaptar as definições e re-
sultados já conhecidos sobre a categoria de representações de um quiver
para a categoria de representações torcidas de um quiver. Vamos ver que
os resultados são praticamente os mesmos, pois mostramos que existe uma
equivalência entre essas categorias. A existência dessa equivalência é nosso
principal teorema, e dele seguem outros resultados interessantes, como, por
exemplo, que a categoria de representações de Q é equivalente a uma subca-
tegoria plena da categoria de representações torcidas de Q. Dividimos essa
dissertação em três caṕıtulos que estão organizados da seguinte forma.

No primeiro caṕıtulo estudamos teoria de categorias. Começamos
com definições básicas e vemos resultados importantes que serão utilizados
em demonstrações dos caṕıtulos posteriores. Definimos também as noções de
categoria abeliana e categoria tensorial, pois nosso estudo de representações
e representações torcidas de quivers se restringe apenas a esse tipo de ca-
tegorias, mais precisamente na categoria dos espaços vetoriais de dimensão
finita. Terminamos o caṕıtulo com alguns resultados de álgebra linear que
serão úteis na demonstração de nosso teorema principal.

No segundo caṕıtulo estudamos quivers e representações de quivers.
Definimos a álgebra de caminhos associada a um quiver e vemos como a
categoria de módulos sobre essa álgebra está relacionada com categoria de
representações do quiver. Vemos também como montar um sistema de ráızes
a partir de um quiver e os resultados clássicos como o Teorema de Gabriel,
que classifica os quivers de acordo com seu grafo associado, e o Teorema de
Kac, que relaciona as ráızes com representações indecompońıveis.

Finalmente no terceiro caṕıtulo definimos representações torcidas e
demonstramos o teorema principal, nosso resultado original, que estabelece
uma equivalência entre a categoria de representações torcidas de um quiver Q
com a categoria de representações de outro quiver que é obtido a partir de Q.
Vemos que os resultados enunciados no caṕıtulo anterior para representações,
como os teoremas de Gabriel e Kac, também valem para representações tor-
cidas. Enunciamos e demonstramos esses resultados nessa nova linguagem,
bem como os novos resultados que obtivemos a partir do teorema. Para
finalizar, definimos o conceito de estabilidade para representações torcidas
e vemos como aplicar nosso teorema para calcular representações torcidas
indecompońıveis através de um exemplo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo vamos introduzir os conceitos necessários para o de-
senvolvimento desse trabalho.

1.1 Categorias

Vamos discutir algumas noções básicas de teoria de categorias. As
definições e resultados dessa seção podem ser encontrados em [10]. Outras
referências são [18, 12, 1].

Definição 1. Uma categoria C consiste em

1. uma classe Obj(C) cujos elementos são chamados objetos de C ;

2. uma coleção de conjuntos HomC(X,Y ), um para cada par de objetos
X, Y ∈ Obj(C), cujos elementos são chamados morfismos e são deno-
tados por ϕ : X → Y ;

3. uma coleção de aplicações

HomC(X, Y ) ×HomC(Y, Z) → HomC(X,Z)

para cada tripla de objetos X,Y, Z ∈ Obj(C). Uma aplicação dessa
coleção associa o par ϕ : X → Y , ψ : Y → Z a um morfismo de X a
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Z denotado por ψ ◦ ϕ ou ψϕ : X → Z, que é chamado composição ou
produto de ϕ e ψ.

As seguintes condições devem ser satisfeitas

(a) para cada objeto X ∈ Obj(C) existe um morfismo identidade

idX : X → X

tal que

ϕ ◦ idX = ϕ e idX ◦ ψ = ψ

se ϕ : X → Y e ψ : Y → X;

(b) a composição de morfismos é associativa , isto é, para ϕ : X → Y ,
ψ : Y → Z e ξ : Z → U temos

(ξψ)ϕ = ξ(ψϕ).

Vamos denotar HomC(X,Y ) por Hom(X, Y ) quando for claro no
contexto a categoria na qual estivermos trabalhando. Também denotaremos
por Mor(C) = ∪X,Y ∈Obj(C)Hom(X, Y ).

Exemplo 1. A categoria dos conjuntos denotada por Set é uma categoria
cujos objetos são os conjuntos, e dados dois conjuntos X,Y ∈ Obj(Set),
temos que Hom(X, Y ) é o conjunto de todos os mapas ϕ : X → Y . O
morfismo idX : X → X é a identidade, e a composição

Hom(X,Y ) ×Hom(Y, Z) → Hom(X,Z)

é dada de maneira usual.

Exemplo 2. Os grupos formam uma categoria cujos objetos são os grupos e
morfismos são os homomorfismos de grupos.

Exemplo 3. Espaços vetoriais também formam uma categoria, cujos objetos
são os espaços vetoriais e os morfismos são as transformações lineares.
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Definição 2. Sejam X, Y ∈ Obj(C) e ϕ : X → Y um morfismo. Dizemos
que ϕ é um isomorfismo se existe um morfismo ψ : Y → X tal que

ψ ◦ ϕ = idX e ϕ ◦ ψ = idY .

Nesse caso dizemos que X e Y são isomorfos.

Definição 3. Sejam C e D categorias. Dizemos que C é uma subcategoria
de D se

1. Obj(C) ⊂ Obj(D);

2. HomC(X, Y ) ⊂ HomD(X, Y ) para quaisquer X, Y ∈ Obj(C);

3. a composição de morfismos em C coincide com a composição de mor-
fismos em D, e se X ∈ Obj(C), o morfismo idX : X → X coincide com
o morfismo idX em D.

Definição 4. Seja C uma subcategoria de uma categoria D. Dizemos que C
é plena se

HomC(X, Y ) = HomD(X, Y )

para quaisquer X, Y ∈ Obj(C).

Definição 5. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante F : C → D
consiste em:

1. Uma aplicação entre Obj(C) e Obj(D) que associa X a F (X);

2. uma aplicação entre Mor(C) e Mor(D) que associa ϕ ∈ HomC(X, Y )
a F (ϕ) ∈ HomD(F (X), F (Y ))

tal que
F (idX) = idF (X), ∀X ∈ Obj(C),

F (ϕψ) = F (ϕ)F (ψ), ∀ϕ, ψ ∈Mor(C)

quando ϕψ for bem definido.

De modo análogo, definimos um funtor contravariante F : C → D,
exceto que F (ϕ) ∈ Hom(F (Y ), F (X)), para ϕ ∈ HomC(X, Y ) e F (ϕψ) =
F (ψ)F (ϕ), ∀ ϕ, ψ ∈Mor(C) quando ϕψ for bem definida.
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Exemplo 4. Dada uma subcategoria C e X ∈ Obj(C), o funtor

HX : C → Set

definido por

HX(Y ) = Hom(X, Y ) para Y ∈ Obj(C),

HX(f)(ϕ) = f ◦ ϕ
com f : Y → Y ′ e ϕ ∈ Hom(X, Y ) é um funtor covariante.

Nesse trabalho, quando utilizarmos o termo funtor, queremos dizer
funtor covariante.

Definição 6. Seja F : C → D um funtor entre duas categorias.

1. Dizemos que F é fiel se para quaisquer X,Y ∈ Obj(C) temos que

F : HomC(X, Y ) → HomD(F (X), F (Y ))

é injetivo;

2. dizemos que F é pleno se para quaisquer X, Y ∈ Obj(C) temos que

F : HomC(X, Y ) → HomD(F (X), F (Y ))

é sobrejetivo.

Definição 7. Sejam F,G funtores entre duas categorias C e D. Um morfismo
de funtores, f : F → G, é uma famı́lia de morfismos em D

f(X) : F (X) → G(X)

uma para cada X ∈ Obj(C), tal que para qualquer morfismo ϕ ∈ HomC(X, Y )
o diagrama abaixo é comutativo

8



F (X)
f(X) //

F (ϕ)
��

G(X)

G(ϕ)
��

F (Y )
f(Y )

// G(Y )

A composição de morfismos de funtores e o morfismo identidade
de funtores são definidos de maneira clara. Temos então que os funtores
entre duas categorias C e D formam uma categoria, que denotamos por
Funct(C,D).

Definição 8. Sejam F : C → D e G : C → D funtores entre categorias.
Dizemos que F e G são isomorfos se dado ϕ : F → G um morfismo de
funtores, existe ψ : G → F tal que ψϕ = idF e ϕψ = idG. Isto é equivalente
a dizermos que

ϕ(X) : F (X) → G(X)

é isormorfismo para todo X ∈ Obj(C).

Definição 9. Sejam C e D duas categorias e F : C → D um funtor. Dizemos
que F é equivalência de categorias se existe um funtor G : D → C tal que
GF é isomorfo ao funtor idC e FG é isomorfo a idD.

Nesse caso, dizemos que as categorias C e D são equivalentes, e
dizemos que o funtor G é quasi-inverso a F .

Teorema 5. Sejam C e D categorias e F : C → D um funtor. Então F é
equivalência de categorias se, e somente se,

(a) F é um funtor pleno e fiel;

(b) qualquer objeto Y ∈ Obj(D) é isomorfo a um objeto F (X) para algum
X ∈ Obj(C).

Quando ocorre a condição (b) dizemos que F é essencialmente sobrejetivo.
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Demonstração. Suponhamos que F : C → D seja equivalência de categorias
e seja G : D → C o funtor quasi-inverso. Como GF é isomorfo a idC e FG é
isomorfo a idD, sejam

f(X) : GF (X) −→ X, X ∈ Obj(C)

g(Y ) : FG(Y ) −→ Y, Y ∈ Obj(D)

os isomorfismos de funtores f : GF → idC e g : FG → idD. Se Y ∈ Obj(D)
temos que Y é isomorfo a F (X), onde X = G(Y ) ∈ Obj(C), logo vale (b).
Vamos mostrar que F é pleno e fiel.

Seja ϕ ∈ HomC(X,X
′). Temos que o diagrama

GF (X)
f(X) //

GF (ϕ)

��

X

ϕ

��
GF (X ′)

f(X′)
// X ′

é comutativo, isto é, ϕ ◦ f(X) = f(X ′) ◦ GF (ϕ), então podemos escrever ϕ
a partir de F (ϕ) da seguinte forma

ϕ = f(X ′) ◦GF (ϕ) ◦ f(X)−1 (1.1)

o que nos mostra que F é fiel. De modo análogo, temos que G também é fiel.
Vamos mostrar que F é pleno.

Seja ψ ∈ HomD(F (X), F (X ′)) e seja

ϕ = f(X ′) ◦G(ψ) ◦ f(X)−1 ∈ HomC(X,X
′).

Temos por (1.1) que ϕ = f(X ′) ◦GF (ϕ) ◦ f(X)−1 e como f(X ′) e f(X) são
isomorfismos,

GF (ϕ) = G(ψ).

Como G é fiel, temos que F (ϕ) = ψ, logo F é pleno.
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Reciprocamente, suponhamos que valem os itens (a) e (b) do teo-
rema. Queremos mostrar que existe um funtor G : D → C que é quasi-inverso
a F .

Seja Y ∈ Obj(D) e fixemos XY ∈ Obj(C) e o isomorfismo

g(Y ) : F (XY ) → Y. (1.2)

Vamos contruir o funtor G.

Seja G : D → C tal que G(Y ) = XY , ∀ Y ∈ Obj(D). Se ψ ∈
HomD(Y, Y ′), definimos

G(ψ) = g(Y ′)−1 ◦ ψ ◦ g(Y ) ∈ HomD(FG(Y ), FG(Y ′))

e por (a) temos que HomD(FG(Y ), FG(Y ′)) = HomC(G(Y ), G(Y ′)).

Mostremos agora que G é funtor. De fato, se ψ′ ∈ HomD(Y ′, Z),
temos

G(ψ′ψ) = g(Z)−1 ◦ (ψ′ψ) ◦ g(Y )

= g(Z)−1 ◦ ψ′ ◦ (g(Y ′)g(Y ′)−1) ◦ ψ ◦ g(Y )

= (g(Z)−1 ◦ ψ′ ◦ g(Y ′)) ◦ (g(Y ′)−1 ◦ ψ ◦ g(Y ))

= G(ψ′) ◦G(ψ).

Claramente

g = {g(Y )} : FG −→ idD

é isomorfismo de funtor pois por (1.2) temos que g(Y ) é isomorfismo para
cada Y ∈ Obj(D). Temos também que

g(F (X)) : FG(F (X)) −→ F (X)

é isomorfismo, para todo X ∈ Obj(C), e por (a),

g(F (X)) = F (f(X))

11



para um único isomorfismo

f(X) : GF (X) −→ X.

Logo, f = {f(X)} : GF → idC é isomorfismo de funtores e portanto

F : C → D

é equivalência de categorias.

Proposição 6. Seja F : C → D um funtor pleno e fiel entre as categorias.
Então C é equivalente a uma subcategoria plena de D.

Demonstração. Como F é pleno e fiel, considere D′ tal que

1. todos os objetos X ∈ Obj(D′) são da forma X = F (X), com X ∈
Obj(C);

2. todos os morfismos ϕ ∈ HomD′(X,Y ) são da forma ϕ = F (ϕ) com
ϕ ∈ HomC(X, Y ).

Então D′ é uma subcategoria plena de D. De fato, claramente D′ é uma
subcategoria de D, e se ϕ ∈ HomD(X,Y ) para X,Y ∈ Obj(D′) temos que
X = F (X), Y = F (Y ) com X, Y ∈ Obj(C). Como F é pleno e fiel, ϕ = F (ϕ)
com ϕ ∈ HomC(X, Y ), logo ϕ ∈ HomD′(X,Y ) e portanto HomD′(X,Y ) =
HomD(X,Y ), o que nos mostra que D′ é subcategoria plena de D.

Também temos claramente que F : C → D′, a restrição de F a D′,
satisaz o teorema (5), portanto F induz uma equivalência de categorias entre
C e uma subcategoria plena de D.

Definição 10. Uma categoria C é uma categoria linear sobre um corpo k(ou
k−linear) se para todo X,Y ∈ Obj(C), HomC(X, Y ) tem estrutura de espaço
vetorial sobre k e a composição de morfismos é k−linear, isto é,

(f + g)h1 = fh1 + gh1

12



h2(f + g) = h2f + h2g

(λf)h1 = f(λh1) = λ(fh1)

com λ ∈ k, f, g ∈ HomC(X, Y ), h1 ∈ HomC(U,X), h2 ∈ HomC(Y, Z).

Definição 11. Seja C uma categoria k−linear. Dizemos que C é

1. do tipo finito se possui uma quantidade finita de classes de isomorfismos
de objetos indecompońıveis;

2. do tipo manso se possui uma quantidade infinita de classes de isomor-
fismos de objetos indecompońıveis mas as classes podem ser divididas
em famı́lias e cada famı́lia está em bijeção com o corpo k;

3. do tipo selvagem se não for do tipo finito nem do tipo manso.

1.2 Categorias Abelianas

Definição 12. Sejam C uma categoria, X1, X2 ∈ Obj(C). Um objeto Y com
duas aplicações

i1 : X1 → Y e i2 : X2 → Y

é dito coproduto ou soma direta de X1 e X2, se vale a seguinte propriedade:

para cada objeto Z e quaisquer dois morfismos f1 : X1 → Z e f2 :
X2 → Z, existe um único morfismo f : Y → Z tal que

f1 = f ◦ i1 e f2 = f ◦ i2,

isto é, o diagrama abaixo é comutativo:

Y

f

��
X1

i1

>>}}}}}}}}

f1

// Z X2f2

oo

i2

``AAAAAAAA

(1.3)
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Esse coproduto é único a menos de isomorfismo e denotamos por

Y = X1 ⊕X2.

Se em uma categoria, quaisquer dois objetos tem coproduto, dizemos
que a categoria tem coprodutos finitos.

Definição 13. Seja C uma categoria. Dizemos que C é aditiva se

1. tem coprodutos finitos;

2. para quaisquer dois objetos X, Y ∈ Obj(C), o conjunto HomC(X, Y )
tem estrutura de grupo abeliano, e a aplicação composição

ϕ : HomC(X, Y ) ×HomC(Y, Z) → HomC(X,Z)

é bilinear, isto é,

ϕ(f1 + f2, g) = ϕ(f1, g) + ϕ(f2, g)

e

ϕ(f, g1 + g2) = ϕ(f, g1) + ϕ(f, g2),

onde f, f1, f2 ∈ HomC(X, Y ) e g, g1, g2 ∈ HomC(Y, Z);

3. a categoria tem um objeto zero 0 ∈ Obj(C). Esse objeto tem a propri-
edade que para cada X ∈ Obj(C), existem únicos morfismos

ϕ : X → 0 e ψ : 0 → Y,

para cada Y ∈ Obj(C).

Exemplo 7. A categoria dos grupos abelianos é uma categoria aditiva.

Definição 14. Sejam C uma categoria e ϕ : X → Y um morfismo, com
X, Y ∈ Obj(C). Definimos o núcleo de ϕ pelo par (K, k) onde K ∈ Obj(C),
k : K → X é um morfismo e ϕ ◦ k = 0 satisfazendo a seguinte propriedade:
para qualquer morfismo j : K1 → X tal que ϕ ◦ j = 0, existe um único
morfismo h : K1 → K tal que j = k ◦ h. Denotaremos por kerϕ = (K, k).
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Definição 15. Sejam C uma categoria e ϕ : X → Y um morfismo, com
X, Y ∈ Obj(C). Definimos o conúcleo de ϕ pelo par (K ′, c) onde K ′ ∈
Obj(C), c : Y → K ′ e c ◦ ϕ = 0 satisfazendo a seguinte propriedade: para
qualquer morfismo c1 : Y → K ′

1 com c1 ◦ ϕ = 0, existe um único morfismo
h : K ′ → K ′

1 tal que c1 = h ◦ c. Vamos denotar o conúcleo de ϕ por
cokerϕ = (K ′, c).

Definição 16. Sejam C uma categoria e X, Y ∈ Obj(C). Dizemos que ϕ é
um monomorfismo se

ϕ ◦ i1 = ϕ ◦ i2 =⇒ i1 = i2

para todo morfismo i1 : Z → X e i2 : Z → X, com Z ∈ Obj(C).

Dizemos que ϕ é um epimorfismo se

p1 ◦ ϕ = p2 ◦ ϕ =⇒ p1 = p2

para todo morfismo p1 : Y → Z e p2 : Y → Z, com Z ∈ Obj(C).

Definição 17. Seja C uma categoria e sejam X, Y ∈ Obj(C). Dizemos que
Y é subobjeto de X se existe um monomorfismo ϕ : Y → X.

Definição 18. Uma categoria C aditiva é dita abeliana se

1. Todo morfismo tem núcleo e conúcleo;

2. todo monomorfismo é o núcleo de seu conúcleo;

3. todo epimorfismo é o conúcleo seu núcleo;

4. todo morfismo pode ser expresso como a composição de um epimorfismo
e de um monomorfismo.

Exemplo 8. A categoria dos módulos sobre um anel R é uma categoria
abeliana. Em particular, se R é um corpo, temos que a categoria dos espaços
vetoriais é abeliana.
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Definição 19. Sejam C uma categoria abeliana e X ∈ Obj(C). Dizemos que
X é decompońıvel se existem objetos X1, X2 ∈ Obj(C) e aplicações

i1 : X1 → X e i2 : X2 → X

tais que X é a soma direta de X1 e X2.

O objeto X é dito indecompońıvel se não for decompońıvel.

Definição 20. Sejam C uma categoria abeliana e X ∈ Obj(C). Dizemos
que X é simples se seus únicos subobjetos são 0 e X. Temos então que todo
objeto simples é indecompońıvel.

Proposição 9. Seja F : C → D equivalência de categorias abelianas. Então
F preserva soma direta, isto é, se X,X1, X2 ∈ Obj(C) com X = X1 ⊕ X2

então F (X) = F (X1) ⊕ F (X2).

Demonstração. Sejam X,X1, X2 ∈ Obj(C) e suponhamos que X = X1 ⊕X2.
Então existem morfismos i1 : X1 → X e i2 : X2 → X tais que vale a
propriedade (1.3). Vamos mostrar que F (X) = F (X1) ⊕ F (X2).

Considere os morfismos

i1 := F (i1) : F (X1) → F (X)

e
i2 := F (i2) : F (X2) → F (X).

Sejam Y ∈ Obj(D) e ϕ1 : F (X1) → Y , ϕ2 : F (X2) → Y morfismos quaisquer.
Como C é equivalente a D sabemos que existem Y ∈ Obj(C) e ϕ : Y → F (Y )
isomorfismo.

Sejam
f 1 := ϕ ◦ ϕ1 : F (X1) → F (Y )

e
f 2 := ϕ ◦ ϕ : F (X2) → F (y).

Existem f1 ∈ Hom(X1, Y ) e f2 ∈ Hom(X2, Y ) tais que F (f1) = f 1 e F (f2) =
f 2, e como X = X1 ⊕X2 existe um único morfismo f : X → Y tal que

f ◦ i1 = f1 e f ◦ i2 = f2
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isto é, o diagrama abaixo comuta

X

f

��
X1

i1

>>||||||||

f1

// Y X2f2

oo

i2

``BBBBBBBB

logo, como F é funtor,

F (f)F (i1) = F (f1) e F (f)F (i2) = F (f2),

isto é, o diagrama

F (X)

F (f)

��
F (X1)

i1
::uuuuuuuuu

f1

// F (Y ) F (X2)
f2

oo

i2
ddIIIIIIIII

comuta. Seja g = ϕ−1 ◦ F (f) : F (X) → Y , onde ϕ−1 é o morfismo inverso
de ϕ. Então o diagrama abaixo comuta

F (X)

g

��
F (X1)

i1
::uuuuuuuuu

ϕ1

// Y F (X2)ϕ2

oo

i2
ddIIIIIIIII

(1.4)

De fato,

gi1 = (ϕ−1F (f))F (i1) = ϕ−1(F (f)F (i1))

= ϕ−1F (f1) = ϕ−1f 1 = ϕ−1(ϕϕ1) = ϕ1

e analogamente,
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gi2 = ϕ2.

Como f é único, F (f) é único e portanto g é o único morfismo tal que o
diagrama (1.4) comuta, portanto F (X) é soma direta de F (X1) e F (X2) e
F preserva somas diretas.

Corolário 10. Seja F : C → D equivalência de categorias abelianas. Então
X ∈ Obj(C) é indecompońıvel se, e somente se, F (X) ∈ Obj(D) é indecom-
pońıvel.

Demonstração. Suponhamos que X ∈ Obj(C) seja indecompońıvel e seja
G : D → C o funtor quasi-inverso de F . Se F (X) = Y1 ⊕ Y2 então
GF (X) = G(Y1) ⊕ G(Y2) e como X é isomorfo a GF (X) teŕıamos que X é
indecompońıvel, contradição.

Reciprocamente, suponhamos que F (X) é indecompońıvel. Segue
da proposição anterior que X é indecompońıvel.

1.3 Categorias Tensorias

As definições desta seção podem ser encontradas em [15].

Definição 21. Uma categoria C é dita tensorial (ou monoidal) se existe

1. um funtor

⊗ : C × C → C
chamado produto tensorial;

2. um objeto I ∈ Obj(C) chamado unidade;

3. três isomorfismos naturais

18



(a) associatividade:

αX,Y,Z : (X ⊗ Y ) ⊗ Z → X ⊗ (Y ⊗ Z)

para quaisquer X,Y, Z ∈ Obj(C);

(b) identidade à esquerda:

λX : I ⊗X → X, para todo X ∈ Obj(C);

(c) identidade à direita:

ρX : X ⊗ I → X, para todo X ∈ Obj(C).

Esses isomorfismos mostram que o produto tensorial é associativo e
possui I como identidade à direita e à esquerda. Eles devem satisfazer as
seguintes condições (chamadas condições de coerência)

(i) para quaisquer X, Y, Z, U ∈ Obj(C) o diagrama abaixo é comutativo

((X ⊗ Y ) ⊗ Z) ⊗ U
αX,Y,Z⊗idU //

αX⊗Y,Z,U

��

(X ⊗ (Y ⊗ Z)) ⊗ U
αX,Y ⊗Z,U // X ⊗ ((Y ⊗ Z) ⊗ U)

idX⊗αY,Z,U

��
(X ⊗ Y ) ⊗ (Z ⊗ U) αX,Y,Z⊗U

// X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗ U))

(ii) Para todo X, Y ∈ Obj(C) o diagrama abaixo é comutativo

(X ⊗ I) ⊗ Y
αX,I,Y //

ρX⊗idY ''OOOOOOOOOOO
X ⊗ (I ⊗ Y )

idX⊗λYwwooooooooooo

X ⊗ Y

Exemplo 11. Seja R um anel comutativo. A categoria dos módulos à es-
querda sobre R, R−Mod, é uma categoria tensorial com produto ⊗ e iden-
tidade R. Temos também que a categoria dos espaços vetoriais é tensorial,
pois é caso particular quando R é corpo.
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1.4 Alguns resultados de álgebra linear

Nos próximos caṕıtulos vamos utilizar alguns resultados de álgebra
linear que enunciaremos aqui. Como referência temos [17, 2].

Sejam k um corpo, V,W,M espaços vetoriais de dimensão finita
sobre k e L(V,W ) o espaço das transformações lineares entre V e W .

Lema 12. Existe um isomorfismo canônico entre L(V,W ) e V ∗ ⊗W .

Demonstração. Considere a aplicação

Φ : V ∗ ×W → L(V,W )

(f, w) 7→ Φ(f, w),

onde Φ(f, w)(v) = f(v)w, com f ∈ V ∗, w ∈ W e v ∈ V . Temos que

1. Φ é bilinear.

De fato, sejam f, g ∈ V ∗, w,w′ ∈ W , v ∈ V e λ ∈ k. Então

(λf + g)(v)w = ((λf)(v) + g(v))w = λf(v)w + g(v)w

logo, Φ(λf + g, w) = λΦ(f, w) + Φ(g, w). Também temos que

f(v)(λw + w′) = f(v)(λw) + f(v)w′ = λf(v)w + f(v)w′

logo Φ(f, λw + w′) = λΦ(f, w) + Φ(f, w′).

2. Para cada f ∈ V ∗ e w ∈ W , temos que Φ(f, w) ∈ L(V,W ).

De fato, sejam v, v′ ∈ V e λ ∈ k. Então claramente

f(λv + v′)w = λf(v)w + f(v′)w.
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Pela propriedade universal do produto tensorial, temos que à Φ cor-
responde uma aplicação Ψ : V ∗ ⊗W → L(V,W ), dada por

Ψ(f ⊗ w)(v) = f(v)w, f ∈ V ∗, w ∈ W, v ∈ V.

Vamos mostrar que Ψ é um isomorfismo.

Sabemos que dim(V ∗ ⊗ W ) = dim(L(V,W )). Suponhamos que
dimV = n e dimW = m e sejam {f1, . . . , fn} base de V e {w1, . . . , wm}
base de W . Existe uma base {f 1, . . . , fn} de V ∗ tal que f i(fj) = δij, e
{f i ⊗ wj} é base de V ∗ ⊗W com i = 1, . . . , n e j = 1, . . . ,m. Note que se
v ∈ V, então f j(v) é a projeção da j−ésima coordenada de v na base {fi}.
Observe também que para cada 1 ≤ i ≤ k ≤ n e 1 ≤ j ≤ m temos

Ψ(f i ⊗ wj)(fk) = f i(fk)wj = δikwj

logo a matriz m × n de Ψ(f i ⊗ wj) possui 1 na posição (ji) e 0 nas de-
mais. Então Ψ leva base de V ∗ ⊗W em base de L(V,W ) e portanto é um
isomorfismo como queŕıamos mostrar.

Lema 13. Existe um isomorfismo canônico entre L(V,W ⊗M) e L(V,W )⊗
M .

Demonstração. Pelo lema anterior, sabemos que L(V,W ⊗M) ≃ V ∗⊗ (W ⊗
M). Pelas propriedades de produto tensorial e usando novamente o lema
anterior temos que

L(V,W ⊗M) ≃ V ∗ ⊗ (W ⊗M) ≃ (V ∗ ⊗W ) ⊗M ≃ L(V,W ) ⊗M

de onde segue o resultado.

Lema 14. Existe um isomorfismo canônico entre L(M ⊗ V,W ) e M∗ ⊗
L(V,W ).

Demonstração. De fato, temos os seguintes isomorfismos canônicos
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L(M ⊗ V,W ) ≃ (M ⊗ V )∗ ⊗W ≃ (M∗ ⊗ V ∗) ⊗W ≃

M∗ ⊗ (V ∗ ⊗W ) ≃M∗ ⊗ L(V,W ).

Lema 15. Existe um isomorfismo canônico entre L(M∗⊗V,W ) e L(V,W ⊗
M).

Demonstração. Segue dos dois lemas anteriores.
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Caṕıtulo 2

Quivers e Representações

Neste caṕıtulo temos como referência [3, 4, 19, 21].

2.1 Quivers

Definição 22. Um quiver Q é um par Q = (Q0, Q1) de conjuntos onde

• Q0 é o conjunto de vértices;

• Q1 é o conjunto de flechas entre os vértices;

e temos os mapas ińıcio t e término h

t, h : Q1 → Q0.

Para a ∈ Q1, temos que t(a) é o vértice inicial de a e h(a) é o vértice final.

Nesse trabalho vamos considerar apenas quivers finitos, isto é, Q0 e
Q1 são conjuntos finitos.

Exemplo 16. Considere o seguinte quiver
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•a 99 (2.1)

Ele possui apenas um vértice e uma flecha e é chamado quiver de
Jordan.

Exemplo 17. Temos também outros exemplos

1
a // 2

c //

b
// 3 (2.2)

1
a //

b ��=
==

==
==

2

c

��

d

��=
==

==
==

3 e
// 4

(2.3)

1

a

��
2

b

@@�������
3

coo

(2.4)

Definição 23. Um caminho em Q é uma seqüência

p = a1a2 · · · an

tal que h(ai+1) = t(ai), i = 1, · · · , n− 1.

an // an−1// · · · a2 // a1 //

Dizemos que o caminho começa em t(an) e termina em h(a1).

Para cada vértice i ∈ Q0, denotamos por ei o caminho trivial, que
começa e termina em i. Dizemos que n é o comprimento do caminho e
denotamos por | p |. Os caminhos triviais tem comprimento zero, isto é
| ei |= 0.
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Por exemplo, os quivers (2.2) e (2.3) no exemplo acima têm os se-
guintes caminhos respectivamente

{e1, e2, e3, a, b, c, ba, ca}

e

{e1, e2, e3, e4, a, b, c, d, e, da, eb, ec, ca, eca}.
Definição 24. Seja Q um quiver. Dizemos que Q possui um laço se tem
uma flecha a ∈ Q1 tal que t(a) = h(a).

Exemplo 18. O quiver de Jordan

•a 99

possui um laço.

Definição 25. Seja Q um quiver e p um caminho não trivial com | p |≥ 1.
Dizemos que p é um ciclo orientado se h(p) = t(p). Em particular um laço é
um ciclo orientado.

Exemplo 19. O caminho p = cab do exemplo (2.4) é um ciclo orientado.

Definição 26. Seja k um corpo. A álgebra de caminhos kQ associada ao
quiver Q é o k−espaço vetorial cuja base é o conjunto de todos os caminhos
em Q, com o produto dado por concatenação, isto é, se p = a1a2 · · · an e
q = b1b2 · · · bm são caminhos, temos

pq =

{

a1a2 · · · anb1b2 · · · bm se t(p) = h(q)
0 caso contrário

.

Também temos

eiej =

{

ei se i = j
0 se i 6= j

,

eip =

{

p se h(p) = i
0 se h(p) 6= i

,
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pei =

{

p se t(p) = i
0 se t(p) 6= i

.

A álgebra de caminhos tem unidade dada por
∑

i∈Q0
ei.

Podemos ver no exemplo (2.1) que a álgebra de caminhos é o k−espaço
vetorial com base em {ai | i ∈ N}, assim kQ ≃ k[t] e portanto é uma álgebra
de dimensão infinita.

Já no exemplo (2.2), a álgebra de caminhos é o k−espaço com base
no conjunto

{e1, e2, e3, a, b, c, ba, ca},
logo é uma álgebra de dimensão finita. Com relação à dimensão da álgebra
de caminhos, temos o seguinte lema.

Lema 20. Seja Q um quiver. A álgebra de caminhos kQ tem dimensão
infinita se, e somente se, Q possui um ciclo orientado.

Demonstração. Suponhamos queQ não possua nenhum ciclo orientado. Então
para todo p ∈ kQ, temos t(p) 6= h(p). Como o número de flechas de Q é
finito e para todo caminho p ∈ kQ, t(p) 6= h(p), temos que o número de
geradores de kQ é finito, logo dim kQ < ∞, contradição, portanto Q possui
um ciclo orientado.

Reciprocamente, seQ possui um ciclo orientado p, então {p, p2, p3, . . .}
gera uma subálgebra de dimensão infinita de kQ, portanto dim kQ = ∞.

Definição 27. Uma relação R em Q é uma soma de caminhos pi ∈ kQ, que
começam e terminam nos mesmos vértices, isto é,

R =
n
∑

i=1

pi, com t(pi) = t(pj) e h(pi) = h(pj), i, j = 1, . . . , n.

Definição 28. Sejam Rj =
∑nj

i=1 p
j
i relações, com j = 1, . . . ,m, onde pji ∈

kQ são caminhos com

t(pji ) = t(pjl ) e h(pji ) = h(pjl ),
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para todo i, l = 1, . . . , nj e j = 1, . . . ,m. Definimos a álgebra de caminhos
do quiver com relações kQ/I, pelo quociente da álgebra de caminhos kQ pelo
ideal I, onde I é o ideal gerado por Rj, j = 1, . . . ,m.

Por exemplo, considere o quiver Q abaixo.

1

c

��

a // 2

b
��

3
d

// 4

(2.5)

Podemos impor a relação ba+ dc.

A álgebra de caminhos kQ é o k−espaço vetorial gerado por

{e1, e2, e3, e4, a, b, c, d, ba, dc}.

Seja I =< ba + dc >. Então a álgebra de caminhos do quiver com
relações é o quociente kQ/I.

2.2 Representações de quivers

Definição 29. Sejam Q um quiver e C uma categoria. Uma representação
de Q em C consiste em

• uma coleção {Vi | i ∈ Q0}, com Vi ∈ Obj(C);

• uma coleção

{φa : Vt(a) → Vh(a) | a ∈ Q1}
onde φa ∈ HomC(Vt(a), Vh(a)).

Nesta dissertação estaremos interessados apenas no caso em que C é
abeliana.
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Definição 30. Sejam V e W duas representações de Q. Um morfismo

f : V → W

é uma coleção de morfismos fi ∈ HomC(Vi,Wi), i ∈ Q0, tal que para cada
flecha a ∈ Q1, o diagrama abaixo é comutativo

Vt(a)

ft(a)

��

φa // Vh(a)

fh(a)

��
Wt(a)

ψa

//Wh(a)

isto é,

ψa ◦ ft(a) = fh(a) ◦ φa,∀a ∈ Q0.

Sejam (V, φ), (W,ψ) e (U, η) representações de um quiver Q numa
categoria C. Sejam f : (V, φ) → (W,ψ) e g : (W,ψ) → (U, η) morfismos entre
as representações. Definimos a composição gf pela coleção

{(gf)i : Vi → Ui | i ∈ Q0}, onde (gf)i = gi ◦ fi.
Temos que o seguinte diagrama é comutativo

Vt(a)
φa //

ft(a)

��

Vh(a)

fh(a)

��
Wt(a)

ψa //

gt(a)

��

Wh(a)

gh(a)

��
Ut(a)

ηa // Uh(a)

dessa forma, obtemos a categoria das representações de Q em C, Rep(Q, C),
cujos objetos são representações de quivers e os morfismos entre os objetos
são os morfismos entre representações.
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De fato, para mostrarmos que Rep(Q, C) é uma categoria, precisamos
verificar que a composição é associativa e que existe um morfismo identidade
que satisfaz uma condição já enunciada na definição de categorias.

Temos que dada uma representação (V, φ) o morfismo identidade é
a coleção

idV = {idVi
| i ∈ Q0},

onde idVi
: Vi → Vi é o morfismo identidade em C. Claramente o diagrama

abaixo comuta:

Vt(a)
φa //

idVt(a)

��

Vh(a)

idVh(a)

��
Vt(a)

φa

// Vh(a)

e se f : (V, φ) → (W,ψ), f ′ : (W,ψ) → (V, φ), g : (W,ψ) → (U, η) e
h : (U, η) → (Z, ξ) são morfismos de representações, então

1. f ◦ idV = f e idV ◦ f ′ = f ′;

2. (hg)f = h(gf), pois

(higi)fi = hi(gifi),∀i ∈ Q0.

Logo Rep(Q, C) é uma categoria.

Considere um conjunto de relações R = {R1, . . . , Rm} em Q onde

Ri =

ni
∑

j=1

pij,

com pij = aij1 . . . a
i
jlj

e seja (V, φ) uma representação de Q numa categoria
aditiva C. Seja

φpi
j
= φai

j1
◦ φai

j2
◦ . . . ◦ φai

jlj

.
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Se (V, φ) satisfaz as relações de R então temos
∑ni

j=1 φpi
j

= 0 para cada
i = 1, . . . ,m.

Por exemplo, considere o quiver (2.5) com a relação ba+cd. Se (V, φ)
é uma representação de Q como no diagrama abaixo

V1

φ3

��

φ1 // V2

φ2

��
V3 φ4

// V4

então (V, φ) satisfaz a relação se φ2φ1 + φ4φ3 = 0.

Podemos definir a categoria de representações do quiver com relações
Rep((Q,R), C), considerando as representações deQ que satisfazem as relações
de R. É natural esperar que tanto Rep(Q, C) quanto Rep((Q,R), C) herdem
algumas das estruturas da categoria original C. Na proposição abaixo ve-
remos que para Rep(Q, C) de fato isso ocorre. Vamos trabalhar apenas com
quivers sem relações.

Lema 21. Seja C uma categoria abeliana. Todo morfismo f em C pode ser
expresso como f = hg, onde h é um monomorfismo e g um epimorfismo.
Dada outra decomposição f ′ = h′g′ com h′ monomorfismo e g′ epimorfismo
e um diagrama comutativo

• m //

f

��

•
f ′

��•
n

// •

existe um único morfismo k tal que o diagrama abaixo é comutativo

• m //

g

��

•
g′

��• k //

h
��

•
h′

��•
n

// •
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isto é, kg = g′m e nh = h′k.

Demonstração. Ver ([18]) página 195.

Proposição 22. A categoria das representações de Q numa categoria adi-
tiva/abeliana C é uma categoria aditiva/abeliana.

Demonstração. Mostremos primeiro que R = Rep(Q, C) é uma categoria
aditiva se C for aditiva.

(i) Rep(Q, C) possui um objeto zero.

De fato, como a categoria C é aditiva, seja 0 ∈ Obj(C) o objeto zero de
C e considere X = (V, φ) onde Vi = 0, para todo i ∈ Q0 e φa = 0 ∈
HomC(0, 0), para todo a ∈ Q1. É fácil verificar que X é o objeto zero
de Rep(Q, C).

(ii) Se X, Y, Z ∈ Obj(R) então HomR(X, Y ) é um grupo abeliano e

HomR(X, Y ) ×HomR(Y, Z) → HomR(X,Z)

é bilinear.

Sejam X = (V, φ), Y = (W,ψ) e Z = (U, η) objetos de Rep(Q, C).
Como HomC(Vi,Wi) é grupo abeliano, para todo i ∈ Q0, temos que
HomR(X, Y ) é grupo abeliano.

Também segue que HomR(X, Y ) × HomR(Y, Z) → HomR(X,Z) é
bilinear pois para cada i ∈ Q0 temos que

HomC(Vi,Wi) ×HomC(Wi, Ui) → HomC(Vi, Ui)

é bilinear.

(iii) Rep(Q, C) possui coprodutos.

Sejam (V, φ) e (W,ψ) objetos de Rep(Q, C). Como C é aditiva, temos
que Ui = Vi ⊕Wi, para todo i ∈ Q0, é objeto de C com as aplicações
li : Vi → Ui e hi : Wi → Ui.

Queremos definir a soma direta de (V, φ) e (W,ψ). Para cada i ∈ Q0,
seja Ui = Vi ⊕Wi e considere o diagrama
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Vt(a)
ca

##G
G

G
G

G

lt(a)

��

φa // Vh(a)

lh(a)

��
Ut(a) //___ Uh(a)

Wt(a)

da

;;w
w

w
w

w

ht(a)

OO

ψa

//Wh(a)

hh(a)

OO

onde ca = lh(a) ◦ φa e da = hh(a) ◦ ψa.
Pela propriedade (1.3) de coprodutos, temos que existe um único mor-
fismo

ηa : Ut(a) → Uh(a)

tal que ca = ηalt(a) e da = ηaht(a). Logo,

lh(a)φa = ηalt(a) e hh(a)ψa = ηaht(a).

Considere (U, η) a representação com Ui = Vi ⊕Wi, para cada i ∈ Q0,
e ηa : Ut(a) → Uh(a), a ∈ Q1, dado como acima. Então (U, η) é a soma
direta de (V, φ) e (W,ψ), com os morfismos

L = {li}i∈Q0 : (V, φ) → (U, η) e H = {hi}i∈Q0 : (W,ψ) → (U, η).

De fato, sejam (Z, λ) ∈ Rep(Q, C), f 1 : (V, φ) → (Z, λ) e f 2 : (W,ψ) →
(Z, λ) morfismos. Como Ui = Vi⊕Wi, i ∈ Q0, existem únicos morfismos
fi : Ui → Zi tais que o diagrama comuta

Ui

fi

��
Vi

li
??~~~~~~~

f1
i

// Zi Wi
f2

i

oo

hi

``AAAAAAAA

logo,

f = {fi}i∈Q0 : (U, η) → (Z, λ)

é o único morfismo tal que
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(U, η)

f

��
(V, φ)

L
::vvvvvvvvv

f1
// (Z, λ) (W,ψ)

f2
oo

H
ddIIIIIIIII

(2.6)

comuta, isto é, f ◦ L = f 1 e f ◦H = f 2.

De fato, temos que o diagrama abaixo comuta

Vt(a)

lt(a)

��

φa // Vh(a)

lh(a)

��
Ut(a)

ηa //

ft(a)

��

Uh(a)

fh(a)

��
Zt(a)

λa

// Zh(a)

pois como ft(a)lt(a) = f 1
t(a) e fh(a)lh(a) = f 1

h(a) temos

λa(ft(a)lt(a)) = λaf
1
t(a) = f 1

h(a)φa = (fh(a)lh(a))φa

assim f ◦ L = f 1 e de modo análogo, f ◦H = f 2.

Se g = {gi}i∈Q0 : (U, η) → (Z, λ) é morfismo que faz o diagrama (2.6)
comutar, então para cada i ∈ Q0, o diagrama abaixo comuta,

Ui

gi

��
Vi

li
??~~~~~~~

f1
i

// Zi Wi
f2

i

oo

hi

``AAAAAAAA

isto é, gili = f 1
i e gihi = f 2

i . Como fi : Ui → Zi é único, temos que
fi = gi para cada i ∈ Q0, então f é único e portanto (U, η) é a soma
direta de (V, φ) e (W,ψ), e Rep(Q, C) possui coprodutos.

Pelos itens (i), (ii) e (iii) acima, temos que Rep(Q, C) é uma cate-
goria aditiva. Suponhamos agora que C é abeliana. Para mostrarmos que
Rep(Q, C) é abeliana, temos de verificar mais quatro condições.
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1. Todo morfismo possui núcleo e conúcleo.

Seja f : (V, φ) → (W,ψ) um morfismo. Queremos definir ker f . Como
para cada i ∈ Q0, fi : Vi → Wi é morfismo em C, que é uma categoria
abeliana, temos que fi possui núcleo (V ′

i , µi)

µi : V ′
i → Vi, com fiµi = 0,∀i ∈ Q0.

Para cada a ∈ Q1, como φaµt(a) : V ′
t(a) → Vh(a) é morfismo tal que

fh(a)(φaµt(a)) = 0 pois ψaft(a) = fh(a)φa, existe um único φ′
a : V ′

t(a) →
V ′
h(a) tal que φaµt(a) = µh(a)φ

′
a.

Tomando
µ = {µi}i∈Q0 : (V ′, φ′) → (V, φ),

onde V ′ = {V ′
i }i∈Q0 e φ′ = {φ′

a}a∈Q1 , temos que o diagrama abaixo
comuta

V ′
t(a)

µt(a)

��

φ′a // V ′
h(a)

µh(a)

��
Vt(a)

φa //

ft(a)

��

Vh(a)

fh(a)

��
Wt(a)

ψa

//Wh(a)

logo, f ◦ µ = 0. Mostremos que ker f = ((V ′, φ′), µ) é de fato o núcleo
de f.

Seja g : (M, ε) → (V, φ) morfismo tal que f ◦ g = 0. Como figi = 0
para todo i ∈ Q0, gi : Mi → Vi, existem únicos hi : Mi → V ′

i tais que
gi = µi ◦ hi, para cada i ∈ Q0. Logo existe um único h = {hi}i∈Q0 :
(M, ε) → (V ′, φ′) tal que µ ◦ h = g, e portanto f possui núcleo.

De maneira análoga, é fácil ver que f possui conúcleo.

2. Todo monomorfismo é núcleo de seu conúcleo.

Seja f : (V, φ) → (W,ψ) um monomorfismo. Então fi : Vi → Wi é
monomorfismo para cada i ∈ Q0, e como C é abeliana, se (W ′

i , ci) =
coker fi temos que (Vi, fi) = ker ci, ∀i ∈ Q0. Como ch(a)ψa : Wt(a) →
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W ′
h(a) é tal que (ch(a)ψa)ft(a) = 0 pois ψaft(a) = fh(a)φa, para cada

a ∈ Q1, existe único ψ′
a : W ′

t(a) → W ′
h(a) com ch(a)ψa = ct(a)ψ

′
a

Vt(a)

ft(a)

��

φa // Vh(a)

fh(a)

��
Wt(a)

ψa //

ct(a)

��

Wh(a)

ch(a)

��
W ′
t(a)

ψ′
a

//W ′
h(a)

e portanto ((W ′, ψ′), c) = coker f . Temos que (Vi, fi) = ker ci e dáı
segue que ((V, φ), f) = ker c, portanto f é o núcleo de seu conúcleo.

3. Todo epimorfismo é o conúcleo de seu núcleo.

Seja f : (V, φ) → (W,ψ) um epimorfismo. Então temos que fi : Vi →
Wi é epimorfismo para cada i ∈ Q0. Como C é abeliana, seja (V ′

i , ki) =
ker fi. Então fiki = 0,∀i ∈ Q0. Temos que φakt(a) : V ′

t(a) → Vh(a) é tal

que fh(a)(φakt(a)) = 0 pois ψaft(a) = fh(a)φa, logo existem únicos φ′
a :

V ′
t(a) → V ′

h(a), a ∈ Q1, tais que φakt(a) = kh(a)φ
′
a e assim ((V ′, φ′), k) =

ker f .

V ′
t(a)

kt(a)

��

φ′a // V ′
h(a)

kh(a)

��
Vt(a)

φa //

ft(a)

��

Vh(a)

fh(a)

��
Wt(a)

ψa

//Wh(a)

Temos também que (Wi, fi) = coker ki pois C é abeliana e fi é epimor-
fismo, portanto ((W,ψ), f) = coker k, o que mostra que um epimorfismo
é conúcleo de seu núcleo.

4. Todo morfismo se escreve como a composição de um epimorfismo com
um monomorfismo.
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Seja f : (V, φ) → (W,ψ) um morfismo. Como C é abeliana, sabemos
que para cada i ∈ Q0, fi : Vi → Wi pode ser escrito da forma fi = higi,
onde gi : Vi → W ′

i é epimorfismo e hi : W ′
i → Wi é monomorfismo, com

W ′
i ∈ Obj(C). Como

Vt(a)
φa //

ft(a)

��

Vh(a)

fh(a)

��
Wt(a)

ψa

//Wh(a)

comuta, pelo lema (21), para cada a ∈ Q1 existem únicos

ψ′
a : W ′

t(a) → W ′
h(a)

tais que

Vt(a)
φa //

gt(a)

��

Vh(a)

gh(a)

��
W ′
t(a)

ht(a)

��

ψ′
a //W ′

h(a)

hh(a)

��
Wt(a)

ψa

//Wh(a)

comuta, ou seja, ψ′
agt(a) = gh(a)φa e ψaht(a) = hh(a)ψ

′
a. Logo, tomando

a representação (W ′, φ′) e os morfismos h = {hi}i∈Q0 : (W ′, ψ′) →
(W,ψ) e g : {gi}i∈Q0(V, φ) → (W,ψ) temos que g é epimorfismo, h é
monomorfismo e f = h ◦ g.

Portanto Rep(Q, C) é uma categoria abeliana como queŕıamos mos-
trar.

De agora em diante, vamos considerar apenas representações de qui-
vers na categoria dos espaços vetoriais de dimensão finita sobre um corpo k.
Essa categoria será denotada por RepQ.
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Definição 31. Dizemos que uma representação (W,ψ) é uma subrepre-
sentação de (V, φ) (ou (W,ψ) é um subobjeto de (V, φ) em RepQ) se

1. Wi ⊂ Vi,∀i ∈ Q0;

2. φa|Wt(a)
= ψa,∀a ∈ Q1.

Definição 32. Sejam (V, φ) e (W,ψ) representações de Q e considere o
morfismo f : (V, φ) → (W,ψ). Definimos o kernel de f , ker f , pela subrepre-
sentação (V ′, φ′) de (V, φ) dada por

1. V ′
i = ker fi ⊂ Vi, ∀i ∈ Q0;

2. φ′
a = φa|V ′

i
, ∀a ∈ Q1.

Aqui usamos que φa(ker ft(a)) ⊂ ker fh(a), o que é fácil de verificar pois f é
morfismo.

Também definimos a imagem de f , Imf , como sendo a subrepre-
sentação (W ′, ψ′) de (W,ψ) dada por

1. W ′
i = Imfi ⊂ Wi, ∀i ∈ Q0;

2. ψ′
a = ψa|Imft(a)

, ∀a ∈ Q1, onde ψ′
a : Imft(a) → Imfh(a).

Definição 33. Seja (W,ψ) subrepresentação de (V, φ). Definimos a repre-
sentação quociente V/W por (U, η) onde

1. Ui = Vi/Wi, i ∈ Q0;

2. ηa : Ut(a) → Uh(a) é a aplicação induzida por φa pois φa(Wt(a)) ⊆ Wh(a).

Definição 34. Seja f : (V, φ) → (W,ψ) um morfismo. Definimos o conúcleo
de f , cokerf pela representação quociente W/Imf.
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Observe que as definições de ker f e cokerf deste caṕıtulo coincidem
com as definições no sentido categórico. De fato, seja f : (V, φ) → (W,ψ)
morfismo, e considere o núcleo de f a representação (V ′, φ′) como na definição
(32). Temos que no sentido categórico, ker f = ((V ′, φ′), i), onde ij = V ′

j →
Vj é a inclusão, para j ∈ Q0. Claramente f ◦ i = 0 e se g : (W ′, ψ′) → (V, φ)
é morfismo tal que f ◦ g = 0, isto é, fjgj = 0, j ∈ Q0, para cada j existe um
único lj : W ′

j → V ′
j tal que ijlj = gj.

W ′
j

lj //

gj
  @

@@
@@

@@
@

V ′
j

ij

��
Vj

.

Logo, l : (W ′, ψ′) → (V ′, φ′) é único tal que i◦l = g. Com efeito l é morfismo.
Considere

W ′
t(a)

ψ′
a //

lt(a)

�� ""F
F

F
F

W ′
h(a)

lh(a)

��
V ′
t(a)

φ′a

//

it(a)

��

V ′
h(a)

ih(a)

��
Vt(a)

φa

// Vh(a)

Como para cada a ∈ Q1, fh(a)(φagt(a)) = 0, existe um único m : W ′
t(a) → V ′

h(a)

tal que ih(a)m = φagt(a). Mas temos que

ih(a)lh(a)ψ
′
a = gh(a)ψ

′
a = φagt(a)

e

ih(a)φ
′
alt(a) = φait(a)lt(a) = φagt(a).

Da unicidade de m, segue que φ′
alt(a) = lh(a)ψ

′
a, logo l : (W ′, ψ′) → (V ′, φ′)

é morfismo, e é único pois para cada i ∈ Q0, li é único. Portanto, ker f =
((V ′, φ′), i).
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De maneira análoga verificamos que o conúcleo de f dado porW/Imf
coincide com a definição no sentido categórico, considerando o par (W/Imf, p)
onde p é a projeção pi : Wi → Wi/Imfi, i ∈ Q0.

Definição 35. A representação (V, φ) dada por Vi = 0 para todo i ∈ Q0 e
φa = 0 para todo a ∈ Q1 é chamada de representação trivial ou representação
zero.

Definição 36. Uma representação não trivial (V, φ) é dita irredut́ıvel ou
simples se suas únicas subrepresentações são a trivial e ela mesma.

Proposição 23. Seja Q um quiver sem ciclos orientados. Então para cada
i ∈ Q0, as representações dadas por Vi = k e Vj = 0 se j 6= i, φa = 0 para
todo a ∈ Q1 são as únicas representações simples.

Demonstração. Vamos denotar por Vi a representação descrita no enunciado,
para cada i ∈ Q0. Claramente, toda representação da forma Vi é simples.
Seja (V, φ) uma representação simples não nula em RepQ. Como Q é finito e
não tem ciclos orientados, podemos escolher j ∈ Q0 tal que Vj 6= 0 e φa = 0
∀a ∈ Q1 com t(a) = j.

Seja

Wi =

{

Vj, i = j
0, i 6= j

e ψa = 0,∀a ∈ Q1.

Então se il : Wl → Vl é a inclusão, l ∈ Q0, ou it(a) = 0 ou φa = 0 e o diagrama

Vt(a)
φa // Vh(a)

Wt(a)

it(a)

OO

ψa

//Wh(a)

ih(a)

OO

comuta, logo (W,ψ) é subrepresentação não trivial de (V, φ). Como (V, φ) é
simples, devemos ter Vi = 0,∀i 6= j e dimVj = 1.

Se o quiver Q possui ciclos orientados, então podemos ter outras
representações simples, além das que são descritas na proposição acima, como
podemos ver no próximo exemplo.
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Exemplo 24. Considere o quiver

1
a // 2
b

oo

Para cada λ ∈ k − {0} claramente a representação dada por

k
λ // k
1

oo

é simples.

Definição 37. Sejam (V, φ) e (W,ψ) duas representações de Q. Definimos
a representação soma direta (U, η) por

1. Ui = Vi ⊕Wi, para cada i ∈ Q0;

2. ηa : Vt(a) ⊕Wt(a) → Vh(a) ⊕Wh(a), onde ηa(v ⊕ w) = φa(v) ⊕ ψa(w).

Definição 38. Uma representação (V, φ) de um quiver Q é dita decom-
pońıvel se for isomorfa à soma direta de duas representações não triviais.
Caso contrário dizemos que a representação é indecompońıvel.

Exemplo 25. Toda representação simples é indecopońıvel, mas a rećıproca
não vale. De fato, considere o quiver

1
a // 2

e a representação ({C,C}, λ) onde λ ∈ C
∗ é a multiplicação escalar. Temos

que essa representação é indecompońıvel, mas possui uma subrepresentação
própria dada por ({0,C}, 0).

Na verdade, como trabalhamos com representações na categoria dos
espaços vetoriais de dimensão finita, temos que toda representação pode ser
escrita como uma soma finita de representações indecompońıveis de maneira
única, a menos de isomorfismo e permutação. Para mais detalhes, veja [4].
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Exemplo 26. Considere o quiver

1
a // 2

e a representação (V, φ) tal que V1 = k2, V2 = k2 e φa é dada pela matriz

(

λ 0
0 µ

)

com λ, µ ∈ k∗. Essa representação não é simples pois

k
λ // k e k

µ // k

são subrepresentações de (V, φ) e além disso ela é decompońıvel, pois pode
ser escrita como soma direta dessas duas representações.

Definição 39. Seja A uma álgebra e R seu radical. Dizemos que A é básica
se a álgebra A/R é isomorfa a um produto de cópias de k.

Nosso próximo resultado relaciona a categoria das representações
de Q com a categoria mod − kQ, com k corpo algebricamente fechado. É
posśıvel mostrar que dada uma álgebra associativa A qualquer de dimensão
finita, existe uma álgebra básica associada A′ tal que mod−A é equivalente a
mod−A′. Dada A′ uma álgebra básica de dimensão finita, existe um quiver
com relações tal que as categorias mod−A′ e mod− kQ/I são equivalentes,
onde I é o ideal gerado pelas relações de Q. Temos então que o estudo de
módulos sobre álgebras associativas de dimensão finita se reduz ao estudo de
representações de quivers com relações. Para mais detalhes veja [6].

Proposição 27. Seja Q um quiver e A sua álgebra de caminhos. Então
a categoria das representações de Q, RepQ, é equivalente à categoria dos
A−módulos de dimensão finita, mod− A.

Demonstração. Vamos construir um funtor F : RepQ → Mod − A que é
equivalência de categorias.

Seja (V, φ) uma representação de Q. Fazemos
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F (V, φ) = V =
⊕

i∈Q0

Vi.

Vamos mostrar que V tem estrutura de A−módulo. Para isso, vamos definir
um homomorfismo ρ : A→ End(V ). Para cada i ∈ Q0 definimos

ρ(ei)|Vj
=

{

idVj
se i = j

0 se i 6= j
,

e para cada a ∈ Q1 definimos

ρ(a)|Vi
=

{

φa se i = t(a)
0 se i 6= t(a)

.

Como A é gerado por ei, i ∈ Q0, e pelos caminhos de Q, que são concatenação
das flechas a ∈ Q1, podemos estender a ação para A de maneira única, de
modo que ρ seja homomorfismo e portanto V é um A−módulo.

Se f : (V, φ) → (W,ψ) é um morfismo de representações, vamos
definir o homomorfismo de A−módulos F (f) = f : V → W. Temos que

F (f) :
⊕

i∈Q0

Vi →
⊕

i∈Q0

Wi

dado por f =
⊕

i∈Q0
fi é um homomorfismo.

De fato, devemos mostrar que

mf(v) = f(mv), ∀m ∈ A, ∀v ∈ V .

É fácil ver que eif(v) = f(eiv) para todo i ∈ Q0, e af(v) = f(av), pois

ψa ◦ ft(a) = fh(a) ◦ φa ∀a ∈ Q1,

logo, também estendendo para todo m ∈ A, temos que f é um homomorfismo
de A−módulos.

Vamos agora construir um funtor inverso
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G : Mod− A→ RepQ.

Para cada V módulo sobre A, como temos que
∑

i∈Q0
ei = 1A com

{

eiei = ei
eiej = 0 se i 6= j

temos que V pode ser escrito como V =
∑

i∈Q0
eiV , onde eiV = Vi são

espaços vetoriais sobre k.

Para cada p ∈ A temos uma aplicação

φ̃p : V → V

dada por φ̃p(v) = pv, v ∈ V . Se a ∈ Q1 temos que

a(et(a)V ) = eh(a)aV ⊂ eh(a)V

logo a induz por restrição uma transformação linear sobre k

φa : Vt(a) → Vh(a).

Definimos então para cada módulo V a representação G(V ) = (V, φ) onde
Vi = eiV para cada i ∈ Q0 e φa : Vt(a) → Vh(a) como acima.

Se f : V → W é um homomorfismo de A−módulos temos que

f(Vi) = f(eiV ) = eif(V ) ⊂ eiW = Wi,

logo por restrição, temos uma coleção de k−transformações lineares

fi : Vi → Wi, i ∈ Q0.

Para cada a ∈ Q1, af(v) = f(av), v ∈ V , logo

aft(a)(v) = af(et(a)v) = f(aet(a)v) = f(eh(a)av) = fh(a)(av)
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dáı ψa ◦ ft(a) = fh(a) ◦ φa, e portanto o diagrama

Vt(a)
φa //

ft(a)

��

Vh(a)

fh(a)

��
Wt(a)

ψa

//Wh(a)

é comutativo. Assim, fazendo G(f) = {fi}i∈Q0 temos que

G(f) : G(V ) → G(W )

é morfismo entre as representações de Q.

Precisamos mostrar agora que GF é isomorfo à idRepQ e FG é iso-
morfo à idMod−A.

Seja (V, φ) ∈ Rep Q. Temos que F (V, φ) =
⊕

i∈Q0
Vi e ei(F (V, φ)) =

ρ(ei)(Vi). Seja εi : Vi →
⊕

i∈Q0
Vi a inclusão. Temos que

ei(F (V, φ)) = εi(Vi), i ∈ Q0

e para cada a ∈ Q1, φa : Vt(a) → Vh(a) induz uma aplicação

φa : F (V, φ) → F (V, φ).

A restrição de φa a εt(a)(Vt(a)) nos dá uma aplicação

φ′
a : εt(a)(Vt(a)) → εh(a)(Vh(a))

e para cada a ∈ Q1 temos que o diagrama abaixo é comutativo

Vt(a)
φa //

εt(a)

��

Vh(a)

εh(a)

��
εt(a)(Vt(a))

φ′a

// εh(a)(Vh(a))
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Como GF (V, φ) é a representação dada pela coleção {εi(Vi)}i∈Q0 ,
claramente temos que ε = {εi}i∈Q0 é um isomorfismo de funtores entre idRepQ
e GF .

Considere agora V,W ∈ Mod− A e seja f : V → W um homomor-
fismo de A−módulos. Temos que existem isomorfismos

α : V →
⊕

i∈Q0

eiV e β : W →
⊕

i∈Q0

eiW

logo, se fi = f|Vi
são as restrições fi : eiV → eiW , i ∈ Q0, temos que o

diagrama abaixo comuta

V
α //

f

��

⊕

eiV
⊕
fi

��

W
β

//
⊕

eiW

portanto temos um isomorfismo entre funtores idMod−A e FG.

2.3 Sistemas de ráızes associados à matriz de

Cartan generalizada

Nesta seção veremos como montar um sistema de ráızes a partir de
um quiver, e veremos como encontrar representações indecompońıveis através
desse sistema. A referência utilizada é [13].

Definição 40. Seja A = (aij)n×n uma matriz. Dizemos que A é matriz de
Cartan generalizada (MCG) se

(i) aii = 2;

(ii) aij ∈ Z−, i 6= j;
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(iii) aij = 0 ⇔ aji = 0.

Se vale ainda a seguinte propriedade, dizemos que A é matriz de Car-
tan.

(iv) aijaji ≤ 3, i 6= j.

Vamos construir uma matriz de Cartan generalizada associada a um
quiver. Seja Q um quiver sem laços, com #Q0 = n.

Definição 41. Dada (V, φ) uma representação de Q, o vetor α ∈ Z
n dado

por αi = dimVi, i ∈ Q0 é chamado de vetor dimensão da representação.

Definição 42. Definimos a forma de Euler ou forma de Ringel de um quiver
Q como sendo a forma bilinear sobre Z

n dada por

< α, β >=
∑

i∈Q0

αiβi −
∑

a∈Q1

αt(a)βh(a).

Na base canônica de Z
n, a forma de Euler é representada pela matriz

E = (aij) onde

aij = δij − #{a ∈ Q1 | t(a) = i, h(a) = j}.

Também definimos a forma de Cartan como sendo a forma bilinear
simétrica dada por

(α, β) =< α, β > + < β, α > .

Essa forma independe da orientação das flechas em Q. A matriz associada
a essa forma é dada por C = (cij) onde cij = aij + aji e é uma matriz de
Cartan generalizada.

Também definimos a forma de Tits de Q por

q(α) =< α, α >=
1

2
(α, α).
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Exemplo 28. Considere o quiver

1
a // 2

Temos que a forma de Euler é representada pela matriz

E =

(

1 −1
0 1

)

e a matriz de Cartan é dada por

C =

(

2 −1
−1 2

)

Queremos encontrar ráızes associadas à matriz de Cartan.

Definição 43. Uma matriz A é dita simetrizável se existem uma matriz
diagonal D = diag(d1, . . . , dn), dj ∈ Z+ e uma simétrica B = (bij) tal que
A = DB.

Note que a matriz de Cartan de um quiver é simétrica. Seja A uma
MCG. Note que At também é MCG. Suponhamos que At seja simetrizável,
At = DB. Seja E = R

n e {α1, . . . , αn} base de E. Definimos a forma bilinear

(αi, αj) = dibij.

Seja ri : E → E a reflexão ortogonal a [αi]
⊥, isto é,

ri(λ) = λ− 2
(λ, αi)

(αi, αi)
αi.

Temos que ri
2 = 1E, logo ri é invert́ıvel, i = 1, . . . , n, e o conjunto de todas

as composições de ri forma um grupo, que denotaremos por W e chamamos
de grupo de Weyl.

Definição 44. Os vetores {α1, . . . , αn} são chamados ráızes simples de A.
O conjunto Rre = ∪ni=1Wαi são as ráızes reais de A.
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Seja Γ =
∑n

i=1 Zαi e Γ+ =
∑n

i=1 Z+αi. Definimos as ráızes reais
positivas por Rre

+ = Rre ∩ Γ+. Temos que se α ∈ Rre
+ então q(α) = 1.

Definição 45. Seja A = (aij)n×n uma matriz de Cartan generalizada e
{α1, . . . , αn} as ráızes simples associadas. Definimos o grafo de Coxeter de
A da seguinte forma:

• o grafo possui n vértices 1, . . . , n;

• o número de arestas entre os vértices i e j é dado por aijaji.

Dado λ ∈ E, definimos o suporte de λ por

supp(λ) = {αi : (λ, αi) 6= 0}.
Considere o grafo Gλ que consiste no grafo de Coxeter de A sem os vértices
i tais que as ráızes αi não pertencem a supp(λ), e sem as arestas ligadas a
esses vértices. Dizemos que supp(λ) é conexo se Gλ é conexo.

Por exemplo, considere o quiver

1 // 2 // 3 // 4 .

Sua matriz de Cartan é dada por

C =









2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2









as ráızes simples são a base canônica de R
4, {e1, e2, e3, e4}, e o grafo de

Coxeter de C é dado por

• • • •
Se λ = (1 2 0 3) temos que supp(λ) = {e1, e2, e4} e Gλ é dado por
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• • •
nesse caso supp(λ) não é conexo.

Se λ = (1 1 1 1) temos que supp(λ) = {e1, e2, e3, e4}, Gλ é dado por

• • • •
e portanto é conexo.

Seja

K = {α ∈ Γ+ : supp(α) é conexo e (α, αi) ≤ 0,∀i}.
Definimos as ráızes imaginárias positivas de A por

Rim
+ =

⋃

w∈W

wK.

Temos que Rim
+ ⊆ Γ+. Se α ∈ Rim

+ então q(α) ≤ 0. Definimos também as
ráızes imaginárias negativas que são dadas por Rim

− = −Rim
+ .

Exemplo 29. Considere o quiver

1
b

//
a //

2 .

Sua matriz de Cartan é dada por

(

2 −2
−2 2

)

Temos que as raízes reais são

Rre = {(m,n) | m,n ∈ Z+, |m− n| = 1}
e as ráızes imaginárias são

Rim
+ = {(n, n) | n ∈ Z}.

Os detalhes podem ser encontrados em [7].
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Exemplo 30. Considere o quiver

1 ////// 2 .

Suas ráızes reais são pares de números consecutivos com ı́ndice ı́mpar
na seqüência de Fibonacci

(1, 0), (3, 1), (8, 3), (21, 8), . . .

(0, 1), (1, 3), (3, 8), (8, 21), . . .

e as ráızes imaginárias são (p, q) ∈ N
2 com

3 −
√

5

2
<
p

q
<

3 +
√

5

2
.

Veja [5] para mais detalhes.

Definição 46. Seja Q um quiver. Dizemos que

1. Q é do tipo finito se RepQ é do tipo finito;

2. Q é do tipo manso se RepQ é do tipo manso;

3. Q é do tipo selvagem se RepQ é do tipo selvagem.

Definição 47. Os diagramas de Dynkin dos tipos A,D e E são dados como
abaixo

An • • • • • • com n ≥ 1.

Dn •

• • • • •

qqqqqqqqqqqqq

NNNNNNNNNNNNN n ≥ 4.

•
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E6 •

• • • • •

E7 •

• • • • • •

E8 •

• • • • • • •
Aqui temos que n denota o número de vértices.

Os diagramas de Dynkin extendidos dos tipos Ã, D̃ e Ẽ, que possuem
n+ 1 vértices, são os seguintes

Ãn ◦

•

oooooooooooooo • • • • •

UUUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

D̃n ◦ •

•

@@@@@@@

~~
~~

~~
~

• • •

~~~~~~~

@@
@@

@@
@

• •

Ẽ6 ◦

•

• • • • •
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Ẽ7 •

◦ • • • • • •

Ẽ8 •

• • • • • • • ◦

Definição 48. Dado um quiver Q, o grafo associado a Q é o grafo ΓQ cujos
vértices são os de Q e cujas arestas correspondem às flechas sem orientação.

Sejam C a matriz de Cartan generalizada associada aQ e {α1, . . . , αn}
o conjunto das ráızes simples de C. O Teorema de Gabriel classifica o tipo
do quiver de acordo com seu grafo associado. A demonstração pode ser
encontrada em [9].

Teorema 31 (Teorema de Gabriel). 1. Um quiver é do tipo finito se, e
somente se, seu grafo associado é a união disjunta de diagramas de
Dynkin do tipo A,D ou E;

2. um quiver é do tipo manso se, e somente se, seu grafo associado é a
união disjunta de diagramas de Dynkin do tipos A,D ou E e diagramas
de Dynkin extendidos dos tipos Â, D̂ ou Ê com pelo menos um diagrama
de Dynkin extendido;

3. as classes de isomorfismos de representações indecompońıveis de um
quiver Q do tipo finito estão em bijeção com as ráızes positivas de C.
A correspondência é dada por

V 7→
∑

i∈Q0

(dimVi)αi.

O próximo teorema também é um resultado clássico, que relaciona
as representações indecompońıveis com as ráızes de C e é uma generalização
do item 3 do Teorema de Gabriel. Kac provou esse resultado em [14].
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Teorema 32 (Teorema de Kac). Seja Q um quiver. Os vetores dimensão
das representações indecompońıveis de Q correspondem às ráızes positivas do
sistema de ráızes associado a Q. A correspondência é dada por

dV 7→
∑

i∈Q0

(dV (i))αi.

No teorema de Kac, as ráızes reais correspondem a vetores dimensão
para os quais existe exatamente uma representação indecompońıvel, e as
ráızes imaginárias correspondem a vetores dimensão para os quais existem
famı́lias de representações indecompońıveis.

Exemplo 33. Considere o quiver

1
b

//
a //

2 .

Ele é do tipo manso pois é um Ã1. Vimos no exemplo (29) que as ráızes reais
são

Rre = {(m,n) | m,n ∈ Z+, |m− n| = 1}
e as ráızes imaginárias positivas são

Rim
+ = {(n, n) | n ∈ Z}.

Para cada vetor dimensão (n, n), as representações indecompońıveis são da
forma

C
n

Jλ

//
Id //

C
n , λ ∈ C,

ou seja, temos infinitas classes de isomorfismos de representações indecom-
pońıveis mas elas podem ser divididas em famı́lias a um parâmetro.

Definição 49. Seja V = (V, φ) uma representação de Q. Dizemos que (V, φ)
é representação de Schur se Hom(V, V ) = k. Dizemos que α é raiz de Schur
se existe uma representação de Schur com vetor dimensão α.
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É fácil ver que se V = (V, φ) é decompońıvel, Hom(V, V ) ⊇ k2, logo
toda representação de Schur é indecompońıvel. Existem ráızes de Schur que
não são ráızes reais como vemos no exemplo abaixo.

Exemplo 34. Considere o quiver

2
b

��=
==

==
==

1 c
//

a

@@�������
3

Uma representação com vetor dimensão (1, 2, 1) da forma

k2

φb

��?
??

??
??

?

k
φc

//

φa

??��������
k

é indecompońıvel se φa é injetiva, φb é sobrejetiva, φc é isomorfismo e ainda
φbφa = 0.

Nesse caso, temos que (1, 2, 1) é uma raiz real, contudo não é raiz
de Schur. Para mais detalhes veja [5].
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Caṕıtulo 3

Representações torcidas de

quivers

Neste caṕıtulo vamos fazer um paralelo ao que fizemos no anterior,
mas agora com o conceito de representações torcidas de quivers. Esse conceito
foi introduzido por Gothen e King em [11].

3.1 Teorema Principal

Definição 50. Sejam Q um quiver e C uma categoria tensorial. Fixemos
uma coleção de objetos de C, M = {Ma}a∈Q1. Uma representaçãoM−torcida
à direita de Q em C consiste em

• uma coleção de objetos

{Vi | i ∈ Q0};

• uma coleção de morfismos

{ϕa : Vt(a) → Vh(a) ⊗Ma | a ∈ Q1}.
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A representação será denotada por (V, φ).

Também podemos definir uma representação M−torcida à esquerda
de Q, considerando a coleção de morfismos

{ϕa : Ma ⊗ Vt(a) → Vh(a) | a ∈ Q1}.

Neste trabalho vamos considerar apenas representações torcidas à
direita, por isso quando lidarmos com representações torcidas, subentende-se
que são à direita.

Definição 51. Sejam (V, φ) e (W,ψ) representações M−torcidas de Q numa
categoria tensorial C. Um morfismo

f : (V, φ) → (W,ψ)

é uma coleção de morfismos fi : Vi → Wi, i ∈ Q0, tais que o diagrama abaixo
seja comutativo para cada a ∈ Q1

Vt(a)

ft(a)

��

φa // Vh(a) ⊗Ma

fh(a)⊗1Ma

��
Wt(a)

ψa

//Wh(a) ⊗Ma

isto é,

(fh(a) ⊗ 1Ma
) ◦ φa = ψa ◦ ft(a), ∀a ∈ Q1.

Sejam Q um quiver, C uma categoria tensorial e M = {Ma}a∈Q1

uma coleção de objetos de C. Podemos fazer a composição de morfismos
entre representações torcidas de Q de maneira análoga ao que fizemos para
representações. Sejam f : (V, φ) → (W,ψ) e g : (W,ψ) → (U, η) morfismos
entre representações M−torcidas de Q. Definimos gf : (V, φ) → (U, η) por

{(gf)i = gi ◦ fi : Vi → Ui | i ∈ Q0}.
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Vamos verificar que gf é morfismo de representações M−torcidas. De fato,
para cada a ∈ Q1, temos

ηa(gt(a)ft(a)) = (ηagt(a))ft(a)

= ((gh(a) ⊗ 1Ma
)ψa)ft(a) = (gh(a) ⊗ 1Ma

)(ψaft(a))

= (gh(a) ⊗ 1Ma
)((fh(a) ⊗ 1Ma

)φa)

= ((gh(a) ⊗ 1Ma
)(fh(a) ⊗ 1Ma

))φa = ((gh(a)fh(a)) ⊗ 1Ma
)φa.

Dessa forma o diagrama abaixo é comutativo

Vt(a)

gt(a)ft(a)

��

φa // Vh(a) ⊗Ma

gh(a)fh(a)⊗1Ma

��
Ut(a) ηa

// Uh(a) ⊗Ma

para cada a ∈ Q1, e é fácil ver que obtemos uma categoria RepM(Q, C), a
categoria das representações M−torcidas de Q em C.

A partir de agora vamos trabalhar com representações torcidas de
quivers na categoria de espaços vetoriais de dimensão finita, e vamos denotar
a categoria das representações torcidas à direita de Q por RepMQ.

Seja R um conjunto de relações em Q, R = {R1, . . . , Rm}

Ri = pi1 + . . .+ pini

onde pij = aij1a
i
j2 . . . a

i
jlj

. Seja M = {Ma}a∈Q0 uma coleção de k−espaços
vetoriais de dimensão finita, Mpi

j
= Mai

j1
⊗Mai

j2
⊗. . .⊗Mai

jlj

, j = 1, . . . ni, i =

1, . . . ,m e M̃ =
⊗

a∈Q1
Ma. Se (V, φ) é uma representação M−torcida de Q,

temos aplicações induzidas

φ̃pi
j
: Vt(pi

j)
→ Vh(pi

j)
⊗Mpi

j

onde

φ̃pi
j
= (φai

j1
⊗1M

ai
j2

⊗. . .⊗1M
ai

jlj

)◦(φai
j2
⊗1M

ai
j3

⊗. . .⊗1M
ai

jlj

)◦. . .◦(φai
jlj−1

⊗1M
ai

jlj

)◦φai
jlj

.
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Se fpi
j
: Mpi

j
→ M̃ é a inclusão e φpi

j
= (1V

h(pi
j
)
⊗ fpi

j
) ◦ φ̃pi

j
, temos que

φpi
j
: Vt(pi

j)
→ Vh(pi

j)
⊗ M̃,

para j = 1, . . . , ni e se (V, φ) satisfaz as relações de R, devemos ter

φpi
1
+ . . .+ φpi

ni
= 0.

Por exemplo, considere o quiver

1
a //

b ��=
==

==
==

2

c

��

d

��=
==

==
==

3 e
// 4

e o conjunto de relações R em Q dado por {R1, R2} onde R1 = p1
1 + p1

2,
R2 = p1

1 + p2
2 com

p1
1 = ca, p1

2 = b, p2
1 = d, p2

2 = ec.

Seja (V, φ) uma representação M−torcida de Q que satisfaz R. Temos que
Mp11

= Mc ⊗Ma, Mp12
= Mb, Mp21

= Md e Mp22
= Me ⊗Mc. Seja

M̃ =
⊗

a∈Q1

Ma.

Então

1. φ̃p11 : V1 → V3 ⊗Mp11
, com φ̃p11 = (φc ⊗ 1Ma

) ◦ φa;

2. φ̃p12 : V1 → V3 ⊗Mp12
, com φ̃p12 = φb;

3. φ̃p21 : V2 → V4 ⊗Mp21
, com φ̃p21 = φd;

4. φ̃p22 : V2 → V4 ⊗Mp22
, com φ̃p22 = (φe ⊗ 1Mc

) ◦ φc.
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Se fp1i : Mp1i
→ M̃ e fp2i : Mp2i

→ M̃ , i = 1, 2, são as inclusões e φp1i =

(1V3 ⊗ fp1i ) ◦ φ̃p1i , φp2i = (1V4 ⊗ fp2i ) ◦ φ̃p2i , i = 1, 2, como (V, φ) satisfaz as
relações devemos ter

{

φp11 + φp12 = 0

φp21 + φp22 = 0.

Definição 52. Sejam Q um quiver e M = {Ma}a∈Q1 uma coleção de k−espaços
vetoriais de dimensão finita. Para cada p = a1a2 · · · am ∈ kQ, fazemos

Mp = Ma1 ⊗ · · · ⊗Mam
,

se o caminho é não trivial, e se p é um caminho trivial, p = ei, fazemos
Mp = k. Assim definimos a álgebra de caminhos M−torcida sobre k pelo
espaço vetorial

AM =
⊕

p

Mp

com a soma sobre todos os caminhos de Q, munido com o seguinte produto.
Para xp ∈Mp e xq ∈Mq definimos

xpxq =

{

xp ⊗ xq se t(p) = h(q)
0 se t(p) 6= h(q)

,

xpei =

{

xp se i = t(p)
0 se i 6= t(p)

,

eixp =

{

xp se i = h(p)
0 se i 6= h(p)

,

eiej =

{

ei se i = j
0 se i 6= j

.
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Exemplo 35. Considere o quiver

1
a // 2

e seja M = Ma um C−espaço vetorial de dimensão finita, suponhamos
dimMa = n. Então temos que

AM = C ⊕ C ⊕Ma.

Sejam {e1}, {e2} bases de C e {f1, · · · , fn} base de Ma. Se v, w ∈ AM temos
que

v = α1e1 + α2e2 +
n
∑

j=1

βjfj

e

w = γ1e1 + γ2e2 +
n
∑

j=1

cjfj,

com αi, γi, βj, cj ∈ C, i = 1, 2 e j = 1, · · · , n. Logo, o produto vw é dado por

vw = α1γ1e1 + α2γ2e2 + α2(
n
∑

j=1

cjfj) + (
n
∑

j=1

βjfj)γ1.

Note que se Ma são espaços vetoriais unidimensionais, isto é, Ma ≃
k, a ∈ Q1, temos que AM ≃ kQ, a álgebra de caminhos do quiver. Ver
definição (26).

Temos um resultado semelhante à proposição (27) que relaciona
RepMQ a AM∗ , onde M∗ = {M∗

a}a∈Q1 são os duais de M = {Ma}a∈Q1 ,
isto é, AM∗ =

⊕

pM
∗
p , com M∗

p = M∗
a1
⊗ . . .⊗M∗

an
para p = a1 . . . an.

Proposição 36. Seja Q um quiver e fixemos M = {Ma}a∈Q1 uma coleção
de k−espaços vetoriais de dimensão finita. Temos que a categoria das re-
presentações M−torcidas de Q é equivalente à categoria dos AM∗−módulos.
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Demonstração. Vamos definir um funtor equivalência de categorias entre
RepMQ e Mod − AM∗ . Seja (V, φ) ∈ RepMQ e seja V =

⊕

i∈Q0
Vi. Va-

mos definir uma ação ρ : AM∗ → End(V ).

Definimos

ρ(ei)|Vj
=

{

idVi
, i = j

0, i 6= j
;

ρ(xa)|Vi
=

{

(1Vh(a)
⊗ xa) ◦ φa, i = t(a)

0, i 6= t(a)

para xa ∈M∗
a , a ∈ Q1. Se xp ∈M∗

p , xp = xa1 ⊗ . . .⊗ xan
, definimos

ρ(xp) = ρ(xa1) ◦ . . . ◦ ρ(xan
) e estendemos para AM∗ por linearidade.

Dessa forma temos que V é um AM∗− módulo.

Dado um morfismo entre duas representações f : (V, φ) → (W,ψ),
vamos definir um homomorfismo de AM∗−módulos,

f =
⊕

i∈Q0

fi :
⊕

i∈Q0

Vi →
⊕

i∈Q0

Wi.

Temos de mostrar que mf(v) = f(mv), ∀m ∈ AM∗ , v ∈ V . De fato,

eif(v) = ei(⊕fj(v)) = fi(eiv) = f(eiv),

para i ∈ Q0 e se xa ∈M∗
a então

xaf(v) = xa(⊕fi(v)) = (1Wh(a)
⊗ xa)ψa(ft(a)(v)) =

(1Wh(a)
⊗ xa)(fh(a) ⊗ 1Ma

)φa(v) = (1Wh(a)
fh(a)) ⊗ (xa1Ma

)φa(v) =

(fh(a) ⊗ xa)φa(v) = fh(a)(1Vh(a)
⊗ xa)φa(v) = f(xa(v)).

Definindo F : RepMQ→Mod− AM∗ tal que

• F (V, φ) = V , (V, φ) ∈ RepMQ;
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• F (f) =
⊕

i∈Q0
fi, f ∈ HomRepMQ((V, φ), (W,ψ));

temos que F é um funtor. Vamos definir um funtor inverso

G : Mod− AM∗ → RepMQ.

Seja V um módulo sobre AM∗ . Como
∑

i∈Q0
ei = 1AM∗ e eiej =

0, i 6= j, e2i = ei, temos que V pode ser escrito como V =
⊕

i∈Q0
Vi, onde

Vi = eiV .

Note que se xa ∈M∗
a temos

xa(Vt(a)) = xa(et(a)V ) = eh(a)(xaV ) ⊂ eh(a)(V ) = Vh(a)

e xaVi = 0 se i 6= t(a), logo por restrição, a ação de M∗
a em V induz uma

aplicação

φa : M∗
a ⊗ Vt(a) → Vh(a)

dada por φa(xa⊗v) = xav. Pelo lema (15) temos que φa : Vt(a) → Vh(a)⊗Ma.

Se f : V → W é homomorfismo de AM∗−módulos, temos que

f(Vi) = f(eiV ) = eif(V ) ⊂ eiW = Wi

logo tomando a restrição fi = f|Vi
, i ∈ Q0, temos uma coleção de k−transformações

lineares

fi : Vi → Wi, i ∈ Q0.

Considere o funtor G : Mod− AM∗ → RepMQ tal que

• se V é AM∗−módulo,
G(V ) = (V, φ)

onde Vi = eiV , i ∈ Q0, e φa é dada como acima, a ∈ Q1;
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• se f : V → W é homomorfismo,

G(f) = {fi}i∈Q0 , fi = f|Vi
.

Temos que G(f) : G(V ) → G(W ) é morfismo entre as representações (V, φ)
e (W,ψ). De fato, para a ∈ Q1 e xa ∈M∗

a ,

ψa(1M∗
a
⊗ ft(a))(xa ⊗ v) = ψa(xa ⊗ ft(a)(v)) =

xaft(a)(v) = fh(a)(xav) = fh(a)(φa(xa ⊗ v)) =

fh(a)φa(xa ⊗ v),

logo, a ∈ Q1, o diagrama abaixo é comutativo

M∗
a ⊗ Vt(a)

φa //

1M∗
a
⊗ft(a)

��

Vh(a)

fh(a)

��
M∗

a ⊗Wt(a)
ψa

//Wh(a)

e dáı

Vt(a)
φa //

ft(a)

��

Vh(a) ⊗Ma

fh(a)⊗1Ma

��
Wt(a)

ψa

//Wh(a) ⊗Ma

também comuta, para toda a ∈ Q1. De maneira análoga à proposição (27),
vemos que GF é isomorfo à idRepMQ e FG é isomorfo à idMod−AM∗ . Portanto
as categoriasRepMQ eMod−AM∗ são equivalentes, como queŕıamos mostrar.

SejamQ um quiver qualquer,M = {Ma}a∈Q1 uma coleção de k−espaços
vetoriais de dimensão finita e (V, φ), (W,ψ) ∈ RepMQ.

Definição 53. Dizemos que (W,ψ) é uma subrepresentação de (V, φ) se
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1. Wi ⊂ Vi,∀i ∈ Q0;

2. φa|Wt(a)
= ψa,∀a ∈ Q1.

Definição 54. Definimos a soma direta de (V, φ) e (W,ψ) pela representação
(U, η) onde

1. Ui = Vi ⊕Wi,∀i ∈ Q0;

2. ηa = φa ⊕ ψa para cada a ∈ Q1, isto é,

ηa : Vt(a) ⊕Wt(a) → (Vh(a) ⊕Wh(a)) ⊗Ma

onde

ηa(v ⊕ w) = φa(v) ⊕ ψa(w), v ∈ Vt(a) e w ∈ Wt(a).

Definição 55. Uma representação (V, φ) é dita decompońıvel se pode ser
escrita como a soma direta de duas subrepresentações não triviais. Caso
contrário, dizemos que a representação é indecompońıvel.

Como vimos anteriormente, para estudarmos representações de qui-
vers, é suficiente estudarmos as representações indecompońıveis. No caṕıtulo
anterior, vimos os teoremas de Gabriel e Kac que nos fornecem uma ma-
neira de encontrar as representações indecompońıveis de um quiver. Neste
caṕıtulo queremos fazer o mesmo para as representações torcidas. No final
do caṕıtulo teremos condições de encontrar os indecompońıveis na categoria
de representações torcidas de um quiver.

Vamos agora ao nosso principal resultado, que relaciona a categoria
de representações torcidas de um quiver Q à categoria de representações de
um outro quiver Q̃ onde Q̃ é obtido através de Q.

Teorema 37 (Teorema Principal). Seja Q = (Q0, Q1) um quiver e seja
M = {Ma}, a ∈ Q1, uma coleção de k−espaços vetoriais de dimensão finita.
Então a categoria de representações M−torcidas de Q, RepMQ, é equivalente
à categoria de representações de Q̃, Rep Q̃, onde Q̃ = (Q̃0, Q̃1) é obtido de
Q da seguinte maneira:
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• o conjunto de vértices é o mesmo, isto é, Q̃0 = Q0;

• para cada flecha a ∈ Q1, Q̃1 possui m = dimMa flechas, a1, . . . , am,
tais que

t̃(aj) = t(a) e h̃(aj) = h(a), j = 1, . . . ,m,

onde t̃, h̃ são os mapas ińıcio e término de Q̃ respectivamente.

Demonstração. Suponhamos primeiramente que Q é tal que Q0 = (1, 2) e
Q1 = (a) com t(a) = 1 e h(a) = 2, isto é,

1
a // 2 .

Fixemos Ma um k−espaço vetorial de dimensão m. Queremos mos-
trar que RepMQ é equivalente a Rep Q̃ onde Q̃ = (Q̃0, Q̃1) com Q̃0 = Q0 e
Q̃1 = (a1, . . . , am), t(ai) = t(a) e h(ai) = h(a), para i = 1, . . . ,m.

Para mostrarmos essa equivalência, vamos exibir um funtor que seja
equivalência de categorias.

Seja {V,W}, {φ : V → W ⊗Ma} uma representação de Q. Note que
como V,W,Ma são k−espaços vetoriais de dimensão finita, pelo lema (13)

L(V,W ⊗Ma) ≃ L(V,W ) ⊗Ma.

Temos então que se {h1, . . . , hm} é base de Ma, como φ ∈ L(V,W ⊗
Ma), existem φ1, · · · , φm ∈ L(V,W ) tais que

φ =
m
∑

i=1

φi ⊗ hi. (3.1)

Observe que {φ1, . . . , φm} depende da base {h1, . . . , hm} fixada para
Ma.
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Fixe uma ordem para as flechas de Q̃ e considere o funtor

F : RepMQ→ Rep Q̃

tal que

• para cada objeto ({Vt(a), Vh(a)}, φ) ∈ RepMQ, temos

F ({Vt(a), Vh(a)}, φ) = ({Vt(a), Vt(a)}, φ̃)

onde φ̃ = {φ1, . . . , φm} são obtidos como fizemos em (3.1), e φi está
associado a i−ésima flecha de Q̃;

• para cada morfismo f = {ft(a), fh(a)} entre duas representações torcidas
({Vt(a), Vh(a)}, φ) e ({Wt(a),Wh(a)

}, ψ)

Vt(a)

ft(a)

��

φ // Vh(a) ⊗Ma

fh(a)⊗1Ma

��
Wt(a)

ψ
//Wh(a) ⊗Ma

definimos F (f) = f .

Mostremos que f = {ft(a), fh(a)} é morfismo entre as representações

({Vt(a), Vh(a)}, {φ1, . . . , φm}) e ({Wt(a),Wh(a)}, {ψ1, . . . ψm}), isto é que

Vt(a)

ft(a)

��

φj // Vh(a)

fh(a)

��
Wt(a)

ψj

//Wh(a)

é comutativo, para todo 1 ≤ j ≤ m.

De fato, temos que φ =
∑m

j=1 φj ⊗ hj, ψ =
∑m

j=1 ψj ⊗ hj e ψft(a) =
(fh(a) ⊗ 1Ma

)φ, logo,
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(
m
∑

j=1

ψj ⊗ hj)ft(a) = (fh(a) ⊗ 1Ma
)(

m
∑

j=1

φj ⊗ hj)

então

(
m
∑

j=1

ψj ⊗ hj)ft(a) =
m
∑

j=1

((ψj ⊗ hj)ft(a)) =
m
∑

j=1

ψjft(a) ⊗ hj

e

(fh(a) ⊗ 1Ma
)(

m
∑

j=1

φj ⊗ hj) =
m
∑

j=1

(fh(a) ⊗ 1Ma
)(φj ⊗ hj) =

m
∑

j=1

(fh(a)φj ⊗ 1Ma
hj) =

m
∑

j=1

fh(a)φj ⊗ hj

logo,

m
∑

j=1

ψjft(a) ⊗ hj =
m
∑

j=1

fh(a)φj ⊗ hj

e portanto

ψj ◦ ft(a) = fh(a) ◦ φj, para j = 1, . . .m,

logo F (f) é morfismo entre F (X) e F (Y ). Mostremos que F é funtor.

Sejam Z = (U, η) ∈ RepMQ e g : (W,ψ) → (U, η) um morfismo.
Queremos mostrar que F (gf) = F (g)F (f), ou seja, que o diagrama comuta
para 1 ≤ i ≤ m.
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Vt(a)
φi //

ft(a)

��

Vh(a)

fh(a)

��
Wt(a)

ψi //

gt(a)

��

Wh(a)

gh(a)

��
Ut(a)

ηi // Uh(a)

Temos que

ηi(gt(a)ft(a)) = (ηigt(a))ft(a) = (gh(a)ψi)ft(a) =

gh(a)(ψift(a)) = gh(a)(fh(a)φi) = (gh(a)fh(a))φi,

para todo i com i = 1, . . . ,m, logo F é funtor. Mostremos agora que F
satisfaz as condições do teorema (5).

1. F : HomC(X, Y ) → HomD(F (X), F (Y )) é injetivo e sobrejetivo.

Claramente é injetivo. Seja g ∈ HomD(F (X), F (Y )), g = {gi}i∈Q0 tal
que

ψi ◦ gt(a) = gh(a) ◦ φi, i = 1, . . . ,m.

Então f = {gi}i∈Q0 ∈ HomC(X, Y ) é tal que F (f) = g. De fato,

ψgt(a) = (
m
∑

j=1

ψj ⊗ hj)gt(a) =
m
∑

j=1

((ψj ⊗ hj)gt(a)) =
m
∑

j=1

ψjgt(a) ⊗ hj =

m
∑

j=1

gh(a)φj ⊗ hj =
m
∑

j=1

gh(a)φj ⊗ 1Ma
hj =

m
∑

j=1

(gh(a) ⊗ 1Ma
)(φj ⊗ hj) =

(gh(a) ⊗ 1Ma
)(

m
∑

j=1

φj ⊗ hj) = (gh(a) ⊗ 1Ma
)φ.

Portanto F é pleno e fiel.
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2. Seja Y ∈ Obj(D), Y = (V, φ) onde V = {Vt(a), Vh(a)} e φ = {φ1, . . . , φm}
com φj : Vt(a) → Vh(a), j = 1, . . . ,m. Seja X = (V, φ) com

φ =
m
∑

j=1

φj ⊗ hj.

Então Y = F (X). Pelo teorema (5) temos que F : C → D é equi-
valência de categorias.

Note que mudar a ordem das flechas em Q̃ é equivalente a mudar a
ordem dos vetores na base escolhida.

Agora, se Q é um quiver com mais flechas, definimos um funtor que
faz em cada flecha de Q o mesmo processo que fizemos anteriormente, dessa
forma obtemos uma equivalência entre as categorias.

Pergunta: Para demonstrar o teorema, escolhemos uma base para
M , e vimos que o funtor F depende dessa base. Se escolhermos outra base
para M , o novo funtor F ′ : RepMQ→ Rep Q̃ é isomorfo a F?

Corolário 38. Sejam Q um quiver e M = {Ma}a∈Q1 uma coleção de k−espaços
vetoriais de dimensão finita. Então os indecompońıveis de RepMQ estão em
correspondência biuńıvoca com os indecompońıveis de Rep Q̃.

Demonstração. O resultado segue do teorema anterior e do corolário (10)

Proposição 39. Sejam Q um quiver e M = {Ma}a∈Q1 uma coleção de
k−espaços vetoriais de dimensão finita. Então dada M ′ = {M ′

a}a∈Q1 uma
coleção de subespaços vetoriais, isto é, M ′

a ⊂ Ma é subespaço vetorial para
cada a ∈ Q1, existe um funtor

F : RepM ′Q→ RepMQ

que é pleno e fiel.
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Demonstração. Vamos denotar RepM ′Q por C e RepMQ por D. Seja X =
(V, φ) ∈ Obj(C). Temos que

φa : Vt(a) → Vh(a) ⊗M ′
a,

para cada a ∈ Q1. Seja εa : M ′
a → Ma a inclusão de M ′

a em Ma. Considere
a aplicação

φa : Vt(a) → Vh(a) ⊗Ma

dada por φa = (1Vh(a)
⊗ εa) ◦ φa, para cada a ∈ Q1.

Definimos F : C → D da seguinte forma

• para X = (V, φ) ∈ Obj(C) temos

F (X) = (V, φ)

onde φa = (1Vh(a)
⊗ εa) ◦ φa, a ∈ Q1;

• se f : X → Y é morfismo, X = (V, φ), Y = (W,ψ) objetos de C então
F (f) = f é morfismo entre F (V, φ) e F (W,ψ).

De fato, temos de mostrar que o diagrama abaixo é comutativo

Vt(a)
φa //

ft(a)

��

Vh(a) ⊗Ma

fh(a)⊗1Ma

��
Wt(a)

ψa

//Wh(a) ⊗Ma

Temos que

ψaft(a) = ((1Wh(a)
⊗ εa)ψa)ft(a) = (1Wh(a)

⊗ εa)(ψaft(a))

= (1Wh(a)
⊗ εa)(fh(a) ⊗ 1M ′

a
)φa
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e

(fh(a) ⊗ 1Ma
)φa = (fh(a) ⊗ 1Ma

)(1Vh(a)
⊗ εa)φa

note que

(1Wh(a)
⊗ εa)(fh(a) ⊗ 1M ′

a
) = (fh(a) ⊗ 1Ma

)(1Vh(a)
⊗ εa)

pois 1Wh(a)
fh(a) = fh(a)1Vh(a)

e εa1M ′
a

= 1Ma
εa, logo

ψaft(a) = (fh(a) ⊗ 1Ma
)φa

e F (f) ∈ HomD(F (X), F (Y )).

Se g : Y → Z é morfismo, com Z = (U, η) temos que gf : X → Z
está bem definido. De fato,

ηa(gt(a)ft(a)) = (ηagt(a))ft(a) = ((gh(a) ⊗ 1M ′
a
)ψa)ft(a)

= (gh(a) ⊗ 1M ′
a
)(ψaft(a)) = (gh(a) ⊗ 1M ′

a
)((fh(a) ⊗ 1M ′

a
)φa)

= ((gh(a) ⊗ 1M ′
a
)(fh(a) ⊗ 1M ′

a
))φa = (gh(a)fh(a) ⊗ 1M ′

a
)φa

isto é, o diagrama abaixo comuta

Vt(a)
φa //

ft(a)

��

Vh(a) ⊗M ′
a

fh(a)⊗1M′
a

��
Wt(a)

ψa //

gt(a)

��

Wh(a) ⊗M ′
a

gh(a)⊗1M′
a

��
Ut(a) ηa

// Uh(a) ⊗M ′
a

É fácil ver que o diagrama
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Vt(a)
φa //

ft(a)

��

Vh(a) ⊗Ma

fh(a)⊗1Ma

��
Wt(a)

ψa //

gt(a)

��

Wh(a) ⊗Ma

gh(a)⊗1Ma

��
Ut(a)

ηa

// Uh(a) ⊗Ma

também comuta, logo F (fg) = F (f)F (g) e portanto F é funtor.

Precisamos mostrar agora que F é pleno e fiel, isto é, que para cada
objeto X, Y ∈ Obj(C)

F : HomC(X, Y ) → HomD(F (X), F (Y ))

é sobrejetivo e injetivo.

De fato, sejam X = (V, φ) e Y = (W,ψ) objetos de RepM ′Q e seja
g = {gi}i∈Q0 ∈ HomD(F (X), F (Y )). Então o diagrama abaixo comuta

Vt(a)
φa //

gt(a)

��

Vh(a) ⊗Ma

gh(a)⊗1Ma

��
Wt(a)

ψa

//Wh(a) ⊗Ma

ou seja,

ψagt(a) = (gh(a) ⊗ 1Ma
)φa, ∀a ∈ Q1,

logo

((1Wh(a)
⊗ εa)ψa)gt(a) = (gh(a) ⊗ 1Ma

)((1Vh(a)
⊗ εa)φa)

dáı
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(1Wh(a)
⊗ εa)(ψagt(a)) = (gh(a) ⊗ 1Ma

)(1Vh(a)
⊗ εa)φa.

Note que

(gh(a) ⊗ 1Ma
)(1Vh(a)

⊗ εa) = (1Wh(a)
⊗ εa)(gh(a) ⊗ 1M ′

a
)

portanto

(1Wh(a)
⊗ εa)(ψagt(a)) = (1Wh(a)

⊗ εa)((gh(a) ⊗ 1M ′
a
)φa).

Temos então que f = {gi}i∈Q1 ∈ HomC(X, Y ) é tal que F (f) = g, logo
F : HomC(X, Y ) → HomD(F (X), F (Y )) é sobrejetivo.

Claramente F é injetivo, portanto é pleno e fiel, e segue o resultado.

Podemos agora relacionar RepQ a RepMQ.

Corolário 40. A categoria RepQ é equivalente a uma subcategoria plena de
RepMQ.

Demonstração. Considere M ′ = {M ′
a}a∈Q1 tal que M ′

a = k, ∀a ∈ Q1. Então
RepM ′Q = RepQ e da proposição anterior, temos que existe um funtor

F : RepQ→ RepMQ

que é pleno e fiel. Logo, da proposição (6) segue o resultado.

Sejam Q um quiver e M = {Ma}a∈Q1 uma coleção de k−espaços
vetoriais de dimensão finita. Definimos a matriz de Euler M-torcida EM =
(aij) onde
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aij = δij − {
∑

a∈Q1

dimMa | t(a) = i, h(a) = j}.

Definimos também a matriz de Cartan generalizada M-torcida por
CM = (cij) onde cij = aij + aji.

Exemplo 41. Considere o quiver

1
a1 // 2 3

a2oo

e sejam dimMa1 = 2, dimMa2 = 3. Então

EM =

( 1 −2 0
0 1 0
0 −3 1

)

e

CM =

( 2 −2 0
−2 2 −3
0 −3 2

)

Note que a matriz EM de Q é igual a matriz de Euler de Q̃ e CM de Q é a
matriz de Cartan de Q̃.

Teorema 42. Sejam Q um quiver e M = {Ma}a∈Q1 uma coleção de k−espaços
vetoriais de dimensão finita. Temos então que a categoria de representações
M−torcidas de Q é do tipo

1. finito se, e somente se, dimMa = 1, ∀a ∈ Q1, e Q é do tipo finito;

2. manso se, e somente se,

(a) dimMa = 1, ∀a ∈ Q1, e Q é do tipo manso; ou

(b) Q é a união disjunta de diagramas de Dynkin do tipo A,D,E com
dimMa = 1 em todas as flechas a associadas e a união de um A2

com dimM = 2 na flecha associada; ou
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(c) Q é um A2 com dimMa = 2;

3. selvagem se, e somente se, não for nem do tipo finito, nem do tipo
manso.

Demonstração. Segue do teorema de Gabriel e do Teorema (37).

Teorema 43. Seja Q um quiver qualquer e M = {Ma}a∈Q1 uma coleção de
k−espaços vetoriais de dimensão finita. Então os vetores dimensão das re-
presentações torcidas indecompońıveis de Q correspondem às ráızes positivas
do sistema de ráızes associado à matriz de Cartan generalizada torcida de Q.

Demonstração. Sabemos pelo corolário (38) que os indecompońıveis de Q
estão em equivalência com os de Q̃ e que a matriz de Cartan torcida de Q
corresponde à matriz de Cartan de Q̃. Portanto basta aplicar o Teorema de
Kac para o quiver Q̃.

3.2 Estabilidade em RepMQ

Nesta seção, as principais referências são [8, 19].

Seja Q um quiver finito sem ciclos orientados e considere M =
{Ma}a∈Q1 uma coleção de k−espaços vetoriais de dimensão finita. Seja
F : RepMQ→ RepQ̃ o funtor equivalência de categorias. Nesta seção vamos
definir o conceito de estabilidade na categoria RepMQ.

Vamos denotar por Vi, para cada vértice i ∈ Q0, a representação
simples (V, φ) dada por Vi = k,∀i ∈ Q0 e φa = 0,∀ ∈ Q1. Seja Vi = F (Vi)
para cada i ∈ Q0. Temos o seguinte resultado.

Proposição 44. As únicas representações simples em RepMQ são da forma
Vi para cada i ∈ Q0.
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Demonstração. A prova é análoga à da proposição (23).

Lembrando que em Rep Q̃ também vale a proposição acima, (ver
proposição (23)), temos que Vi é simples em Rep Q̃ se, e somente se, Vi é
simples em RepMQ.

Como trabalhamos com representações de dimensão finita, temos
que RepMQ e RepQ̃ são categorias artinianas e noetherianas, isto é, para
qualquer objeto X dessas categorias, as seqüências de subobjetos Xi de X
crescentes e decrescentes

X1 ⊆ X2 ⊆ . . . ou X1 ⊇ X2 ⊇ . . .

são estacionárias, isto é, existe n tal que Xi = Xn, para todo i ≥ n. Temos
então o teorema de Jordan-Hölder.

Teorema 45 (Jordan-Hölder). Seja A uma categoria abeliana artiniana e
noetheriana. Então todo objeto X de A possui uma série de Jordan-Hölder,
isto é, uma série

X1 ⊂ X2 ⊂ . . . ⊂ Xn = X

tal que X1, X2/X1, . . . , Xn/Xn−1 são todos simples.

Além disso, o ciclo de componentes simples de X, dado por

X1 ⊕X2/X1 ⊕ . . .⊕Xn/Xn−1

não depende da série de Jordan-Hölder escolhida, isto é, se X possui uma
outra série

Y1 ⊂ Y2 ⊂ · · · ⊂ Ym = X,

então m = n e X1 ≃ Y1, Xi/Xi−1 ≃ Yi/Yi−1, se i = 2, · · · , n.

Demonstração. Veja [6].
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Definição 56. Seja A uma categoria abeliana. Definimos seu grupo de
Grothendieck K0(A) pelo quociente F/N , onde F é o grupo abeliano livre
gerado por todos os objetos de A e N é o subgrupo gerado por

{X −X ′ −X
′′ | existe seqüência exata 0 → X ′ → X → X

′′ → 0}.

Vamos ver qual é o grupo de Grothendieck de RepMQ. Antes, note
que tanto em RepMQ como em Rep Q̃ se duas representações são isomorfas
então elas têm o mesmo vetor dimensão.

Exemplo 46. Seja A = RepMQ, e seja n = #Q0. Temos que K0(A) ≃ Z
n.

De fato, denotando por Vi, i ∈ Q0, as representações simples de RepMQ,
temos que cada representação M−torcida de Q é equivalente em K0(A) a
seu ciclo de componentes simples, que é da forma ⊕i∈Q0V

βi

i , para algum
β = (β1, · · · , βn) ∈ Z

n. Logo temos que a aplicação

Φ : K0(RepMQ) → Z
n

⊕i∈Q0V
βi

i 7→ β

é sobrejetiva e injetiva. De maneira análoga, vemos que K0(Rep Q̃) ≃ Z
#Q̃0.

Como #Q̃0 = #Q0 = n e Vi ∈ Obj(RepMQ) é simples se, e somente se,
F (Vi) ∈ Obj(Rep Q̃) é simples, com F o funtor equivalência de categorias,
temos que F induz o isomorfismo de grupos

F : K0(RepMQ) → K0(Rep Q̃)

que é a identidade.

Vamos agora definir em RepMQ o conceito de estabilidade. Esse
conceito pode ser estendido para categorias abelianas em geral, para mais
detalhes, veja [20].

Seja (V, φ) objeto de RepMQ. Vamos denotar por [V ] a imagem em
K0(RepMQ) da sua classe de isomorfismo. Denotamos também por [V ] a
imagem em K0(Rep Q̃) da classe de isomorfismo do objeto (V , φ) de Rep Q̃.
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Definição 57. Seja θ : K0(RepMQ) → R uma função aditiva, isto é, um
homomorfismo de grupos abelianos. Dizemos que a representação (V, φ) é

• θ-semi-estável se θ([V ]) = 0 e para toda subrepresentação (W,ψ) de
(V, φ) temos θ([W ]) ≥ 0;

• θ-estável se for θ−semi-estável e as únicas subrepresentações (W,ψ)
tais que θ([W ]) = 0 são (V, φ) e a representação nula.

Dada uma função aditiva θ′ : K0(Rep Q̃) → R definimos de maneira
análoga estabilidade em Rep Q̃.

Seja θ = (θ1, · · · , θn) ∈ Z
n onde n = #Q0. Note que se (V, φ) é

representação M−torcida de Q com vetor dimensão α temos que θ induz
uma função aditiva θ : K0(RepMQ) → Z dada por

θ([V ]) =
∑

i∈Q0

θiαi =< θ, α > .

Se (V , φ) é representação de Q̃ com vetor dimensão β, temos que θ também
induz uma função aditiva θ′ : K0(Rep Q̃) → Z dada por

θ′([V ]) =
∑

i∈Q0

θiβi =< θ, β > .

A partir de agora, vamos considerar as funções aditivas θ e θ′ dadas
por produto interno com um vetor θ como acima. Lembrando que o funtor
equivalência de categorias F : RepMQ → RepQ̃ preserva a dimensão das
representações e que o isomorfismo induzido F : K0(RepMQ) → K0(RepQ̃)
é a identidade, se (V, φ) ∈ RepMQ com vetor dimensão α temos que

θ([V ]) =< θ, α >= θ′([F (V )]).

Na verdade, θ = θ′ ◦F = θ′, logo θ([F (V )]) = θ([V ]) e dáı segue que (V, φ) é
θ-(semi)-estável se, e somente se F (V, φ) é θ-(semi)-estável em Rep Q̃.
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Vamos fixar um vetor dimensão α ∈ Z
n. Sejam RM(Q,α) o con-

junto de todas as representações M−torcidas de Q com vetor dimensão α
e R(Q̃, α) o conjunto das representações de Q̃ com vetor dimensão α. Te-
mos que RM(Q,α) é subcategoria plena de RepMQ e R(Q̃, α) é subcategoria
plena de Rep Q̃.

Considere também RSS
θ,M(Q) o conjunto das representações θ-semi-

estáveis de RepMQ e RSS
θ (Q̃) o conjunto das representações θ-semi-estáveis

de Rep Q̃.

Proposição 47. As representações M−torcidas de Q que são θ-semi-estáveis
formam uma subcategoria abeliana plena de RepMQ, RSS

θ,M(Q). O mesmo

ocorre com as representações θ-semi-estáveis de Rep Q̃, RSS
θ (Q̃).

Demonstração. Vamos demonstrar apenas para representações M−torcidas
de Q. A prova é igual para representações de Q̃. É claro que as repre-
sentações θ-semi-estáveis formam uma subcategoria plena de RepMQ. Pre-
cisamos mostrar que ela é abeliana e para isso é suficiente mostrar que se
f : (V, φ) → (W,ψ) é morfismo entre representações semi-estáveis, então
ker f , cokerf e imf são θ-semi-estáveis. Temos seqüências exatas

0 → ker f → (V, φ) → imf → 0

e
0 → imf → (W,ψ) → cokerf → 0

logo, θ([ker f ]) + θ([imf]) = 0. Como ker f é subobjeto de (V, φ) e imf de
(W,ψ), que são θ-semi-estáveis, temos que θ([ker f ]) ≥ 0 e θ([imf ]) ≥ 0,
logo eles são nulos. Da mesma forma, temos que θ([cokerf ]) + θ([imf ]) = 0
e portanto θ([cokerf ]) = 0. Seja (U, η) subobjeto de ker f , então (U, η) é
subobjeto de (V, φ) e dáı θ([U ]) ≥ 0 o que implica que ker f é θ-semi-estável.
De maniera análoga, temos que imf é θ-semi-estável. Para mostrarmos que
cokerf é θ-semi-estável, seja (U ′, λ) subobjeto de cokerf = (W,ψ)/imf . Se
π é a projeção π : (W,ψ) → cokerf , temos a seqüência exata

0 → imf → π−1((U ′, λ)) → (U ′, λ) → 0.
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Assim, θ([U ′]) = θ([π−1(U ′)]) ≥ 0 pois (W,ψ) é θ-semi-estável. Portanto
cokerf é θ-semi-estável, e os objetos semi-estáveis de RepMQ formam uma
subcategoria abeliana plena.

As subcategorias da proposição acima são artinianas e noetherianas,
logo nelas também vale o teorema de Jordan-Hölder.

Seja G : RSS
θ,M(Q) → RSS

θ (Q̃) a restrição de F : RepMQ → Rep Q̃ às
representações θ-semi-estáveis.

Proposição 48. O funtor G induzido por F é uma equivalência de catego-
rias.

Demonstração. Sejam X = (V, φ) e (W,ψ) objetos de C = RSS
θ,M(Q). Como

já vimos, G(X) = F (X) e G(Y ) = F (Y ) são objetos de D = RSS
θ (Q̃). Vamos

mostrar que
G : HomC(X,Y ) → HomD(G(X), G(Y ))

é fiel, pleno e essencialmente sobrejetivo.

Temos que C é subcategoria plena de RepMQ e F é fiel, logo G é fiel.
Também segue que G é pleno pois D é subcategoria plena de Rep Q̃ e F é
pleno. Finalmente, se Y ∈ Obj(D), temos que Y = F (X) para X ∈ RepMQ.
Como equivalência de categorias preserva θ-semi-estabilidade, temos que X
é θ-semi-estável, logo X ∈ Obj(C) e dáı Y = G(X), o que mostra que G é
essencialmente sobrejetivo e portanto G é equivalência de categorias.

Proposição 49. Seja X um objeto de RSS
θ,M(Q). Então X é estável se, e

somente se, X é simples.

Demonstração. Suponhamos que X seja estável. Então θ([X]) = 0 e se X ′ é
subobjeto de X, como θ([X ′]) = 0 temos que X ′ = 0 ou X ′ = X, logo X é
simples.

Reciprocamente, suponhamos que X seja simples. Como seus únicos
subobjetos são X ′ = 0 e X ′ = X, claramente X é estável.
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Se A é uma categoria abeliana com estrutura de estabilidade, como
RepMQ, temos que os objetos semi-estáveis de A possuem uma filtração
chamada filtração de Harder-Narasimhan, isto é, se X ∈ Obj(A) é semi-
estável, exite uma única filtração

X = Xn ⊃ Xn−1 ⊃ . . . ⊃ X1 ⊃ X0 = 0

tal que Xi/Xi−1 é estável, ∀i. Para mais detalhes veja [8].

Definição 58. Dizemos que dois objetos X, Y ∈ Obj(A) semi-estáveis são S-
equivalentes se sua filtração de Harder-Narasimhan possui os mesmos fatores
de composição.

Seja A = RSS
θ,M(Q). Da proposição anterior, temos que os obje-

tos estáveis de A são os objetos simples, logo uma filtração de Harder-
Narasimhan de um objeto é o mesmo que uma série de Jordan-Hölder, e dois
objetos X,Y θ-semi-estáveis são S-equivalentes, se eles possuem o mesmo
ciclo de componentes simples.

Seja RSS
θ,M(Q,α) o conjunto das representações de RSS

θ,M(Q) com vetor

dimensão α e RSS
θ (Q̃, α) o conjunto das representações de RSS

θ (Q̃) com vetor
dimensão α. Vamos denotar por RSS

θ,M(Q,α)/ ∼ o conjunto de moduli das
representações θ-semi-estáveis de dimensão α a menos de S-equivalência e
por RSS

θ (Q̃, α)/ ∼ o conjunto de moduli das representações de RSS
θ (Q̃, α) a

menos de S-equivalência. Temos a seguinte proposição.

Proposição 50. O funtor F : RepMQ→ Rep Q̃ induz uma bijeção entre os
conjuntos

RSS
θ,M(Q,α)/ ∼ e RSS

θ (Q̃, α)/ ∼ .

Demonstração. Veja [8, Proposição 2.9].
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King mostrou em [16] que RSS
θ (Q̃, α)/ ∼ é uma variedade algébrica

projetiva, irredut́ıvel e normal. Logo, pela proposição anterior, temos que à
RSS
θ,M(Q,α)/ ∼ também pode ser dada uma estrutura de variedade algébrica

projetiva, irredut́ıvel e normal.

3.3 Exemplo

Neste exemplo vamos mostrar como aplicar o Teorema (37) para
calcular indecompońıveis de RepMQ. Seja Q̃ o quiver

1 a2

//
a1 //

2

e k = C. Temos que todas as representações indecompońıveis de Q com vetor
dimensão (n, n) são da forma

C
n

Jλ

//
In //

C
n

onde Jλ é a matriz na forma normal de Jordan com um autovalor. Para mais
detalhes veja [7]. Seja M = C

2. Temos que Rep Q̃ é equivalente a RepMQ,
onde Q é da forma

1
a // 2 .

Seja G : Rep Q̃ → RepMQ o funtor equivalência entre as categorias e seja
(W,ψ) a representação indecompońıvel W1 = W2 = C

n e ψ = {ψa1 , ψa2} com
[ψa1 ] = In, [ψa2 ] = Jλ. Vamos calcular G(W,ψ) = (V, φ).

Se {e1, . . . , en}, {f1, . . . , fn} são bases de C
n e {x1, x2} é base de C

2

temos

ψa1(ei) = fi, i = 1, . . . , n;

ψa2(e1) = λf1, ψa2(ei) = fi−1 + λfi, i = 2, . . . , n.

Logo φa : C
n → C

n ⊗ C
2 é dada por
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φa(ei) = ψa1(ei) ⊗ x1 + ψa2(ei) ⊗ x2,

isto é, se i = 1,

φa(e1) = f1 ⊗ x1 + λf1 ⊗ x2,

e para i = 2, . . . , n

φa(ei) = fi ⊗ x1 + fi−1 ⊗ x2 + λfi ⊗ x2.

Se {f1⊗x1, . . . , fn⊗x1, f1⊗x2, . . . , fn⊗x2} é base de C
n⊗C

2 então a matriz
de φa é da forma

[φa] =





In
...
Jλ





e a representação M -torcida dada por (V, φ) = G(W,ψ), onde V = W e
φ = φa, é indecompońıvel de Q.
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