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Resumo

Nesta dissertagao o principal objetivo é introduzir na categoria de re-
presentacoes torcidas de um quiver () as definicoes e resultados ja co-nhecidos
para categorias de representacoes de quivers. O conceito de re-presentagoes
torcidas foi introduzido por Gothen e King em [11] para estudar problemas
envolvendo fibrados vetoriais sobre variedades algébricas. King também mos-
trou em [16] que, sobre certas condigoes, as representacoes semi-estaveis de
um quiver sao parametrizadas por uma variedade algébrica projetiva, nor-
mal, irredutivel. Mostramos que o mesmo vale para representacoes torcidas
de quivers.

Nosso principal resultado, que ¢é original, mostra equivaléncia entre
a categoria de representagoes M — torcidas de um quiver ), RepyQ), e a
categoria de representacoes de um quiver Q, Rep @, onde Q depende de Q
e dos espacos de M. Essa equivaléncia nos permitiu desenvolver um pouco
da teoria j& conhecida para RepQ na linguagem de RepyQ, reescrever re-
sultados classicos como o Teorema de Gabriel e de Kac para a categoria de
representacoes torcidas e também relacionar Rep () com Repy,Q.
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Abstract

The main goal of this thesis is to introduce for the category of twisted
representations of a quiver () the definitions and results one already knows
for categories of representations of quivers. The concept of twisted repre-
sentations was introduced by Gothen and King in [11] to study problems
concerning vector bundles over algebraic varieties. King also showed in [16]
that under certain conditions, semi-stable representations of a quiver are pa-
rametrized by an irreducible, normal projective algebraic variety. We show
that we have the same results for twisted representations.

Our main and original result provides an equivalence between the
category of twisted representations of a quiver @), Repy,/(), and the category
of representations of a quiver @, Rep @, where Q) depends on @ and on the
twisting factors. With this equivalence we developed the existing theory of
representations of quivers for twisted representations, we rewrote classical
results like Gabriel’s theorem and Kac’s theorem for the category of twisted
representations and found a relation between Rep () and RepQ).
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Introducao

Um quiver () nada mais é do que um grafo orientado. Representagoes
de quivers estao intimamente relacionadas com representacoes de algebras as-
sociativas. Na verdade é possivel mostrar que, se A é uma algebra associativa
de dimensao finita, entdao a categoria de representacoes de A é equivalente a
categoria de representacoes de um quiver com relacgoes. Este resultado pode
ser encontrado em [6]. Quivers também est@o relacionados com élgebras de
Kac-Moody, que sao algebras de Lie de dimensao infinita. Dado um quiver,
podemos associar uma matriz de Cartan generalizada e dela construir uma
dlgebra de Kac-Moody e um sistema de raizes. Kac mostrou em [14] que
existe uma correspondéncia 1 — 1 entre as representacoes indecomponiveis do
quiver e as raizes positivas do sistema associado a matriz de Cartan.

Em 1994, a partir do conceito geométrico de estabilidade, King defi-
niu em [16] estabilidade para médulos de dimensao finita sobre dlgebras asso-
ciativas de dimensao finita, e construiu espacos de moduli de representacoes.
Ele mostrou que as representacoes semi-estaveis de um quiver, para um ve-
tor dimensao fixo, sao parametrizadas por uma variedade algébrica projetiva,
irredutivel e normal.

Em 2005, Gothen e King introduziram em [11] o conceito de repre-
sentagao torcida de quivers. Eles estavam interessados em estudar fibrados
vetoriais com alguma estrutura adicional, e esses fibrados poderiam ser vis-
tos como representacoes torcidas de quivers numa categoria adequada. Por
exemplo, um fibrado de Higgs sobre uma curva algébrica X pode ser visto
como uma representacao M-torcida do quiver de Jordan

aCO

na categoria de fibrados vetoriais, onde M é um fibrado de linha sobre X.



Neste trabalho, estamos interessados em adaptar as definicoes e re-
sultados ja conhecidos sobre a categoria de representacoes de um quiver
para a categoria de representagoes torcidas de um quiver. Vamos ver que
os resultados sao praticamente os mesmos, pois mostramos que existe uma
equivaléncia entre essas categorias. A existéncia dessa equivaléncia é nosso
principal teorema, e dele seguem outros resultados interessantes, como, por
exemplo, que a categoria de representacoes de () é equivalente a uma subca-
tegoria plena da categoria de representacoes torcidas de (). Dividimos essa
dissertagao em trés capitulos que estao organizados da seguinte forma.

No primeiro capitulo estudamos teoria de categorias. Comecamos
com defini¢oes basicas e vemos resultados importantes que serao utilizados
em demonstragoes dos capitulos posteriores. Definimos também as nocoes de
categoria abeliana e categoria tensorial, pois nosso estudo de representacoes
e representagoes torcidas de quivers se restringe apenas a esse tipo de ca-
tegorias, mais precisamente na categoria dos espacos vetoriais de dimensao
finita. Terminamos o capitulo com alguns resultados de algebra linear que
serao tuteis na demonstracao de nosso teorema principal.

No segundo capitulo estudamos quivers e representacoes de quivers.
Definimos a algebra de caminhos associada a um quiver e vemos como a
categoria de mddulos sobre essa dlgebra estd relacionada com categoria de
representacoes do quiver. Vemos também como montar um sistema de raizes
a partir de um quiver e os resultados classicos como o Teorema de Gabriel,
que classifica os quivers de acordo com seu grafo associado, e o Teorema de
Kac, que relaciona as raizes com representagoes indecomponiveis.

Finalmente no terceiro capitulo definimos representacoes torcidas e
demonstramos o teorema principal, nosso resultado original, que estabelece
uma equivaléncia entre a categoria de representacoes torcidas de um quiver @
com a categoria de representacoes de outro quiver que é obtido a partir de Q).
Vemos que os resultados enunciados no capitulo anterior para representacoes,
como os teoremas de Gabriel e Kac, também valem para representagoes tor-
cidas. Enunciamos e demonstramos esses resultados nessa nova linguagem,
bem como os novos resultados que obtivemos a partir do teorema. Para
finalizar, definimos o conceito de estabilidade para representagoes torcidas
e vemos como aplicar nosso teorema para calcular representacoes torcidas
indecomponiveis através de um exemplo.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos introduzir os conceitos necessarios para o de-
senvolvimento desse trabalho.

1.1 Categorias

Vamos discutir algumas nogoes bésicas de teoria de categorias. As
definigbes e resultados dessa se¢ao podem ser encontrados em [10]. Outras
referéncias sao [18, 12, 1].

Definicao 1. Uma categoria C consiste em

1. uma classe Obj(C) cujos elementos sao chamados objetos de C ;

2. uma cole¢ao de conjuntos Home(X,Y), um para cada par de objetos
X,Y € Obj(C), cujos elementos sao chamados morfismos e sdo deno-
tados por p : X — Y,

3. uma colegao de aplicacoes
Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X, Z)

para cada tripla de objetos X,Y,Z € Obj(C). Uma aplicacio dessa
colecao associa o par ¢ : X — Y, Y Y — Z a um morfismo de X a
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Z denotado por o @ oup: X — Z, que é chamado composi¢ao ou
produto de ¢ e 1.

As sequintes condigcoes devem ser satisfeitas
(a) para cada objeto X € Obj(C) existe um morfismo identidade
dx : X —- X
tal que
poidy =¢ € idxyotp =1

sep: X —=Ye:Y—-X;

(b) a composicao de morfismos € associativa , isto é, para ¢ : X — Y,
VY —=Ze&: Z — U temos

() = (V).

Vamos denotar Home(X,Y) por Hom(X,Y) quando for claro no
contexto a categoria na qual estivermos trabalhando. Também denotaremos
por Mor(C) = Ux yecovjicy Hom(X,Y).

Exemplo 1. A categoria dos conjuntos denotada por Set é uma categoria
cujos objetos sao os conjuntos, e dados dois conjuntos X,Y € Obj(Set),
temos que Hom(X,Y) é o conjunto de todos os mapas ¢ : X — Y. O
morfismo idx : X — X € a identidade, e a composi¢ao

Hom(X,Y)x Hom(Y,Z) — Hom(X, Z)
¢ dada de maneira usual.

Exemplo 2. Os grupos formam uma categoria cujos objetos sao os grupos e
morfismos sao os homomorfismos de grupos.

Exemplo 3. Espacos vetoriais também formam uma categoria, cujos objetos
sao 0s espagos vetoriais e 0os morfismos sao as transformagoes lineares.



Definicao 2. Sejam X,Y € Obj(C) e ¢ : X — Y wum morfismo. Dizemos
que @ € um isomorfismo se existe um morfismo ¥ : Y — X tal que

Yo =r1idy epor)=idy.
Nesse caso dizemos que X eY sao isomorfos.

Definicao 3. Sejam C e D categorias. Dizemos que C € uma subcategoria
de D se

1. Obj(C) C Obj(D);
2. Home(X,Y) C Homp(X,Y) para quaisquer X,Y € Obj(C);

3. a composicao de morfismos em C coincide com a composi¢ao de mor-
fismos em D, e se X € Obj(C), o morfismo idx : X — X coincide com
o morfismo idx em D.

Definicao 4. Seja C uma subcategoria de uma categoria D. Dizemos que C
¢ plena se
Home(X,Y) = Homp(X,Y)

para quaisquer X,Y € Obj(C).

Definicao 5. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante F' : C — D
consiste em:

1. Uma aplicag¢ao entre Obj(C) e Obj(D) que associa X a F(X);

2. uma aplicagao entre Mor(C) e Mor(D) que associa ¢ € Home(X,Y)
a F(p) € Homp(F(X), F(Y))

tal que
F(ZdX) = idF(X), VX € Obj(C),

F(ey) = F()F(v), Vo,1 € Mor(C)
quando @Y for bem definido.

De modo andlogo, definimos um funtor contravariante F' : C — D,
exceto que F(p) € Hom(F(Y), F(X)), para ¢ € Home(X,Y) e F(py) =
FW)F(p), Y @, € Mor(C) quando ¢ for bem definida.
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Exemplo 4. Dada uma subcategoria C e X € Obj(C), o funtor

Hx :C — Set
definido por

Hx(Y)=Hom(X,Y) paraY € Obj(C),

Hx(f)(p) =foyp

com f:Y =Y epe Hom(X,Y) é um funtor covariante.
Nesse trabalho, quando utilizarmos o termo funtor, queremos dizer
funtor covariante.

Definicao 6. Seja F' : C — D um funtor entre duas categorias.

1. Dizemos que F' ¢ fiel se para quaisquer X,Y € Obj(C) temos que

F:Home(X,Y)— Homp(F(X),F(Y))
€ injetivo;

2. dizemos que F € pleno se para quaisquer X,Y € Obj(C) temos que

F:Home(X,Y)— Homp(F(X),F(Y))

€ sobrejetivo.

Definicao 7. Sejam F, G funtores entre duas categorias C e D. Um morfismo
de funtores, f : F' — G, € uma familia de morfismos em D

f(X): F(X) = G(X)

uma para cada X € Obj(C), tal que para qualquer morfismo ¢ € Home(X,Y)
o diagrama abairo é comutativo



F(X) G(X)
F(s@)l J{G(W
F(Y) o G(Y)

A composicao de morfismos de funtores e o morfismo identidade
de funtores sao definidos de maneira clara. Temos entao que os funtores

entre duas categorias C e D formam uma categoria, que denotamos por
Funct(C, D).

Definicao 8. Sejam F' : C — D e G : C — D funtores entre categorias.
Dizemos que F' e G sao isomorfos se dado ¢ : F' — G um morfismo de
funtores, existe ¢ : G — F tal que Yo = idp e o) =1idg. Isto é equivalente
a dizermos que

p(X) : F(X) — G(X)
€ isormorfismo para todo X € Obj(C).

Definicao 9. Sejam C e D duas categorias e F' : C — D um funtor. Dizemos
que F' € equivaléncia de categorias se existe um funtor G : D — C tal que
GF € isomorfo ao funtor ide e FG € isomorfo a idp.

Nesse caso, dizemos que as categorias C e D sdo equivalentes, e
dizemos que o funtor G € quasi-inverso a F.

Teorema 5. Sejam C e D categorias e F : C — D um funtor. Entao F €
equivaléncia de categorias se, e somente se,

(a) F € um funtor pleno e fiel;
(b) qualquer objeto Y € Obj(D) ¢é isomorfo a um objeto F(X) para algum

X € 0bj(C).

Quando ocorre a condi¢io (b) dizemos que F € essencialmente sobrejetivo.



Demonstra¢ao. Suponhamos que F' : C — D seja equivaléncia de categorias
e seja GG : D — C o funtor quasi-inverso. Como GF' é isomorfo a ide e F'G é
isomorfo a idp, sejam

F(X): GF(X) — X, X € 0bj(C)
g(Y): FG(Y) — Y, Y € Obj(D)

os isomorfismos de funtores f : GF — ide e g : FG — idp. Se Y € Obj(D)
temos que Y é isomorfo a F(X), onde X = G(Y) € Obj(C), logo vale (b).
Vamos mostrar que F' é pleno e fiel.

Seja p € Home(X, X'). Temos que o diagrama

ar(x) Y x

GF(w)l lw

GRX) o X

é comutativo, isto é, p o f(X) = f(X') o GF(p), entao podemos escrever
a partir de F'(y) da seguinte forma

p=f(X)oGF(p)o f(X)! (1.1)

o que nos mostra que F' é fiel. De modo andlogo, temos que G também ¢ fiel.
Vamos mostrar que F' é pleno.

Seja ¢ € Homp(F(X), F(X')) e seja

p=f(X) o G(¥) o f(X)™" € Home(X, X').

Temos por (1.1) que ¢ = f(X") 0 GF(¢) 0 f(X)~! e como f(X') e f(X) sao
isomorfismos,

GF(p) = G(Y).
Como G é fiel, temos que F(p) = 1), logo F' é pleno.
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Reciprocamente, suponhamos que valem os itens (a) e (b) do teo-
rema. Queremos mostrar que existe um funtor G : D — C que é quasi-inverso
a k.

Seja Y € Obj(D) e fixemos Xy € Obj(C) e o isomorfismo

gY): F(Xy) =Y. (1.2)
Vamos contruir o funtor G.

Seja G : D — C tal que G(Y) = Xy, VY € Obj(D). Se ¢ €
Homp(Y,Y’), definimos

G() =g(Y") " opog(Y) € Homp(FG(Y), FG(Y"))
e por (a) temos que Homp(FG(Y), FG(Y')) = Home(G(Y),G(Y")).

Mostremos agora que G é funtor. De fato, se ¢/ € Homp(Y', Z),

temos
GW') = g(Z)" o (W'¥) o g(Y)
=9(Z) oo (9(Y")g(Y') ") 0o g(Y)
=(9(Z) o0 g(Y")) o (g(Y') oo g(Y))
=G o GY)
Claramente

g={9(Y)}: FG — idp

é isomorfismo de funtor pois por (1.2) temos que g(Y) é isomorfismo para
cada Y € Obj(D). Temos também que

9(F (X)) : FG(F(X)) — F(X)
é isomorfismo, para todo X € Obj(C), e por (a),
g(F(X)) = F(f(X))
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para um tnico isomorfismo

f(X):GF(X) — X.
Logo, f ={f(X)} : GF — id¢ ¢ isomorfismo de funtores e portanto
F:C—-D
¢é equivaléncia de categorias.
O
Proposicao 6. Seja F' : C — D um funtor pleno e fiel entre as categorias.

Entao C é equivalente a uma subcategoria plena de D.

Demonstracao. Como F' é pleno e fiel, considere D’ tal que

1. todos os objetos X € Obj(D') sdo da forma X = F(X), com X €
Obj(C);

2. todos os morfismos @ € Homp(X,Y) sdo da forma @ = F(yp) com
w € Home(X,Y).

Entao D’ é uma subcategoria plena de D. De fato, claramente D’ é uma
subcategoria de D, e se € Homp(X,Y) para X,Y € Obj(D’) temos que
X =F(X),Y = F(Y) com X,Y € Obj(C). Como F é pleno e fiel, 5 = F()
com ¢ € Home(X,Y), logo € Homp(X,Y) e portanto Homp (X,Y) =
Homp(X,Y), o que nos mostra que D’ é subcategoria plena de D.

Também temos claramente que F : C — D', a restricdo de F a D,
satisaz o teorema (5), portanto F' induz uma equivaléncia de categorias entre
C e uma subcategoria plena de D. O

Defini¢ao 10. Uma categoria C é uma categoria linear sobre um corpo k (ou
k—linear) se para todo X,Y € Obj(C), Home(X,Y') tem estrutura de espago
vetorial sobre k e a composicao de morfismos é k—linear, isto €,

(f +9)h1 = fhi+ gh
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ho(f + g) = haf + hag
()‘f)hl = f()‘hl) = )‘(fhl)
com N €k, f,g€ Home(X,Y), hy € Home(U, X)), ho € Home(Y, Z).

Definicao 11. Seja C uma categoria k—linear. Dizemos que C €
1. do tipo finito se possui uma quantidade finita de classes de isomorfismos
de objetos indecomponiveis;

2. do tipo manso se possui uma quantidade infinita de classes de isomor-
fismos de objetos indecomponiveis mas as classes podem ser divididas
em familias e cada familia estd em bijecao com o corpo k;

3. do tipo selvagem se nao for do tipo finito nem do tipo manso.

1.2 Categorias Abelianas

Definigao 12. Sejam C uma categoria, X1, Xo € Obj(C). Um objeto Y com
duas aplicagoes

’L.12X1—>Y67:21X2—>Y
¢ dito coproduto ou soma direta de Xy e Xy, se vale a sequinte propriedade:

para cada objeto Z e quaisquer dois morfismos f1 : X1 — Z e fy :
Xy — Z, existe um unico morfismo f Y — Z tal que

Ji=[foirefy=foiy

1sto €, o diagrama abaixo é comutativo:

Y (1.3)

N

X f1 Z P A2

13



Esse coproduto ¢ unico a menos de isomorfismo e denotamos por
Y =X;$ Xs.

Se em uma categoria, quaisquer dois objetos tem coproduto, dizemos
que a categoria tem coprodutos finitos.

Definicao 13. Seja C uma categoria. Dizemos que C ¢é aditiva se

1. tem coprodutos finitos;

2. para quaisquer dois objetos X,Y € Obj(C), o conjunto Home(X,Y)
tem estrutura de grupo abeliano, e a aplicacao composi¢ao

w:Home(X,Y) x Home(Y,Z) — Home(X, Z)

€ bilinear, isto €,

o(fi + f2,9) = ©(f1,9) + o(f2, 9)

o(fs g1+ 92) = o(f, 91) + ([, g2),
onde f’ f17.f2 S Homc(X,Y) € 4,391, 92 S HOmC(Y, Z))

3. a categoria tem um objeto zero 0 € Obj(C). Esse objeto tem a propri-
edade que para cada X € Obj(C), existem dnicos morfismos

p: X—=0¢e€e:0=-Y,
para cada Y € Obj(C).

Exemplo 7. A categoria dos grupos abelianos € uma categoria aditiva.

Definicao 14. Sejam C uma categoria e ¢ : X — Y um morfismo, com
X,Y € Obj(C). Definimos o nicleo de ¢ pelo par (K, k) onde K € Obj(C),
k: K — X é um morfismo e ¢ ok = 0 satisfazendo a sequinte propriedade:
para qualquer morfismo 7 : Ki — X tal que ¢ o j = 0, existe um unico
morfismo h : K1 — K tal que j = k o h. Denotaremos por ker ¢ = (K, k).
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Definicao 15. Sejam C uma categoria e ¢ : X — Y um morfismo, com
X,Y € Obj(C). Definimos o contcleo de ¢ pelo par (K',c) onde K' €
0bj(C), ¢ : Y — K’ e cop = 0 satisfazendo a sequinte propriedade: para
qualquer morfismo ¢y : Y — K| com ¢y o ¢ = 0, existe um tinico morfismo
h : K' — K tal que ¢y = hoc. Vamos denotar o conicleo de ¢ por
coker p = (K’ c).

Definigao 16. Sejam C uma categoria e X,Y € Obj(C). Dizemos que ¢ €
um monomorfismo se

POl =(Ooiy =1 =l
para todo morfismo iy : Z — X eis: Z — X, com Z € Obj(C).

Dizemos que @ é um epimorfismo se

P1OPY=pP20QY = P1 = P2
para todo morfismop, Y — Z epy:Y — Z, com Z € Obj(C).

Definigao 17. Seja C uma categoria e sejam X,Y € Obj(C). Dizemos que
Y € subobjeto de X se existe um monomorfismo ¢ 1Y — X.

Definigao 18. Uma categoria C aditiva é dita abeliana se

1. Todo morfismo tem nicleo e conicleo;
todo monomorfismo € o nicleo de seu conicleo;

todo epimorfismo € o conicleo seu nicleo;

todo morfismo pode ser expresso como a composi¢cao de um epimorfismo
e de um monomorfismo.

Exemplo 8. A categoria dos mddulos sobre um anel R é uma categoria

abeliana. Em particular, se R é um corpo, temos que a categoria dos espacos
vetoriais € abeliana.
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Definicao 19. Sejam C uma categoria abeliana e X € Obj(C). Dizemos que
X ¢ decomponivel se existem objetos X1, Xo € Obj(C) e aplicagies

?:12X1—>X€i21X2—>X
tais que X € a soma direta de X; e Xs.
O objeto X € dito indecomponivel se nao for decomponivel.

Definigao 20. Sejam C uma categoria abeliana e X € Obj(C). Dizemos
que X ¢ simples se seus unicos subobjetos sao 0 e X. Temos entao que todo
objeto simples € indecomponivel.

Proposicao 9. Seja F' : C — D equivaléncia de categorias abelianas. Entao
F preserva soma direta, isto €, se X, X1, Xy € Obj(C) com X = X1 & X,
entio F(X) = F(X;) ® F(X3).

Demonstragao. Sejam X, X1, Xo € Obj(C) e suponhamos que X = X; @ Xs.
Entao existem morfismos i; : X7 — X e 15 : Xy — X tais que vale a
propriedade (1.3). Vamos mostrar que F(X) = F(X;) ® F(X3).

Considere os morfismos

i1 = F(i1) : F(X1) — F(X)

SejamY € Obj(D) e, : F(X)) =Y, py: F(X5) =Y morfismos quaisquer.
Como C é equivalente a D sabemos que existem Y € Obj(C) e ¢ : Y — F(Y)
isomorfismo.

Sejam _
fi=popr: F(Xy) — F(Y)

fo=pop: F(Xy) — F(y).

Existem f; € Hom(X1,Y) e fo € Hom(X5,Y) tais que F(f1) = f, e F(fa) =
fa, e como X = X; @ X, existe um tnico morfismo f: X — Y tal que

foir=fi e foir=f
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isto é, o diagrama abaixo comuta

X

S

X fi Y P A2

logo, como F' é funtor,

F(f)F(i1) = F(f1) e F(f)F(is) = F(f2),

isto ¢, o diagrama

F(X3) F(Y) <= F(X3)

1 2

comuta. Seja g = ¢t o F(f): F(X) — Y, onde ¢! é o morfismo inverso
de ¢. Entao o diagrama abaixo comuta

F(X) (1.4)

De fato,

e analogamente,
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giz = pa.
Como f ¢ tnico, F(f) é tnico e portanto g é o tinico morfismo tal que o

diagrama (1.4) comuta, portanto F'(X) é soma direta de F(X;) e F(X3) e
F' preserva somas diretas.

]

Corolario 10. Seja F : C — D equivaléncia de categorias abelianas. Entdo
X € Obj(C) € indecomponivel se, e somente se, F(X) € Obj(D) € indecom-
ponivel.

Demonstragao. Suponhamos que X € Obj(C) seja indecomponivel e seja
G : D — C o funtor quasi-inverso de F. Se F(X) = Y; @& Y, entao
GF(X) = G(Y1) ® G(Ys) e como X ¢ isomorfo a GF(X) terfamos que X ¢é
indecomponivel, contradicao.

Reciprocamente, suponhamos que F'(X) é indecomponivel. Segue
da proposicao anterior que X é indecomponivel. O

1.3 Categorias Tensorias

As definigoes desta se¢ao podem ser encontradas em [15].

Definicao 21. Uma categoria C € dita tensorial (ou monoidal) se eziste

1. um funtor

®R:CxC—=C_C

chamado produto tensorial;
2. um objeto I € Obj(C) chamado unidade;

3. trés isomorfismos naturais
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(a) associatividade:
axyz: (X®Y)®Z—-Xe® (Y ®2Z)
para quaisquer X,Y, Z € Obj(C);

(b) identidade & esquerda:

Ax : I ® X — X, para todo X € Obj(C);
(c) identidade a direita:

px : X ®I1— X, para todo X € Obj(C).

Esses isomorfismos mostram que o produto tensorial € associativo e
possui I como identidade a direita e a esquerda. FEles devem satisfazer as
sequintes condigoes (chamadas condi¢oes de coeréncia)

(1) para quaisquer X,Y,Z, U € Obj(C) o diagrama abaizo é comutativo

(XeY)®2) U " (oY 0 2)eU X% . X o (Y © Z)® U)

aX@Y,Z,Ui

\LidX®OZY,Z,U
(XeY)® (ZoU)

XY, ZQU X® (Y &® (Z ® U))

(i7) Para todo X,Y € Obj(C) o diagrama abaizo é comutativo

(Xo)eY ey XoUIeY)
pm w
XY

Exemplo 11. Seja R um anel comutativo. A categoria dos mddulos a es-
querda sobre R, R — Mod, é uma categoria tensorial com produto @ e iden-

tidade R. Temos também que a categoria dos espacos vetoriais € tensorial,
pois € caso particular quando R € corpo.
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1.4 Alguns resultados de algebra linear

Nos préximos capitulos vamos utilizar alguns resultados de algebra
linear que enunciaremos aqui. Como referéncia temos [17, 2].

Sejam k& um corpo, V,W, M espacos vetoriais de dimensao finita
sobre k e L(V, W) o espaco das transformacoes lineares entre V e W.

Lema 12. Eziste um isomorfismo candnico entre L(V,W) e V* @ W.

Demonstracao. Considere a aplicagao

O VIxW — L(V,W)
(fiw) = O(f,w),

onde ®(f,w)(v) = f(v)w, com f € V* weWeveV. Temos que

1. ® é bilinear.

De fato, sejam f,g € V*, w,w’' € W, v eV e X € k. Entao

(Af + g)(v)w = (Af)(v) + g(v))w = Af (v)w + g(v)w
logo, ®(\f + g,w) = A®(f,w) + ®(g, w). Também temos que

f@)w +w') = f(v)(dw) + f(v)w" = Af(v)w + f(v)w’
logo ®(f, \w + w') = A®(f,w) + ®(f,w').

2. Para cada f € V* e w € W, temos que ®(f,w) € L(V,W).

De fato, sejam v,v" € V e A € k. Entao claramente

FOw+ 0w = Af(v)w+ f(v)w.
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Pela propriedade universal do produto tensorial, temos que a ¢ cor-
responde uma aplicacdo ¥ : V* @ W — L(V, W), dada por

U(fow)(v)=f)w, feV,iweWveV.
Vamos mostrar que ¥ é um isomorfismo.

Sabemos que dim(V* @ W) = dim(L(V,W)). Suponhamos que
dimV =n e dimW = m e sejam {fi,..., fn} base de V e {wy,...,wy,}
base de . Existe uma base {f', ..., f"} de V* tal que f'(f;) = d, e
{f'®@w;} é base de V* @ W com i = 1,...,n e j=1,...,m. Note que se
v € V, entao f7(v) é a projecao da j—ésima coordenada de v na base {f;}.
Observe também que para cada 1 <i <k <nel<j<m temos

U(f @ w;)(fi) = f(fr)w; = duw;
logo a matriz m x n de ¥(f* ® w;) possui 1 na posi¢ao (ji) e 0 nas de-

mais. Entao ¥ leva base de V* @ W em base de L(V, W) e portanto é um
isomorfismo como querfamos mostrar.

O

Lema 13. Eziste um isomorfismo candnico entre L(V,W @ M) e L(V,W)®
M.

Demonstragao. Pelo lema anterior, sabemos que L(V, W @ M) ~ V*® (W ®
M). Pelas propriedades de produto tensorial e usando novamente o lema
anterior temos que

LVWM)~V'@(WeM)~(V'eW)o M~ LV,W)® M
de onde segue o resultado. O

Lema 14. Existe um isomorfismo canonico entre L(M @ VW) e M* ®
LV, W).

Demonstracao. De fato, temos os seguintes isomorfismos canonicos
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LIM@VIWV)x(MV) W~ (M" V") W ~

M ®(V*@W)~ M @ LV,W).

[
Lema 15. Eziste um isomorfismo candnico entre L(M*QV, W) e L(V, W ®
Demonstracao. Segue dos dois lemas anteriores. O]
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Capitulo 2

Quivers e Representacoes

Neste capitulo temos como referéncia [3, 4, 19, 21].

2.1 Quivers
Definigao 22. Um quiver @ € um par Q = (Qo, Q1) de conjuntos onde

® (Qy € o conjunto de vértices;

e ()1 € o conjunto de flechas entre os vértices;

e temos os mapas inicio t e término A

t,h: Q1 — Qo

Para a € Q1, temos que t(a) é o vértice inicial de a e h(a) € o vértice final.

Nesse trabalho vamos considerar apenas quivers finitos, isto é, Qg e
()1 sao conjuntos finitos.

Exemplo 16. Considere o sequinte quiver
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aCo (2.1)

Ele possui apenas um vértice e uma flecha e é chamado quiver de
Jordan.

Exemplo 17. Temos também outros exemplos

1$2$3 (2.2)

\l\

/ 1 (2.4)
2<"—3

Definicao 23. Um caminho em () € uma seqiiéncia
P=aaz---ayn

tal que h(a;4q) =t(a;), 1 =1,--- ,n— 1.

Dizemos que o caminho comeg¢a em t(a,) e termina em h(ay).

Para cada vértice i € g, denotamos por e; o caminho trivial, que
comeca e termina em t. Dizemos que n € o comprimento do caminho e
denotamos por | p |. Os caminhos triviais tem comprimento zero, isto é
lei|=0
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Por exemplo, os quivers (2.2) e (2.3) no exemplo acima tém os se-
guintes caminhos respectivamente

{617 €2, €3, a, b7 C, ba’7 CCL}

{e1,e9,€3,€e4,a,b,c,d,e,da,eb, ec,ca,eca}.
Definicao 24. Seja () um quiver. Dizemos que () possui um lago se tem

uma flecha a € @y tal que t(a) = h(a).

Exemplo 18. O quiver de Jordan

aC.

possut um lago.

Definigao 25. Seja QQ um quiver e p um caminho nao trivial com | p |> 1.
Dizemos que p € um ciclo orientado se h(p) = t(p). Em particular um lago é
um ciclo orientado.

Exemplo 19. O caminho p = cab do exemplo (2.4) € um ciclo orientado.

Definigao 26. Seja k um corpo. A algebra de caminhos kQ associada ao
quiver () ¢ o k—espaco vetorial cuja base € o conjunto de todos os caminhos
em @), com o produto dado por concatenagao, isto €, se p = aias---a, €
q = biby - - - b, sao caminhos, temos

g — ajag - - apbiby -+ - by se t(p) = h(q)
0 caso contrario

Também temos



_fp setp) =1
PE=1 0 se t(p) #1i°

A dlgebra de caminhos tem unidade dada por Ez‘er €;.

Podemos ver no exemplo (2.1) que a dlgebra de caminhos é o k—espago
vetorial com base em {a’ | i € N}, assim kQ ~ k[t] e portanto é uma algebra
de dimensao infinita.

Ja no exemplo (2.2), a algebra de caminhos é o k—espago com base
no conjunto
{617 €2, €3, 4, b> ) ba> Ca}a
logo é uma &lgebra de dimensao finita. Com relacao a dimensao da algebra
de caminhos, temos o seguinte lema.

Lema 20. Seja Q um quiver. A dlgebra de caminhos kQ tem dimensao
infinita se, e somente se, () possui um ciclo orientado.

Demonstracao. Suponhamos que () nao possua nenhum ciclo orientado. Entao
para todo p € k@, temos t(p) # h(p). Como o numero de flechas de @ é
finito e para todo caminho p € kQ, t(p) # h(p), temos que o nimero de
geradores de k(@) ¢ finito, logo dim kQ) < oo, contradigao, portanto ) possui
um ciclo orientado.

Reciprocamente, se ) possui um ciclo orientado p, entao {p, p*, p*,...}
gera uma subdlgebra de dimensao infinita de k@), portanto dim k£Q) = oc.

]

Definicao 27. Uma relacao R em @) € uma soma de caminhos p; € kQ), que
comecam e terminam nos mesmos vértices, isto €,

R= p;, comt(p;) =t(p;) eh(p:)) = h(p)), i,.j=1,....n.

=1

Definicao 28. Sejam R; = Z;lei relagoes, com j = 1,...,m, onde p{ €
kQ sdo caminhos com

t(p}) = t(p) e h(p}) = h(p}),
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para todo t,0l = 1,...,n; e j =1,...,m. Definimos a élgebra de caminhos
do quiver com relagoes kQ/I, pelo quociente da dlgebra de caminhos kQ pelo
ideal I, onde I € o ideal gerado por R;, j =1,...,m.

Por exemplo, considere o quiver () abaixo.

(2.5)

[}
W=<—

Podemos impor a relacao ba + dc.
A algebra de caminhos k(@) é o k—espaco vetorial gerado por
{617 €2,€3,€4,0, b7 ¢, d? ba'> dC}
Seja [ =< ba + dc >. Entao a algebra de caminhos do quiver com

relagoes é o quociente kQ)/I.

2.2 Representacoes de quivers

Definicao 29. Sejam QQ um quiver e C uma categoria. Uma representagao
de () em C consiste em

o uma cole¢iao {V; | i € Qo}, comV; € Obj(C);

e uma colecao

{ba 1 Vi) = Vh) | @ € Q1 }
onde ¢, € Home(Viay, Via))-

Nesta dissertacao estaremos interessados apenas no caso em que C é
abeliana.
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Definicao 30. Sejam V e W duas representacoes de (). Um morfismo
f:V-=w
¢ uma cole¢ao de morfismos f; € Home(Vy, W;), i € Qo, tal que para cada

flecha a € Q1, o diagrama abaixo é comutativo

Vi@ —> Vi

ft(a)l J/fh(a)

Wi@) =~ Whia
1sto €,

Ya © fi(a) = fu(a) © Pa; Va € Q.

Sejam (V, ¢), (W,v) e (U,n) representagdes de um quiver ) numa
categoria C. Sejam f : (V,¢) — (W,¢) e g : (W,4) — (U,n) morfismos entre
as representacoes. Definimos a composicao gf pela colecao

{(gf)i:Vi—=Ui| i€ Qo}, onde (gf); = g o fi.

Temos que o seguinte diagrama é comutativo

Vi) —> Vi

fm)l lfh(a)

Wita) —2> Wha)
gt(a)l J{gh(a)
Usa) —=> Un(a)

dessa forma, obtemos a categoria das representagoes de () em C, Rep(Q,C),
cujos objetos sao representacoes de quivers e os morfismos entre os objetos
sao os morfismos entre representagoes.
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De fato, para mostrarmos que Rep(Q,C) é uma categoria, precisamos
verificar que a composicao é associativa e que existe um morfismo identidade
que satisfaz uma condicao ja enunciada na definicao de categorias.

Temos que dada uma representacao (V,¢) o morfismo identidade é
a colecao

idy = {idy,

(S Q0}7

onde idy, : V; — V; é o morfismo identidade em C. Claramente o diagrama
abaixo comuta:

Vi@ 2> Vaa)

idv,, l iidvh "

Vi(a) — Vi(a)

ese f o (V,o) = (W), f': (W) — (V,¢), g (W) — (Un) e
h:(Umn) — (Z,£) sao morfismos de representagoes, entao

1. foidy = feidyof =f

2. (hg)f = h(gf), pois

(higs) fi = hi(gifi), Vi € Qo.

Logo Rep(Q,C) é uma categoria.

Considere um conjunto de relagoes R = {Ry,..., R} em @ onde
j=1

e seja (V,¢) uma representagdo de ) numa categoria

i i
com pi = aj ...

aditiva C. Seja

i
@ji;

¢p§- = (ba;1 e} ¢a§2 ©0...0 (Z)a;"lj.
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Se (V,¢) satisfaz as relagoes de R entao temos Z?:l gbp;; = 0 para cada
1=1,...,m.

Por exemplo, considere o quiver (2.5) com a relagao ba+cd. Se (V, ¢)
é uma representacao de () como no diagrama abaixo

V21,

o e

V3 e Vi
entao (V, ¢) satisfaz a relacdo se ¢oy + a3 = 0.

Podemos definir a categoria de representagoes do quiver com relacoes
Rep((Q, R),C), considerando as representagoes de () que satisfazem as relagoes
de R. E natural esperar que tanto Rep(Q,C) quanto Rep((Q, R),C) herdem
algumas das estruturas da categoria original C. Na proposi¢ao abaixo ve-
remos que para Rep(Q,C) de fato isso ocorre. Vamos trabalhar apenas com
quivers sem relagoes.

Lema 21. Seja C uma categoria abeliana. Todo morfismo f em C pode ser
expresso como f = hg, onde h é um monomorfismo e g um epimorfismo.
Dada outra decomposicao f' = h'g’ com h' monomorfismo e ¢ epimorfismo
e um diagrama comutativo

oO<—0<—0
lw
0O<——0<—©0



isto €, kg = gm enh = h'k.

Demonstragao. Ver ([18]) pagina 195. O

Proposicao 22. A categoria das representacioes de Q numa categoria adi-
tiva/abeliana C € uma categoria aditiva/abeliana.

Demonstragao. Mostremos primeiro que R = Rep(Q,C) é uma categoria
aditiva se C for aditiva.

(7)

(iid)

Rep(Q,C) possui um objeto zero.

De fato, como a categoria C é aditiva, seja 0 € Obj(C) o objeto zero de
C e considere X = (V,¢) onde V; = 0, para todo i € Qp e ¢, =0 €
Hom(0,0), para todo a € Q. E f4cil verificar que X é o objeto zero
de Rep(Q,C).

Se X,Y,Z € Obj(R) entdo Homg(X,Y') é um grupo abeliano e
Homg(X,Y) x Homg(Y,Z) — Homg(X, Z)

¢é bilinear.

Sejam X = (V,¢), Y = (W,¢) e Z = (U,n) objetos de Rep(Q,C).
Como Home(V;, W;) é grupo abeliano, para todo i € @y, temos que
Homgp(X,Y) é grupo abeliano.

Também segue que Homg(X,Y) x Homg(Y,Z) — Homg(X,Z) é
bilinear pois para cada i € (Jy temos que

Home(Vi, W;) x Home(W;, Us) — Home(Vi, Us)
¢ bilinear.

Rep(Q,C) possui coprodutos.

Sejam (V, @) e (W, 1) objetos de Rep(Q,C). Como C é aditiva, temos
que U; = V; ® W;, para todo i € (g, é objeto de C com as aplicagoes

Queremos definir a soma direta de (V,¢) e (W, ). Para cada i € Qo,
seja U; = V; & W; e considere o diagrama
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Vita) P, Vi)

lz«nl NS llh<a>
N

Uita) = = = Un(a)

7
hzm)T - Thh(a)
s 7 da

Wiy == Wi

onde ¢, = lpa) © ¢q € dy = hia) © Y.

Pela propriedade (1.3) de coprodutos, temos que existe um tinico mor-
fismo

Na : Ua) = Uh(a)
tal que cq = Ngli(a) € do = Nahy(a). Logo,

Ih(a)®a = Nali(a) € M@y Va = Nahi(a)-

Considere (U, n) a representagao com U; = V; @ W;, para cada i € Q,
e 1Na : Usa) = Una), @ € Q1, dado como acima. Entao (U,7n) é a soma
direta de (V, ¢) e (W,4), com os morfismos

L={li}icqo: (V.¢) = (Un) e H ={hi}icq, : W,¥) — (U,n).
De fato, sejam (Z,\) € Rep(Q,C), f': (V,¢) = (Z, ) e f2: (W,¢) —

(Z, A) morfismos. Como U; = V;&W,, i € @, existem tinicos morfismos
fi : Uy — Z; tais que o diagrama comuta

logo,

f = {fi}iEQo : (Uv 77) - (Za )‘)

¢ o unico morfismo tal que
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(U, n) (2.6)

7] N

(M¢)T>(ZaA)<fT(W¢)

comuta, isto é, foL = fle fo H = f2.

De fato, temos que o diagrama abaixo comuta

Vi@ —2> Vi

lt(a)l llh(a)

Usa) —=> Up(a)

ft(a)l lfh(a)

Zi(a) - Zh(a)

pois como fyaylia) = ftl(a) e fu)lh@ = fﬁ(a) temos

Aa(ft(a)lt(a)) = )\aftl(a) = f}%(a)% = (fh(a)lh(a))¢a
assim f o L = f! e de modo andlogo, f o H = f2.

Se g = {gi}ieq, : (U,n) — (Z,\) é morfismo que faz o diagrama (2.6)
comutar, entao para cada ¢ € (g, o diagrama abaixo comuta,

Ui

AN

Vi T> Z; <fT Wi
isto é, g;l; = f} e g;h; = f?. Como f; : U; — Z; é tnico, temos que
fi = g para cada i € @, entao f é tnico e portanto (U,n) é a soma
direta de (V, ¢) e (W, 1), e Rep(Q,C) possui coprodutos.

Pelos itens (), (i) e (iii) acima, temos que Rep(@,C) é uma cate-
goria aditiva. Suponhamos agora que C é abeliana. Para mostrarmos que
Rep(Q,C) é abeliana, temos de verificar mais quatro condigdes.
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1. Todo morfismo possui nicleo e contcleo.

Seja f: (V,¢) — (W, 1) um morfismo. Queremos definir ker f. Como
para cada i € Qq, f; : Vi — W; é morfismo em C, que é uma categoria
abeliana, temos que f; possui nicleo (V/, ;)

p; 2 Vi = Vi, com fipu; = 0,Yi € Qo.
Para cada a € (1, como @iy : Vt’(a) — Vi) ¢ morfismo tal que
Jr@)(Patte(a)) = 0 pois Y fia) = fa(a)Pa, existe um tnico ¢, : V;’(a) —
V}:(a) tal que (ba/JJt(a) = /th(a)gé:z'
Tomando

1= A{piticqo - (V',¢') = (V. 9),

onde V' = {V/}icg, € ¢ = {¢)}acq,, temos que o diagrama abaixo
comuta

! ¢a !/
ta) = Vh(a)

Ht(a) l \L/’Lh(a)

Vita) G, Vi(a)

fzm)l J/fh(a)

Wi@) == Whia)

logo, f o u = 0. Mostremos que ker f = ((V',¢), u) é de fato o nicleo
de f.

Seja g : (M,e) — (V,¢) morfismo tal que fog = 0. Como f;g; =0
para todo i € Qq, ¢; : M; — V;, existem tnicos h; : M; — V! tais que
gi = p; o h;, para cada i € (Qg. Logo existe um tnico h = {h;}ieq, :
(M,e) — (V',¢) tal que po h = g, e portanto f possui ntcleo.

De maneira analoga, é facil ver que f possui contcleo.

2. Todo monomorfismo é nticleo de seu contcleo.

Seja f : (V,¢) — (W,%) um monomorfismo. Entdao f; : V; — W; é
monomorfismo para cada i € Qo, e como C é abeliana, se (W/,¢;)
coker f; temos que (V;, f;) = kerc;, Vi € Qg. Como cuo)¥q @ Wia) —

Il o
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Wi € tal que (ch@)a) fua) = 0 DOIS Yafia) = fa@)@a, Dara cada
a € (Y1, existe nico ¢/, : Wt’(a) — W,’L(a) COM Ch(a)Va = Ci(a)Vy

Vi@ —> Vi

ft(a)l J/fhm)

Wity —2> Wiga)

Ct(a) \L \Lch(a)

! !
Hw) —5~ Whia

e portanto ((W',4'),¢) = coker f. Temos que (V;, f;) = kerc¢; e dai
segue que ((V, @), f) = kere, portanto f é o ntcleo de seu contcleo.

. Todo epimorfismo é o conucleo de seu nucleo.

Seja f : (V,¢) — (W,4) um epimorfismo. Entao temos que f; : V; —

W; é epimorfismo para cada i € QQy. Como C é abeliana, seja (V/, k;) =

ker f;. Entao fik; = 0,Vi € QQp. Temos que @k : th(a) — Vi € tal

que fra)(Pakir@)) = 0 POis Yo fia) = fa(a)Pa, logo existem tnicos ¢, :
tta) = Viayr @ € @, tais que @oki(a) = k)@, € assim ((V', &), k) =

ker f.

! qba !/
tla) Vh(a)

kzm)l \Lkh(a)

Vita) G, Vi(a)

fzm)l J/fh(a)

Wi@) == Whia)

Temos também que (W}, f;) = coker k; pois C é abeliana e f; é epimor-
fismo, portanto ((W, ), f) = coker k, o que mostra que um epimorfismo
¢é contucleo de seu ntcleo.

. Todo morfismo se escreve como a composi¢ao de um epimorfismo com
um monomorfismo.
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trar.

Seja f 1 (V,¢) — (W,4) um morfismo. Como C é abeliana, sabemos
que para cada i € Qq, f; : V; — W, pode ser escrito da forma f; = h;g;,
onde g; : V; = W/ é epimorfismo e h; : W/ — W, é monomorfismo, com

W! e Obj(C). Como

Vita) P Vi(a)

ft(a)l J/fh(a)

Wi@) == Whia)
comuta, pelo lema (21), para cada a € (); existem tnicos
/o, / !
VYo Wiy = Wi

tais que

Vi@ —> Vi

9t(a) \L \Lgh(a)

"
Wi —> Wha)

ht(a)l \th(a)

Wi@) == W
comuta, ou seja, 1, gia) = Gh(a)Pa € Yali@) = hn@)¥y. Logo, tomando
a representacao (W', ¢') e os morfismos h = {h;}icq, : (W', ¢') —

(W, ) e g : {g:bicqn(V,®) — (W.4)) temos que g é epimorfismo, h &
monomorfismo e f = hog.

Portanto Rep(Q,C) é uma categoria abeliana como querfamos mos-

]

De agora em diante, vamos considerar apenas representacoes de qui-

vers na categoria dos espacos vetoriais de dimensao finita sobre um corpo k.
Essa categoria sera denotada por Rep Q).
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Definicao 31. Dizemos que uma representacio (W,1) € uma subrepre-
sentacao de (V,¢) (ou (W,1) é um subobjeto de (V,¢) em RepQ) se
1. W; C Vi, Vi € Qo;

2' QSCL‘Wt(a) = wCﬂva € Ql
Definigao 32. Sejam (V,¢) e (W,v) representacies de @ e considere o
morfismo f: (V,¢) — (W,4). Definimos o kernel de f, ker f, pela subrepre-
sentagao (V',¢') de (V,¢) dada por

1. V! =ker f; C Vi, Vi € Qo;

2. ¢, = bapyr, Va € Q1.
Aqui usamos que @q(ker fyq)) C ker fry, 0 que € facil de verificar pois f é
morfismo.

Também definimos a imagem de f, Imf, como sendo a subrepre-

sentagao (W' ") de (W,) dada por

1. Wi =1Imf; C Wi, Vi € Qo,

2. wé = %\Imfz(a)v Ya € Ql; onde @ZJ(/I : Imft(a) — Imfh(a).

Definicao 33. Seja (W, 1) subrepresentacao de (V,¢). Definimos a repre-
sentagdo quociente V/W por (U,n) onde

1. U =V;/Wii € Qo;
2. Mo 2 Usa) = Un(a) € a aplicacao induzida por ¢q pois ¢o(Wiy) € Wha).

Definigao 34. Seja f : (V,¢) — (W, 1) um morfismo. Definimos o conticleo
de f, cokerf pela representagio quociente W/Imf.
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Observe que as defini¢oes de ker f e cokerf deste capitulo coincidem
com as definigdes no sentido categérico. De fato, seja f : (V,¢) — (W, 4)
morfismo, e considere o nicleo de f a representagao (V', ¢') como na definigao
(32). Temos que no sentido categérico, ker f = ((V',¢'),4), onde i; = V] —
V; é a inclusdo, para j € Qp. Claramente foi=0ese g: (W', ¢') — (V,9)
¢ morfismo tal que fog =0, isto ¢, f;g; = 0,7 € Qo, para cada j existe um
tinico [; : Wi — V7 tal que i;l; = g;.

l.
W! V!

Logo, I : (W' ¢)') — (V' ¢') é unico tal que iol = g. Com efeito | é morfismo.
Considere

v
Wi —>Wha)

N
lt(a)l N llhw
N

/ /
‘/t(a) T) Vh(a)

a
izm)l J{ihm

Vi ——= Vi
Como para cada a € Q1, fa(a)(Pagi(ay) = 0, existe um tinico m : Wt’(a) — Vé(a)

tal que ip)m = Pagia)- Mas temos que

ih(a)lh(@) Uy = In(a)Vy = PaGi(a)

ih(a)Palt(a) = Palt(a)li@) = Pabi(a)-

Da unicidade de m, segue que @, lia) = ln@)¥y, logo I - (W', ¢') — (V' ¢')
¢ morfismo, e é tnico pois para cada ¢ € )y, [; é Unico. Portanto, ker f =

(V' ¢),4).
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De maneira analoga verificamos que o contcleo de f dado por W/Im f
coincide com a definigao no sentido categérico, considerando o par (W/Imf, p)
onde p é a projecao p; : W; — W;/Imf;, i € Qo.

Definigao 35. A representacio (V,¢) dada por V; = 0 para todo i € Qq e
bo = 0 para todo a € Q1 € chamada de representacao trivial ou representacao
ZET0.

Definigao 36. Uma representa¢ao nao trivial (V,¢) € dita irredutivel ou
simples se suas unicas subrepresentacoes sao a trivial e ela mesma.

Proposicao 23. Seja Q um quiver sem ciclos orientados. Entao para cada
it € Qo, as representacoes dadas por V; =k e V; =0 se j # 1, ¢ = 0 para
todo a € Q1 sao as unicas representacoes simples.

Demonstracao. Vamos denotar por V; a representagao descrita no enunciado,
para cada @ € )y. Claramente, toda representacao da forma V; é simples.
Seja (V, ¢) uma representacao simples nao nula em Rep@. Como @) é finito e
nao tem ciclos orientados, podemos escolher j € Qo tal que V; #0 e ¢, =0
Va € @y com t(a) = j.

Seja
_ ) Vii=g _
WZ—{ 0 itj e Y, =0,Ya € Q.
Entao se ¢ : W, — V; é ainclusao, [ € Qp, ou iyq) = 0 ou ¢, = 0 e o diagrama

Vi) —> Vi)

it(a)T Tih(a)

Wi@) = Whia

comuta, logo (W, 1) é subrepresentacao nao trivial de (V, ¢). Como (V, ¢) é
simples, devemos ter V; = 0,Vi # j e dimV; = 1.

O

Se o quiver () possui ciclos orientados, entao podemos ter outras
representacoes simples, além das que sao descritas na proposicao acima, como
podemos ver no proximo exemplo.
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Exemplo 24. Considere o quiver

1—2

b

Para cada \ € k — {0} claramente a representacao dada por

k=2 k

-

1
¢ simples.

Definicao 37. Sejam (V,¢) e (W,v) duas representagioes de Q. Definimos
a representagao soma direta (U, n) por

1. U; =V, ®W;, para cada i € Qy;
2. Mo Vite) ® W) = Vi) ® Whia), onde no(v & w) = ¢o(v) ® 1a(w).

Definigao 38. Uma representacao (V,¢) de um quiver Q) € dita decom-
ponivel se for isomorfa a soma direta de duas representagoes nao triviais.
Caso contrdario dizemos que a representagao é indecomponivel.

Exemplo 25. Toda representacao simples € indecoponivel, mas a reciproca
nao vale. De fato, considere o quiver

1——=2
e a representacdo ({C,C}, \) onde A € C* é a multiplicag¢do escalar. Temos

que essa representacao € indecomponivel, mas possui uma subrepresentacao
proépria dada por ({0,C},0).

Na verdade, como trabalhamos com representacoes na categoria dos
espagos vetoriais de dimensao finita, temos que toda representacao pode ser
escrita como uma soma finita de representagoes indecomponiveis de maneira
lunica, a menos de isomorfismo e permutagao. Para mais detalhes, veja [4].
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Exemplo 26. Considere o quiver

1 —=2

e a representagdio (V, @) tal que Vi = k*, Vo = k% e ¢, € dada pela matriz

(0 1)

com A\, u € k*. Essa representagao nao € simples pois

E—2sk e k—sk

sao subrepresentagoes de (V, @) e além disso ela é decomponivel, pois pode
ser escrita como soma direta dessas duas representagoes.

Definicao 39. Seja A uma dlgebra e R seu radical. Dizemos que A € bdsica
se a dlgebra A/ R € isomorfa a um produto de cdpias de k.

Nosso préximo resultado relaciona a categoria das representacoes
de ) com a categoria mod — k(), com k corpo algebricamente fechado. E
possivel mostrar que dada uma algebra associativa A qualquer de dimensao
finita, existe uma dlgebra béasica associada A’ tal que mod — A é equivalente a
mod — A’. Dada A’ uma &dlgebra bésica de dimensao finita, existe um quiver
com relagoes tal que as categorias mod — A’ e mod — kQ /I sao equivalentes,
onde [ é o ideal gerado pelas relacoes de (). Temos entao que o estudo de
modulos sobre algebras associativas de dimensao finita se reduz ao estudo de
representagoes de quivers com relagoes. Para mais detalhes veja [6].

Proposigao 27. Seja QQ um quiver e A sua dlgebra de caminhos. FEntdo
a categoria das representacoes de (), Rep (), € equivalente a categoria dos
A—mdodulos de dimensao finita, mod — A.

Demonstracao. Vamos construir um funtor F' : Rep() — Mod — A que é
equivaléncia de categorias.

Seja (V, ¢) uma representagao de (). Fazemos
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1€Q0

Vamos mostrar que V' tem estrutura de A—mddulo. Para isso, vamos definir

um homomorfismo p : A — End(V). Para cada i € Qy definimos

_ Jidy, sei=
e, ={ 0 1T

e para cada a € ), definimos

| ¢a se i=t(a)
@y, = { 0 se i#t(a)’
Como A é gerado por e;, i € (Qg, e pelos caminhos de (), que sao concatenacao

das flechas a € @)1, podemos estender a acao para A de maneira tunica, de
modo que p seja homomorfismo e portanto V' é um A—mddulo.

Se f: (V,¢) — (W) é um morfismo de representacoes, vamos
definir o homomorfismo de A—mddulos F(f) = f : V — W. Temos que

F(f): pvi—pw

i€Qo i€Qo

dado por f = ®ier fi ¢ um homomorfismo.

De fato, devemos mostrar que

mf(v) = f(mv), Ym € A, Yo € V.
E fécil ver que e;f(v) = f(e;v) para todo i € Qq, e af(v) = f(av), pois

1/}(1 © ft(a) = fh(a) © ¢a Va € Qla

logo, também estendendo para todo m € A, temos que f é um homomorfismo
de A—mddulos.

Vamos agora construir um funtor inverso
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G:Mod— A — RepQ.
Para cada V moddulo sobre A, como temos que Zier e; =14 com
€;€; = €;
eie;j=0 se i#j

temos que V pode ser escrito como V = )
espagos vetoriais sobre k.

e;V, onde ¢,V =V, sao

1€Q0
Para cada p € A temos uma aplicagao

Gp:V =V
dada por qu(v) =pv,v € V. Se a € @7 temos que

a(et(a)V) = eh(a)aV C eh(a)V

logo a induz por restricao uma transformacao linear sobre k

®a  Vita) = Via)-

Definimos entdo para cada mddulo V' a representacao G(V) = (V,¢) onde
Vi = ¢;V para cada t € Qg e ¢, : Via) — Vi(a) cOmo acima.

Se f:V — W é um homomorfismo de A—mddulos temos que

fVi) = f(eV) = eif(V) C eW = W,

logo por restricao, temos uma cole¢ao de k—transformagoes lineares

fi: Vi—= Wi i € Qo.
Para cada a € Q1, af(v) = f(av),v € V, logo

afia)(v) = af(eyayv) = flaeyayv) = flen@av) = fr@(av)
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dai 1, © fi(a) = fa(a) © Pa, € portanto o diagrama

Vi@ —> Vi

fm)l J/fh(a)

Wi@) == Whia)

é comutativo. Assim, fazendo G(f) = {fi}ieq, temos que

G(f):G(V)— GW)
¢ morfismo entre as representacoes de Q).

Precisamos mostrar agora que GF' é isomorfo a idge,q € F'G é iso-
morfo a idMod—A-

Seja (V, ¢) € Rep Q. Temos que F(V,¢) = @0,
p(e:)(V;). Sejag; : V; — @ier V; a inclusao. Temos que

Viee(F(V,9)) =

ei(F(V,9)) = &i(Vi),1 € Qo

e para cada a € Q1, ¢4 : Vi) = V() induz uma aplicacao

¢a: F(V,0) = F(V, ).

A restricao de ¢, a €4(q)(Vi(a)) nos dd uma aplicacao

P * €t0) (Vi) = En(@ (Vi)

e para cada a € (); temos que o diagrama abaixo é comutativo

Vi) e Vi

Et(a)l iah(a)

i) (Vi) 5> €n@) (Vi)

a
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Como GF(V,¢) é a representacao dada pela colegdo {e;(V;)}icq,,
claramente temos que € = {¢; };eq, ¢ um isomorfismo de funtores entre idgepq
e GF.

Considere agora V,W € Mod — A e seja f : V — W um homomor-
fismo de A—moddulos. Temos que existem isomorfismos

a:VﬁEBeiVeﬁ:Wﬁ@eiW
1€Qo 1€Qo
logo, se f; = fly, sao as restrigoes f; : e,V — W, i € @y, temos que o
diagrama abaixo comuta

V*O‘>€Be,-\/

fl l@ Ji

portanto temos um isomorfismo entre funtores idy;oq-a € F'G.

2.3 Sistemas de raizes associados a matriz de
Cartan generalizada

Nesta secao veremos como montar um sistema de raizes a partir de
um quiver, e veremos como encontrar representagoes indecomponiveis através
desse sistema. A referéncia utilizada é [13].

Definicao 40. Seja A = (a;j)nxn uma matriz. Dizemos que A € matriz de
Cartan generalizada (MCG) se

(Z’l) Qg5 S Z,, ’l#],
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(ZZZ) Q5 = 0& Qg = 0.
Se vale ainda a sequinte propriedade, dizemos que A € matriz de Car-
tan.

(Z’U) Q45 Qg S 3, 1 7& j
Vamos construir uma matriz de Cartan generalizada associada a um
quiver. Seja () um quiver sem lacos, com #Q)y = n.

Definigao 41. Dada (V,¢) uma representacao de Q, o vetor a € Z" dado
por o; = dimV;, 1 € Qg € chamado de vetor dimensao da representacao.

Definicao 42. Definimos a forma de Euler ou forma de Ringel de um quiver
@ como sendo a forma bilinear sobre Z" dada por

<o, B>= ) aifi— Y tua)Bua)-
1€Q0 ac€Q
Na base canonica de 2", a forma de Fuler é representada pela matriz
E = (a;;) onde

aij = 0y — #{a € Q1 | t(a) =i, h(a) = j}.

Também definimos a forma de Cartan como sendo a forma bilinear
simétrica dada por

(,B) =<a,f>+<[,a>.

Essa forma independe da orientacdo das flechas em Q). A matriz associada
a essa forma € dada por C' = (c;;) onde ¢;j = a;; + aj; e € uma matriz de
Cartan generalizada.

Também definimos a forma de Tits de Q) por

1
(o) =< a,a >= 5(@,04).
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Exemplo 28. Considere o quiver

1 —=2

Temos que a forma de Euler é representada pela matriz
1 -1
()
e a matriz de Cartan € dada por
2 -1
~(4Y)

Queremos encontrar raizes associadas a matriz de Cartan.

Definicao 43. Uma matriz A é dita simetrizavel se existem uma matriz
diagonal D = diag(dy,...,d,), d; € Z; e uma simétrica B = (b;;) tal que
A=DB.

Note que a matriz de Cartan de um quiver é simétrica. Seja A uma
MCG. Note que A também é MCG. Suponhamos que A’ seja simetrizivel,
A' = DB. Seja E =R"e{ay,...,a,} base de E. Definimos a forma bilinear

(Oéz‘, Oéj) = dzbz]

Seja r; : E — E a reflexdao ortogonal a [o;]*, isto é,

A a;
(Oéz‘, ;)
Temos que ;2 = 15, logo 7; é invertivel, i = 1,...,n, e o conjunto de todas

as composicoes de r; forma um grupo, que denotaremos por W e chamamos
de grupo de Weyl.

Definicao 44. Os vetores {ay, ..., a,} sao chamados raizes simples de A.
O conjunto R" = Ul Way sao as raizes reais de A.
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SejaI' = Y0 | Za; e TT = Y | Zica,;. Definimos as raizes reais
positivas por R'¢ = R™ NT*. Temos que se a € R’ entdo ¢(a) = 1.

Definicao 45. Seja A = (a;j)nxn uma matriz de Cartan generalizada e
{ai,...,a,} as raizes simples associadas. Definimos o grafo de Coxeter de
A da sequinte forma:

e 0 grafo possuin vértices 1,...,n;

e o0 numero de arestas entre os vértices i e j € dado por a;jaj;.

Dado A\ € E, definimos o suporte de A por

supp(A) = {a; : (A, i) # 0}.

Considere o grafo G que consiste no grafo de Coxeter de A sem os vértices
i tais que as raizes o; nao pertencem a supp(\), e sem as arestas ligadas a
esses vértices. Dizemos que supp(A) é conexo se G é conexo.

Por exemplo, considere o quiver

1 2 3 4.

Sua matriz de Cartan é dada por

2 -1 0 O
-1 2 -1 0
¢= 0 -1 2 -1
0O 0 -1 2

as rafzes simples sdao a base canonica de R*, {ej, es,e3,e4}, € o grafo de
Coxeter de C' é dado por

Se A = (120 3) temos que supp(A) = {e1,e2,e4} e G é dado por
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nesse caso supp(A) nao é conexo.

Se A=(1111) temos que supp(A) = {e1, €2, €e3,€e4}, G é dado por

e portanto é conexo.
Seja
K = {a eT" : supp(a) é conexo e (a, ;) < 0,Vi}.

Definimos as raizes imagindrias positivas de A por

RT = U wk.
wew
Temos que RY" C I'M. Se v € RY™ entéo g(a) < 0. Definimos também as
raizes 1magindrias negativas que sao dadas por R™ = —RY".

Exemplo 29. Considere o quiver

Sua matriz de Cartan € dada por
2 =2
-2 2

R = {(m,n) | m,n € Zy, jm — n| = 1}

e as raizes imagindrias $ao

Temos que as raiZes reais sao

R = {(n,n) | n € Z}.

Os detalhes podem ser encontrados em [7].
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Exemplo 30. Considere o quiver

1——=2.

Suas raizes reais sao pares de numeros consecutivos com indice impar
na sequéncia de Fibonacci

(1,0),(3,1), (8,3), (21,8), ...
(0,1),(1,3), (3,8), (8,21), ...

e as raizes imagindrias sio (p,q) € N* com

Veja 5] para mais detalhes.

Definicao 46. Seja QQ um quiver. Dizemos que

1. Q) € do tipo finito se Rep @ € do tipo finito,
2. Q) € do tipo manso se Rep (@ € do tipo manso;
3. Q) € do tipo selvagem se Rep () ¢ do tipo selvagem.

Definigao 47. Os diagramas de Dynkin dos tipos A, D e E sdo dados como
abaizro

e com n > 1.




° ° ° ° °
E; °
° ° ° ° ° °
Es °
° ° ° ° ° ° °

Aqui temos que n denota o nimero de vértices.

Os diagramas de Dynkin extendidos dos tipos A, D e E, que possuem

n + 1 vértices, sao os sequintes

~_. ./
% \..

o1



[ ] [ ] [ J [ ] [ ] [ ] [ ] @)

Definicao 48. Dado um quiver (), o grafo associado a ) € o grafo I'Q) cujos
vértices sao os de () e cujas arestas correspondem as flechas sem orientacao.

Sejam C'a matriz de Cartan generalizada associadaa Q e {a1,...,a,}
o conjunto das raizes simples de C. O Teorema de Gabriel classifica o tipo
do quiver de acordo com seu grafo associado. A demonstracao pode ser
encontrada em [9].

Teorema 31 (Teorema de Gabriel). 1. Um quiver € do tipo finito se, e

somente se, seu grafo associado é a uniao disjunta de diagramas de
Dynkin do tipo A, D ou E;

2. um quiver é do tipo manso se, e somente se, seu grafo associado € a
uniao disjunta de diagramas de Dynkin do tipos A, D ou E e diagramas
de Dynkin extendidos dos tipos A, D ou E com pelo menos um diagrama
de Dynkin extendido,

3. as classes de isomorfismos de representagoes indecomponiveis de um
quiver Q do tipo finito estao em bijecao com as raizes positivas de C.
A correspondéncia € dada por

Vi Z (dim V) ;.

1€Qo

O préximo teorema também é um resultado cldssico, que relaciona
as representacoes indecomponiveis com as raizes de C' e é uma generalizacao
do item 3 do Teorema de Gabriel. Kac provou esse resultado em [14].
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Teorema 32 (Teorema de Kac). Seja @ um quiver. Os vetores dimensao
das representacoes indecomponiveis de ) correspondem as raizes positivas do
sistema de raizes associado a (). A correspondéncia € dada por

dy — Y (dy (i)

1€Q0

No teorema de Kac, as raizes reais correspondem a vetores dimensao
para os quais existe exatamente uma representacao indecomponivel, e as
raizes imaginarias correspondem a vetores dimensao para os quais existem
familias de representacoes indecomponiveis.

Exemplo 33. Considere o quiver

Ele ¢ do tipo manso pois é um Ay. Vimos no exemplo (29) que as raizes reais
54,0
R ={(m,n) | m,n € Z,,|m—n|=1}

e as raizes imagindrias positivas sao

R ={(n,n) | n € Z}.

Para cada vetor dimensao (n,n), as representagoes indecomponiveis sio da
forma

Id
Cn?cn’ )\E(C,
A

ou seja, temos infinitas classes de isomorfismos de representacoes indecom-
poniveis mas elas podem ser divididas em familias a um parametro.

Definicao 49. Seja V = (V, ¢) uma representacio de Q). Dizemos que (V, ¢)
¢ representagao de Schur se Hom(V, V') = k. Dizemos que o € raiz de Schur
se existe uma representacao de Schur com vetor dimensao .
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E facil ver que se V = (V, ¢) é decomponivel, Hom(V,V) D k?, logo
toda representacao de Schur é indecomponivel. Existem raizes de Schur que
nao sao raizes reais como vemos no exemplo abaixo.

Exemplo 34. Considere o quiver

Uma representagdo com vetor dimensao (1,2,1) da forma

/{32
N\
bk

¢ indecomponivel se ¢, € injetiva, ¢, € sobrejetiva, ¢. € isomorfismo e ainda

¢b¢a = 0.

Nesse caso, temos que (1,2,1) € uma raiz real, contudo nao € raiz
de Schur. Para mais detalhes veja [5].
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Capitulo 3

Representacoes torcidas de
quivers

Neste capitulo vamos fazer um paralelo ao que fizemos no anterior,
mas agora com o conceito de representacoes torcidas de quivers. Esse conceito
foi introduzido por Gothen e King em [11].

3.1 Teorema Principal

Definicao 50. Sejam Q um quiver e C uma categoria tensorial. Fizemos
uma cole¢do de objetos de C, M = {M,}acq,. Umarepresentagao M —torcida
a direita de Q) em C consiste em

e uma colecao de objetos

{Vili€ Qo};

e uma cole¢ao de morfismos

{a 1 Vi) = Vi) @ My | a € Q1}.
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A representagdo serd denotada por (V, ).

Também podemos definir uma representagao M —torcida a esquerda
de @, considerando a cole¢ao de morfismos

{(pa : Ma ® %(a) - Vh(a) | ac Ql}

Neste trabalho vamos considerar apenas representacoes torcidas a
direita, por isso quando lidarmos com representagoes torcidas, subentende-se
que sao a direita.

Definigao 51. Sejam (V, ¢) e (W, ) representag¢oes M —torcidas de Q) numa
categoria tensorial C. Um morfismo

fo(Vig) = (W)

¢ uma colecao de morfismos f; - V; — Wi, i € Qq, tais que o diagrama abaixo
seja comutativo para cada a € Qq

Vi(a) L Vi) ® M,

ft(a)l lfh(a)®1Ma
Wia) o Whia) ® M,

1sto €,

(fh(a) ® 1Ma) © (ba = % % ft(a); Va € Ql-

Sejam () um quiver, C uma categoria tensorial e M = {M,}qcq,
uma colecao de objetos de C. Podemos fazer a composicao de morfismos
entre representacoes torcidas de () de maneira analoga ao que fizemos para
representagoes. Sejam f : (V,¢) — (W, ¢) e g : (W,4¢) — (U,n) morfismos
entre representagoes M —torcidas de (). Definimos gf : (V,¢) — (U, n) por

{(gf)i=giofi:Vi—=Ui|i€ Qo}
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Vamos verificar que gf é morfismo de representacoes M —torcidas. De fato,
para cada a € ()1, temos

Na(9t(a) ft(a)) = (NaGt(a)) fe(a)
= ((9n(@) © 1a2,)%a) fita) = (Gnt@) @ 1as,) (Yafi(a))
= (9n(a) @ 1a1,) ((fa(a) @ 1n1,)Pa)
= ((9n@) ® 1a) (fat@) © 101,)) 00 = ((9n(a) fat@)) © 11,) P

Dessa forma o diagrama abaixo é comutativo

Vita) e, Vi@ ® M,
gt(a)ft(a)i igh(a)fh(a)‘@lMa
Ut(a) —5 Un(a) ® Ma

para cada a € )y, e é facil ver que obtemos uma categoria Repy(Q,C), a
categoria das representacoes M —torcidas de () em C.

A partir de agora vamos trabalhar com representacgoes torcidas de
quivers na categoria de espagos vetoriais de dimensao finita, e vamos denotar
a categoria das representacoes torcidas a direita de () por RepyQ).

Seja R um conjunto de relagoes em @, R ={Ry,..., R}
Rlzpll—l—-l-p,z%
onde pi = a}al,. ..aélj. Seja M = {M,}4cq, uma colegao de k—espagos
vetoriais de dimensao finita, Mp;; = Ma;',l ®Ma§_2 R.. .®Ma;l s i=1,...n;i=
ity

1,....meM= ®a€Q1 M,. Se (V,¢) é uma representacao M —torcida de @,
temos aplicagoes induzidas

Ppi Vi) = Vi) @ My

onde

Oy, = (¢, ®1us,, ®--OLag, Jo(Bur, Ly, ®...8La, Jo..0(bes,  Blar,
32 jj J aj a].j It 1 ajj

o7

®1Mi )O(bai.l .
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Se fp;; : Mp;; — M é a inclusdo e gbp;; =(1 ® fp;z) o qbp;;, temos que

Vh(z@)
Ot < Vigt) = Vagy) @ M,

para j = 1,...,n; e se (V, ¢) satisfaz as relagoes de R, devemos ter

¢p§+"'+¢p%i = 0.
Por exemplo, considere o quiver

1—2>2

NX

3?4

e o conjunto de relagoes R em @ dado por {Ry, Ry} onde Ry, = pl + pi,
Ry = pi +pj com

pi =ca, py=b, p} =d, pi = ec.

Seja (V, ¢) uma representagdo M —torcida de @) que satisfaz R. Temos que
My =M. ® My, My = My, Mz = Mg e My = M. @ M,. Seja

M:@Ma.

a€Qq

L ¢ Vi > Va® My, com ¢, = (¢ ® Lu,) © ba
2. gbp% V1=V ®Mp%7 com Qgp% = Pp;
3. e 1 Va— Vi® My, com ¢ = dg;

4. ¢y Vo = Vi® Mz, com ggpg = (¢ ® 1p1,) © @
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Se fpr : My — M e f2 2 Mz — M, i = 1,2, sao as inclusoes e ¢, =

(Ivy ® fp1) © ggp217 Gp2 = (ly, ® fp2) 0 ggng, i = 1,2, como (V,¢) satisfaz as
relagoes devemos ter

{¢p%+¢p; =0
¢p2 + 0z =0.

Definigao 52. Sejam Q um quiver e M = {M,}.eq, uma colecio de k—espagos
vetoriais de dimensao finita. Para cada p = ajas---a,, € kQ, fazemos

Mp:Ma1®"'®Mam7

se o caminho € ndo trivial, e se p € um caminho trivial, p = e;, fazemos
M, = k. Assim definimos a algebra de caminhos M —torcida sobre k pelo
espaco vetorial

Av =P M,
p

com a soma sobre todos os caminhos de (), munido com o sequinte produto.
Para x, € M,, e x4 € M, definimos

h(q)
h

(@)

_ mp®a, se t(p) =
= {0 L

" se 1 =t(p)
xpel—{ 0 sei#t(p)’

. _J oz sei=nh(p)
ezxp—{ 0 se i#h(p)’

o — e seit=]
T 0 sei#G
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Exemplo 35. Considere o quiver

1—2=2

e seja M = M, um C—espaco vetorial de dimensdao finita, suponhamos
dim M, = n. Entao temos que

Ay=CopCo M,.
Sejam {e1},{ea} bases de C e {f1,---, fu} base de M,. Se v,w € Ay temos

que

V= e + ages + Zﬁjfj

j=1
€ n
w = 7161 + Y2€2 + chfj7
j=1
com o, 7, Bj,¢; €C,i=1,2ej=1,---,n. Logo, o produto vw € dado por
VW = Qpy1€; + Qg€ + 042(2 cifi) + (Z Bifi)n.
=1 j=1

Note que se M, sao espacos vetoriais unidimensionais, isto é, M, ~
k,a € Q, temos que Ay ~ k@, a algebra de caminhos do quiver. Ver
defini¢ao (26).

Temos um resultado semelhante & proposigao (27) que relaciona
Reppy@ a Ap+, onde M* = {M}},eq, sao os duais de M = {M,}acq;,
isto &, Ay = @, My, com My =My ®@...® M; parap=a...a.

Proposicao 36. Seja Q um quiver e fitemos M = {M,}aeq, wma colegio
de k—espacos vetoriais de dimensao finita. Temos que a categoria das re-
presentacoes M —torcidas de () € equivalente a categoria dos App=—maodulos.
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Demonstra¢ao. Vamos definir um funtor equivaléncia de categorias entre

Repy@Q e Mod — Ap-. Seja (V,¢) € Repy@ e seja V = Dico, Vi Va-

mos definir uma acdo p : Ay — End(V).
Definimos

L fidy, i=j
p(e”vf_{ 0, i)

1 a) © Pa, ) =
p(Ta)v; :{ ( V’“‘”ffx )iit(al) )

para z, € M,;, a € Q1. Se x, € M}, ), = T4, @ ... ® T,,, definimos

p(zp) = p(Ta,) 0. .. 0 p(xq,) e estendemos para Ay por linearidade.
Dessa forma temos que V' é um A,;/~— modulo.

Dado um morfismo entre duas representacoes f : (V,¢) — (W,1)),
vamos definir um homomorfismo de Aj;+—maodulos,

F=pr-pvi-pw.

1€Qo 1€Qo 1€Q0

Temos de mostrar que m.f(v) = f(mv), Ym € Ay, v € V. De fato,

e f(v) = ei(@f;(v) = fiew) = flew),

para i € Qo e se x, € M} entao

Taf (v) = 2o (Bfi(v)) = (L, ® Ta)Va(fr(a)(v)) =
(]'Wh(a) ® xa)(fh(a) ® 1Ma)¢a(v) - (1Wh(a)fh(a)> ® (xalMa)¢a<U) =

(fh(a) & wa)¢a<v) - fh(a)(th(a) & xa)¢a(v) = f(l'a('l}))-

Definindo F': Repp Q@ — Mod — A+ tal que

o« F(V,¢) =V, (V,¢) € RepnQ;
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o F(f) = @icq, fir f € Hompep,o((V,9), (W, 1));

temos que F' é um funtor. Vamos definir um funtor inverso

G : Mod — Ay~ — ReppQ.

Seja V um médulo sobre Ap;+. Como Zier e; = la,. e ee; =

(2

‘/z‘ = eiV.

0, # j, e = e;, temos que V pode ser escrito como V = @ier V;, onde

Note que se x, € M temos

To(Via)) = Zalea)V) = en@) (V) C en@)(V) = Vi

e 1,V; = 0 se i # t(a), logo por restricdo, a acdo de M} em V induz uma
aplicacao

ba : My @ Vi) = Via)
dada por ¢q (2, ®v) = z,v. Pelo lema (15) temos que ¢, : Vya) = Vi) @ M.

Se f:V — W é homomorfismo de A,;»—médulos, temos que

fVi) = f(eiV) = e f(V) CeW =W,

logo tomando a restricao f; = f;, 7 € (o, temos uma colecao de k—transformacoes
lineares

Ji: Vi—= Wi i€ Qo.
Considere o funtor G : Mod — Ay« — Repy @ tal que

e se V é Ayr-—mbdulo,

G(V) = (V.9)

onde V; =¢;V, i € Qp, e ¢, é¢ dada como acima, a € Q1;
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e se f:V — W é homomorfismo,

Temos que G(f) : G(V) — G(W) é morfismo entre as representacdes (V, ¢)
e (W,1). De fato, para a € Q1 e z, € M,

¢a(1M; & ft(a))(xa ® V) = Ya(Ta ® ft(a)(v>> =
xaft(a)(v) = fh(a) (Iav) = fh(a)(¢a(xa ® U)) =
fh(a)¢a(xa ® U)7

logo, a € @)1, o diagrama abaixo é comutativo

M ® Vi) —25 Vi
Larr ®fe(a) l lfh(@
Mg & Wya) —> Whia)

e dai

Vi) N Vi) ® Mg
ft(a)l lfh(@@lzwa
Wia) — Whia) ® M,

também comuta, para toda a € (). De maneira aniloga & proposigao (27),
vemos que GF' ¢é isomorfo & idgep,,q € F'G ¢ isomorfo a idproq—a,,.. Portanto
as categorias Repp;Q e Mod— Ay« sao equivalentes, como queriamos mostrar.

]

Sejam () um quiver qualquer, M = {M, },eq, uma colegao de k—espagos
vetoriais de dimensao finita e (V, @), (W, 4) € Repy Q.

Definigao 53. Dizemos que (W,1)) é uma subrepresentacao de (V,¢) se
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2. gba\Wt(a) = a4, Va € Q1.

Definigao 54. Definimos a soma direta de (V, ¢) e (W, ) pela representagao
(U,n) onde

1. Uz = V;@WHVZ € Qo,’

2. Ng = G DY, para cada a € Q1, isto €,

Na : Vite) ® Wia) = (Viia) ® Wia)) ® M,

onde

77(1(” S¥ ’LU) = ¢a('0) > wa(w>7v S ‘/t(a) ew e Wt(a)~

Defini¢ao 55. Uma representagio (V,¢) é dita decomponivel se pode ser
escrita como a soma direta de duas subrepresentacoes nao triviais. Caso
contrdrio, dizemos que a representacdo € indecomponivel.

Como vimos anteriormente, para estudarmos representacoes de qui-
vers, ¢ suficiente estudarmos as representacoes indecomponiveis. No capitulo
anterior, vimos os teoremas de Gabriel e Kac que nos fornecem uma ma-
neira de encontrar as representagoes indecomponiveis de um quiver. Neste
capitulo queremos fazer o mesmo para as representacoes torcidas. No final
do capitulo teremos condi¢oes de encontrar os indecomponiveis na categoria
de representacoes torcidas de um quiver.

Vamos agora ao nosso principal resultado, que relaciona a categoria
de representacoes torcidas de um quiver () a categoria de representacoes de
um outro quiver () onde () é obtido através de Q).

Teorema 37 (Teorema Principal). Seja Q = (Qo, Q1) um quiver e seja
M ={M,}, a € Q1, uma cole¢io de k—espagos vetoriais de dimensdo finita.
Entao a categoria de representacoes M —torcidas de @), RepyQ), € equivalente
a categoria de representagoes de Q, RepQ, onde Q = (Qo, Ql) ¢ obtido de
Q da sequinte maneira:
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e 0 conjunto de vértices é o mesmo, isto é, Qo = Qo;

e para cada flecha a € Q1 Q1 possui m = dim M, flechas, aq,...,an,
tais que i
t(a;) = t(a) e h(a;) = h(a),j =1,...,m,

onde t,h sao os mapas inicio e término de () respectivamente.

Demonstragao. Suponhamos primeiramente que @ é tal que Qy = (1,2) e
Q1 = (a) com t(a) =1 e h(a) = 2, isto é,

1—2=2.

Fixemos M, um k—espaco vetorial de dimensao m. Queremos mos-

trar que Repy @ é equivalente a Rep Q) onde Q = (Qo, Q1) com Qy = Qp e
Q1= (a1,...,an), t(a;) = t(a) e h(a;) = h(a), parai=1,...,m.

Para mostrarmos essa equivaléncia, vamos exibir um funtor que seja
equivaléncia de categorias.

Seja {V, W}, {¢:V — W ® M,} uma representacao de (). Note que
como V, W, M, sao k—espacos vetoriais de dimensao finita, pelo lema (13)

L(V,W ® M,) ~ L(V,W) ® M,.

Temos entdo que se {hy,...,h,} é base de M,, como ¢ € L(V,IW ®
M,), existem ¢q,- - , ¢, € L(V, W) tais que

6= 6@ h (3.1)
1=1

Observe que {¢1, ..., ¢} depende da base {hq, ..., h,} fixada para
M,.
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Fixe uma ordem para as flechas de () e considere o funtor

F : Repy@Q — RepQ

tal que

e para cada objeto ({Vya), Vi) }, @) € Repn @, temos

F({‘/t(a)y Vh(a)}7 ¢) = ({Vi(a)7 V;f(a)}’ QE)

onde ¢ = {#1,...,¢m} sao obtidos como fizemos em (3.1), e ¢; estd
associado a 1—ésima flecha de @);

e para cada morfismo f = { fya), fa(a)} entre duas representagoes torcidas
{Viw)s Vi 1+ @) € (W) Wi - ¥)

Vi(a) . Vi) ® M,

ft(a)l lfh(a)®1Ma
Wi — Whia) ® M,

definimos F(f) = f.

Mostremos que f = { fya), fa(a)} é morfismo entre as representacoes

({Vit)s Vi }- {015 - - - 0m}) € ({Wiiay, Whia }> {t1, - - - ¥ }), isto é que

d),
Vite) —= Vh(a)

fzm)l J/fh(a)

Wia) —— Whia)
¥j
¢ comutativo, para todo 1 < j < m.

De fato, temos que ¢ = Z;n:l ¢ @ hj, Y = ZTzl Y ® hj e Yfia =
(fh(a) ® 1Ma)¢7 10g07

66



(D %5 @ M) fw = (frw) © L)Y 65 @ hy)
=1 i=1

entao
O Wy @ hy) fuwy = > (1 @ 1)) fuw) Z Vjfr(a) ®
i=1 i=1
e
(friw) © Lar) D &5 @ hy) Z it ® 1ag,) (65 © hy) =
j=1 j=1
> (fui@®i ® Lag,hy th )05 @ hy
j=1
logo,
Z%‘ft(a) ® h; = Z Jn@®; @ hy;
=1 j=1
e portanto

w] o ft(a) = fh(a) o ¢j7 para ] = 17 ...m,
logo F'(f) é morfismo entre F(X) e F(Y). Mostremos que F' é funtor.

Sejam Z = (U,n) € Repy@ e g : (W,v) — (U,n) um morfismo.
Queremos mostrar que F(gf) = F(g)F(f), ou seja, que o diagrama comuta
para l <1 <m.
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Via) _ Vi(a)

fm)l lfh(a)

Wia) —> Wha)
gt(a)l J{gh(a)
Usa) —2 Un(a)

Temos que

0i(Ge(a) fr(@) = Mig(a)) fr(a) = (Gn)¥i) fra) =
In(a) Wi fr@) = Gn@)(r@Pi) = (Gnia) fr(a)) Dis

para todo ¢ com i = 1,...,m, logo F é funtor. Mostremos agora que F
satisfaz as condigoes do teorema (5).

1. F: Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) é injetivo e sobrejetivo.

Claramente ¢ injetivo. Seja g € Homp(F(X), F(Y)), g = {¢i}icq, tal
que

i © Gi(a) = Gn(a) © Pi, © =1,.
Entao f = {¢:}icg, € Home(X,Y) é tal que F(f) = ¢g. De fato,

VGi(a) Z%@)h 9i(a :Z (V5 @ hj)Gu(a Z%gt(a)@h -
7j=1

m m m

D @ @by =Y ghw®; © Larhy = D> (ghia) © 1as, ) (¢ @ hy) =

Jj=1 J=1 Jj=1

(Ih(a) ® 1Ma)(z ¢j @ h;) = (gna) ® 1ar, )
j=1

Portanto F' é pleno e fiel.
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2. SejaY € Obj(D),Y = (V,¢) onde V = {Viw), Vi } € ¢ = {1, .., I}
com ¢; : Vi) = Vi), 7 =1,...,m. Seja X = (V, ¢) com

6=> ¢;®h;
j=1

Entdo Y = F(X). Pelo teorema (5) temos que F : C — D é equi-
valéncia de categorias.

Note que mudar a ordem das flechas em () é equivalente a mudar a
ordem dos vetores na base escolhida.

Agora, se () é um quiver com mais flechas, definimos um funtor que
faz em cada flecha de () o mesmo processo que fizemos anteriormente, dessa
forma obtemos uma equivaléncia entre as categorias.

]

Pergunta: Para demonstrar o teorema, escolhemos uma base para
M, e vimos que o funtor F' depende dessa base. Se escolhermos outra base
para M, o novo funtor F’ : RepyQQ — Rep @ é isomorfo a F'?

Corolario 38. Sejam Q) um quiver e M = {M,}acq, uma cole¢io de k—espagos
vetoriais de dimensao finita. Entao os indecomponiveis de Repy;Q) estao em
correspondéncia biunivoca com os indecomponiveis de Rep Q).

Demonstracao. O resultado segue do teorema anterior e do coroléario (10) [

Proposigao 39. Sejam Q um quiver e M = {M,}.eq, uma cole¢io de
k—espagos vetoriais de dimensdo finita. Entio dada M' = {M]}.cq, uma
colegao de subespacos vetoriais, isto €, M. C M, é subespaco vetorial para
cada a € QQ1, existe um funtor

F: Repyr @ — Repy@
que € pleno e fiel.
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Demonstracdo. Vamos denotar Repy;QQ por C e RepyQ por D. Seja X =
(V,¢) € Obj(C). Temos que

¢a : V;f(a) - Vh(a) & lep
para cada a € Q1. Seja g, : M) — M, a inclusao de M, em M,. Considere

a aplicacao

aa : V;ﬁ(a) - Vh(a) X Ma
dada por ¢, = (1) ® €a) © ¢, para cada a € Q1.

Definimos F': C — D da seguinte forma

e para X = (V,¢) € Obj(C) temos

F(X)=(V,9)
onde ¢, = (1Vh(a) ® €4) © ¢a,a € Q1;

e se f: X — Y émorfismo, X = (V,¢), Y = (W, ) objetos de C entdo
F(f) = f é morfismo entre F(V,¢) e F(W,v).

De fato, temos de mostrar que o diagrama abaixo é comutativo

Vi(a) P Via) @ M,

ft(a)l lfh(a)(g)lMa
Wi = Whia) ® M,

Temos que
Eaft(a) - ((1Wh(a> ® 5a)¢a)ft(a) = (IWh(a) ® 5@)(¢aft(a))

= (1Wh(a) ® €a)(fh(a) ® 1M¢/z)¢a
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(fut@) © 1a1) b0 = (fr(@) @ 1ar,) Ly, ) ® €a)a

note que

(1w, ® €a) (fi) @ 1arg) = (fa(@) ® 1ar,) (Lvj,,, @ €a)

pOiS 1Wh(a) fh(a) = fh(a)]-Vh(a) € 5a]-M[l = 1Ma5a7 IOgO

Vufii@) = (fat) @ 1a1,) @,
e F(f) € Homp(F(X),F(Y)).

Se g :' Y — Z é morfismo, com Z = (U,n) temos que gf : X — Z
esta bem definido. De fato,

Na(9t(a) fia)) = MaGi(a)) fr(a) = (Gh(a) ® 1aa7)Va) fi(a)

= (gn@ @ 1ay) Wafi(@) = (Gn@) @ 1) ((faga) @ 1oz ) Pa)
= ((9n(a) @ 1) (fu(a) @ 1aay))a = (Gh(a) fi(a) @ 1ary)da

isto é, o diagrama abaixo comuta

Vita) — Vi) © M,

ft(a)l lfhw)@lM{l
Pa
Wita) —> Wh(a) ® M,
9t(a) l lghm)@lm

Utta) —5> Una) ® M,

E fcil ver que o diagrama
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Vi(a) P Vi@ ® M,
ft(a)l lfh@@ma

Wi Yo Whia) ® M,
9t(a) J{ lgh(a)@m

Ut(a) — Una) @ M,

também comuta, logo F(fg) = F(f)F(g) e portanto F' é funtor.

Precisamos mostrar agora que F' é pleno e fiel, isto é, que para cada

objeto X, Y € Obj(C)

F:Home(X,Y)— Homp(F(X),F(Y))

é sobrejetivo e injetivo.

De fato, sejam X

¢) e Y = (W,¢) objetos de RepyrQ e seja

=V
g =1{9i}ico, € Homp( (X), F( )). Entao o diagrama abaixo comuta

ou seja,

logo

dai

Vi(a) b, Vi) ® M,

Gt(a) J{ lgh(a)@)lkla

Wia) —> Whia) ® M,
Eagt(a) = (gh(a) ® ]‘Ma>$a7 Va € Qlu
((1Wh<a) ® Ea)wa)gt(a) = <gh(a) ® 1Ma)<<1vh(a) ® Sa)¢a)
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(1Wh(a) & Ea)(wagt(a)> = (gh(a) X 1Ma)<1Vh(a) X ga)qbw

Note que

(gh(a) ® ]'Ma>(1vh(a) ® €q) = (1Wh(a) ® 6tl)(gh(a) ® 1M[1>

portanto

(1Wh(a) ® ga)(wagt(@)) = (1Wh(a) ® 6a)<<gh(a) ® 1M/1)¢a>~

Temos entao que f = {¢;}icq, € Home(X,Y) é tal que F(f) = g, logo
F:Home(X,Y) — Homp(F(X), F(Y)) é sobrejetivo.

Claramente F' é injetivo, portanto é pleno e fiel, e segue o resultado.

O

Podemos agora relacionar Rep () a ReppQ).
Corolario 40. A categoria Rep () € equivalente a uma subcategoria plena de

Repy Q.

Demonstragao. Considere M’ = {M]}.cq, tal que M! = k,Va € (). Entao
Repyr@Q = Rep (Q e da proposicao anterior, temos que existe um funtor

F: Rep(Q) — RepyQ
que é pleno e fiel. Logo, da proposigao (6) segue o resultado.

O

Sejam @ um quiver e M = {M,},cq, uma cole¢do de k—espagos
vetoriais de dimensao finita. Definimos a matriz de Euler M-torcida Ey =
(a;;) onde
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a; = 0;; — { > dim M, | t(a) = i, h(a) = j}.

ac@Qq

Definimos também a matriz de Cartan generalizada M-torcida por
Cy = (ci;) onde ¢;; = a;; + aj;.

Exemplo 41. Considere o quiver

1 —2s9<2 3

e sejam dim M,, = 2, dim M,, = 3. Entao

1 =2 0
EM:(O 1 )
0 -3 1

2 =2 0
Cy = ( -2 2 =3 )
0 -3 2

Note que a matriz Ey de Q € igual a matriz de Euler de QeCydeQ éa
matriz de Cartan de Q.

o

Teorema 42. Sejam Q) um quiver e M = {M,}.cq, uma cole¢io de k—espagos
vetoriais de dimensdo finita. Temos entao que a categoria de representagoes
M —torcidas de () € do tipo

1. finito se, e somente se, dim M, = 1, Va € @1, e Q € do tipo finito;

2. manso se, e somente Se,

(a) dim M, =1, Ya € Q1, e Q € do tipo manso; ou

(b) Q € a uniao disjunta de diagramas de Dynkin do tipo A, D, E com
dim M, =1 em todas as flechas a associadas e a uniao de um A,
com dim M = 2 na flecha associada; ou
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(c) Q é um Ay com dim M, = 2;

3. selvagem se, e somente se, nao for nem do tipo finito, nem do tipo
manso.

Demonstragao. Segue do teorema de Gabriel e do Teorema (37).
O

Teorema 43. Seja QQ um quiver qualquer e M = {M,}acq, uma cole¢io de
k—espacos vetoriais de dimensao finita. Entdo os vetores dimensao das re-
presentacoes torcidas indecomponiveis de () correspondem as raizes positivas
do sistema de raizes associado a matriz de Cartan generalizada torcida de Q).

Demonstragao. Sabemos pelo coroldrio (38) que os indecomponiveis de @
estdo em equivaléncia com os de Q e que a matriz de Cartan torcida de Q
corresponde a matriz de Cartan de Q. Portanto basta aplicar o Teorema de
Kac para o quiver Q

]

3.2 Estabilidade em Rep,,()

Nesta secao, as principais referéncias sao [8, 19].

Seja () um quiver finito sem ciclos orientados e considere M =
{M,}aco, uma colegdo de k—espagos vetoriais de dimensao finita. Seja
F : Repy@Q — RepQ o funtor equivaléncia de categorias. Nesta secao vamos
definir o conceito de estabilidade na categoria Rep,Q).

Vamos denotar por V;, para cada vértice i € @), a representagao
simples (V,¢) dada por V; = k,Vi € Qg e ¢, = 0,V € Q1. Seja 'V, = F(V})
para cada ¢ € (Qg. Temos o seguinte resultado.

Proposicao 44. As unicas representagoes simples em Repy;Q sdo da forma
V; para cada i € Q.
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Demonstragao. A prova é andloga a da proposigao (23). O

Lembrando que em ]iep@ também vale a proposigao acima, (ver
proposigao (23)), temos que V; é simples em Rep(@ se, e somente se, V; é
simples em Repy,Q.

Como trabalhamos com representacoes de dimensao finita, temos
que Repp@Q e RepQ sao categorias artinianas e noetherianas, isto é, para
qualquer objeto X dessas categorias, as sequiéncias de subobjetos X; de X
crescentes e decrescentes

XngQQ ou X12X22

sao estacionarias, isto é, existe n tal que X; = X,,, para todo i > n. Temos
entao o teorema de Jordan-Holder.

Teorema 45 (Jordan-Hélder). Seja A uma categoria abeliana artiniana e
noetheriana. Entao todo objeto X de A possui uma série de Jordan-Holder,
1sto €, uma série

XicXp,Cc...cX, =X
tal que X1, X2/ X1,..., X,/ Xu_1 sdo todos simples.

Além disso, o ciclo de componentes simples de X, dado por
X190 Xe/X1®...0 X,/ X0y

nao depende da série de Jordan-Holder escolhida, isto €, se X possui uma
outra série

YycY,Cc---CY, =X,
entiom=mneX; ~Y, X;/X;-1~Y;/Y;_1,s€i=2--- n.

Demonstracao. Veja [6]. O
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Definicao 56. Seja A uma categoria abeliana. Definimos seu grupo de
Grothendieck Ky(A) pelo quociente F/N, onde F € o grupo abeliano livre
gerado por todos os objetos de A e N € o subgrupo gerado por

{X — X' — X" | eaiste seqiiéncia exata 0 — X' — X — X" — 0}.

Vamos ver qual é o grupo de Grothendieck de Repy/(). Antes, note
que tanto em Repy() como em Rep () se duas representagoes sao isomorfas
entao elas tém o mesmo vetor dimensao.

Exemplo 46. Seja A = RepyQ, e sejan = #Qqy. Temos que Ko(A) ~7Z".
De fato, denotando por V;, i € Qq, as representacoes simples de RepyQ),
temos que cada representa¢ao M—torcida de @ € equivalente em Ko(A) a
seu ciclo de componentes simples, que € da forma @ZEQOV;B", para algum
B= (01, ,0n) €Z". Logo temos que a aplica¢ao

O Ko(Repu@) — Z"
@iEQOViBi = 6

¢ sobrejetiva e injetiva. De maneira andloga, vemos que Ko(Rep Q) ~ Z#Qo,
Como #Qo = #Qo = n e V; € Obj(RepyQ) € simples se, e somente se,
F(V;) € Obj(RepQ) € simples, com F o funtor equivaléncia de categorias,
temos que F induz o isomorfismo de grupos

F : Ko(Repy Q) — Ko(Rep Q)

que € a identidade.

Vamos agora definir em Rep,/() o conceito de estabilidade. Esse
conceito pode ser estendido para categorias abelianas em geral, para mais
detalhes, veja [20].

Seja (V; ¢) objeto de Repy@. Vamos denotar por [V] a imagem em
Ko(Repu@Q) da sua classe de isomorfismo. Denotamos também por V] a
imagem em Ky(Rep @) da classe de isomorfismo do objeto (V, ¢) de Rep Q.
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Definigao 57. Seja 0 : Ko(Repy@Q) — R uma fungdo aditiva, isto €, um
homomorfismo de grupos abelianos. Dizemos que a representacio (V, ) €

e O-semi-estavel se O([V]) = 0 e para toda subrepresentacio (W) de

)
(V,¢) temos 6([W]) > 0;

o (-estavel se for O—semi-estdvel e as tunicas subrepresentagoes (W, 1)
tais que O([W1) = 0 sao (V, ) e a representacao nula.

Dada uma fungdo aditiva ¢ : Ko(Rep Q) — R definimos de maneira
analoga estabilidade em Rep ().

Seja 0 = (01,---,0,) € Z" onde n = #Qy. Note que se (V,¢) é
representacao M —torcida de ) com vetor dimensao « temos que 6 induz
uma funcao aditiva 6 : Ko(Repy Q) — Z dada por

O(V]) =) by =<0,a>.
1€Qo

Se (V, @) é representacao de Q com vetor dimensao (3, temos que 6 também
induz uma fungao aditiva ¢’ : Ko(Rep Q) — Z dada por

0 ([V]) = Z 0:0; =<0,6>.
1€Qo

A partir de agora, vamos considerar as fungoes aditivas 6 e ¢ dadas
por produto interno com um vetor ¢ como acima. Lembrando que o funtor
equivaléncia de categorias F : RepyQ — RepQ preserva a dimensdo das
representacoes e que o isomorfismo induzido F : Ko(RepyQ) — Ko(RepQ)
é a identidade, se (V, ¢) € ReppyQ com vetor dimensao « temos que

O([V]) =< 0,a >=0([F(V))).
Na verdade, 6 = 0" o F = @', logo O([F(V)]) = 0([V]) e dai segue que (V, ¢) é

0-(semi)-estédvel se, e somente se F'(V, ¢) é 6-(semi)-estavel em Rep Q.
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Vamos fixar um vetor dimensao o € Z". Sejam Ry (Q,«) o con-
junto de todas as representacoes M —torcidas de () com vetor dimensao «
e R(Q, a) o conjunto das representacoes de Q) com vetor dimensdo a. Te-
mos que Ry (Q, ) é subcategoria plena de RepyQ e R(Q, a) é subcategoria
plena de Rep Q.

Considere também R*g,ﬁ/[(@) o conjunto das representacoes f-semi-

estaveis de Repy() e R3S (Q) o conjunto das representacoes f-semi-estaveis
de Rep Q.

Proposicao 47. As representacoes M —torcidas de () que sao 0-semi-estdveis
formam uma subcategoria abeliana plena de Repy (@), Rg%(@) O mesmo

ocorre com as representacoes 0-semi-estdveis de Rep @, R3°(Q).

Demonstracao. Vamos demonstrar apenas para representacoes M —torcidas
de Q. A prova é igual para representacoes de Q. E claro que as repre-
sentacoes f-semi-estaveis formam uma subcategoria plena de Repy;(). Pre-
cisamos mostrar que ela é abeliana e para isso é suficiente mostrar que se
f:(V,¢) — (W,4) é morfismo entre representagoes semi-estaveis, entao
ker f, cokerf e imf sao f-semi-estaveis. Temos seqiiéncias exatas

0—kerf— (V,¢) = imf — 0

0 —imf — (W) — cokerf — 0

logo, O([ker f]) + O([imf]) = 0. Como ker f é subobjeto de (V,¢) e imf de
(W, 1), que sao f-semi-estdveis, temos que @([ker f]) > 0 e O([imf]) > 0,
logo eles sao nulos. Da mesma forma, temos que 6([coker f]) + O([imf]) = 0
e portanto O([cokerf]) = 0. Seja (U,n) subobjeto de ker f, entao (U,n) é
subobjeto de (V, ¢) e dai 8([U]) > 0 o que implica que ker f é f-semi-estavel.
De maniera analoga, temos que imf é #-semi-estavel. Para mostrarmos que
cokerf é O-semi-estdvel, seja (U, \) subobjeto de cokerf = (W,4)/imf. Se
7 é a projecao m : (W, 1) — cokerf, temos a seqiiéncia exata

0 —imf — 7 (U, \) — (U, \) — 0.
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Assim, 0([U']) = 6([=~1(U")]) > 0 pois (W,1)) é O-semi-estavel. Portanto
coker f é f-semi-estavel, e os objetos semi-estaveis de Repj;() formam uma
subcategoria abeliana plena.

[]

As subcategorias da proposicao acima sao artinianas e noetherianas,
logo nelas também vale o teorema de Jordan-Holder.

Seja G : RGS%(Q) — RS5(Q) a restricio de F : ReppQ — RepQ as

representacoes f-semi-estaveis.

Proposicao 48. O funtor G induzido por F é uma equivaléncia de catego-
71as.

Demonstragao. Sejam X = (V,¢) e (W, ) objetos de C = R3%5,(Q). Como
j& vimos, G(X) = F(X) e G(Y) = F(Y) sao objetos de D = R$5(Q). Vamos
mostrar que

G: Home(X,Y) — Homp(G(X),G(Y))

é fiel, pleno e essencialmente sobrejetivo.

Temos que C é subcategoria plena de Repy,Q e F' é fiel, logo G ¢é fiel.
Também segue que G é pleno pois D é subcategoria plena de RepQ e F é
pleno. Finalmente, se Y € Obj(D), temos que Y = F(X) para X € RepyQ.
Como equivaléncia de categorias preserva f-semi-estabilidade, temos que X
é f-semi-estavel, logo X € Obj(C) e dai Y = G(X), o que mostra que G é
essencialmente sobrejetivo e portanto G é equivaléncia de categorias.

[
Proposigao 49. Seja X um objeto de Rg%(@). Entao X € estavel se, e

somente se, X € simples.

Demonstragao. Suponhamos que X seja estdavel. Entao 0([X]) =0 e se X' é
subobjeto de X, como #([X’]) = 0 temos que X' =0 ou X' = X, logo X ¢
simples.

Reciprocamente, suponhamos que X seja simples. Como seus unicos
subobjetos sao X' = 0 e X' = X, claramente X é estavel.
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O

Se A é uma categoria abeliana com estrutura de estabilidade, como
Repyp@Q, temos que os objetos semi-estaveis de A possuem uma filtragao
chamada filtragao de Harder-Narasimhan, isto é, se X € Obj(A) é semi-
estavel, exite uma unica filtracao

X=X,0X,.1D2...0X:2X;=0
tal que X;/X; 1 é estavel, Vi. Para mais detalhes veja [8].

Definigao 58. Dizemos que dois objetos X, Y € Obj(A) semi-estdveis sao S-
equivalentes se sua filtracao de Harder-Narasimhan possui os mesmos fatores
de composicao.

Seja A = Rﬁ%(@). Da proposicao anterior, temos que os obje-
tos estaveis de A sdo os objetos simples, logo uma filtracao de Harder-
Narasimhan de um objeto é o mesmo que uma série de Jordan-Holder, e dois
objetos X,Y 6-semi-estaveis sao S-equivalentes, se eles possuem o mesmo
ciclo de componentes simples.

Seja R;,?:%(Q, @) o conjunto das representagoes de Rﬁ%(@) com vetor

dimenséo o e R5%(Q, a) o conjunto das representacoes de R5%(Q) com vetor
dimensao a. Vamos denotar por R33,(Q,a)/ ~ o conjunto de moduli das
representacoes f-semi-estaveis de dimensao o a menos de S-equivaléncia e
por RgS(Q, a)/ ~ o conjunto de moduli das representagoes de RgS(Q, a) a
menos de S-equivaléncia. Temos a seguinte proposicao.

Proposicao 50. O funtor F : RepyQ — Rep Q induz uma bijecdo entre os
conjuntos

R§3(Q,0)/ ~ e Ri®(Q,a)/ ~ .

Demonstracao. Veja [8, Proposicao 2.9].
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King mostrou em [16] que R5%(Q,a)/ ~ é uma variedade algébrica
projetiva, irredutivel e normal. Logo, pela proposicao anterior, temos que a
R33,(Q, )/ ~ também pode ser dada uma estrutura de variedade algébrica
projetiva, irredutivel e normal.

3.3 Exemplo

Neste exemplo vamos mostrar como aplicar o Teorema (37) para
calcular indecomponiveis de Repy;Q). Seja Q o quiver

1T2>2

e k = C. Temos que todas as representacoes indecomponiveis de () com vetor
dimensao (n,n) sao da forma

In
L,
n n
cr=>C

onde Jy é a matriz na forma normal de Jordan com um autovalor. Para mais
detalhes veja [7]. Seja M = C2. Temos que RepQ é equivalente a RepyQ,
onde () é da forma

1—2=2.

Seja G : RepQ — RepyQ o funtor equivaléncia entre as categorias e seja
(W, 1)) a representacao indecomponivel Wi = Wy = C" e ¢ = {1y, , V4, } com
[thay) = Ins [$a,] = Jx. Vamos caleular G(W, ) = (V, ¢).

Se {e1,...,en}, {f1,---, fn} sdo bases de C" e {x1, x5} ¢ base de C?

temos

¢a1(6i) - fi7 L= ]-)"'7”;
¢d2(€1) = Afh ¢a2(6i) = f’i—l + )‘fzv 1= 2a sy N
Logo ¢, : C* — C" ® C? é dada por
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Pa(€i) = a, (€:) @ 21 + Py (€:) @ T2,

isto ¢, se i =1,

daler) = fLr @z + A fi1 ® o,

eparat=2,...,1n

bale;) = fi @1+ fii1 @ 2+ Afi ® s

Se {fi®T1,..., [n®x1, 1 ®Ta,..., fn@z2} é base de C" ®C? entdo a matriz
de ¢, € da forma

I,
[ba) = | -
Ix
e a representacao M-torcida dada por (V,¢) = G(W,9), onde V.= W e
¢ = ¢, € indecomponivel de Q.
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