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RESUMO

Consideremos X‘ R Xz, ..... R Xn uma sequéncia de varidveis
aleatdrias na ordem em que =sio observadas, szondo Xi, ..... » Xthej
t.ém wuma distribuicdo F e X y e s X tém distribuicio

nS1+1 n

G, onde F = @ , (no] € o tempo de mudanca com [yl denotando
a parte inteira de vy e & « [ 0,1 1 wmendo nomsoe parametro
desconhecido.

Este trabalho trata do problema de estimar o quando a

mudanca ocgorrida eogti relacionada com o primeiro momanto da
distribuicio, isto &, occorre mudanca na média da distribuicio.

Foram considerados os casos em que temos as variaveis
aleatdérias  independentes e foi feita_ a aplicagho do estimador

quando temos um processo de ramificagdo.
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CAP{TULO 1.

INTRODUCAO.

E um fato com@ acorrerem alteractes durante a observacio de
um processo aleatério que podem causar mudanca na distribuicio das
varidveis que estio sendo observadas. Estas alterac¢des podem ser
causadas por fatores desconhecidos, ndoc obsarviveis, de forma a
nac podermos detectar em que momento a mudanca ocorreu
expHcitamente,

Quando o pontoe de mudanga & conhecido, podemos congiderar

este problema como uma simples comparagao entre t.ratamentos, mas

quando este é desconhecido, © problema torna-se um pouco mais

complexo.

Um exemplo pratico de aplicagdo deste problema fol citado em
Cobb 1978). Fol registrado o volurqe anual de descarga do Rio Nilo
de 1871 a 1970 e héa evidéncias:‘ meteorolégicas que ocorreu uma
mudanca no ano 1898, Assume-se que estas variaveis sfo independentes
com comum varidncia e normalmente distribuidas am toda a
série.

Dada a importincia, em algumas &reas tais como biomédica,
agrondémica ou industrial, do conhecimento dos tempos de mudanca de

distribuicio em det.erminado processo, alguns aut.ores COmo



Hinkley <1970)>, Carlstein {1988> e Perez-Abreu (1989, vém
estudando para certas situac&‘;s particulares métodos de esgtimacio
deste parimetro, que é o tempo de mudanca de distribuicao.

Ve jamos agora, quando o tempo de mudanca & desconhecido, a

formulaclo do problema.

©

Formulacio do problema @

Consideremos X1 » xz, ..... R Xn uma megquéncia de variiveis
aleatérias na ordem em gue s&c observadas, sendo que
X‘, ..... ,XE“QJ tédm uma distribuicd F e i 1eg Xn tém
distribuicio G,onde F = @ s [n&) é¢ o tempo de mudanca

{ [yl denoctando a parte inteira de vy > ] & e I 0,4 1 sendo
nosso pardmetro desconhecido.

Nosso objetive, neste trabalho, ¢ tratar deste problema gquando
a mudanca ocorrida esti relacionada «om o primeiro momento da
distribuicio, istoc &, ocorre mudan¢a na média da distribuicio.

Ainda, nesta intr oducfo, revisamos estudos feitos por alguns
autores nos quais se baseou nossa px;bpost.a.

No segundo capitulo apresentamos uma proposta de estimacdo
para o tempo de mudanca de média em uma sequéncia de variiveis
aleatdrias independentes, mostrando algumag propricdadas do
estimador. Além disso, aplicaremos o estimador proposto para o
exemplo do Rio Nile, citado anteriormente. Estudos de simulaciio para

verificarmos o comportamentoe do estimador si0 apresentados,



fechando este capitulo.
v
No terceiro capitulo estudaremos o problema no caso de
cadeias de Markov. Em particular, estudamos o problema' para o Ccaso

de um tipo especial de cadela de Markov, o processo de

ramificacio, usando o estimador proposto no capi tulo 2.

Revisio Bibliografica.

Hinkley <(1970> considera uma sequéncia de varidveis aleatdrias

independentes e continuas X: > enees , x: com TfTuncio densidade de
probabilidade f (x,po) para xl‘ C i = 1, .. , In8l1 > e r (x,yi)
para x'; Ci= oI, ... , n D, el 0,43 onde

g =ECX"> , i=1, .. , Indl,

1] 1

y‘-E{x:>,i=[n9]+1, ..... , n

e 86 € [04]1,

ou seja, a mudanca de distribuicZo ocorre apenas no primeiro

momento.
Hinkley propde estimar o parametro 8 ugande © método de

maxima verossimilhanca 0O logaritmo da func@o de verossimilhanca
para esta situagio é
tnAd

n
n T n
Ln{ X ,yo,yl,k ) = .}: log £ (€ xt,,uo) + ' E log T € xi,yi)
“~ i=1 Ltz rnhie



0 estimador do méxima verossimilhanca para ©, denctado por
v

x ¢ o valor de A que maximiza a funcio Ln( xh,po,p’,)\ ), isto
. Ny

é,

L € s A D = max L € x"5u ph D
~ A€ 0,41 ~

Dado que a expressio para este estimador ndo é explicita, as
propriedades do estimador s30 estudadas através da distribuic3o
assintdtica e de varibveis aggociadas a passeios aleatdrios
definidos convenientemente.. Assumindo M, e M, conheclidos e
nS) e n-[n&] suficientemente grandes, Hinkley

define
\p] ™ ™
Uj 2 log £ ( xj,po) log £ xj,yl).

Ent3c a func3o log verossimilhanca pode ser escrita como

I nAl n n
Lal
Ln( f’“o’“s’k )= L U.i + j}ilog f C xj,pi).

"

Assim sendo, o problema de se maximizar Ln( xn,po,yi,k >

A

restringe-se em maximizar a funcao

I nAd

n n

Para maximizar esta fung@o, o autor utiliza o fato que



Y define dois passeiogs aleatdrios independentes

i 2} T
Erhs Y in@) .

[ nA)
T
W= {0, - jgout“'e"‘j C Il = 0,14, ... Inél-1 > >
lnk:n
W= {0, j?ol]! N3+ Clnr] = 0,4, ... > Ingl-2 3 »,
onde W representa a log verossimilhanca para inteiroa menores

que NGl e W' para os inteiros malores que [n6l, relativas a log
verossimilhanca do prédprio (n8l

Para determinar in ,» deve-se encontrar A tal gue maximize os
dols passeios aleatdrios.

A partir disto, o autor chega a distribuicio assintdtica de
[ninl - [n&l para a verificacdc das propriedades assintéticasde
J\.h.

Uma propriedade verificada de ih ¢ a ndo consisténcia, isto é,
o estimador nic converge em probabilidade para o valor real do
parametro, ja gque dquando n tende para infinito, todos os
momentos assintdticos existentes de. [nin] - [na1 tém limites nio
nulos,

Resultados sioc derivados para o caso particular da distribuicso
normal No trabalho citado, o autor deixou claro que estes

resultados sio aplicAveis a distribuic8es ni3o normais, inclugive

podendo ser generalizados para incluir distribuicfes discretas.



Esta generalizacio é apresentada em Hinkley &  Hinkley  <1970)

»
que aplica estes resultados para uma sequéncia de variaveis com

distribuicioc Bernoulli.
Especificamente, sio conmideradas msequéncias X:, ..... s X: ondea

X" ’s sfc varidveis aleatdrias independentes com distribuic3o de

probabilidade
™ [ » i = 1’ [N ’[nel
POoXx =12= M, i=Inel, ... ,n
e P C X = 0 D> = 1-P ¢ X =1 D com u, e W conhecidos e &
1 19
desconheaido. Como no caso da normal, vomos que aquilo que esti

sendo considerado € apenas uma mudanca na média da distribuic3o.

Neste trabalho, alguns pontos negativos sobre o estimador
~
A sic destacados, como por exemplo, =ua ineficiéncia como uma

n

estatistica para teste, reflexo desta ndc s=er suficiente, o

que & uma caracteristica frequente em problemas de pontos de

mudanca, ainda esalarecem oz autores. Também resultados indicam
que, para pequenas mudancas no parimetro binomial, existe um

~
aprecidvel vicio para A .
™

Carlstein (988> trata o problama de ponto de mudanca de
distribuicio utilizando funcSes de distribuicfes empiricas que nao
reguerem qualquer conhecimento sobre as distribuicdes das varidveis

aleatdrias da sequéncia antes ou depois de ocorrer a mudanca de



distribuicdo, isto €, um estudo nic paramétrico.

»
Para x:', ..... ,x; uma amostra de variiveic aleatédrias

independentes, tem-=e gue

X, ... ,thel s30 ii.d. com funcio de distribuicio F

" X" sfSo iid com funcSoc de distribuicdo G.
A Unica suposicfc em Carlstein {19883 & que o conjunto

A={xER:|F(x)—G(x)|>G}

satisfaca

dF¢xd > 0 ou dG<x> > D,
IA J-A

Sendo assim, pode~se considerar F e 6 continuas, discretas ou
mistas. .

Caristein assume, hipoteticamente, gque o parametro & pertenca
a um conjunto Tn = {i/n : 1 £ 1 = n«1 > A partir disso, a func¢io
distribuicfio empirica pré-A da ééquéncia de varidveis aleatérias
h" é dada por

iid. , denotada pox A

EnAl
h" ¢ x>= P 40X < x>/ Ind)

i=1

A

e, a pds-A, denotada por h; s dada por



n
(x>= F HX x>/ Cn- I,
i= (nA)ey,

™
hy

onde 1{ .} é a funcgic indicadora.

Tem-se que Ahn(x) e h;:(x) estimam, de maneira nfo

viciada, as distribulcdes mistas

lh(x) = 4L ALE Y FOD + 14 208 > C 8FGD + € -8 D0 (x> > 7/ X

hk(x)=1{7k£-9}((9-)\.)F(x)-l-(i—e)G(x))/(‘l-Jk)-"

+ 1€ A>@ > G0,

respectivamente, isto §&,

E ¢ Kh"‘c,o > = hGx> e E ¢ h;'(x) > = h, GO.

Uma digtancia entre estas distribulcdes mistas desconhecidas,

kh(x) e hl("}’ pode ser medida através das quantidades

M n n
& = | >\h(xi') - hx(xi.) 1

nL

- 1€ A%6 > [ LA 2 pox? > - 52 Bax] )] +

+1{x>e}[gpcx?)+ﬂ-’-ecx">]-
1 8 l. 1

 1-& D

N ia)
55 ¢ FOXT D - @ar > D> +

=1L A= 8 3

8

+ 1{»9},\

< F(x'_: > - a(x‘: > D



1 A>8 )= (F‘(X )-G(X >

- [1{:\59}‘ f

| S

.
)

1-

= [i{ As B }7———-&4( A0 )=

5

A
()
A
v

| M

b1

Combinando estas n diferencas através de uma funcfo norma

homogénea °

S : RN — s R

¢ ie., Sn( SY.> e » cyh) = cSn( Y5 e Y >, =empre que

cz0 e y20 C V1> ). Caristein define '

172 1/2 A , é.\.

Ah(h.)-k LG o N SCé&E ...

= P> S €& ,sb

onde
o) = 1L A8 > € 18 > A2/ C 1-n P 4+
+ 1C A>@ > 8 ¢ 1-x Y7E N3,
Pode-se notar que L\.n()\) atinge seu maximo quando p{\> é
maximizada. Este mawximoe é vnico ¢ ocorrae am A = & Baseado

neste fato, Carlstein propde como um estimador razoivel para
€ o valor A €« [ 0,4 1 gue maximiza o estimador ndc wviciado de

An (A 2, que 6 a funcio amostral dada por



D{k)-x"zci-x):’zscd", ..... 4
n N n ™nh
onde
A n,_on n "
d’ = | ,BXT D> -R X D> | , 15i<n

correspondente a An{ Ao

Denotando-se por )\h este estimador, tem-se Kn el 0, 1 tal
que

Dh(?\.n)smaxxE[o"IDn()\).

Carlstein exige ainda que certas propriedades como :

i {(Simet.riad Sn é simétrica em seus n argumentos,

(i> <(Homogeneidade) Sh(cyn) = Cc S“(yn) sempre que cz0 e y =0,

n n
{4} {2 {4}

(iii) (Desigualdade triangular) Sn(yn + Y, ) £ Sn(y

{1 [ 41
sempre que =0 e = 0
p yh N Yn I"'i,

2
>+ Sn(yn >

2]

-

dv) ddentidaded Sh(lh) = 1,

(v (Monotonicidade> Sn{y;") 25 (y:_.z}) sempre gue y:\”a‘ y 20,

™ tal n

vid (Média domindnciad Sn(yh) 2z Z,

™
=4

yt/n semprequeynzo R

devem ser impostas a norma Sn. Neste caso, a funcdo Sn & dita

ser média dominante.

0 autor mostra que, assumindo dque S“ se ja média-dominante,
.
7\“ é invariante sob tranformacSes estritamente mondtonas dos dados,

dosde que nic exista coincidénecla entre as observacdes.

10



Alguns exemplos de normas média-dominantes s&oc dados, como

SY<Cy">= L ¥y /n
~ i=4
- . " nz 1-2
Sn ({y 2= L ﬁ:.
o~ i=1
{8 2l L2l
5. (z dEm S, o o<, Vi

Além de fazer aplicacdes, como por exemplo, nos dados do Nilo
{ Cobb (1978)), & feito também um estude de simulagdo, utilizando
duas distribuicdes F e 6, ambas simétricas com médias e variincias
similares, tornando-se dificil obter wum estimador que detecte a
mudanca de distribuicdo. 0 estimador demonstrou um bom
comportament.o nos casos estudados e o autor provou a sua

~

consisténcia,.

Outrc artigo neste tépico € o de Perez-Abreu (1989), que
considera uma sequéncia de varidveis aleatdrias discretas
independentes assumindo valores inteiros nfc negativos e propde o
usce da funcBo geratriz de probabilidades empirica, ac invés da
distribuicdc empirica, par.; detectar a mudanca ocorrida na
distribuicio num determinado ponto .

Para X", . R X': e independentes com distribuic¢io
discreta nos numeros n3c hnegativos comum F e )(': Oy » X

independentes com distribuico comum G , também discretas nos

inteiros ndo negativos, com F = 6, onde 6e <0, Perez-Abrou

11



define a funciio geratriz de probabilidades empirica pré e pé=

»

respectivamente por
13}

?\;"c“z_[i?ﬁ?’tx‘ tel 0413
v d
e
™
;;(t>--ﬁ_.3—[-n-i] Et,x‘ tef041.
t=InAl+ 4

Fal
™ =« - e > .}
Tem-se gque )x¢ é um estimador nao viciado para a funcio

\PEL> = x“‘[ 8¢ (1> + C X-0 ¢ (&> ] A0 > + ¢ (1> 1( X260 >

-~
e ¢; é um estimador n3c viciado para a fungao

~

$, (LD = <1—x>“[ C 8A 26 (> + C 16 D¢ _Ctd ] 1< A58 >
+ P D 102100 ),
isto ép

n B n
E < ch L) > = )k¢ > e E (2\4’ L) D= I\¢ D,

onde
(D = 5 t* aFGoO e ¢ D> = o " deLo
F o

s3o as funcdes geratrizes de probabilidades, referentes Az

digtribuices F o 0, respectivamente.

12



Para 0<AS1, tem-se que &7

: Y] € 1-8 D &
-— — - ¥ e ————n < —
\PEL- @ (L) = [ @ (t>-¢ LD } { T M A8 > + £ 1 e }}

é uma funcfio que atinge seu valo® 'maximo Gnico guando A = 6.
Considerando este fato, Perdz-Abreu propde como estimador de &

o valor de A tal que maximize uma distancia entre os

estimadores nioc viciados de * e e Py

P L
™ ™

A distincia considerada enfre . lcp e ¢)\. & - definida pela

funcao.

1

F 'S ~ 2
d (A> = AC 1-A D J [ \BTCL> = @retd ] t? dat.

[+]

O fator AC 1=-A ) & intrbduzido para compensar © fato de gque
quando A & pegqueno )L¢n nic & lrm bom estimador de )\¢ assim como
quando A é grande ¢£ n3o & uni bom estimador para ¢2\' Além disso,

se introduz o fator t° para diminiir o peso das observacdes X': =

Substituindo-se Jkqt&:'r‘(t.) e "¢£C—t), a distincia dada torna-se

1 nA nA 1
d O = A 1=X D 2-2 Y — +
n MAd° i=1 j=1 x:"-l- x'j‘-rs
A ™
2 - 1
- z E E n n +
nAC 1=xA 2 i=1 j=nk+1 X + xj"‘a
1
1 b n 1
¢+ —xt— £ £

n2C 1=X Y jands1  jonAst X+ X743
J

13



Assim, o estimador proposto para @ é )\h <[ 0,1 tal gque
v

d ) = max d OO,
™ L4l

AEILlOLIn

o~

O autor moatra gque J\.n é oconmistente em probabilidade para

@ com razido de convegéncia exponencial.

£ feito também um estudo de simulac3oc Monte Carlo para comparar
o estimador proposto por Perez-Abreu com o proposte em Carlstein
{1988), utilizando distribuic8Ses como Binomial, Geométrica, Poisson
@ Binomial Negativa com médias diferentes ou similares, bem
Como | com varidncias diferentes ou similares para diferentes
tamanhos de amostra e tempos de mudancas 6.

Como conclusdes, chega-se que quando o pardmetro de mudanca =e
aproxima dos extremos do intervalo 0,11, o ‘“estimador proposto
por Perez-Abreu se comporta melhor que © proposto por Carilstein e

o contririco ocorre quando este se aproxima de 05.

14



CAPITULO 2.

ESTIMACAC DO PONTO DE MUDANCA DE MeEDIA EM UMA SEQUENCIA DE

VARIAVEIS ALEATORIAS INDEPENDENTES.

2.1. Introducio.

Como vimos no capitulo anterior, os estimadores propostos por
Carlstein <1988) e Perez-Abreu (1989> para o tempo de mudanca  de
distribuic3oc em =equéncias de wvariiveis aleatdrias independentes,
sA0 consistentes e a convergéncia ocorre em raz3c exponencial,
enquanto que o estimador de maxima verossimilhanca estudado por
Hinkley <{1970> & visto ser ndo consistente,

Nosso objetivo neste capitulo €& propor estimadores para o
tempo de mudanca na média da diétribuicﬁo COMO nNOS Casos
considerados em Hinkley <1970 e em Hinkley & Hinkley 1970), porém
at.ravés de um mét.odo nio paramétrico, isto a, sam o
conhecimento das  distribuicdes e.-;'wolvidas. Estudaremos  algumas
propriedades e compararemos e¢stes estimadores com o de maxima
verossimilhanca estudado por Hinkley.

Considerando que os estudos desenvolvidos em Hinkley <1970) e
Hinkley & Hinkley {19703 se restringiram aos c asos das

distribuicdes normal e binomial, a titulo de comparacac entre osg

15



estimadores =& serio conmiderados estaz duas situagSes. Além disso,
- - ' -
aplicamos nosge estimador usando outras distribuices onde ocorre

mudanca de média, que foram consideradas em Perez-Abreu (1989),

2.2. Estimacdéo nio paramétrica do ponto de mudanca da média da

distribuicio.

Seguindo as propostas de Carlstein (1988) & Perez-Abreu J{(1989),
vamos considerar, para cada possivel tempo InAl, A e« [0,1], na
sequéncia de variaveis aleatdrias, estatisticas que estimem de
maneira apropriada a caracteristica que desejamos detectar a
mudanga ocorrida. No caso agul estudado, esta caracteristica & a
media. O problema de estimacio do tempo de mudanca de
distribuicio [n8) pode ser estudadc através da comparagio dos
ertimadores das médias estimados nos tempos anterior ¢ pogterior a

cada possivel tempo de mudanca deste pardmetro.

Assim sendo, congideremos uma sequéncia de varidveis
F . a ™ - i
aleatdrias independentes Xl, ...... ‘,Xn, na ordem em que foram

observadas e 8 € (0,1 fixo tal que :

230 ii.d. com funcio distribuicio F

x" R ,X: 830 iid. com funcio distribuicio G,

16



onde

, i=1, .. ..,[n9)
ECX >= °
i » i= [nS1H,..... ,n
1
com
Ho o H,
Vamos assumir também sempre que F & G tém segundos momentos
finitos.
Definicio 2.2.4. Sejam X", ... X variidveis aleatdrias

satisfazendo as condi¢gdes acima e A € €0,i>. A média amostral pré-i

é a estatistica dada por
_ t P
n _ 1 n
A X = mxa Z X,
=1

e a média amostral pés-A, a estatistica dada por-

2l
n 1 "
AT mina Z X
LTINA I+

Proposicao 2.2.1. Sa jam X, ... »X = A € O,

satisfazendo as condigBes acima ¢ a funcio

Entio d;: ¢ um estimador nio viciado para a funcio

17



1

£.omd op— [{nel—:nm]p +[ n-(né] ]p 1¢ A< ¥
[ s ] i

n - In\) »

1
+ [n61y°+[ nAJ-[nel ]y - 1< A>8 ).
[nA) * *
Prova : Dado que a,_ informacio gque temos sobre a distribuicio

das variidveis aleatérias da sequéncia é em fun¢cio do parimetro

8, devemos conziderar dois casos:

_ £ nAd [nAl
n _ 1 n 1 n 1 _
iz4 i=1
_ n [ ") n
n 1 n 1 n n
ECX, >=E mlzxt - E m][zxt+zxi]-
. i=mmA 1+ - r=lnAd+e L=Ing 1+
[ nG3 n
1 n n
- i [ZE o+ Y cx_g].
i=lnAl+a i=inB1+1

1
-m][[[nel [nh]]pa-l-[n-lne]],ul}.

i8



Temos entdo que, no caso A X8,

n 1

Caso 2: \>@
_ I nAl I &) inkil
n 1 n
E(kx > = E mth [_jE ZX+Z =
i=1 L=ln9‘.l+1
tnG3 [nX) 3
1 n n
= + =
o3 E z E (xi) Z E (Xi)
i=4 izinB1+1
1
- =5 [[nelpo + [[m:tne]] u |-

n n -
1 n
w0 3% |t Tw 00 -
nAa+ =

1 = n)&:+1

N
i
>
el
—
=}
h
z
L —
g
]

Segue que, para A > &,

" 1 _ -
E &l > = 2 [tne],uo+ [[nk][nel]pi] u-

19



Combinando caso (1) com caso (22, t.emos :

1
E ¢ d;: > = o ——— [[nB]—[M]]po+[ n-[n&) ]p’ 1¢ r<6 >
n - [pA)

[n81y0+[ [nA1-In&) ]yi -4, 1{ A% > =

"
n
a

Agora, dado que estamos considerando a sequéncia finita

x‘, - oy X para a escstimacico do tempo de mudancga ¢, que na
™

verdade eo=tamos propondoc um estimador para ing]l, podemos

regstringir, para cada n, os valores de M\ aoc conjuibhto

n

T-{i/n;il!:l, ..... ,n—-i}.

Sob esta restricdo, f)\ é dada por

“

C 6-x D> ¢ 1-8 >
- - <
f)\-{“o TIx5 Mo T TE 3“1}‘”‘-9’*

20



!
> ©
Wi

>

< 1-6 > . < .

{ 1-8 > =]
- < -
-Cpop‘>{—r(1_)1{x_e}+l i{DG}}.
Observando os graficos 221 e 222 abaixo, podemos:

notar que, quando H, > H, ¢ Grafico 221 >, a funcado f)k é

crescente no intervalo (0,81 a decrescente " no intervalo 8,1,
atingindo seu valor miximo em A=6. Ao contrario, quando H, £ M
(Grafice 222 )2, a fungio 3 x é_ decrescente no intervalo
{0,861 e crescente no intervalo e,1>, atingindo seu valor

minimo em k=8,

21



Grafico 2.2.1. H, 2 H Grafico 2.2.2. u

£, /Cu =1,

T y T v v v
) [ TP R A F P PR«
. .
. B

. . . . S o
STTITETITTITL T TETTTLY ITT NP , TRRPEEL T IR
BB : : IR :

. . .
N . . . . .
. . . R . .
. . PR N .
&‘ T L T T L L. NP

1) CAE I Vol S S

- ey
LA
8 2 S A
L]

——— & = 02
------ & = 05
& = 08.

Vamos introduzir como notacio,

ZH = E« kx“ > e H, = E C x; 3,

isto é,

fy = aH = Hy

Conziderando o fato de que d; estima de maneira nfo viciada a

funcido f N ? ¢ razoavel supormos que um ponto que maximize a func¢io

22



amostral | d; | esteja bem préximo do ponto gque maximiza | £ |5
isto é, este ponto de maximo pode ser considerado um estimador para

»
o ponto que maximiza f Restringindo~-nos a Tn, podemos considerar

x°
como um possivel estimador de 6 o valor J\n € Tn que maximize

a distincia amcstral correspondente dada por

1 4] 14]

Dl=la I=1f X=X |

Vamos introduz?ir, também, a seguinte notacio
NN RVENN]

Um estudo mais detalhado acerca deste estimador passa a
ser nio trivial, dade que o meamo nio possui uma forma explicita
Como assumimos que as distribui¢cdes tém segundo momento

finito, podemos estudar a variadncia de d; para cada A. Esta &

dada por

Vax-Cd;)-Varcli“-i;)-\rarcl‘i“>+\far<@>,

Jj& que X e Xj =30 independentes para i # j. Nenhuma
suposicio sobre estas variancias serem iguais esta sendo
considerada, portanto elas podem ser distintas. 0 fato é que estamos
interessados somente na média. Vamos denotar por o': a variancia
das variavels aleatdrias antes de ocorrer a mudanca e por or: »

depois da mudanca. Como no caso da esperanca, devemos congiderar

duas situacies :

23



Caso 1: A = 6.

=1 1 L=

1 (pAl [nAl " n [pA ] n.2 xi]\z o 2
ol e . iE (XL) E (xj) + SlE (Xi) -t 1E cxi> =

~.
) =S

L

Var(i{)-E[(i{)z]-Ezci;)-

ha]

1 n n 2 i S ™
2 >4 z T | - B | e X" | =
[ ¢ n=inA >1'.=Zn7u+1"j= A3+ 17 ] [ nloA) faest ]

|
m

1 né " tnes T
T S x® o+ 29 x" 2 X" + 29 x"
i rAe Y i=RBes i= WA+ ] i=RB1+s J
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81
o] )
i=InA)+1 = - P

4 tpfr _ 1pf7 n
il = VR E X 2 X, + 2 E 2 2
n i =2n7\:l+1 TS PP i= n?ud-i. j=tne+ .’

2 Lpé&?
+ E Ex‘f‘ixﬁ‘ - E ix;"a-ix'."-
i=fnereat i= "1+ 1 i=Tnii+ s i=rG1s "

1 B Ing) tnel
2 2 Z E (x:b E cx‘Jf') + E E oc:')z
L=

B e
(n=InAD> i=0nAles j=Tnhivd nAl+ 1
1™
(nd1 n n n
+ZZ z ECX)E(J{)-I-Z Z E &> E <XD
i=TnAI+e nBi+ 1 ! i=tnBr1 j=Tn8i+1

I.#J
™ tnB1
+Z E a™® - E? z x‘_‘+2 X" | =
i=ThnBa v TR 25 CHPR NI = T

- 1 - 2 _ N 2 .
R { [ ¢ nB1-nA] 3% - ¢ [nB1-In\) )],uo

+ € [N61-InA) X az-mz > + 2 ¢ O] XX n(né} dp _u

+ [c n-ngl > ~ ¢ n-Ind) )]pf + <n-Inél 3¢ o«fﬂuf >

< [nSI-I[nA] >zg2 - 2 € (n6FInA} D¢ n-Ind) dp_p

< n-[nsl )z,uf } -



1 3 2

L 4

Cago 2 : A8

i“)‘]-l—:"’cli“)-

uh
Var(kx >=E[()\.

t

mN
Lasamn !

li'l Ll
- D

"
~ 7
LA
]
%
+
-

”
e 3
et

f e

%

=4 =1 isa
IS8 tpA) (§21=] A1 2
+ E X" X" |- E XD + 29 E X -
i=TnSra  j=i5814+4 ) i= Y oist 1+a ©
1 2_ 2 2, 2
el S { [ nE]l -Ine) ],uo + InBl ¢ oro-l-po >

+ 2 [0} ¢ Inx)-Ine) )pop‘ + [ ¢ [nA\I-Ine) >* - In\I-InsD> ] ,uf
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Yar

¢ [nAJ-InB) )(o’:‘l-y:) - [nefp:,- 2 [ng) C InAI-n8) du_p

¢ tnAI-Ing) >* pf } -

1

2 {rnej a: + < In\] - [n€d D> af }

1 12 n L n 2 1 & n
Ezn—-m‘s?);xe_l\xj - E ;:m_z\";
v AL J=IiNAI+4 L=inAl+ 4

1 ™ jal n ” al
S S E X E XD + Z E
(n~{nAD t=2r.)u+1 j=2m\1+1 * J i=TnAiede
e .
a} £
- Z E XM =
L=2TrAl+ 4 * -
.1 =IO = n=[oADd> |12 + h=IpADC o244 D
n-[nx1> ,u‘ 'y ‘ux

- (n—[nk])zp: } =

z
o
1

{n—-InAld> -~
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Portanto, combinando as duas situacdes acima, temos que

r
o2
n o 1 2 2
] o - <
Var (¢ d?\ > {t—_ N + e e )z[ {In&l [n)\])a'o + {n [nel)a‘ ]} 1O=28)

2

d
n~[oAD>

1 r [ T -1 +
+ { [Tﬁz L nc] a'o + {Inxl .nﬁi)a‘ _|

} 1Q0.56).

Como podemos observar, a variidncia de d;: tende para infinito
quando A tende ao valor zeroc ou um. Portanto, temos um efeito
de cauda. Seria razoavel conziderarmos uma corregio para conter

esta variiancia nos extremos.

Uma possivel correcio pode ser feita fazendo

E

™ n
d)\ - A{1-)00D dk'

Neste caso, vejamos o que acontece com a funcio

-
f?\. = X{1-2D fk s

que serd estimada de maneira ndo viciada pela funciio amostral
»

ar
Observando os graficos 223 e 224 abaixo,podemos notar
que ocorre uma linearizac3o por partes na funcidc transformada.

L3
Por outro lado, a varidncia de d;: é dada por

L 3
Var ¢ 4’ > = Var ¢ k(i-l)d; 3 = [:\(1-1) ]z Var < d;: 3.

28



Entio, temos que, quando A assume o= valores

»

varidncia de d; é igual a zmero.

Grafico 223. u_ > u

»
by X/(,uo ,u1> .

Ty T T r—y T

a.ﬁ .‘:‘..........:.........-..:.....‘“.u;...........:......-.-..E.
8.1 ST

: : P ' . ..

. . . . M = . .
8.85¢: Sawlend : v Rt
B R AT Tt P 2 :

. : e [ NPT N
.

Legenda :

Relevando egtes fatores,

funcioc amostral dada por

Grafico 2.2.4.

Zero ou um,

< u

5F

YT S 4

passemos,

29
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» L]

= | a,] = AN 4 |

2l

Dy

o~

Portanto, passamos a considerar como estimador de &, ln t.al

que
» »
l'.)“A = max D;
A A ET
sl ™
Vamos considerar também a funcioc A; como sendo
AL = A -
A A
* *
Proposicio 2.2.2. d; é estimador congistente de N para
A € [0,1).
*

Prova : Como jA wvimos anteriormente, d;: é estimador nio wviciado
para f; para cada wvalor fixe X e {(0,1D. Segue, por Tchebychev
L]

e pela expressio da variancia de cl; » que
»* -

P[|d;*-f:[>e]£ E[ld;-filz] =iai_f_;":=

z
& &

-12{Q(A,é)}—+ 0.
ne n -+ @
- -
onde QO ,82 = n Var(d; d. Portanto, d;: convergs em
probabilidade a f, para A e [0,1). ‘ »

A
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2.3. Consisténcia do estimador de &.

v
Como nogsso estimador in nio pode ser escrito de forma
explicita, fica dificil verificar suas propriedades.
Uma propriedade importante deste estimador é a sua
consisténcia. Para verificarmos imto, ser& ulilizado argumentos
analogos aos que Carlstein e Perez-Abreu. Os rnesultados que

deverdo ser utilizados =io apresentados a seguir na forma de lemas e

da seguinte vers3c do Teorema de Cramér :

Teorema de Cramér : Saja Yi, Y2 e a variaveis aleatdrias

i.id. com distribuicio H e E (Yi_) = ¥, Suponhamos que a funcio

garatriz de momentos

Me> = [ & aHGO ¢

& finita para todo 8. Entdo (V¥ & > 03, 3 Jl&d > 0 tal que

n Y

;-v‘)g']- - JCad.

Hm nt' log p[
n —— M

131

Referéncia : Varadhan (1984),
As hipbéteses do Teorema de Cramér s=3o satisfeitas para as
dist.ribuictes usuais como, por exemplo, normal, binomial,

exponencial, ete. ( Veja, por exemplo, Bahadur (1971> 3.

Para os proximos Jlemas, vamos assumlr gue as sequéncias de

31



variaveis consideradas satisfacam a=s condigbes do Teorema de Cramér.

Lema 231 Seja Ym}, s Y:\m iid. com média y e r,slm

41

elementos de E‘n =T U 012> gque satisfazem m £ = < r 5 1

Entio (V¥ & >0 2 3 Jl poritivo tal que

1 - ™ {r—= h odce>
P sup _ —erm e z Y_L - u > e e " .
ml T n {d-m). (l-md
n L=an+d
mE =
12 r
Prova : Temos gue
1 — (r=a) (r-s) 1 ol
Wzycn)_ P - _—ZY(N_P
n {1-m> t Cl-md Cl=-md> n (xr—-sd, *
L=EnN+1 t=gn+d
Como (r-s) £ (I-m), segue que
1 — (e (r-8) 1 —_
e M) Y [y e
n (1-m> ' Cl=-m2 n {r-=3 '
L=8n+1 Lt=8n+i
Ent.3o0
! 1 — oy T 1 kil
sUup _ _— Z Y,Ln— f¥] = Z Y,‘m - H .
mlL € T n Cl-md, C1-md n (r-s), t
n L=sn+tl ) L=gn+ s
mﬁ -
12 r
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Por outro lado, temos que

l 1 - v 1 — (r-g8)
Z Y_‘m - u < sup _ Z Yfm— Iy
I n {r-s), v mlL € T n {l-m> b {1-md
L=an+d 2] LEanrn+d
m< =
L2 r
Portanto, temos a igualdade :
1 = ; {r-2)
sup Z YLh- M =
ml € T n {d-m> Cl-m>
i1=mn+d
m< =
12 r
™
n (s * Ceq.23.1.1>
L=an+d
Segue gque .
1 — ™ (r-s)
P sup _ e Z Y_L - o > & -
ml € T n <l-m> {l-md
n L=8M+4d
'I'I'IS =
|
1 rn
=P —_— Z Y p | >e | =P, €2.31.2>
n (rsd | v n
LEandd
Consideremos a sequéncia de variaveis 21,22,... da seguinte

forma :
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» i‘i,...,l‘n-sn

M= rn - gn.

Temos que

1
P =P | — Z z ™ > &
m L8
e, aplicando o Teorema de Cramér, temos
=1 1 - (-
lim M log P —— Z Z - u > = = - JC&3.
M — ® M : v
1=q
Segue que
" M
_ » _ _ » e g??
P Z z:m_ pl>el<c e My’ -nie-ed’ <oy -’
M L=x "

e, considerando ( 2312 > , completamos a prova do lemans
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Prova . Vamos utilizar a seguinte notacio :

R I N A E AT
onde, relembrando,
m=EC XV e uo=ECX™ >,
X" e )_(:m si0 am amédias amogtraie pré~t e pos-t,
respectivamente, e
e:n) - lH(h} - H:h}
Fazendo
D | X - ;En>| -} O EM- - X b - G- ]
S| XV - e |, - X .
= H” +a +u"”
Segue que

Dm)-A £ e



Agora,

e LS oene _ o wm gim
o= | - | =] X pd - X s - (X X | <

i i oin L
{Itxn_t'u|+|xt-'ut'+ltx_xtl-a + D

o que implica em

(421
| D, s, | s e™ = T+ w
FPor outro lado,
8 u t-8>
NN ’{tse}+{T°+T~“x 1€ t>8 ¥
Portant.o, temos
(4%} | 1 ¢ £4 0]
{r ¥ _ < - _ +
Y o= 1 X M| S 1o i ) X, M,
1 1nB H i nt
e o (L—-8>
+ 10 t98 > | |—r x"-—,u|+———z x™-
[ t'i,z i t a* ni:.‘_.= G1est t 1




1A

1{ =6 >

1 e >

l [no]

1{ t.=6 > I

1{ t>e >




v
. n8-Inol
[ nt ¢ ’uo + Ps > -

H .
1
Como, quando t > &, In81 < nt a 0 <nE - [n3]1 {1 e,
utilizando €2.8.1.1), temos entio que
o 1 nt
H £ 1Ct20)> sup - yim- Mot o+
- L N
ml £ 7T n (l-m) d-m>
™ L1=4
m= O
LZ t
: ! 1 ¢ nb» - nB1./nd
+ 1€ 138 > |sup _____Z Y ——— |+
ml & T n {l1-m> £ v {1=-m>
™ 1L=4
m= 0O
L2 tn@arn
| 1 nt (., t-[n81/m>
+ sup S— Z ¥ Ve e o | 4+
ml & T n A-md - <1-md
n izinB1+1
mE (nBisn -
12t
C u +ud *
+ 1 [ o "1 ] - ™
n t t
¢ )‘
Temos entio que t!-l n &€& uma cota superior

para :

as



()
Precisamos, agora, de uma cota para Ht . Mas,

(8-> {1-8>
11— TR <
H o= { i—o Fo + =0 H, } 1{ t<e > + H, 1L 38 ),

Portanto, temos

{nB) n
tn) 1 try (ry o1, 1-8
“li=T - <
Ht Lad Zn—n‘t.S[ Z xi_ + Z Xi ] [1__ ] H [T—T] K, 1{t.<8y +

N
1 (r
Iy E - <

it=nt+1

I ng)
1 o 60—
< e e — -
< W LS8 ) | s Z X! [__1_ ] |
ilnt +41
)
1 tny 1-8
{ ———— -
PS8 ) | —— Z X [—-—_ t'] po| o+

izinB1+1



+

+*

1{ t>8 >

1{ =6 )

1{ t<89 )

14 t>8 >

1{ t<a >

™
1 tnp _
h-nty Z X Ho | ®
imml+d
i nB1
1 x™ _ Ungl-nt> ~_ n6-In@ld
ont> 1 —nai-ty Mo. TRt Mo
i=nt +s
™
1 x™ . {n-I[n81> _ {Un8l-n&d
o-nty i =ty M4 T Thermey M
i=InB1+1
n
1 in
- <
tn—nt> Z xi. Pi -
TLEnt+1 -
tn&1: .
1 . tny_ (InB)-nt>
h—ntd i ni{i-t> Ho
i=snt +a
™
(n) (n=-fnel1> [[n&]-ne I
Z X Rt nei-ty | Ho*H?
izt n8lss

40
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ia)
+ 1< L0 > '&T‘Em Z X:"“—,u’ =
i=ntl+d
[n8:
{(Inel-nt.D 1 1]
= W6 3 G | BTt Z XKook |
L=mit+4
™
{n~I[né1d> 1 ny [[n61-n8
Y R n-[n@] th H, ndi-t3> Ho T K,
=i nB+s
™
+ 1465>8) 2;3?5 Z X" - | o= H
i=nt+d -

Novament.e utilizando (2.3.1.1) e considerandeo que
| Inén8 | £ 1,
n@lnt. £ n-nt,

n-nf) £ n-nt. , se t £ @

temos
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tn8)
1 try N8Bl n~-tD>
m, LET .
mE n iznt+1
12 tnB1/n
= Cu +u >
+ su 1 xm_ -Ingl/n) L 1 Ho™
ll:.)ei‘ n<I-m> i <I-m> Hy n <i-€5
™. e : i=tn@14a
m<¢ nl
n -
1 o (A=t o
+ —ee - ——
1€ t>e ) iu{);-} TS Z X.i' asms My - Ht
! n i=nt+1
mst
124
0 que nos fornece uma cota superior para H:M.
E, combinando os resultados acima, temos
- - » »
I < g™ 4 g™ <« g™ 4 g™
I DL At | = tH Ht - tH Ht
&, portanto,
™ - » »
| D™ - A | £ t a-t> ¢HT + BV

Como
t A-t> € 1.4 yteT,

ttemos que
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* * »*

(e - {m N
I D™ - A" | S 174 CH + H™ O

Por outro lado,

e, considerando ¢ eq. 2.3.2.1 >, obtemos

e
L 3
P{sup |D:M-At|)s}:P ‘ ;{]D
tE‘Tn tE‘l‘n
* e
< E 1='{||::>:""-.s.L |>¢:}S
t T
™
=

#* *
E P{1/4<tﬂ‘“’ +H:“’>>s}-
t €T
™

43
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t €T
™
1 nt t
- P sup — Z vy ™ Hot  *
mie1 | ndm it a-m
t €T
n m= 0O
t £ 8 1> ¢
i ng2
1 vy {(InB8l/n-t>»
- - +
+ sup n{I-m> Z xi. I-my po
m, LET .
n L=nt+1
m=
12 tn8i1sn
| ™
1 iy U-I[nel./n>
—_— - +
+ sup l nll-m> X ==y M
m, LET .
n i=InBi+e
mSInB1/n
13 "
Cu *u 2
1 o s
+ - 9 +
n =0 > de -
1- Ly ro (nB1 . nd
N P gy
ml = Tn n {d-md = {1-m>
t € 7T -
n m= O
t > 8 12 1n8isn
1 ot oy CL-INO1/nD
+ sup _ —-—-—-—Z ' B, +
ml € 7T n {l=-md, v l-md
) i=tinB1+1
m< n8i1/n
12t
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+ P

n
P - nZI-mS i ZI—ITIS Pi
m, LET .
n r=nt+4
mst
L2

1
sup Z vim. >
ml & 7T n (1-md>, b a-m> °
n r=4
ma O
12t
inB3
su 1 - X™- NGl /n—-t> S &
P _ n{l-m> i =my Mo
m, L Er i=nt+s ' .
m< ¢
12 (nB1/n
n .
o 1 tro_ (1-In81./nd 5
‘L’ - nc-md TR § £ 5 St
™ ETn iz nB1+e
mEIinBis/n
LZ4
1 (po-i-p‘) S .
n -ty €
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1 08 (nB1./nd
+ o sup _ —_—_ Z y‘m e > & +
mi & T ? Cl-md> ¢ h l-m> °
1t € T n L=
n m= 0O
t > 8 12 (n81r/n
L ide t-[n81./nd
+ P aap _ —— Y:m Hi > o +
ml € T R (I"m}i’_[“e1+‘ Cl-m2
mE n@isn
12t “
™
1 . (1-4.D
+ — -~ +
P { sup ncl=md z X - am )2 ”
m, LET .
n Lsnt+4
mEt
124
+
+ P 1 ¢ Ho “1) N
n t £
Pelo Lema 2.31., temos que
1 ok (r-8) g
P | sup _ —w——z yim . gl > e | £ &M
mlL € T n d-md, t Cl=-md
ka] LTan+4
mE s
12 r
Portanto
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- - L ) [ =) - [€ 73]
P{sup |D"-4 |>e}= e + e +
ter ' v
n t €T t €T
2] bl
t £ 8 L £ 8
cna P \TIRTID
+ e + P 1 o 4 >e V4
n 1-1>
t €T t € ¥
- n mn
t £ 6 t =68
)
nd A&

¢S
- -nd T &)
+ e + e +

ter t €7
L > 8 Lt > 8
cna 1 < P0+P1)
+ e + P[5 —— ] > ¢
n t
t €T t €T
t > 8 t > 8
Como a fungio e ™ é integravel e as probabilidades =sao

limitadas por 1, temos que cada somatério envolvendo termos
exponenciais do Hmite anterior é finito com cada t.ermo
converginde a zero quando n —» o . Naz demais s=somatdrios, ocada
termo também obviamente ¢é limitado e idgual a =zZero para n

suficientemente grandea.
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Portanto, temos provado que

P { sup lD,_ - A I > « + 0 »
L& T A b ©

Agora, vejemos um outro loma.

Lema 2.33. :

Prova : Seja t.‘"I o maximizador de At em Tnu { in ;i =1,.,n }

Como

A: = | H,~H, [ { t (4-8) 1{ 56 > + {1~-tD> & 1{ t>8 > },

t é dado por

n

t.1h = 1 { olnsl/nd> 2 pInB1+15/nd } n8l/n +

+ 1 { PUNBL/nd < pCNSH>/nd } (nel+1d/n .
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Congideremos as desigualdades

W *
| A% - An | | < | An =DM 4+ D™ - AN <
I G o
A X
n ™ N lal
- - * - L] *
< )AL - D™ )+ | DM - A | e | A -y |
A n n
N ™ ™
Segue que
P [ | AL - A | >e ] <P [ | & - D™ | > o8 ] +
A A
n ™ D
* *
+p[lbi“’ A _[>s/3]+1>[|A —9|>¢:/3]
L2 L

Como

At = 1 { pnél/m> 2 p KInEH1>/nd } [ | Po—pxl 2Un81/nd ] +

™

+ 1 { 2nBl/n> < p In€l+1d>/nd> } [ |,u0-,u1‘ P{neH1i/n> ] =

- ‘po—p‘| max { pCInBl/nd> , pldn81+1)/n) },

* K
A, = 'Po—Pil 8 (1-8>

e quando n-— o, hhE/n —— 6,

temos que
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implica em

»* L
pi" > A: > a% ou A’: > p™ =z D™
7\“ n ?\n n 7\“ n .
Portant.o
- - " - * - * .
D" - AT | < | B - AL | ou | D™= AT | = | D™ AL |
A n A A A n » n
™ ™ T n
Isto implica que
- - ' - - - -
{191"’ - A l)s/G} = {|D,‘3’" - ax ])s/S} € {sup | D™-A7 |>e3
t L t
X n A A t e
™ N T a ]
ou
* - * - = -
{[Di“’— A |>£:/3} c {| D"’ - A [)s/S} € {sup | D:“’-Atp.e/s
A n n n t er
n b
Portanto, de gqualquer forma,
* *
P [ D™= AY | > or ] <P [smp | D™-a% > s/s]
A n t &1 n

1]

e, pelo Lema 232, temos que
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L
°

()‘u L
P[|DA“—At]>g/3]
J\h n "n — o

0 mesmo lema pode ser aplicado para mostrar que

-
P[;Af-bi”’});fs] » O
A x

Li) ™

P31 4Ar - Ay |>e — o .
A n — ®

Podemos provar, agora, um importante resultado, que

implica na con=igténoia do nomso estimador.

ol -
Teorema 2.34. : }\n é estimador consistente para 8, isto &,

Prova :

| t-e | >
implica em

| A: - b; b= | e | { LU-8) 1(tS6> + (-td8 1{L>6) - 9d1-6d } =
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e | po-p | d (4=6> (16 14LSEY +C1-£-146> 6 1{LdO> } >
8] 1
|

> | Moo= M | p (1-8> 14{L56> + v 8 1{(LX>EY} =
o 1

= f Moo= u ’ (1-8) 1{LL€> + & 1{L.>e> = K {KD>0D.
o 1

Fortanto

Entio

P |£—6'>e » 0.
™

Portanto, temos provada o Teorema 231,

isto €&, temos que,

neste caso de independéncia, nosso estimador é consistente.

-
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2.4. Aplicacdo do estimador nos dados do Rio Nilo.

| 4

O exemplo de aplicagio da vaziico do Rio Nilo citads na
introducio do capitule anterior & classico em termos de trabalhos
abordando © problema de ponto de mudanca, considerando sequéncia
de variaveis aleatérias independentes.

A .tabela abaixo apresenta os dados contidos em Cobb (1978)>. E
importante aqui lembrarmos que o trabalho cita o fato de haver
evidéncias meteorclégicas que a mudanca ne volume anual de descarga

do rio ocorreu em 1898.
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Tabela 2.4.1. Volume anual de descarga (desc) do Rio Nilo <10® m®.

De 1871 a 1970,

anco desc ano desc ano desc anc desc
1871 1129 1896 1220 1921 768 19456 1040
1872 1160 1897 1030 1022 845 1947 860
1873 063 1898 1100 1923 BG4 1948 874
1874 1210 1899 774 1924 B52 1949 848
1875 1140 1200 840 1925 598 1250 890
1876 1160 1901 874 1926 845 1951 744
1877 813 1902 694 1927 744 1952 749
1878 1230 1903 940 1928 726 1953 838
1879 1370 1904 833 1929 1040 1954 1050
1880 1140 1905 701 1930 759 1955 018
1881 095 1906 916 1931 781 1956 986
1882 935 1907 692 1932 865 1957 707
1883 1110 1908 1020 1933 845 \i958 023
1884 004 1909 1050 1934 944 1959 975
1885 1020 1910 069 1935 o84 1960 815
1886 260 1911 831 19036 ‘897 1961 1020
1887 1180 1912 726 1937 822 1962 208
1888 799 1913 456 1938 1010 19463 901
1889 958 1014 824 1939 77t 1964 1170
1890 1140 1915 702 1940 676 1965 912
1891 1100 1916 1120 1941 549 1966 746
1892 1210 1917 1100 1942 846 1967 °19
1893 1150 1018 832 1043 812 19468 718
1894 1250 1919 764 1944 T42 1969 714
1B95 1260 1920 821 1945 801 1970 740
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Abaixo,

temos o grafico mostrande a s=sdérie

»
{n}

| 4

correspondente a

funcio D

N onde observamos como ponto de maxime o valor de A

igual a 0.28, o que nos indica o anc de 1898 para o ponto de mudanca

da média do volume de descarga do Rio Nilo.

* *

Grafico 2.4.1. Funcio amostral D;\m .
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2.5. Proposta de um segundo estimador

| 4

Nos estudos de simulacfco Monte Carle que seri apresentado ha
préxima secio, foi incorporado um nove estimador gue, dada a sua
complexidade, ni3o nos foi possivel chegar a alguma conclusio sobre
suas propriedades teoricamente. A motivagio para este segundo
estimador fol baseada neo fato do primeiro ( )tn > apresentar
uma assimetria bastante acentuada na variabilidade em relacio
ao valor do parimetro, fato que observamos nos estudos de simulacio.
Ver graficos no apéndice B.

F.
Entio foi feita uma correcfo estocistica sobre A que define o
il

novoe estimador, denotado por )k:“ , como o valor A tal que

“*ce) “*{o)
D, = max D
n n
onde
N on
e A{1=2D le - X.A| .
I})L - : »
2 z
/AS . S,\
ni {n=-n))
nA
" oD A2
Y e
S = i=g
A n. - 1
ka2l
n > 2
. { Xi xx )
e S]\ 2 iznA+l g
n - nx - 1
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2.6. Estudos de simulaciao.

| 4
Para este estude que seaegue, foi utilizado, para a geracic de
nameros aleatdrios, o gerador congruencial linear, cujo algoritmo
esta apresentado no Apéndice ¢ deste trabalhe ( Referéncia: Bustos
19923).

Foram feitas 2000 simulacdes, onde feram estudados os

comportamentos dos seguintes estimadores: o de maxima

~ ~ LY
verossimilthanca proposto por Hinkley 19702 (91 3, xncez 3 e
e JL::’ ¢ 8> propostos e estudados no presente trabalho.

Foram calculados as medianas, os percentis de B8% e 98 %, os
erros quadriticos médios @ o= respactivos intervalos de
confianca. A cada casmo simulado foi fornecida a semente de
geracio de nimeras aleatdrios (s02. )

Foram estudados o caso Normal c¢om variincia constante e lgual a
un @ o casd Bernoulll para diferentes mudancas na média, diferentes
valores de & e diferentes tamanhos d;-.- amostras (n). Estes casos
foram citados e estudado= nozs trabalhos de Hinkley (1970 e Hinklay
& Hinkley <19705.

As tabelas com os result.ados; se encontram no Apéndice A
¢ Tabelas 1, 2, 3 e 4), os graficos das distribuicBes de
frequéncias, no casc bernoulli, no Apéndice B e os programas no
Apéndice D (Programas 1 e 2).

No caso normal, pode-se notar gque, gquande n caresce, as

medianas dos trés estimadores indicam que estio convergindo para o
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valor de £, mendo que 31- com uma malor wvelocidade quando
6 = 02 Por outro ladeo, podemost .perceber, observando os percentis
de 5% e 985% que a amplitude entre(eles é notadamente maior para 3’ ’
o que também se confirma analisando os erros médios gquadriticos,
iste €&, ha uma major variahilidade no estimador de maxima
verossimilhanca do que no estimader proposto neste trabalho. Isto ze
torna mais visivel quanto maior o t.amanhol- da amostra e ma;iar a
dlferenca entre as medlas pré e pos. No caso € = 05, acontecem as
mesmas doisas, =6 que de uma maneira mais m.;n’;.;vel -

No caso Bernoulli, podemos observar o© mesmo comportament.o
{ Tabelas 3 e 4 ) dom trés ectimadores gue no caso Normal e, pelos
graficos ¢ Apéndice B 2, podemos cGomparar os comportamnetos dos
dois estimadores 31 e 32 , onde observamos gque, na maioria dos

casos, 530 bastante similares.

Além destas, consideramos outras digtribuicSes discretas em

nossos estudos de simulacio. Foram utilizadas duas combinagdes’' de

distribuigdes (pré > e pds () ponto de mudancad), as mesmas
utilizadas no trabalho de Perez-Abreu (1989) para comparar: . o
estimador proposto no mesmo com o proposto por Carlstein (1988), S:‘iio
elas :
Cagso (1> : F ~ Binomial{ 10,04 > e 6 ~ Binomial( 10,0.3 ).
¢ Tabela 5 - Apéndice A D
Caso (2> : F ~ Poisson( 2 > e €6 ~ Geométrica 0.5
C Tabelé. 6 - Apéndice B ).

Foram feitas 1000 simulacdes para tamanhos de amostras )

B8
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iguaig a 26, 650 e 100, caloulados a média do estimador ?tn (3‘), o
erro médio absolut.o e os respectivos intervalos de confianca. Além
dest.es resultadoz, foram reapresentados os resultados de Perez-Abrsu
(1989> para o estimador propostc peloe mesmo (32) o o de Carlstein
{1988)> (Sa).

Pela Tabela 5, podemos notar gque, no Caso A, Nosso
estimador tem um menor erro mdédio absoluto, apesar de ) nio termos
informa¢ic sobre o intervalo de confiangca para este erro nos
dois Wdltimos estimadores, quando € estiA proximo de 05. Agora,
apesar de ser pior quando 6 esta proéoximo de 09, é bastante
razoavel para ser considerado, dado a sua simplicidade.

Na Tabela 6, que mostra os resultados do Caso 2>,

cbaervamos comportamento similanr.

2.7. Conclusdes.

Nos estudos de =simulacio, pudemos cobservar, através dos
graficos apresentados no Apéndice B, que o estimador proposto (ih)
tem uma convergéncia para o verdadeiro valor de 8 que talvez, se
aumentassemos mals o tamanho da amostra € maior que 100 >, ficaria
cada vez mais notavel e se dostacaria em relagido ao estimador de
maxima verossimilhanca, © gque € apenas um reflexo de sua
propriedade de ser consistente.

Quanto i comparacdo com os estimadores propostos por Carlstein
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1988> e Perez-Abreu (1989), temos que o estimador propostoc neste
trabalho tem um comportamento de igual a melhor quando existe a
mudanca na média. Devemos levar em consideracfo, entretanto, que o=
outros dois estimadores tem uma maior abrangdnoia, principalmente o
de Carlstein, que pode =ser aplicado tanto a distribuicdes discretas
quanto a continuas e considerando qualquer mudanca na distribuic3o.

0 comport,;mento do estimador Jtn proposto neste trabalho mostra
certas propriedades que demonstram ser suficientemente bom para ser
congiderado. Devemos levar em conta sua simplicidade e abrangéncia
sobre diversos aspectos como : facil manejo, aplicade tanto a
distribuicles continuas quant.o discretas, n3o necessitar
conhecimento prévio da distribuiglo e sua conmisténcia.

Devemos ressaltar que a Unica suposicdo que deve sor matisfeita
para que o estimador seja consistente é que ele tenha funcio
geradora de momentos M (t» finita para todo t. Cabe ressaltar uma
vez mais que eosta suposicio é satisfeita pelas distribuices usuais,

como normal, binomial, exponencial, poisson, geométrica, etc.
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CarituLo 3.
AFPLICACAO PO ESTIMADOR EM PROCESSOS PE RAMIFICACACQ.

Neast.e capitule, vamos aplicar o estimador proposto no capitulo
anterior para estimar o ponto de mudanga da média do ndamero de

descendentes em um processo de ramificaciio.

2.4. Introdugio.

Nesta seclo, vamos introduzir conceitos bazicos em Processos de
Ramificacic, wn tipo particular de Cadeias de Markov. Irenwos

nos restringir aoc caso de tempo discreto.

Pafinicio 3.1.1. Suponhamos fi, 82, - ufna sequéncia de
varisveis aleatdrias independentaes =1 identicament.e dist.ribuidas
¢i.i.d.> assumindo vaiores am -‘ s = L 0,1,2,.. > e tendo
distribuicio .F. Uma cadeia de Markov € chaniada. _le Processo
de ramificacic com eupaso de estados S s:é suag probabilidades

de transicio sdo dadas por

FOxy>=PLX=y | X =x>=PLf +..+f =y
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para x 2 1, y2 0 e p 0,0 D> =1,

Ou se ja,

x = X »
o o
(o Q)
X = + ...+
R £
0
(1) (1)
X = . °
2 E: fx ’
b 3
(-1 (-1
X = + ... +
v E1 Ex ’
-1
o (o) (1 't {3 ] o ce s
onde e S&0  wvariaveis
z‘ » Ez > > g’. > fz > 2 E‘ > ez 2
- . = .~ (18]
aleatbérias idd. com distribuicio F. t pode ser interpretado
*

comce © nimero de descendentes do r-ésimo individuo da t~ésima

geracio e Xt é o nimero total de individuos da t-ésima geracio.

Definicio 3.1.2. Probabilidades de eaxtingdo.
Um aspectoc de grande importincia em processos de ramificacio &

& probabilidade da populacioc se extinguir, que é dada por

P{X =0 para algun m > = P { lim [Xm=0]).

m
m -+

Com respeito a esta probabilidade, um resultado bastante

importante é dado no teorema seguinte.
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Teorema 3.1.1. Sejam X = ( )[’h ; e IN > um procogac de
ramificacdo, u & média do npumero de descendentes de um certo
individuo, isto &6, u = EUD> e £ a probabilidade de extinc3o do

processo gquando Xo = 1. Temos entioc que

i p =1l & ux<i,

Cii > pf€1 . w2t

Prova : Ver Karlin and Tavior (1985).

O teorema diz que a extingcio & certa se e somente sSe o
nimero médio de descendontes por individuos nio encede um.

E é por este motivo que ¢ de grande relevincia, num
processo de ramificacio, conhecermos o valor de U e sermos capazes

de estimar tempozs de mudanca deste parametro, caso estes ocorram.

2.2. Estimacio néo-paramétrica do ponto de mudanca de distribuigéio

em processos de ramificagdo.

Como pudemos observar na secio anterior, a média do nﬁmem de
descendentes de wum individuo ¢ u > caracteriza o processo de
ramificacdc com relacfio a probabilida_\de de extinc3o, Considerando
este fato, o problema de mudanca de distribuicio, neste contexto,

poderia ficar remtrito ac de mudanca no primeiro momento da

dist.ribuicao.
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Consideremos um processo de ramificacio X =< }{t s+ L e N >,

mnde o namero de descendentes do r-ésimo individuo da t—-Szima

A ’ - s o+ o (45
jeragiio até um temnpo t’o’ & uma varidvel aleatdria £ com uma
. : .

letribuicio F & apos o tempo L & uma varibdvoel
. ' - . : .
ileatdria que denotaremos por i s Lambém assumindo valores em
K ' ] r
s o= € 0, 1, .. 3} com uma outra distribuicio G, Ent.&o, temos
e X satisfaz as  condicSes  descritas  a seguir
X =1, .
o
.r
3
¢ W
z Er » L=t
- r=4 0
}Lt.-l-i = 1
X
t
2 T?w .
t >t
L r=4 d ’ L&)
zom
) T
E C > = E ¢ 3 =
5 Hg K Yo
snde
He & M.
£ n
: . im? {n} {m} {in)
Agora, vamos considerar X = ( X‘ > Xz > e s Xn d,
uma  ohservacic do processo de ramificacdo X. Vamos assumir
que bo = n e que ndo ocorra eoxtinco do proceszo até a
~1D-ésima geragdio, izto &, X 1} 0. Sendo asgim, pascsaunos
n-
a considerar o problema fazendo t, = o), ~ com 6 < (0,11,
Portanto, nosso interesas, como no oapitule asnterior, pastes & sar
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estimar 6.

0 fato de supormos a ndo extincio do processo até a n-ésima
garacio é bastante natural, dado que, ao observarmos wum processo,
sompre iremos congiderar um determinado nimerc de geracdes onde ndo
ocorrera a extingio.

Para que possamos estimar o ponto de mudanca da média do numero
de descendentes, precisamos de um estimador para esta média.
Mas acontece gque nac observamos o nimerc de descendentes por
individuo, mas sim o nimsro total de individuos a cada geragio.

A moguir, temos uma propogicico que nos auxilia na solucfo deste

problema.

Proposicio 3.2.1. Seja X um processc de ramificaglo com média do

mimero de descndentes u. Entdo, dado xt >0,

{41

& estimador ndo viciado para .

Prova : Temos gue

ECX /X|X}0)-E(.E(X /X'X}D,X)).
ted t t t+4 LA t L

Mas

E C X s X |x>0,x=k)=
t+41 t t t
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(43
r

1
o)
~

Ea 1

/K| X >0 ,X =k> =
t t

= E < z:“/k> = SE(E:“)/kn L.
r=1

r=1
Portanto,
Ecxm/xt|xt>o>=ac,u>-=,u.
E sogue que o estimador é néo viciado. =

0 estimador acima considerade ¢ denominado estimador de razio

em Nanthi (1984>.

A partir disso, assumindoe a nio extingido do processo de
ramificagio até a n-ésima geragdo, vamos considerar uma nova

sequéncia de variiveis aleatdrias

Y‘“’={Y:“’;t,e{1,...,n}},

onde
()
Y:n) = t-:l.”
x Ly
t
i}
com Xt > 0.
Vamos assumir que o segundo momentoe da variavel y™

6 finito daqui para frente.

Temo=, entdo, a meguinte propomicdo :
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. o . 112} ' : : . .
ropogicaoc 322, Congidoremos Y . uma  sequénecia de variaveis

leatorias, onde

{n)
ny L4+4d

{m
X
t
{me . . - . e o
2 ){L > 0, associadas =ao processo de ramificacio X Suponhamas

i@ ocorrz uma mudanga na média do namero. de descendentesz no

anto  [nel. Entio temos que

| Hy , & £ I[n&}
s>E<Y;“’ xt“’>o>= . ' ;
“TI'- ;> t- 2 In9l
x N r {r) [42))] in} . ) :
L].?(«:DV(Y‘.,Y |Xt )Ct,}{ﬁi >0>=0 , t 2 3 ;
o2 E[ 1(;“ | x:“’::» 0] , 4 S [n6l
> Var ¢ YV | X™> 0> = %,
- 1

o E[ Xy 0] , t > [nol
n x(n) t

t

i

D BECY” XV >0>=ECECY” | V>0 x" >0
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(N}
1

2 g EC ">
x4 {re (n) (n) =1
[ x¢r 'xg > O,X » ] m—x(m Hf » L £ [InB)
¢ i
LE x:h} x:n)
(48]
i.zi ni’ (o} (n) (n) i.z:l. E(ni’ ’
E|——— X > o,xt“ =X | = ———y— = H, » t > [n6l
xt 1
Portanto
EcY™ [ XM >00>= e St
t ¢ M, ,  t > [nélL
4i> Temos também que
ECY™ Y™ 1 xXV>0,X">00> =
i 1 t 1
1 2 1 2
- ECE ¢ Y:n> {h}i x(n}> 0, x(n}> 0, x x:n) 3.
1 ‘s e t, Y 2
Entio, para t1 < [ng] ) t’z < n&]
E ¢ Y{n) Y{h}‘ x{n} > 0, x ) 0, - x(n: x(n)= xtm)
1 i t t
i 2 1 ‘s 1 1 2 2
LT KLY
2 'f(t H Z f“ H
- %' %'l X o, ™ 5 -
TS s (1 t
. ) 1 2
1 2
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X X
t t
ST SRR
z .t 2 T 2
E i=4 x(n} > ol E ify x(n) s of =
oy t (w ! “E
1 2
t t
1 2
Segue qQus
EcY™ ¥v™ | x™ >0 = p
1 2
Analogamente, encontramos o resultade para os outros casos e
obtemos
2
in> ina (421 [4:H)
ECY Y | X >0X >0= 2
L, t, t, L pn » t!,t.z > [nf&l,
<
Hf pn » _t:l'- n&1 , t;z >Ing] )
Portanto, temos que Y:m e Y:m sio ndoc correlacionadas.
1 2

(iii> Ve jamos, agora, o gue acontece com a varidncia das variaveis

aleatdriam Y:m’s deste procasso :

Caso 1 : t < [no]

(‘n)z
|

var< Y,” | X™> 0 > = EC Y,

XV >0>- Y™ | x™ 0O,
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i

Agora

F ] 2
E(Ym’!x:m>0)=E(E(Y:m x:“’

> o, xi“’> 3.

)
X
(t 2
2 < Z1 Et )
ECY” | X™ 0, X7 =x™ > =E = ] x™ o0 | =
L t 1 t tny t
%
{ro im
*y u
- 1 Vo Z v |+ g2 Z £® -
m)z . 5 £ L
xt v=1 v=4
1 v 2 P ] 1 2 2
= X o, + % ] = +  u
(o2 [ t t 4 <™ £ 4
4 t
Segue que
{n}z 2 2 1 ()
E(Yt )=pf+a£ E[x‘“’l . )0]
1
e, portanto
v.arcy‘“’|x‘“’>o>=a21=:[1 [x‘“’>o]
t t 4 x(m t .
t

Caso 2 : t > InB]

Analogamente ac Casoc 1, cbtemos
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var ¢ Y7 | xV
t i

)D)-a; E[ 1 tx“">o]

Combinando os casoz 1 e 2, temos gque, dado X:m > 0,

Var< Y'™) = o2 E[———l—-—] 1S O + o E[ 1 ] 145 Ne),
t & ™ k{] 13,0 [}
X
i t
Yamos aplicar, agora, o estimador by do capitulo

™

anteriocr nosta sequdncia de variaveis aleatdrias nio correlacionadas
Notemes também gue nao ocorre a independéncia como no capitulo

anterior.

-~

Temos que )xn &€ o valor de A gue maximiza a funcio

*
(n)  _ - et & )V Bl §
D, =AU §,Y Y, |

3.3. Estudo daxs propriedades do estimador.

i{n;

Ocorre, neste caso, que a varidncia de d?x sera dada em
termos de E [ :h) | X:' oy 0] » © que torna complexo a
xi.
varificacio das propriedades do estimador. Vamos calcular, entio,
a varidncia da diferenca )\?m - ?;km.
(n - . iy Sim
Se Yi. .~ s30 ndo correlacionadas, AY e Y}\ também
s30 ndo correlacionadas. Entfo, dado que X:m) 0, ..., X:_:: > 0,
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oim

i gt 5
-Yk )=Var(KY )+Var(Yk J.

| %
2
o [rAd
= - F
[§77.% D

1 & o 1 & &y
n sl
>=V [n—[n)&] i Z Yi. ] = oI | Z v [Yi. ] -
=TrnAs+ 4 i=Tril+4

= -—-—1 2 Var
n=[nA 1>

N S O T
=I[nAJD E

[ n8:
Z an)] + Var( 2 an)] =
izTrA1+a’ T S PO

(45 [ 1 x00) )

Z E[:}|X,‘“’)D]+
nAl+a x." :
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Portanto

Vars, Y7-¥ > = £ E [ 1 x™s o] +

i=Thrkr+1

1 2 (g8 1 (n)
Y et "’5,2 E[xm)fx; ’“}
i

ka
+of ) E[1 |x_”">0].
T =1 56141 X‘(n’ v

1

Caso 2 : A > 8

1 Iné o tnX} ]
= z Var [Y,h ]+ Z Var [Y_ m]
ma} & h +

nEl+q
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oin?

'S

1
T - D

s 1 2

n-InADD

Portanto

SI_Tom 1
Var(;\Y YJ\ > =

Unindo caso 1 com

{T

Var(d)\

{in

1

= im

)=\‘ar()\Y -Y?\.)=

L )
o Z E [

L S xtm

1

e ] -1
L=2nl!+ 4" (n=[nAD>

g 2 1
o E [ ] X
i= T n xm™

|

i

|

(m)

(n?
L

v

e
9 )

> o] ]

[ nEs 1
o E[ }|x.‘"’>o]+
1=1 an v
1
i1 4
o E [ | x> o] +
n 1= T X:n} v
1 2 i [ 1
— o E
-l [ ARISL o5 P x™

caso 2, temos que

et § oY
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. gf
1O<e> e E [
1

1 2 2> 1 €N
LAl
<n-tna D> °F Z E[_ o | x,02 0]
V= T x. R

™ 1 .
o E[ 2 | X(n:
7 izl nEee th v
) 1 . & . €™
P T E— ﬁ + N ]
1006 ,le 2 E[ —|% "0 a E %50
[nAd [ § x . 4V |9
A=ThnB1+1 X
™
w5 E [k ™ o) ~
LU ) x" v
L
Para d{“> e T como no caoi.tulo'anterior- isto & (M § - § '
' A A s ’ ? d)\ A A

i (n) __ _ 1 . . ~ )

+ {mii [[nG‘]_uo * [[n?xfl-[n@]];ui]-yi} 108> ,
amo= a seguinto propozicio |
ropogsicio 3.2.3. d;\m é estimador consistente para f')\. -
rova : Sob a suposicio que Xi'). 1, tgmos

E [’1/}{:’" | x;“’>o] <1 v .

egue que
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Var ¢ d{“‘ > <
az
< 106 4 -5 [ + ——1-—1—2 62 ¢ [nB) - [nAd > +
(nx)2 n=InA1> E
2 1 2
+ 65 Cn - n6l> +1006> § =— | of nol +
7 tnx3®

2 1 2
+ O’n C InAd Ingl > ] + ml[ an {(n nxl > ]

e -
Como podemos observar, o termo n esta sempre no denominador,
portanto, esta varidncia tende a zero quando n tende a infinito.

Temos, entdo, utilizando a desgigualdade de Tchehychev, que

{r)

PCla™-7f [>e>2VarcdVd> /s — 00 0

n—3m

Portanto, temos que d;:') é consistente para f \" [ ]

Agora, recordando, temos que

- *
ing |

D" = | ™ | = | A a0 4

e, portanto,

L)
var [d;\“)] = Var [x a-x YT - Y >] =

= 2% 1-2>? var [ < AY‘“’ - x¥i™y ]
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Da mesma forma, utilizando = lﬁlt.irﬁa_ proposiciio, seguse que d;\m*
egstimador conzistente para f:

Devemos comentar que, para este caso, nioc conseguimos
rovar a consisténcia do estimador proposto, dado o fato de nio

enhenzrmos resultados andlogos ao Teorema de  Jramér  para

aridveis aleatdrias ndc correlacionadas.

A, Fotudos de simulacSo.

Os estudos de simdagdo neste caso de processo de ramificagio
icaram prejudicados.Tivemos problemas para adaptar, em termos de
imulaczo, o fato de né‘ié podermosg, fixado um nUmero n de
bservagdes, -garantir- a nao extingio da processo a‘bé a n-dmima
sracio  sem modif-icar a mdédia do nuimerc de descendentes. Na
ratica, podemos ter extingiic do processo em qualquer momento, mas
amos aplican o oaastimador ne ndmero de observagdes disponiveis,
sgumindo que occorreu uma mudanca de média antes da observacdo n.

o) que. acontece quando vamos fazer a simulacdo & que,lfixado um
amanho de amostra n, se gimplesmente eliminarmosz da sequéncia
:rada as subsequén-cias gque nioc atingiram o tamanho desejado,

ztamos de alguma forma selecionande amostras particulares e
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isto pode distorcer os resultados, pois nido podomos mais garantir
as propriedades do gerador de nimeros pseudo-aleat.édrios.

Por outro lado, se gerarmos um processo de ramificacio sem
extincio, alteramos nossos estudos, pois estaremos modificando as
propriedades do estimador, comecgando pela sua esperanca que é
dirstamente afetada e isto prejudica a interpretagac dos
resultados, ja que teromos disparidade com a teoria desenvolvida.

Considerando estes fatos, achamos por bem ndc inserirmos no
trabalho esta parte de simulagio para este caso, deixando estes
estudos para um aprofundament.o maior do problema. Talvez uma
solucio meja deixar o tempo de extincio como variavel aleatdria,
estudar sua distribuig¢io para podermos deixar compativeis a

simulacio com a situagio pratica.
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APENDICE A :

Tabelas.

Tabela 1. Caso Normal < of: = a: = 1 )>» - &g = 0.2
Monte Carlo =~ 2000 gimulacdes.
~
o¥| Hgi D s0 1] med percentis emg |I.C. E(ai-si)"“
5% 95%
1.0[{1.3] 30|.88809182{1| 0.47| 0.07 0.97}|.1888].1787 .1980
2! 0.47] 0.17 ©0.83[.1215].1154 .1275
31 0.47 0.13 ©0.87].1215(.1154 L1176
50].38945800(1] 0.407 0.06 0.98[.1891}.1743 .1939
2] 0.44| 0.14 0©0.84|.1147}.1088 L1207
3] 0.46| 0.18 O0.821.1142].1085 L1100
00| .01619547 |41 0.34] 0.02 0.98(.1805].1705 .1905
2] 0.42] 0.15 ©0.85}.1204].1140 L1269
3} 0.44| 0.19 0.81(.1100].1044 L1155
1.5] 30 .49106352|1] 0.40| 0.07 0.97(.1676|.1584 L1768
2] 0.43| 0.4i7 0©0.83|.11068].1049 .1168
3] 0.431 0.13 ©0.87|.1123].1061 .1184
50| .414025851] 0.28| 0.08 0.96|.1491(.1397 .1585
2] 0.381 0.16 0.82].0918].0863 L0974
3] 0.421 616 0©0.80(.0059[.00058  .1013
100 | .30028761]1| 0.22] 0.04 0.96|.1010].0928 .1093
2 0.31] 0.16 0©0.76|.0655(.0608 .0702
31 0.37 0.18 0.73[.0688].0647 L0730
1.7 30| .48136939(1] 0.30] 0.10 0.97|.13256|.1239 L1413
2] 0.37] 0.17 ©0.80}.08917].0837 .0946
3] 0.40[ 0.13 ©0.80(.09018(.0863 0972
50| .75701804(1| 0.22] 0.06 0.96/.1021].0939 .1103
2] 0.30) 0.16 ©0.76]|.0656(.0609 L0702
3] 0.86| 0.16 0©0.96].0744(.0696  .0792
100 .74017132]1| 0.20] 0.07 0©0.90]|.0541[.0477 .0604
2] 0.26] 0.17 ©0.65]|.0366}.0334 .0399
3T 0.34] 0.1 0.65(.0469(.0437 L0501
gH ~ média pré.
Mg = média pos.
s0 - semente de geracSo.
emdqg erro médio quadratico.
med - mediana.
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Taboela 2. Caso Normal <« cr: - a: = 1> - & = 0.5

Monte Carlo - 2000 simulac®es.

g+ Hg n s0 i| med percentis emq (1.C. Ecei~ei>2
5% 95%

1.0{1.3] 30[.13992343|1] 0.53] 0.07 0.971.0894|.0861 L0027

2] 0.B0| 0.17 0.83.0396](.0375 .0416

3 0.50f 0.13 0.83(.0408].0385 .0431

50| .14184441|1| 0.62] 0.04 0©0.98|.09564|.0018 L0001

2| 0.50{ 0.18 0.84(.0372|.0358 .0300

3] 0.50] 0.18 0.82[.0336}.0314 .0357

100 .53073441 (1] 0.50| 0.04 ©0.98(.0847.0809 .0884

2] 0.50] 0.20 0.77).0204].0266 .0303

3] 0.60| 0.26 0.73|.0192].0178 L0208

1.5{ 30| .560304573|1| 0.50( 0.10 O©0.97|.0714].0682 .0747

2 0.50| 0.20 O0.8BO0[.0313|.0294 .0332

3] 0.50[ 0.17 0.83[.0333|.0311 .0354

50| .6238112211] 0.50 0.06 ©.96].0644(.0510 L0678

2] 0.50f 0.24 0©0.78|.0219].0203 .0234

3 0.50] 0.26 0©0.74(.0192].0183 L0216

100[.42132518(1| 0.50] 0.08 ©0.93[.0455].0424 L0488

2] 0.50| 0.29 0.69[.01i26(.0115 .0136

3] 0.50| 0.33 0.65({.0092].0083 L0101

1.7 30 .po7r8804d(1] 0.50| D.10 ©0.93|.08341.0504  .0544

21 0.50( 0.27 ©0.77|.0207!.0192 .0223

3] 0.50] 0.28 0.77[.0221].0203 .0239

B0 .203854831(1] 0.50| 0.10 0.92.0448].0418 .0378

2] 0.60| 0.30 0.76({.0144.0132 .0157

3] 0.50] 0.34 0.68|.0124[.0112 L0137

100 . 7674990881 0.50| 0.27 ©0.74}.0188|.0169 L0208

2] 0.B0[ 0.38 0.62]|.0056].0049 L0062

31 0.50 0.39 ©0.60|.004D].0036 .0044

oM = média pré.
Hg ~ média pés.
50 - semente de geracgio.

emq - erro médio quadratico.

med - meodiana.



Tabela 2. Caso Binomial ¢ 1,p > - &6 = 0.2
Monte Carlo = 2000 simulacdes.
ot Hagl ™ =0 i} mod percentis emq [I.C. E(Qi-ei)z
5% 95%
D.2/0.5] 30,.B6B071B2|1| 0.37| 0.20 0.83[.1051|.0001 L1111
2] 0.40| 0.17 ©0.80|.0972|.0017 .1028
< 131 0.30} 0.10 ©0.90}.1199).1120 .1278
0].42803034 (1] 0.26] 0.14 0.84).0793(.0732 .0855
21 0.34] 0.16 0.76|.0745(.0696 ,0703
3] 0.26] 0.08 0.902].0943].0871 .1015
100} .B1602912 (1] 0.21f{ 0.12 0.80!.0416[.0366 .0466
2] 0.27| 0.17 ©0.661.0446|.0410 .0483
3 0.25| 0.08 0.69].0488.0441 .0535
0.7]0.9] 30| .88606779(1| 0.20] 0.07 0©0.87(.0708{.0648 0769
2] 0.33] ©0.10 0.83|.0863].0804 L0021
3] 0.80] 0.07 ©0.83|.1421(.1360 .1482
“B0|.07706793|1| 0.20] 0.06 ©0.88|.0670](.0609 L0732
2] 0.28] 0.12 0.78].0704(.0651 .0756
3] 0,50 0.04 ©O.86]|.1428].1363 .1492
100 | .337643711(1| 0.20] 0.06 0.71].0443[.0395 L0401
2| 0.24| 0.43 ©0.69].0416]|.0379 .0452
3] 0.44| 0.09 0.88|.1401|.1234 L1469
0.5|0.9] 30| .56944800(1[ 0.20f 0.10 0.6&60(.0283(.0245 0321
2 0.23] 0.13 0.70(.0416|.0374 .0458
3] 0.43] 0.07 0.83].1045[.0988 .1102
50| .62803888[1| 0.20| 0.10 ©0.46(.0164|.0135 .0193
2] 0.20] 0.14 0.56]/.0214].0186 .0242
3| 0,40 0.04 ©0.82].1002]{.0946 .1058
100 .70523165 (1| 0.20] 0.11 ©0.35(.0080].0052 L0097
21 0.20f 0.16 0©0.43|.0101].0086 0116
3 0.38] 0.06 0.78|.0791].0745 .0838
oM ~ média pré.
Hg ~ média pés.
520 - semente de geracio.
emq - erro médio guadratico.

med -

mediana.
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Tabela 4.

Monte Carlo

Caso Binomial ( 1,p >
- 2000 mimulacdes.

- & = 0.5

oH| Hgl S0 i| med | percentis | emq |I.C. E(91-91>2
5% 95% :
0.2,0.5] 30|.20344923(|1, 0.53] 0.23 0.80].0269,.0252 .0286
' 2] 0.53] 0.30 0.77.0213].0198 .0228
37 0.50] 0.13 0.90.0474[.0447 .0501
50| .36780860(1| 0.50] 0.24 0.84.0273].0253 0202
2] 0.82] 0.32 0.74{.0149|.0136 0161
3 0.50] 0.16 0.90}.0324].0299 .0349
100 .76477702(1] 0O.B0] 0.26 0.77|.0177].0161 0104
2] 0.51| 0.38 0.66|.0070(.0063 0078
3 0.50| 0.31 0.62]|.0100].0087 L0113
O 7I0.0] 80|.02478777|1] 0.40] 0.40 0.80|.0403].04868 0518
2 0.47| 0.20 ©0.77].0290].0281 0318
3] 0.580 0.10 0.80|.0425].0400 .0440
“50(.94983564|1| 0.44] 0.10 0.76]|.0406].0380 L0431
2] 0.46| 0.20 0.72].0245].0227 0262
37 0.560| 0.10 ©0.84].0390(.0364 .0415
100 | .19690957 |1, 0.48| 0.13 0.71(.0260([.0238 .0281
21 0.49( 0.28 0.63].0120][.0108 0131
31 0.50 0.36 0.79].0181].0164 .0198
0.5/0.9] 30!.41022674|1] 0.47| 0.20 0.60]/.0192[.0177 .0207
21 0.47f 0.27 0.60(.0130[.0119 .0143
3| 0.50| 0.10 O0.73].0272|.0251 .0294
50|.623266878|1] 0.48| 0.26 0.62|.0108][.0096 0119
2] 0.48| 0.34 0.58].0060].0053 L0067
3f 0.50f 0.38 0.74]|.0139].0124 .0158
i00] .32080808|1] 0.50] 0.39 O0.58|.0043.0037 .0080
2] D.49] 0.41 0.55].0022.0019 0024
3] 0.50[ 0.45 0.63]{.0039(.0033 .0045
oM média pré.
Hg ~ média pés.
s0 - semente de geracao.
oemg - erro mddio quadratico.
med ~ mediana.
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Tabela 5. Distribuigdo pré : Binomial ¢ 10,01 >

Distribuicio pés

Binomial ¢ 10,0.3 >

Monte Carlo com 1000 simulac8es.

- ) )

e n =0 i 5 I.C. E(8.)|ema [I.C. Ej&.-6.]|

i i i1
0.9 | 25].43911076[1|.730 |.71i8 .7421.172 1.162 ,182
2].738 |.628 .g848].183 - -

31,740 [.629 .851[.184 - -
50 |.00077201 [1].780 |.770 .790].122 |[.1i4 129
2(.837 |.786 .088/.078 - -

3[.823 |.771 .875].086 - -
100{.44834578 |1 |.826 [.820 .833[.075 [.071 080
21886 |.874 .898|.019 - -

3[.882 [.B63 .901|.029 - -
0.4 | 25|.43726780 |11.435 [.430 .439|.045 [.042 . 047
21386 |.346 .426].055 - -

31421 |.373 .469[.061 - -
B50|.045504654 (1|.420 (.417  .423|.026 |.025 . 028
2,.393 |.378 .408[.040 - -

3,.409 1.389 ,429[.040 - -
100].0083405311|.410 |.400 412 [.013 |.013 014
2[.3908 [.393 .403}.013 - -

31.407 1.400 .414[.017 - -

s0 - semente da geracao.

ema - erro médio absoluto.
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Tabela 6. Distribuicio pré : Poison ¢ 2 )

Distribuicéio pds : Geomédtrica ¢ 0.5 )

Monte Carlo com 1000 simulac8es.

- ~ Fa

e n =0 i g I.C. E(8.>| ema |I.C. E[e.-e,|
i 1 1 1

0.8 25|.92967276|1|.096 |.583 .610([.219 {.208 . 230
2|.681 {577 .785(.175 | - -
3|.641 | 533 .749(.204 - -

B50(|.67B81277 |1(.646 |.63B .68 | 187 |.168 176
2(.748 {.692 .804[.109 - -
3[.701 [.632 .770|.162 - -

i00 | 3280800811 1804 | 488~ P03 |. 117 |.3140 124
2f.784 |.761 .B0O7!.058 - -
3[.762 [.729 .795[.080 - -

0.4 251.4125700651(.461 |[.45%1 470 112 1.106 118
2].473 |.390 .556|.153 - -
31.445 [.361 .520[.153 - -

50| 5306210011 ].438 |.430 .445[.082 |.077 087
2{.435 |.387 .483.108 - -
31,431 [.387 .475[.096 - -

100| 54230279 |1 | .420 |.414 .427}.0654 |.0561 .058
2(.416 {.398 .434!.049 - -
3414 1395 .4331.054 - -

s0 - semente da geracio.
ema - erro médio absoluto.
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APENDICE B. Graficos.

B1. Orificos das distribuicdes de frequéncias.

Caso independente Bernculll - 2000 simulacdes - & = 0.2

lambdanh = 9z & veaross = 9‘.
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B2. QGraficom das distribuictes de fregquéncias.
Casc independente Bernoulli - 2000 gimulacles - & = 08
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Grafico B2.4. Grafico B2.5. Grafico B2.6.
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APENDICE C. Ampectos de simulaciio.

Cabe aqui ressaltarmos que, para os estudos de simulaclo feitos
neste trabalho, usamos o gerador congruencial linear, definide da

seguinte forma (comoc consta em trabalho feltoc por Bustos (1901)):

GERADOR CONGRUENCIAL LINEAR.

Seja M inteiroc positive (M 2z 2> Uma sgequéncia I(yl,yz, T
em ¥ O, &, .. , M-1 ) & dita “gerada pelo gerador congruencial
linear com parametroz a, ¢ ¢ M ¢ semente yo“ sa

y,l-(ayi_‘-l-c)modM, i=1,
onde Y, » @ @< s3o inteiros entre 0 e M-1 (ncluido=md,
a & dito o “multiplicador"”, ¢ é o "incremento" e
M & o mbddulo do gerador.
Nés escolthemos um dos geradores Stimos sugeridos por Fishman &
Moore (19853, com parimetros:
c = (,
a = 950.706.376,

M = 274 = 2.147.483.647.
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APENDICE D. Programas.

Programa 1. Caso independente com distribuigio bernoulli.

PROGRAM artigotr;
{EN+,E+)

USES CRT;

LABEL 100; )
CONST n=100;teta=0.8;nmc=2000;a1=1;a251;b1=0.0;b2=0.5;

YAR

y,nt.eta,aux,i, |,k:INTEGER;
u,medpre,medpos,d,dmax,medmax,varmax,meddes,med1,med2:EXTENDED;
dh, dhmax,medhmax,varhmax,medhdes, medpih,medp2h:EXTENDED;
s2pre,sZpos,dp dpmax, medpmax,varpmax,medpdes:EXTENDED;
s,20,mmaedl,mmed2,vardes,varhdos,varpdes,varpih,varpZh:EXTENDED;
plh,p2h:EXTENDED;
x,freq,fregh,freqp:ARRAYI1..100] OF INTEGER;
imaog,ihmax,ipmax:ARRAY(1..3000} OF INTEGER;
arq:TEXT;

¢ FUNCAO GERADORA DE NUMEROS ALEATORIOS %

FUNCTION RANDC{:EXTENDED):EXTENDED;
VAR a,m:EXTENDED;

BEGIN

a=950706375;m:=214748B3647;
2:=INT(FRAC(asr/mi)emd;

RAND:=s.“m;

END;

&« FUNCAO GERADORA DE AMOSTRA COM DISTRIBUICAO BINOMIAL =

FUNCTION BINCa:INTEGER;p:REAL):INTEGER;
BEGIN :
aux:=0;
FOR ji=1 TO a DO
BEGIN
u:=RAND(s);
IF <(u{p> THEN auxi=auxti;
END;
BIN:=aux
END;

* PROGRAMA PRINCIPAL =

BEGIN
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CLRSCR;

ASSIGNCarq,’artr3433.DAT );REWRITECarqD;

FOR k=1 TO nmc DO BEGIN imadid:w=0ihmadkl:=0;ipmaxdkl:=0 END;
nteta=TRUNC(nst.otad;

WRITELNCarqg,’teta = ’,tetad:d,’ nteta = ’ ntetasd,’ n = ’‘n4,
* nmc s *,nmc:5);

WRITELNCarq);

RANDOMIZE;

s0:=RANDOM;

WRITELNCarq,’semente da geracac = ’,mD:10:8);

s=g0;

mmadi:=0;mmed2:=0;medpih:=0;medpZh:=0;varpith:=0;varp2h:=0;

FOR k=1 TO nmc DO

BEGIN

GOTOXY(5,10);WRITEC’ MWRITECK = 7 ki3);
dmay-ulmedl:=0:med2:=0;dhmascu-1000000;:dpmax:=0;

» GERACAO DA AMOSTRA COM PONTO DE MUDANCA DE DIST. EM NTETA =

FOR i=i TO nteta DO BEGIN xdil:=BINCal,bidmedi=medi+xii]l] END;
FOR imnteta+i TO n DO BEGIN [Ail:=BINCa2 b2)medZ2mmed2+dil END;
mmedi=mmedi+medi/nteta;

mmedz:=mmedz+tmedZ/<n-ntetal;

# CALCULO DAS ESTATISTICAS DE REFERENCIA =»

FOR i=2 TO n-1 DO
BEGIN
medprex=0medpos:=0;s2pre:=0;s2pos:=0;
FOR j=1 TO {1 DO BEGIN medpremmedpre+y jl;sZprem=s2pretx jix
x{l END; :
medpre=medpre i, .
FOR j=i+1 TO n DO BEGIN medpos:=medpostd jl;s2pos=s2post
sd §lwsd 43 END;
medpos=medpos/(n-i);
d:i=i/nel{i~i/n>sABS{medpos-medpre;
dh=0;
IF {({medpre=0> OR {(medpos=0> OR (medpre=ld OR (medposwi)> THEN
dh:=0
ELSE BEGIN
dh:=ismedpresiLN(medpred+(i-ismedpredsLN(i-medpreoa);
dh:=dh+{n-id>smedpostLNimedpos)+(n-i-(n-idemedposd*
LN(1-medpos);
END;
IF i=p~1 THBEN BEGIN dp:=0;G0T0 100 END
ELSE a2pos:={alpos- {in-idemaedpossmedpoad./{n-1i-13;
sZpre=(s2pre-ismedpresmedpre)/(i~1);
dp:=d/SQRT(s2pre/it+s2pos/{n-1));



100:

# CALCULO DOS MAXIMOS =

IF dp>dpmax THEN BEGIN dpmaxmdpipmaxdkl:=i END;
IF ddmax THEN BEGIN dmeocwdimaxikl=i END;
IF {dh<{>0> AND {dhd>dhmax> THEN BEGIN

dhmax;=dh;
ihmaxdki=i;
plh:=medpre;
pZh:=medpos
END;

END;

medpih:=medpih+pih;

medpZhemedp2h+p2h;

varpih=varpilh+SQR{(pth);
varpzh=varpzh+SQR(p2h>

END;

medpih:=medpih/nmc;
medpZh:=medp2Zh/nmc;
varpih={varpihtnmcemedpih)/”(nmc-13/nm:;
varpZh=C(varpzhtnmcsmedpzh)/(nmc-12/nmc;
FOR 1i=1 TO n DO BEGIN freqlil=sD;freghlil:=0;freqpiil=0
medmastm;varmax:=0;meddas:=;
madhmax:=0;varhmax:=0;medhdes:=0;
medpmax:=0;varpmax:=0;medpdes:=0;

_# DISTRIBUICAO DE FREQUENCIAS @

FOR k=i TO nmc DO
begin
freqlimasikll=freglimaxik]l+];
freqghiihmacdkll=f reghlibhmasdkil+1;
fregplipmasxikil=froqplipmarxikil+i;
medmax=medmaxtimacdkl n;
meddes:mmeddes+SQR{Imaxdk)/n-t.et.ad;
medhmax=medhmastHibhmasd k1 /n:
medhdes:mmedhdos+SQRUihmaxikl/n-t.etad;
maedpmax:smedpmax+ipmandkl/n;
medpdes:=medpdes+SQRUpmaxikl/ n-tetad
and;

medmasi=madmax./nmec;

meddes:=meddes./nmc;

medhmax:smedhmax-nmc;

madhdes:=medhdas./nmc;

medpmax:=meaedpmax/nmc;

medpdes:=medpdos/nmc;

mmedi:=mmedi/nmc;

mmedZ:=mmed2/nmc;

varmax=Q;vardes:=0;varhmax:=0;varhdes:=0;

varpmaxmQ varpdes:=0;
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FOR im=1 TO n DO
BEGIN
varmax:svarmaxtf reqileSQR /n-medmax);
varhmax:mvarhmax+f roghlildSQRU./n-modhmand;
varpmax:msvarpmax+f reqplileSQRU/n~medpmax);
vardes=vardes+freglilaSQRI(SQR /N~ tetad)-meddes);
varhdes:svarhdest+freghliJaSQR(SQR{/n-tetad>-medhdes);
varpdes=svarpdos+fregplilsSQR(SQRU/n~tetad-medpdes);
END;
varmax:svarmax. {nmc-1>/nmc;
varhmax:=varhmax.(nmc-1>/nmc;
varpmax:=varpmax/{nmc-1>/nmc;
vardes:msvardes/{nmc-1>/nmoc;
varhdes:svarhdes,/(nmc~1)/nmc;
varpdes:mvarpdes/{nmc~-1)/nmc;

s IMPRESSSAO =

END.

Principals variaveis utilizadas no programa :
freq : vetor de frequéncias do 9’.
fregh : vetor de frequéncias de Bz.

freqp : vetor de f rﬁequéncias de 33.

medmax : média de 9‘ R - varmax : variincia da média de 6 .
medhmax : média de Bz - varhmax : variincia da média de 9 .
medpmax : média de 9 - varpmax : varidncia da média de 9
meddes=s @ erro meédio quadrat.ico de 9 .

vardes : variincia do e.m.q. de 6‘ R

medhdes : erro médio quadratico de 9

varhdes : wvaridncia do emgq. de 6

medpdes : erro médio quadratico de 6 .

varpdes : variincia do em.gq de 9



Programa 2. Caso independente com distribuicio normal.

PROGRAM artigotn;
CEN+ E+)
USES CRT;

LABEL 100;

CONST n=i00:tot.aml.2;:nmce2000;

VAR y:nteta,aux,i, j, kK INTEGER;
u,medpre,medpos=s,d,dmax,medmax,varmax,meddes,medi , moed2:EXTENDED;
dh ,dhmax,medhmax,varhmax,medhdes medpih,medpZh:EXTENDED;
=2pre,s2pos,dp,dpmax, medpmax,varpmax,maedpdes:EXTENDED;

8,520, mmed1,mmed2,vardes,varhdes,varpdes,varpih,varpZh:EXTENDED;
Pl1h,p2h:EXTENDED;

freq,freqh,freqp:ARRAYIL. 100) OF INTEGER;
imax,ihmax,ipmax:ARRA YI1..3000] OF INTEGER;

a:ARRAYL1, 100] OF EXTENDED;

anrq:TEXT;

* FUNCAO GERADORA DE NUMEROS ALEATORIOS *

FUNCTION RANDCr:EXTENDEDY:EXTENDED;
VAR amEXTENDED;

BEGIN

a:=950706376;m:=2147483647;
s:=INT(FRACCaxr-md)em);

RAND:=5./m;

END;

% FUNCAO GERADORA DE AMOSTRA COM DIST, NORMAL =

FUNCTION NORMAL<b:REAL ;c:REAL>:EXTENDED;
VAR vi,v2,w,d:EXTENDED;
BEGIN
vi=RAND(s);
vZ=RANDC=);
d:=SQRT (- 28LNCvI)Desin(6.1432%v2);
NORMAL :=cxd+b
END;

& PROGRAMA PRINCIPAL =

BEGIN
CLRSCR;
ASSIGNCarg,’artn2133.DAT’);REWRITE arqg>;
FOR kmi TO nmc DO BEGIN imaxikIm=O;ihmacdikl=Oipmaxik)=0 END;
ntet.amTRUNC(netetad;
WVRITELN(arq,’teta = ’teta:3:1,’ nteta = *ntetaR,’ n = ‘g,
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’ nmc = ’.nmcB);

WRITELNCarq);

RANDOMIZE;

sO:=RANDOM;

WRITELNCarq);

WRITELNCarq,’semente da geracac = ’,50:10:8);
a=gl;
mmedl=0;mmed2:=0;medpih:=0;medp2h:=0;varplh:=0;varpzZh:=0;
FOR k=1 TO nmc DO

BEGIN

GOTOXY(5,10);,WRITE(’ WRITECK = * k:3);
dmace:=0;medl:=0;med2:=0 ;dhmax:=-1000000 ;dpmax:=0;

o

* GERACAO DA AMOSTRA COM PONTO DE MUDANCA DE DIST. EM NTETA =

FOR 1i=1 TO nteta DO BEGIN Mil:=NORMALC1.0,1);medl:=medi+xli} END;
FOR imnteta¥da TO n DO BEGIN xfili=NORMAL(1.5,1);med2:»meaed2+xlil] END;
mmedl=mmedi+medi/nteta;

mmed2:mmmed2+med2/In-ntatad;

& CALCULO DAS ESTATISTICAS DE REF'ERENCIA *

FOR i:=2 TO n-1 DO
BEGIN
maedpre=0;medpos:=0;e2pre=(;s2pos:=0;
FOR j=t TO 1 DO BEGIN medpre=medpretudd jI;s2pre:=s2predd jlexd j]
END;
medpre:msmedpra. i;
FOR j§wi+1 TO n DO BEGIN medpos:smedpos+d jI;s2pos:=s2postxd jis
sx{j3 END;
medpos=medpos./{n—-1);
d:=i/ne(1-i/nd>*ABS (medpos-medpreo)d;
dh=isi{n=-iDSQR(medpre-maedposd/n;
IF i=n-1 THEN BEGIN dp:=0;G0TO 100 END

ELSE s2pos={(s2pos-{(n-idsmedposemedposl/(n-i-1);

sZprem{(s2pre-itmedpresrmedpred/{i-1);
dp=d/SQRT(s2pre/i+s2pas/{n-1));

% CALCULO DOS MAXIMOS =»

100: IF dp>dpmax THER BEGIN dpmaocsdpipmaxtklai END;

IF dddmax THEN BEGIN dmaxsdimoxdkl=i END;
IF dh>dhmax THEN BEGIN

dhmax:=dh;

ihmaodk)m=j,;

pih=medpra;

p2h:=meadpos

END;
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medpih:=madpih+pih;
medpZh:=medpZh+pzh;
varpihi=varpih+SQR(pih);
varpZhmsvarp2h+SQRIp2hD

END;

medplhmmedpih/nmc;
medp2h:=medp2h./nimc;
varplh:=(varpilh+nmcemedpihd/(nme~13/nmec;
varpZh={varpzh+nmcemedp2h)/(nmc=-1>-/nmc;
FOR im1 TO n DO BEGIN freqlil=0;freghlil:=0ifreqpli):=0
medmax:=0;varmax:=0;meddos:=0;
medhmax:=0;varhmax:el;maedhdes:=0;
medpmax=0;varpmax:=0;medpdes=0;

s DISTRIBUICAO DE FREQUENCIAS »

FOR k=1 TO nmc DO
begin
freglimaxikll=reqlimaxikli+1;
freghlihmaxikl}):=freghlihmaxdkll+;
freqgplipmasd k1):=f regpiipmasik]l+;
medmax:=madmax+Himawikl.n;
meddessmeddes+SQRUmaxikl/n~tetad;
medhmastmmoadhmasd+ihmaod k1. /n;
medhdes:msmadhdest+SQRU1 hmaxd k1 n—-tetad;
medpmax:=medpmax+ipmasikl/n;
medpdes:=medpdos+SQRUpmandkl/n-tetad
end;

maedmax:=medmax./nmc;

meddes:=meddos/nmc;

madhmax:=medhmayx. nmc;

medhdes:smedhdes/nmc;

medpmax:=medpmax./nmc;

medpdesmmadpdaz./nmc;

mmedi=mmedi./nmc;

mmed2:=mmed2./nmc;

varmax:=0;vardes:=0;varhmax:=0;varhdes:=0;

varpmax=0;varpdes:=0;

FOR im=1i TO n DO
BEGIN
varmax:=varmax+f reqlileSQRU/n~-madmax);
varhmax=varhmax+freghlil¢SQRG./n~-medhmaxd;
varpmax:syvarpmax+H raqplileSQRU/n-medpmaxd;
vardes=vardes+freqlileSQR(SQRU/n~tet.a)-maddes);
varhdes=varhdestreghlilsSQR(SQR/n~tetad-medhdes);
varpdes:=varpdes+HfreqplilaSQR{SQRA/n—tLotad-medpdes);
END;

varmax:=varmax/(nmc-1)./nmc;

varhmas:»varhmaoc/{nmc-1)/nmc;

END;



varpmax:asyarpmax/(nmc-1>)/nmc;
vardes=svardes/(nmc-1)/nmc;
varhdes=varhdes/{(nmc-1>/nmc;
varpdes=varpdes/{nmac-1)./nmec;

s IMPRESSAO s

CLOSECarq
END.

As mesmas variaveis do programa 1 foram utilizadas,

Programa 3. Caso independente com distibuicdes normal, poisson,
binomial negativa e normal.

PROGRAM axrttrg;
{EN+,E+>
USES CRT;
LABEL 100;
CONST n=30;teta=0.9;nmc=1000;
VAR y,nteta,aux,l, j,lcINTEGER;
u,medpre, medpos,d,dnasx,medmax,varmax,meddes,maedi , med2:EXTENDED;
5,50, mmed1, mmed2,vardes:EXTENDED;
s, freqARRAYI1..100] OF INTEGER;
imasx:ARRAYI1..30001] OF INTEGER;
arg:TEXT,;

& FUNCAO GERADORA DE NOMEROS ALEATORIOS =

FUNCTION RANDCr:EXTENDEDY:EXTENDED;
VAR a,m:EXTENDED;

BEGIN

a=PS50706376;mm2147483647;
S=INT(FRACCaxr/md>em);

RAND:=s."m;

END;

* FUNCAO GERADORA DE AMOSTRA COM DIST, BINOMIAL =

FUNCTION BINCa:INTEGER;p:REALMINTEGER;
BEGIN
aux:=0;
FOR =1 TO a DO
BEGIN
u=RANDCsD;
IF <(udpd THEN awamauwi;



END;
BIN:=aux
END;
2 FUNCAXO GERADORA DE AMOSTRA COM DIST. BINOMIAL NEGATIVA

FUNCTION BINNCL:INTEGER;p:EXTENDED ). INTEGER;
LABEL 2;
VAR mINTEGER;
BEGIN
auxmlm:s(;
2: wu:=RAND(=);
IF <(uWp> THEN BEGIN aux:saux+1;G0TO 2 END;
m:mm¥1; _
IF m<b THEN GOTO 2;
BINN:=aux
END;

® FUNCAO GERADORA DE AMOSTRA COM DIST. POISSON =

FUNCTION POIS(b:REAL):INTEGER;

YAR nqINTEGER;

q,c:REAL;

BEGIN
q:=1nqgm0;c:=EXP{(-b;
REPEAT
w=RAND{(=D;
q=qeungmngH;
UNTIL qg¢c;
POIS:=ng-1

END;

&« FUNCAO GERADORA DE AMOSTRA COM DISTRIBUICAQO NORMAL =

FUNCTION NORMAL{(L:REAL ;c:REAL>:EXTENDED;
VAR vi,v2,w,d:EXTENDED;
BEGIN
vi:=RAND{=);
vZ2:mRAND(s);
d:=SQRT(~-Z2xLNCv1D)25in{(56.14328v2D;
NORMAL :=bud+c
END;

« PROGRAMA PRINIPAL =

BEGIN
CLRSCR;
ASSIGNCarq,’art.rg111. DAT );REWRITE(arqd;
FOR k=i TO nmc DO imaxikl=0;
nteta=TRUNC(nst.at.ad;
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WRITELN arqg,’teta = '’ tota3:1,’ nteta = ’>ntetald,’ n = ’,n4,
' nmc = ’.nma5);

WRITELNCarqg);

RANDOMIZE;

=0:«RANDOM;

WRITELN(arqg,’semente da geracao = ’,g0:10:8);
2:wmgl;

mmedl:=0mmed2:=0;

FOR k=1 TO nmc DO

BEGIN

GOTOXY(5,10);WRITEC” HWRITECK = 7,k:3);
dmax:=0;medl:=l;med2:=0;

® GERACAO DE AMOSTRA COM PONTO DE MUDANCA DE DIST. EM NTETA =

FOR 1w TO nteta DO BEGIN xil=BIN{10,0.1);medl:=maedi+xdi]l END;
FOR imntetatli TO n DO BEGIN »xi):=BIN(10,0.3);med2:«med2+xfi] END;
mmedi=mmedi+medi/nteta;
mmed2:@»mmed2+mad2./{n-nt.et.al;
FOR 1i=2 TO n-1 DO
BEGIN
medpremsimadpos:=0;
FOR j§=1 TO i DO medprem=medpretxd ji;
medpre:=medpre.i;
FOR j=i+f TO n DO medpog=modpog+ul JI;
madpos:=medpos./{n-1);
d:=i/nk(1-1/nOxABS (medpos-medpre2;
IF dddmax THEN BEGIN dmax=djimaxikl;=i END;
END;
END;
FOR im=1i TO n DO freqlil:=ml;
medmax:=0;varmax:=0;meddes:=0;

& DISTRIBUICAO DE FREQUENCIAS =

FOR k=1 TO nmc DO
begin
fregiimasdkik=freglimardkil+;
madmax=medmaxHmaxikl/n;
meddosismaddeog+ARS Umacdkl/n-tatad;
end;
medmax:smedmanx./nmc;
meddes=meddos/nmc;
mmedi:=mmedi./nmc;
mmed2:=mmed2/nmc;
varmax:=0;vardes:=(;
FOR im=1 TO n DO
BEGIN
varmax=varmax+ regileSQRU n~medmax);
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vardes:=vardeastHfredilsSQR(SQRU /N~ tetad)-meddes);
END;
varmax:svarmax/(nmc-1)/nmc;
vardos:=vardes/(nmc-1>,/nmac;
s IMPRESSAO s

CLOSECarqg)
END.

Principais variidveis utilizadas no programa :

freq : vetor de frequéncias de 9‘.
medmax : média de 9‘ - varmax @ variancia da média de 6‘.
meddes : erro médio absoluto de 9‘.

vardes : variincia do em.a de 9‘.

OBSERVACOES :

Nos programan. utilizadog foram calculadas a8 médias amostrais
dos estimadores e respectivas varidncias, além dos erros quadraticos
médios & respectivos intervalos de confianga para que pudéssemos
analisar os resultados e comparar. Mas depois da simulacio feita,
observamos gque ndoc havia simetria na distribuicido de frequéncias,
o que prejudicava demais a andlise dos resultados através das médias
amostrais, Portanto, tendo em mios a dist;r@buic&o de frequencia,
pudemos calcular as medianas e percentis de 5% ¢ 95%, havendo

uma maior coeréncia com o= resultados obtidos.
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