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Resumo

As equagoes semigeostroficas, introduzidas por Hoskins e Bretherton em 1972 em [20],
sao um conjunto de equagoes que modelam fluxos atmosféricos/ oceanicos de larga escala.
Elas possuem uma formulagao em variaveis duais que se presta ao tratamento analitico.
Alguns autores estudaram esta formulacao, veja, por exemplo, [3], [14], [22], [12], [21],
em particular obtendo existéncia de solucoes fracas em espacos de medidas. Contudo,
ha dificuldades em converter solucoes fracas da formulagao dual em solugoes fracas na
formulagao original, e portanto de interpretar fisicamente as solugoes obtidas. Em [11],
Culled e Feldman provaram a existéncia de solugoes Lagrangeanas para o sistema semi-
geostrofico em coordenadas fisicas com vorticidade potencial em LP, p > 1. No presente
trabalho estendemos os resultados de Cullen e Feldman para o caso limite p = 1 e estu-
damos o comportamento de seqiiéncias de solucoes Lagrangeanas correspondentes a uma

seqiiéncia de vorticidades potenciais iniciais convergindo fortemente em L!. Provamos

1

que tais solugoes Lagrangeanas convergem em L;,..

Exibimos um contra-exemplo que

sugere que nosso resultado nao pode ser estendido para o espago das medidas de Radon.

Palavras-chaves: Equagoes semigeostroficas, solugoes Lagrangeanas, transporte 6timo,

EDO sobre campos vetoriais BV.
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Abstract

The semigeostrophic equations, which were introduced by Hoskins and Bretherton in 1972
in [20], are a set of equations that model large-escale atmospheric/ocean flows. They have
a formulation in dual variables which can be analytically treated. Some authors studied
these equations in dual variables, see for instance [3], [14], [22], [12], [21], particularly it
is obtained existence of weak solutions in the space of Radon measures. In [11], Cullen
and Feldman proved existence of Lagrangian solutions for the semigeostrophic system in
physical variables with initial potential vorticity in LP, p > 1. In the present work we
extend Cullen and Feldman’s result to the limit case p = 1 and we study the behavior
of sequences of Lagrangian solutions corresponding to a sequence of initial potential
vorticities converging strongly in L!. We prove that these Lagrangian solutions converge
in L

loe- However, there is difficulties in to turn weak solutions in dual formulations into

solutions in original formulation, and therefore there is difficulties in to interpret the
obtained solutions physically. We show by means of a counterexample that our result

cannot be extended to the space of Radon measures.

Keywords: Semigeostrophic equations, Lagrangian solutions, Optimal Transportation,

ODE on BV vector fields.
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Introducao

Nosso objetivo no presente trabalho ¢ o estudo matemaético das equagoes que modelam
fluxos atmosféricos e/ou oceanicos de larga escala, ou seja, fluxos que sdo influenciados
pelo movimento de rotacao da terra. Além disso, supomos que tais escoamentos ocorrem
em regioes extratropicais, no caso dos fluxos atmosféricos, ou ocorrendo em regioces abaixo
dos 100 metros de profundidade e a mais de 100 km de distancia da costa, no caso de
fluxos oceanicos. Nestas condigoes ha um balanco entre as componentes horizontais das
forgas de Coriolis, e as componentes horizontais do gradiente de pressao, e dizemos que
estas componentes horizontais estao em balango geostréfico. Um modelo matematico
que estuda fluxos nas condicoes acima descritas foi introduzido no ano de 1972 por B.
Hoskins e F. Bretherton em [20], e é conhecido como sistema semigeostréfico ou

equagoes semigeostréficas (SG).

Suponha que um fluido se mova no interior de um conjunto  C R? um aberto e
limitado, e que satisfaga a um conjunto adequado de equacoes de Euler incompressiveis,

com aproximagoes de Boussinesq e hidrostatica:

Dy(uy, uz) + fu™ = (—=0ip, —0ap), (1)
Dyp=0 (2)

divu = 0 (3)

Osp+p=0 (4)



Dy =0y +u.V, V = (0, 0y, Oy), (5)

onde u = (uy,us,u3) é a velocidade, ut = (—ug,u1,0). A funcdo p denota a pressao,
e p a densidade, fungoes de (x,t) € Q x [0,7T), e f é dada pela forga de Coriolis, que

consideraremos constante.

Estamos interessados em fluxos de larga escala, isto é, fluxos que sao influenciados

pela rotacao da terra. Para tais fluxos ocorre a relagao geostréfica

(v1,v3) = (=0ap, Op),

que define o chamado vento geostroéfico. Além disso, a componente ageostréfica da
velocidade deve ser transportada de forma passiva, ou seja, Dyw® = 0. Desta forma,
podemos substituir Dy(—0yp, O1p) por Di(ui,us) em (1) e, ao tomarmos f = 1, obtemos

o sistema semigeostrofico, descrito pelo seguinte conjunto de equagoes

Dy(v],v3) + (O1p, Oap) = (ua, —u1)
(vf, Ug) = (—0sp, O1p)

_Dt,O =0
(8G) divu =0
Bp+p=0

Dt = at + U.V, V = (agjlgax27ax3)7

onde u = (uy,uz, u3) é a velocidade, composta de uma parte geostréfica (v9), e uma parte
ageostrofica (v¥), isto é u = v9 + v*. A fungdo p denota a pressao, e p a densidade,
fungoes de (z,t) € 2 x [0,7"). Os dados inicias e de fronteira sao dados por

u.v = 0 sobre 02 x [0,T)
p(x,0) = po(x) em Q.

Sob esta formulacao nao ha condicao inicial sobre u, e também nao ha uma equacao de

evolucao para o campo de velocidades u. No entanto, através da mudanca de coordenadas

P(a,t) = 5(3 +43) + ol ), ©)



introduzida por B. Hoskins em [19], o sistema SG pode ser reescrito como

DX = J(X — )

divu = 0

X =VP

u.v = 0 sobre 02 x [0,T)
P(z,0) = Py(z) em €2,

0 -1 0
onde J=| 1 0 O |, e este sistema é conhecido como a forma Lagrangeana das
00 O

equacoes semigeostréficas. Hoskins observou que, a partir de uma mudancga entre as
variaveis dependentes e independentes no sistema anterior, ou seja, se ao invés de con-
siderarmos X = VP como fungao de x = (z,y,2) € Q, considerarmos x como fungao
de X, obtemos um conjunto de equagdes nas varidveis (X, t), as quais chamaremos de
variaveis duais, dado por

da+V.(Ua)=0 R3 x [0,7)
VP(.,t)#,CQ = a(.,t), Vt € [O,T)
U(X,t)=JX — VP*(X,t)]

P*(X,t) =sup(z.X — P(z,t)), V(X,t) e R3x[0,T)

e

a(X,0) = ap(X) q.t.p. em X € R3.

Estas equacgoes tém sido objeto de estudo de varios autores. Destacamos o trabalho
de J-D. Benamou e Y. Brenier [3], M. Cullen e H. Maroofi [12], H. Nussenzveig Lopes
e M. Lopes Filho [22], M. Cullen e W. Gangbo [14], G. Loeper [21], que estudaram
solugoes fracas para estas equacoes sob a formulacao dual acima citada. Note que na
formulacao dual aparece naturalmente uma equacao de Monge-Ampere, a qual, pelo
teorema de fatorizacao polar devido a Brenier [4], possui uma solugao fraca. O teorema
de fatorizacao polar expressa rearranjos de funcoes em termos de gradientes de funcoes
convexas, e é considerado um marco na Teoria do Transporte Otimo de Massa. Além da
aplicacao em Geofisica no contexto das equagoes semigeostréficas, a Teoria do Transporte

Otimo de massa também possui aplicagoes em problemas de irrigacao e transporte em

3



Fisica e Biologia, em Economia, ao considerarmos a questao da otimizacao urbana, no
quesito de obtencao de escalas de otimizacao de rede de suprimentos para o transporte

publico e otimizacao de trafego, entre outras.

Ainda com relacao a propriedades qualitativas das equacoes semigeostroficas, citamos
os resultados obtidos por G. Loeper em [21], o qual propds uma nova formulagao fraca
para a formulacao dual das equagoes semigeostréficas, que pudesse ser aplicada no espaco
das medidas de Radon. Loeper também mostrou a estabilidade fraca de solucoes das
equagoes semigeostréficas em variaveis duais, no espago das medidas de Radon. Nos refe-
rimos também aos resultado obtidos por M. Cullen e M. Feldman em [11], que mostram
a existéncia de solugoes Lagrangeanas para as equagoes semigeostroficas no espaco fisico,
com vorticidade inicial em LP, p > 1. Para a obtencao de tais resultados, os autores
se valeram da teoria recente desenvolvida por L. Ambrosio em [2], relativa a EDO’s e
equacgoes de transporte por campos vetoriais de varia¢do limitada (BV). Nao existem
até o momento resultados com relagao a unicidade de solugao fraca das equagoes semi-

geostroficas.

Este texto tem por objetivo apresentar uma introducao a Teoria do Transporte Otimo,
que serve de base para o desenvolvimento da teoria de existéncia de solugoes fracas para
as equacoes semigeostréficas; apresentamos também alguns resultados sobre EDO’s e
equagoes de transporte por campos vetoriais BV, e seu foco principal é o estudo das
equacoes semigeostroficas no espaco fisico, estendendo o resultado de existéncia devido a
Cullen e Feldman para o caso limite p = 1, e mostrando um resultado com relagao a esta-
bilidade fraca das solucoes Lagrangeanas das equagoes semigeostroficas. Foi estudado o
comportamento de sequéncias de solucoes Lagrangeanas cujas vorticidades potenciais res-

pectivas convergem fortemente em L'. Provamos que solugoes Lagrangeanas convergem

1

loes € através de um exemplo mostramos que nem sempre temos estabilidade fraca

em L

4



de solugoes no espaco das medidas de Radon.

Este texto estda organizado como segue: primeiramente, fixamos algumas notacgoes e
colocamos alguns resultados importantes que serao utilizados no decorrer do texto. O
Capitulo 1 apresenta uma introducao a Teoria do Transporte Otimo, incluindo o teorema
de fatorizacao polar de Brenier, e uma introdugao as equagoes semigeostroficas, apresen-
tando as formulagoes dual e Lagrangeana destas equacoes e alguns resultados relativos
a formulagao dual. O Capitulo 2 é dedicado ao estudo da formulagao Lagrangeana, a
motivacao para a introducao deste tipo de solucao, existéncia de solugoes Lagrangeanas
para estas equacoes com dados iniciais em L!, e a unicidade do fluxo Lagrangeano no
espaco fisico . Neste Capitulo ainda ha uma se¢ao na qual fazemos uma breve explanagao
dos resultados obtidos por Ambrosio com relagao a EDO’s sobre campos vetoriais BV,
e a aplicacao destes resultados no contexto Lagrangeano das equagoes SG. O Capitulo
3 versa sobre estabilidade fraca de solugoes Lagrangeanas das equacoes semigeostroficas,
incluindo uma breve explanagao sobre os resultados obtidos com relagao ao modelo agua
rasa destas equagoes. Também apresentamos neste capitulo um exemplo em que nao ha
estabilidade fraca de solugoes no espaco das medidas de Radon. Por fim, apresentamos

um apéndice contendo alguns resultado basicos sobre os espagos de Orlicz.

Notacoes e resultados auxiliares

Nesta secao estaremos fixando notagoes, terminologia e mencionando resultados que serao

utilizados no decorrer deste texto.

Se A é um subconjunto Lebesgue-mensuravel de R", sua medida de Lebesgue n-
dimensional serd denotada por |A|g-. Em algumas ocasides, por conveniéncia, a medida

de Lebesgue n-dimensional sera denotada por £". Denotamos por x4, a fungao carac-



teristica de A. Denotamos por M(R") o conjunto de todas as medidas de Radon sobre
R™, e seus subconjuntos BM(R") e P(R"™) sao, respectivamente, o conjunto das medi-
das limitadas sobre R™, e o conjunto das medidas de probabilidade sobre R"™. Dados
1 uma medida de Radon, e A um subconjunto mensuravel com relagao a esta medida,

denotaremos a medida de A com relagao a p por plA].

Sempre que T' é uma aplicacao de um espaco de medida X, munido de uma medida g,
para um espago de medida Y, denotamos por T a medida imagem (ou “push-forward”)
de p por T', para significar que: (Tyu)[A] := u[T"'(A)]; ACY, T7'(A) C X. Quando p
¢ a medida de Lebesgue, denotamos o push-forward da medida de Lebesgue em X pela

aplicagao 1" por Ty Lx.

Seja A um subconjunto aberto de R™. Denotamos por Cy(A) o conjunto das fungoes
continuas sobre A que se anulam no infinito, Cy(A) o conjunto das fungoes continuas
e limitadas, e C¥(A) o conjunto das funcdes continuas, k-diferencidveis e com suporte
compacto. Se E é um espago de Banach, denotamos por C([0,7"),w — E) o conjunto
de todas fungoes Lebesgue mensuraveis sobre [0,7"), com valores em F, tais que v,(-) :=
v(-,t) € E para todo t € [0,T), e para todo {t;}32,, t* € [0,T) satisfazendo ;}1_{20 ty, =t*
tem-se que vy, — vy fracamente (“weakly”) em E (o conjunto C([0,7"), w* — E) possui

uma defini¢ao andloga).

A seguir, temos alguns resultados basicos que serao utilizados no decorrer das de-
monstracoes. Alguns serao apenas enunciados, e indicamos uma referéncia bibliografica

para consulta posterior.

Alguns resultados de Analise Convexa
Defini¢ao 1 Seja, E um espago de Banach, e p : E — RU{oo}. Dizemos que ¢ € uma

6



fungdao conveza se, Vx,y € R", e todo A\, i, v € R tal que p(x) < p,p(y) < v,0 < A <1,

temos

oA+ (1=XNy) < Au+ (1 =M.

Observacao 1 A definicao anterior é equivalente a dizermos que  satisfaz

e\ + (1= Ny) < Ap(x) + (1= N)p(y),

para todo x,y € E et € (0,1).

Denotaremos o dominio de uma fungao convexa ¢ por D(y).

Uma fungao convexa ¢ é continua e localmente Lipschitziana sobre Int(D(p)) (veja
[26], pp.67-69, ou [18] p.236, Teorema 1). Além disso, se ¢ é convexa, pelo Teorema
de Rademacher (veja [18]) segue que ¢ é diferencidvel quase sempre, ¢ Vi é localmente

limitada.

Para todos os pontos z € D(y) tais que Vip(z) esteja definida, vale a relagao
Vz e R", ¢(2) 2 ¢(x) + (Ve(z), (2 — 2)). (7)

Esta relacao pode ser interpretada pelo fato geométrico do grafico de ¢ estar acima de seu
hiperplano tangente no ponto z. Além disso, se Vi esta definida nos pontos z, z € D(yp),
de (7) deduzimos que

(Veo(z) = Vop(z),2 —2) 2 0.

Toda fungao convexa ¢ é duas vezes diferencidvel, para quase todo ponto x € D(yp). Este
resultado é conhecido como Teorema de Aleksandrov, e pode ser encontrado, por exemplo,
em [18]. Este é resultado interessante visto que nos permite concluir, por exemplo, que

para toda funcao convexa ¢, Vi é continua para quase todo ponto.
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No contexto das fungoes convexas é possivel lidar com uma possivel nao diferencia-
bilidade. Para isto, é necessario a introducao de uma nocao “generalizada”do conceito

de diferencial, que definiremos a seguir.

Definicao 2 Um vetor z* € dito ser um subgradiente de uma funcdo convexa em um
ponto x se

o(z) > p(z) + (z*, 2 — ), V.

O conjunto de todos os subgradientes de ¢ em x é chamado a subdiferencial de p em x

e ¢ denotado por Jp(x).

Quando uma fungao convexa ¢ é diferencidvel no ponto x, entdo dp(z) contém um
tunico elemento z*, o qual coincide com Vp(z). A proposigao seguinte, na qual conside-

ramos F = R", demonstra este fato.

Proposicao 1 Seja ¢ uma funcao definida sobre R™, convexa, e seja x um ponto onde

@ € finita. Se ¢ € diferencidvel em x entdo V(x) € o inico subgradiente de ¢ em x.

Demonstracao: Veja [24].

Observagao 2 A reciproca da Proposi¢ao 1 € verdadeira. Para detalhes, veja [24], Teo-

rema 25.1

Agora, observe que, se a aplicacao ¢ é semicontinua inferiormente, entao a subdife-

rencial dyp é continua em R"™, no seguinte sentido:

se xp — x, Y € Op(xr) e dp() > yp — Y, entdoy € dp(x).

8



De fato, seja ¢ uma funcao convexa semicontinua inferiormente, e xy, ¥, seqiiéncias nas

condicoes descritas anteriormente. Entao, Vz € R”, quando k£ — oo, temos que

p(2) 2 @(zr) + (yry wx — 2) 2 (@) + (g2 = 2),
e portanto y € dp(z).

A seguir, definimos a transformada de Legendre de uma funcao ¢, a qual é denotada

por p*.

Defini¢ao 3 Para toda func¢io ¢ : E — R U {oc}, onde E é um espa¢o de Banach,

definimos a transformada de Legendre de ¢ por

©*(y) = sup Uz, ) pee —(2)}.

A transformada de Legendre ¢* satisfaz as seguintes propriedades:
(a) ¢* é convexa;
(b) ¢* é semi-continua inferiormente;

(c) Se ¢* estd definida sobre um subconjunto compacto 2 C R", tal que 2 C B(0, R),

entao ¢* é Lipschitz continua, e

l0*(2) — " (y)| < Rlz —yl. (8)

Observe que decorre da Definigao 3 que uma funcao ¢ e sua transformada de Legendre

" satisfazem, Vz,y € R", a seguinte desigualdade:
p(r) +¢"(y) 2 zy. (9)
A proposigao seguinte caracteriza os casos em que temos a igualdade em (9).

9



Proposigao 2 Seja ¢ convezra e semi-continua inferiormente em R™. Entdo, para x,y €

R™, temos que

.y = () +¢*(y) &y € dp(z). (10)

Demonstracao: Este resultado é uma conseqiiéncia direta da definicao de subdiferen-

cial e de (9). "

Temos a seguir um resultado importante que diz respeito a relagao entre funcgoes
convexas e suas transformadas de Legendre, e é conhecido Dualidade de Legendre para
fungoes convexas semicontinuas inferiormente. Omitiremos sua demonstragao por ser
técnica, e fugir aos objetivos principais deste texto. Para o leitor interessado nos detalhes

da demonstracao sugerimos Villani [27].

Proposicao 3 Seja ¢ : R — RU{oo}. Sdo equivalentes:
(i) ¢ € convexa e semi-continua inferiormente;
(11) o = * para alguma fungao ¥ adequada;
(iii) ™ = ¢.

Demonstracao: Veja C. Villani [27], pg. 56, Proposicao 2.5. m

O préximo resultado diz respeito a regularidade de Vi quando ¢ é uma funcao

convexa. Para cada r > 0, denotemos por B, a bola centrada na origem, e de raio r.

Lema 1 (/3]) Seja ¢ € C*(R?) uma fungdo convexa, Lipschitziana. Entdo, para todo

r > 0, existe uma constante ¢ = ¢(r) tal que

IVellwias,) < c(r)Lip(p)-

10



Demonstragao: Sabendo que ¢ é uma fungao convexa, e que ||Vl L1z, < c(r)Lip(p),
estimemos ||[D?*¢||11(p,). Note que D?p é uma matriz simétrica e néo negativa pela
convexidade de ¢. Além disso, esta matriz sé possui autovalores nao negativos. Lembre
que

Ap =tr(D*) => X >0. (11)
Utilizando a férmula de Green, e pelo fato de ¢ ser convexa, temos que
1A LB,y = |Ap(z)|de = Ap(z)dr = V(z). Wdv.
B B, OB,
Desta forma, chegamos a seguinte desigualdade:

1Al < /

0B

V()| 7]dv < Lip(e) / dv = Lip(p)e(r).  (12)

0B,
Note que, como os autovalores de ¢ sdo nao negativos, temos que max{|\;|} = max{\;}.
Além disso, max{|\;|} define uma norma em R??. Portanto, de (11), e do fato que em

R?? as normas sao equivalentes, obtemos que

ID*@ll 15,y < crllmax{Ai}|lis,) < a HZA’

i allAells,)- (13)

Logo, de (13) e do fato que || V| 1(s,) < c(r)Lip(y), concluimos que

IVellwie,) = IVelluis,) +I1D*ll s, < Lip(e)e(r).

Observacao 3 e [iste lema nos permite concluir que, se ¢ € convezxa e globalmente

Lipschitziana, entao Vi € BV

De fato, seja ¢, sequiéncia de fungoes convezas e globalmente Lipschtzianas, tal que

o, € C? e, — ¢ (Note esta seqiiencia existe, basta tomarmos p, = p*n,, onde n,

11



¢ um mollifier padrao). Pelo lema anterior, temos que ||V |lwi1s,) < c(r)Lip(y),

e portanto Vo, — F, w*BV, isto €, para toda funcao teste v € L tal que

/Vgonwe/Fw.
[ Vo =- [ [ovu= [ven,

temos que F' =V, o que mostra o desejado.

Vi € C°, temos que

Mas, como

Note que, para 1 < p < 00, a desigualdade de Calderon-Zygmund noz diz que

1D?*¢llr < |Vl 1o

Uma observagdo importante que decorre da demonstrag¢ao do Lema 1 (em particular
da desigualdade (13)) é que, para toda funcao convexa ¢ de classe C? e globalmente

Lipschitziana, vale a desigualdade de Calderon-Zygmund quando p = 1.

Ainda com relagao a fungdes convexas e suas transformadas de Legendre, temos o

seguinte resultado de dualidade, que na verdade é um principio “minimax”clédssico em

Analise Funcional. Sua demonstracao é uma consequéncia do Teorema de Hahn-Banach,

e serda omitida, mas pode ser encontrada por exemplo em H. Brezis [5].

Lema 2 (Dualidade de Fenchel-Rockafellar) Sejam E um espago vetorial normado, E*

seu espago dual topoldgico, e ©, Y funcgoes convexas sobre E com valores em R U {oo}.

Assuma que eziste zg € E tal que ©(z) < 00, T(2p) < 00 € © € continua em zy. Se O,

T* sao as transformadas de Legendre de © e T, respectivamente, entao

inf[©(z) + Y(z)] = max [-O*(—z") — T (=")]. (14)

z€E z*eE*

12



Resultados diversos

A seguir apresentamos alguns resultados técnicos que serao utilizados nas demons-

tragoes no decorrer do texto.

Lema 3 Sejam ¢ e ¢ fungoes continuas definidas em B(xg, R), a bola fechada de centro

xo € R™ e raio R. Suponha que ¢ possua um mdximo estrito em xq. Seja:

m = ¢(x9) — nax

m
Se 1 satisfaz a condi¢do: | ma‘x v — @] < 5 entdo ¢ tem um mdzximo em B(zo, R).
z—xo|<R

Demonstragao: Veja H. Lopes e M. Lopes [23], Lema 3.1. m

Observacao 4 Note que deste lema pode-se concluir que, se uma fung¢ao ¢ possui um
mazrimo absoluto em xy, entao toda funcao continua, suficientemente provima de ¢ na
norma da convergéncia uniforme, também possui mdrimo absoluto em uma vizinhanca

de xg.

O préximo resultado nos fornece uma versao generalizada do Teorema de Convergéncia

Dominada de Lebesgue para o contexto de seqiiéncias convergentes de medidas de Radon.

Lema 4 (Teorema da Convergéncia Dominada Generalizado) Seja (X, 9) um espaco de
medida, e {p,} uma sequéncia de medidas tal que pu(E) = lim p,(F), para todo E € .
Sejam {fn} e {gn} duas sequéncias de fung¢oes mensurdveis que convergem pontualmente

para [ e g, respectivamente. Suponha |f,| < g, € que

lim/gnd,un = /gd,u < 00.

13



Entao
lim / Fudiin = / Jdp.

Demonstragao: Veja H. L. Royden [25].
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Capitulo 1

Equacoes Semigeostroficas,
Transporte Otimo e Fatorizacao
Polar

As equagoes semigeostroficas sao um conjunto de equacgoes que vém sendo amplamente
utilizadas em meteorologia na modelagem de fluxos atmosféricos e oceanicos de larga
escala, isto ¢, fluxos que sao influenciados pelo movimento de rotagao da terra. O interesse
pelo estudo destas equagoes vem crescendo nos ultimos anos, uma vez que, apos algumas
mudancas de varidveis neste conjunto de equagoes, o sistema resultante tem solugao fraca,
obtida com o auxilio de um teorema de fatorizagao polar, devido a Brenier [4]. Este
teorema revitalizou o estudo do problema de transporte 6timo, originalmente proposto
por Monge, caracterizando estratégias 6timas de transferéncia em termos de gradientes

de fungoes convexas.

A seguir, damos uma breve explanacao desta teoria que fundamenta alguns resultados

citados e/ou obtidos no decorrer deste texto.
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1.1. Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

1.1 Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

O problema do transporte 6timo de massa foi originalmente proposto por Monge em
1781, e provinha da pergunta: Dada uma pilha de areia e um buraco, o qual deverd ser
completamente preenchido pela areia, qual a melhor forma de realizar este transporte,
com o menor custo possivel? (Observe que o buraco e o monte de areia devem ter o

mesmo volume).

Para entendermos este problema do ponto de vista matemédtico, vamos modelar a
pilha de areia e o buraco por medidas de probabilidade u, v, definidas respectivamente
sobre os espagos de medida X e Y. Interpretamos du(x) como a massa de areia em
x, e dv(y) a massa que serd colocada em y. A estratégia de transporte, que dird como
transportaremos uma quantidade de massa de X para Y sera dada por uma funcao
T:X — Y, eo custo de transportar uma unidade de massa de x para y serd denotado
por ¢(z,y).

Observe que a estratégia de transporte T' estd rearranjando a massa da pilha de areia
no buraco em questao. Este fenomeno é denotado por v = Typu, e dizemos que v é
o "push-forward”da medida p por T. Isto significa que u[T~1(A)] = v[A], para todo
subconjunto de Borel A C R", e quer dizer que, para toda fungao teste ¢ € Cy(Y), a

seguinte identidade é satisfeita:
[ o@ninta) = [ owinty) (111)
X Y
O custo total no problema de Monge é dado por

/X e, T(x))dp(x),

16



Capitulo 1. Equacoes Semigeostroficas, Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

onde T' é a aplicagao que define a estratégia de transporte escolhida. Seja
A={s: X —Y|séinjetiva e spu = v}.
Desta forma, o problema de Monge consiste em encontrar 7" € A tal que

1[7) = min I[s], (1.1.2)

onde

Ils] = /X o, 5(2))du(x).

Estratégias de transferéncia também podem modeladas por medidas de probabilidade
7, nao negativas, sobre o espaco produto X x Y. A principio é possivel que uma quan-
tidade de massa localizada em um ponto x possa ser dividida e redistribuida em outras

partes. Assumiremos que
m[A X Y] = pl4] m[X x B] =v[B], (1.1.3)

para todo subconjunto mensuravel A de X e B de Y, e escreveremos, projxm = i e
projym = v para significar (1.1.3). Usando dualidade de medidas, (1.1.3) quer dizer que,
para toda funcao teste ¢ € Co(X), 1 € Cy(Y), devemos ter
| etwlinte.g) = [ o@inte) = (.
XxY

X (1.1.4)
b(y)dn(z,y) = /Y B(y)du(y) = (b, ).

XxY

Dizemos que as medidas de probabilidade 7 que satisfazem (1.1.4) possuem marginais
1 e v. Elas serao denominadas estratégias de transferéncia admissiveis. Denotaremos o

conjunto de tais medidas por

A" ={r € P(X xY);(1.1.4) vale para (p, 1) € Co(X) x Co(Y)}, (1.1.5)

17



1.1. Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

onde P(X xY') denota o conjunto das medidas de probabilidade definidas sobre o espago

produto X x Y.

Kantorovich propos nos anos 40 o seguinte problema: encontrar um minimo para o
funcional
J[r] :/ clx,y)dn(z,y); me A" (1.1.6)
XxY
A aplicagao deste problema em questoes bésicas de economia ligadas as relagoes entre

producao industrial e consumo garantiu um prémio Nobel a Kantorovich.

O problema de Kantorovich é dito ser uma versao relaxada para o problema original
de Monge, e sua formulagao permite que a massa proveniente de um ponto x € x possa

ser dividida em varios pontos y € Y.

1.1.1 Problema de Monge x Problema de Kantorovich

Gostarfamos de saber se existe alguma relacao entre as solugoes dos problemas de Kan-

torovich e Monge.

Para isto, tome 7 uma solugao para o problema de Kantorovich, e suponha que exista

T:X — Y, injetiva e tal que

dr(x,y) = du(x) @ §(y = T(x)). (1.1.7)

Afirmagao: y = T'(z) é solu¢do do problema de Monge.

Para provarmos esta afirmacao devemos mostrar que T € A, e que T minimiza o

custo do transporte no problema de Monge. De fato:

1. T € A.

Mostraremos que T#u = v. Para isto, observe que se ¢p € Cy(Y) entdo, como

projyT™ = v, temos que

18



Capitulo 1. Equacoes Semigeostroficas, Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

L/)(w(y)dﬁ(x,y)zL¢(y)dV(y)

(1.1.8)

Por outro lado, utilizando o Teorema de Fubini, de (1.1.7) podemos concluir que

tLAw@ﬁmy - [ [ vty =)
j] = T(w))du(w)

X

para ¢ € Cy(Y).

Portanto, de (1.1.8) e (1.1.9) temos que

Awﬂmwmzﬁwww@

Como T é injetiva por hipétese, e T satisfaz (1.1.10), segue que T € A.

. [T] = min 1[7]

(1.1.9)

(1.1.10)

Seja T € A. Observemos que, se m é uma medida de probabilidade tal que

dr(z,y) = du(r) ® 6(y = T'(x)), entdo m € A* pois, para ¢ € Cy(

(1.1.4) ¢ satisfeita. De fato, temos que

Aéwwmu/z//w )dpu(2)d(y = T(x))
] )dpu(x)

Vo € Co(X), e também, Vi € Cy(Y

| [ eaartan -

~—

X)a ¢ € CO(Y)a



1.1. Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

uma vez que / y=T(x)) =1
Y

Assim, lembrando que 7 é solugao para o problema de Kantorovich, temos que
J[r| > J[7]. (1.1.11)
No entanto,observe que

Jr] = /X><Y c(z,y)dr(x,y) :/ c(z, T(x))dp(x) = I[T], (1.1.12)

X

e, da mesma forma, temos que

I[T] = J[7]. (1.1.13)

Logo, de (1.1.11), (1.1.12) e (1.1.13) concluimos que

I[T) = Jlx] < Jln] = I[T7,

ou seja I[T] = min I[T].
TeA

Portanto, como T € A e T minimiza o custo do transporte no problema de Monge

segue que T satisfazendo (1.1.7) é solucao do problema de Monge.

Uma pergunta basica que deve ser feita neste ponto é se, de fato, os problemas de
minimizacao de Monge e de Kantorovich possuem solugao. A resposta é positiva em
algumas situacoes, e depende da natureza dos espacos de medida X, Y, e da funcao
custo ¢ :=c(x,y), € X,y €Y.

Apresentamos a seguir uma idéia do procedimento utilizado no caso do custo quadratico

lz —yl?
2

clx,y) = ,reX, yeyY.

Considere o seguinte conjunto
A" ={(u,v), u € Co(X),v € Co(Y); u(z) +v(y) < clz,y)}-
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Capitulo 1. Equacoes Semigeostroficas, Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

Vamos introduzir uma formulacao dual para o nosso problema, a qual consiste em

resolver o seguinte problema de maximizacao:

max Klu,v 1.1.14
wmﬁ*[’L ( )

onde Klu,v] = / u(z)dp(x) + / v(y)dv(y). A relagao entre a formulagao relaxada de
be Y

Kantorovich (K) e a formulagao dual (D) é estabelecida através do seguinte resultado:

Teorema 1.1.1 (Dualidade de Kantorovich)

min J{r] = max Klu,v],
TEA* (u,v)eA**

w(e)du(z) + / v(y)du(y).

Y

onde K[u,v] = /

X

Demonstracao: A demonstragio apresentada ¢ baseada no texto de C. Villani [27].
Por conveniéncia, estaremos assumindo que X e Y sao compactos, e que ¢ é continua
sobre o espago produto X x Y. Denote £ = C(X xY), e E* = BM(X xY), o conjunto
das medidas de Radon limitadas sobre X x Y. Vamos provar este resultado aplicando
o Teorema de Dualidade de Fenchel-Rockafellar (Lema 2). Para isto, necessitamos de
aplicagoes 6,3 convexas sobre E, com valores em R U {00}, e também que exista um

ponto zg € E tal que 0(z) < 00,%(z9) < 0o e # é continua em 2.

Defina as aplicagoes 6,3 como segue:

6: E— RU{+o0}
wis b0 wzy) > —c(z,y), V(z,y) € X XV, (1.1.15)
400, caso contrario.

Y: E— RU{+o0}
s /X w(x)du(r) + / v(y)dv(y), quando w(z,y) = u(x)+ov(y); (1.1.16)

Y
400, caso contrario.
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1.1. Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

Observe que # e ¥ sdo convexas sobre E. Escolha zp = 0 € E. Temos que 6(0) =
0, X(0) =0, e 0 é continua em 0. Desta forma, pelo Teorema de Fenchel-Rockafellar, se

0*,>* sao as transformadas de Legendre de 6 e X, entao

inf (0(2) + X(2)) = max[—6(z") + X(z7)].

zeR z*eb*

Esta identidade, para as fungoes © e X definidas acima, implicara que

min J{r] = max Klu,v].
TEA* (u,v)eA**

De fato, primeiramente calculemos inﬁ; (0(z) + 3(z)). Note que
ze

inf ((2) + 2(2)) :inf{/xu(:v)du(xH/

zelE Y

o(g)duly); u(z) +v(y) > —c(z, y>} ,
(1.1.17)
com u(x) +v(y) € C(X xY).

Denote @ = —u, © = —v. De (1.1.17) temos que

inf (0(2) + 5(2)) =

= {— /X W(x)dp(x) — /Y 3(y)dv(y); @(z) + oy) € C(X x Y);a(z) + o(y) < C(x,y)}

=— sup Klu,v],
(u,v)eA**

ou seja,

inf (0(z) + X(2)) = — sup Klu,v]. (1.1.18)

2€E (u0)EA*

Agora, queremos calcular max [—0(2") 4+ X(2")]. Para isto, precisamos primeiramente
discutir as transformadas de Legendre de #,3. Obter tais transformadas nao é trivial,
pois 6,3 tém seus dominios sendo espacgos de Banach. Se X é um espaco de Banach, e
f é uma fungao f : X — RU{oo}, a transformada de Legendre de f, denotada por f* é

dada por:
[ (o) = sup {{u, a) x x« — f(u)} (1.1.19)

zeX
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Capitulo 1. Equacoes Semigeostroficas, Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

Agora, calculemos as transformadas de Legendre de 6 e ¥. A transformada de Le-

gendre 6* é dada por
0" (—m) = sup {(w, —m)p.pr — O(w)} .

wekR

De (1.1.15) temos que #(w) = oo, quando w(z,y) < —c(z,y). Logo,

0*(—m) —31612{ // (2, y)dn(z,y), w(z,y) > —C(x,y)}

= sup X/Y w(x,y)dn(x,y), ©(z,y) < c(z, y)}

Observemos que, se 7 é uma medida nao positiva e nao identicamente nula, entao

existe z € E tal que 2 <0 e / / zdm > 0. Assim, escolhendo w = Az (A > 0), quando

/X/Ywdn:A//deoo.

Por outro lado, se m é ndo negativa, entao 6*(— / / c(x,y)dn(z,y).

A — 0o temos que

Logo, temos que

0" () = /X/Yc(x,y)dﬂ(x,y), TE€BML(X xXY); (1.1.20)

00, caso contrario.

Agora, a transformada de Legendre de Y é dada por

s = s { [ wlovianten) s |

Se w(z,y) # u(z) + v(y), (r,y) € X xY, temos que X(w) = +oo , e portanto
¥*(m) = o0o. Quando w(z,y) = u(z) +v(y), (z,y) € X x Y, temos que

0 —sf [ [ Y“’ o) - 2w)

weER

—sup{ [ [ wtwpparte.n) - [ w@ante) - [ o |
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1.1. Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

Para calcularmos este supremo, sejam projxm = «, projym = (3. Assim, temos que

¥i(m) = sup {/}(U(ﬂf)[da(ﬂf)—du(fv)]—/v(y)[dﬁ(y)—dV(y)]}

() €A Y (1.1.21)

0, a=pepf=uv;
| oo, a#pouf#u.

Portanto, como

sup {—0"(—7) — X" (m)} = — inf {0"(—7)+ X% (7))},

reb* TeL”

de (1.1.20) e (1.1.21) deduzimos que

sup {—0"(—7) — 5 (m)} = — inf {/X/Yc(x,y)dw(a:,y) +o} =~ inf J, (1122)

TER* TEA*

e portanto, de (1.1.18) e (1.1.22) concluimos que

— sup Klu,v] = inf (0(z) + X(z)) = sup (—0"(—=2") — X*(z")) = — inf J[x],

U,’UEA** zelR e E* TEA*
isto é,

sup Klu,v] = inf J[x|.

u,vEA** TEA

Solucao do problema dual

A partir de agora estaremos considerando X =Y = ) C R”, limitado. Lembre-se que
queremos mostrar a existéncia de um minimizante para o problema de Monge. Para isto,
vamos utilizar a formulacao dual definida anteriormente. Mostraremos que, partindo
da formulacao dual podemos demonstrar a existéncia da aplicacao T' que minimiza o

funcional I em (1.1.2). Os detalhes sdo apresentados a seguir.

Primeiramente, considere a expressao (1.1.14), referente a formulagao dual do pro-

|z —y|?
9

blema. Observe que por hip6tese temos que u(z)+v(y) < c(x,y) = . Além disso,
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Capitulo 1. Equacoes Semigeostroficas, Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

temos que |z — y|? = |z|? — x -y + |y|?. Assim, deduzimos a seguinte desigualdade:

z|2 2
u(a) +o(y) < - — gy
2 2
e portanto, temos que,
2 2
ry < (% — u(m)) + (% - v(y)) . (1.1.23)

Defina K := / |z|*dp () —|—/ ly|?dv(y) e suponha que K < oo. Defina também
b

O(x)=— —u(z), z€ X, ¥(y) = = —v(y), y € Y. Note que, de (1.1.23) temos que

® e U satisfazem

Observe também que,

Jnax Klu,v] = meaj(/x (u(w) — g + @) dp(z) +/Y (v(y) - @ + @) dv(y)
- K —mip { [ oaute)+ [ w<y>du<y>} ,
(1.1.24)

onde K := / |z|*dp () +/ ly|Pdv(y) < +oo, e ® € Cp(X), ¥ € Cy(Y) sdo tais que
X Y
O(z) +U(y) > z-y.

Portanto, como pela dualidade de Kantorovich temos que sup Klu,v] = inf J[n],

u,vEA** TEA*
de (1.1.24) segue que

2
inf J[r| = min/ / 2~ 4l dm
TEA* meA* [y Jy 2

:Kﬂm{A¢@W@+/

X7 v

(1.1.25)
W@W@}

onde (®,¥) € A™ = {(P,V); P € Co(X),¥ € Co(Y); P(z) + ¥(y) >z -y}
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1.1. Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

Logo, para obtermos inj J[r], basta analisarmos
TEA*

(cp,é)nei%*{ /X O(x)dp(r) + /Y \I’(y)dV(y)}- (1.1.26)

O préximo resultado mostra a existéncia de um minimizante para este problema. Este
minimizante serd utilizado no resultado seguinte para mostrar a existéncia de solucao para

o problema de Monge.

Teorema 1.1.2 Seja

r. 9] = [ o@du(o) + [ vaviy)

Y

Entao:

1. Existem (®*,U*) solugao de L[®*, ¥*] = min L[®, V]
(P, ¥)cAx**

2. (®*,U*) sdo pares convezros conjugados.

Demonstracao:

No que segue, estaremos utilizando alguns fatos importantes de analise convexa a-

presentados no capitulo anterior. Demonstraremos este teorema em trés etapas:

1. Primeiramente, observe que min L[®*™, ®*] < min L[®, V.
PeCp(X) (P, W) Ax*>
De fato, seja (¢, V) € A™*. Logo, temos que

O(x) >z-y—V(y), V
= O(x) > myai {x- yy_ \Ij(yy)} = U*(z), (1.1.27)

e portanto a seguinte desigualdade ¢é satisfeita:
U*(z) + ¥(y) > x - y. (1.1.28)

26



Capitulo 1. Equacoes Semigeostroficas, Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

De maneira analoga obtemos que

U(y) = @*(x)

B(z) 1+ D(y) > 7 - . (1.1.29)
Observe que as seguintes desigualdades também ocorrem:
O(x) za-y—2(y), Yy
= ®(r) = max{e-y - @)} = 2" (2), (1.1.30)
e portanto, temos que
O*(x) + D (y) > x - . (1.1.31)
Assim, de (1.1.27) e (1.1.30) podemos concluir que
LIv™, %] = /X\IJ*(w)d,u(:c) —i—/Yq)*(y)dl/(y) < L[®, ¥]. (1.1.32)

Também, de (1.1.30), (1.1.31) temos que,

Lio™ 3] — / O (x)dp(x) + /Y " (y)dv(y) (1.1.33)

S/)X(<1>(x)du(x)+/y‘lf(y)d1/(y)ZL[@"PL

e desta tltima desigualdade podemos concluir que  min L[®™, ®*] < min L[, V],
PeCp(X) (P, T)eA***

como queriamos demonstrar.

. Existe min L[®, U]
((I’,\I])E.A***

Pele item anterior, podemos considerar uma sequéncia minimizante da forma {(¢}*, @) }.
Vamos mostrar que

L(g™, o inf  L(®, V).
(wn,sﬁn)ﬁ@,&w“ (@, ¥)

Para isto, vamos utilizar o Teorema de Arzela-Ascoli.
Observe que, se R > 0 é tal que Q C Bg(0), como X =Y = ) sdo compactos em
R™ e ¢f, o sao fungoes convexas, de (8) temos que

lor |Lipe) < R, Vn

|k | Lip) < R, (1.1.34)
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ou seja, esta familia de fungoes sao equicontinuas.

Afirmamos que, sem perda da generalidade, podemos assumir que

KN
2

o (x) = 5 (1.1.35)

wn(y) =
Com efeito, seja a € € tal que ¢}*(a) < co. Logo, existe y,, € 0p}*(a) tal que

e (2) > @i (a) + yu(z — a), Yz € Q.

o - |2
Seja I, = ;ggf2 {(pn (z) + o[ <00 e defina

Sny) = wn(y) + 1
o (x) = @yt () — L.

Assim,

: ~ sk T s *ok _ el B
inf 5" (2) + =~ = inf (son () = In +

- L - |z ?
e portanto @ " (z) > -
Observe também que
2 2
~ % y ~ k% y
e + 2 —sup ooy - gy +
T
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2
donde conclui-se que ¢ (y) > —%.

Agora, observe que
L(¢n, &7) =

oo« |
- f o (x) — Ldp(z) + Y@Z(y)ﬂndV(y) (1.1.36)
[t |

Assim, como (¢, ¢*) é uma sequéncia minimizante e, por definigdo, (@F, L) €
A de (1.1.36) podemos concluir que (&%, P5*) é também uma sequéncia mini-

mizante para L. Além disso, esta sequéncia satisfaz (1.1.35).
Isto prova a afirmagao.
Logo, para x,y € Bg(0), temos que

R . 22, 3R?
<) = swle -y - e} < swpfe -y + 2y < 20
) Y

R2 * *ok 3R2
—5 = oh(y) =sup{z -y — i (2)} < —,

e portanto ¢, ¢

ko
n

sao limitadas uniformemente em n, e equicontinuas (por (1.1.34)).

*k

Portanto, pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, existem subseqiiéncias ¢y ,

©y,.» € limites
», 1 tais que

ZZ:zk :zz (1.1.37)
N )

e tais convergéncias sao uniformes.
Agora, denote ¢ = ®*, b = U*. Note que (®*, U*) € A** e, além disso, temos que,
na verdade,

L[®* ¥*] = min L[p™, ¢"].
(@707 = min L™ ¢
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De fato, como ¢, — ¢ uniformemente, dado ¢ > 0, existe ng € N tal que, se
n 2 Ny,

len, — el < ﬁ; M = max{|X|,|Y]}. (1.1.38)
Da mesma forma, como ¢, — 1 uniformemente, dado & > 0, existe 79 € N tal

que, se ng > No temos

lon, =¥l < 537 (1.1.39)

M

Assim, de (1.1.37),(1.1.38) e (1.1.39) segue que

\ [ viate) - ¥ @dute)

e portanto, L[®*, U*] = min L[p™, ©*].
0€eCo(X)

Ll @) = +

/Y P (y) =V (y)dv(y)| <,

. (®*,¥*) é par convexo conjugado.

Com efeito, seja (®*, ¥*) € A*™* o par minimizante obtido no item anterior. Note
que, como no item (1), podemos concluir que ®* > U** e portanto L[®* U*] >

L™ U*]. Como (®*, ¥*) é par minimizante, segue que ®* = U**. Desta forma,

como
U (z) =sup{z-y — ¥ (y)} >z -y — ¥ (y),
yey
" (z) =sup{z-y - ()} > 2y — (),
yey
entao

0=U"(z) - 2"(z) = 2(y) — ¥ (y),

isto é, ®(y) < U*(y). Como a desigualdade ®(y) > U*(y) é sempre verdadeira,

entao ¢ = U*.
Pelo mesmo raciocinio obtemos que ¥ = ®*. Isto conclui a demonstracao.
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A seguir mostraremos que T(x) = D®*(z) é uma solugao do problema de Monge.

Teorema 1.1.3 (Brenier) Se T(x) = D®*(x), entdo T : X — Y, Typ=v, e

min /deu(x):/xwdu@)_

Typ=v

Demonstracao: Primeiramente, note que I'm(7) C Y, a menos de um conjunto de

medida nula. Com efeito, note que
V(y) = max{z -y — ¢*(2)} =7 -y — (7).

Se X é um ponto interior de X entdo, como ®* ¢ diferenciavel, tem-se D, (v-y—®*(z))|z =

0, ou seja,
y—DP*(T)=0= DP"(7) =y €Y.
Se x é um ponto de fronteira de X, que é um subconjunto de medida nula de X,

temos que T = D®* nao estd definida em x, o que mostra que Im(T) C Y a menos de

um conjunto de medida nula.

Para mostrar que T#,u =wv,seja h € Cy(Y) e 7 > 0. Defina as seguintes fungoes

Ve(y) ==V (y) + 7h(y)
or(r) = r;leag{w Yy —U-(y)}

Por defini¢ao, temos que, ¢, () + 1, (y) > x - y, e portanto

L[@*, "] < Llpr, ¢r).
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Denotando L[p,, ;] :=i(T), a aplicagdo 7 — i(7) tem um minimo em 7 = 0, donde

< L[Qpﬂ %] B L[(I)*’ \D*]

:%{A@émmm—é

= [ hwavty) + [ £

Y X T

0

Agora, note que,

o (z) = r;g;({:v Y —U-(y)}
= max{z -y — U, (y) — Th(y)}

yey
> m;ix{m Yy =V (y)} = 7lh] e
— 0" () = 7| .

Logo

(@) = lhll = < prl@) = max(e -y - V(o) - Th()}
< max{a -y = V. ()} = 7 bl
= 0" (a) + 7l

Agora, seja y, tal que
or(r) =2y — U (y,) — Th(y-).
Desta forma,

or(v) = 0" (2) = v - yr — VU (y,;) — ®* () —7h(y,) < h(y,).

(. /

Por outro lado, seja § tal que ®*(z) = z -7 — ¥*(7). Desta forma,

pr(r) = " (x) =pr(x) —a Y+ V' (7)
r-y =V (y) —7h(y) -z -y + ¥ (y)

—7h(7).
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De (1.1.42) e (1.1.43) segue que

< —h(y,). (1.1.44)

Como ®* é convexa e Lipschitziana, ®* é diferencidvel quase sempre, pelo Teorema
de Rademacher (ver [18]). Seja z tal que ®*(z) é diferenciavel. Desta forma, para g

definido anteriormente, temos
O (x) +V*(y) = x - 7,

e portanto y € 0®*(x). Mas como ®* é diferencidvel, em verdade temos D®*(z) = 7.

Mais ainda, o ponto de méximo de x - y — ¥*(y) como fungao de y é tnico.

Agora, notemos que z -y — U*(y) — 7h(y) converge uniformemente a z -y — U*(y)
quando 7 — 0. Logo, conforme a Observacao 4, do Lema 3, existe um sequéncia {y,} de

pontos de méximo de x -y — ¥*(y) — 7h(y) tal que y, — ¥, quando 7 — 0.

Desta forma, face ao anteriormente exposto temos, pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, (1.1.40) e (1.1.44),

0 < /Y h(y)du(y) — /X B(D®* (2))du(x),
isto é,

/X B(D®* (1)) dpu(x) < / h(y)du(y).

Y
Trocando h por —h, por um raciocinio andlogo ao desenvolvido para h, obtemos,
[ wwiv) < [ 1D @)dnte),
Y b's

e portanto

/X h(DP* (2))du(z) = / B(y)du(y).

Y
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Resta-nos mostrar que

min /deuw):/)(mdu(w),

Typ=v

Para isto, primeiramente note que T, T satisfazem:

[ =Ty, )= et + [ a2 [ o Tt}
/X\iﬂ—g(x) :%{/ledu /|T Qd;z()—Q/Xx T(z)dp(z )}

Ao subtrairmos ambos os membros das identidades acima, podemos concluir que, se

mostrarmos a seguinte desigualdade

[ & @) = Ta)into) =

obtemos o resultado desejado. Note que como Typ = v, temos

| v andute) = [ i) = [ v @),
Além disso, T satisfaz
O*(z) + U (T(x)) = = - T(z). (1.1.45)

Observe também que, quando y = T'(z), a seguinte desigualdade é satisfeita:

Q*(z) + ¥ (y) >z - y. (1.1.46)

Portanto, como Typ = v e Tyu = v, de (1.1.45) e (1.1.46) temos que

{0 (T(2)) — ¥*(T(2)) ydpu(x)
< Z {o-T(a) - () — a- T(x) + 9" (2) }dp(x)

_ /X © - (T(x) — T(x))du(z).
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Isto conclui a demonstracao. n

O interesse pelo problema do transporte 6timo cresceu a partir dos anos 90 com o
surgimento de um resultado a respeito da fatorizacao polar de campos vetoriais. Tal
resultado, conhecido como Teorema de Fatorizacao Polar (devido a Brenier), afirma que
qualquer aplicacao de valores vetoriais nao-degenerada pode ser rearranjada como o gra-
diente de uma funcao convexa. Este teorema foi motivado pelo estudo do seguinte prob-
lema de projecdo: “Se H é o espaco de Hilbert L*(2,R") e S e o conjunto de todas as
aplicagoes sobre €2 que preservam medida, encontrar s € S que minimize / l|lu(z)—s(x)|)?,
u € H.”Observe que a resposta desejada pode ser obtida através do estudo do problema

de Monge-Kantorovich. O Teorema de Fatorizacao Polar de Brenier é enunciado como

segue:

Teorema 1.1.4 (Teorema de Fatorizagao Polar, Brenier [4]) Sejam X e Y sub-
conguntos compactos, mensurdveis de R, e h : X — R™ campo L*(X). Sejam u™, u~, p
medidas de probabilidade sobre X,Y,R", respectivamente, tais que hyp™ = p. Assuma

que p—, p atribuem medida nula a conjuntos de medida de Lebesgue 0.

Entao ezistem unicos Vb, 1 conveza, 1Y — R", e35: X — Y tais que Sypu®™ = pu~

e h=V¢os. Mais ainda, 5 € a projecao de h sobre
S={s: X =Y, s€l? suu" =u},
isto €
[ 1hw) = st (@) = iy [ h(o) = st (@)
X se€S [x

Demonstragao: Procuramos s que resolva o seguinte problema de minimizagao:

min/X \h(z) — s(z)*du™ (z). (1.1.47)

seS
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1.1. Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

Se c(z,y) = |h(z) — y|?, recaimos na resolugao o problema de Monge, de minimizagao do

funcional
1) = | clo T(@)du (@),
b's
agora sujeito as condigoes hyu®™ = pu, T € S. Na verdade, a resolucdo deste problema

¢ analoga ao caso do custo quadratico descrito anteriormente, uma vez que os seguintes

fatos ocorrem:

1. Procedendo como na analise do problema de Monge associado ao custo quadratico,
com as modifica¢oes necessarias, a solucao do problema de minimizacao em questao

¢é obtida ao minimizarmos o seguinte funcional

Liov] = [ oth@)dn @+ [ vlnda (),

onde ¢, € Cy estao sujeitos a condicao ¢(h(z)) + ¥(y) > h(x) - y.

2. Por hipétese, h € L*(X), e portanto

| nayidut (/ di* ( ))élthLMoo- (1.1.43)

Assim, ao considerarmos a desigualdade

Lol = Lol < [ e ) =eh@)ldi @)+ [ It 0wl )

a qual é proveniente da demonstracao da existéncia de minimizante para o funcional
L em questao ( estamos seguindo exatamente os mesmos passos realizados no custo
quadrético), a desigualdade (1.1.48) permite que estimemos a primeira integral da

desigualdade acima.

3. Como hypu™ = p, se N é um conjunto de medida de Lebesgue nula, temos p™ (A~ (N))

uw(N) = 0. Portanto, se ¢* é tal que (¢*,9*) é o ponto de minimo de L, entao
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V¢*(h(r)) estd bem definida em X \ A~*(N), onde N, o conjunto onde V¢* nao

estd definida, é tal que |N| = 0.

Além disso, como no custo quadratico, podemos concluir que 5 = V¢*(h(z)).

. Por fim, como 5 = V¢*(h(x)) é solugdo do problema dual associado ao custo
c(z,y) = |h(z) — y|?, e valendo-se do fato que 7 é solucao do problema de Kan-

torovich associado a este mesmo custo, temos que

/X v {¢*(h(x)) + " (y) — h(zx) -y} dr(x,y) = 0.
Como

o-/ﬂw 2)) + 67(y) — h(z) -y} dF (z,y) =
/ {6 (h(x)) + 0" (3(x)) — h(z) - 5(2)} dp* (z),

concluimos que
o*(h(x)) +¢*(5(x)) = h(z) -5(x), wpt —qtp. (1.1.49)

Como p~ atribui medida nula a conjuntos de medida de Lebesgue nula, e 54u" =
w1, pelas propriedades de ¢*,9*, temos que a identidade (1.1.49) implica que
Vy*(5(z)) estd bem definida (pelos mesmo argumentos utilizados para mostrar

a boa definicao de V¢*(h(x))). Portanto, ¢* é diferencidvel quase sempre, e

Vo' (s(z)) = h(x), p—qtp,

ou seja, h = Viy* o3. Como (¢*, ¢*) é par convexo conjugado, ¢* = ¢.

Isto conclui a demonstracao.
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1.1. Transporte Otimo e Fatorizacao Polar

Observacao 1.1.5 Note que o problema de Monge associado ao custo quadrdtico pode
ser visto como um caso particular do Teorema de Fatoriza¢dao Polar se , para todo x,
substituirmos a funcdao h do Teorema de Fatorizacdo Polar pela aplicacdo identidade Id,
e se substituirmos as medidas de probabilidade p, u* do Teorema de Fatorizagao Polar
pela medida de probabilidade p definida sobre o espago de medida X, e a medida p~ pela
medida de probabilidade v definida sobre o espago de medida Y . (Lembre que no problema

de Monge queremos definir uma estratégia de transporte T : X —Y'.)

O Teorema de Fatorizacao Polar também tem sido uma ferramenta muito utilizada
no estudo de solugoes da equacao de Monge-Ampere. A equacao de Monge-Ampere
desempenha um papel importante no nosso estudo visto que, quando consideramos a
formulacao dual das equagoes semigeostréficas, temos uma equagao de transporte escalar
ativo, cujo campo transportante estda acoplado a quantidade transportada através de
uma equacao de Monge-Ampere. A seguir, faremos uma breve descricao do Problema de

Monge-Ampere, a relacao deste problema com o Teorema de Fatorizagao Polar.

Problema de Monge-Ampeére

Seja a € LY(R™) tal que o > 0, e /(1 + |ly||P)a(y)dy < co. Sejam p uma medida de
probabilidade absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue, e ¢ : R — R

uma funcao convexa satisfazendo

p(Ve(y)) det D*¢(y) = aly),Vy € supp(a), (1.1.50)

V¢ transporta o suporte de o para €2, (1.1.51)

onde (1.1.50) significa que, para toda fun¢ao h € C,(R"), temos
[ 1Towaty = [ bty (1.1.52)
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Observe que a equagao (1.1.50) é um caso particular da equagao geral de Monge-Ampere

det D*¢(y) = F(y, o(y)Vo(y)).

Definigao 1.1.6 As funcoes converas ¢ : R" — R que satisfazem (1.1.51) e (1.1.52)

sao chamadas solugoes generalizadas da equagao de Monge-Ampére (1.1.50).

O Teorema de Fatorizacao Polar nos fornece uma solugao generalizada ¢ da equacao de
Monge-Ampere no sentido da definicao anterior. De fato, suponha que p* seja uma me-
dida de probabilidade em R™ absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue,
e que h seja um campo satisfazendo as hipdoteses do Teorema de Fatorizagao Polar. Se «

¢ uma medida de probabilidade definida por

[ twdaty) = [ it @dta), f e Cum) (1.1.53)

isto é, hypu™ = «a, pelo Teorema de Fatorizagao Polar existe um tinico s = V¢, ¢ aplicacao

convexa, satisfazendo
f0)daty) = [ F(Vole)u (@) (1.154)
Rn Q
para cada f € C.(R").

Como ¢ é convexa, se ¢* é sua transformada de Legendre temos que, para quase todo
r € D(¢), Vop(Ve*)(x) = z, e portanto, D?*¢(V¢*(z)) - D*¢*(x) = Id, onde Id é a
aplicagao identidade. Desta forma, temos que det D?¢(V P*(z)) - det D?*¢*(x) = 1. Faga
a mudanga de coordenadas y = V¢(x) no segundo membro da igualdade (1.1.54). Logo,

temos que z = V¢*(y), e dz = det D?*¢*(y)dy, e portanto,
Lrwomea= [ (Ve m) it od. (115
Logo, de (1.1.54) e (1.1.55), segue que, Vf € C.(R™),

R R e Oy R O
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Isto mostra o desejado.

1.2 Equacoes semigeostroficas: Formulacao e Fato-
rizacao Polar

Suponha que um fluido se mova no interior de um conjunto  C R? um aberto e limi-
tado, e que satisfaca a um conjunto adequado de equacoes de Euler incompressiveis, com

aproximagoes de Boussinesq e hidrostética, definido em (1)-(4) por:

Dy (uq, ug) + fut = (—0ip, —0ap),

Dt,OZO
divu =0
Jsp+p=0

Dy =0, +u.V, V = (0y,04,,0),
onde u = (u1, us, u3) é a velocidade, ut = (—ug,u1,0). A fungdo p denota a pressio, e
p a densidade, fungoes de (z,t) € Q x [0,T), e f é dada pela forga de Coriolis, a qual

consideraremos constante.

Supomos ainda que o campo u dado acima satisfaz a relagao geostroéfica

(v1,v3) = (=0ap, Op),

, a qual define o vento geostrofico. Além disso, a componente ageostréfica da velocidade
deve ser transportada de forma passiva, ou seja, D;v* = 0. Assim, ao substituirmos
Dy(—05p, 01p) por Dy(uq,us) no conjunto de equagoes acima, e tomarmos f = 1, obtemos

o sistema semigeostrofico, descrito por

Dy(v],v3) + (O1p, Oap) = (ua, —u1)
(viﬂ Ug) = (—0ap, O1p)

Dtp =0
divi — 0 (1.2.56)
Op+p=0

-Dt = at + u.v, V= (ax178$27ax3)’
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onde u = (uy, ug, u3) é a velocidade (u = v? +v%), p é a pressao, e p a densidade, fungoes

de (z,t) € 2 x [0,T). Os dados inicias e de fronteira sao

u - v = 0sobre 02 x [0,7") (1.2.57)
p(z,0) = po(x) em €.

Observe que, sob esta formulacao (que serd referida como “a forma geral das equagoes
semigeostrdficas” ), ndo hé condic@o inicial sobre u, e também nao ha uma equagao de

evolucao em u, ou um outro tipo de equacgao nas outras variaveis do problema cuja forma

ja seja conhecida. Introduzindo a seguinte mudanga de variaveis
L, 2
P(I,t) = p(l’,t) + E(xl + 172)

podemos reescrever (1.2.56) como um sistema de equagoes para P, u = (uy, us, ug) depen-
dendo de (z,t) € Q x (0,T). Com efeito, observe que, em termo de suas coordenadas, o

sistema anterior é dado por

Dtvi} + 81p — Uy = 0

Dyw§ + dop+u; =0

Diyp=0 (1.2.58)
divu = 0

D.p= (Ugﬂ)?? _p>'

Assim, valendo-se do fato que
alp = 81P — T 82]) = 82P — XT9,

temos,
—Dt(agp) + 81P — X = 0

DOy P) + 8,P — w5 = 0, (1.2.59)

ou, em termos matriciais

0 -1 0 01P—3:1
Dt(alP, 82P, 83P> = 10 0 82]3 — T2
0 0 0 agp—xg
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Desta forma, obtemos,

DX = J(X —z)

divu = 0

X =VP (1.2.60)
u - v = 0 sobre 02 x [0,7")

P(z,0) = Py(z) em €,

Observacao 1.2.1 Uma solucao de (1.2.60) determina uma solu¢ao do sistema semi-
geostrdfico em sua forma geral. De fato, considere (P, ) solugdo de (1.2.60). Como X =
VP, ao considerarmos u =, e tomando p(z,t) = P(z,t) — 1(21 4 23), p(z,t) = —0sp,

temos

Di(0,P) = P = —z1 & Dy(=0sp) + Op = s
Di(O1P) + 02P = w5 < Dy(dp) + Oop = —u1.

Se (v}, v2) = (—sp, O1p), entdo, como Dy(D3P) = 0 implica Dip = 0, pode-se concluir

g9’7g

que (P, ) determina uma solugdo de (1.2.56).

Definicao 1.2.2 O sistema (1.2.60) é chamado de forma Lagrangeana das equagdes

semigeostradficas.

Sejam P, X = VP, e u satisfazendo (1.2.60). Defina

d
—F(2,t) = u(F(z,1),1)
F(z,0) =z,

que determina a trajetéria t — F(z,t) em € do marcador Lagrangeano com posigao
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inicial x. Defina Z = Z(z,t) = VP(F(x,t),t), a varidvel Lagrangeana. Entao,

Lty = J[Z(w.t) — Flat)]

dt
0 dF(z,t)
= _VP|(F,t) + Vw(vpl(m)) )
ot at (1.2.61)

— D(VP(F(x,1),1)) -
_ JVP(F(x,1),1) — F(z,1)]

onde J é a matriz mencionada anteriormente.

Defina J := J(x,t) = det[D,F](z,t). Note que J(z,0) = 1, pois

J(z,0) = det [D,F](z,0) = 1.

Além disso, J satisfaz a seguinte propriedade, a qual nao sera demonstrada, mas que

pode ser encontrada por exemplo em [7]:

%j(m, t) = [div u(F(z,t),t)] - J(z,1). (1.2.62)

Assim, como, por (1.2.60), temos que div u = 0, entdo podemos concluir que F(x,t)
satisfaz

det D, F(x,t) = 1. (1.2.63)

d - 3
De fato, temos que aJ(x,t) =0, e J(z,0) = 1. Claramente a solucao desta EDO é

J(z,t) =1, o que prova a afirmacao.

Estamos interessados apenas em solugoes tais que a pressao modificada P seja con-
vexa. Cullen e Purser em [15] mostraram que estas solugdes s@o estéveis relativas a

energia natural do sistema, que é dada por

E[X] = /Q (|$1 —)2(1(5i’?)|2 L |2 —);2(15”2 —:r3X3(x)) dr.

onde X (z) = (X1(z), Xa(x), X3(z)) é um campo vetorial que depende de z € Q. Além
disso, de (1.2.63) segue que estamos interessados em aplica¢oes F' que preservam medida

de Lebesgue.
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Observe que a formulagao Lagrangeana (1.2.60) das equagdes semigeostroéficas é mais
simples do que sua forma geral. No entanto, os primeiros resultados acerca de e-
xisténcia de solucoes para as equagoes semigeostroficas nao foram obtidos nesta forma
Lagrangeana, mas sim em sua forma “dual”, obtida através de uma mudanga entre

variaveis dependentes e independentes.

Nosso objetivo, a partir de agora, é obter a formulacao das equagoes semigeostroficas

em variaveis duais, mais conhecida como formulagao dual das equacoes SG.

Sejam P uma funcao convexa, suave, e F' uma aplicacao que preserva medida, tais

que, se Z = VP(F(z,t),t), entdao para toda f € C.(R3), vale a seguinte identidade:

/Qf(Z(x,t))dx:/Qf(VP(x,t))dx, Vf € CL(RY). (1.2.64)

Seja a = VP(-,t)4Lq, isto é,

/Q AV )iz = [ F)daly.0). Vf € C.(RY), (1.2.65)

Suponha que « seja absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue. Assim,
a mudanca de variaveis y = VP(z,t) no lado esquerdo de (1.2.65) resulta na seguinte

identidade

[ TWatds = [ ) de D (5. 0)dy, VF € C.(RY), (1.2.66)

pois VP o VP* = 1Id, e P*(y,t) =sup{z -y — P(z,t)} é a transformada de Legendre de
e

P. Assim, no sentido fraco, podemos concluir que

a(y,t) = det(D*P*(y,t)). (1.2.67)

Este objeto serd chamado de vorticidade potencial pois, como veremos a seguir, «
satisfaz uma equacgao de transporte por um campo de divergente nulo, analogo a equagao

de Euler para vorticidade em 2D.
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A idéia, a partir de agora, é obter uma equacao de evolugao para «(y,t). Seja & €
C(R? x [0,7)) uma funcao teste. Tomando a expressao dada por (1.2.61), compondo
com V¢ € C®(R3 x [0,T)) (por razoes técnicas que veremos abaixo), e integrando sobre

x [0,T), obtemos

/R/ Z(w,t) - VE(Z(w,1), dtdm—/ﬂ@/ F(x,t)] - VE(Z(x,1), t)dtdz.

(1.2.68)

Observe que

/R/ Z(2,1). dtdx_/Rd/ {atg (2,0), 1) + VE(Z(x, 1), )C;—f}dtdx,

e portanto, calculando a integral em ¢ do lado esquerdo da identidade acima, temos que

/R/O %Z(m,t)vg(Z(:p,t))dtdx:— 5 625(2(93,zf),lt)dtdrc—/}RS/0 §(Z(x,0),0)dx.
(1.2.69)

Portanto, de (1.2.68) e (1.2.69), concluimos que,

/Rd/ 0&(Z (1), dtd:r:+/Rs/ J[Z(z,t) — F(x,t)]VE(Z(2,t), t)dtdz
5( (x,0),0)dz = 0.

Fazendo a mudanca de variaveis y = Z(z,t), lembrando que Z = VPo F, e utilizando

(1.2.64), (1.2.65), obtemos que,

T
/RS/ {0:&(y, 1) + Uy, 1) - V&(y, 1) }a(y, t)dtdy + /RS&(y,O)Oé(y,O)dy =0, (1.2.70)
0
para toda fungao teste & € C®(R3 x [0,7T)), onde, aqui, o campo U ¢é definido por
Definigao 1.2.3 A identidade (1.2.70) é uma formulagdo fraca para a equagao de trans-
porte Oy + V - (Ua) = 0.
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Desta forma, chegamos a uma equagao de transporte escalar ativo, cujo campo trans-
portante estd acoplado a quantidade transportada através de uma equagao de Monge-

Ampere, ou seja,

da+V.(Ua)=0 R3 x [0,T)

VP(.,t)uLo = al.,t), vVt € [0,7)

U(X,t) = J[X - VP (X,1)] f (1.2.71)
P*(X,t) =sup(z.X — P(z,t)), V(X,t) e R3x[0,T)

a(X,0) = oi)e(X) q.t.p. em X € R3.

Defini¢ao 1.2.4 O problema (1.2.71) é conhecido como a forma dual das equagoes semi-

geostroficas.

Conforme mencionado anteriormente, os primeiros resultados de existéncia de solu¢oes
para as equagoes semigeostroficas foram obtidos no contexto dual. Os primeiros passos

nesta diregdo foram dados por Benamou e Brenier [3].

Definigao 1.2.5 Sejam Q C R® um aberto limitado, e ay € LP(R?), p > 1, com suporte
compacto. Se a, P estiverem definidos sobre R3x [0, T), dizemos que (o, P) é uma solugdo

fraca para o problema (1.2.71) se,

(1) para todo t, ., t) possui suporte compacto contido em uma bola aberta B(0,5),
(ii) P(.,t) € convexa, para todo t,
(iii) a formulagao fraca (1.2.70) é satisfeita, V¢ € C°(R? x [0,T)),

(iv) (o, P) satisfazem (1.2.65), que é a formulagao fraca da equagdao de Monge- Ampére.

Benamou e Brenier construiram uma sequéncia convergente de solugoes aproximadas

para as equagoes semigeostroficas na forma dual verificando a formulagao fraca (1.2.70),
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através de uma discretizacao no tempo da equacao de Monge-Ampere. Este resultado
de existéncia foi obtido considerando dados iniciais em LP(R?®),p > 3. Alguns anos mais
tarde, Nussenzveig Lopes e Lopes Filho [22], valendo-se das estruturas dos espagos de
Orlicz, adaptaram para os espagos L!'(R3) a demonstragao ji conhecida, e através de

argumentos de propagacao de compacidade provaram a existéncia de solugoes neste caso.

No que segue, estaremos utilizando alguns espacos de Orlicz. Remetemos o leitor ao

Apéndice para obter definigoes relevantes e resultados utilizados.

No teorema a seguir, cuja demonstracao serda omitida, A denota uma N-funcao A-
regular tal que VPy,Lqo € La(R?), onde L4(R?) é o espago de Orlicz associado a A,
e E4(R?) denota o espaco dual de L(R3). Este teorema sintetiza os resultados de

existéncia obtidos em [3] e [22].

Teorema 1.2.6 (Benamou e Brenier, 1998; Nussenzveig Lopes e Lopes Filho, 2002)
Seja Q@ C R® um aberto limitado, tal que Q C B onde B é uma bola aberta B(0,S). Seja

Py(x) uma funcao convexa e limitada em B, satisfazendo
ap = DPyy Lo € LY(R?)
para algum q > 1.Entdo para qualquer T > 0 existem fungoes a(X,t), P(X,t) sobre
R3 x [0,T) tais que
(i) a, P satisfazem
a e L=([0,T), LYR*) N C([0,T), w" — La(B(0, Ry))

P e L=([0,T), W-(Q)) N C([0, T), W (Q)),

onde r € um nimero real pertencente ao intervalo [1,00), A € uma N- funcao, e

L, € o espago de Orlicz associado a A.
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(ii) seja Ry = S(1+1T). Entdo

supp(a(.,t)) € B(0, Ry); Vt € [0,T), (1.2.72)
(111) P(.,t) é convexa em €);
(iv) P* satisfaz

P*(.,t) € conveza em R Vt € 0,T),
P* e LY (R? x [0,T)),

loc

VP* e L*([0,T), Ea-(B(0, Ry)) N C([0,T), L"(B(0, R)))

para todo R > 0, e todo r € [1,00), onde Ea«(B(0, Ry)) € o dual de La(B(0, Ry)).

Mais ainda,

IV P ()| ey < S VE€[0,T), (1.2.73)

(v) (a0, P, P*) satisfazem (1.2.71), onde a equacdo de evolugdo e o dado inicial para o
sdo entendidos no sentido fraco, a saber: para qualquer ¢ € CH(R3 x [0,T))
/ [0ip(X, 1) + U(X,t).Vo(X,t)]a( X, t)dXdt
R3x[0,T) (1.2.74)
—I—/ ap(X)e(X,0)dX = 0.
R3
Observacao 1.2.7 O Teorema 1.2.6, em particular, nos garante a existéncia de uma
sequéncia{a"} de solucoes fracas associada ao problema dual, e de seqiiéncias {P"},{(P")"}
associadas a {a"} tais que, para cada t € [0,T), se o par (a, P) € solugdo fraca de

(1.2.71), entdo as sequintes convergéncias ocorrem:

am(,t) = a(.,t) w* — L4(B(0, Ry))

Pr(.,t) — P(.,1) Whr(§2)

P — P, Wwh(Q) (1.2.75)
(P (. t) — P*(., 1) Wi (R?)

(VPY)* (., t) — VP*(,1) (Ea)1e(R?)
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Observe que, de acordo com a Defini¢ao 1.2.5, se o € C([0,T),w — L*(R?)) é uma

solugao fraca para a formulagao dual das equacoes semigeostroficas, entao « satisfaz a

seguinte identidade, VT > 0, Vi € C>*(R? x [0, 7)),

/ {0i0(X, 1) + [X — VP (X, 1)]".Vo(X, 1)} a(X, t)dXdt
R3x[0,T)

+ / ap(X)9(X, 0)dX = 0.

No entanto, se buscamos solugoes « definidas no espaco medidas de Radon, a defini¢ao
de solucao fraca dada acima precisa ser reformulada, a fim de que o produto VP* - «
faca sentido em R3?, visto que o mesmo nao esté definido quando o é uma medida. Na
verdade, se a é uma medida, o produto VP* - a 86 estd bem definido quando VP* é
continuo. Mas, como aqui a = det D?P*, nem sempre podemos garantir que VP* é
continua. Por exemplo, se para todo t, ay(x) = do(z), onde dp(x) é a medida de Dirac,
podemos verificar (isto estd detalhado na Segao 3.4 do Capitulo 3) que, para cada t, a
func¢ao convexa associada a « é dada por Pi(z) = |z|, e portanto VP;(z) = % € L>(Q),
que nao é continua em z = 0.

Gregoire Loeper, em [21], obteve uma nova formulagao fraca para as equagoes semi-
geostrdficas no contexto das medidas de probabilidade. Observe que, como o = V Py Lq
¢ uma medida de probabilidade com suporte compacto, e absolutamente continua com
respeito a medida de Lebesgue, temos que

[IwP) Ve [ ot vo(op),

Q
e a segunda integral esta bem definida neste caso.

Estas observagoes foram a motivacao para a introdugao uma nova formulacao fraca

para as equacgoes semigeostroficas no contexto das medidas de probabilidade.

49



1.2. Equagoes semigeostréficas: Formulacao e Fatorizagao Polar

Definigao 1.2.8 Para todo t € [0,T], seja a(t) uma medida de probabilidade de R3.

Esta medida € dita ser uma solucdo fraca para as equacoes semigeostroficas se

1. a medida de probabilidade «, dependente do tempo, pertence a C([0,T],w* — P);

2. existe t — R(t) ndo crescente tal que para todo t € [0,T), «f.,t) tem suporte em

B0, R(t));
3. para todo T > 0 e todo ¢ € C*(R? x [0,T]), temos

/ 0rp(X, t)do(z, dt) + / Vo(VP(x,t),t) - x-dadt
R3x[0,7]

Qx[0,7]
— Vo(X,t) - X*da(z,dt) (1.2.76)
R3x[0,7]
— [ 6(X,0)da(X,T) — / 6(X, 0)da(X, 0).
R3 R3

Observacao 1.2.9 Se a ¢ absolutamente continua com relacao a medida de Lebesque,

a definicao anterior € consistente com a definicao jd conhecida de solucao fraca.

G. Loeper mostrou em [21] a existéncia de solugao fraca global para as equagoes
semigeostroficas com dado inicial no espaco de medidas de probabilidade. O préximo

teorema descreve os resultados obtidos por Loeper.

Teorema 1.2.10 (Loeper, 2006)

1. Seja o® uma medida de probabilidade com suporte compacto. Existe uma solucdo

fraca global para o sistema semigeostrofico.

2. Seja {a,} uma sequéncia de solugoes fracas sobre [0,T]| para as equagoes semi-

geostrdficas, no espaco das medidas de probabilidade. Seja {a®} uma sequéncia de
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dados iniciais associada a {a,,}, com suporte compacto contido em Br(R > 0 inde-
pendente de n). Entao a sequéncia {a,} é precompacta em C([0,T], P —w*), e toda

subseqiiéncia convergente converge para uma solucao das equacoes semigeostraficas.

Demonstracao: Veja [21]. n

Observagao 1.2.11 Loeper denominou a propriedade (ii) do Teorema 1.2.10 de esta-
bilidade fraca.

Este resultado encerra a discussao acerca das equagoes semigeostroficas na forma dual.

Quando trabalhamos com modelos que expressam fenomenos fisicos, é natural ques-
tionarmos sobre propriedades destes modelos em experimentos praticos. Através das
solugoes obtidas no espago dual nao se consegue, a priori, saber o que ocorre no espago

fisico. Assim, propoe-se a busca por solu¢oes no espaco fisico.

Uma resposta razodvel nesta diregao foi obtida por Cullen e Feldman [11], através da
definicao de solugoes Lagrangeanas no espaco fisico. Para mostrarem a existéncia destas
solugoes Lagrangeanas, eles utilizaram alguns resultados recentes obtidos por Ambrosio
[2] sobre equagoes de transporte e EDO’s definidas em campos vetoriais de variagdo

limitada. Isto sera detalhado no proximo capitulo.
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Capitulo 2

Formulacao Lagrangeana

Neste capitulo apresentamos o conceito de solugao Lagrangeana proposto por Cullen
e Feldman, bem como a motivacao para a introducao deste novo conceito. Também
introduzimos alguns fatos sobre a teoria de EDO’s e equagoes de transporte sobre campos
vetoriais BV, e demonstramos um resultado sobre a existéncia de solugoes Lagrangeanas
em L'. Este resultado segue a idéia do resultado obtido por Cullen e Feldman em [11]

para o caso p > 1.

2.1 Motivacao

No que segue, estamos considerando 0 C R? aberto, limitado e convexo. Seja
X +u- VX =JX -2 (2.1.1)

a forma Euleriana de (1.2.60). Como div u = 0, e div(u - X) = (div u)X +u - VX,

podemos reescrever (2.1.1) como
X +div(u-X)=J(X —x). (2.1.2)

Logo, uma definicao para as solugoes Eulerianas para as equacoes semigeostroficas pode

ser dada como segue:
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Definigao 2.1.1 Sejam Q C R3 aberto, limitado e convexo, u : Q x [0,T) — R3 ¢
P:Qx[0,T) — R satisfazendouw € L'(Q2x[0,T)), VP € L>*(2x[0,T7))NC([0,T), L*(Q)).

O par (u, P) € uma solugao Euleriana fraca de (2.1.1) se

/QX[O - {VP(x,t) - [Opp(x,t) + (u(x,t) - V)p(x,t)]

(2.1.3)
+J[VP(z,t) — x| - p(x,t)} dedt + / VPy(z)- p(z,0)de =0
Q
para toda p € CHQ x [0,T)), e
/ u(z,t) - Vip(z, t)dtde = 0 (2.1.4)
Qx1[0,7)

para toda ¢ € CHQ x [0,T)).

Observacao 2.1.2 Nesta discussao estamos supondo ainda que a aplicagao P dada na
definicao anterior satisfaz P(t,.) conveza em € para todo t € [0,00), o que nao invalida

0s argumentos aqui apresentados.

Agora, observe que, se I(z) = x, x € Q, entdo Dy I(x) = Ol (z)xr +u-VI(z) = u.
Seja P uma funcao convexa e suave, e P* sua transformada de Legendre. Logo, se
para cada t, X = VP(z,t), entdo, pelas propriedades de P e sua transformada de
Legendre, temos que x = VP*(X,t). Portanto, se tomarmos P uma aplicacdo convexa
e suave, e P* u tais que D;X = J[X — z], como X = VP(z,t), x = VP*(X,t), entdo
—X(z,t) = D,X = J[X — z|. Assim, formalmente, podemos escrever o campo u em

dt

coordenadas fisicas como
u(z,t) = Di(x)
= Dy(VP*(VP(x,t))
= 9,VP*(VP(z,t)) + D*P*(VP(x,t),t) - %(VP(@*, t)) (2.1.5)
= O,V P*(VP(z,t)) + D*P*(VP(x,t),t)[J(VP(z,t) — x)).
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Note que, para encontrarmos uma solu¢ao Euleriana de (2.1.1), podemos obter a
fungao P resolvendo o problema (1.2.71) nas varidveis duais. No entanto, face a regu-
laridade de P como solucao do problema dual, temos que P é localmente Lipschitziana,
e P* € L2 (R® x [0,T)). Além disso, se para cada t, definimos (P}). = 7. * P}, onde
Ne := N:(x, t) um mollifier padrao, é facil verificar que (P;). é uma fungao convexa e lim-
itada (e portanto Lipschitziana, pelo teorema de Rademacher). Logo, pela Observacao 3

(do Lema 1) segue que (VFP;). € BV (R?), e portanto
(D?P}). — D*P  em BM(R?). (2.1.6)

Desta forma, D?P;} é uma medida, e como VP, € L>*(Q), temos que D*P*(VP(z,t),t)
¢ uma expressao dificil de definir e, portanto, o produto dos termos da forma u;0; P que
aparecem em (2.1.3) ndo estdao bem definidos. Assim, podemos concluir que com tal

regularidade nao é possivel tornar este calculos rigorosos.

Tais dificuldades foram a motivagao para a introdugao do conceito de solucao La-

grangeana, a saber:

Definigao 2.1.3 (Solugoes Lagrangeanas) Sejam © C R3 um aberto limitado, con-
vezo, e T > 0. Seja Py(x) € WH°(Q) conveza. Sejar € [1,00). Seja P: Q2 x[0,T) — R

satisfazendo

P(.,t) € L®([0,T); W= () n C([0, T), W' () (2.1.7)

P(.,t) € convexa em Q;¥t € [0,T). (2.1.8)
Seja F : Q x [0,T) — Q uma aplicagao de Borel, satisfazendo
FeC(0,T7),L"(2)). (2.1.9)

Entao o par (P, F) é chamado uma solugao Lagrangeana de (1.2.60) em 2 x [0,T) se
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(1) F(x,0) =z, P(x,0) = Py(x) para quase todo x € ,

(i1) para todo t > 0 a aplicagio Fy, = F(.,t) : Q@ — Q € uma aplicagao que preserva

medida de Lebesque (FyyuLo = Lg),

(iii) Eziste uma aplicagio de Borel F* : Q x [0,T) — Q tal que para todo t € (0,T) a
aplicagdo Fy = F*(.,t) = Q — Q preserva medida de Lebesgue (Fy ,Lo = Lq), e

satisfaz Fy o F'(x) = x e F{ o Fy(z) = x para quase todo x € (Q,

(iv) A aplicagao
Z(x,t) = VP(Fy(x),t) (2.1.10)
¢ uma solucao fraca de

0 Z(x,t) = J[Z(x,t) — F(z,t)], em Qx][0,T)

Z(x,0) = VFPy(x), sobre  Q, (2.1.11)
no sequinte sentido: para todo ¢ € CH(Q x [0,T)),
/ (Z (2, 4). 000, 8) + J(Z(2, ) — F,1)).p(, ) duvdt
Qx[0,T) (2.1.12)

+/QVP0(x).g0(x,0)da: = 0.

Temos o seguinte resultado com relacao a existéncia de solugoes Lagrangeanas no

espaco fisico:

Teorema 2.1.4 Seja Q@ C R® um aberto limitado e convexo, e Q C B, onde B € uma
bola aberta B(0,S). Seja Py(x) uma fungdo convexa e limitada em B. Assuma que Py
satisfaz

VPyuLo € LI(R?) (2.1.13)

para algum q > 1. Entdo para todo T > 0 existe uma solu¢ao Lagrangeana (P, F) de

(1.2.60) em Q x [0,T), onde (2.1.7),(2.1.9) sdo satisfeitas para todo r € [1,00). Mais
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ainda, a func¢io Z(x,t) definida por (2.1.10) satisfaz Z(x,.) € W>°([0,T)) para quase
todo x € ), e (2.1.11) e sua forma fraca (2.1.12) sao satisfeitas, no sequinte sentido

OZ(x,t) = J(Z(x,t) — F(z,t), para(z,t) € Qx (0,T), L* - q.s.

Z(x,0) = VPy(z), parax € Q, L3 — q.s. (2.1.14)

Conforme serd demonstrado a seguir, o par (P, F) correspondente a solucao La-
grangeana € obtido da seguinte forma: a funcao P é proveniente da solucao do problema

dual. Mostraremos que a aplicagao F' dada por:
F(z,t) = VP o ®, 0 VFy(x), (2.1.15)

onde, para cada t, VP := VP*(.,t) é obtido da solugao da formulagao dual, VP, :=
VP(.,0) provém das hipéteses do Teorema, e &, := ®(.,t) é o fluxo Lagrangeano no
espago dual com relagao ao campo vetorial U(X,t) = J[X — VP*(X,t)], define um
fluxo Lagrangeano no espaco fisico que satisfaz as hipéteses do Teorema 2.1.4. O fluxo
Lagrangeano ®, definido no espaco dual, é obtido a partir dos resultado de L. Ambrosio
[2]. Os detalhes sobre a obtengao deste fluxo e uma breve explanagao da teoria que

fundamenta a existéncia do mesmo serao apresentados a seguir.

2.2 Fluxo Lagrangeano no espaco dual

Sejam  C R? um aberto, limitado e convexo, tal que Q C B, onde B é uma bola aberta
B(0,S), e Py uma funcdo convexa e limitada em B satisfazendo as hipdteses do Teorema
2.1.4. Logo, Py é tal que ag := VPy,Lq € L*(R?), e portanto, as hipéteses do Teorema
2.1.4 implicam que as hipoteses do Teorema 1.2.6 sao satisfeitas. Portanto, podemos
obter a fungao P, parte da solugao Lagrangeana (P, F') das equagoes SG no espago fisico,
a partir da solucao das equagoes SG no espago dual. Nosso intuito é mostrar que (2.1.15)

é um fluxo Lagrangeano no espaco fisico tal que o par (P, F') é solucao Lagrangeana de
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(1.2.60) em Q x [0,7"). Para isto, precisamos obter o fluxo Lagrangeano ® no espago

dual. Os detalhes sao apresentado a seguir.

Seja U o campo vetorial U (X, t) = J[ X —VP*(X,t)] no espaco dual dado em (1.2.71).
Como, para cada t € [0,T), P} é convexa, pelo Lema 1 temos que VP € BV (R?).
Além disso, pelo Teorema 1.2.6 temos que L2 (R? x [0,7)). Logo, o campo U(X,t) =

loc

J[X — VP*(X,t)] é tal que

U e L>([0,T), BV(R*)) N L (R x [0,7)). (2.2.16)

loc

Note que, com tal regularidade, nao é possivel aplicar a teoria classica de EDQO’s,
nem a teoria desenvolvida por Di-Perna Lions (para detalhes, veja [16]) para o campo
U, a fim de obtermos um fluxo Lagrangeano definido por este campo. Utilizaremos
os recentes resultados obtidos por Luigi Ambrosio em [2] para obter um unico fluxo
Lagrangeano no espaco dual, relativo ao campo vetorial U acima definido. Ambrosio
estudou propriedades quantitativas e qualitativas de equacgoes diferenciais em campos
vetoriais de variacao limitada. Faremos uma breve descricao desta teoria e dos principais

resultados a seguir.

2.2.1 Equacoes diferenciais por campos vetoriais BV

Em 2004, Ambrosio demonstrou resultados importantes no contexto de equagcoes dife-
renciais, com relacao a existéncia de solugoes envolvendo campos vetoriais com pouca
regularidade. Tais resultados estendem a teoria desenvolvida por DiPerna-Lions [16], a

qual considerava campos vetoriais pertencentes a espacgos de Sobolev.

Considere a equacao do transporte

%—?(w,t) +b(z,t) - Vw(x,t) = e(z, t)w(x, t); (z,t) € R" x (0,7, (2.2.17)
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onde b(.,t) € BV,.(R™) para quase todo t € (0,7, e a aplicagdo e : R" x (0,7") — R sao

tais que
T
/ lle(., t)||Loe(r) + |divb (., t)||Le(By) + [16( )| BV (Bp)dt < +00; VR > 0.  (2.2.18)
0

Em [2] Ambrosio mostrou que qualquer solugao distribucional de (2.2.17) é uma
solugao renormalizada (para detalhes sobre este conceito de solugao, recomendamos ao
leitor que veja [16] ou [2]). Além disso, Ambrosio utiliza o resultado de existéncia de
solugao obtido para a equagao do transporte (2.2.17) para analisar sob quais condigoes
ha existéncia e unicidade de solugoes para a EDO w = b(1,t), e também demonstrar a
existéncia e unicidade de fluxos Lagrangeanos para campos vetoriais de variacao limitada

com relagao a variavel espacial, quando o campo b é também globalmente limitado.

A construcao e os detalhes desta teoria fogem ao escopo e ao objetivo principal deste

texto. Apresentaremos somente algumas defini¢oes e resultados que serao aqui utilizados.

Definigao 2.2.1 Seja A C R"™ um conjunto Lebesgue mensurdvel, e : A — C([0,T],R")
uma aplicagcdao mensurdvel. Dizemos que v é um fluro Lagrangeano partindo do conjunto

A, relativo ao campo vetorial b se

U(x,t) =x —I—/O b(¢(x,7),7)dT; YVt € [0,T].

O fluxo Lagrangeano v é denominado regular se existe uma unido crescente de conjuntos

Lebesque mensurdveis Ay, cuja uniao € A, e constantes ¢y, tais que

P(Y(x,1))dx
Ap,

<o [ Jo()ldy ¥o € C.®)st € 0.T)

O teorema a seguir diz respeito a existéncia de fluxos Lagrangeanos sobre campos

vetoriais BV.
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2.2. Fluxo Lagrangeano no espaco dual

Teorema 2.2.2 (Existéncia) Seja b: R™ x [0,T) — R"™ uma campo vetorial tal que:

(i) be L®(R" x (0,T));

(ii) b(.,t) € BVioe(R™), para quase todo t € (0,T), |Db(.,t)|(Br) € L. .(0,T),YR >0, e

loc

t
/ 1[divb(. )] gy < o0, YR > 0.
0

Entdao, para todo conjunto mensurdvel A C R™ existe um fluro Lagrangeano reqular

partindo de A. Mais ainda, se
t
/ 1 divb( )] [y < 00, YR >0,
0

entao este fluxo € injetivo.

Demonstracao: Veja [2]. n

O préximo resultado é concernente a unicidade do fluxo Lagrangeano dado pelo Teo-

rema 2.2.2.

Teorema 2.2.3 (Unicidade) Assuma que as hipdteses (i) e (ii) do Teorema 2.2.2 ocor-
rem. Entao, se 1; sao fluros Lagrangeanos requlares partindo dos conjuntos mensurdveis

A; CR", i =1,2, temos que

U1 (x) = o(x), para quase todo x € A; N As.

Demonstracao: Veja [2]. =

Para concluir esta introducao a teoria de equagoes diferenciais sobre campos vetoriais
BV, apresentamos um resultado de estabilidade de fluxos Lagrangeanos com relagao a

aproximacoes por campos vetoriais uniformemente limitados e localmente Lipschitzianos.
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Teorema 2.2.4 Suponha que as assercoes (i) e (ii) do Teorema 2.2.2 sdo vdlidas. Seja

bp(z,t) : R™ x (0,T) — R" satisfazendo

by(z,.) € Lebesgue mensurdvel em (0,T) para todo x € R™, (2.2.19)
sup [|bn]| < C eby, — b em L, (R" x (0,T)), (2.2.20)

h
Von(.,t) € L*(Bg x (0,T))Vh € N, R > 0. (2.2.21)

Sejam y(z)(t) as tnicas solugoes em [0,T] da EDO ¥(t) = by((t),t) com condigdo

inicial ¥(0) = x, e assuma que para todo R > 0 existe uma constante Cr tal que

; ¢(¢n((2) (1)) dx

< cR/B 6(y)| Vo € C.(R™), t € [0,T], (2.2.22)

com Mg = R+ Tsup,, ||br]|s- Entdo, denotando por v o fluxo Lagrangeano regular
relativo a b partindo de R™ dado pelo Teorema 2.2.2, as funcoes 1, convergem em

L} (R™ C([0,T],R")) para a fungdo v, isto é,

loc

lim sup |Y(x) — p(z)|dz =0, VR > 0. (2.2.23)

h—co Jgu te[0,T]
Demonstracao: Ver [2]. =
Observacao 2.2.5 Observe que a Definicao 2.2.1 de fluro Lagrangeano nao envolve a

propriedade de semigrupo. No entanto, fizado s € Q N[0, T] e um conjunto Lebesque

mensurdvel A, C R™ tal que

P(Y(x,1))dx
Ap

<cn | |o()ldy; Vo € Ce(R™);t € [0, 77,
R
para alguma constante cy,, definindo

7 o ¢($7 t)? t <s;
oz.1) = { b6z, 5)t—s), s<t<T, (2.2.24)
pode-se obter a sequinte propriedade: para quase todo x, tem-se que

o(o(z,s),t) = d(x, s+ t), para todo s,t >0, coms+t<T. (2.2.25)
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2.2. Fluxo Lagrangeano no espaco dual

2.2.2 O fluxo Lagrangeano no espaco dual

Baseado nos resultados descritos anteriormente, mostremos a existéncia de um fluxo
Lagrangeano ® : R? x [0,7) — R3 no espaco dual, com relacio ao campo U(X,t) =

JIX — VP*(X,1)].

De (2.2.16) sabemos que U € L>([0,T), BV (R3)) N L2, (R3 x [0,T)), e nestas cir-
cunstancias nao podemos aplicar o Teorema 2.2.2 para obtermos um fluxo Lagrangeano
pelo campo U em questao. Para aplicarmos o Teorema 2.2.2., vamos modificar o campo
U em uma bola B(0, R;), com R; a ser escolhido convenientemente. De acordo com o
Teorema 1.2.6, o tem suporte compacto no espago. Assim, podemos modificar o campo

U de forma que o campo modificado U satisfaca

U € L=([0,T), BV(R®) N L®(R® x [0,T))

2.2.2

divU(.,,t) =0 em R3 Vit (2:2.26)

Para isto, considere h € C*(R) tal que
h = 1sobre {|s| < R;}; h=0sobre{|s| > R, + 1} (2.2.27)

0<h<lem/{|s| > Ri}n{ls| < Ry +1}, o
e, para X € R?, defina
H(X) = (h(|X1]) X1, k(] Xa]) Xa, A(|X3]) X5). (2.2.28)
Seja U o campo vetorial definido por

U(X,t) = JH(X) - VP*(X,1)). (2.2.29)

Entdao U = U em B(0, Ry), e U satisfaz (2.2.26).

Com efeito, se X = (X3, X2, X3) € B(0, Ry), entao h(|Xy|) = h(|Xz|) = h(|X3]) =1,
e portanto

U(X,t)=JX —-VP*(X,t)] =U(X,t), para todo X € B(0, Ry).
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~ opP* opP* ~
Além disso, U(X,t) = (h(|X2|)X2 Y ,—h(| X)Xy + T’O)’ logo div U(X,t) =0
2 1

para todo X € R3. Observe também que, para todo (X,t) € R® x [0,T), temos

1UX, 0l = J[H(X) — VP*(X, )]
C[HX)| + VP (X, 1)
C(Ry+ 14 [|[VP|),

o que implica que U € L®(R?*x[0,T)). Por fim, para mostrar que U € L=([0,T), BV (R?)),

<
<

basta notar que VP € BV (R?) (pela Obs. 1 do Lema 1).

Face as observacoes acima, podemos aplicar o Teorema 2.2.2 ao campo U, obtendo o

seguinte resultado:

Proposicao 2.2.6 Seja U definida como em (2.2.29). Eziste uma tnica aplicagao local-

mente limitada e Borel mensurdvel ® : R* x [0,T) — R? satisfazendo:
(1) ®(X,.) € Wh([0,T)) para quase todo X € R3;
(ii) ®(X,0) = X, X e R3, L3 —q.s.;
(iii) Para quase todo (X,t) € R* x (0,T)

8,B(X,t) = U(D(X, 1), 1); (2.2.30)

(iv) ®(.,t) : R® — R3 ¢ uma aplicagcao que preserva medida de Lebesgque em R3 para

todo t € [0, 7).

(v) Se Ry na defini¢ao de U ¢ escolhida suficientemente grande dependendo somente de

Q, T e |VPl =), entao,

O(X,t) C B(0, Ry) para quase todo (X,t) € VEP(Q2) x [0,T). (2.2.31)
Em particular,

0 ®(X,t) = U(X,t) para quase todo (X,t) € VFPy(2) x [0,T). (2.2.32)
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(vi) Eziste uma aplicag¢do de Borel ®* : R? x [0,T) — R? tal que, para todo t € (0,T) a
aplicagio ®F : R®* — R3 preserva medida de Lebesque em R3, e tal que ®fo®;(z) = x

e ®, 0 ®F(z) = z, para quase todo x € R3.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.2.2 existe um tnico fluxo Lagrangeano regular relativo

a U, o qual determina uma aplicacdo localmente limitada ® : R? x [0,7) — R? tal que
t ~
(X, t) =X +/ U®(X,7),7)dr; Vt € ]0,T), (2.2.33)
0
e, mais ainda,

,®(X,t) = U(P(X,t),t) para quase todo (X,t) € R® x [0,T). (2.2.34)

Desta forma, fixado X € R3, temos que, se t € [0,T),

t
[ @(X, 1)l SHXH+/O |U(R(X,7),7)||dr
< e+ T|U(P(X,7), 7)|| oo ®8x0.1))s

10:(X, )| < [U(R(X, 1), )| 2 moxpo,1))-
Além disso, claramente, ®(X,0) = X, para quase todo X € R3. Isto mostra os itens
(1),(i1) e(iii).
Para mostrarmos os itens (iv), (v) e (vi), primeiramente observe que o fluxo ® satisfaz

a seguinte propriedade: existe uma sequéncia ®., de fluxos Lagrangeanos no espaco fisico

que tal que

®., (X, 1) — (X, 1), (2.2.35)

uniformemente em [0,7"), quando k — 0o, quase sempre em X.
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Com efeito, seja U, : R® x [0,7) — R? uma familia de aproximacdes para U satis-

fazendo _
U. € C(R? x [0, T7)
SupéleE‘|Loo(R3X[07T]) < X0
divU. =0 (2.2.36)
VU |20 (Brxiory < Cle, R) < 00
U.— Uem L} (R x [0,T)).
Seja ®.(X,t) a unica solu¢ao no intervalo [0,7] da EDO %@E(X, t) = U(D(X,1),1),

com condi¢ao inicial ®.(X,0) = X. Queremos mostrar que existe uma subseqiiéncia ®.,
de ®.(X,t) tal que, para quase todo X, @, (X,t) — ®(X,t), uniformemente em [0,7),

quando k — oco. De fato, pelo Teorema 2.2.4, temos que

lim sup |P(X,t) — (X, t)|dX =0, VR > 0, (2.2.37)

€=0 ) By tel0,T)

donde, para todo t € [0,T),

lim [ |®(X,t) — ®(X,1)]dX = 0.

e=0 /g,
Assim, como toda sequéncia convergente em L' possui uma subseqiiéncia que converge
quase sempre, da identidade acima segue para cada t € [0,7), existe k; € N tal que se
k > k;, entao kILI& ®,, (X, t) = ®(X,t), para quase todo X € Bg. Seja k = max k;. Logo,
para k > k, existe uma subseqiiéncia de solucoes que ainda denotaremos por {P., (X, 1)},

tal que klim ., (X,t) = (X, 1), para todo t € [0,T), isto é,
O, (X, 1) — (X, 1),

uniformemente em [0,7"), quando k& — 0o, quase sempre em X.

Agora, observe que a familia U, satisfazendo (2.2.36) de fato existe. Para isto, tome

n. : R x R — R uma familia de mollifiers. Estenda P*(X,t) a (—o0, 00) definindo

P*(X,t) = P*(X,0):t < 0
PH(X,t) = P*(X,T);t > T,
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e seja

0.(X,t) = JIH(X) — (VP 5 n(X, 1), (2.2.38)
onde a convolucao é com relacao as variaveis X e t. Observe que, para a familia U.

definida em (2.2.38), as propriedades descritas em (2.2.36) sao verificadas.

Desta forma, de (2.2.35), podemos concluir que ® : R? x [0, T') — R? é uma aplicagao
de Borel visto que ¢ o limite de aplicacdes continuas. Também, como divU, = 0, as
aplicagoes ®.(.,t) sdo difeomorfismos que preservam medida, e portanto a convergéncia
uniforme (2.2.35) implica em (iv). Com efeito, como ®.(.,¢) preserva medida em R3

entao, para todo ¢ € C.(R?),

[ et@xix = [ p(xax

R3

Mas, como ¢ tem suporte compacto, e
[@-(X. )| < |X|+ |UNT < R+ ||U|T = Rr,

onde R > 0 ¢é tal que suppy C B(0, R), temos que || o ®.(X, )| < Kx(B(0,r)(X), que
é uma func¢ao mensuravel. Logo, de (2.2.35), e do Teorema da Convergéncia Dominada,

temos,

| eiax = [ p@x.ax - [ a@nax.

R3 R3
e portanto, para cada t, ®; preserva medida.

Para mostrarmos o item (v) observe que, para a familia U. acima construfda, usando
o fato que, pelo Teorema 1.2.6, para todo ¢ € [0,T) temos que |VP*(.,t)|r~ < S, onde

S é o raio da bola B(0,5) tal que Q c B(0, S), temos que U, satisfaz

Ul = ITH(Y) = (VP ) (Y, )]
< [HM) + VP +n:(Y, )]l

<¥l+ [ VP = Xt = (Yol
R4

<Y1+ VP e el

<Y+ S+1,

66



Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

onde S é o raio de B. Assim,

1d
2dt

o (X, t)%(@a(X, t))
5(@5()(, t)vt) : q)s(X? t)
0L(@.(X,0), 1) + 5 (@.(X,0))?
O (X, t)+1+9)* + %(@e(){, t))?

|- (X, 1)

IAIA I
h

N O | —

IA
=
—

|(I)€<X7t)‘2 + _(1 + 5)27

N W
N}

ou seja,

18X, D) < 39X, 0P +2(1 4 5)°

Logo, pelo lema de Gronwall,

T
BCOP <SP L2 [ 1 S

0
=T (X2 +2(1 4+ 9)T),
donde,
1D.(X, )| < e? (X2 +2(1 + 5)2T)e.

Da convergéncia uniforme (2.2.35), segue que
(X, )] < e (X +2(1+ 9)*T)3,

para quase todo (X,t) € R® x [0,T).

Agora, defina,
Ry =2¢7 (VR + 2(1 4+ 5)*T)=.

D(X, 1) + (X, 1)(1+ 5) + %(1 +5) + %(cbe(X, t))?
P+ (14 8 4 S(@u(X, 0 + 51+ 5

(2.2.39)

(2.2.40)

(2.2.41)

(2.2.42)

Para esta escolha de Ry, temos que, se (X, t) € VP(2)x[0,7T), entao ®(X,t) C B(0, Ry),

o que mostra (2.2.31). Em particular, para (X,t) € VP (Q) x [0,T), vale (2.2.32) uma

vez que U = U em B(0, Ry). Isto conclui o item (v).
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Para provarmos o item (vi), tome t,t, € [0,T], tal t; > ¢, e z € R3, e denote
por (/I;(l',tl,tg) o fluxo Lagrangeano regular relativo a U, iniciando no tempo t;, isto 6,
&(-,t,-) satisfaz (i),(ii) e (iv) no intervalo [0,4], e ®(X,t;,¢) = X, para quase todo
ponto X € R3. Considerando a propriedade de semigrupo (2.2.25) dada na Observacao

2.2.5, tem-se que, para qualquer tq,1s,t3 € [0, T], vale a seguinte identidade

O(D(x, Lo, t3), b1, 1s) = B(x,t1,t3), q.t.p. © € R?,

Além disso, note que, dada uma familia U. de aproximacdes para U satisfazendo
(2.2.36), se CTDE(x,tl,tQ) é o fluxo Lagrangeano regular com relacio a U., iniciando no
tempo 1, temos pelo Teorema 2.2.4 que &, — ® em L} (R3x[0,T]x[0,T]). Procedendo
de forma andloga a analise do fluxo ®, temos que existe uma subseqiiéncia CTDEk de EIS& tal
que

O, (X, t) — B(X, 1), (2.2.43)
uniformemente em [0, T'), quando k — oo, quase sempre em X. Logo, $ ¢ uma aplicagao
Boreliana, visto que, para quase todo x, é o limite de aplicacoes continuas, e também

preserva medida, visto que cada aplicacao ®,, também preserva medida.

Agora, note que & = @(-,0,-). Assim, fixado ¢, defina a aplicacao ®* por &* =

O*(z,t) = &\D(x, t,0). Esta aplicagao satisfaz, para quase todo x,

O (D(z, 1), 1) = D(B(x,1),t,0) = B(D(,0,1),1,0) = D(x, L, 1) = x;

O(D*(x,t),t) = &(P(x,0,t),t) = D(P(x,t,0),0,t) = &(x,0,0) = &(z,0) = z,
e de acordo com as observacoes acima, ®* assim definida é uma aplicacao de Borel, e

para cada t, ® é preserva medida. Isto conclui a demonstracao do item (vi). ]

A seguir, estaremos demonstrando que se (o, P) é uma solugao fraca de (1.2.71), entao
para cada t, oy = @y, onde &, é o fluxo Lagrangeano construido acima. Para isto,

necessitamos primeiramente de um resultado particular sobre as equacoes de transporte.
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Lema 2.2.7 Seja U € L™®(R3 x [0,T)) tal que U(.,t) € BV(R?) e div U(.,t) =0 em R?
no sentido das distribui¢des, para todo t € (0,T). Considere uma aplica¢io mensurdvel,
boreliana e localmente limitada ® : R? x [0,T) — R3 satisfazendo as propriedades (i)-
(iv) da Proposi¢io 2.2.6. Seja vy € LU(R3), ¢ > 1 tal que supp vy C B(0,R). Defina
v(z,t) = ®4(x)pvo(x). Entdo
v € L2((0,7), LY(R?)) N C([0, T, L (R?)); (2.2.44)
supp v C B(0, Rr) x [0,T], onde Ry = R+ T||U||=, e v € uma solu¢do fraca de
O +div (vVU) =0 (2.2.45)

sobre R? x (0,T), com dado inicial v(z,0) = vo(x), isto € Vo € C(R? x [0,T)),

/ v(Op + U - V) da:dt+/ vo(x Ydx = 0.
R3x(0,T)

R3
Demonstracao: Seja p tal que % + % = 1. Seja v(+) := v(-,t). Por defini¢ao, v(-,t) =

(-, 1) 4v9(-) uma medida de probabilidade definida por

(vr, @) = /R l@)p(@(@))d, Vi € C.(R), (2.2.46)
Como ®, preserva medida, temos que
o = [ w@e@a)ds = [ p@fe)u(s
< Junlas | [ lot@danpas|’

 bulie | [ Iotopia]

= [lvollzallll o,

e portanto vy € LI(R3), com ||v¢||re < ||vollre, VE. Assim, como C.(R?) é denso em

LP(R3), 1 < p < oo, e como v € (L?) = L7 podemos escrever (v;, p) como

(o) = [ la)ola)dz, Vg € C.(R).
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Agora, provemos a continuidade fraca de v com relacao a t. De fato, sejam uma sequéncia
{ti}ilq, e t. € [0,T) tais que ltlim ty = t.. Para cada ty, seja vy, = ®(-,tg)pvo(-).
—00

Queremos mostrar que, para toda fungao ¢ € LP(R?),

/11@3 vy (x)p(z)de — | v, (x)p(z)de. (2.2.47)

R3

Para isto, mostraremos primeiramente que, para toda funcao ¢ € C.(R?),

/R3 vy (2)p(2)da = (vy,, ) = /R3 vo(2)p(®y, (7)) da

— [ w@elen @) = [ v @)

R3 R3

(2.2.48)

Com efeito, note que, da Proposigao 2.2.6 (i), temos, para quase todo X € R3, que

d(X,.) € Wh>([0,T)), e portanto , como tlim tp = t., entdo ¢, — P, para quase
todo X € R® Além disso, como vy é limitada, ¢ € C.(R®) e ||®(X,t)]] < ¢+
TNU(D(X,7),7)|| @3 o)), temos que o o @ (X, 1)|| < Kx(pore(X), que é uma

funcao mensuravel. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos que, para

toda funcio ¢ € C.(R3),

[ on@etads = (o) = [ wn(o)el@, (@)da
R R
— [ wl@e@ )i = [ w @
RS RS
0 que mostra (2.2.48).
Assim, como para cada ¢ € LP(R3) existe g € C.(R?) tal que / lo(z)—p(x)|dx < £
R3
temos que, para qualquer ¢ € LP(R?),
[ onp@) = vp@lds < [ Jugplo) = o, p@)lds
R3 R3
+ [ g - g+ [ o) - vpo)lds
R R
< [ Ioullo@) - p@lds
R3

dz + / o |[7(2) — @(a)lda < e.
R3

+ @(x)||ve,, — vr,
R3

70



Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

Isto prova a continuidade fraca de v com respeito a t.

Agora, sabendo que |®4(X) < |X|+ T||U||z=, € que supp vg C B(0, R), mostremos

—C
que supp vy C B(0, Ry). Com efeito, basta mostrarmos que v, se anula em B(0, Rr)

isto é,

ule) = [ wle)p(@da))de =0, Ve € C.(B. T ),

De fato, como supp vo C B(0, R), entao

ule) = [ wl)e@a)ds = [ wa)pl@ifa)ds

B(0,R)
Sejam z € B(0,R) e ¢ € C.(B(0, Ry) ) Logo, |z| < R, e |P:(z)| < R+THUHLoo = Ry.
Desta forma ¢(®(z)) = 0, e portanto v,(p) = 0 se ¢ € Co(B(0, Ry) RT) ). Assim, v; se
anula em MC, donde supp vy C B(0, Rr).
Por fim, mostremos que v é uma solugao fraca de (2.2.45), com dado inicial v(z,0) =
vo(x). Seja p € C°(R? x [0,T)). Entao, usando (2.2.47) e as propriedade (i)-(iv) da

Proposicao 2.2.6, temos
/ vy (z)Opp(x, t)dxdt =
R3x[0,T)

/ 2)0p(®4(), t)dadt
R3 ><[0T

/%U Jo(® (g;,tdx] dt—/ /]R3vo V(@ (x), )P () dadt

/ vo(z)p(x, O)dm—/ z)Vp(Py(x),t) - U(Dy(x), t)dxdt

R3 R3x10, T)
= —/ vo(z)p(z, 0)dedt — / v (z)Vo(z,t) - Uz, t)dxdt.
R3 R3x[0,T)

Disto segue que

/ v(Opp + U - V)dzdt + / vo(z)p(x,0)dr =0,
R3x(0,T)

RS

o que conclui a demonstragao deste Lema. n
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2.2. Fluxo Lagrangeano no espaco dual

Proposicao 2.2.8 Nas condigoes do Teorema 2.1.4, se (o, P) é uma solugdo fraca de
(1.2.71), e se o campo U € tal que as condi¢oes (i)- (vi) da Proposicio 2.2.6 sio satis-

feitas, entao, para todo t € [0,T],
Mais ainda, para todo t € [0,T],

oy (1) = ao(®5(x)) para quase todo v € R>. (2.2.50)

Demonstragao: Primeiramente observe que, em particular, temos R; > Ry + 1, onde
Ry esta definido no Teorema 1.2.6. Nesta demonstragao utilizaremos uma discretizacao
no tempo da equacao de transporte d;a + div(U .) =0, a fim de construirmos solugoes
aproximadas. Este procedimento também foi utilizado em [3] para obtengao de solugoes
fracas. Além disso, utilizaremos alguns resultados demonstrados em [3], [14] e [22] no

decorrer desta demonstracao.

Seja h > 0 pequeno, escolhido de forma que 7'/h é um nimero inteiro. Seja () =

1

ﬁn <—> um mollifier padrao. Defina

h
ol = (ag) * M. (2.2.51)

Para um niimero inteiro k, determinaremos indutivamente a solucao do problema (o, PF)
no intervalo de tempo [kh, (k + 1)h), onde PF é a tinica funcio convexa satisfazendo

VP}]:#LQ = Oéz
Py(a.) = Po(w.),

com z, € {) um ponto qualquer, o mesmo para toda fungao PF.
Seja
Qfs = * (P)”
W]'i’f(X) = JH(X) - V(P’i’j)*(X)] (2.2.52)
Up(X) = JH(X) = V(@) (X)].
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Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

Para definirmos o/fl“ resolvemos o problema

dap .
-+ div(apUF) = 0 em R® x [kh, (k + 1)h) (2.2.53)
an(X, kh) = a(X),
e definimos
AT X) = an(X, (k+ Dh). (2.2.54)
Repete-se este procedimento para k = 1,---,7/h. Em particular, definimos uma

funcao ay (X, t) sobre R? x [0, T7.
Para cada t € (0,7), defina P,(+,t) como a unica funcao convexa satisfazendo

VPh(',t)#,CQ = ah(-,t)
Ph(x*at) = P0<$*)>

e, a partir desta funcao, defina,

JH(X) = V(P (X, 1)]
Un(X,t) = J[H(X) = V(Qn)" (X, 1)].

Agora, definamos P}, sobre Q x [0, T, e @y, Q,,, W, U}, sobre R? x [0, T] fazendo estas
fungdes iguais a PF, af, QF, W[ UF, respectivamente, no intervalo ¢ € [kh, (k+1)h). Em
[3] e [14] , mostrou-se a existéncia de uma subseqiiéncia h; — 0 quando j — oo tal
que, para as subseqiiéncias correspondentes as seqiiéncias acima estabelecidas, temos as

seguintes propriedades:
(1) supp an,(-,t) C B(0, Ry), para cada t € [0,T],
(ii) A sequéncia ay; é precompacta em C([0, T]; w* — La(B(0, Ro)),

T = S
(iii) |Un( O)|leemsy < S + Ry 4+ 1, [|[VUs||romsxor)y) < C (E + 1), ¢ dependente

apenas de 7,
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2.2. Fluxo Lagrangeano no espaco dual

(iv) Up, — J[H — VP*] em L"(R® x [0,T]), r € [1,00).

Agora, observe que, para cada h > 0, o campo Uj, possui divergente nulo. Logo,
pelas propriedades (i)-(iv) acima, do Teorema 2.2.2 temos a existéncia de um tnico
fluxo Lagrangeano ®, : R? x [0,7) — R3? induzido por U, e além disso ®, satisfaz
a Proposicao 2.2.6. Observe que, para cada t, de acordo com a Proposicao 2.2.6, a
aplicagao (®;), : R® — R3 preserva medida. Desta forma, aplicando o Teorema 2.2.4

para subseqiiéncia (®),, concluimos que,

(®p,): — D, em L, (R?), para cada t € [0,7T). (2.2.55)

Note ainda que ||a?||r«(R?) < |lao]|z«(R?). Assim, pelo Lema 2.2.7 podemos concluir
que v(.,t) = ®;4af) € L>([0,T], LY(R?)) é uma solugao fraca de
% + div(a,Up) = 0 (2.2.56)

an(X,0) = ad (X).
Como, pela propriedade (iii) acima, U, € L>([0, T, W5>=(IR?)), segue que (2.2.56) possui
no maximo uma solu¢ao a(por DiPerna-Lions [16]). Como v(.,t) = ®;4a) também é uma

solugao, concluimos que

ap(. 1) = Py, (2.2.57)

Por fim, observe que de (2.2.57) e da propriedade (i) segue que, para qualquer t > 0,

j=1,2,.., e toda funcao ¢ € C,(R?),

| @ a (i = [ ol ods (2259)
B(0,Ro) B(0,Ro)

onde Ry = S(1+T) é a constante dada no Teorema 1.2.6. Queremos passar ao limite na
identidade acima, quando j — oo. Para isto, vamos utilizar o Teorema da Convergéncia

Dominada Generalizado (Lema 4). De (2.2.55), e pela propriedade (ii) podemos aplicar
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Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

Teorema da Convergéncia Dominada generalizado para o lado esquerdo de (2.2.58) , e

obtemos

[ @, (X 0)ah, (00X = [ p@(X)ap(X)dxX. (2.2.50)
B(0,Ro) ’ B(0,Ro)

Para o lado direito, utilizando a propriedade (ii) e o Teorema de Convergéncia Dominada
classico, temos

/ o), (4, )dy = / o(y)aly, )y, Yo € Co(R?). (2.2.60)
B(O,Ro) B(O,Ro)

Assim, de (2.2.58), (2.2.59), e (2.2.60), segue que
[ e@ma(iX = [ sty vee CE). (2200
B(O,Ro) B(O,Ro)
Como supp a(-,t) C B(0, Ry), temos

/R @, 0)n(X)aX = [ ply)aly. )iy, Vi € C(RY), (2.2.62)

R3
ou seja, (2.2.49) é satisfeita.
Note que, pela Proposigao 2.2.6 (vi) , para cada t existe ®* que preserva medida, e tal
que ®; o ®;(z) = x para quase todo x € R3. Assim, fazendo a mudanca de coordenadas

y = ®(z,t) no lado esquerdo de (2.2.62) temos que

/Rs P(P(X,1))ag(X)dX = [ o(y)ao(P;(y))dy,

RB

e portanto,

[ cwan(@iin= [ ety vo e C.R)

R3

donde segue que, para quase todo x € R3,

o que conclui esta demonstracao. n
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2.3. Fluxo Lagrangeano no espaco fisico

2.3 Fluxo Lagrangeano no espaco fisico

O nosso objetivo a partir de agora é mostrar que a aplicagao
F:=F(z,t) = P o ®; 0 VFy(x),

definida em (2.1.15), define um fluxo Lagrangeano no espaco fisico, e é tal que (P, F')
¢ uma solucao Lagrangeana do Teorema 2.1.4. Mais ainda, dada uma aplicacao P nas
hipoteses do Teorema 2.1.4, o fluxo Lagrangeano F' anteriormente definido é tinico para
quase todo ponto. Cullen e Feldman mostraram apenas a existéncia deste fluxo La-
grangeano quando DPy,Lqo € LY(R?),q¢ > 1. Mostramos que este resultado ainda ¢
vélido quando ¢ = 1, adaptando a técnica desenvolvida em [11] através da utilizagdo
das técnicas observadas em [22], e mostramos também que, dado uma aplicagdo P nas

hipoteses do Teorema 2.1.4, o fluxo Lagrangeano F' associado a esta aplicagao é unico.

O préximo resultado mostra que a aplicacdo composta (VP o &, o VF,) estd bem

definida.

Lema 2.3.1 Para quase todo (z,t) € Q x [0,T), VP o ®, 0 VPy(z) estd bem definida.
Mais ainda, para todo t € [0,T) esta composicao estd definida para quase todo x € €, e

a aplicagao F : Q x [0,T) — Q definida por (2.1.15) é Borel mensurdvel.

Demonstracao: Note que, como F, é uma funcao convexa e limitada sobre B entao
V Py estd definida sobre 2\ N}, com Nj um subconjunto Borel mensurével de € tal que

|Ng |rs = 0.

Além disso, P* é uma aplicagao de Borel e limitada sobre R? x [0,7'), convexa em
x, logo diferenciavel quase sempre no espaco. Portanto, para cada t, VP esta definida

sobre R?* \ N2, com N? um subconjunto boreliano de R? tal que |N?|gs=0. Mais ainda,
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Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

se N2 C (R3x[0,7)) é tal que N2 = N2N(R3 x {t}), temos que VP* est4 definida sobre
(R3 x [0,7)) \ N?, e |[N?|ga = 0 pelo Teorema de Fubini.

Desta forma, devemos mostrar que (VP o®,0V P) estd definida no seguinte conjunto:
{(a,t) € Qx [0,T); (2,8) ¢ [(N} x [0, 7)) U M]},

onde M C R3 x [0,7T) ¢ definido por M = {(y,s) € (Q\ N}) x [0,T); (2(VPy(y),s),s) €
NZ?}.

Como (Nj x [0,7T)) é um conjunto de medida nula em € x [0,7T), resta-nos mostrar
que |M|gs = 0, e | Mi|gs = 0 para todo t € [0,T), com M; := MN(R?*x{t}). Observe que,
pelo Teorema de Fubini é suficiente mostrarmos que |M;|gs = 0 para todo ¢t € [0,7"), onde
M, = {z € Q\ Ny; VP (z) € &, (N})}. Com efeito, fixe t € [0,T). Como ®; : R* — R?

preserva medida, entdo |®; '(N?)|gs = 0. Uma vez que VPuLa = ag e VP nao esta

definido sobre Nj, segue que V PyuLoy N = Qo. Assim, como « € L} (R?), temos que,
(M| = [{z € Q\ Ny; VP(z) € &, (N))}]

= ap(z)dz =0
o, (NF)

Portanto, podemos definir F': Q x [0,7) — Q por F(z,t) = VP o ®, 0 VFy(z), e tal

aplicacao ¢ Borel mensuravel pela Proposicao 2.2.6. Isto conclui a demonstracao. [

A seguir demonstramos que F € C([0,T), L'(Q)), e que aplicagdo F satisfaz as

condigbes (i) e (ii) da Defini¢ao 2.1.3.

Proposicao 2.3.2 Seja F' definida por (2.1.15). Entio F salisfaz as sequintes pro-

priedades:
(i) F(z,0) =z, para quase todo x € §;

(ii) Para todo t > 0, a aplicagdo F; : Q@ — Q preserva medida;
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2.3. Fluxo Lagrangeano no espaco fisico

(ii1) Para quaisquer ty € [0,T), temos que

nm/m — Fy(a)|dz =0, t € [0,T): (2.3.63)

t—to

Demonstragao: Para mostrarmos o item (i), observemos primeiramente que Fy(x) =
VP o ®yo VFy(x) para todo z € 2\ Ny, onde Ny é um subconjunto boreliano tal que
| No|gs = 0, pelo lema anterior. Mostremos que VF§ o &y o VPy(z) = x para quase todo

x € Q.

De fato, como F, é convexa em B, e também valendo-se do fato que Fj] é dual
convexa de Py, existem subconjuntos N; C €, Ny C R? tais que |Ny|gs = 0, | No|gs = 0,
Py é diferencidvel em Q\ Ny, e Py é diferencidvel sobre R* \ N,. Mais ainda, se © €

Q\ [N1UVP;H(N,)], entdo VP o VPy(z) =

Agora, observe que pela Proposicio 2.2.6(i), ®o(z) = 2 em R®\ Ni, |Nslgs = 0.
Assim, temos que Fy(z) = x se ®go VPy(z) = VPy(z), isto é se VPy(z) ¢ N3, e também
se VPy(x) ¢ N2 Logo, Fo(z) = x se v € Q\ [No U N; U VP, (Ny U N3)]. Como
| No|rs = | N1|gs = 0, para completarmos a demonstragao do item(i), precisamos mostrar
que

VP, (Ny U N3) N Q|gs = 0.

Para isto, defina u = apdz. Como oy € LI(R3), e a é absolutamente continua com
respeito a medida de Lebesgue, temos que p(No U N3) = 0. Uma vez que VP, Lo = av,

podemos concluir que

|VPy (N2 UN;3) N Q| / dx
VP, (NQUNg)ﬂQ

= det D*P; (2)dz
(NQUN?,)

ap(z)dz
(NQUNg)

= M(NQ U Ng) = 0,
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o que conclui a demonstracao do item (i).

Com relagao ao item (ii), observe que a seguinte identidade é vélida:

|etF@) = [ povpowoVR@L (2.3.64
= [ ¢o VR o)y (2.3.65)
= /R?)gpoVPt*(z)at(z)dz (2.3.66)

= /Qap(a:)dx. (2.3.67)

De fato, (2.3.64) segue da defini¢ao de F. Além disso, como VFy,Lq = ap, temos

que

/Qw o VPy(z)dx = g U(y)ag(y)dy, Y € C(R?).

Uma vez que ag € L9(R3) tem suporte compacto, a identidade acima também é valida
para todo ¢ € L*(R?). Tome ¢ = ¢ o VP} o &, € L>(R?). Desta forma obtemos a
identidade (2.3.65). Também, como ¢ o VP € L*(R3), o tem suporte compacto, e de
(2.2.49) temos que oy = Py a0, pelos mesmos argumentos utilizados para mostrarmos
(2.3.65) obtemos (2.3.66). Finalmente, (2.3.67) segue do fato que VFP/,ap = lq, e

portanto o item (ii) estd demonstrado.

Mostremos agora que

lim / Fy(x) — Fyldz =0, t € [0,T)
Q

t—to

para qualquer ¢y € [0,7). De fato, pelo Lema 2.3.1 temos que (2.1.15) estéd definida para

quase todo z € R?, e t € [0,T). Como VP, Lo = ap ¢ ¢, : R* — R? preserva medida,
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2.3. Fluxo Lagrangeano no espaco fisico

temos, para t,ty € [0,T), que

[ \Fi@) = Fifa)l o =
= / |VP; o ® 0 VPy(z) — VP 0 &y 0 VPy(z)| da
= , ‘th* oD (y) — VPQ; o Py, (?J){ ao(y)dy
=/, VP 0 ®y(y) — VP 0 ®y(y) + VP 0 ®y(y) — VP 0 Dy (y)] coly)dy
< {/Rs VP o ®(y) — VP o ®(y)| ao(y)dy+
+co g |VP;; o ®y(y) — VP o dy (y)! ao(y)dy} ,

ou seja,

/ Fu(z) — Fyy(2)] dz < (I + I). (2.3.68)

Mostraremos primeiramente que

L= [ 9P 0 @i(y) - V0 @u(w)] aaly)dy — 0
R3

quando ¢t — t,. Com efeito, note que ||oy||Loms)y = ||aol|zams), visto que @} preserva
medida, e ax(z) = ao(P;(z)), pela Proposicao 2.2.8. Além disso, se A denota uma
N-funcao A-regular, e se L4(R?) é o espaco de Orlicz associado a A, e E% denota o
espago dual de L4, utilizando a desigualdade de Holder pra espagos de Orlicz (veja

(A.4)-Apéndice), temos que

L = [ VP o ®(y) - V0 @u(y)las(y)dy

=/ VP (2) = VP (2)|oy(2)dz (2.3.69)

R
<|IVE = VB ||g,.
= [IVF = VP,

atHLA
apllL,—0, t — to.

De fato, temos que VP* € L>([0,T), Ea+(B(0, Ry)) N C([0,T), L"(B(0, R))) para todo

R >0, e todo r € [1,00), pelo Teorema 1.2.6. Logo ||V P}||1~ < 0o e se ty € [0,T) é tal
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Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

que t — to, entdo VP — VP; em L'(B(0, R). Logo, asequéncia {VF; := VP*(.,1)},cm)
satisfaz as condi¢oes do Lema A.8 (apéndice), e portanto VP — VP; em Ly-(R?).

Como E4+(R3) = CgO(R3)LA*, entao VP — VP; em E4-(R?).

Agora, mostremos que

Iy = / VP o ®y(y) — VP o @y (y)| ao(y)dy — 0
R3

quando t — tq. Para isto, note que, para cada t, VP (y) € B para quase todo y. Além
disso, ag € L'(R"™). Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada resta-nos mostrar

que, para cada ty,

VP o ®(y) — VP o ®y(y) — 0, t — to, (2.3.70)

para quase todo y € R3.

Com efeito, primeiro observe que da Proposi¢ao 2.2.6 (i) podemos concluir que
Dy(y) = Py (y), t — toem [0,7) (2.3.71)

para quase todo y € R3, ja que ®(y,.) € W>(]0,T)) para quase todo y € R3. Seja
y € R3 tal que a convergéncia em (2.3.71) ocorre. Se ®;,(y) é um ponto de continuidade
para VP, entdo (2.3.71) implica que, para tal y, a convergéncia em (2.3.70) ocorre.
Para verificarmos que V P} é continua em ®,(y) observe que, como F; é convexa, VP
¢ diferencidvel quase sempre, pelo teorema de Aleksandrov (veja [18]), e portanto VFP;
¢ continua para quase todo ponto. Além disso, como ®;, preserva medida, entao VP
é continua em Py (y), para quase todo y. De fato, se isto nado acontecesse, existiria um
subconjunto N C R? de medida positiva, tal que V P} seria descontinua em ®;,(y), para
todo y € N, ou seja, VP seria descontinua em ®;,(N), e [®4(N)[gs > 0, 0 que é uma

contradigao.
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2.3. Fluxo Lagrangeano no espaco fisico

Logo, para quase todo y, VP é continua em @ (y), e portanto (2.3.71) implica que

(2.3.70) ocorre, o que encerra a demonstracao do item (iii). n

Observagao 2.3.3 Como Q2 C R? € limitado, do item (iii) da Proposicao 2.3.2 podemos

concluir que, para todo r € [1,00),

lim / Fy(x) — Fy|rdz =0, t € [0,T). (2.3.72)
Q

t—to

O lema seguinte nos fornece um resultado técnico que sera utilizado no decorrer das

préximas demonstragoes.

Lema 2.3.4 Seja Z(x,t) = VP(F(x,t),t). Entio Z;(x) = ®, 0 VFPy(z), para quase todo
(x,t) € Qx1[0,T).

Demonstracao: Note que, formalmente, temos a seguinte identidade:
Zt::VPtOFt:vptovpt*0®tovpoz®tovpo7 (2373)

uma vez que VP, o VP = Id sobre o suporte de a;.

Para provar este lema, precisamos justificar estas igualdades. Como para cada t, P,
é uma aplicagdo convexa e limitada, VP; estd definida sobre Q \ N}, com |N}|gs = 0,
Vt € [0,T), e além disso, VP esté definida em (Q x [0, 7))\ N', com |[N'|gs = 0. Observe
que, como para cada t € [0,7) F, é uma aplicacdo que preserva medida, temos que
|F7H(N})|gs = 0. Agora defina

G:Qx1[0,T)—Qx][0,T)
G(z,t) = (F(z,t),t).

Desta forma, G7'(N') é um subconjunto de Q x [0, T') satisfazendo |G~ (N')|gs = 0. De

fato, note que
1, =€ Ftil(Ntlﬁ
Xri v (®) = { 0, caso contrario,
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Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

er € FY(N}) < Fy(r) € N} < (F(x,t),t) € N! < (2,t) € G"'(N'). Logo,

T T
0:/ /XFF(Nb(“’)d*”f’dt :/ /XG—I(NU(%t)dfﬂdt
0 Q Q

= j X071(N1)($,t)d$dt.

Qx[0,T)

Desta forma, pelo Lema 2.3.1, podemos concluir que Z;(z) = VP, o VP o®,0V FPy(x)
para (z,t) € (2x[0,7))\ N, |N|gs = 0. o que justifica a primeira identidade em (2.3.73).

Agora, justifiquemos a identidade VP, o VP o &, 0 VF, = ®, o VF,. Seja M =
{(z,t) € R® x [0,T); VP(VP*(x,t),t) # z} U A, onde o conjunto A é tal que A =
{(x,t) € R3 x [0,T); VP*(x,t) ou VP(VP*(x,t),t) ndao existem}. Devemos mostrar que

‘{(x,t) € (Qx [0,T]) \ N; (®; 0 VPy(2),1) € M}] —0. (2.3.74)
Observe que, se M; = M N (R? x {t}), pelo Teorema de Fubini basta mostrarmos que

‘{x € Q\ N;; &, 0VPy(z) e M} =0.

Com efeito, primeiramente observe que, como VP4 Lo = a; e VIP} 4 = 1, entao,
para todo t, temos que,

/R P(VR(VE (2)))ou(w)dz = /

PVRW)y = [ ola) ae)ds, Vo€ CR),
Q R3
ou seja,

VP, oVP/(z)=x2, 2 €R? o —q.s..

Logo, da identidade anterior, podemos concluir que o conjunto M; é de medida a; nula,
isto é,

/ auly)dy = 0; Yt € 0,T). (2.3.75)

M,
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2.3. Fluxo Lagrangeano no espaco fisico

Assim, como, para qualquer t € [0,T], |N;| = 0 (e portanto o fato VPyuLa = o,
implica que VP4 L, 5, = ao), da Proposiao 2.2.6, {tens (iv) e (vi), de (2.2.50), e de
(2.3.75) concluimos que

{x € Q\ Ny &0 VPy(z) € M}

= ‘{x €0\ N VFy(x) € (I):(Mt)}

- [D . ao(z)dz
— [ an(@;@)ds

My
:/ ay(x)dx = 0.
M,
Portanto, utilizando o Teorema de Fubini, obtemos (2.3.74), e por conseguinte temos

que VP, o VP o ®,0VF) = ®,0VFE. Isto conclui a demonstracao. n

O resultado seguinte mostra que existe uma aplicagao F™* que satisfaz a condigao (iii)

da Definigao 2.1.3.

Proposicao 2.3.5 Existe F* : Q x [0,T) — Q tal que para todo t € (0,T) a aplicagdo
Fy = F*(-,t) = Q — Q preserva medida de Lebesque (Fy Lo = Lq), e satisfaz F; o

Fi(z) = x e F} o Fi(x) = x para quase todo x € ).

Demonstragao: Defina, para cada t € [0,T),
F}(z) = VF; o ®; o VP(x). (2.3.76)
Vamos mostrar que esta aplicacao satisfaz a condigao (iii) da Definigao 2.1.3.

Com efeito, observe que, de forma andloga ao Lema 2.3.1 podemos concluir, para
todo ¢t € [0,T), que a expressao VF] o ®; o VP(z) estd definida para quase todo = € €,

e que a aplicagao F} : Q — ) definida por (2.3.76) é boreliana.

Além disso, se N € Qé o conjunto dos pontos tais que F;* nao esta definida, entao

IN| = 0, e portanto, como F; preserva medida, |F;(N)| = 0. Logo, F} o Fy(z) = VP; o
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Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

®F o VP, o Fy(x) estd definida para quase todo x € Q tal que F}* estd definida. Note que,
usando o Lema 2.3.4 temos, F} o Fy(x) = VP o ®f o &, o VFy(z) quase sempre em (2.
Note também que, como ®; o ®,(y) = y quase sempre em R?, e portanto ag-quase sempre
em R3 (pois a é absolutamente continua com respeito & medida de Lebesgue), o fato de

que VP4 Lq = ap implica que, Vo € C(Q)

[ eotiov (i =

R3

o0, (y)ao(y)dy = /

R3

() ao(y)dy = / o(V Po(2))dz,

isto é, ®F o &,(VFPy(x)) = VFPy(x) para quase todo z. Desta forma, temos que
F} o Fy(z) =VF; oVPF(z) ==z, qt.p.x €.
Analogamente, concluimos que F; o F{(x) = z, para quase todo x € 2, o que conclui
esta demonstragao. [
Por fim, mostraremos que Z(z,t) = VP(F(z,t),t) é solugao fraca de (2.1.11).
Proposigao 2.3.6 Seja Z(x,t) = VP(F(x,t),t). Entdo, para qualquer ¢ € CH(Q x
0,7)), a identidade em (2.1.12) € satisfeita. Mais ainda, apds mudarmos Z(x,t) sobre

um subcongunto de Q x (0,T) de medida nula, temos que Z(z,-) € WH>([0,T)), para
quase todo x € Q, e a identidade (2.1.14) é vdlida.

Demonstracao: Para mostrarmos que Z(z,t) = VP(F(xz,t),t) é solugao fraca de
(2.1.11), observe que, a defini¢ao do fluxo Lagrangeano ® e a Proposigao 2.2.6 implicam

que, para quase todo X € R? e todo t € [0,T), temos que

O(X,t) =X + /T U(®y(X), s)ds. (2.3.77)

Desta forma, a identidade expressa em (2.3.77) é vélida para todo X € R3\ N , com

|]\7|R3 = 0. Como VPyuLo = o, g € LY(R?), entdo
(V) (W)na| = / ao()dz = 0.
N
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2.3. Fluxo Lagrangeano no espaco fisico

Portanto, para quase todo = € Q, podemos tomar X = VFy(z) em (2.3.77). Assim,

obtemos que
T
O(VPy(x),t) = VP(z) +/ U(Ps(VPy(x)),s)ds, (2.3.78)
0
para quase todo z € €, e todo ¢t € [0,T). Note que podemos trocar o campo U pelo

campo U baseados na Proposic¢ao 2.2.6 (v).

Multiplicando (2.3.78) por dyn(z,t), onde n € C}(R® x [0,T)), e integrando sobre
Q2 x [0,T), temos,

/ om(x,t). (VP (x),t)dedt = / Om(x,t).VPy(x)dxdt
Qx[0,7) Qx[0,T) .
+/ om(x,t) / U(®s(VPy(x)),s)dsdxdt.
Qx[0,T) 0

Assim,

/ om(z,t).(VPy(x), t)dedt = —/n(w,O).VPO(x)dx
Qx[0,7) Q T

+ [ Jateo / DT Ry(a)).o)is| o
_/QX[OT UOTU (VPy(2)), s)ds} dudt

/ (. 0V Po(w)dz

- /Q A DU R), )
(2.3.79)

Agora, como U(X,t) = J[X — VP*(X,t)], de (2.1.15) e do Lema 2.3.2 temos que

U(@(VFo(r)),t) = J[@(VF(x)) = VP (2(VFy(z)))]
= J[Z(x,t) — F(x,1)]

para quase todo (z,t). Logo
/ om(z,t).Z(z,t)dedt = — / n(x,0)VFPy(z)dx
Qx[0,T) Q

_ /Q DTG0 F
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Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

o que prova (2.1.12).

Finalmente, pelo Lema 2.3.4 temos que Z(x,t) = VP(F(z,t),t) = ®(VF(x),t).
Como, pela Proposicao 2.2.6(i) temos que ®(X,.) € WH>([0,T)) para quase todo X €
R3, entao ®(VPy(z),t) € Wh*([0,T)) para os pontos X = VP(x) tais que VPy(z)
estd definido. Logo, redefinindo, se necessério, Z sobre o conjunto onde V FPy(x) nao esta

definido, temos que Z(z,.) = ®(VF(x),.) € WH>([0,T)),0 que encerra a demonstragao.
]

Mediante aos resultados anteriormente demonstrados, podemos demonstrar o Teo-

rema 2.1.4:

Demonstracao do Teorema 2.1.4

Sejam © C R® um aberto convexo tal que Q C B(0,S), e Py(x) uma fungio convexa
e limitada satisfazendo VP, ,Lq € LY(R3). Defina ag por apdr = VP, 4Lq. Observe
que ag € LI1(R3), ¢ > 1 e, como ja foi observado anteriormente, as hipéteses do Teorema
2.1.4 implicam nas hipdteses do Teorema 1.2.6. Seja P a funcao convexa dada pelo
Teorema 1.2.6. Se F' ¢é definida por (2.1.15), entao pelo Lema 2.3.1, Proposi¢ao 2.3.2,
Observagao 2.3.3, Proposicao 2.3.5 e Proposigao 2.3.6 concluimos que o par (P, F) é

solucdo Lagrangeana do problema (1.2.60). ]

Resta-nos mostrar a unicidade do fluxo Lagrangeano F com relagao a uma dada
aplicagao P satisfazendo as hipdteses do Teorema 2.1.4. Na proposicao seguinte deno-

taremos, para cada t € [0,T), (F1); := Fi(-,t), (Fy); := F5(-,1).

Proposicao 2.3.7 (Unicidade do fluxo Lagrangeano F) Seja P uma aplicagdo sa-
tisfazendo hipoteses do Teorema 2.1.4. Sejam Fy, Fs fluros Lagrangeanos mo espaco

fisico com a sequinte propriedade: (P, F),(P,Fs) sao solugoes Lagrangeanas do prob-
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2.3. Fluxo Lagrangeano no espaco fisico

lema (1.2.60), no sentido da Definicio 2.1.8. Entao, para quase todo ponto x € (,
(F1)¢ = (Fy);. (Consequentemente, dado P, todo fluro Lagrangeano no espago fisico € da

forma (2.1.15).)

Demonstragao: Para mostrar este resultado, primeiramente tomemos P satisfazendo
hipéteses do Teorema 2.1.4 e F' tais que (P, F) é solugao Lagrangeana do problema
(1.2.60). Vamos mostrar que

®=VPoFoVP, (2.3.80)

define um fluxo Lagrangeano no espaco dual.

De fato, mostremos que ¢ satisfaz as condigoes (i)-(iv) da Proposigao 2.2.6. Note
que, pela definigao de ® e pelas propriedades de P, F' é ficil verificar que ®(y,0) = 0,
P(y,-) € WH>([0,T)) e que, para cada t, ®; : ®(-,t) preserva medida. Assim, temos (i),
(i) e (iv).

Agora, denote VP o F = Z, e U(y,t) = J[Z; o VF(y) — F; o VFP;(y)]. Observe
que, como (P, F') é solugao Lagrangeana, para toda fungao ¢ € C}(R3 x [0,T)), F deve

satisfazer a seguinte expressao:
/ Z(x,t) - Oo(z,t) + J[Z(x,t) — F(x,t)] - ¢, t)dxdt + / VEPy(z) - ¢(x,0)dx = 0.
Qx[0,T) Q

Considere a mudanga de variaveis x = VFj(y) na expressao anterior. Desta forma,

temos que,
/ (VR 0).0) - 00(V Py (1), 0} ao(y)dye
(VP =1 () x[0,T)
+f (2T P (5).0) = F(VP3 ). 0] (T B3 (). 1)} aoly) s
(VEG)~H ) x[0,T)

+ / Y- (VB (y), 0)ao(y)dy = 0.
(VFP;)~1(Q)
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Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

Note que ®(y,t) = Z(VF;(y),t). Assim,

/ (O P (), 1) - By, 1))} ao(y)dyd
(VPy)~1(Q)x[0,T)

+ {J[®(y, 1) = VE o ®y(y)] - o(VE; (), 1)} caoly)dydt  (2.3.81)

(VP ~H () x[0,T)

+ / Y- $(V P (y), 0)ao(y)dy = 0.
(VF;)—H(Q)

Agora, observe que, se ¢(V P (y),t) fosse suave, (2.3.81) seria uma formulagao fraca

para
G (y.1) = J@(y.1) ~ VE; 0 @u(y)

®(y,0) =y,
ap-quase sempre. Como ¢(V B (y),t) € L°(R?), vamos utilizar um argumento de apro-
ximagao para mostrar primeiramente que (2.3.81) é valida Vo € L>®(VFy(Q2) x [0,T))
satisfazendo 9y € L®(VPy(Q) x [0,T)) e supp ¢ C VF(Q) x [0,T — ¢, ¢ > 0. Com

efeito, seja ¢ uma funcao satisfazendo a tais condigoes. Vamos construir uma sequéncia

aproximante ¢; € CH(VP(Q2) x [0,T)) como segue:

Estenda ¢ para VP (€2) x [0,00) definindo ¢(.,t) = 0 para t > T, e depois estenda ¢
para VFPy(Q2) x (—o0,00) definindo ¢(y,t) = ¢(y, —t) parat <0 ey € V().

Seja h > 0 e (VP(Q), = {y € VER(Q)| dist(x,0(VP()) > h}. Note que

1 t
O X(VR(), estd definida em R* x R. Agora, considere ny(z,t) = il (‘(JU}; )‘), um

mollifier padrao. Tome j > % um inteiro. Entao ¢; = (¢.X(VP0(Q))h) * 1y, com h = % <e

é tal que ¢; € CL(VPy(Q) x [0,7)) e ||&5], [10:;]| < ¢, onde ¢ nao depende de j.

Temos que
(05, 005) = (¢, 019) q.s. em V() x [0,T); j — oo. (2.3.82)

Logo, como VFj a0 = Lo, e como z = VI (y) & y = VFy(z), de (2.3.82) podemos
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2.3. Fluxo Lagrangeano no espaco fisico

concluir que, para quase todo y € (VP;)~1(),

/ 6,(V 3 (5) ~ AV F o)t = [ 6,(5) ~ olu)dz — 0,
(VE) =1 (@)x[0,T) Q

isto é, ¢;(VP;(y)) — ¢(VF;(y)) ap-q.t.p.
Da mesma forma, temos que 0;¢;(VFE}(y)) — 0:0(VE;(y)) ao-q.t.p.

Denote por (2.3.81); a identidade resultante da substitui¢do de ¢ por ¢; em (2.3.81).
Logo, das observacoes acima podemos concluir, pelo Teorema da Convergéncia Dom-
inada, que o lado esquerdo de (2.3.81); converge ao lado direito de (2.3.81), agora
para uma fungao ¢ tal que ¢ € L®(VF(Q2) x [0,T)), 0ip € L®(VE(2) x [0,T)) e

supp ¢ C VFPy(2) x [0,T —¢], e > 0.

Agora, para y € Q. scja 6(u.t) = (VP(y).1). onde n € CHTAQ) x [0.T)).
Entao ¢ € L®(VE(Q2) x [0,T)) e supp ¢ C VFy(2) x [0,T — €], para algum ¢ >
0, pois n € CHVP(Q) x [0,T)). Além disso, dp(y,t) = (9n)(VPy(y),t) e portanto

O¢r € L¥(VP(2) x [0,7)). Desta forma, a formulagao fraca (2.3.81) é vélida para ¢.
Substituindo ¢(y,t) = n(VFPy(y),t) em (2.3.81), temos que

/ Q01,1 90,17} ol
(VP5)=H(Q)x[0,T)
+ {J[2(y,t) = VP o ®u(y)] - n(y, 1)} o (y)dydt (2.3.83)
(VF5)~H(2)x[0,T)

+ y -1y, 0)ag(y)dy = 0,
(VE)~1(Q)

com n € CHVPy(Q2) x[0,T)). Note que n é arbitrario. Assim, a formulagao fraca (2.3.81)
é satisfeita para todo n € CL(VPy(Q) x [0,7)).
Observe ainda que, como ay = VFPy4Lq, entdo supp ag C VPy(Q) = (VF;)1(Q).

90



Capitulo 2. Formulagao Lagrangeana

Logo, de (2.3.83) segue que

/RS 0.7) {0m(y, 1) - ®(y, 1)} ao(y)dydt

+ R (o) {J[cb(y, t) - VPt* o (I)t(y)] . n(y7 t)} ()éo(y)dydt (2384)
+ /RB y - n(y,0)ao(y)dy = 0,

para todo n € C}(R? x [0,T)).

Agora, tome n € C1(R3 x (0,7)). De (2.3.84) temos que

/]R3 o IO U} aoly)dyds = - /Rg o 10O 18(: 1) = VI 0 u(y)]} aoly)dydt,

e portanto, no sentido das distribuigées, 0[P (y, t)ao(y)] = J[P(y,t) — VP o P (y)]. Mas
J[® — VP o®] € LY(R?), e portanto d;[Pay] € L'(R?). Logo,

/R3 o) {&:[(I)(y,t)ao(y)] + J[(i)(y, t) — VPt* fe) (i)t(y)]ao(y)} . U(y,t)dydt =0. (2385)

Observe também que,

/ OBy, D)o (y)n(y, t)dydt = / Dy, t)aro(y)un(y, £)dydt
R3x[0,T) R3x[0,T)

®(y, t)0i(co(y)n(y, t))dydt

R3x[0,T)

at(b(ya t)ao(y)n(ya t>dydt7
R3x[0,T)

ou seja, [Py, t)ao(y)] = ao(y)0:P(y, t). Portanto, de (2.3.85), temos que
[ 1000 J800.1) = VB o b} oy, Dt =0, (2550
Vn € CHR3 x (0,7T)). Como « tem suporte compacto, entao,
0,(y, 1) + J[®(y, 1) — VP 0®,(y)] = 0, (2.3.87)

q.t.p. em suppay.
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Logo, Vn € CHR? x (0,7)),
/ o Oy, )@ (y, t) + J[O(y,t) — VP o ®y(y)]n(y,t) = 0. (2.3.88)
R3x[0,T

Agora, seja 7 € CHR? x [0,T)), e defina n := n(y,t) = 7(y,t) — 7(y,0). Note que

n € CHR3 x (0,T)), e O = O;7). Assim, para n assim definida, temos que
[ a0, + J0(.0) VP 0 Buy)n(y.t) =
R3x[0,T)

= [, O 0(0:) T ) = V77 0 )] A1) = (3:0)) = 0.

Portanto,

/]1{3 o om(y, t)®(y,t) + J[®(y,t) — VP o ®,(y)|ny,t) =

= J[®(y, 1) — VI o ®,(y)]n(y,0) = 0,

R3x[0,T)

ou seja, Vij € CHR3 x [0,7T)),
/’[)@m%wﬂ%w+ﬂw%o—vaw@mmm%ﬂ=0
R3x[0,T

Assim, ¢ satisfaz 0,®(z,t) = J[P(y,t) — VP o &4(y)| para quase todo ponto (y,t) €

R? x [0,7), o que mostra o item (iii).

Por fim, seja P nas hipdteses do Teorema 2.1.4, e suponhamos que existam F}, F5
tais que (P, F}) e (P, Fy) sao solugdes Lagrangeanas. Pela exposi¢ido anterior, temos
que se ®; e Py sdo os fluxos Lagrangeanos definidos por (2.3.80) correspondente a F
e F,, respectivamente, entao 0;P(y,t) = J[®1(y,t) — VP o ®(y)] para quase todo
ponto (y,t) € R3x [0,T), e 0;P2(y,t) = J[®2(y,t) — VP o ®4(y)] para quase todo ponto
(y,t) € R3%x[0,T), e ®1, ®y satisfazem as condicoes (i)-(iv) da Proposigao 2.2.6. Portanto,

pela Proposicao 2.2.8 temos que oy = ®1 400, oy = Poyay, isto é, Vo € CHR? x [0,T)),

/R3 0 T)So(q)l(%t))@o(y)dydt = / P(Pa(y, 1) ao(y)dydt,

R3x[0,T)
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isto ¢, para cada t € [0,T),

em suppay.

Desta forma, para cada t € [0,T'), temos, para y € suppag, que,
VF o(Fi);oVE(y) = ®(y,t) = ®1(y,t) = VP o (F2): 0 Vi (y),

donde, do fato que VP; o VP,(z) = x quase sempre em 2, e VB 40 = Lo, podemos

concluir que (F); = (Fy); q.t.p. em €. "

Observacao 2.3.8 e Da proposi¢ao anterior podemos concluir, em particular, que

todo fluro Lagrangeano no espaco fisico é da forma F(x,t) = VP] o ®, 0 VPy(z).

o Gostariamos de observar que nossa contribuicao com relagao a existéncia de solugoes
Lagrangeanas no espaco fisico estd no fato que estendemos o resultado de existéncia
de solucaoes, originalmente formulado considerando Py uma fun¢ao conveza tal que
VPyyuLo € LYR?), ¢ > 1, para o caso limite ¢ = 1. O ponto crucial nesta de-
monstrac¢ao estd na Proposi¢ao 2.3.2, item (iii). Sem a estrutura dos espagos de
Orlicz, nao consequimos demonstrar que a integral I, da referida proposicao pode
convergir quando VPyy Lo = ag € L' (R?), visto que |VP; — VP | nao converge a
zero em L>®°(R3) quando t — ty.

Ressaltamos também que, até o momento, nao existia nenhum resultado com rela¢ao
a unicidade de fluzos Lagranegeanos no espacgo fisico. Com a Proposicao 2.5.6
mostramos que sob condigoes especificas, temos a unicidade do fluro Lagrangeano

F'. Nada podemos afirmar com relagdo a unicidade de solucoes Lagrangeanas.
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Capitulo 3

Estabilidade Fraca

A nogao de estabilidade fraca foi explorada por G. Loeper em [21] para as equagoes
semigeostroficas em sua formulacao dual. Ele mostrou que, para todo 7" > 0, dada
uma sequéncia de medidas de probabilidade {«,}, solucoes fracas para as equagoes semi-
geostréficas em [0, 7], se {a’} é uma sequéncia de dados iniciais associada a {a,,}, com
suporte compacto em By para algum R > 0 independente de n, entdo a sequéncia {c, }
é precompacta em C([0,T], P —w™*), e toda subseqiiéncia convergente converge para uma

solugao das equagoes semigeostréficas (Teorema 1.2.10).

Um resultado equivalente pode ser obtido no contexto Lagrangeano das equagoes semi-
geostroficas. Mostraremos que, se ag é uma sequéncia convergente de vorticidades iniciais

em L', em varidveis duais, entdo a seqiiéncia correspondente de solucoes Lagrangeanas

1

e Temos também um resultado de estabilidade fraca

no espaco fisico é convergente em L

para a versao Lagrangeana do modelo agua-rasa das equacoes semigeostroficas.

O objetivo deste Capitulo é demonstrar os resultados de estabilidade fraca acima cita-
dos. Além disso, daremos uma breve explanacao sobre o modelo dgua-rasa das equacoes
semigeostroficas. No fim deste capitulo mostraremos, a partir de um exemplo, que existe

uma sequéncia de vorticidades iniciais no espago das medidas de probabilidade, tal que
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a sequéncia correspondente de solucoes Lagrangeanas no espaco fisico nao é convergente.

3.1 Estabilidade fraca em L' para as solucoes La-
grangeanas das equacoes semigeostroficas

Sejam {af} € L'(R?) uma sequéncia convergente, e o™ := a"(x,t) uma sequéncia de
solugoes fracas para as equagoes semigeostréficas, com dados iniciais of. Sejam {FJ'}

uma sequencia de fungoes convexas e limitadas tais que, para cada n, VF', Lo = og.

Lembre-se que, ao resolvermos, para cada n, o problema no espago dual com dado
inicial ag, obtemos uma sequéncia P" de pressoes modificadas associadas as solugoes
fracas a”. Denotaremos por ®" a sequéncia de fluxos Lagrangeanos no espaco dual

associada a a”. Seja, para cada n,
Fl':=(VP)"o®} o VP (3.1.1)

o tnico fluxo Lagrangeano no espaco fisico associado a ayf, cuja existéncia e unicidade
com relagao a uma aplicagao P" dada esta garantida pelos Teorema 2.1.4 e Proposicao

2.3.7.

Para mostrarmos um resultado de estabilidade fraca neste contexto, precisamos obter
uma nogao de convergéncia para a sequéncia (3.1.1). Observe que esta ndo é uma tarefa
simples, visto que F}" é dada pela composigao de trés seqiiéncias distintas e que convergem
independentemente nos espacos dual e fisico. No entanto, considerando as relacoes ex-
istentes entre o fluxo Lagrangeano no espaco dual e as solugoes para as equacoes semi-
geostréficas no espago dual (Proposi¢ao 2.2.8), bem como as propriedades dos fluxos La-
grangeanos nos espagos dual e fisico (Proposi¢ao 2.2.6 e Definig¢ao 2.1.3, respectivamente),
é possivel estabelecer uma nogao de convergéncia para a sequéncia (3.1.1), descrita pelo

teorema a seguir:
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Teorema 3.1.1 Seja ap € L*(R?) tal que aff — o fortemente em L'(R?). Seja a uma

solugao fraca do problema dual com dado inicial cg e seja F a aplicacao Lagrangeana

1
loc

correspondente. Entao existe uma subsequéncia o) tal que F'"* — F, em L; .(Q), para

0<t<T.

Este é o resultado principal desta secao. Antes de demonstrarmos o Teorema 3.1.1,
precisamos de alguns resultados auxiliares. O préximo lema é uma adaptacao do Teorema
2.2.4 para a sequéncia " associada a sequeéncia de solugoes das equagoes semigeostroficas

no espago dual {a}'},.

Lema 3.1.2 Seja {®}'}, sequéncia de fluzos Lagrangeanos no espago dual, associada a

sequéncia de solugoes {a}'},,. Entao, para cada t,

lim sup |®"(X,t) — (X, t)|dX =0, VR > 0, (3.1.2)

n—0 JBR t€[0,T]
onde ®,(X) € o fluzo Lagrangeano associado ao campo U(X,t) = J[H(X) — VP*(X,1)],
e H(X) € a aplicacao definida em (2.2.27), (2.2.28).

Demonstracao: Para mostrarmos (3.1.2), seja, para cada n, ®} o fluxo Lagrangeano
no espaco dual, associado ao campo U™(X,t) = J[H(X) — (VP})"]. Por (1.2.75), temos
que (P™)*(t,.) — P*(t,.) em Wo!(R?). Assim,

C

UMX,t) — U(X,t) em L (R%). (3.1.3)

No entanto, observando o Teorema 2.2.4, vemos que tais condi¢oes ainda nao sao
suficientes para obtermos a convergéncia de {®}'}. Consideremos, entdao, {U™™(X,t)}

uma familia de aproximacoes para U™ descrita por
Um™(X,t) = JIH(X) — (VP x ™ (X, t)] (3.1.4)
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onde ™ é um mollifier padrao.

Observe que a familia {U™™ (X, t)} satisfaz as seguintes condicdes:

umm e C([0,7] x R, R?)

Supm ”UN7m||LO°(R3><[O,TLR3) < X0

divU™™ = 0 (3.1.5)
|NVUn’m|L°°~([0,T]><BR,IR{3) < C’(n,m, R) < 00

Urm — Umem L} (R® x [0,T)).

loc

Desta forma, se ™™ (X, t) é a tnica solugao em [0,7] da EDO

dt )

d ~
— (X, t) = Umm(t, dm (X, 1))
om(X,0) =X

pelo Teorema 2.2.4, temos que

lim sup |[P"(X,t) — ®™™(X,t)|dX =0, VR > 0. (3.1.6)

m—0o0 JBR t€[0,T)

Por outro lado, observe também que U™™(X,t) — U(X,t) em L (R*x[0,T)) quando

m,n — oo. Com efeito, como
I(VE)" ™ = VE |y < "o |(VE)" = VP L+ IVE 5 0™ = VE |1,
temos que, quando m,n — oo,
I[(VES)" «n™ = VP |y — 0,
pois (VP)" —=VP) =0, (VP «n™ —=VP) —0,e |1l < 1.
Desta forma, também temos que

lim sup |P(X,t) — ¢ (X,t)[dX =0, VR > 0. (3.1.7)

m,n—=o0 J BR t€(0,7)

Agora, observe que, da tltima expressao de (3.1.5), para cada n, Unm —s U em

Ll

loc

(R? x [0,T)). Portanto, toda subsequéncia de {U"™™},, deve convergir para U™, Vn.
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Considere, entdo,uma subsequéncia {U™™™} de {U™™},, de tal forma que m(n) — oo
quando n — oco. Assim, para tal subsequéncia, se """ é o fluxo Lagrangeano associado

no espago dual, temos,

lim sup |®"(X,t) — ®"™M (X, 1)|dX =0, VR > 0. (3.1.8)

m(n)—oo ) B te[0,T]

Das convergéncias anteriores, e valendo-se do fato que
1D"(X,t) — O(X, t)| < |B"(X,t) — ™™ (X )| 4 |®"™ (X 1) — B(X, 1)
podemos concluir que

lim sup |®"(X,t) — (X, t)|[dX =0, VR > 0.

n—00 JBR t€[0,T)

Isto mostra o desejado. [

A proposicao a seguir caracteriza a convergéencia das aplicacoes Lagrangeanas no
espago fisico associadas a uma sequéncia {a"} de solugoes fracas da formulacao dual das

equacoes semigeostroficas satisfazendo a condigoes especificas de convergeéncia.

Proposicao 3.1.3 Seja {a"} uma sequéncia de solugées fracas associada ao problema

dual, e seja a tal que, para cada t € [0,T),

a™(.,t) = al.,t) w* — Ls(B(0, Ry))

P(.,t) — P(.,t) whr(Q)

P} — P, wWhi(Q) (3.1.9)
(P™Y*(.,t) — P*(.,t) Wl’lgR?’)

(VPY)* (., 1) — VP*(,1) (Ea)ie(R?),
onde A é uma N-fungdo, A* é a transformada de Legendre de A, L4(R?) € o espago de

Orlicz associado a A, e Eq+(R?) = C’go(R?’)L*A.

Seja F™ a aplicagao Lagrangeana no espaco fisico correspondente a o, e seja F a

aplica¢io Lagrangeana correspondente a «. Entio F* — F, em L} ().
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Demonstracao: Dado uma sequéncia de solugoes fracas {a"} no espaco dual satis-
fazendo (3.1.9), sejam {F"} a sequéncia de aplicagdes Lagrangeanas associada a {a"}, e
F a aplicagao Lagrangeana associada a «. Para mostrarmos que F* — F; em L} (),

primeiramente observemos que, para cada t, temos a seguinte desigualdade:

/|F" — Fi(z)|dx /|VP* o ®Y o VP (x) — (VP])o®, 0 VFy(x)|dz
<o { [Py o oo Ry @) — (VR o @0 V)i
Q
+/ (VP)" o ®,0 VP (z) — (VP]) o ®; 0 VP (x)|dx
Q

+ / (VP)o®,0 VP (z) — (VP)od;s0 VPO(x)""dg;}

Q
= C{]l —|— .[2 + 13}7
(3.1.10)

onde ¢ é uma constante que depende apenas de ().

Vamos mostrar que as integrais resultantes I, I, I3 convergem a zero quando n tende

ao infinito. De fato, tome a integral I;. Note que, para cada n, ', Lq = ag. Assim,

L = / (VP )" o ®} o VE] (xz) — (VP])" o &, 0 VP (z)|dx =
/ (VB 0 00 (y) — (V)" 0 By (y) ol (4)dy
{ (VP 0 B(y) — (VP) o 9} (y)laf(y)dy +

+/]R3 (VP) o ®™(y) — (VP o <I>t(y)|0<8(y)dy}

(3.1.11)

Analisemos as integrais I e I?. Para a andlise de I}, observe que, da Proposi¢io 2.2.8
temos que |[ag|| = [[af|| e af = @} ,af, para todo n e para t € (0,T'). Assim, utilizando

a desigualdade de Holder em espagos de Orlicz, temos que a integral I; satisfaz
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)" o @ (y) = (VEY) 0 9 (y)lag (y)dy

= (V)

/E ((VE)"(2) = (VE)(2)]af (2)dz (3.1.12)
< [V(E)" VP*)HEA*
= IIV(PZ‘) = (VP g4

localmente em R?, pois de (3.1.9) temos que (VP™)*(.,t) — VP*(.,t) em (E4+)i0c(R?).

n
HLA .
_
aOHLA 0

Agora tome a integral IZ. Observe que

;= (V7)o ®i(y) — (VI)" o ®u(y)lag (y)dy

RB

. { [ 19P) 0 810) = (VR o @ulw) o)+ o

+ [ 1R 0 0uls) = (VR 0 vl
— e+ 1),

Estimemos a integral I 12 1. Queremos mostrar que
1= [ (VR0 0 () ~ (VE)" 0 @u(w)laf (v)dy — 0.
R

Para isto, iremos utilizar o Teorema da Convergéncia Dominada generalizado (Lema 4).
De fato, observe que, como VP;(R?) C B(0, S), Vt, temos que |(VP;)o®}(y)— (VP)"o
Q. (y)| < é&S. Além disso, como aff — ap, ao definirmos f,, = (VP) o @} (y) — (VFP}) o

D, (y), gn = ¢S e pn, = af, se mostrarmos que, para todo t,
(VE) o @f(y) — (VF) o ®i(y) — 0, n— oo, (3.1.14)

podemos concluir que 112’1 — 0. Para mostrarmos (3.1.14), note que, para cada t, temos
por hipétese que 7 (y) — ®:(y) — 0 em B(0,R),VR > 0. Além disso, como P} é
convexa, VFP; é diferenciavel quase sempre, e portanto VF; é continua para quase todo
y (pois P é convexa na variavel espacial, para cada t, e portanto duas vezes diferencidvel

pelo Teorema de Aleksandrov, veja [18] e resultados auxiliares descritos na introdugao
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3.1. Estabilidade fraca em L' para solucoes Lagrangeanas

deste texto). Portanto, se ®;(y) for um ponto de continuidade para V P/, obtemos a
convergéncia (3.1.14). Note que, como VP; é continua em R?/N, com |N|gs = 0, para

que VP seja continua em ®;(y), devemos ter que
{y € R’ @i(y) € N}| =0.

Mas, como @} preserva medida, temos que

[{y eR® ®y(y) e N} = |{y eR* yec & (N)}]
= {y eR% ye @;(N)}]
— 0,

o que mostra que ®;(y) é um ponto de continuidade para VP, para quase todo y.

Portanto, temos que
(VE) o @/ (y) = (VE) o ®4(y) — 0, n — o0,
para quase todo y € R? e, desta forma, concluimos que,

1= [ (VB 00l — (VR o wlafa)dy =0, (3113
localmente em R3

Agora estimemos a integral I;%. Note que V¢, n,temos que VP (R?), (VP)*(R?) C
B(0,S). Além disso, (VP/)" — VP7, localmente em F4-(R?). Como ®; preserva
medida, temos que

(V)" 0 ®y(y) — (VF) o ®i(y) — 0,
localmente em F4«(R?), para quase todo y. Como o — ap, por um raciocinio andlogo ao
utilizado para a integral I 12 1 podemos concluir, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

generalizado, que
[ [(FFO" o 0) — (VB 0 0wllogihdy — 0. YBO.F). (31.16)
B(0,R
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Como I? = I7" + 177, de (3.1.15) e (3.1.16) segue que I? — 0 localmente em R?.

Assim, como I} = I} + I}, e I} — 0 localmente em R3 I? — 0 localmente em R?,

concluimos que
L = / (VP )" o ®} o VP (x) — (VFP])" o ®, 0 VP (x)|dx — 0, (3.1.17)
Q

localmente em (2.

Passemos a analisar a integral I,. Observe que, como VFj »lo = ag, temos que,

/ (VP)" 0 @0 VI (z) — (V) 0 & 0 VP (x)|dx =
N (3.1.18)
(VE)" o @y(y) — (V) 0 ®u(y)|og (y)dy,

= . |
ou seja, I, = I, Portanto, de (3.1.16), concluimos que I, — 0 localmente em Q.

Agora, analisemos a ultima das integrais. Como
L — / (VP! 0@, 0 VPIMz) — (VP) 0 B, 0V Py(2)|de,
)

e [(VP)o®, 0o VP (zx) — (VP) o &, 0 VPy(x)| < ¢S, pelo Teorema da Convergéncia

dominada (”nao-generalizado”), resta-nos mostrar que

(VP)o®, 0 VP (x) — (VP;) o ®, 0 VPy(x) — 0. (3.1.19)

Com efeito, como VP; é continua em R*\ N, |N|gs = 0, para obtermos (3.1.19),
devemos mostrar que para quase todo x, ®; o VPy(z) é um ponto de continuidade para
VP, isto é

Hzr € Q; &0 VPy(zr) e N} =0.

Para isto, observe que,
{z € Q &0 VFR(z) € N} =z € VR(z) € 2/(N)}.
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Assim, como VP .Lq = aq e, para cada t, ®; preserva medida, temos que

Hr € Q; &0 VPy(z) e N} =|{z € Q; VF(z) € o;(N)}

= ap(x)dz = 0.
7 (N)

(3.1.20)

Logo I3 — 0 em ().

Portanto, de (3.1.10) e das analises das integrais I, I5, I3 concluimos que F}' — F;

em L},.(Q). "

loc

Face ao resultados acima expostos, estamos aptos a demonstrar o resultado principal

desta tese.

Demonstracao do Teorema 3.1.1

Observe que, se g € L'(R?) é tal que aff — ap fortemente em L'(R?), e se Py é uma
funcao convexa e limitada tal que VFPy4Lq, entao, pelos Teorema 1.2.6 e Observacao
1.2.7, existem « solu¢ao do problema na forma dual, e uma subsequéncia {a;*} que
satisfaz as hip6teses da Proposi¢ao 3.1.4. Logo, se {F/"} é a subseqiiéncia de fluxos

Lagrangeanos associada a {«a;* }, entao, pela Proposigao 3.1.4, temos que
F"™ — F,

em L} .(Q). -

Observacao 3.1.4 Observe que, como €2 C R3 é um conjunto limitado, do Teorema

3.3.1 podemos concluir que

F'"™ — F,em L],.(Q), r € [1,00).
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3.2 Estabilidade fraca do modelo agua rasa para equacoes
semigeostroficas no espaco fisico

Nesta secao estaremos estendendo os resultados obtidos com relagao a estabilidade de

solugoes Lagrangeanas para o modelo dgua rasa das equacoes semigeostroficas.

3.2.1 O modelo agua-rasa: Formulacao e existéncia de solugoes

O modelo agua rasa para as equacgoes semigeostroficas é um problema de fronteira livre
para o sistema (1.2.56) em uma regiao D(t) que varia com o tempo. A condigao de

fronteira livre é definida por
u - v := velocidade normal da fronteira, (3.2.21)

sobre O[Ucpo,r){t} x D]. Dados Dy um conjunto, e py uma fungao, as condicdes iniciais

para este problema sao
D(0) = Dy
p(xv O) = pO(:L')7 em ().

(3.2.22)

Este modelo foi estudado por Cullen e Gangbo em [14], onde, a partir da condigao
de fronteira livre e uma aproximagao denominada “dgua rasa”, o problema (1.2.56)
é reescrito como um problema no dominio 2-dimensional Q C R?2, envolvendo a altura
h(zx,t) do fluido definida sobre Q x [0,7), e as componentes horizontais da velocidade
v = (v, v2).

Com efeito, como este é um problema de fronteira livre, temos que o fluido esta
contido em uma regiao do plano xy, no entanto a altura acima do nivel de referéncia nao

é conhecida, e varia com o tempo. Desta forma, se para cada t, D(t) descreve a regiao

em que o fluido estd contido no instante ¢, entao D(t) é descrito por
D(t) = {(21, 29, 73); (21, 22) € Q,0 < 23 < h(xy, 29,1)}. (3.2.23)
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Representaremos a pressao sobre a fronteira livre por uma constante py dada, e a

pressao p por

p(x1, 22, 23,t) = [h(x1, T2, 1) — 23] + po. (3.2.24)

Logo, podemos concluir que o gradiente da pressao é independente de x3, e portanto,
de (1.2.56) segue que as componentes horizontais da velocidade sdo independentes de x3.
De fato, denotando por v o campo de velocidades resultante desta aproximagao, temos
que v estd definido sobre ) x 0,7, e

v(z1,2) = (vi(T1,T2), V2(T1, T2))
= (u1(w1, T2, 3), ug (w1, T2, T3))

= (—Dt(alh(ﬂfl, Ta, t)) - 82h(:(:1, T2, t), —Dt<82h<ﬂf1, Ta, t)) + (91/1(1:1, Ta, t)) .
(3.2.25)

Além disso, a altura h do fluido satisfaz a equacao de continuidade:

oh ~

e + div(hv) = 0 em €2 x [0, 00). (3.2.26)
Isto posto, podemos redefinir o sistema semigeostréfico (1.2.56) para um sistema

2-dimensional chamado modelo agua-rasa das equacoes semigeostroficas. Este

sistema ¢é descrito como segue:

Dy(v{, v3) + (O1p, Oop) = (v2, —v1) em&jl x [0, 00)

(vilﬁ Ug) = (—82]), alp) em €2 X [Oa OO)

% + div(hv) =0 em 2 x [0, 00) (3.2.27)
v-n=0 sobrfa@flx 0, 00)

h(-,0) = ho em .

Através da mudanca de varidaveis

1
P(z,t) = h(z,t) + §\x|2,
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podemos reescrever o sistema (3.2.27) como:

DX =JX—z) Qx][0,T)
Oth + div(hv) =0  Qx[0,T)

X =VP P(1,5,) = h(zy, 22,1) + (2} + 23) (3.2.28)
Dt = Bt + U-V; V = (aﬂcn 8962) -
v-v=0 sobre 002 x [0, 7))

h(z,0) = Py(x) em (2.

Aqui,szgz(? 81)

Assim como no caso incompressivel, temos uma formulagao dual para este problema,

dada por
da+V.(Ua)=0 R? x [0,7)
VPt#ht = O, Vt S [O,T)
U(X,t) = Jh[X - VP (X, 1)] R? x [0,T) (3.2.29)
P*(X,t) = sup(z.X — P(z,1)), V(X,t) e R? x [0,T)
z€eQ

a(X,0) = ap(X) é definida sobre R
Um resultado de existéncia de solugoes fracas para este sistema foi obtido por Cullen

e Gangbo [14], para dados iniciais em LP(R?), p > 1.

Teorema 3.2.1 (Cullen e Gangbo, 2001) Seja Q C R2? um aberto limitado, tal que

(Q) C B onde B ¢ uma bola aberta B(0,S). Seja hy > 0 tal que Py(z) = ho(z) + |xf? €
uma funcao convexa e limitada em B, satisfazendo
DPyyho € LYV Py(Q))
para algum q > 1.Entdo para qualquer T > 0 existem fungoes a(X,t), P(X,t) sobre
R? x [0,T) tais que
(i) a, P satisfazem
a e L*([0,7), LY(R*) N C([0,T), LE,(R?))
P e L=([0,T), W=(Q)) n C([0,T), W' (%),
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onde r € um nimero real pertencente ao intervalo [1,00);
(ii) seja Ry = S(1+1T). Entdo

supp(a(.,t)) C B(0, Ry); Vt € [0,T), (3.2.30)

(iii) P(.,t) € conveza em Q;
(iv) P* satisfaz

P*(.,t) é conveza em R* Vt € [0,T),
P* e L2 (R* x [0, 7)),

loc

VP* € L®(R*x [0,T))NC([0,T),L"(B(0, R)))
para todo R > 0, e todo r € [1,00). Mais ainda,

IVP* (8| pomey < S VE€[0,T), (3.2.31)

(v) (a0, P, P*) satisfazem (3.2.29), onde a equagdo de evolugdo e o dado inicial para o
sdo entendidos no sentido fraco, a saber: para qualquer ¢ € CH(R? x [0,T))

/ [0:(X,t) + U(X,1).Vo(X, t)]a(X, t)dXdt

R2x(0.T) (3.2.32)

+/ ap(X)o(X,0)dX = 0.

RQ

Como no caso 3D, também estamos interessados em solugdes do modelo dgua-rasa do
sistema SG no espaco fisico, e como anteriormente, a alternativa é também definir solugoes
Lagrangeanas (F, P). Observe que, no modelo agua-rasa, o campo de velocidades nao
tem divergente nulo, mas a equagao do transporte d;h + div(hv) = 0 é satisfeita. Logo,

se ' um fluxo Lagrangeano pelo campo v, as solugoes h desta equacao do transporte
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satisfazem Fy,hg = hy, Vt € [0,T). Tal propriedade substitui o fato de que F' deve

preservar medida de Lebesgue.

A seguir, definimos as solugoes Lagrangeanas para este modelo.

Definigao 3.2.2 (Solugdes Lagrangeanas) Seja Q C R? wma aberto limitado, e T > 0.
- 1 -
Seja Py uma funcao convexa e limitada em S tal que ho(z) = Py(z) — §|x|2 >0 em Q.

Sejam r € [0,00) e P:Q x [0,T) — R satisfazendo

P e L=([0,T), Wh=(Q))nC([0,T), W (Q)) (3.2.33)

P(.,t) € convexa em ) para cadat € [0,T). (3.2.34)

1 . -
Seja h(x,t) = P(x,t) — 5]9&\2 Seja F: Q x [0,T) — Q uma aplicagio de Borel satis-
fazendo

F e C([0,T), L"(Q, hodz)). (3.2.35)

Entio o par (P, F) é chamado uma solucio Lagrangeana fraca de (3.2.28) em Q x [0,T)

S€

(i) F(x,0) =z, ho-q.5. em Q, P(x,0) = Py(z) ¢.5 em Q,
(1) para todo t > 0 a aplicagao Fy = F(.,t) : Q—Q satisfaz Fyyuho = hy,

(iii) Eziste uma aplicagdo de Borel F* : Q x [0,T) — Q tal que para todo t € (0,T)
a aplicagio Ff = F*(.,t) = Q — Q satisfaz Y yhi = ho, e Fyo F(z) = x by —

q.s.emQ e Ff o Fy(x) = x hyg — q.5. em €,
(iv) A funcao
Z(x,t) = VP(F,(z),1) (3.2.36)
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¢ uma solugao fraca de

0 Z(x,t) = J[Z(x,t) — F(z,t)], sobre supp hy em S:) x [0,7) (3.2.37)
Z(x,0) = VFPy(x), sobre supp hg em €, o
no sequinte sentido: para todo ¢ € C1(Q x [0,T)),
[ [Z(x,t).000(x,t) + J(Z(2,t) — F(x,1)).0(2, t)|ho(2)dxdt+
Qx[0,T) (3.2.38)

+/QVPO(x).gp(x,0)h0(x)dm = 0.

Com relacao a existéncia de solugoes Lagrangeanas para este modelo, temos o seguinte

resultado, também devido a Cullen e Feldman :

Teorema 3.2.3 (Cullen e Feldman, 2006) Seja Q C R? um aberto limitado, e Q C B,
onde B € uma bola aberta B(0,5). Seja hg > 0 tal que Py(z) = ho(z) + i|z|* é uma

funcao convexa e limitada em B, e além disto, que

DPyyho € LYV Py(Q)) (3.2.39)
para algum q > 1. Entao para todo T > 0 existe uma solu¢ao Lagrangeana (P, F) de
(8.2.28) em Q2 x[0,T), onde (46),(47) sao satisfeitas para todo r € [1,00). Mais ainda, a
fungdo Z(xz,t) definida por (3.2.36) satisfaz Z(x,.) € WH>([0,T)) ho-quase sempre em
Q, e (3.2.37) e sua forma fraca (3.2.38) sdo satisfeitas, no sequinte sentido

0 Z(x,t) = J(Z(x,t) — F(w,t)), ho(L*x L) quase sempre em Q x (0,7),

24
Z(x,0) = VFPy(x), hoL? quase sempre em Q. (3:240)

Como anteriormente, obtemos P a partir do problema dual, e F' é definida através

da seguinte expressao

F(z,t) = VP o ®; 0 VP(x),
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onde, para cada t, ®,(X) é o fluxo Lagrangeano no espago dual associado ao campo
U(X,t) = JL[H(X) — VP;(X)], e cuja construgao em R? segue os mesmos passos rea-
lizados anteriormente. Além disso, como no caso incompressivel, o fluxo Lagrangeano F

satisfaz:

Proposicao 3.2.4 Seja F' uma aplicagao definida por F(z,t) = VP o®,0V Py(z), para
cada (z,t) € Q x [0,T). Entio F estd bem definida ho-q.s., e satisfaz as propriedades
(i)-(iv) da Definicao 3.2.1.

Demonstracao: Esta demonstragao segue os mesmo passos desenvolvidos na Proposicao
2.3.2, observando que, nesta situagao, ao invés de VP, Lo = oy, VP 4o = Lg, temos

que V_Pt#ht = O, VPt*#at = ht7 Vt < [O,T)

Como hy(z) > 0 6 tal que Py(x) = ho(x) + 3|x|* ¢ uma funcdo convexa e limitada em
B(0,S), entao ||hol/r~ < S. Defina uma medida hy por hy = hodx. Logo, se N é um
subconjunto tal que |N| =0, ho[N] = 0.

Para verificarmos que a boa definicao de F' hy-q.s., note que, como Fy é uma funcao
convexa e limitada sobre B entao V Fj esta definida sobre Q\N&, com Nj um subconjunto
Borel mensuravel de Q tal que |N}|gz = 0, e portanto ho[Ng] = 0.

Como visto anteriormente , P* ¢ uma aplicacao de Borel e limitada sobre R? x [0, T,
convexa em z. Logo VP* estd definida sobre (R? x [0,7"))\ N2, com N? um subconjunto
boreliano de R? x [0, T) tal que |N?|gs=0. Mais ainda, denotando N? = N2 N (R? x {t}),
pelo teorema de Fubini temos que |[N7|g2 = 0, V¢ € [0,T). Desta forma, (VP o®,0VF)

esta definida no seguinte conjunto:

{@t) € Qx 0.1 (2.0) ¢ (V) x [0.7) UM,
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onde M = {(y,s) € (Q\ NJ) x [0,T); (®(VPy(y),s),s) € N*}, que é um subconjunto

boreliano.

Resta-nos mostrar que ho[M]gs = 0, e ho[M|gz = 0 para todo t € [0,7), onde
M, := M N (R?x {t}). Pelo Teorema de Fubini ¢ suficiente mostrarmos que ho[M;]gz = 0
para todo ¢ € [0,T). Com efeito, fixe t € [0,T). Como @, : R* — R? preserva medida
de Lebesgue, entdo |®,;'(N2)|gz = 0, e portanto, ho[®; '(N2)]gz = 0. Uma vez que
VRyuhy = ag e VP nao estd definido sobre N(}, segue que VPO#hO(Q\N&) = a. Assim,

1

como o € Ly,

(R?), temos que,
ho[M] :honeQ\M;vam»e¢f@¢ﬁ}
= / ap(z)dz =0
o (NF)

Portanto, podemos definir F : Q x [0,T) — Q por F(x,t) = VP o ®, 0 VPy(z), e tal

aplicacao é Borel mensuravel.
Procedendo de forma andloga ao item (i) da Proposigao 2.3.2, para concluirmos que
F(x,0) = z ho-q.8, resta-nos mostrar que

ho[V Py Y(Ny U N3) N Qg = 0,

onde Ny, N3 C R? sdo tais que Pg é diferencidvel sobre R?*\ Ny, ®o(z) = x em R? \ N3, e
| Na|gz = 0,| N3|gz = 0. Com efeito, como Py é convexa, entao Py é duas vezes diferencidvel,
e portanto VP é continua para quase todo z. Desta forma, |(VPy) ™ (Ny U N3)|ge = 0,
e portanto ho[V Py {(Ny U Ng) N Qg2 = 0.

Para mostrarmos que, para todo ¢ > 0, F; satisfaz F; 4ho = h;,observe primeiramente

que, formalmente, temos a seguinte identidade:

[ o(Fy(x))ho(x)dzr = [ po VP od,0VPFP(x)hy(x)dx (3.2.41)
9 9
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= /R3 wo VP o®(y)ay(y)dy (3.2.42)
_ /R 9o VE (2)au(z)dz (3.2.43)

= /ng(x)ht(x)dx. (3.2.44)

Precisamos justificar estas igualdades. De fato, (3.2.41) segue da definigao de F;.

Além disso, como V Py .hg = o, temos que
| veVR@h(@) = [ sy, ¥ € CEY).
Q R2

Uma vez que ag € L9(R3) tem suporte compacto, a identidade acima também é valida

para todo ¢ € L®(R3). Tome ¢ = ¢ o VP} o &, € L™(R?). Logo,

|00 vP o di0 VR @) = [ o0V 0 By)anly)dy
Q

R3

o que mostra a identidade (3.2.42). Como po VP € L®(R?), ap tem suporte compacto,
e ap = Prpap (por (2.2.49)), argumentando como acima obtemos (3.2.43). Finalmente,

(3.2.44) segue do fato que VI o = hy.
Assim, concluimos que F satisfaz o item (ii) da Defini¢ao 3.2.1.

Agora verifiquemos que F satisfaz o item (iii) da Definigao 3.2.1. Para isto, defina,

para cada t € [0,7T),
F}(x) = VF; o ®; o VP(x). (3.2.45)
Fazendo uma andlise semelhante a realizada para a aplicagao F' podemos concluir

que, para todo t € [0,T), a expressao VP o ®F o VP;(x) estd bem definida, e a aplicacao
E¥ : Q — Q definida por (3.2.45) é boreliana.
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Além disso, usando o Lema 2.3.4, temos que
[ F} o Fy(x)ho(z)dx = / VF;o®;oVP o F(x)ho(x)dx
O O
= / V B} o @} o @, 0 VFPy(z)ho(x)dz,
Q
e portanto F*o Fy(x) = V Pio®o®,0V Py(x) ho-quase sempre em 2. Como &Fod,(y) = y
quase sempre em R3, e também ag-quase sempre em R3, o fato de que VEPyzho = ag
implica que, Yo € C(Q),
[ ootton(VR@) (s = [ oo0ioBiy)anly)dy
Q R
= | »(y) aoly)dy

:ﬁ¢W%@WWM%
0
isto 6, ®; o O,(VFy(z)) = VFy(x) ho-q.s.. Desta forma,
/~ po Yo Fy(x)hy(z)der = / p o VP; o VP (x)ho(x)dx
0
= [ avreaa:
= ﬁ@(ff}ho(l’)d%
QO
Vo € C(Q), e portanto F* o Fy(x) = x ho-quase sempre em

Analogamente, concluimos que F; o F;*(z) = x, hy-q.s. em Q. o que demonstra que F

satisfaz o item (iii).

Para mostrarmos que a fungao Z(z,t) = VP(F,(x),t) é uma solugao fraca de

0 Z(x,t) = J[Z(x,t) — F(x,t)], sobre supp hy em S:] x [0,T)
Z(x,0) = VFPy(x), sobre supp hg em €,

tal que, para todo ¢ € Ccl(fz x [0,7)),
/Q o T)[ (x,t).0pp(x,t) + J(Z(x,t) — F(x,t)).0(x, t)|ho(x)dzdt+

/VP() (L’ 0)h0< )d _07
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basta observar que, como no caso incompressivel, para quase todo z € Q, e todo ¢ € [0,7),

temos que
(VP (z),t) = VFPy(x) + /T U(®,(VPy(z)),s)ds. (3.2.46)

Multiplicando esta tltima equacao por dyn(z,t), onde n € CH(R? x [0,T)), e integrando,

temos que,

/ O £).B(V Po(x), £)ho () ddt — / (. 4).V Po(w)ho(2)dadt
Qx[0,T) QX[O,sz
oz, U(P,(VPy(x)),s)ds ho(x)dzdt.
*/MT) n( t)/o (@.(V Po(), 5)ds ho(w)dadt

Procedendo de forma analoga a demonstragao da Proposicao 2.3.6, obtém-se o dese-

jado.

Por fim, mostremos que

lim / Fu(x) — Fy|"ho(z)dz = 0, ¢ € [0,T)

t—to 1)

para quaisquer ty € [0,7), r € [1,00). De fato, como F estd definida hg-q.s, e como

VPyyhy = ap e ; : R? — R? preserva medida, temos, para t,t, € [0,7), que

1) = Bl o)z =
— / VP o ®, 0 VPy(2) — VP 0y 0 VPy(2)| ho(z)dz
VB 0 @u(y) = VI, 0 @4 (y)]" ao(y)dy
= f VB 0 ®uy) = VE 0 Bi(y) + VI, 0 @u(y) = VE;, 0 @1, ()] ao(y)dy
3 VP o ®y(y) — VP o ®y(y |7"a0 y)dy+

—I—CQ/ |VP o ®y(y) — VP oDy (y)|r ap(y)dy

< c(l; + ).
(3.2.47)
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A andlise das integrais I} e I sdo neste caso sao feitas de forma andloga ao caso 3D,
donde concluimos que

lim / Fi(2) — Fyy"ho(w)dz = 0, £ € [0,T).
Q

t—to

Do acima exposto podemos concluir que F satisfaz as propriedades (i)-(iv) da Definigao

3.2.1. Isto encerra a demonstracao. [
As consideragoes anteriores nos permitem demonstrar o Teorema 3.2.3.

Demonstracao do Teorema 3.2.3

Sejam © C R? um aberto convexo tal que © C B(0,5), ho > 0 tal que Py(z) =
ho(x) + 3|x|* ¢ uma fungao convexa e limitada em B, e DPyyhg € Li(VPy(Q)), para
algum ¢ > 1. Defina ag por ag := DFy4hg, e observe que as hipéteses do Teorema 3.2.3
implicam nas hipoteses do Teorema 3.2.1. Como no caso incompressivel, seja P a funcao
convexa dada pelo Teorema 3.2.1. Utilizando a Proposicao 3.2.4, podemos concluir que
a aplicagdo F definida por F(z,t) = VP o ®, o VPy(x) é tal que (P, F) é solucao

Lagrangeana para o modelo agua-rasa das equagoes semigeostréficas. [

3.2.2 Estabilidade fraca para solucoes Lagrangeanas no modelo
agua-rasa

Para estudarmos a estabilidade fraca de solugoes para o modelo agua rasa, consider-
aremos oy € LP(R?),p > 1, a" := a™(x,t) com dados iniciais of). Sejam P™ as pressoes
modificadas associadas, e h™ a sequéncia associada a o™, P", satisfazendo

hi — ho em L'(Q)
~ 24
B () = h(., ) em W (Q), (3:2.48)
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para cada t. Seja ®" o fluxo Lagrangeano no espago dual e F}* := (VP )"0 ®? o VP as

aplicacoes Lagrangeanas no espaco fisico associadas as seqiiéncias acima relacionadas.

Vamos estabelecer uma nocao de convergéncia nesta situagao. O procedimento é
analogo ao realizado no caso 3D. Além disso, o Lema 3.1.2 permanece valido aqui, com
as alteragoes ébvias provenientes do fato de estarmos trabalhando em um espago 2-

dimensional.

A proposicao a seguir caracteriza a convergéncia no espaco fisico das aplicacoes La-

grangeanas do modelo em questao.

Proposicao 3.2.5 Seja {a™} uma sequéncia de solugoes fracas associada ao modelo dgua

rasa no espaco dual, e seja « tal que, para cada t € [0,T),

a(,t) = al.,t) LP(R?), 1 <p< oo
Pn(.,t) — (Wt) Wl,rggi

Py — P Whi(Q

(P™)*(.,t) — P*(.,t) Wo2(R?) (3.2.49)
hy — hg LI(Q)

h"(.,t) = h(.,t) Whee(Q).

Seja F™ a aplicagao Lagrangeana mo espacgo fisico correspondente a o" e seja F' a

aplicagao Lagrangeana correspondente a . Entao

lim [ |[F}'(z) — Fy(x)|"ho(z)dx = 0; r € [1,00), (3.2.50)

n—oo

localmente em Q.

Demonstragao: Primeiramente, note que

/ FP2) — F)[ ho(a)de = / FP(2) — Fy(@)[" (ho(z) — B2 (x))de
Q

(3.2.51)
+/§|Ft"(m) — Fi(z)|"hi (z)dz.
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Além disso, observe que, como VP;(R?), (VP;)"(R?) C B(0,S), temos que |F/*(x) —
F,(z)|" < (28)". Temos também que h? — hy em L'(Q), e |(ho(z) — hi(z))| <
1Poll oy + 1156 | (@y < € < oo. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

Segue que
/ FP(2) — B[ (hol) — hi(x))dz < (25)" / (ho() — W2 (x))dz

< (25)’"/j~2 |(ho() — I ())|dz == 0.
(3.2.52)

Portanto, para mostramos (3.2.50), resta verificarmos que

lim |F"( ) — Fi(z)|"hi (z)dz = 0.

Para isto, observe que,
| 1Fr@) = R <
c(r {/ﬂ (VP )" o ®} o VE(x) — (VP)" 0 &0 VI ()| hi(z)dx
—I—/Q (VP)" o &, 0 VI (z) — (VP]) o &, 0 VB ()| hg(x)dx
+ / (VP)o®,0 VP (x) — (VP)o®, 0 VPO(JU)th(x)dx}

zég(zr){f1+f2+f3}' (3.2.53)

Analisemos as integrais I, I», I;. Com efeito, valendo-se do fato que VI, hy = ag,

temos que
I = [1(VP) o @0 VRN @) = (VE)" 0 B0 VR ()] o)
[ iRyt - (vR o0 egti

<&l {/ (VE)" 0 @ (y) — (V) 0 D} (y)| g (y)dy (3.2.54)

+

[ 1) 0010~ (VR o )l i)
= & (r){I} + I}
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As integrais resultantes I}, I? sao estimadas de forma andloga as suas correspondentes

I}, I? obtidas nas Proposi¢ao 3.1.3. Portanto, podemos concluir que
I = [ (VP)" o @} o VP (z) — (VP])" o &, 0o VP (x)|"hi(z)dx — 0 (3.2.55)
Q

localmente em €).

Com relacao & integral I, note que
b = [V o @00 VR ) = (VF) 0 B0 VR (o) (o)

(3.2.56)
= /: [(VE)" 0 @4(y) — (VE]) o Pi(y)| g (y)dy,

e portanto, conforme as estimativas anteriormente obtidas com relacao a integral corres-

pondente I (Proposigao 3.1.3), temos que I, — 0 localmente em €.

Finalmente, analisemos a integral I;. Observe que,

I = / (VP)o®,0 VP (x) — (VP]) o ®po VFPy(x)|"hy(x)dx. (3.2.57)
9!

Desta forma, como VP;(R?) C B(0,S), Vt, e hi — hg, ao definirmos as seqiiéncias
fon=(VP})o®,0VF}(x)— (VP})o® 0o VP(x), gn = ¢S" e u, = h{, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue generalizado (Lema 4), devemos mostrar que, para

todo t,
(VP)o®, 0 VP (z) — (VF) o @0 VP(x) — 0, n— oc. (3.2.58)

Com efeito, na Proposi¢ao 3.1.3 mostramos que esta convergéncia ocorre (veja (3.1.19)).

Portanto, I5 — 0 em €.

Do acima exposto podemos entao concluir que, para cada t,

lim [ |F}'(x) — Fy(x)|"hi(z)dz =0 (3.2.59)

n—oo
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localmente em €.

De (3.2.51), (3.2.52) e (3.2.59) segue que, para r € [1,00),
lim [ |EF]'(z) — Fy(z)|"ho(z)dz = 0,
localmente em €. Isto conclui a demonstracio. [

O resultado principal desta secao é apresentado a seguir:

Teorema 3.2.6 Seja ag € LP(R?) p > 1 tal que off — g fortemente em LP(R?). Seja o
uma solugao fraca para (3.2.29) com dado inicial ag e seja F' a aplicagao Lagrangeana no

espago fisico correspondente. Entao existe uma subsequéncia o* tal que, para 0 <t < T,
lim [ |[F{"(z) — Fy(z)|"ho(z)dx = 0; r € [1, 00), (3.2.60)

localmente em Q.

Demonstragao: Como no caso incompressivel, se ay € LP(R?) p > 1 é tal que af — ag

fortemente em LP(R?), entao existem « solugao no espago dual do modelo dgua rasa, e

uma subseqiiéncia «;* satisfazendo as hipéteses da Proposicao 3.2.5. [

A préxima secao mostra que nao é possivel obter um resultado de estabilidade fraca

no espaco fisico quando o dado inicial o é tomado no espago das medidas de Radon.

3.3 Um exemplo no espaco das medidas

Considere 2 = B(0,1) e 7o € R% Queremos discutir a estabilidade do sistema semi-

geostréfico nos espagos dual e fisico quando tomamos como dado inicial ag(z) = 6.
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Para encontrarmos uma solugao para o problema em questao, precisamos inicialmente

encontrar P* tal que det D*P* = §,,, isto é, encontrar P = P(y) convexa e tal que
dy
f(VP(y)— = | f(x)dag(x)= f(zo). (3.3.61)
Q m R2
Observe que, como a identidade acima é valida para qualquer funcao f continua,

/Qf (g;@) d—;_/ = Zo,, (3.3.62)

isto é, P(y) = xo.y +b, Vb € R?, para todo t € [0,T), é uma funcao convexa que satisfaz

temos em particular que

as condicoes do Teorema de Fatorizacao Polar de Brenier nesta situacao e, além disso,
V P, é determinado unicamente. Logo podemos considerar, sem perda da generalidade,

que Py(y) = xo.y, Vt € [0,T). Também, por defini¢do, temos que

P} (z) =sup{z.y — xo.y}, (3.3.63)
zeQ
e portanto P} (x) = ||z — xo||. Note que, para cada t, P é uma fungao convexa e , além
disso,
VP (z) = u; T # .
[ = ol

Desta forma, se x = x,

det D*P*(z) = 0,,.

Este fato dificulta a analise do fluxo Lagrangeano no espaco fisico no ponto x = x,

visto que a aplicacdo V P/ (x) nao estd definida neste ponto.

Para contornarmos este problema, considere B(zy, ¢), uma bola centrada no ponto xg e
raio €, para ¢ > 0 suficientemente pequeno. Faremos uma analise do problema neste caso,
e tomaremos ¢ — 0 para estimarmos o comportamento do problema na situagao inicial.

De fato, note que, pelo Teorema de fatorizagao Polar, ao transportarmos €2 para B(xg, €),
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para cada t, este transporte é realizado através de uma tunica aplicacao VP, onde P, é

2
uma fungao convexa em 2. Em verdade, P(y) = xo.y + e‘yT', donde VP,(y) = xo + €y.

Como, para cada t € [0,7"), temos por definigdo que P;(z) = sup{x.y — P;(y)}, entdo
yeN

neste caso, segue que, para cada €,

= ol
: B
(Pl ={ e o TEPed) (3.3.64)
e~ zoll = 55 ¢ Blan.2).

Desta forma, para = € B(zo,¢), o campo de velocidades U.(z,t) = J[x — V(P})(x),

na formulagao dual, é dado por

Ucz,t) = [o—V(P)(z, )]

Observe também que o fluxo Lagrangeano ®.(z,t) no espago dual é dado por
d
—& (x,t) = U(x,t)

dt (3.3.65)
O (z,0) = z.

Seja x € B(xg,¢). Logo, existe 0 < v < 1 tal que ||z —x¢|| = 7€, e portanto temos que
x = ve(cos by, sinby) + . Fixe este 7, 0y. Logo, para z € B(xg,¢), o fluxo Lagrangeano

®, é dado por

D, (z,t) = e (Cos ([5 ; 1} t+ 90> sin ([5 ; 11 t+ 90)) + (2,22).  (3.3.66)

Assim, no espago dual, quando € — 0, concluimos que ®.(x,t) — xg, uniformemente

em z e t.
Note que, no espaco fisico, a aplicagao
Fi(y) = VP o ®; 0 VPy(y),
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que define o fluxo Lagrangeano neste espaco, nos fornece, para y € Q = B(0,1), a

seguinte expressao:

Fi(y) =VPFo® 0VF(y)
= VP o®y(xy+ cy)

—1 —1
=VF; ('ys cos( ET}t—I—QO) + 15, 7€ [sin [gT]tht%)} —l—a:g)
:E(cos el t+«90),sin [8_1]75—1—00)
€ € £
-1 —1
:”)/(COS< %}t—l—@o),sin( 88 ]t+90)>, v <1,

onde 7y e 6y provém do fato que, como (z¢ + €y) € B(xg,¢), entdo existe 0 < vy < 1 tal

que ||z — xo|| = e, e portanto x = ye(cos by, sin Oy) + xo.

£ —

Defina 6(t) = < ) t + 6y. Portanto, ao tomarmos o limite quando € — 0, temos

que Fy(y) descreve a rotacao ao redor de um circulo com centro na origem e raio 7y, com

—1
velocidade angular 6'(t) = (8

) — 00, 0 que nos mostra que o fluxo Lagrangeano no
€

espago fisico nao é convergente em nenhum sentido razoavel.

Portanto, este exemplo nos sugere que nao ha estabilidade fraca para as solugoes
Lagrangeanas das equagoes semigeostroficas quando o dado inicial ag no espaco dual é

tomado no espaco das medidas de Radon.
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Consideracoes Finais

Existem outras questoes naturais que aparecem no estudo de propriedades das equagoes
semigeotroficas. Uma delas, por exemplo, é se podemos estender a nocao de solucao
Lagrangeana para o modelo compressivel das equagoes semigeostroficas, cuja formulacao
dual foi estudada por Cullen e Maroofi em [12]. Considerando a solugdo proposta por
Cullen e Feldman aqui discutida, a grande dificuldade no caso compressivel é obter um
fluxo Lagrangeano no espaco fisico. O campo vetorial no espago dual nao possui regu-
laridade suficiente para que seja aplicada a teoria classica de Equacgoes Diferenciais Or-
dindrias, nem para aplicarmos a teoria desenvolvida por Ambrosio em [2], com respeito
as equacoes diferenciais ordindrias e equacoes de transporte definidas sobre campos ve-
toriais de variagao limitada. Para resolver este problema, uma idéia é tentar melhorar as
estimativas no espaco dual a fim de que possamos resolvé-lo no espago fisico usando as

idéias propostas por Cullen e Feldman.

Uma outra questao esta relacionada a existéncia de solucoes para as equagoes semi-
geostroficas sobre uma esfera. Neste caso a forca de Coriolis nao pode ser considerada
constante. Além disso, hd uma grande dificuldade em resolver estas equagoes em variaveis
duais. Se tentamos encontrar uma solucao para o problema sobre uma esfera pelo mesmo
método utilizado para as equacoes definidas em um espaco Euclidiano, as equacgoes re-

sultantes que sao obtidas apds uma mudanca de coordenadas sao dificeis de se resolver.

125



Neste contexto uma questao também muito interessante, é sobre o comportamento das
equacoes semigeostroficas quando nos aproximamos da linha do Equador, onde temos

que a forga de Coriolis f é igual a zero.

Finalmente, uma outra questao interessante, surge ao olharmos para a formulagao
original do problema. A condicao de fronteira aqui imposta exclui alguns casos que sao,
do ponto de vista fisico e de aplicacoes, interessantes. Neste ponto, um problema em

aberto muito interessante seria o estudo desta equacoes com outros dados de fronteira.
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Apeéendice A

Espacos de Orlicz

Faremos aqui algumas consideragoes sobre os espacos de Orlicz, relacionando algumas

propriedades e resultados importantes. Para mais detalhes, veja [1].

Os espagos de Orlicz sao definidos a partir de N-fungoes A, cuja definicao segue

abaixo:

Definigao A.1 Considere uma fungao a : [0,00) — [0,00) com as sequintes propriedades:

(1) a(0) =0, a(t) >0 set >0 e tlirgloa(t) = 00,
(ii) a € nao decrescente,
(11i) a é continua a direita.
Entao a funcao de valores reais A definida sobre [0,00), e tal que

Alt) = /0 o(r)dr (A1)

¢ chamada uma N -fungao.

127



Observe que N- fungdes sdo continuas em [0, 00), convexas, pois A”(t) = a'(t) > 0,
e estritamente crescentes. Note que, geometricamente, A(t) representa a area abaixo do

grafico de y = a(x), de x = 0 até x = t.

Exemplo A.2 Sao N-fungoes:

Aty =1t 1 < p < o
At)=¢€ —t—1;
A(t) = (1 +t)log(l + ) — ¢,

entre outras.

A seguir definiremos as N-fungoes denominadas A-regulares. Conforme veremos a
seguir, as N-fungoes A-regulares sao importantes no nosso estudo visto que os espagos de
Orlicz definidos a partir de N-fungoes A-regulares apresentam propriedades topoldgicas

interessantes.

Definicao A.3 Uma N-func¢ao é dita A-reqular se existe uma constante positiva C e

to > 0 tal que A(2t) < CA(t), Vt > to.
De posse do conceito de N-funcao, estamos aptos para definir os espacos de Orlicz.

Definicao A.4 Seja Q2 um dominio em R™, e A uma N-funcao. O espaco de Orlicz

L 4(Q) € definido como o fecho linear das fungoes u € L}, () tais que A(|u|) € integrdvel.

O espago de Orlicz L4(£2) é um espago de Banach com respeito a norma

ull 4 = inf {k >0, /QA (@) dr < 1} . (A.2)

Estes espacos generalizam os espagos de Lebesgue LP(2), que sao associados as N-fungoes

A(t) = tv.
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Apéndice A. Espacos de Orlicz

Vamos denotar por E4(€2) o fecho em L4(€2) das fungoes suaves de suporte compacto.

Com relagao aos espagos L4(2) e E4(£2), observe que:

(I) Para toda N-fungao A, E4(Q2) é separdvel,

(IT) em geral, L(Q2) e E4(Q2) sao distintos, e L4(£2) ndo é separdvel. A identidade

L = FE4 ocorre quando A é A-regular.

A exemplo dos espacos LP, existem relagoes de dualidade nos espacos de Orlicz. Antes
de mostrarmos estas relagoes necessitamos da definicao da transformada de Legendre de

uma N-funcao.

Definicao A.5 Seja A uma N-funcao. Definimos a transformada de Legendre A* de A
por

A" = A*(s) = max(st — A(t)). (A.3)

t>0

Pode-se verificar que A* é uma N-funcao e A** = A. Além disso, se A é uma N-funcao, e
A* é a transformada de Legendre de A, temos uma versao generalizada da desigualdade

de Holder para os espagos de Orlicz:

< 2lullallv]

" (A.4)

/Q w(@)o(z)da

Com relagao as relagoes de dualidade em espagos de Orlicz, temos o seguinte resultado:

Teorema A.6 ([1]) O espago dual de E4(2) € L(2).

Os préximos resultados sao referentes a algumas propriedades topolégicas importantes
envolvendo o uso dos espagos de Orlicz. O lema a seguir é um corolario da caracterizagao

de integrabilidade uniforme de la Vallée-Poussin.
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Lema A.7 (/6]) Sejam Q um dominio limitado em R™ e f € L'(Q). Eziste uma N-
fungio A tal que f € La(92).

O préximo resultado, que também pode ser encontrado em [22], caracteriza a con-

vergéncia em L, de seqiiéncias limitadas.

Lema A.8 ([22]) Sejam {u,} uma sequéncia de fung¢ées limitada em L>®(Q2). Se u,, — u

em LY(Q), entao u, — u em LA(Q), para qualquer N-fungdio A.

Demonstragao: Sejam {u,} uma sequéncia limitada, e u tais que u,, — u em L'(Q).

Sejam A uma N-funcao, fixe ¢ < 0, e defina

(A.5)

Para mostrarmos que u, — u em L4(2), basta verificar que existe ng > 0 tal que, se

n > ng, entao

/QA(|U”|)d:1: <1, (A.6)

pois, como ||u||4 = inf {k: > 0, / A (]u(kxﬂ) dzr < 1}, se (A.6) se verifica, entao ||u, —
0

+ (qm)

Defina também, para cada n, o conjunto Q" = {z € Q| [v"| > A}. Temos entao,

ul|a < €.Com efeito, defina

>
Il

||U"||L1 ||un — u||L1
| | - A e ( )

2C
Desta forma, como {u"} é limitada, temos que ||u" ||z~ < C, e portanto ||[v"||p~ < —.
£
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Apéndice A. Espacos de Orlicz

Logo, pelas propriedades da N-fungdo A, do conjunto Q", e de (A.7), concluimos que

j£14ﬂv”Ddx :t/;44ﬂU”Ddx—Fj£an4ﬂv”Ddx

2C
< A=) jan+ A (A8)

€
20\ ||luy, — u 1
20w —llis | 1

< A
- € AE

Também, como u,, — u em L', existe n; > 0 tal que, se n > nq, entao,

A€

— 1< — A.
Desta forma, de (A.8) e (A.9) obtemos que
/Awmmng
Q
o que conclui a demonstracao. [
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